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Resumo

O matematico alemao Hermann Minkowski fo1 um dos precursores na
criacao e desenvolvimento da chamada Geometria dos Numeros. Ele
definiu este termo como significando investigacoes geométricas de re-
ticulados e conjuntos associados. No ano de 1891, ele introduziu o
conceito de Reticulados como a cole¢cao de pontos com coordenadas
inteiras em um sistema de coordenadas com eixos perpendiculares. O
Teorema de Minkowski sobre Reticulados € uma terramenta usada para
resolver diversos problemas de Teoria dos Numeros e Teoria Algébrica
dos Numeros, por exemplo.

Introducao

Definicao. Seja {eq, es, . .., e,, } um conjunto linearmente indepen-
dente de vetores em R"™. Um reticulado L de dimensao m € o sub-
grupo aditivo (R"™, +) gerado por e, €2, . . ., €;,,. Isto €,

L={veR":v=ae+azes+ ...+ ane,|la; € Z}.

Neste caso, podemos definir o dominio fundamental I) como 0 con-

junto de todos os elementos a1e; + ... + ape,, onde 0 < a; < 1,
Ve=1,...,n.

Figura 1: Reticulado de dimensdo 2 em R? e seu dominio fundamental.

Lema 1. Seja L um reticulado n-dimensional em R", cuja base €
{ei, ez, ,e,}. Suponha e; = (ay;, @24y + 4, ayn;). Entdo o vo-
lume do dominio fundamental D de L. definido por essa base €

v(D) = |det(ai;).

Observacao. Bases diferentes podem gerar o mesmo reticulado,
porém os dominios fundamentais associados a cada base diferem. Pelo
Lema acima, temos que apesar da diferenca geométrica, o volume do
dominio fundamental permanece 1gual qualquer que seja a base consi-
derada.

Figura 2: Dominios fundamentais I); e D, associados, respectivamente, as bases
B, = {(1,0),(0,1)} B, = {(2,1), (1, 1)} do reticulado Z.

Teorema de Minkowski

Em suma, o teorema estabelece parametros para um subconjunto li-
mitado, simétrico e convexo de R", para que o mesmo contenha um
ponto nao nulo de um reticulado.

Teorema 2. [Minkowski] Sejam L um reticulado de dimensao n em
R™ com dominio fundamental D e X um conjunto simétrico, convexo

Impa

Instituto de
Matematica

Pura e Aplicada

e limitado em R". Se v(X) > 2™v (D), entdao X contém um ponto
nao nulo de L.

Exemplo. Considerando o reticulado Z?, temos que v(D) = 1.
Logo, um conjunto X limitado, sitmétrico € convexo que tem uma area
maior que 22 - v (D) deve ser um paralelogramo de drea minima igual
a 4, conforme Figura 3. Assim, o Teorema de Minkowski garante que
X contém ponto, ndo nulo, de Z2.

Figura 3: Conjunto X simétrico, convexo e limitado do reticulado Z2.

Teorema dos quatro quadrados

O Teorema dos quatro quadrados afirma que todo inteiro positivo pode
ser representado como a soma de quatro quadrados de inteiros. Apesar
de ser um resultado puramente algébrico, sua demonstracio € con-
sequencia imediata do Teorema de Minkowski juntamente com os Le-
mas 2 e 3.

Lema 2. Se m e n sdo soma de quatro quadrados de inteiros, entao
m - 1 também € uma soma de quatro quadrados de 1nteiros.

Lema 3. Seja p > 2 um inteiro primo. Entdo, a equacdo u® + v* +

1 = 0 (mod p) admite solucdo inteira no intervalo |0, 1%1]

Teorema 2. [Lagrange]| Todo inteiro positivo 72 € a soma de quatro
quadrados de inteiros.

Demonstracdo. Se n = 1 o resultado é imediato. Se n 7% 1, entdo
pode ser decomposto como produto de primo. Dai, pelo Lema 2, basta
mostrar o teorema para . = p, com p primo. Se p = 2 nao ha o que
se fazer. Para p um primo impar, pelo Lema 3, existem u, v € Z tais
que u® + v? + 1 = 0 (mod p). Escolha u e v dessa forma e defina
L = L(B), o reticulado gerado por B, onde B = {e, e, e3,€4}
Cer = (17 0, u, ’U), €2 — (09 1, v, —’LL), €3 — (09 0, p, 0)9 €4 —
(0,0, 0, p). Isto é,

L={z€Z":¢c=au+bv(modp)ed= bu— av (mod p)},

onde z = (a, b, c,d). Logo, o volume de D, dominio fundamental
de L nesta base, pelo Lema 1, é v(D) = |det(e;;)| = p*.
Considere X a esfera, em R*, dada por X = {(z,y, 2z, w) € R*:
r® + y° + 22 + w? < 2p}. Entdo, X é um conjunto limitado,
simétrico e convexo, cujo v(X) = 2p?m?. Logo, como v(X) >
24p? = 2% v (D), pelo Teorema de Minkowski, existe um vetor ndo
nulo (a,b,c,d) € LN X.Ouseja,0 < a’+b*+c*+d* < 2pe
a’+ b* + ¢* + d? = 0 (mod p). Portanto, a? + b + ¢* + d* = p.
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