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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a teoria de integracao de Le-
besgue, construida a partir da Teoria da Medida. Como sera visto adi-
ante, esta integral sera definida, primeiramente, para funcoes simples
positivas, depois, para fun¢cdes mensuraveis positivas e, por fim, para
qualquer fun¢ao mensuravel. Em seguida, sera apresentado um inte-
ressante exemplo de uma func¢ao, que nao € integravel em relacao a
Riemann mas, sim, em relacdo a Lebesgue.

Introducao

A teoria de integragao foi desenvolvida, em sua maior parte, pelos ma-
tematicos Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Augustin-Louis
Cauchy e Georg Friedrich Bernhard Riemann. Com os aprimoramen-
tos desse principio, o foco do estudo tornou-se resolver questoes pu-
ramente analiticas, para as quais a teoria classica de integracao — que
culminou na Integral de Riemann — nao € sempre suficiente. Apesar
de predominante, durante muito tempo, a teoria de integracao de Rie-
mann tem sido substituida por outra, desenvolvida com fundamento no
trabalho pioneiro do matematico franceés Henr1 Leon Lebesgue. Isso
se da pelo fato de que os fortes teoremas de convergéncia, associados
a teoria de integracao de Lebesgue, levam a resultados mais gerais,
completos e elegantes do que os advindos da teoria de integracao de
Riemann.

A Construcao da Integral de Lebesgue

Definicao 1 (Integral de Lebesgue para Funcoes Simples Positivas).
Sejam @ uma fungdo simples positiva e u uma medida. Definimos a
Integral de Lebesgue de o com relacdo a pu da seguinte forma.

/ pdp =Y appa,-

k=1

Proposicao 1.Seja (€2, A, i) um espaco de medida. Se @ e 1) sdo
funcées simples positivas em (€2, A, i) e ¢ > 0, entdo valem as
propriedades:

(a) [ cpdp = c [ pdp;
(b) [ (¢ +)dp = | pdp + [ pdp.

Definicao 2 (Integral de Lebesgue para Funcoes Mensuraveis Po-
sitivas). Sejam | uma funcdo mensurdvel positiva, @ uma fungdo sim-
ples positiva e pu uma medida. Definimos a Integral de Lebesgue de f
com relacdo a p da seguinte forma:

/sodu 1= sup{/ pdp o < f}.

Definicao 3. Seja f uma funcdo mensurdvel. Entdo, a parte positiva
de f, denotada por 7, é definida por f™(w) = max{0, f(w)}.
De maneira semelhante, a parte negativa de f, denotada por f—, é
definida por f~(w) = max{0, — f(w) }.

Definicao 4. Seja f uma mensurdvel definida no espaco de medida

(2, A, i). Considere as partes positiva e negativa de f. Definimos a
Integral de Lebesgue de f da seguinte maneira

[ fani= [ rrdu - [ s-an.

Se tanto a Integral de Lebesgue de f+ quanto a Integral de Lebesgue
de f~ forem finitas, entdo dizemos que f é integrdvel com relacdo a
Lebesgue.

Um Simples Exemplo

Exemplo 1. Seja (2, A, i) um espaco de medida, em que 2 =
(0,1), A = B((0,1)) e o : B((0,1)) —> R ¢ a Medida de
Lebesgue, definida por u((a,b)) = b—a. Seja@Q = {q € (0,1) :
q € Q} o conjunto dos elementos racionais de (0,1). Considere a
funcdo o, definida por:

(

1, se w € Q,

plw) = <\ 0, se w € Q°.

Vamos mostrar que @, apesar de ndo ser integrdavel com relacdo a
Riemann, é integrdvel com relacdo a Lebesgue e que | pdu = 0.

Observe, inicialmente, que @ ¢ descontinua em todo ponto irracional
de (0, 1), ou seja, em Q°. De fato, tome x € Q€. Como o conjunto Q,
dos niimeros racionais, é denso em (0, 1), entdo existe uma sequéncia

{rn}nen C Q tal que

Iim r, = .
n——+oo

Note que, para todon € N, ¢(r,) = 1. Por outro lado, temos que
p(x) = 0. Daj,

lim r, =1%# 0= p(x).

n—-+oo

Logo, por Teorema em [1], @ ndo é continua em Q).

Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de . Pela prova
anterior, temos que Q¢ C D. Vamos mostrar, entdo, que @ ndo
é integravel com relacdo a Riemann. QOu seja, queremos mostrar
p(D) > 0. Como Q° C D, basta mostrarmos que pu(Q¢) > O.

Vamos calcular pu(Q°). Seja r € Q. Sabemos que

p({r}) =0, Q@ = [ J{r}.

reQ

Como | J,colr} € enumerdvel, podemos escrever:

(@) =p(l J{r}) =) w({r}) =o.

reQ reQ

Observe que (0,1) = Q U Q€ e que u((0,1)) =1 — 0 = 1.
Como essa unido é disjunta, temos.

p((0,1)) = p(QUQA) = pu(Q)+p(Q°) = 0+u(Q°) = n(Q°).

Concluimos que M(QC) = 1 > 0 e, por Teorema em [1], © ndo é
integravel com relacdo a Riemann.

Note, agora, que @ é uma funcdo simples positiva. Logo, pela
Definicdo 1., a Integral de Lebesgue de o com relacdo a | existe e
¢ dada por:

/ odu = 1(1(Q)) + 0((Q%)) = 1(0) + 0(1) = 0.

Conclusao

O exemplo apresentado permite a percep¢ao de que a Integral de Le-
besgue estende, para uma classe maior de funcoes, a Integral de Rie-
mann.
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