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Introdução

Neste trabalho serão abordados códigos lineares q-ários na métrica p-
Lee, que é uma generalização da métrica de Lee.

Códigos e reticulados q-ários

Definição 1. Seja q ∈ N, q ≥ 2. Um código linear q-ário C ⊆ Znq
é um Zq-submódulo de Znq , ou seja, é um subgrupo aditivo de Znq .
Definição 2. Seja {v1, · · · , vm}, m ≤ n, um conjunto de vetores
linearmente independentes em Rn. O conjunto de pontos

Λ =

{
m∑
i=1

λivi, λi ∈ Z para todo i = 1, · · · ,m
}

é chamado de reticulado.

Figura 1: Código 17-ário gerado por (1, 5) em Z2
17 e reticulado gerado por {(1, 0),

(1/2,
√

3/2)}.

Proposição 1. [2] Considere a aplicação sobrejetora
φ : Zn −→ Znq

(x1, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xn).

Temos que C ⊆ Znq é um código linear q-ário se, e somente se,
φ−1(C) = ΛA(C) ⊆ Zn é um reticulado. Além disso, temos que
qZn ⊆ ΛA(C) e ΛA(C)/qZn ' C.

Figura 2: Reticulado 7-ário ΛA(C).

Métrica p-Lee

Definição 3. Dados a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn e
1 ≤ p <∞, definimos a métrica dp como

dp(a, b) =

(
n∑
i=1

|ai − bi|p
)1/p

.

Definição 4. Dados a, b ∈ [0, q) com 0 ≤ a, b < q, definimos a
métrica de Lee por dLee(a, b) = min{|a− b|, q − |a− b|}.

Definição 5. Dados a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ [0, q)n

e 1 ≤ p <∞, definimos a métrica p-Lee como

dp,Lee(a, b) =

(
n∑
i=1

(
dLee(ai, bi)

)p)1/p

.

Figura 3: Código gerado por (1, 5) em Z2
13 na métrica 2-Lee.

Raio de empacotamento

Proposição 2. [1] SejaC ⊆ Znq um código linear q-ário com distân-
cia mínima µp(C) na métrica p-Lee. Temos que o reticulado ΛA(C)

tem distância mínima µp(ΛA(C)) = min{µp(C), q} na métrica
dp.

Exemplo 1.O códigoC = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)},
contido em Z7

2, tem distância mínima µp(C) = 7 na métrica de Lee
e ΛA(C) tem distância mínima µp(ΛAC) = 2 na métrica d1.

Proposição 3. [1] SejaC ⊆ Znq um código linear q-ário com raio de
empacotamento rp = rp(C) na métrica p-Lee. Se 2 rp < q, então o
raio de empacotamento de ΛA(C) na métrica dp também é rp.

Observação 1. Em geral, para p > 1, rp(C) 6=
⌊
µp(C)−1

2

⌋
.

Exemplo 2. Sejam q = 4, n > 2p, p > 1,

C1 =
{
(0, 0, . . . , 0), (2, 0, . . . , 0)

}
⊂ Zn4 e

C2 = {(
2p︷ ︸︸ ︷

1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0)j; j = 0, 1, 2, 3} ⊂ Zn4 .
Temos que µp(C1) = µp(C2) = 2, rp(C1) = 0 e rp(C2) =

(2p−1 − 1)1/p.

Proposição 4. [1] A distância mínima e o raio de empacotamento de
um reticulado q-ário ΛA(C) na métrica dp satisfazem⌊

µp(Λ)− 1

2

⌋
≤ rp(Λ) <

µp(Λ)

2
+
n1/p

2
.

Decodificação

Proposição 5. [4] Sejam ΛA(C) um reticulado q-ário e r =

(r1, · · · , rn) ∈ Rn um vetor. Dado x ∈ ΛA(C)/qZn com x =

(x1, · · · , xn), o representante z da classe x que está mais próximo
de r em ΛA(C), na métrica dp, 1 ≤ p <∞, é z = (z1, · · · , zn),

onde zi = xi + qwi e wi =

[
ri − xi
q

]
para cada i = 1, · · · , n.

Proposição 6. [4] Sejam ΛA(C) um reticulado q-ário e r =

(r1, · · · , rn) ∈ Rn um vetor. Se x ∈ C é o elemento do có-
digo C mais próximo de r (mod q) considerando a métrica dp,Lee,
1 ≤ p < ∞, então z ∈ ΛA(C) dado pela Proposição 5 tal que
z = x em ΛA(C)/qZn, é um elemento de ΛA(C) mais próximo de
r na métrica dp.

Figura 4: Reticulado ΛA(C), onde C é o código gerado por (1, 5) em Z2
13.
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