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‘ Resumo |

A topologia algébrica estabelece uma ligacao entre topologia e algebra, em
gue sao usadas as ferramentas da algebra para resolver problemas de to-
pologia e vice-versa. A topologia algébrica associa as propriedades dos
objetos com grupos invariantes, por exemplo 0os grupos de homotopia e 0S
grupos de homologia. Neste trabalho, os estudos concentram-se nos con-
ceitos relativos a teoria de grupos e a topologia algébrica, tais como gru-
pPOS, subgrupos, subgrupos normais, grupos abelianos livres, homomorfis-
mos de grupos, grupos quocientes, espacos topoldgicos, homeomorfirmos,
n-células, n-cadeias, homomorfismo de bordos, a fim de definir e calcular os
grupos de homologia da esfera e do toro.

E possivel associar a esfera e o toro através de homeomorfirmos com com-
plexos celulares:
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Esses espacos permitem o calculo dos grupos de homologia de uma forma
mais simplificada.

Celulas |

ntroduzindo a ideia de uma n-célulaem R3 paran = 0,1 e 2. Uma 0-célula
é somente um ponto P. Uma 1-celula é um segmento P, P, visualizado
como um caminho direcionado de P; a P,. Uma 2-celula é um conjunto
cujo interior &€ homeomorfo ao disco de dimensao 2.

Orientacao de uma ceélula

Y

Bordo de uma n-celula

Definicao. Estabelecendo o bordo de uma n-celulaparan = 0,1 e 2.
e Bordo de uma 0-célula: 9y(P) = 0

e Bordo de uma 1-célula: 0, (P, P,) = P, — P,

e Bordo de uma 2-célula: 9;(c) = a + b+ c

| Grupos Abelianos Livres |

Definicao. Seja X um subconjunto de um grupo abeliano nao nulo G. Um
grupo abeliano tem um conjunto gerador X que torna as condicoes equiva-
lentes:

1) Cada elemento nao nulo a em G pode ser expressado unicamente na
formaa = nix; + noxs + ... + n,x, paran; % 0 em Z e x; distintos em
X.

) X gera G e nix1 + naxs + ... + n,x, = 0 paran; em Z e x; distintos em
X seesomentesen; =ns =...=n, = 0.

é um grupo abeliano livre e X é uma base para o grupo.

Teorema. Se GG € um grupo abeliano livre com a base de r elementos, entao
G éisomorfoaZ X Z X ... X Z para r fatores.

‘ Cadeias |

Definicao. Considera-se X um complexo celular se for um conjunto finito
de células

X = U{a' : o € uma celula}
tal que:

e o € X, entao todas as células que compoe a fronteira de o estao em X;
eSeo, 7€ X,entaoInto NInt 7 = @.

O grupo abeliano livre gerado pelas n-células orientadas de X é chamado
de grupo C,,(X), em que cada elemento de C,,(X) € chamado de n-cadeia
orientada. Portanto, todo elemento de C,,(X) € uma soma finita da forma
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> .. m;o;, em que o; sao n-células de X e m; € Z. Para n = —1, denota-
se C_1(X) =0.

Homomorfismo de bordos

Seja o uma n-célula, 9,(o0) € C,_1(X) paran = 0,1 e 2, dessa forma,
define-se a aplicacao 9,,:

Op: Cp(X) = Cr_1(X)
Como C\,(X) é livre abeliano e a aplicagao 9,, € definida nos geradores do

grupo, d,, € um homomorfismo, chamado homomorfismo de bordos.
Dessa forma, define-se dois subgrupos de C,,(X):

Z,.(X) = Nuc(0,) e B,,(X) = Im(9n+1)

| Grupos Quocientes |

Seja G um grupo € N um subgrupo normal em G. Dados a,b € G,
a associacao ab~! € N define uma relacdo de equivaléncia em G e
G/N = {a : a € G} é o conjunto quociente de G por essa relagao de
equivalénciaem que a = Na = {na : n € N} é classe de equivaléncia
modulo IV tendo a como representante.

Proposicao. Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao, para
todo a,b € G, a - b = ab define uma operagdo no conjunto das clas-
ses G/NN e mais ainda G/N é um grupo com essa operagao, chamado de
grupo quociente .

| Grupos de Homologia |

Definicao. O grupo quociente H,,(X)=Z,(X)/B,(X) € 0 n-esimo grupo
de homologia de X.
Sendo assim, os grupos de homologia sao:

Esfera (S?) Toro (T?)

Hy(S?) = Zo(S?) /By(S?) ~7Z Hy(T?) = Zy(T?),/Bo(T?) ~ Z
H,(S%) = Z,(S%) /B:(S*) ~0 H{(T? = Z(T?) /B(T?) ~Z X Z
H,(S?) = Z5(S?%) /By(S%) ~7Z Hy(T?) = Z5(T?),/By(T?) ~ Z
H;3(S?) = Z5(S?%) /B3(S%) ~0 H;(T?) = Z3(T?) ,/B5(T?) ~ 0

‘ Resultados |

Teorema. Se 0 espaco X € um complexo com um numero finito de células,
entao Hy(X) éisomorfoaZ X Z X ... X Z € o numero de fatoresde Z € 0
mesmo numero de componentes conexos de X.

Teorema. Se X é um espaco contratii com um numero finito de células,
entao H,,(X) = 0,paran > 1.

Teorema. Sejam Y e Z complexos celulares conexoscomY N Z = {Q},
para um ponto Q. Seja X =Y U Z. Entao X é um complexo celular e

H,(X) ~ H,(Y) x Hy(Z), n>0
HO(X) = Za n =20

O espaco X é chamado unido por um ponto e € denotadopor X =Y V Z.
Duas esferas tangentes (S? v S?)

Hy(S* vV §%) ~7Z
H,(S8*V §%) ~0
H,(S*V 8*) ~7 X 7
H3(S?V §%) ~ 0
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