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Introducao

A teoria de representagcoes de (super)algebras de Lie tem sido intensamente
pesquisada, principalmente nos ultimos anos, devido as suas relacoes com
areas como supersimetria, teoria de cordas, teoria de numeros € equacgoes
diferenciais, por exemplo.

Neste trabalho introduziremos conceitos basicos de Z-graduacao e Zio-
graduacao para definirmos superalgebras de Lie. Em seguida, definiremos
subalgebra e 1deal de uma superalgebra de Lie, superalgebra simples, € mos-
traremo alguns exemplos de superalgebras de Lie simples e nao-simples.

Conceitos basicos

Definicao 1. Sejam V' um espaco vetorial e I' um grupo. Uma I'-graduacdo
em V' é uma familia {V, | v € T'} de subespagos de 'V tais que

V=@V,

~yel’
Nesse caso, o espaco vetorial V' é dito I'-graduado. Um elemento de V' é
dito homogéneo de grau vy, v € I, se esse elemento pertence a V..

Definicao 2. Seja (A, *) uma dlgebra. Dizemos que A é I'-graduada se A
for I'-graduada como espaco vetorial, ou seja, A — <>7€I‘ A, e, além
disso,

A, *x Ag C Anp, paraquaisquer o, 3 € I

No caso particular em que I' = Zs, as dlgebras Zo-graduadas sdo chama-
das de superalgebras.

Definicao 3. Dada uma superdlgebra S = S @ S7, uma Z-graduagdo
S = @D,z Sj € dita consistente com a Zz-graduagdo de S se

So = P S2j» St =P S2j41-

JEZL JEZ

Superalgebras de Lie

Definicao 4.5¢ja ¢ = g5 © g7 uma superdalgebra com multiplicagdo
denotada por |-,-|. Dizemos que ¢ é uma superdlgebra de Lie, se sua
multiplicacdo satisfaz as seguintes condigoes:

1. :av b] — ( 1)aﬁ [bv a] ’
2. :av [ba C]] — [[av b] ’ C] -+ (_1)a5 [bv [aa C]] 9

para quaisquer a, b, c € g homogéneos de graus a, 3, 7y respectivamente.

Exemplo 1.Sejam K um corpo e V. = K™I™ o K-espaco vetorial K™ ™ mu-
nido da Z.o-graducdo: Vo = K™, Vi = K™ A superdlgebra gl (V') é deno-
tada por gl (m,n) . Tomando gl (m,n) = gl (m,n)_,Pgl(m,n), P
gl (m,n),, com

( O O )
(V) ={(gg) 1€ € Mm@}

(A0 )
gl (V), = « (O D) | A € My,xm (K), D € M,,«, (K) ¢,

gl (V), = <r(8€> | A € Man(K)}a

N

definimos uma Z-graduacdo em gl (m,n) .

Definicao 5. Dada uma superdlgebra de Lie (g, |+, +|), uma subdlgebra de g
é definida como sendo um subespaco vetorial Zs-graduado by C g, tal que
(b, [+, +]) € uma superdlgebra de Lie.

Exemplo 2. Observe que g é uma subdlgebra de g, pois |85, 95] C 9510 =
go- Mas, se g7, 97| # {0}, entdo g7 ndo é uma subdlgebra de g, pois
o1, 91] € 9147 = 9o

Definicao 6. Um ideal de uma superdlgebra de Lie (g,]|-,+]) é uma
subadlgebra I C g, tal que

x,2| € I, Vx € g, Vi € 1.
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Exemplo 3.

1. lg,g| := span{|x,y| | ¢,y € g} é um ideal de g.
2.Z (g) :={x € g | |[x,y] = O0paratodoy € g} € um ideal de g.

Definicao 7. Uma superdlgebra de Lie g ¢ dita simples se g, g] # {0}
(ndo-abeliana) e seus tinicos ideais sdo {0} e g.

Superalgebras especiais lineares

Definicao 8. O supertraco de um elemento (é’ IB)> e gl(m,n) é defi-

nido por

str (éﬁ) — tr (A) — tr (D) .

A superdlgebra de Lie Especial Linear especial é definida por

sl(m,n) = {a € gl (m,n) |str (a) = 0}.

Observacao. Como str ([x,y|) = 0 para quaisquer x,y € gl (m,n),
entdo sl(m, n) € uma subalgebra da superalgebra de Lie gl(m, n).
Exemplo 4. Consideremos a superdlgebra de Lie

5[(171) — {(:g) ‘O‘a/@a'y S K}v

com
10

g = span{h}, h = <01>, g_1 = span{y}, y = (10)’

01
g1 = span{a:}, Lr — <OO)’ gr = ¢g-1 D g1.

Observemos que sl (1, 1) ndo é uma subdlgebra simples de gl(1, 1), pois
Z (g) = go € um ideal ndo-trivial de sI (1,1) .

Exemplo 5.Seja g = sl(1, 2), uma superdlgebra de dimensdo finita, que
consiste das matrizes 3 X 3 da forma

a+d x vy
z abl|, a,b,c,d, x,y,z,w € C.
w | c d

Consideremos a Z—graduacdo de §, dada por

a+d 00
g = G0 = 0 abl|,ab,c,deC;e
0 c d
0 0O
g7=9_1D g1, comg— = z 00|, z,welC;e
w 00
0 = vy
g7 = z 00 |,xz,yeC,.Assimg=¢g_1D go D 91.
w 0 0

Observemos que gg ¢ uma dlgebra de Lie isomorfa a gl (2) . E, além disso,
sl (1|2) ndo é simples.
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