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Resumo

O proposito deste trabalho € estender um resultado classico sobre mo-
notonicidade de zeros de polinOmios ortogonais classicos de varia-
vel continua para monotonicidade de zeros de polinOmios ortogonais
classicos de variavel discreta

Introducao

A monotonicidade dos zeros dos polindOmios ortogonais sobre a reta
real tem sido estudada desde o final do século XIX quando A. Markov
estabeleceu, atraves da fun¢ao peso da relagao de ortogonalidade, uma
condi¢cao de sufici€ncia para 1sso [2, p. 168] (ver também [1, Teorema
7.1.1] e [6, Teorema 6.12.1]). Como consequéncia dessa condicao, ele
obteve a monotonicidade dos zeros dos polindmios de Jacobi e dos po-
lindmios de Gegenbauer. Como descrito em [6, p. 121], a prova forne-
cida por A. Markov para a monotonicidade dos zeros dos polinomios
de Gegenbauer esta incorreta. De fato, tal prova segue imediatamente
de um resultado de T. J. Stieltjes usando uma diferente abordagem, ba-
seada na equacao diferencial que tais polinOmios satistazem [4, Secoes
3 e 4]. Aparentemente T. J. Stieltjes desconhecia o trabalho de A. Mar-
kov conforme descrito em carta enviada a Hermite em Janeiro de 1887
[5, Carta 105]. A principal 1deia de Stieltjes [4] fo1 provar que se H
€ uma matriz stmétrica definida positiva com elementos fora da diago-
nal principal ndo positivos, entdo sua inversa H ~! é também definida
positiva. Nosso objetivo € estender o resultado de Stieltjes para uma
equacao de diferencgas para obter a monotonicidade dos zeros dos po-
linOmios ortogonais de variavel discreta.

Resultado Principal

Suponha que y(ax, ) seja uma solugdo polinomial de uma equagao
de diferencas da forma

AVy(z) + P(z, 0)Ay(z) + Q(z, )y(x) =0, (1)
onde A e V denotam os operadores de diferencas progressiva e re-
gressiva, respectivamente, ou seja,

Af(@)=f@+1) — f(x) ¢ VF@) = f(x)— fl@—1).

Se y(x, ) possui n zeros distintos xp = xp(a), k = 1,...,n,
0s quais nao coincidem com os pontos de singularidade de P(x, o),
entao vale o seguinte:

TEOREMA 1. Seja P(x, ) uma fungdo diferencidvel e decrescente
de x para cada o, e diferenciavel e crescente (decrescente) de o para
cada x. Entdo os zeros de y(x, o) crescem (decrescem) com relagdo
ao pardmetro Q.

Prova. Fazendox = =; = zj(a), 5 = 1,...,mn,em (1), obtemos
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Derivando ambos os lados de (2) com relacdo a o, segue que
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Pura e Aplicada

pois |x; — x;| > 1, Vi # j,e P(x, o) é uma fungdo decrescente
de x para todo . Considere a matriz A = |a ;x| e defina o sistema
AX = B. Note que, na matriz A, todos os elementos da diagonal
principal sao positivos e todos os elementos fora da diagonal principal
sao negativos. Pode-se mostrar que a matriz A € estritamente diago-
nal dominante. Logo, existe a matriz inversa A" = [u;;] de A e

ela possul apenas elementos positivos. Assim, podemos reescrever o
sistema AX = B como X = A_lB, ou seja,

dx °
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de onde segue o resultado desejado.
Aplicacoes

O problema de encontrar solu¢does polinomiais da equacao de
diferencas

o(x)AVy(x) + 7(x)Ay(z) + Ay(z) = 0,
onde o(x) € um polindbmio de grau no maximo dois, 7(x) é um
polindmio de grau no maximo um € A € uma constante, fo1 tratado,
por exemplo, em [3]. As unicas solu¢cdes polinomiais existentes nesse

caso sao chamadas de familias de polinOmios ortogonais classicos de
variavel discreta, a saber: Charlier, Meixner, Kravchuk e Hahn.

EXEMPLO 1. Seja ™ (x) o n-ésimo polindmio ortogonal de Char-
lier. Entdo todos os seus zeros sdo funcoes crescentes [, para ji €
(0, 00).

EXEMPLO 2. Seja m\V**)(x) 0 n-ésimo polinémio ortogonal de Meix-
ner. Entdo todos os seus zeros sdo fungoes crescentes tanto de v €
(0, 00) como de pu € (0,1).

EXEMPLO 3. Seja k,,(zp)(a:',N ) 0o m-ésimo polindmio ortogonal de
Kravchuk. Entdo todos os seus zeros sdo funcoes crescentes de P,
parap € (0,1).

EXEMPLO 4. Seja h{*P)(x, N) o n-ésimo polindmio ortogonal de
Hahn. Entdo todos os seus zeros sdo fungoes crescentes de 3 €
(—1, 00) e funcoes decrescentes de o € (—1, 00).
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