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Resumo Teorema 4. Seja G um grupo com |G| = pq onde p e q primos dis-

Este Trabalho fo1 feito com a orientacao da Prof.® Dra. Lucimeire
Alves de Carvalho.

Usando os Teoremas de Sylow e o Teorema de Lagrande, faremos a
classificacdao dos grupos simples de ordem menor que 60.

Introducao

Seja G um grupo e H < G se, Vg € G tivermos gHg™! = H,
dizemos que H é normal em G, € usamos a notacao H < GG. Os Gru-
pos simples sao aquela que sO possuem subgrupos normais triviais,
{e} e o proprio GG. Os Teoremas de Sylow nos permite em varios ca-
sOs garantir a existéncia de subgrupos normais. Este trabalho consiste
em, usando os Teoremas de Sylow e conceitos pertinentes 2 Algebra,
classificar os grupos simples de ordem menor que 60.

Objetivos

Ampliar a bibliografia conhecida dentro da drea de Algebra, estudar os
conceitos de grupo, subgrupo e teoremas relacionados, aprofundar os
conhecimentos estudados na disciplina de Algebra, e por fim classifi-
car grupos simples de ordem inferior a 60.

Teoremas de Sylow

1° Teorema de Sylow Seja p um niimero primo e G um grupo de or-
dem p™b com (p,b) = 1. Entdo, para cadan, 0 < n < m, existe
um subgrupo Hde G tal que |H| = p™.

2° Teorema de Sylow Sejam G um grupo finito, p um niimero primo
e Ny, 0 niimero de p-Sylow subgrupos de G. Entdo:

a) Todos os p-Sylow subgrupos de G sdo conjugados entre si. Em parti-
cular, um p-Sylow subgrupo S de G é normal em G se, e somente se,
S ¢ o unico p-Sylow subgrupo de G. Neste caso, S é um subgrupo
caracteristico de G.

b)Se P ¢ um p-Sylow subgrupo de G, existe um p-Sylow subgrupo S
de G tal que P C §S.

c)Se S é um p-Sylow subgrupo, temos n, = (G : Ng(S5)).

3° Teorema de Sylow Sejam p um niimero primo e G um grupo fi-
nito de ordem p™b, com (p,b) = 1. Seja n, o niimero de p-Sylow
subgrupos de G. Entdo:

{np divide b

n, =1 mod p

Resultados

Com os Teoremas de Sylow conseguimos classificar uma infinidade
de grupos quanto a existéncia de subgrupos normais, que atendem a
certas caracteristica apresentadas nos Teoremas abaixo:

Teorema 1. Sejam G grupo e p um niimero primo. Se |G| = p, entdo
G é um grupo simples.

Teorema 2.Se G um grupo com |G| = p*, com p primo e k > 1,
entdo existe algum subgrupo de G normal ndo trivial.

Teorema 3. Seja G um grupo de ordem 2p* com p primo e k € N,
entdo existe um subrgrupo H com |H| = p® normal em G. Portanto
G ndo é simples.

tintos e p < q, entdo existe um subgrupo H com |H| = q normal
em G. Portanto G ndo é simples.

Teorema 5.Se G é grupo com |G| = pqr onde p,q e r primos
distintos, entdo G ndo é grupo simples.

Teorema 6. Seja G um grupo com |G| = p"q onde p e q sdo primos
distintos. Se p" < q entdo G possui um subgrupo H com |H| = q
normal em G, assim G ndo é um grupo simples.

Os grupos das ordens 12,18,24,36,40,45,48 ¢ 56 nao atendem a ne-
nhuma das caracteristicas dos teoremas a cima , entao sua classificacao
sera feita a parte.

Grupos de ordem 12: Seja G um grupo com |G| = 12 = 2% . 3.
Pelo 3° Teorema de Sylow,temos que n, € {1,3};n3 € {1,4}.
Se ng = 1 entdo existe um subgrupo K normal em G de ordem 3.
Agora, se ng = 4, entdao teremos 4 subgrupos de ordem 3, sendo a
unica intersecao entre eles e, ou seja, sao necessarios 4 - 2 elementos,
sobrando exatamente 4 elementos. Pelo 1° Teorema de Sylow existe
um subgrupo H com |H| = 4, entdo ele € tGnico e necessariamente
normal em G'. Portanto grupos de ordem 12 nao sido simples.

Com este mesmo procedimento € possivel concluir os grupos de or-
dem 56 também nao sao simples.

Grupos de ordem 18: Seja G um grupo com |G| = 18 = 2 . 32
Pelo 3° Teorema de Sylow temos que ny € {1,3,9};n3 = 1. Desta
forma existe um subgrupo normal de ordem 3. Entao grupos de ordem
18 nao sao simples.

Com este mesmo procedimento € possivel concluir que os grupos de
ordens 40 e 45 também ndao sao simpes.

Grupos de ordem 24: Se G é um grupo e |G| = 2° - 3, existe,
pelo 1° Teorema de Sylow, um subgrupo H de ordem 2°, ele é um
”grande”’subgrupo, pois (G : H) = 3 e temos 3! < 24. Defina
T : G — P({aH|a € G}). Note que G/ker(T) ~ T(G) <
P({aH|a € G}) = S3. Assim |G /ker(T)| = 1,2,3 ou 6, em
particular o ker(T') # {e} e ker(T) C H. Assim ker(T') ¢ um
subgrupo normal nao trivial de G. Entao grupos de ordem 24 nio sao
simples.

Com este mesmo procedimento € possivel concluir que os grupos de
ordem 48 também nao sao simples.

Conclusao

Concluimos, entao, que os unicos grupos simples,de ordem menor que
60, sdo aqueles cuja ordem € prima.
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