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1 Introdução

Seja Mn de classe Ck, k > 4, uma variedade de di-
mensão n, compacta e orientada. Considere a imersão
α : Mn → R

n+1 ou seja, para cada p ∈ Mn, a
aplicação Dαp : TMn

p → R
n+1 seja injetora. Sejam

J k = J k(Mn,Rn+1) o conjunto das imersões de classe
Ck deMn em R

n+1, e J k,s o subconjunto de J k dotado
da Cs−topologia de Whitney, s 6 k. Para cada α ∈ J k

defina a aplicação normal Nα : Mn → Sn, de classe
Ck−1, tal que

Nα =
α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn
|α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn|

,

onde ∧ denota o produto exterior em R
n+1 e

(u1, u2, . . . un) : (Mn, p) → (Rn, 0) é uma carta po-
sitiva de Mn na vizinhança de p. O endomorfismo
ωα : TMn → TMn dado por Dα ◦ ωα = DNα é auto-
adjunto, quando TMn é munido da métrica 〈 , 〉α indu-
zida por α na métrica de Rn+1.
Os valores opostos dos auto-valores de ωα são cha-

mados de curvaturas principais da imersão α e denota-
dos por k1 6 k2 . . . 6 kn. Os auto-espaços associados
as essas curvaturas principais definem n campos de
linhas de classe Ck−2 dois a dois ortogonais em TMn,
denotados por Li(α) e denominados de campos de li-
nhas principais de α, Esses campos são caracteriza-
dos pelas equações de Rodrigues [10], [9]

Li(α) = {v ∈ TMn : ωαv+kiv = 0}, i = 1, 2, 3 . . . n. (1)

O conjunto singular de Li(α) é o conjunto Si = {p ∈
Mn : ki(p) não é um autovalor de ωα}, as curvas in-
tegrais de Li(α) − Si são denominadas de linhas de
curvaturas principais. As folheações integrais de
Li(α) serão denotadas por Fi(α) e denominadas de
folheações principais de α e as folhas compactas
serão denominadas de ciclos de curvaturas princi-
pais. No caso de uma imersão de uma variedadeM2

de dimensão 2 em R
3, Sotomayor e Gutierez em [8]

e [4] estudaram as configurações principais genéricas
próximas dos pontos umbı́licos e os ciclos principais
hiperbólicos e bifurcações em [3], Garcia e Sotomayor
em [7] estudaram as linhas de curvaturas próximas
de ciclos principais. O caso de uma imersão de uma
variedade M3 de dimensão 3 em R

4, Garcia estudou
as linhas principais próximas das singularidades deno-
minadas parcialmente umbı́licas, singularidades onde
duas direções principais coincidem, e Garcia em [2]
estudou a hiperbolicicade dos ciclos principais de hi-
persuperfı́cies em R

4.

2 Sistema de coordenadas

Seja γ um ciclo principal da folheação Fi(α), com
α ∈ J∞,r, considere na carta (u1, u2, . . . un), u1 como
parâmetro comprimento de arco de γ, isto é γ : R →
Mn é uma parametrização de γ, com γ(u1 +L) = γ(u1),
sendo L o comprimento de γ.
Considere o referencial ortonormal

{e1(u1), e2(u1), . . . , en(u1), Nα(u1)}

ao longo de γ sendo ei(u1) os vetores unitários tangen-
tes as linhas de curvaturas principais correspondentes
as folheações Fi(α), com e1(u1) = Dα

(
γ(u1)

)
· γ′(u1) e

Nα(u1) =
(
e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en

)
(u1) sendo o vetor normal a

α no ponto γ(u1) ≡ α
(
γ(u1)

)
.

α(u1, . . . , un) = (α ◦ γ)(u1) +

n∑
i=2

ui · ei(u1)

+

[
1

2

n∑
i=2

ki(u1)u
2
i + A(u1, . . . , un)

]
·Nα(u1),

(2)

onde

A(u1, . . . , un) =
u2

2

2
·
( n∑

i=2

β2i(u1)ui

)
+
u2

3

2
·
( n∑

i=2

β3i(u1)ui

)
+ · · · + u2

n

2
·
( n∑

i=2

βni(u1)ui

)
+ O

[
(u2

2 + . . . + u2
n)2
]
. (3)

e A(u1, 0, . . . , 0) = 0. No desenvolvimento em Taylor
da função A(u1, . . . , un) em torno do ponto (u1, 0, . . . , 0),

temos que os coeficientes βji(u1) =
∂kj
∂ui

(u1, 0, . . . , 0), se

j 6= i e βji(u1) = 1
3 ·
∂kj
∂ui

(u1, 0, . . . , 0) , se j = i.

Com respeito ao referencial ortonormal positivo
{e1, e2, . . . , en, N}, as equações de Darboux para a
curva α ◦ γ são dadas pelo sistema

e′1
e′2
e′3...
e′n−1
e′n
N ′


=



0 ω12 ω13 · · · ω1n−1 ω1n k1
−ω12 0 ω23 · · · ω2n−1 ω2n 0
−ω13 −ω23 0 · · · ω3n−1 ω3n 0

... ... ... . . . ... ... ...
−ω1n−1 −ω2n−1 −ω3n−1 · · · 0 ωn−1n 0
−ω1n −ω2n −ω3n · · · −ωn−1n 0 0
−k1 0 0 0 · · · 0 0





e1
e2
e3
...
en−1
en
N


, (4)

onde ωij = 〈5e1ei, ej〉. ver [9].

No sistema de coordenadas (u1, u2, . . . , un), seja a
transformação de Poincaré Π : {u1 = 0} → {u1 = L},
onde {u1 = 0} e {u1 = L} são seções transversais.
Suponha que (u1, u2, . . . , un) seja solução da equação
diferencial implı́cita que define o campo de linha L1(α),
com condição inicial (u1, u2, . . . , un)(0, u0

2, . . . , u
0
n) =

(0, u0
2, . . . , u

0
n), então a transformação de Poincaré é de-

finida por

Π(u0
2, . . . , u

0
n) =

(
u2(L, u

0
2, . . . , u

0
n), u3(L, u

0
2, . . . , u

0
n),

. . . , un(L, u0
2, . . . , u

0
n)
)
. (5)

Teorema 1. Com as condições acima temos que a de-
rivada da transformação de Poincaré é Π′(0) = U(L),
onde U é solução do problema de Cauchy:{

U ′ =A · U
U(0) =I, U(u1) = U(u1 + L)

, (6)

com

A(u1) =



− k′2
(k2 − k1)

w23(k3 − k1)
(k2 − k1)

w24(k4 − k1)
(k2 − k1)

. . .
w2n(kn − k1)

(k2 − k1)

−w23(k2 − k1)
(k3 − k1)

− k′3
(k3 − k1)

w34(k4 − k1)
(k3 − k1)

. . .
w3n(kn − k1)

(k3 − k1)

−w24(k2 − k1)
(k4 − k1)

−w34(k3 − k1)
(k4 − k1)

− k′4
(k4 − k1)

. . .
w4n(kn − k1)

(k4 − k1)... ... ... . . . ...

−w2n(k2 − k1)
(kn − k1)

−w3n(k3 − k1)
(kn − k1)

−w4n(k4 − k1)
(kn − k1)

. . . − k′n
(kn − k1)


.

(7)

3 Controle

Aqui iremos apresentar o conceito de controle
geométrico que podem ser encontrado em Coron [1]
e [5].
Considere um sistema de controle de equações dife-

renciais lineares homogêneo em Mn(R) (matrizes de
ordem n > 1, com entradas reais) da forma

Ẋ(s) = A(s)X(s) +

k∑
i=1

vi(s)Bi(s)X(s), k > 1, (8)

com X(s) em Mn(R), os controles vi(s) in L1([0, L] : Rk),
k > 1 e s ∈ [0, L], L > 0, A(s), Bi(s) aplicações suaves
em Mn(R), com i = 1, 2, · · · , k, e o problema de Cauchy

Ẋ(s) =A(s)X(s) +

k∑
i=1

vi(s)Bi(s)X(s), k > 1, (9)

X(0) =X0.

Definição 1. O sistema de controle (8) e comple-
tamente controlável ou controlável se, para cada
(X0, X1) ∈ Mn(R) × Mn(R), existe um controle v(s) =
(v1(s), . . . , vk(s)) em L∞((0, L) : Rk), tal que a solução
X ∈ C0([0, L],Mn(R)) do problema de Cauchy (9) satis-
faz X(L) = X1.

O teorema a seguir, nos garante uma condição sufi-
ciente para a controlabilidade de (8), e se encontra em
Rifford and Ruggiero [6].

Teorema 2. Sejam L > 0, e as aplicações suaves s ∈
[0, L]→ A(s), B1(s) . . . Bk(s) ∈Mn(R). Defina k sequen-
cias de aplicações {Bj

1}, . . . {B
j
k} : [0, L] → TInMn(R),

por

B0
i (s) :=Bi(s),

... (10)

Bj
i (s) :=

d

ds
Bj−1
i (s)− [Bj−1

i (s), A(s)],

para todo s ∈ [0, L] e cada i ∈ {1, . . . k}. Se existe um
s ∈ [0, L], tal que

Span{Bj
i (s) | i ∈ {1, . . . k}, j ∈ N} = TInMn(R). (11)

Então, o sistema de controle (8) é controlável [0, L].

4 Hiperbolicidade

Dizemos que um ciclo principal da folheação Fi(α) é
hiperbólico se a derivada da transformação de Poin-
caré associada é um isomorfismo hiperbólico.

Teorema 3. Sejam α : Mn → R
n+1 uma imersão e

γ um ciclo principal de comprimento L da folheação
Fi(α). Dados ε > 0 e r ∈ N, existe uma imersão αε em
J k(Mn,Rn+1), tal que ‖α − αε‖r < ε, sendo γ um ciclo
principal hiperbólico de Fi(αε).
Demonstração. Considere a perturbação da imersão α
dada por

αε(u1, u2, . . . , un) = α(u1, u2, . . . , un)

+
ε

2

( n∑
i=2

φi(u1) · u2
i

)
·N(u1),

(12)

com φi(u1), i ∈ {2, . . . , n} de suporte compacto, que
teremos o sistema de controle

U̇(u1) = A(u1)U(u1) +

n∑
l=1

n∑
m=1

vlm(u1)Blm(u1)U(u1), (13)

com Blm(u1) = Elm, com o elemento da l−ésima linha
e m−ésima coluna igual a 1 e os demais elementos
nulos, e os controles

vlm(u1) =



φ′l+1(kl+1 − k1) + k′l+1 · φl+1

(kl+1 − k1)2
(u1) · ε, l = m

ωl+1,m+1

[
(kl+1 − k1) · φm+1 − (km+1 − k1) · φl+1

]
(kl+1 − k1)2

(u1) · ε, l < m

ωm+1,l+1

[
(km+1 − k1) · φl+1 − (kl+1 − k1) · φm+1

]
(kl+1 − k1)2

(u1) · ε, l > m.

Agora basta usar o Teorema 2 de controle.
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