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Introducao

0.1 Motivacao

Muitos problemas praticos importantes sao instancias particulares do Prob-
lema de Complementaridade Mondtono, que é definido como: Dado T :

R™ = R" um operador monétono maximal, encontrar
zt € R} tal que 3y* € T(z"), y* e RY, zjy;=0,i=1,---,n.

O Problema de Programcao Linear e o Problema de Programac¢do Quadrdtica
sao casos particulares do Problema de Complementaridade Mondtono.

Para a resolugao do problema de complementaridade monétono, os métodos
de pontos interiores constituem uma ferramente de exceléncia, tanto tedrica
quanto pratica.

Em 1979 Khachian [27], apresentou o primeiro algoritmo de complex-
idade polinomial para a resolucdo do Problema de Programacao Linear.
Entretanto, este algoritmo era pouco eficiente em problemas praticos, com-
parado com o Método Simplex de Dantzig [16]. Em 1984 Karmarkar [26]
apresentou o primeiro algoritmo para programacao linear com complexidade
polinomial e com desempenho computacional competitivo com o Simplex em
problemas de grande porte. Este trabalho se tornou célebre e gerou uma
grande atividade de pesquisa no campo dos algoritmos de pontos interiores.

A bibliografia desta nova area é muito extensa, e inclui os trabalhos [18], [19],



. Muitos resultados na teoria de algoritmos de pontos interiores para o Prob-
lema de Programagao Linear foram estendidos ao Problema de Programagao
Quadratica e também ao Problema de Complementaridade Mond6tono, lin-
ear e nao-linear, [20], [21], [32], [28], [54],[23], [4], [5], [54], [47], [36], [53],
[51], [50].

Sob condigoes de regularidade o Problema de Complementaridade Moné-
tono é um caso particular do problema de achar um zero de um operador
monoétono maximal. Um método cldssico para achar um zero de um operador
mondtono maximal é o Método de Ponto Proximal, proposto por Rockafellar
em [40]. Aplicado ao problema de minimizacao irrestrita de uma fungéo con-
vexa f, este método minimiza em cada iteracdo a funcao f(z)+ |z —z*|2.
Para garantir a convergéncia, o parametro p nao precisa convergir a 0 e os
erros associados a resolucao aproximada dos sub-problemas de minimizaca
em cada iteracao devem ser somaveis. No caso de problemas com restrigoes,
os sub-problemas restritos sao tao dificeis (ou quase tao dificeis) quanto
o problema original. Para contornar esta dificuldade foram desenvolvidos
os Métodos de Ponto Proximal Generalizado, nos quais o termo quadratico
||.I?/2 é substituido por um funcional p(zx1, %) que incorpora as restricoes
impostas pelo conjunto viavel, restringindo os iterandos ao interior do con-
junto. Os principais funcionais de regularizagao/penalizacao empregados
nestes métodos foram as distancias de Bregman [7], [45] e as ¢-divergéncias
[48], [3]. Quando aplicados a problemas variacionais, os métodos de Ponto
Proximal Generalizado requerem hipdteses restritivas sobre o operador T,
como pseudo-monotonia ou para-monotonia.

Em trabalhos recentes [1, 2], Auslander, Teboulle e Ben-Tiba, propoem
um novo método proximal generalizado, no contexto de optimizacao convexa
e de forma mais geral para o Problema de Complementaridade Mondtono.

Nestes trabalhos os autores definem uma nova familia de funcionais reg-



ularizadores, que tem a grande vantagem de s6 precissar que o conjunto
de solugbes seja nao vézio, para obter os resultados de convergéncia. A
chamada funcao log-quadrdtica pertence a familia em questdo e tem a pro-
priedade de ser uma fungao auto-concordante (ver [37]), o que poderia facili-
tar a resolucao de maneira eficiente dos problemas proximais pelo método de
Newton. Posteriormente, Burachik e Svaiter [11], estenderam os resultados
usando a mesma familia de funcionais regularizadores, mas considerando um
método proximal regularizado com critério de erro hibrido e o conceito de
e-extensao de um operador mondtono.

Motivados pelos resultados, até aqui mencionados, nosso propdsito neste
trabalho é a apresentacao de um algoritmo de pontos interiores polinomial-
mente convergente, apos um numero finito de pasos de um algoritmo tipo-
proximal generalizado. Para isto, introduziremos uma trajetoria central,
associada a uma funcao barreira tipo log-quadratica e estudaremos questoes
de interesse, e.g. boa definicdo, continuadade e convergéncia ao conjunto
solucao. Finalmente, no caso do problema de complementaridade linear
monotono, apresentaremos dois algoritmos path-following tipo short-step.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas defini¢oes e resultados preliminares
relacionadas aos conceitos de operador mondétono maximal e e-extensao de
um operador monétono maximal. Consideramos véarios problemas envol-
vendo operadores mondtonos maximais. Também apresentamos o Método
do Ponto Proximal cldssico, com o critério de erro somével e o método de
ponto proximal hibrido de Solodov-Svaiter [44], com seu critério de erro rela-
tivo. No Capitulo 2 introduzimos as trajetorias log-quadrdticas e estudamos
suas carateristicas de maior interesse, para a formulacao de algoritmos tipo
path-following, globalmente convergentes. Provaremos que a trajetoria esta

bem definida, é continua e, sob hipéteses de linearidade do operador ou



complementaridade estrita, converge ao conjunto solucao. Queremos enfa-
tizar que para a definicdo de trajetéria e o estudo de suas propriedades,
nao precissaremos da hipdtese de factibilidade estrita, sempre presente na
literatura relacionada com o estudo de algoritmos de pontos interiores. No
Capitulo 3 apresentamos dois algoritmos de path-following, basicamente tipo
short-step, e que correspondem as duas trajetdrias definidas e estudadas no
Capitulo 2. Provaremos que os algoritmos sao globalmente convergentes e

apresentaremos resultados de complexidade.

0.2 Notacoes

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notacoes:
ec=(1,1,...,1)%
Dado z € R™:

e z > 0,denota z; > 0, para todo i € {1,2,...,n}.

o %= (zf,...,2%) onde o € R.

e Dado um conjunto I = {iy,ig,...,ip} C {1,2,...,n}, denotamos
v = (Tiy, Tigy -+ Tiy)-

o X% =diag(z{,zg,...,2%), onde a € R.

Dado uma matriz definida positiva A:
o [l = (d"Ad)"/?

T : R™ = R"™ denota que o operador 1" é multivaluado. Diremos também

que o operador é ponto-conjunto, caso contrario diremos que o operador é



ponto-ponto. O dominio, a imagem e o grdfico de T sdo, respectivamente:

D(T) = {zeR"|[T(z)# 0},
R(T) = {veR"|Jz,veT(x)},
GT) = {(z,v)|veT(x)}.

Dado um conjunto C' C R"™ convexo e fechado:
e CY. denota o interior de C.

e d(z,C) = minyec ||z —y|.

e Po = projecao ortogonao sobre C.

A notagao ||.||, sem maiores especificagoes, denota a norma euclideana,
: 1/2
ie. ||lz)| = (z,2)'/2

e [; denota o operador identidade.

eR:=RU-00U +oc.



Capitulo 1

Definicoes e resultados

preliminares

Neste capitulo apresentaremos de forma resumida algumas defini¢oes basicas
e resultados tteis para nosso trabalho. O capitulo estd estruturado da
seguinte forma: na Secao 1.1 apresentaremos resultados relacionados ao con-
ceito de operador mondétono maximal, bem como resultados conhecidos sobre
a estrutura da imagem e a maximalidade da soma de operadores monétonos
maximais. Também apresentaremos o conceito de e-extensao de um oper-
ador mondtono maximal, introduzido em [8]. Na Secao 1.2 definiremos o
Problema de Complementaridade Mono6tono e o Problema de Desigualdade
Variacional. Apresentaremos o Método do Ponto Proximal Classico e os
critérios de erro nas variantes inexatas do método, com énfase no método
hibrido e a teoria de erro relativo de Solodov-Svaiter. Também apresentare-
mos, de forma resumida, os resultados principais de dois trabalhos relaciona-
dos ao estudo de trajetérias centrais, [22], [25]. Finalizaremos na Secao 1.4

com alguns resultados técnicos que usaremos posteriormente.



1.1 Operadores monotonos maximais

1.1.1 Definicoes e exemplo

A seguir apresentamos algumas definigbes e resultados bésicos de analise
convexa e da teoria de operadores mondtonos. Embora muitos destes sejam
vélidos em espacos de Hilbert e mesmo em espacos de Banach, vamos nos
restringir a espacos de dimensao finita.

Seja f: R" — (—o00, +00]. A fungao f é convera se
flaz+ (1-a)y) <af(z)+(1-a)f(y), Yo,y € R", Ya € [0,1].

Se, além disto, f nao for identicamente 400, entao ela é é convexa prépria.
Uma condi¢ado mais restritiva que a convexidade é a convexidade forte. A
funcao f é fortemente convexa, com parametro de convexidade forte v > 0

se

flaz+ (1 —a)y) < af(@)+ 1 -a)f(y) — (v/2)a(l - )]z —y|?,
Vz,y € R", Ya € [0,1].

O subdiferencial de uma funcao convexa prépria f : R" — (—o00, +00]

é a aplicagao df : R® = R” definida por
Of (@) ={veR"| f(y) = f(z) + (v,y —x), Yy € R"}.

Proposicao 1.1.1. Seja f : R" — (—o0,+0o0] uma fung¢dao fortemente
conveza, propria, com parametro de convexidade y. Entao, para todo x,y €

R" evedf(x),
Fy) = f(@) + {v,2" —a) + (v/2) 2" — ||
Seja T : R = R". O operador T é mondtono se

V(z,v), (2',v") € G(T) = (v -2,z —2") > 0.



Como veremos a seguir, convexidade e monotonia estdao fortemente rela-
cionadas. O operador T é fortemente mondtono, com pardmetro de mono-

tonia forte v > 0, se :
Y(z,v), (z',v") € G(T) temos (v — ',z — ') > ||z — 2’|

Observemos que se f é uma fungdo convexa em R”, entdo 0 f e monétono.
Se f é fortemente convexa, com parametro -y, entdo 9 f e fortemente mondtono
com o0 mesmo parametro 7.

Um operador T : R" = R"™ é mondtono maximal se é mondtono e seua
grafica nao estd estritamente contida na grafica de qualquer outro operador

monotono, isto é,

T mondtono e

T monétono, G(T) C G(T) = T =T.

O proximo resultado foi provado por Rockafellar, no contexto de espacos

de Banach [38].

Teorema 1.1.2. Seja f: R" — (=00, +00] uma fung¢ao convexa prdpria,

semicontinua inferiormente, entdo Of € mondtono maximal.

Os operadores mondtonos maximais tém muitas propriedades interes-

santes, a seguir veremos algumas.
Proposicao 1.1.3. Se T': R" = R", é mondtono mazimal, entao
e 0 operador T~! : R" = R" definido por
T w) = {z |we T(x)},
também € mondtono maximal,

e para todo x € R", T(x) é um conjunto convezo e fechado,

10



e para todo w € R™, T~Y(w) é um conjunto convero e fechado,
o G(T) é fechado.
Demonstragao. Ver [17, Proposicao 2.9], [6, Corolario 2.5]. O

Seja C C R™ um conjunto convexo e fechado. O operador normalizador

do conjunto C' é o operador N¢ : R* = R"

Ne() {w e R" | (w,y —x) <0, Vy € C}, sex € C
c\r) =
V), em outro caso.

A fung¢ao indicadora de C' C R™ é definida como ¢ : R — RU{+o0},

0, sex € C
oc =
+o00, em outro caso.

Observemos que se o conjunto C' C R™ é convexo, fechado e nao-vazio,

entao d¢ é convexa, propria semicontinua inferiormente e
N = 9d¢ .

Portanto, neste caso, No é monétono maximal.

1.1.2 Soma e imagem de operadores mondétonos maximais.

Da definicdo de monotonia, segue-se imediatamente que a soma de oper-
adores monétonos dé como resultado um novo operador monétono, mas em
geral a maximalidade nao é preservada da mesma forma. O problema da
maximalidade da soma de operadores mondtonos maximais é um problema
de grande interesse. A continuacao apresentamos um conhecido resultado de
Rockafellar, que foi provado em espagos de Banach reflexivos [39, Teorema

1].

Teorema 1.1.4. Sejam 17 : R = R"™ e T3 : R™ = R"™ mondtonos maxi-
mais tais que D(Ty) N D(T)° # 0. Entdo Ty + Ty é mondtono maximal.

11



O estudo da imagem de operadores mondétonos maximais também é um
problema de grande interesse. A seguir apresentamos alguns resultados. O

seguinte resultado foi obtido por Minty, em espagos de Hilbert [33].
Teorema 1.1.5. Seja T : R™ =2 R" mondtono mazimal, entdo R(T+1;) =
R™.

Teorema 1.1.6. Seja T : R" = R" mondtono mazimal. SeT € fortemente

mondtono, entio R(T) = R™.

Demonstragao. Ver [6] Corolario 2.4. O

1.1.3 eExtensao de um operador monétono maximal

Em [8] foi introduzido o conceito de e-extensio de um operador; vamos
lembrar sua definicao.

Dado € > 0, a e-extensio de T : R™ = R™ é o operador T : R = R",

T (z) = {v|{v—2',z—2') > —¢, paratodoa’ € R", v € T(2')}.

E f4cil verificar que:
Para € > ¢, temos T(z) c TI1(x).
Se T’ é monétono maximal, TI(z) = T(x).

O conceito de e-extensdo e suas propriedades foram generalizadas a
espagos de Hilbert e a espacos de Banach [9, 10]. Aplicagoes da e-extensao
de um operador monétono podem ser encontradas em [41]. De forma geral,
a e-extensao é usada para relaxar relagoes de inclusao nos sistemas proximais

a serem resolvidos em cada iteracao de algoritmos de tipo ponto proximal.

O resultado que enunciaremos a seguir foi provado em [11, Lema 2.2]

Lema 1.1.7. Seja T : R™ = R™, mondtono maximal tal que D(T) C RT'.
SeveT(x) eue R, entio

v—ue T (),

12



com e = (z,u).
Iremos necessitar a seguinte extensao trivial do lema anterior.

Lema 1.1.8. Seja T : R™ x R™ = R™ x R™ mondtono mazimal, tal que
D(T) CR" xRY. Se (v,w) € T(x,y) eu € R, entdo

(0,0 — ) € TH(z,),
com & = (u,y).
Demonstracdo. Tome (v, w') € T(a',y). Temos
() = (o= 0. ()~ (20
— () = @), o)~ 20) )+ (0,0, ()~ (50))
> (00 ) = @) = () = ) =~

onde a primeira desigualdade segue da monotonia do operador 7', e a segunda

desigualdade segue da nao-negatividade de u e y/. O

1.2 Problemas envolvendo operadores mondétonos

maximais

1.2.1 O Problema de Complementaridade Moné6tono

Vamos recordar a defini¢ao formal do Problema da Complementaridade Mondtono:

Dado T": R™ = R"™ um operador monétono maximal, encontrar
z* >0 tal que 3w* € T(z*); w* >0, zjw; =0, i=1,---,n. (1.1)
A notacao para este problema serd MCP(T). No caso em que o operador

monotono maximal 7" for linear, denotaremos o problema por LM CP(T).
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Diremos que o problema MCP(T) satisfaz a condi¢ao de factibilidade

estrita se
Existem x,y € R" tais que y € T(x) e z,y > 0.

Vamos denotar o conjunto de solucoes do MCP(T), por Syrc(T). Dire-
mos que (x*, y*) satisfazendo (1.1) sdo solugoes complementares do problema

MCP(T). Usaremos a notagao
Syc(T) ={(z",y") | (%, y") satisfazem (1.1)}. (1.2)

As solugoes complementares (z*,y*) € S},~(T) sao estritamente comple-
mentares se

x; >0ouy; >0, i=1,---,n.

Alternativamente, dizemos que (z*, y*) satisfazem a condi¢cdo de complemen-
taridade estrita. Vamos denotar o conjunto destes pontos por St ,~(T).
O MCP(T) é nao degenerado se existirem solugdes estritamente comple-
mentares, caso contrario o MCP(T) é degenerado.

Associados a MCP(T'), definiremos os conjuntos

I'={ie{l,...,n}| existe (z*,y*) € Sy;c(T), com z; > 0},
J = {j €1,...,n| existe (z%,y") € Syc(T), com y; > 0}7 (1.3)
K:={1,...,n}\{IUJ}.

O conjunto de solucoes complementares S},~(T") é convexo e fechado
(ver [22, Lema 2.3]). No caso em que o MCP(T) é nao degenerado, prova-
se que a estrutura dos zeros das solucoes estritamente complementares é
invariante; ou seja, para toda solucdo estritamente complementar, (z*,y*),
vale que z = 0 para todo j € J e y; = 0 para todo ¢ € I.

Seguindo a notagao de McLinden [31], para v € R"™ definiremos o suporte
de v:

olw)={ie{l,...,n} |v; >0},

14



e consideraremos a ordem parcial em R definida por:
v=useod(v) Co(u).

Dois vetores sao ditos equivalentes, denotando-se u ~ v, se u < v e v =X u,

isto é o(u) = o(v). Um elemento u € U C R™ é dito <-mazimal de U, se
veEUeu=<v=— v~u.

E obvio que todo conjunto U C R", tem pelo menos um elemento maximal.

Guler e Ye [23], fizeram a seguinte observagao:

“Seja U C R™ um conjunto convexo. Entao todos os elementos

maximais de U sao equivalentes.”

Note-se que, em particular, a observagao anterior implica em que no caso
U C R, a estrutura dos zeros dos elementos maximais do conjunto U ¢
invariante; ou seja, se z; = 0 para algum z*, elemento maximal de U, entao

z; = 0 para todo z € U.
Observagao 1.2.1.

1. Os comentarios anteriores, aplicados ao conjunto Sy;~(T), implicam
em que para todo (x*,y*), elemento mazximal de Sy;~(T), vale que
z; > 0 para todo i € I, y; > 0 para todo j € J e xp =y, = 0 para
todo k € K.

2. Sob hipdtese de complementaridade estrita, Shy(T) € o conjunto
de elementos mazimais de Sy;~(T). Logo, considerando (z*,y*) €
Stmc(T), seque do item 1) e da condicao de complementaridade,

(x*,y*) =0, que x; =0 para todo j € J e y; =0 para todo i € I.

Para um resumo detalhado de varios dos principais resultados relaciona-
dos com o Problema de Complementaridade no caso finito-dimensional pode

ser consultado [24].
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1.2.2 O Problema da Desigualdade Variacional

O Problema da Desigualdade Variacional em R™ consiste em, dados T :

R" = R" e C C R” convexo e fechado, encontrar

z* € C tal que 3 w* € T(x¥) com (w*,x —z*) > 0, para todo Vz € C.
(1.4)
Vamos empregar a notagao VIP(T,C) para este problema. Denotaremos o
conjunto de solugdes do VIP(T,C) por S(T,C).

O Problema de Complementaridade Monétono, MCP(T'), é um caso
particular do Problema da Desigualdade Variacional VIP(T, C'), considerando
C=R".

Consideremos o Problema de Otimizacao Convexa:

(P) min  f(x) (15)

sa.  gi(x)<0,i=1,...,m.
onde f, g; : R — R sdo funcgoes convexas, proprias e fechadas e difer-

encidveis. Este problema também é equivalente a um problema variacional:

VIP(Vf,C),

(1.6)
onde C ={z|gi(z) <0, i=1,...,m}.

1.2.3 Um problema de desigualdade variacional particular

Estamos interessados em um Problema da Desigualdade Variacional partic-
ular:

VIP(T,R" x R (1.7)

onde T : R" x R™ == R" x R™ é mondtono maximal. Como veremos
adiante, problemas nesta forma serao trataveis pelo método da bareira log-

quadratica.
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O problema (1.7) é equivalente ao seguinte problema: Encontrar (z*, y*) €

R™ x R™ tal que
y* >0, existe w* >0, (0,w") e T(z*y"),w/y; =0,i=1,...,m. (1.8)

Este problema problema acima é formalmente similar ao problema de com-
plementaridade nao linear, como formulado em (1.1).

Observemos que o problema de complementaridade mondtono pode ser
visto como um caso particular do problema (1.7), quando n = 0. Extender-
emos os conceitos de solucoes complementares e complementaridade estrita

ao problema (1.7).

Definigao 1.2.2. Dizemos que (z*,y*, w*) sao solugoes complementares do
problema (1.7) se z*, y*, w* satisfizerem (1.8). O conjunto de solugoes

complementares serd denotado por
Spm(T) ={ (=", y*,w") | satisfazem (1.8)}. (1.9)

As solugoes complementares (z*,y*,w*) € Sy . (T) sdo estritamente

complementares se
(yz* >0 ou wy >O>, 1=1,---,m.

Alternativamente, dizemos que (x*,y*,w*) satisfazem a condi¢ao de com-

plementaridade estrita.

O problema (1.7) é nao degenerado se existirem solugoes estritamente
complementares, caso contrario é degenerado.

Associado ao VIP(T,R" x RY") introduziremos os seguintes conjuntos

I:= {z €{l,...,m}| existe (z*,y",w*) € S}, ,,,(T), com y; > 0},

Ji={je{l,...,m}| existe (z*,y*,w*) € S} ,,(T), com w; > 0},
K:={1

soom\{TUJ}.
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Neste caso, estendendo a andlise feita para o Problema de Complementari-
dade Monoétono, também podemos provar que para toda solugdo estrita-

mente complementar (z*,y*, w*), vale que
y; > 0,w5 >0, (1.10)

e isto implica, pela condigao de complementaridade (y*,w*) = 0, em que

y;=0ew;=0.

Lema 1.2.3. Seja T mondtono mazximal e Sy, ., (T) o conjunto de solugoés

complementares do VIP(T,R"xR'), entio S}, ,,(T) é um conjunto convero

e fechado

Demonstragdao. Observemos que VIP(T,R" x RT") é equivalente ao prob-
lema:

Encontrar (z*,y*) tal que
0e [T+ NRanT](w*,y*),
ou, encontrar z*, y*, u* e w* tais que
(v, w") € T(x",y%), —(u",w") € Nrnxryp (2%, y").
Definindo T : R"™ x R*t™ = Rm x RHm

. Nrnxrm (2, y") + (u*, w*
T($*7y*7u*,w*) = Rl XR+( Y ) ( )
T ((u",w)) — (=%, y")

Podemos reformular o sistema de inclusoes anterior como:

Encontrar (z*,y*, u*, w*) tal que

A~

0eT(x"y",u",w").

E facil verificar, aplicando o Teorema 1.1.4 aos operadores mondtonos

maximais 77 : R"™™ x R"T™ = R x R e Ty : R x R =
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R™»™™ x R definidos por:

Ti((z,y,u,v)) = (NR"XRT (z,y), T (u,v)) com D(T1) = R® x R x R(T),
To(z,y,u,w)) = ((u,w),—(z,y)) com D(Ty) = R"™™ x R"T™

que o operador T = T, +T, é mondtono maximal. Portanto, pelo Proposicao

1.1.3, segue-se que o conjunto
S(T) = {(w*,y*,u*,w*) |0 e T(x*,y*,u*,w*)}
é convexo e fechado. Para concluir, Observemos que

Snan(T) = {(@", 5", w") | (@",y",0,w") € S(T).

Definiremos o suporte de (z,y,w) € R" x R™ x R™:
o(x,y,w)={i e {1,2,...,m} |y; >0 ouw; >0},
e consideraremos a ordem parcial em R’ definida por:
(@', ') =2 (2, y,u) se o(2’,y,w') C o(x,y,u).

Dois vetores sao ditos equivalentes, denotando-se (z/,y',w’) ~ (z,y,w), se

Um elemento (z,y,w) € U C R™ é dito <-mazximal de U, se
(z,y,w) € U e (z,y,w) < (¢, ¢/, w) = (2, ¢/, 0') ~ (z,y,w).

Pela convexidade de S}, ,,,(T'), temos que seus elementos maximais sao equiv-
alentes. Observemos que a ordem parcial, <, esta definida nas componentes
nao negativas, (y,w), das solu¢oes complementares. Portanto, segue-se que
a estrutura dos zeros das componentes (y,w) dos elementos maximais de
Sp.m(T) é invariante. Isto implica em que para todo elemento maximal,
(z*,y*,w*), de Sy, (T), vale que y; > 0, para todo i € Ie w; > 0, para
todo j € J e yji = wj = 0 para todo k € K.
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Observagao 1.2.4.

1. Sob hipdtese de complementaridade estrita, o conjunto de solugoes es-
tritamente complementares € o conjunto de elementos mazximais de
S’,tm(T). Logo, considerando wma solugao estritamente complemen-
tar, (z*,y*, w*), seque da observacao anterior e da condi¢ao de com-
plementaridade (y*,w*) = 0, que para y}‘ =0 para todo j € J ew; =0

pamtodoieleyZ:wz:Opamtodokef(.

Como motivagao para o estudo do problema (1.7) consideremos um prob-
lema variacional na forma
VIP(T,C),

(1.11)
com C ={z|gi(z) <0,i=1,...,m},

onde T : R™ = R" é mondétono maximal e g; : R" — R sao funcoes
convexas, proprias, fechadas e diferencidveis. Uma grande variedade de
problemas variacionais vém dados na forma acima. O problema (1.6) é
um caso particular do problema acima. Portanto, o problema de otimizacao

convexa (1.5) tambem é um caso particular de (1.11). Definindo outra vez
G(x) = (gl(l‘)a s 7gm(x)) €

T(z,y) = T(x)+2§;>ijg(x)j 7

temos que 7' é mondtono em R" x R’ e sob condicoes de regularidade,
(1.11) é equivalente a VIP(T,R" x RT").
1.2.4 O problema de achar um zero de um operador monétono

maximal

Nesta secao consideraremos o problema de achar um zero de um operador

monotono maximal T : R™ = R"™: encontrar

z* € R" tal que 0 € T(z"). (1.12)
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Entre os mais importantes procedimentos para resolver este problema
temos o método de ponto-proximal PPA, que consiste em:
Escolher g € R™ .
Para k=0,1,2....
Escolher Ay > 0 e obter xx41 como uma solucao aprozximada do problema:
Encontrar

x € R" tal que 0 € \yT'(z) + = — xp, (1.13)

isto é

Tht1 = ()\kT + I)_l(wk)

Este método foi estudado por Rockafellar [40] e estd baseado num resul-
tado de Minty [33]: Se T' é mondtono maximal e A > 0, entdo o operador
JAT = (AT + I)~! ¢ ndo expansivo, ponto-a-ponto e com dominio o espaco
todo.

Entre os mais importantes resultados ligados ao Método do Ponto Prox-
imal, destacamos o seguinte, devido a Rockafellar (vide [40]).

Se o problema (1.12) tem solugbao, e a sequéncia \; é limitada inferi-
ormente por um nimero positivo, entdo a sequéncia {xy}, n gerada pelo
método PPA converge fracamente a uma solugao do problema (1.12).

Certamente para um operador geral nao linear a resolugdo exata de
(1.13) é um problema extremamente complexo, portanto é natural consid-
erar critérios de resolucao aproximada. Para admitir solucoes inexatas de
(1.13), introduziram-se diversas nogoes de erro. Por exemplo, Rockafellar

[40], considera x4 = Jfk (z1) + ek, com erros, {e;} o, satisfazendo
+oo
o > 2 er < +oo,
o [lell < dkllzk — mp—1l], com Y2 6k < +oo.

Tossings [49] considera o esquema proximal zx1 = J;‘Cf (xx) + e, onde TF é

uma sequéncia de operadores mondtonos maximais convergindo a 1" em uma

21



certa métrica e a sequéncia de erros {ey}, . ¢ somdvel em norma, obtendo-
se convergéncia fraca a uma solugdo. Lehdili e Moudafi [30] consideram o
esquema proximal de Tossings, com os operadores regularizacao de Tikhonov
do operador T, T* = T + pu;I. Com uma escolha adequada das sequéncias
de parametros Ap e ug, eles obtém convergéncia forte a uma solugao do
problema (1.12).

Iremos empregar os métodos hibridos e a teoria de condicoes de erro rel-
ativo, introduzida e estudada por Solodov-Svaiter [42, 41], na qual é deixado
de lado o requerimento de somabilidade dos erros. Os autores combinam o
passo proximal com uma projecao ou passo extragradiente, sem acrescentar
complexidade ao algoritmo. Desta forma eles garantem a convergéncia da
sequéncia ao conjunto solugéo. A seguir, descrevemos este método.

O problema proximal (1.13), resolvido para um dado k, pode ser gener-
icamente descrito como o problema:

Encontrar

z € R" tal que 0 € \T'(z) + = — 7, (1.14)

com Z € R" e A > 0 dados. De fato, tomando-se Z = zF e A = A\, o
problema (1.14) se transforma em (1.13). O problema proximal genérico

(1.14) é equivalente ao sistema

veT(x),
O=XM+z—12.

(1.15)

A inclusdo acima pode ser relaxada para v € T (z), e o erro neste relax-

amento, serd quantificado por
er(z,v) = inf {e >0|ve T[G](a:)} ,

com er(z,v) := +00 se o conjunto {e >0 | v € Tl(x)} for vazio. A igual-

dade em (1.15) é relaxada como 0 =~ Av + x — T, e 0 erro nesta aproximagao
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é |\ +z — Z|. Em [44] foi introduzida a fungdo Sy z: R" x R" — R
Staz(x,v) = |\ +z — 2||? + 2 er(z, ). (1.16)

Ao longo deste trabalho denominaremos St )z de funcdo de mérito de

Solodov-Svaiter.

Apresentamos a continuacao alguns dos resultados de [44, 43], em forma

resumida.

Teorema 1.2.5. Sejam T : R" = R"™ mondtono mazximal, A > 0, z € R"

e Stz a fungao de mérito de Solodov-Svaiter. Entao:

i) St Az € uma fungdo de mérito para o sistema prozimal (1.15), ou seja
Stz > 0eSraz(x,v) =0 seesomente se (x,v) € solucdo do sistema

proximal (1.15).
i) STz € fortemente convexa com parametro de convexidade forte (2, 2)2).

iii) Sejam x* € R"™ uma solug¢do do problema (1.12) e (x,v) € R x R" ¢

definamos T4 = T — Av. Entado:
lz* =24 |? < ||z — 2|* + St pa(z,0) — o — 2|2
iv) Seja (z,0) € R™ x R™ uma solugdo do problema (1.15). Entao temos:
& — 2)* + N[0 — v]|* < Sppy(2,0), V(z,v) € R x R™.
Demonstragao. Ver [43, Teorema 1, Coroldrio 1 e Lema 3]. O
Corolério 1.2.6. Seja (&,0) € solugao do sistema proximal (1.15) . Entao
& — z||* < Sraz(z,0), V(z,v) € R*™

Demonstragdo. Ver [44] Corolario 1. O
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Observagao 1.2.7.

1.

Note-se que iii) garante que se vale a sequinte condi¢do
Sraz(e,v) < olz—z|% (1.17)

onde o € (0,1), obtemos que ||x* —z1|? < ||lz* —z||* - (1—0) |z — 7|2
Ou seja, temos um decréscimo no quadrado da distancia ao conjunto
solucdo do problema. Basicamente, isto € o que garante a convergéncia

do método hibrido descrito em [43], a uma solugdo do problema (1.12).

Seque do Teorema 1.2.5 iii) o seguinte coroldrio, para o caso de definir

passos hibridos relazados.

Corolério 1.2.8. Sejam z* € R"™ uma solugao do problema (1.12) e (Z,v) €
R" x R". Definamos z(0) = & — O\v, entdo:

2% — 2(0)||* < ||la* — &||> + 0 [STrz(2,0) — ||lz — 7|?] .

Demonstragao. Definindo Z = & — Az, segue-se que

z0) =z -0 =0z - )+ (1—-0)z=0z,+ (1-6)z.

Logo, por iii) de lema anterior, obtemos que

|l

1.3

—2@))? = llz* =074 — (1= 0)Z|* < Oll2" — 24> + 1 - O)]|=* — 2

IN

IN

0llla* — 2| + Sp(x,0) — = 7l?) + (1 = O)]ja* — 7]
lz* — 2|2 + 0 [Staz(z,0) — |z — 2)|?] .
O

Trajetorias centrais

Nesta secdo apresentaremos resultados relacionados com o conceito de tra-

jetoria central. FEstes resultados nao serdo usados ao longo do nosso tra-

ballho e os apresentamos com o intuito de que possam ser comparados aos

Nnossos.
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No contexto do Problema de Complementaridade Mondtono MCP(T),
Guler [22] estuda a existéncia de trajetdrias centrais para operadores mondto-
nos maximais. A sequir apresentaremos de forma resumida seus resultados.

Seja T : R™ = R™ mondtono mazimal, consideremos as hipoteses
1. Existem (z,y) € R"xR" tais que x € D(T)NRY, ey € T(x)NRY .
2. DIT)NRY,L #0 e GT)N (R} x RY,) #0.
3. Vale 1 e o operador T satisfaz a propriedade-L, isto é:
Vv e R(T), Vy € D(T), 3c=c(y,v) € R tal que
inf (o uyeqr) (v — v, —y) = c(y,v).

Ezemplos de operadores mondtonos mazximais que satisfazem a propriedade-
L sao, o subdiferencial de uma funcdo propria, convera e fechada, os oper-
adores mondtonos mazximais coercivos, os operadores com dominio ou 1m-
agem limitados.

Por meio de uma formulagdo primal-dual, define-se a trajetéria central

como o conjunto:
{(z,y) e R} xR} |y eT(z), XYe=pe, p>0}.

Prova-se que as hipdteses 1 e 2 sao equivalentes. Definindo-se o operador

V:R"=R" com D(V) =R":
V(z) ={(z,y) e R xRY|y € T(z), XYe=z}.
Prova-se que V' é um operador semicontinuo superiormente, ou seja
Vz' € D(V) eVe>0,35 >0, tal que x € Bs(z°) = T'(x) C T(z°)+B.(0),

e quando restrito a Rl , € ponto-a-ponto e continuo. Notando que a tra-
jetdria central corresponde a tomar (x(p),y(p)) € V(ue), os resultados an-
teriores implicam que ela estd bem definida e continua e os pontos de acu-

mulagdo, quando p converge a zero, sao solugées do problema MCP(T).
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Sob as mesmas hipdteses, provam-se também resultados andlogos para o
caso mais geral de trajetdrias centrais, {(x(t),y(t))}teR++, definidas como

solucao do sistema:

{(z.y) e R} x RY [F(z,y) = w(t)},

onde F(z,y) = (XYe,T(z) —y) : R" x R" = R" x Rl com D(F) =
(D(T)NRY) xR} ew: (0,1] — R, x R, € uma fungio continua sat-
isfazendo w(0)=0. Desta forma, Guler generaliza os resultados de Kojima,
Mizuno e Noma [29], que consideram a mesma formulagdo, no caso em que
T :R"™ — R" € um operador ponto-ponto, continuo, tal que o interior do
seu dominio contém o ortante positivo. Sob esta hipdtese, os autores provam
a existéncia e continuidade da trajetoria central e a otimalidade do ponto
limite, quando o pardmetro t converge a zero (vide [29]).

No contexto do Problema da Desigualdade Variacional VIP(T,C), Iusem
et al. [25] supoem que C° # 0 e consideram uma fun¢ao h : C° —
R estritamente convexa e diferencidvel, tal que Vh diverge na fronteira
do conjunto C. Os autores definem a trajetoria central para o problema
VIP(T,C) com barreira h, como o conjunto {x(A)} cr,, de solugoes do

sistema parametrizado em \:
0 € AT (z) + Vh(z). (1.18)

Neste trabalho eles analisam condi¢oes sobre T', C' e h que garantem a ez-
isténcia e limitacao desta trajetoria, bem como condig¢oes para a existéncia
de x* = limy_, 1o (\) € sua otimalidade.

Apresentaremos a sequir alguns dos resultados principais de [25]. Vidrios
conjuntos das sequintes hipdteses serao usadas.
A1) h: R" — R U {00} € uma fungao estritamente convera, fechada, e
continuamente diferencidvel em C°.

A2) h é coerciva na fronteira, isto é, para todo y € C9 se {x;} ¢ uma
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sequéncia contida em C° que converge a um ponto T na fronteira 0C de C,
entao limy_, 4 oo (Vh(z1),y — ) = —00.

A3) h € finita na fronteira, isto é, h : R — RU{oo} € uma funcao finita,
estritamente conveza, e continua em C.

A4) h € coerciva na zona, isto é, para todo y € R" existe v € C° tal que
Vh(z) =y.

A5) h é separdvel, isto €, h(x) =Y ;" hj(z;) com hj: (o, ;) — R.

A6) D(T)NCO #0.

A7) T é da forma T = T + Ny, onde V é um conjunto néo vazio, convezo
e fechado e T:R" — R" ¢ ponto-a-ponto continuo e paramondtono, ou
seja, € mondtono mazimal e se (u—v,x—y) =0 comu e T(x) ev e T(y),
entio, v € T(z),u € T(y).

A8) As hipdteses de A7) sdo vdlidas, sendo que neste caso V € uma variedade
linear, T é continuamente diferencidvel e existe um subespaco W tal que
Ker(J;)(x) =W.

A10) S(T,C) # 0.

A11) h atinge seu minimo em D(T) N C° em algum ponto 7.

A12) A funcgdao gap do problema VIP(T,C), que é definida por:

gr,C(x) = sup (v,z—y), Vo €R"
yeC
veT(y)

€ finita em todo ponto.

A13) Uma das sequintes condigdes é vdlida:

1. S(T,C) € limitado e T = Of para alguma fungio f : R — R U
{+00}.

2. Eziste y € C° N D(T) tal que limy,_ o (uF, 2% — y) = oo para toda

{2*} tal que limj_, 4 ||2"|| = 0o e para toda {u*} € T(2*).
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3. D(T)NC é limitado.

O seguinte resultado mostra que a trajetoria dada em (1.18) estd bem

definida.

Proposicao 1.3.1. Seja T : R™ = R™ mondtono maximal tal que satisfaz

A10). Se umas das sequintes hipdtese for vdlida:

i) h satisfaz A4,

it) h satifaz A2 e A11, T satisfaz A8 e A12 € satisfeita,
entio o operador T\ = AT + Vh tem um tnico zero x(\) € D(T) U C°.
Demonstragao. Ver [25, Proposicao 2]. O

O seguinte resultado mostra que a trajetoria € continua e que o valor da

funcao barreira cresce ao longo dela.

Proposicao 1.3.2. Suponhamos que as as hipdtese da Proposicdo 1.8.1 sao
vdlidas, entdo:
i) h(x(X)) € ndo decrescente em A.

ii) () € continua em todo \ > 0.
Demonstragao. Ver [25, Proposigao 3]. O

O resultado a continucdo mostra que a trajetoria tem pontos de acu-

mulacdo.

Proposigao 1.3.3. Vamos supor que T : D(T) = R"™ é mondtono maximal
e satisfaz A7), que S(T,C) # 0, que h satisfaz A11), e que todas as hipdteses
da Proposi¢ao 1.3.2, sao vdlidas. Se uma das sequintes condigoes for vdlida:
i) h satisfaz A3),

it) A13) € satisfeita,

entdo x(\) tem pontos de acumulagdo.
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Demonstragao. Ver [25, Proposicao 4]. O

O seguinte resultado mostra que os pontos de acumulagao da trajetoria

sao solugoes do VIP(T,C).

Proposicao 1.3.4. Se as hipdteses da Proposi¢ao 1.3.83 sdo vdlidas, entao

todos os pontos de acumulagdo da trajetoria x(\) sao solugoes do problema

VIP(T,C).
Demonstragao. Ver [25, Proposicao 5]. O

A sequinte proposicao mostra que se a funcdo barreira € finita na fron-

teira, entdo a trajetoria € convergente e o limite pode ser caraterizado.

Proposicao 1.3.5. Suponhamos que as hipdteses da Proposi¢do 1.3.8 sao
vdlidas e que h satisfaz A2) entao, existe limy_ox(\) e este limite € solu¢do
do problema:

min h(zx)

sax € S(T,C)

Demonstragao. Ver [25, Proposicao 6]. O

No caso em que a fungdo barreira h nao € finita na fronteira, os autores

também apresentam um resultado de convergéncia da trajetoria ao centro
analitico de S(T.C).
Definindo o conjunto J = {j € {1,...,n} |3 z€ S(T,C) com z; > 0} e
considerando que h € separdvel, é definida a funcdo: h: R, —R
h(z) = hj(xy),
Jje€J

e prova-se o sequinte resultado.

Teorema 1.3.6. Suponhamos que C = R} e que as hipoteses A5, A2, Al, e
A1l A18 sao vdlidas e que o operador T satisfaz A6, A7, A8 e A10, entdo,
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a trajetoria central {x(\)} converge quando N — 0+ co a z*, solugdo do

problema:

sax € S(T,C).

Demonstragao. Ver [25, Teorema 2]. O

Resultados adicionais sobre diferenciabilidade e analiticidade da trajetoria
central para o Problema de Complementaridade Linear Mondtono, podem ser
encontradas em [35] e [46]. Outros trabalhos relevantes em que se estudam
trajetorias centrais nao relacionadas a barreira logaritmica, bem como algo-

ritmos de tipo path-following ao longo destas trajetdrias, sao [56], [12], [14],

[13], [55], [15],

1.4 Resultados Auxiliares

Concluimos este capitulo apresentando vdrios resultados técnicos, encontra-
dos na literatura e que usaremos ao longo do trabalho. Por razoes de com-
pleteza incluimos as demostracées. O primeiro é uma conhecida propriedade

da regularizacao de Tikhonov de wm operador mondtono mazimal.

Lema 1.4.1. Sejam T : R™ = R" mondtono mazimal, A > 0 e z(\) a

solucao do problema: Encontrar
x € R" tal que 0 € AXT'(x) + =.
Se T71(0) # 0, entdo

i) l2(N) — || < |la* — ||, Va* € T7H(0).

ii) limy 1o z(lambda) = Pp-1(g)(7)

Demonstragdo. Pelo Teorema de Minty (Teorema 1.1.5), temos que x(\)

estd bem definido para todo A > 0.
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i) Temos que Z — z(\) € AT (z())), logo pela monotonia de T', segue-se
que para todo x* tal que 0 € T'(z*)

(T —2(A),2(A) —27) 20,

donde obtemos

(@(\) = 2,2 = 7) > [l2 (V) — 2|

Aplicandoe a desigualdade de Cauchy-Schwartz ao lado esquerdo da ex-
pressao anterior, segue o resultado.
ii) Definamos v(\) = (1/A)(Z — z(A)). Observemos que pelo item i)
segue-se que {z(A), A >) é limitado, portanto
li A)=0.
)\_1)141_1001)( ) 0

Consideremos uma sequéncia convergente {x(A;)}ren arbitraria e denote-
mos por & o seu limite. Usando que a grafica de T é fechado, segue-se que

0 € T(z). Passando ao limite no item i) obtemos
|Z — || < ||& — z*||, para todo z* € T71(0)
e isto implica no resultado. O

Apresentamos a sequir dois resultados técnicos, muito usados no estudo

de algoritmos do tipo path-following.
Lema 1.4.2. Sejam 3 € (0,1), a € R" tais que ||ja — e|| < 3, entdo
i)0<1—p<a; <144, parai=1,2,...,n,
i) A =diag(a) € ndo singular e ||A=1/2b| < ||b]|/(1 — B)'/2.
Demonstragdo. Observemos que, da relacao ||a — e|| < 3, segue-se que

la; — 1| < 3, parai=1,...,n.
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Portanto, vale que
0<1-p<a;<1+p3,1=1,...,n.
Destas inequagoes seguem imediatamente os itens i) e ii). O

Corolério 1.4.3. Sejam = € R}, X = diag(z), e d € R" tais que
| X~ td|| < 1. Entdo z+d € R,

Demonstrag¢io. Notemos que || X td+e—e| = || X1d|| < 1. Logo segue de
i) do Lema 1.4.2 que
X 'd+eeRL,.

Temos que z € R’ ,, portanto multiplicando X ~1d + e & esquerda por X,

segue que v +d € R . O
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Capitulo 2

As trajetorias

log-quadraticas.

Neste capitulo, vamos definir e estudar as trajetorias log-quadrdticas para
o Problema de Complementaridade Mondtono e um Problema da Desigual-
dade Variacional. Estas trajetorias estdo associadas a barreiras log-quadrdti-
cas. Embora as trajetdrias associadas a barreiras logaritimicas necessitem da
condicdo de factibilidade estrita, as trajetérias log-quadrdticas nao requerem
esta hipdtese. Nossos resultados nao se deduzem dos resultados apresentados
no capitu-lo anterior, na Secdo 1.8, embora nas provas de alguns resultados,
sejam usadas as técnicas de [29].

Para a definigdo e estudo da trajetoria log-quadrdtica, consideramos uma
funcdo de barriera com estrutura de requlariza¢do-penalizacdo, isto €, ela é
a soma de um termo regqularizador, associado a componente quadrdtica e um
outro termo penalizador, associado a barreira logaritmica, ambos os termos
multiplicados por parametros diferentes. O caso em que 0s parametros sao
iguais corresponde aos algoritmos apresentados no Capitulo III. Neste caso,

dos resultados de [25], s podemos deduzir a existencia e continuidade da
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trajetoria log-quadrdtica, mas nao os resultados de convergéncia da trajetoria

ao conjunto solugao.
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2.1 Trajetéria log-quadratica para o MCP(F)

Seja F : R™ = R™ mondtono maximal. Estamos interessados no Problema

de Complementaridade Mondtono definido por F,
MCP(F). (2.1)

Nossa primeira hipdtese é a existéncia de pontos interiores (ao ortante

positivo) no dominio de F, isto é

H1) D(F)NRY, # 0.

Seguindo os trabalhos de Auslander, Teboulle e Ben-Tiba [1, 2], vamos
trabalhar com uma barreira log-quadrdtica. Dado T € R™ e p,v > 0, defin-
imos a barreira log-quadrdtica para R, com pardmetro proximal T, como
Pu,v;z - R" — R;

(v/2)||x —z||* — pd 5y logzy,  sex >0,

90/171’@’(‘%) = L. (2’2)
+o0, caso contrdrio.

Definigao 2.1.1. A trajetéria log-quadrdtica para o MCP(F) € a apli¢ao
que associa aos parametros (u,v) € Ryy X Ryt o ponto x(u,v; &) solugdo
de

0€ F(xz)+ Vo, uz(x), 2 >0. (2.3)

Equivalentemente, x(u,v; T) € a solug¢ao de

1

0 Flz)+v(x—2) —px™ ", >0. (2.4)

Vamos mostrar que a trajetoria log-quadrdtica estd bem definida sob a
hipdtese H1), mesmo quando MCP(F) nao tem solugoes.

Se p,v >0, entao dp, .z € mondtono maximal e

{Vouvz(x)}, sex >0,

Dppwia(r) =
w,V;T L.
o 0, caso contrario.
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Como D(0puvz) = Ry, (2.3) € equivalente ao problema
0 € F(x)+ 0py:z(x). (2.5)

Além disto, pelo Teorema 1.1.4, a Hipotese H1) garante que F + 0p, .z €

mondtono maximal.

Proposicao 2.1.2. A trajetdria log-quadrdtica (u,v) — x(pu, v; T) estd bem

definida e x(u,v; ) € estritamente positiva para todo (u,v) € R% .

Demonstragao. Ja sabemos que (para p,v > 0) o operador F' + J¢,, .z é
mondtono maximal. Como 9y, .z é fortemente monétono, concluimos que
F + 0p,,,z também é fortemento monétono, e portanto (2.3) tem uma e
somente uma solucao [52, Teorema 18.5]. Além disso esta solucao é estrita-

mente positiva, pois o dominio de F' + 0y, .,z esta contido em R . O

Proposicao 2.1.3. A trajetoria log-quadrdtica (p,v) — x(p,v;T) € con-

tinua em (p,v) € RL .

Demonstragcao. Basta provar a continuidade da trajetéria em um ponto
(10, v0) € R2, fixo.
Para simplificar a notacao, dados p,v > O sejam x,,, e Fy,, : R, = R"

definidos por

xth = m(uvl/; j)a

Fu,l/(aj) = F(I‘) + v@lhl’?f(x)

= F(z)+v(r—z)—pz L.

Como g0, > 0€ 0 € F(2u0) + 0(Tpgwo — Z) — 110(Tpo,) ~F, temos

que, para quaisquer u,v > 0

(v— VO)(xuowo — ) — (u— HO)(xuovVo)il € Flt,l/(xuo,”o)‘
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Definamos

Wy,u = (v— VO)(xuo,Vo — ) — (pu— NO)(xuovVo)_l'

Entao wy, € Fju(2uy,). Observemos que 0 € F, ,(x,,) e F,, é forte-

mente mondtono com parametro 2, portanto segue-se que

2.

<wu,l/>muo,l/0 - xu7v> > Vquo,Vo — Ty

Usando-se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

‘ 2

[wp ol 120000 = Zuwll 2 VT 0,00 = Tp

Logo
/) lwpll = @000 — (1, v3 T)|-

Da definicao de w,,,, segue-se trivialmente que

lim Wy = 0.
(“7”)4’(/‘071/0)

Combinando-se este resultado com a desigualdade acima (e com o fato de que
v > 0), concluimos que a trajetéria log-quadratica é continua em (g, vp).

O]

Vamos agora investigar a questdo da limitacdo da trajetoria log-quadrdtica.

Definamos T : R® = R",
T:=F+ NRi' (2.6)

Outra vez, a hipdtese H1) garante que T € mondtono maximal, via o Teorema

1.1.4. O MCP(F) € equivalente ao problema de encontrar um zero de T':
Achar x tal que 0 € T(z). (2.7)

Lema 2.1.4. Se z* € solugio de MCP(F), (u,v) € R:, ez = a(u,v; ),
entao

lz* = 2 + ]z = 2[|* < [l — Z[* + 2n (/).
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Demonstragao. Por hipétese, = > 0 e existe v € F(x) tal que
0=v+v(r—z)—pr . (2.8)

Observemos que D(T) € R.. Temos também que v € T(x), pois > 0.

Portanto, definindo 9 := v — px~1

e aplicando o Lema 1.1.7 concluimos que
o e T (2),
com € = (x, uz~!) = pun. Pela definicio de v

v+v(x—z)=0.
Logo, usando-se a definigao da funcao de mérito de Solodov-Svaiter (1.16),
segue-se que
511 /v,3(2,0) < 20 (u/v). (2.9)
Definindo z4 := z — (1/v)0, temos, em vista de (2.8)
zy=z—(z—x)==x

e aplicando iii) do Teorema 1.2.5, concluimos que

lo* — &l < lo* = 712 + | Spajpz (a3 2),8) — llo 32|, (2.10)

De (2.9) e (2.10) segue o resultado. O

O lema que acabamos de provar vai garantir a limitagao da trajetoria
quando /v estiver limitado (e existirem solugdes do problema). Em vista

disto, vamos definir para T > 0

A(r) = {(p,v) e RE| (n/v) <T7}. (2.11)

Proposicao 2.1.5. Seja 7 > 0. Se MCP(F) tem solugdo, entao para
qualquer (p,v) € A(T)

[z (p, vi2)|| < [l2]] + vV L? + 2n7,

onde L = d(z, Syc(F)).
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Demonstragdo. Do Lema 2.1.4 segue para todo x* € Syo(F)
(s, v;.2) — 2||* < ||2* — 2| + 2n(u/v).
Logo, para qualquer (u,v) € A(7),
(s, v 2) — 7||* < [|l2* — || + 2n7.

Extraindo-se a raiz quadrada nos dois lados desta desigualdade e usando-se

a desigualdade triangular obtemos o resultado desejado. O

A proposicao acima estabelece a limitacdo da trajetdria log-quadrdtica
para parametros (u,v) no conjunto A(t). No Apéndice mostraremos (através
de um exemplo) que a condigdo p/v < T é necessdria para a limitagio da
tragetoria log-quadrdtica no caso geral de um MCP satisfazendo H1) e com
solugoes.

Para estudar o comportamento da trajetoria log-quadrdtica quando os
parametros de reqularizacdo tendem a zero, serd conveniente estudar também

a trajetoria log-quadratica dual, que definimos a sequir.

Definicao 2.1.6. A trajetéria log-quadratica dual para o MCP(F) € a

aplicagdo que associa aos parametros (u,v) € Ryy xRyt o ponto y(u, v; ),

y(p, v ) = pa(p, v; )"

A trajetéria log-quadratica primal-dual para o MCP(F) é a aplicao que

associa aos parametros (u,v) € Ryy x Ryy o ponto (a:(u, v, ), y(u, 1/;5;)).
Equivalentemente, (m(u,u; i‘),y(u,l/;:i)) é solucdo de

0€ F(z) —y+v(z—x),
0=y —pz !, (2.12)
(z,y) e RT, xRY,.

Temos entdo o sequinte resultado.
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Proposigao 2.1.7. A trajetdria log-quadrdtica dual (p,v) — y(u,v; ) estd

bem definida e é continua em (u,v) € R%,.

Demonstragao. Da existéncia, continuidade e positividade estrita de z(u, v; z),
para todo (u,v) € Ri 4, segue-se a existéncia, positividade e continuidade

de y(u,v;y), para todo (u,v) € R%r+. O

Dizemos que x* € um ponto de acumulacao da trajetéria log-quadratica
quando (p,v) — 0, se existir uma sequéncia {(pk, Vi) }en em R%, con-
vergindo a (0,0), tal que * = limg_, oo (g, Vg; T). A mesma defini¢cdo se
estende naturalmente para as trajetorias log-quadrdticas dual e primal-dual.
Como era de esperarse, vale que esses pontos de acumula¢do sdo solugoes

do MCP(T).

Lema 2.1.8. Se (z*,y*) € um ponto de acumulagdo da trajetoria log-quadrdti-
ca primal-dual, quando (u,v) — 0, entdo (z*,y*) € um par de solugdes

complementares do MCP(F).

Demonstragao. Seja (z*,y*) um ponto de acumulagao da trajetéria log-
quadrética primal-dual. Por hipdtese existe uma sequéncia {(ug, k) }reN
em R? convergindo a (0,0) tal que
(", y) = i (wljag, v ), (o, v ).
Para simplificar a notacao, definamos

‘Tk = x(#k?”k;j)’ yk = y(HkaVk@)

Entao
y* — v (a® — 7) € F(2"), (2.13)
Como F' é mondétono maximal, o grafico de F' é fechado. Além disso,

lim % —v(af —2) =¢*,  lim 2% = 2"
k——+o0 k—-+o00
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Portanto, podemos tomar os limites em (2.13) e concluimos que
y* € F(z¥).
Das definicdes de ¥ e 4* temos que zF > 0, y*¥ > 0. Logo, segue-se que
" >0, y* > 0.
Além disso,
(z*,y*) = lim (z*,9*) = lim nu, = 0.
k—o0 k—o0

Combinando-se os resutados acima, concluimos que (z*,y*) é um par de

solugbes complementares de MCP(F). O

Lema 2.1.9. Seja {(uk, vk)tkeN uma sequéncia em R2, convergindo a

(0,0). Se a sequéncia {J:(uk, Vi T ¢ limitada, entdo a sequencia {y(uk, VT

)}kEN )}kEN

também € limitada.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, definamos

k._

xk = 1’(,U,k,l/]g;.i'), Yy y(,ulﬁl/k;j)

Por H1) existe (z,9) tal que
ye F(z), z>0.
Pelas definicoes de z* e y¥, temos que
y* — vp(a® — &) € F(aF).
Usando-se a montonia de F', segue-se que

(|[vf — @t —a)] = g.a" = 3) = 0.

Reescrevendo esta desigualdade obtemos

<yai> + <ykaxk> - <g’xk> - Vk<xk - jvxk - :%> > <i'>yk>'
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Outra vez, pelas definicdes de ¥ e 3*, temos que (yk,mk> = nuy. Usando-
se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, e a positividade de & e y*

concluimos que
(9,8) + np + 912" + villa® = Z|[|2" — 2| > (2,4%) = 0. (2.14)

Como as sequéncias {2¥}ren, {prtren € {Vk}ren sdo limitadas, segue-se
que a sequéncia {(Z,y")}ren também é limitada. Uma vez que y* > 0 e

# >0, a limitacdo de {(#,y")}ren implica na limitacao de {y*}ren. O

Corolario 2.1.10. Todo ponto de acumulagdo da trajetoria log-quadrdtica

(u,v) — x(p,v;T) € solugdo do MCP(F).

Demonstragao. Seja z* um ponto de acumulagao da trajetoria log-quadratica.
Por hipStese existe uma sequencia {(uk,vk)}ren em R2, convergindo a
(0,0) tal que

¥ = lim x(ug, vi; ).
k—o0

Em particular, {(uk, vk)}ren € limitada. Logo, segue-se, pelo Lema 2.1.9,
que a sequéncia {y(ug, Vk; T) }ken também é limitada. Portanto, existe y* tal
que (z*, y*) é um ponto de acumulacao da sequéncia {x(uk, Vi ), y( ke, Vi j)}keN‘
Agora, pelo Lema 2.1.8, segue-se que (z*,y*) é um par de solugoes com-
plementares do MCP(F'), donde, concluimos que z* é uma solugdo do

MCP(F). 0

A sequir estudaremos a convergéncia da trajetoria log-quadrdtica a um
ponto do conjunto solu¢ao de MCP(F), no caso em que 0s parametros con-
vergem a 0 de forma “controlada”. Para isto, vamos considerar a trajetoria
log-quadrdtica primal-dual definida anteriormente. Estudaremos dois casos.
No primeiro vamos supor que MCP(F) é nao degenerado, isto é, vamos su-
por que existe um par de solucdes estritamente complementares. No sequndo,

vamos supor que F' € linear. Neste ultimo caso, usaremos as técnicas de [29],
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originalmente desenvolvidas para o estudo da trajetoria central cldssica. Va-
mos supor que o MCP(F) tem solugado.
Lembremos que, no Capitulo 1, introduzimos os sequintes conjuntos, as-

sociados ao MCP(F)
I'={ie{l,...,n}| existe (z*,y*) € Sy;(F), com x} > 0},
J = {j €l,...,n| existe (z*,y*) € S};o(F), com yr > 0},
K:={1,....n}\{IUJ}.

Vamos definir também o sequinte conjunto:

S(F) :={(z,y) e R* xR" [y € F(z), 27 =0, y1 =0, 2x =0, yx = 0}.

Note-se que quando o operador F ¢é linear, o conjunto S’(F) € uma var-
iedade linear, porque fica determinado por equagdes lineares. Observemos-se
também que todo ponto (&,7) € S(F) satisfaz (&,9) = 0. Se o MCP(T) ¢é
ndo degenerado, entao as solugoes estritamente complementares, (z*,y*) €

Bvc(F), satisfazem x7 > 0 e y7 > 0; neste caso € facil verificar que
Spac(F) C S(F).

No sequinte teorema analisamos os casos acima enunciados.

Teorema 2.1.11. Seja {(pk, k) ken uma sequéncia em R2 | convergindo
a zero, tal que limg_,o i /v =a >0 .

Suponhamos que uma das sequintes condigoes € vdlida:
1. O MCP(F) € nao degenerado.
2. O operador F € linear (afim).

Entdo a sequéncia

{(af(uk, Vies T), Y (ke Vi, 37))}

keN

converge um par de solugées complementares do MCP(F) em S(F).
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Demonstragao. Para simplificar as notacoes, defina
oF = w (e, v ), ¥ =y (e v 7).
Como (ug/vg) converge, quando k — +00, segue-se que existe a’ > 0 tal que
wr/vi < a’ para todo k € N.

Temos que ur e v, sao positivos, para todo k& € N, logo da Proposicao
2.1.5 e dos Lemas 2.1.9 e 2.1.8, segue-se que a sequéncia {(zg,yx)}ren €
limitada e todos os seus pontos de acumulagao sao solugoes complementares.
Precisamos entao provar a unicidade do ponto de acumulagao e sua inclusao
em S(F).

Seja (z*,y*) um ponto de acumulacdo da sequéncia {(z¥,y*)}ren, isto
é, existe uma sub-sequéncia {(z*,y*)} tal que

(2%,y") = Jim (2, ).

Tome

(z,9) € S(F).

Pela definicao de z* e y*, temos que y* —vy (2% —Z) € F(2*). Pela monotonia
G Yy q

do operador F' segue-se que
< [yk — (2 — 57)} — g2k — a:> > (.
Reescrevendo esta desigualdade obtemos
(25, 5) + (@,9) = (0F,8) + (5,25) + v(a® — 3,2 — 2.
Observemos que (z*,y*) = nuy e (&, ) = 0, logo segue-se que

nuk2<§;’yk>—|—<g,qjk>—|—yk<x —r,z" — ).
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Substituindo y* e z* por ux(z*) ™" e up(y*)~! respectivamente e usando que

zy =0, yr = 0, obtemos

npk > e | Y (Ea/2F) Y (0i/uf) | + (s — 2,2 — &),
iel el

Logo, dividindo por v e passando ao limite em k;, quando [ — 400, segue-se

que

oz’ >0, sex; >0, (2.15)

oy;‘>0, se ; > 0,

an > a | S (e/a0) + 3Gl | + et - mat—d). (216)

icl jed
Pela Observacao 1.2.1 do Capitulo 1, temos que existe (&,79) € S(F) tal
que &7 > 0, g7 > 0, de fato, podemos considerar um elemento o-maximal de
Siro(F), portanto, segue de (2.15), que x; > 0 para todoi € I e y; > 0 para

todo j € J. Desta forma, a condi¢gdo de complementaridade (z*,y*) = 0,

somado a positividade de x* e y* implicam em que
z; =0, para todo j € J e y; =0, para todoi € I. (2.17)
Observemos que (z*,y*) € S3;~(T), logo segue-se que
xy, =y =0, para todo k € K. (2.18)
De (2.17) e (2.18), concluimos que

(2%, y%) € S(F).

Vamos considerar inicialmente o caso i), quando M CP(F') é nao degen-
erado, ou seja I UJ = {1,2,...,n}. Suponhamos que (Z,y) é um outro
ponto de acumulacdo de {(z*,y*)}ren. Como (&,9) € S(F), (2.16) vale

substitindo-se & e g por & e , respectivamente:

an > a | S (@/al) + S @/v) | + 0 — 70" — @),

il jed

45



Como (x*,y*), (&, 1) sdo pontos de acumulacio arbitrarios de {(z*, y*)}ren,

esta desigualdade continua vélida se trocarmos x* por & e y* por ¥:

a |y (@r/a)+ Y (/o) | + (& — 2,2 —2*) < an.

icl jed
Somando-se as duas ultimas desigualdades obtemos
- * * [~ o * * )~ - * 12
02030 |@fat)+a1/m) -2 +a X |(@ulai) + /02 + e = o7
icl jeJ
Como t+1/t > 2 para qualquer ¢t > 0, com igualdade somente quando t = 1,

usando a desigualdade acima concluimos que

*

T=x, va:y?}

Para finalizar a prova do item i), Observemos que (z*,y*), (%,y) € S(F), e
portanto yr = y7 = 0.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F' é um operador
linear. Neste caso, S (F) é uma variedade linear e o conjunto

H(S) = S(F) = («*,y")

é um subespagco linear de R™ x R". Da desigualdade (2.16) segue-se que

para todo (&,9) € S(F)

) 1>a | (@ —a2))/z) + (G —y)/yi) | + (" = 7,07 — &),

leK i€l jed
(2.19)
Definindo ¢ : R” x R — R,
o(d,d®) = a | Y _(di/af) + Y (dF/yf) | + (@ —a*.d"),
i€l jeJ
podemos reescrever (2.19) da seguinte forma
az 1> ¢(dt,d?), para todo (d',d*) € H(F). (2.20)

leK
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Temos uma funcao afim limitada em um subespaco linear, portanto con-
stante e igual a 0 nesse subespaco. Logo, para todo (&,7) € S’(F), vale

que
a | (@ —ap)/al) + > (@ —vi)/yf) | + (@ — 2", @ —a*) = 0. (2.21)
iel jeJ

Novamente, temos que (z*,y*) € S(F) e podemos considerar (Z,7) como
sendo um ponto de acumulacdo da sequéncia {(:c(,uk, Vi; T), Y (i, Vi T) }keN'

Entao, podemos trocar z* com & e y* com g em (2.21) e vale que

iel jeJ
Somando (2.21) e (2.22), obtemos
a | (@i/x}) + (af/2:) = 2| +a | D_(95/9) + (w5 /) — 2| +|@—="|* =0,
icl jed

Usando-se de novo a desigualdade t+ 1/t > 2, para todo t > 0, segue-se

que
T =ua".

Para concluir basta notar que y* = F(z*) = F(&) = ¢§. Desta forma,

obtemos a unicidade de (z*,y*). O

Coroldrio 2.1.12. Sejam t — u(t) e t — v(t) aplicagoés de Ry em Ry
tais que

li t) = li t) = 0.
A = g v

e limy o pu(t)/v(t) = a > 0.

Suponha que uma das sequintes condigoes € valida:

1. O problema MCP(F) é nao degenerado.
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2. O operador F ¢ linear (afim).

Entao a curvat — (z(u(t),v(t); z), y(u(t), v(t); Z)) converge a par de solugies
complementares do MCP(F) quando t — 0.

No Apéndice consideraremos um exemplo de um MC P satisfazendo H1 e
com solucdes, mas degenerado e nao linear. Mostraremos que para este prob-

lema, mesmo tomando p(t) = v(t) =t, a curvat — (x(u(t),v(t); z),y(u(t),v(t);z))

nao € convergente.

2.2 Trajetoria log-quadratica para o

VIP(F,R™ x R")

Os resultados que obteremos nesta se¢do serao muito similares aos resultados
obtidos na se¢do anterior. As técnicas para suas demostracdes serdo quase
idénticas as empregadas na se¢do anterior. Optamos por incluir as provas
por uma questao de completeza, a pesar de sua similaridade. Nesta secdo
F:R"<R™ = R"xR"™ € um operador mondétono mazximal. Agora estamos

interessados no Problema da Desigualdade Variacional:
VIP(F,R" x RT") (2.23)

Vamos considera a seguinte hipdtese:
H2) D(F)N (R" x R7,) #0

Estudaremos as trajetorias que resultam da introducdo de uma barreira
logaritmica-quadrdtica para o problema VIP(T,R" x RI'). Neste caso o
termo log-quadrdtico sé vai penalizar as componentes sujeitas a restricoes
de positividade. As varidveis irrestritas serdo reqularizadas com um termo
quadrdtico.

Dado (z,y) € R" x R™ e u, v > 0, definimos a barreira log-quadrética

para R™ x R'[", com pardmetro proximal (Z, %), como ¢,.z5 : R" xR™ —
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R:

v/2) [lz = 20* + ly = 9lI*] — p 3272 logy;, y >0,

00, caso contrario.

(Puﬂz;i:,ﬂ(x? y) =

Definigao 2.2.1. A trajetoria log-quadrdtica para o VIP(F,R™ x RT!) € a
aplicagdo que associa aos parametros (u,v) € Ryy x Ri4 o ponto

(m(,u,, y;:ﬁ,gj),y(u,u;a‘c,yj)) solucdo de:
0€ F(z,y) + Vouvag(e,y), y> 0. (2.24)
Equivalentemente, (x(u,v;%,9),y(u, v;Z,75)) € a solugao de
0¢c F(z,y) +v(z—2,y—7) — (0,uy™ ), y>0. (2.25)

Nos resultados a seguir provamos que a trajetoria log-quadrdtica estd
bem definida e é continua em todo (u,v) € R?H sob a hipotese H2, mesmo
quando o VIP(F,R™ x R) nao tem solugoes.

Observemos que (para p,v > 0) 0p, .z € mondtono mazimal e

{ku,u;i‘,y(l‘ay)}’ Yy > 0,

a@,u,u;f,@(xv y) = )
0, caso contrario.

Como D(0puuzy) = R" x R, (2.24) € equivalente ao problema
0 € (F+ dpupag)(@,y). (2.26)

Agora, a Hipdtese H2) junto com o Teorema 1.1.4 garante que F' + 00,125

€ mondtono maximal. Veremos a sequir a boa defini¢cdo da trajetoria.
Proposigao 2.2.2. A trajetéria log-quadrdtica para o VIP(F,R™ x RT),
(1) = (2, v3 2:9), 91, v3 2,9)),

estd bem definida e y(p,v;Z,y) > 0 para todo (p,v) € RZ .
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Demonstragao. Esta prova é analoga a prova da Proposicao 2.1.2.

Ja sabemos que (para i, v > 0) o operador F'+0p,, 1.z 5 ¢ monétono max-
imal. Como 9y, .35 ¢ fortemente monétono, concluimos que F' + 09y, .z 5
também ¢é fortemente mondtono. Portanto (2.26) tem uma e somente uma

solugao [52, Teorema 18.5], que pertence a D(F—i—&pu,y;j,g) CR"xRT,. O

Proposicao 2.2.3. A trajetoria log-quadrdtica para o VIP(F,R™ x R}),
(1, v) = (2, v 23 9), y(p,v5 2, 9)),

. : 2
¢ continua em (pu,v) € RY |

Demonstragao. A prova desta proposicao é analoga a prova da Proposicao

2.1.3.
Tome (pg,9) € R?%, fixo. Para simplificar a notagdo, dado (u,v) €

R?H,sejam Ty Yup € Flup t R X R, = R™ x R™, dados por

‘,I:IMV = x(u?yvfiag)v
yu,l/ - y(/i?l/v"i‘ag%
Fuu(y) = F(2,9) + Vouuzg(r,y)
T —2Xx 0
= F(z,y)+v | e )
Yy—y -y

Como 0 € FMO,VO (x,uo,Vo’ yuowo)a temos

Tpgwo — T 0
(v — ) o |t (1 — o) 1 € Fﬂyl’(xNOJ/O?yNOyVO)'
Ypovo — Y _(yMOJ/o)
Definamos
Tyove — T 0
wp =@ —wo) | T 4 (1= o) .
Ypo,vo — Y _(yuowo)
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Entao wy, € Fuu(Zugv0> Yuowo). Como 0 € Fyy (T, Ypuy) € Fpu, é forte-

mente monétono com parametro 2v, segue-se que
2
<w,u,l/7 (ff,uo,uoay,uo,uo) - (x,u,llvy,u,l/)> > V||(33u,1/a yu,u) - (xuo,lfov yuOJJO)H .

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

lwpwll = V(@5 Ypur) = (Tpo,05 Ypaowo))I- (2.27)

Da definicao de wy, ., segue que

lim Wy =0
()= (p0510)

Combinando-se este resultado com (2.27) (e com o fato de que vy > 0),

concluimos que a trajetéria log-quadratica é continua em (po, 1) - O

Para estudar a questao da limitacdo da trajetoria log-quadrdtica defi-

namos T : R x R™ = R™ x R™, como
T:=F+ NR"XRT~ (228)

A Hipdtese H2) garante que T € mondtono maximal via o Terorema 1.1.4.
Como ja dissemos, VIP(F,R"xR") é equivalente ao problema de encontrar

um zero de T':

0€eT(x,y). (2.29)

Lema 2.2.4. Se (z*,y*) € uma solu¢cio de VIP(F,R"xR), (u,v) € RZ
e (z,y) = (x(n,v;2,9),y(n,v; 7,9)), entdo

(2", y") = (@) I? + (2 y) = (@ DI < (2", y") = (@917 + 2n(p/v).

Demonstragao. A prova deste lema é analoga a prova do Lema 2.1.4.

Por hipétese, (z,y) € R" x R, e existe v € F(x,y), tal que

O=v+v +u



Observemos que D(T)) € R™ x R!. Temos também que v € T'(x,y), pois
y > 0. Portanto, definindo 9 := v + (0, —uy~!) e usando o Lema 1.1.8,

conluimos que

o€ T (a,y),

com € = (y, uy~ ') = pm. Também temos que

Logo, da definicao da funcao de mérito de Solodov-Svaiter (1.16), segue-se

que
ST1 /vy (T Y, 0) < (2np/v). (2.30)
Definindo
(@4 04) = (@5 —(1/v)o
- (Evg)_ [(jvg)_<m7y)} - (:L',y)

De ii) do Teorema 1.2.5 segue que
(2", 57) = (. 1 < (2", 5) =@ DI+ | S1,1/ 0.9 (2,5, 0) = | (@, 9) = (7, 7)1
Da desigualdade anterior e (2.30) segue o resultado. O

A sequir enunciamos e provamos a versao variacional da Proposicdo

2.1.5.

Proposicao 2.2.5. Seja 7 > 0 e A(T) o conjunto definido em (2.11). Se
VIP(F,R" x RY') tem solugao, entao para qualquer (p1,v) € A(T)

I (2 (e, v52,9), y(p, v; 7 9) | < (@, 9)| + vV L? + 27,

onde L = d((z,7),S(F,R™ x RT)).
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Demonstracao. A prova desta proposicao é andloga a prova da Proposicao
2.1.5.
Do Lema 2.2.4, segue-se que para todo (z*,y*) € S(F,R" x RT")

(2, vs2,9), (. v32,9) = (@9 < 2", y%) = (@, 9)I* + 2n(n/v).

Logo
[(z (v 2, 9), y(p,v; 2,9)) — (@, 9)|1* < (2, ) — (2,9)|* + 2n7

Extraindo a raiz quadrada em ambos lados e usando a desigualdade trian-

gular segue o resultado. O

A proposicao acima estabelece a limitacdo da trajetdria log-quadrdtica
para parametros p, v no conjunto A(T).

A defini¢do de pontos de acumulagdo das trajetorias log-quadrdticas para
MCP se estende naturalmente para a trajetorias log-quadrdticas associadas
ao VIP(F,R" x RT"). Assim, (x*,y*) € um ponto de acumulagdo da tra-
jetoria log-quadratica para VIP(F,R"xRT), quando (u,v) — 0, se existir
uma sequéncia {(pr, Vi) }pen em R%, convergindo a zero e tal que

* * — 1 e g «moa i
(=", y") L (2 (ke vies T3 9), Y (ks Vi T, 9))

Como no caso de MCP temos o sequinte resultado sobre complementaridade

e pontos de acumula¢ do da trajetoria log-quadrdtica.

Lema 2.2.6. Se a sequéncia o Vi) Yeen em R2, converge a zero e a
q HE, € T+ )

sequéncia

{(x(uk, Uk T, ), Y (Hkes Vs T, 9) s ey (ks Vis T, 37)_1)}
keN

é convergente, entdo seu limite € uma solug¢ao complementar do VIP(T,R"™ x

R™).
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Demonstracao. A prova deste lema é analoga a prova do Lema 2.1.8.

Para simplificar a notagéao definamos

k._

2= w(un, v 7,79), Yy Yk, v T, 7)), wh = p(y")

Sejam

" = lim 2F, y* = lim v*, w* = lim w".
k—o0 k—o0 k—oo

Observemos que

(—vk(a® — 2), 0" — v (yF — 7)) € F(a*,)
(07 w*) = hmkHJrOO(_Vk(xk - .f'), wk — Vk(yk - Q)),
(x*vy*) = hmkHJrOO(wka yk)7

obtemos que

(0,w*) € F(z*,y").

Das defini¢oes temos que yk, w® > 0. Portanto, segue-se que

Além disto

(" w?) = lim (y%,w") =0

Combinando os resultados acima, conluimos que (z*,y*, w*) é uma solugao

complementar do VIP(F,R" x RY"), no sentido da Definicao 1.9.

Lema 2.2.7. Seja {(uk, vk)tkeN uma sequéncia em R2, convergindo a

zero. Se a sequéncia {(m(uk, Vis T3 Y)Y (ke Vi i’,yj)) é limitada, entdo

keN
a sequéncia {uky(,uk, Vi T; gj)*l}keN também € limitada.

Demonstragdo. A prova deste lema é andloga a prova do Lema 2.1.9.

Para simplificar a notacao defina

:Ek = x(/‘%a Vk;:fag)a yk = y(#k,Vk@"v?j), w = Mk(yk) )
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e também

k.

uF = —up(2F — j;), ok = —yk(yk - 7).

Observemos que limy_ o u¥ = 0, limp_ oo v® = 0. Por H2) existem

(,9) € R" x R™ e (4, w) € R" x R™, tais que

(i, w) € T(Z,9), §>0
Pelas definicoes acima temos

(u®, wk + %) € T(2%,y").
Usando-se a monotonia de T, segue-se que

<(uk , wh k) — (@, ), (2%, y*) - (;e,g)> > 0.
Reescrevendo esta desigualdade temos
(uf =, 2¥ — &) + (w* — b, y") + (0, 9) + (WF, " = ) > (W, 9).

Novamente pelas definicdes acima temos que (w*,y¥) = myu,. Usando a

desigualdade de Cauchy-Schwartz e a positividade de w* e § obtemos

I — allll=® — &l + mywe + 0| lly* |+ 1ol + 0" [ly* =]

S (b g) >0, (2.31)

Como as sequéncias {2*} ren, {y* }ren; {uFbren, {0 bren, {1r}ren, {1} hen
e {V;}ren sao limitadas, concluimos que a sequéncia {(wk, g)}} pen € limi-
tada. Uma vez que w* > 0 e & > 0, a limitacio de {(w”, ) }ren implica na

limitagao de {w*}ren. O

Corolario 2.2.8. Os pontos de acumulacdo da trajetoria log-quadrdtica
(:u’a V) = (flf(ﬂv VT, bary)? y(ua VT, g))’ quando (,U,, V) - 07 540 solugées do
VIP(F,R" x RT).

95



Demonstragao. Seja (z*,y*) um ponto de acumulacao da trajetéria log-
quadratica. Por hipétese existe uma sequéncia {(u, vi)}ren em R2 . con-

vergindo a (0,0) tal que

(l'*,y*) = kli)rgo (x(lukv Vk;37;,bary),y(uk,uk;i,bary)).

Em particular, a sequéncia {x(ug, vk; T, bary), y( ik, Vg; T, bary))}keN é lim-
itada, logo pelo Lema 2.2.7, segue-se que a sequéncia {uxy(pr, vie; ) "' bren

também ¢é limitada. Portanto, existe w* tal que (z*,y*, w*) é um ponto de

acumula(;éo da sequencia {‘T(iuka V3 T, g)v y(:u‘ka Vg T, g)a /‘ka(:u’kv Vg T, g)_l)}keN‘

Agora, pelo Lema 2.2.6, segue-se que (z*, y*, w*) é uma solugao complemen-
tar do VIP(T,R" x RY'), donde, conclui mos que (z*,y*) é uma solucao do

VIP(T,R" x RT"). O

A continuacdo vamos estudar a convergéncia da trajetoria log-quadrdtica
a um ponto do conjunto solucdo, quando os parametros convergem a 0 de
forma “controlada”. No primeiro caso vamos supor que VIP(F,R" xR"") é
nao degenerado, ou seja existe uma solucdo que satisfaz a condi¢ao de com-
plementaridade estrita; no seqgundo caso vamos supor que T € linear. Neste
caso, novamante usaremos as técnicas de [29], para o estudo da trajetoria
central cldssica. Para obter os resultados que sequem, vamos supor que o

VIP(F,R" x RT") tem solugdo.

Lembremos que associado ao VIP(F,R"™ x R") definimos os conjuntos.

I:= {z e{l,...,m}| existe (z*,y",w*) € S} ,,(F), com y; > 0}7
J = {j €{l,...,m} | ewiste (z*,y",w*) € S, . (F), com wj > 0},
K : {1,,m}\{I_Uj}

Também introduziremos o segquinte conjunto

S(F):={(z,y,v) e R"" x R" x R™ | (0,v) € F(x,y), y;=0, v; =0, yg =
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Notemos que quando o operador F' ¢é linear, o conjunto S(F) € uma variedade
linear, porque fica determinado por equagdes lineares. Observemos que, para

todo (x,y,v) € S(F), vale que (y,w) = 0.

Teorema 2.2.9. Seja {(pg, i) hen uma sequéncia em R2 . convergindo a
zero, tal que limg_,oo /v = a > 0. Suponhamos que uma das sequintes

condi¢oes € vdlida:
1. OVIP(T,R" x Rl') é ndo degenerado.
2. O operador F € linear (afim).

Entao a sequéncia

{(w(mg, Vi T, ), Y (ks Vi T, 95 iy (Bks Vi T @)_1)}
keN

converge & uma solucio complementar do VIP(T,R"™ x R™) em S(F).

Demonstracao. A prova deste teorema é analoga a prova do Teorema 2.1.11.

Para simplificar a notagao definiremos

xk = ZL‘(ILLk, Vi T, y)v yk = y(lukh Vi3 jaﬂ)? w = ,uk(yk)

Como py /vy converge para a > 0, existe a’ > 0 tal que

/v < d.

Portanto, da Proposigao 2.2.5 e ds Lemas 2.2.7 e 2.2.6, segue-se que {(zk, Yr, Wk) }keN
¢é limitada e todos os seus pontos de acumulagao sao solugoes complementares.
Precisamos provar a unicidade do ponto de acumulacao e sua inclusao em
S(F).

Seja (z*, y*, w*) um ponto de acumulagao da sequéncia {($k, y*, wh) }kGN,
isto é existe uma sub-sequéncia { (2", ykl,wkl)}leN, tal que

(z*,y" W) = liigloo(wkl,y’“,wkl)-
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Tome

(Z,9,w) € S(F).

Pelas defini¢oes acima,

(= vilae — @), w" — vy — 7)) € F(aF,).

Como F' é mondétono, temos

(= =200k = =) = (0.0, (a4, - (229) ) 2 0
Reesecrevendo esta desigualdade obtemos
(W, y*) + (@, 9) > (0, y*) + (w*, §) + ve(y* — .9 = §) + (2" — 7,2" — 2).
Lembrando que (w¥,y*) = mpuy, e (§,%) = 0, segue-se que

k k

1

Substituindo w* e y* por ux(y*)! e up(w*) ! respectivamente, obtemos

mp > e | b /wh + > (0:/y8) | eyt =9, y" —9) (et — 2, 2 —2).
jeJ iel
Logo, dividindo por u e passando ao limite em k;, quando [ — 400, segue-se

que

y; >0, se g; > 0,w; >0, se w; >0, (2.32)

mz Y g 3 0/ + (1) |0~y =) " ") (239
jeJ icl
Pela Observagio 1.2.4 do Capftulo 1, temos que existe (2,9, W) € Sy, ,,,(F)

tal que y; > 0, wy > 0; de fato, podemos considerar (Z,y,w) como sendo

um elemento o-maximal de S, ,, (F'). Portanto, segue de (2.32), que y; > 0
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para todoi € I e w;-‘ > 0 para todo j € J. Desta forma, a condicio de com-
plementaridade (y*, w*) = 0, somada a positividade de y* e w* implicam em
que

y; =0, para todo j € J e w! =0, para todo i € I. (2.34)

Observemos que (z*,y*,y*) € S, ,,(F), logo novamente pela Observagao

1.2.4, segue-se que
Yy = wj =0, para todo k € K. (2.35)

De (2.34) e (2.35), concluimos que

(x*,y*,w*) € S(F).

Agora vamos considerar o caso i), ou seja quando VIP(F,R" x RT") é
nao degenerado, neste caso I UJ = {1,2,...,m}. Observemos que pode-
mos considerar que (&, 7, w) é um outro ponto de acumulagao da sequéncia
{(xk, y*, wk )} weNe POIsS provamos que os pontos de acumulacao da sequéncia
pertencem a S’(F) Desta forma, podemos trocar Z, ¢, w por z*, y* e w*

respectivamente e de forma andloga & prova de (2.33) obtemos que

m > (wijdg) + > (yF/9:) + (1/a) [@ 9,9 -y + (& - 5,7 — x*>] .

ieJ iel
Segue agora, somando a desigualdade acima e (2.33)
m > Tyey |(03/5) + (w3/05)| + Sy |Gl + 020
+1a)| I 57+ 2 - 217
e, portanto, obtemos
02 Syey [(3/5) + (w3 /d5) = 2| + Ser (Gl + /30 2]

—wwwbg—yw%wm—@w]
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Como t+1/t > 2 para qualquer ¢t > 0, com igualdade somente quando t = 1,

usando-se a desigualdade acima concluimos que

r* =1, y* =g, w; = wj, para todo j € J.

[

7 =wr = 0, isto somado as igualdades

Lembremos que ja foi provado que w
acima implica na unicidade do ponto de acumulagao. Desta forma segue o
resultado.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F' é um operador

linear. Neste caso, S(F') é uma variedade linear e o conjunto

n+2m)

é um subespaco linear de R Da desigualdade (2.33) segue-se que

para todo (&, 7, w) € S(F)
Srer 12 Loy |(3/05) ~1] + Sier |3/ -1 -
o) (@ =z = a) + " - 1y )] |

Definindo ¢ : R"t?™ — R

¢(d', d*,d%) == (dF /5:) + ) (d} fwi) = (1/a) [(d® y* —g) + (", &* — T)],

iel jeJ
podemos reescrever (2.36) da seguinte forma

Z 1> ¢(d',d? d*), para todo (d',d?,d*) € H(F)
leK

Temos uma funcao afim limitada em um subespago linear, portanto ela é

constantemente igual a zero nesse subespago. Logo, para todo (&, 7,0,w) €

S(F), vale que
+(1/a) [(y*—y,y*—g))+<x*—x,a§—§:)] —0. '
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Novamente podemos considerar (z*, y*,w*) como sendo um outro ponto de
acumulacao da sequéncia. Logo, podemos trocar em (2.37) z*, y*, w* por

Z, § e w, respectivamente e vale que

S |wssop-1]+ X i /a1 + /)| to-g.0- 2.2~

jeJ iel

8
*
S~
L
Il
o

Somando (2.37) e (2.38), obtemos

jeJ
Usando de novo a desigualdade ¢ + 1/t > 2, para todo t > 0 segue-se que

k ~ * ~
=%,y =1

Para concluir basta notar que (0,w) = F(&,y) = F(z*,y*) = (0, w*). O

No sequinte teorema caraterizamos os pontos de acumulacdo da trajetoria

log-quadr dtica, quando a razao entre 0s parametros jij, e V converge a zero.

Teorema 2.2.10. Seja {(pg, i)} ken uma sequéncia em R2 | convergindo

a zero, tal que limg_,o p /v = 0. Entdo a sequéncia

{(UC(Mka;faﬂ),y(Mk,Vk;f,z?))} ;

keN

converge & solugao do VIP(T,R™ x R}) mais prozima a (Z,7).
Demonstracao. Para simplificar a notacao defina

k._

xk = x(ﬂlwljk;.f,g); Yy y(,ufkﬂ/k,i',g)

Das definicoes acima, temos que existe v* € F(zF,y*) tal que

T — T 0
0=+ g | -1
Ye — Y —Yp
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Observemos que D(T) € R™ x R”". Temos também que v* € T'(z*, y*) pois

y* > 0. Portanto, definindo @* := v* + (0, —u(y*)~!) e usando o Lema 1.1.8,

conluimos que

o € T (2, ),
com €y = <yk, uk(yk)*1> = mug. Também temos que

.’L'k—

Kl

0=13"+1

<

y* -
Usando a defini¢ao da funcao de mérito (1.16), temos
St /un ) (@, 97), b)) < 2m i),
Definindo (Z*, §*) como a solucio do problema

r—x
0€ (1/v)T(2,y) + R
y—7

e aplicando o Corolario 1.2.6, concluimos que
1", %) = (2", y")|? < 2m(us/v).
Portanto,

1i 2k TRy (R V2 = 0.
Jim 55,5~ ()12 =0

(2.39)

Observemos que (2%, %) = ((1/v)T + 1)71@7@). Das propiedades da reg-

ularizacao de Tikhonov do operador T' (Lema 1.4.1), segue-se que

. ~k ~ky _ 7
k;EIJPoo(x Y ) = PT—I(O)(x7y)a

onde Po denota a projecao ortogonal sobre C. Combinando-se os dois re-

sultados, chegamos a conclusao desejada.
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Capitulo 3

Algoritmos de path-following
ao longo das trajetodrias

log-quadraticas.

Neste capitulo apresentaremos dois algoritmos de tipo path-following, para
a resolucdo do Problema de Complementaridade Linear Monotono, LMCP.
Estes algoritmos, de forma geral, efetuam uma iteracdo de método de New-
ton para o sistema de equacoes que caraterizam as trajetorias log-quadr
dticas, estudadas no capitulo anterior. Cada um dos dois algoritmos que
serao apresentados, corresponde a formulagoes diferentes das trajetorias
log-quadrdticas. Chamaremos estas formulacdes, de caso escalado e caso
nao-escalado. Provaremos que os algoritmos sao globalmente convergentes,
isto €, as sequéncias geradas sdo limitadas e os pontos de acumulacdo sao
solugoes do LMCP. Também obteremos convergéncia R-linear a zero da
medida de dualidade dos iterandos das duas sequéncias geradas pelos algo-

ritmos.
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Neste capitulo estamos interessados na resolugao do MCP(F), onde F :

R"™ — R™ é um operador linear (afim) e mondtono, dado por
F(z) = Mz +b.

Portanto, M € uma matriz n X n semi-definida positiva e b € R™.

3.1 Formulacgao escalada da trajetoria log-quadratica

Vamos considerar a trajetoria log-quadrdtica para o LMCP(F). Para sim-
plificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da trajetoria log-
quadrdtica para MCP(F), tomando pn = v = 1/\. Dado Z definimos a

curva log-quadrdtica como a aplica¢ao X\ € Ry +— (;U()\), y()\)),

(0. y(N) = (2(1/\ 1/ X 7). 5(1/A, 1/A: 3)). (3.1)

onde (u,v) (:U(u,u; a‘c),y(,u,u;i)) € a trajetdria log-quadrdtica para o
MCP(F) (ver Definigao 2.1.1). Observemos que o problema MCP(F) sat-
isfaz a hipétese H1). Portanto, a trajetoria log-quadrdtica estd bem definida.

Usando (2.12) concluimos que o par (z(\),y(N)) , A € Ry € a solugio

de
0= \F(@)—y)+o -3

0=AXy—e. (3.2)
(z,y) e R, x RY,.
Chamaremos o sistema acima de formulacao escalada para a curva log-
quadrdtica.
Usando-se o Corolario 2.1.12, conluimos que se MCP(F) tem solugdo
entao existe limy_ oo (z(N),y(N)) e este limite é um par de solugées com-

plementares do problema.
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3.1.1 Medida de proximidade a trajetéria log-quadratica.

Os algoritmos de path-following do tipo short-step funcionam, de forma
geral, dando pasos de Newton para o sistema de equacoes que definem a
trajetoria e aumentando o pardametro A. Isto deve ser feito de maneira a
manter os iterados no interior de vizinhancas pequenas da trajetoria.

Para avaliar o distancia de uwm ponto a curva log-quadrdtica, introduzire-
mos uma medida de proximidade. Dados X > 0, e T € R"™, definimos

(Ri(x,y; \; T), Ra(z,y; X)) como o residuo em (3.2), isto €

Ri(z,y; 7)) = AF(2) —y)+z -2,

(3.3)
Ro(z,y;A) == AXy—e
Chamamos de Medida de proximidade do par (z, y) a trajetéria log-quadratica

a sequinte magnitude.
0(x,y; A ®) = [|Ry (2, 4 A 2)|° + || Ra, y; V|- (3.4)

Associada a esta medida de proximidade definiremos uma vizinhanca
da trajetoria log-quadrdtica, na qual, como veremos depois, ficarao restritas
as sequéncias de pontos geradas pelo algoritmo que serd apresentado nesta
secdo. Dados z € R™ fizo e € (0,1), chamaremos de [3-vizinhnga da curva

log-quadrética ao conjunto

Ng = {(a:,y) € R}, xRY, | existe A >0, com 6(z,y; \;T) < 62}. (3.5)

3.1.2 Método de Newton para a formulacao escalada

Para obtermos uma boa aproximagio de (x(\),y(\)) vamos empregar o
método de Newton para o sistema (3.2).
Fazendo R) z : R?>" — R?",
ME(z) —y)+o -7 Ri(z,y; A 2)

R)\@(l',y) = =
AXy—e Ra(w,y; \)
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temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Ry z(x,y) = 0. O método de
Newton aplicado a (3.2) deve resolver em cada interagdo um sistema linear

que chamaremos de sistema de Newton:

Ri(z,y; \; Z) N VeyRi(z,y; A T) d*
R2 (.CI?, Y; )‘) vm,yR2 (CC, Y3 )‘) d?

=0.

No nosso caso F(x) = Mxz+b, onde M é uma matriz semi-definida positiva,

logo o sistema pode-se reescrever como

AM+T M| | a&® | | Rilz,y;:2) (36)
AY AX @ Ro(z,y;\) | '

A seguir vamos provar que este sistema tem uma unica solug¢do.

Lema 3.1.1. Sejam C uma matriz semidefinida positiva, A = diag(a) e

B = diag(b), matrizes diagonais definidas positivas, entdo a matriz

c -1
A B

€ nao singular.
Demonstragdo. Seja (d',d?) uma solucdo do sistema

c —I d*
A B d?

=0.

Segue-se que d! é solugao de (C + B~1A)d! = 0. Pelas hipdteses, a matriz
(C + B~1A) é definida positiva, logo concluimos que d! = 0. Substituindo o
valor de d' em qualquer uma das equacdes do sistema acima, obtemos que

d?> = 0, donde segue o resultado. O

Corolario 3.1.2. Sejam (z,y) € R}, xR, e A >0, entao o sistema de

Newton (3.6) tem uma unica solugao.
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Demonstragcao. Como M é semi-definida positiva, a matriz M + I é positiva
definida. Aplicando agora o lema anterior, concluimos que a matriz 2n x 2n

que aparece no lado esquerdo do sistema (3.6) é nao singular. ]

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se
mantiverem no ortante positivo. Agora estudaremos o comportamento do

residuo apds um paso de Newton.

Lema 3.1.3. Dados (z,y) € R}, xR}, e A >0, seja
(eraer) = (‘T + dw>y + dy)a
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6). Entao

Ri(r4,y450%) = 0,
Ro(zs,y+3A) = AD™d,

onde D* = diag(dy,--- ,d¥).

Demonstragao. Como (z,y) — Ri(z,y; \;T) é linear, esse termo se anula
apdés um paso de Newton. De fato, calculando este residuo apds o passo de

Newton, temos

Ri(z4,y1307) = AMMzy+b—yy)+aq -2
= MMz +b-y)+z—z+NMd* —d’+) +d*
= Ri(z,y;:2) + [(AM + I)d® — Ad¥] =0,

onde, para a tultima igualdade, empregamos (3.6). O calculo de Ry da
Ro(zy,y43A) = AXqyp —e=ANX+D")(y+d)—e

= My—e+ ANXdY+Yd")+ \D*d¥

Ro(z,y; A) + [\Yd" + AXd¥] + AD*d¥ = AD*d,
(3.7)

onde, para a tltima igualdade empregamos novamente (3.6). O
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Para completar o estudo de residuo, vamos estimar a norma de AD*dY.

Isto vai requerer alguns resultados técnicos.

Lema 3.1.4. Sejam u,v € R™ e a € R™ tal que a; #0 parai=1,2,...,n.
Entao,

vl < (/2 (14?1470
onde A = diag(a) e U = diag(u).

Demonstragao. Observemos que

|Uv]| = 370 wivi = Z?(:l/(‘)]’iui)(vi/ai) "
1/2 1/2
< (Z?l(aiui)2> (Z?1(Ui/ai)2>
= [[Au[[|A" 1] < (1/2)<||AUII2 + IIA_lv|2>,

onde para a primeira desigualdade aaplicamos Cauchy-Schwartz e para a

segunda usamos a relacio st < (1/2)(s* 4 t?) para todo s,t € R. O
Empregando este lema, para v = d*, v = dY e a; = (yi/l‘i)l/2, 1=
1,--+,n, concluimos que para X\, (x,y), (d*,dY) como no Lema 3.1.3,

IADa@Y|| < (A/2)(II(X 1Y) ID a2 4 [|(x 1Y) T2 av)?).
Vamos estimar agora o lado direito desta desigualdade.

Lema 3.1.5. Sejam (z,y) € R}, xR}, A > 0 e B € (0,1) tais que,
INXy — el < B. Se (d*,dY) € a solugao do sistema de Newton (3.6), entdo

A=) WDa (2 + (X 1Y)EDav)?) - < 2) Ra(w,y; X 2)|P+
+ [ Ra (@, 55 NI/ (1 = ).

Demonstragao. Multiplicando a segunda equacao do sistema de Newton

(3.6) por (XY)~ (/2 temos
MWD 4 (x71y) T2 ) = (XY )T Ry, ).
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Logo, tomando norma ao quadrado em ambos lados e dividindo por A, segue-

se que
A(IE ) 4 1) WD) 2x(a, )
= (L/MIXY) VD Ry(z, y; V)| = [[(AXY) VD Ry(a, 55 1) ||
Agora empregando ii) do Lema 1.4.2, segue-se que

A(H(XW)WW " H<X1Y><1/2>dyu2) oA (d, dv)

(3.8)
< || Ra(z, 43 N2/ (1 = B).
Se (d*,dY) > 0, (3.8) implica no resultado desejado.
Para concluir a prova resta agora supor
(d®, d¥) < 0. (3.9)

Multiplicando escalarmente a primeira equagao do sistema (3.6) por d*,

obtemos
(d*, (AM + I)d*y — \(d*,dY) = —(d*, Ry (z,y; \; T)).
Como A > 0 e M é positiva semi-definida, concluimos que
112 = M, d) < [l || Bu(a, g 25 ). (3.10)
Segue-se de (3.9) que ||d*||? < ||d*||||R1(z, y; X\; T)||, portanto
1d”]] < [|1Ra(, 55 A )| (3.11)

Agora multiplicando (3.10) por 2, somando-se a isto a (3.8) e empregando

(]3.11), segue-se que
2|2 + A(H(X‘IY)“/%’”H? n H(X—1Y>—<1/2>dyu2)

< 21 Rs ey A )| + | Ra, s NP1 — ) (3.12)
< 2| Ri(a,y; M D) |1P + (| Re(, s MIIP/ (1~ 6),

Esta desigualdade implica trivialmente o resultado desejado. O
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Vamos agora obter uma estimativa do residuo apds um paso de Newton.
Isto vai nos permitir determinar uma regiGo de convergéncia quadrdtica de

Método de Newton.
Teorema 3.1.6. Sejam (x,y) c R xR}, A>0ce
(T4,y+) = (z,y) + (d*, dY),
onde (d*,dY) a solugdo do sistema de Newton (3.6).
Se §(z,y; \; ) < 3% com B € (O, 1/2}), entdo
i) 6(xy,yr; N @) < O(z,y; X5 3)2 < BL
i) (x1,y4) € REL X RE,.
Demonstragdo. i) Como d(x,y; \; Z) < 42, temos ||AXy—e|| < 8. Aplicando-

se o Lema 3.1.3, o Lema 3.1.4 ¢ o Lema 3.1.5 obtemos
S(zi,ys; AZ) = [|AD*aY|?
2
< o (e m)ema + jocy) o) |

2
< [imG oI + b ea - )]

Por hipdtese, § < 1/2, portanto (1/2(1 - 5)) <le

2
§(Ty, Yy A T) < {Hlﬁ?l(:v,y;/\;i)ll2 + || Ra(, y; A)||2] = 0z, y; N 1)

Isto prova a primeira desigualdade em i). A segunda desigualdade vale
trivialmente.
ii) Para provar a positividade estrita de (x4, ¥4+ ), basta repetir os argu-

mentos de [34, Lema 2]. Para 6 € [0, 1], temos que
(zi + 0dY) (yi + 0dY) = iy; + 0(2;d? + y;d?) + 0%d¥dY.
Usando-se (3.3), (3.6) e o Lema 3.1.3, temos que

zd! +ydf = 1/X\ -z,
drd! = (x4)i(y+)i — 1/
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Combinando os resultados acima, obtemos
(zi + 0dF) (yi + 0dY) = (1 — O)xiy; + 0(1 — 0) /X + 0 (21 )i (y4)i

Pelo item i), temos que [[AX 9, —e|| = /d(x4,y1; ;) < B2, Logo, por i)

do Lema 1.4.2, segue-se que
(x4)i(ys)i > (1= BH/A>0, parai=1,2,...,n
Combinando os resultados acima, concluimos que para 6 € [0, 1]
(% + 0d}) (y; + 0d}) > 0.

Vamos supor que para algum iy € {1,2,...,n}, vale que (z4);, < 0 ou
(y+)iy, < 0. Entao, usando que z;, > 0 e y;, > 0, concluimos que existe
0 € (0,1) tal que z;, + 0d%;, = 0 ou y;, + 0d¥;, = 0, e isto contradiz a

desigualdade acima. O

Se (z,y) e A satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.1.6, entao tomando
o ponto (x,y) como iterado inicial, 0 método de Newton para resolver (3.2)
gera uma sequéncia infinita que permanece no ortante positivo. Além disso,
0s restduos convergem quadrdticamente para zero. Para garantir a con-
vergéncia da sequéncia e estimar a distancia euclideana de um ponto da
B-vizinhanga a trajetoria log-quadrdtica, vamos obter uma cota superior da
norma da componente d* do passo de Newton, em funcdo da medida de
prozimidade do par (z,y) a trajetdria log-quadrdtica.

Comecgaremos com um lema técnico que nos permitird estimar o residuo

apds um passo de Newton para sistema (3.6).
Lema 3.1.7. Dados uma matriz semidefinida positiva M , uma matriz definida
positiva B, uma matriz simétrica C e (r1,72) € R"xR", seja (db, d?) € R?"
a solugao do sistema linear
M+1 -C dt 1
C B d2 9
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entao

1 )1Z + ld? |5 < llral* + 2l 5o (3.13)

Demonstragcao. Multiplicando escalarmente as equagoes do primeiro e se-
gundo bloco do sistema de Newton (3.31) por d' e d? respetivamente, obte-

mos

IA

(d', (M + I)d') — (d*,Cd?) = (d',r)
(d?,CdYy + (d?,Bd®) = (d? o)

[l 1.
1BYD || B~/ Dry]|.

N

Usando as desigualdades anteriores e somado ao fato de que a matriz M é

semi- em R? definida positiva e a matriz C' é simétrica, segue-se que
" [1* + Il < [ld" [l + (|1BE/2 ||| B~/

B 1/2
dl 2 d2 2 (/2
1d = + [l ]I

IN

)

1/2
) ) (1/2)
[71[]* + llrell -1

onde para a ultima desigualdade empregamos a desigualdade de Cauchy-

Schwartz. Da relacao anterior segue o resultado. O

Lema 3.1.8. Sejam (z,y) € R}, xR}, A >0, e 8 € (0,1) tais que
INXy —e|| < 8. Entao

|1 < 6(z,y; X, 2) /(1 = B),
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6).

Demonstragdo. Multiplicando o bloco inferior do sistema (3.6) por Y1,

obtemos

AM+1 =)\ d® Ri(z,y; \; 7)
bV AY X av Y ' Ro(z,y; \)

Aplicando o Lema 3.1.7, obtemos
1117 + ([ |3y -1 x < 1Bu(a,ys X @) 12 4+ 1Y Ra(ar, y; My -1x)-1-
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Simplificando o ltimo termo e aplicando ii) do Lema 1.4.2 obtemos
1Y~ Ry Ny x0)1 = IOXY) V2R, M2 < | Re,y: M2/ (1—=5).

Combinando as duas desigualdades acima e levando em conta que 0 < 1—0 <

1 obtemos, em vista do Lema 3.1.3
1> + 13y 1 x < IRu(zys A 2) 12 + | Ra(a, y; M2/ (1~ B)
< @y NE)/(1 - B).

Esta desigualdade trivialmente implica o resultado desejado. O

No sequinte resultado obtemos uma cota superior da distancia euclideana

dos pontos da (-vizinhaga a trajetoria log-quadrdtica.

Teorema 3.1.9. Sejam (z,y) € R} xR, A >0 e € (0,1/2] tais que,
6(x,y; A T) < 52, entdo

lz — 2\ < (8/(1 - 8)) ),
ly =y < 1M+ (/)] (8/(1 = 8)) ) + /A,

onde x(X) e y(\) foram definidos em (3.1)
Demonstragdo. i) Faca (2°,1°) := (x,y) e considere a sequéncia
(xk—ﬁ-l’yk—i-l) — (.’Ek,yk) + ( i,d%), k = 0,1,2...,

onde (df,d}) é a solucdo do sistema de Newton (3.6) para o par (z*,y")
e o parametro A\ fixo. Vamos provar que a sequéncia estd bem definida.

Suponha que para algum k € N, vale que (l‘k, yk) estd bem definido,

2k+1

(zF,y%) e R, x R e d(z,y% N 2) < g2 (3.14)

k+1 k+1)
)

Note-se que isto vale para k = 0. Segue do Teorema 3.1.6 que (z Y
estd bem definido, pertence a € Ry, x Rl , e
Sy N 3) < ok b nm)? < B2
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Por inducgao completa, segue-se que a sequéncia {(xk,yk)}keM estd bem
definida e satisfaz (3.14), para todo k € R™.
Vamos agora provar que a sequéncia {(z*, y*)}rern é convergente. Pelo

Lema 3.1.8 e (3.14), temos

ldg ] < (5%, 0% x2) /(10— )P < (877 y =) M. (3.15)

T k+1 k

Portanto, a sequéncia {dj } ren é somdvel. Como df = """ —z", concluimos

que {2*}recrné uma sequéncia de Cauchy e converge a um certo &. Usando

a desigualdade triangular e (3.15) concluimos que para qualquer K € N,

K K
k
25 =2 < D ldg < Y87 /(-8
k=0 k=0
Como 0 < 3 < 1, temos 82" < g+l e
Ko K
DB /A= B <Y B =B < /(1 )P
k=0 k=0
Portanto |25+ —20|| < 3/(1 — 8)3/2. Tomando o limite k — +00, obtemos
12 — 2% < B/(1 - B)*2, (3.16)
Pelo Lema 3.1.3, temos que para k > 1,
Ry(z,y% N 2) = MM aF +b—oF) + 2% —7 =0,

Como {z¥}ren é convergente, concluimos que {y*}ren também converge

para algum 7, i. e.

I k
g:= lllg%y :
Além disso, vale que
AMz+b—g)+z—2=0. (3.17)
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Observemos que (l’k, yk) € R}, x R}, para todo k € N, logo passando ao

limite quando k£ — +o00, obtemos
(z,9) € R} xR

Vamos agora provar que (Z, %), o limite de (z¥, y*), é o ponto (x(\), y(\)).
De (3.14) segue-se que |[AX*y* —e|| < B

k+1 ..
2" Tomando o limite quando

k — 400, obtemos

AXy=e.

Como z,y > 0, concluimos que Z,9 > 0. Usando outra vez a igualdade
acima e (3.17), concluimos que & = z(\), § = y(\).
Para concluir, vamos estimar a distancia de (z,y) a (z()),y(A)). Como

2" =z e 2 =x()), (3.16) se transforma em
l=(X) — =] < B/(1 = B)*>.
Da definicao da trajetoria log-quadratica, segue-se que

(M -+ $1) (&~ 20) ~ (5~ y(N) = (/) Ra,s 1),

e, portanto, obtemos

ly —yN)l

IN

1M+ (/M [lz = (M) + (/N[ Bi (2, y; A 2)]]

3.18
< [HMH+1/A](ﬂ/(1_5)<3/2))+(ﬂ/k)' (3.18)

A

O

Observagao 3.1.10. Observemos que, se o MCP(F) tem solugao, pelo
Corolario 2.1.12, o conjunto {(z(\),y(N)), A > Ao > 0} € limitado. Por-
tanto, segue-se do resultado anterior, que dados Ao > 0, § € [0,1/2] e
Z, o conjunto dos pontos (x,y) tais que para algum X > Xg > 0 wvale que

S(z,y; M 2) < B2, € limitado.
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A sequir mostraremos que apds um passo de Newton para o sistema (3.2),
podemos atualizar linearmente o pardmetro A\, mantendo o novo ponto na

B-vizinhanga da curva log-quadrdtica.

Proposicao 3.1.11. Sejam (z,y) e R} xR% , A >0 e 3 € (0,1/2] tais
que 0(z,y; \; &) < 32. Defina

(@y,y4) = (2,y) + (d",d)
~ ﬁ 52

s — @l + 72T 4 52

onde (d*,dY) € a solugcdo do sistema de Newton (5.6). Entao
S(zy,ys, (1+0)\z) < B2 para todo 6 € (0, é]
Demonstracdo. Pelo Lema 3.1.3, temos que
Ry(z4,y4;02) = A(Mzy +b—yy) + 24 —2=0.

Portanto,

Ri(zy,y45 (1 +0)A; z)

AMMzy+b—yy)+xy —T+0A(Mry +b—1yy)

= —9($+ — .f)
e
| Ru(ws, s (1+OX 3| < Oy — 7). (3.19)
Pelo Teorema 3.1.6, temos que
‘|R2($+,y+; A)H < 5(1'—‘,—7?/—&—; )‘753>(1/2) < 6('%'7:% )\7 'i') < ﬁ2-
Portanto

Ro(zp,y+;(1+0)A) = (1+0)AXqyr —e
= (1+0)(AX;y; —e) —be
= (1+0)Ra(w4,y1;A) — be
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1Ro (24,95 (L+ )N < (1+6)5° + on'/, (3.20)

Desta forma, de (3.19) e (3.20), segue que

6(z4,y4; (1 +0)A T) IRy (24, g5 (14 )X )12 + | Ra(z, ys (1 + 0N

0|z — 2%+ [(1 + 0)8% + on'/?]?
2
O(llz4 — |l + 82 + n/D) + 52|

IN

IN

onde a ultima desigualdade segue de uma simples manipulagao algébrica.

Da definicao de 0 segue o resultado. O

Observemos que, pela proposicio anterior, na medida que ||x4 — Z|
cresce, a taxa de atualizacao linear se deteriora. Para tentar contornar este
problema, teremos que atualizar T usando um esquema hibrido prorimal-
extragradiente relazado. Isto vai nos permitir mover T na dire¢cdo de x4
e simultaneamente, aprorimd-lo do conjunto de solugdes. Para tanto fare-
mos uso da teoria de Solodov-Svaiter [{3] de erros relativos e o método
hibrido, para a resolucao do problema de encontrar um zero de um operador
mondtono mazimal.

Consideremos T : R™ = R"™, definido por
T'=F+ Nrz, i e, T(z) = Ma:—f—b—#—NRi(x)

Como a hipotese H1) vale, T é mondtono maximal. Lembremos que Stz

denota a fungao de mérito de Solodov-Svaiter.

Lema 3.1.12. Sejam (z,y) € RT, xRL_, A >0 e 3 € (0,1/2] tais que
§(x,y; \;T) < 52, Defina

(.’E+,y+) = (x7y)+(dx7dy)a
vy = Mz +b—-yy,
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (5.6), . Entao

Staz(@s,ve) < 2(1+ 6%)n.

Demonstragdo. Observemos que z4 > 0, logo vy € T(x4). Temos que

D(T) € R} ey >0, logo pelo Lema 1.1.7, segue-se que
vt € T[d (SU+),

onde € = (z4+,y+). Apds um paso de Newton para o sistema (3.6), temos,

pelo Teorema 3.1.6, que
IAX 1yt —ef <67 < 1.

Logo, por i) do Lema 1.4.2, vale que 0 < A(z4)i(y+); < 1+ (2%, para i =
1,2,...,n, e, logo

(T4,y4) < (L+ B8%)n/A,

portanto
vy € T[(HﬁZ)n/)‘] (z4).

Observemos que, pelo Lema 3.1.3, temos que A(Mx4+ +b—y4)+24 —2 =0,
donde segue-se que

Mg +zy —2=0.
Desta forma, usando-se a defini¢ao da funcao de mérito St ) z, obtemos
Staz(@y,vy) <2(1+ F2)n.
]
Observagao 3.1.13. Do lema anterior, seque-se que, dado o € (0,1), se
21+ 6% < oflzs — 2|2,

entdo o critério (1.17), para dar um passo do algoritmo hibrido de Solodov-

Svaiter, € satisfeito. Em particular consideraremos o := (1 + 3%)/(1+ f).
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No resultado a sequir provaremos que se ||xy — Z||? for “grande”, entdo
podemos dar um passo relaxado do algoritmo hibrido de Solodov-Svaiter
(1.16), e ainda permanecermos na vizinhangd de uma curva log-quadrdtica.
Vamos estimar também o decrescimento da distancia dos iterandos do algo-

ritmo hibrido ao conjunto solucdo.

Proposigao 3.1.14. Sejam (z,y) € R xR}, A >0 e € (0,1/2] tais
que, 8(x,y; X; ) < 3%, Defina

(x-i-ay-i-) = (xvy)+(dzvdy)7
po= (8= YYD |lay — 2|,

Ty = T+ p(zy — 1),

onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6). Entdo

i) 6(zy, Yy N Ty) < B2
ii) Se ||z — z||* > 2(1 4 B)n, temos que
d(Z4, Sye(F))? < d(z, Spc(F))? — (Qn)(1/2)52(1 _ 5)(3/2)'

Demonstragao. i) Pelo Lema 3.1.3, temos que

A(M:c++b—y+)+m+—i:0

Portanto
Ri(zy,ypshizy) = AMzy+b—yy) oy — Ty
= AMMzy+b—yy)+ay -7 —ploy —7)
=— plzy —2)
e
IRi(@ 4 330l < pllas — 2], (3.21)

Pelo Teorema 3.1.6, temos que
IAX pyy — el < 6(zp,yps x2) 2 < g2 (3.22)
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Desta forma, de (3.21) e (3.22), segue-se que
MMy +b—yi) +xp — 24 |? + [AX1ys —ef?

1p(zs = 2)* + A X ys —ef?
pPllwy —z|” + B

6(4, Y45 A T4)

IA

Da definicao de p, segue o resultado.

ii) Definamos vy := Mz + b — y4. Pelo Coroldrio 1.2.8, segue-se que

d(z4, S(F))?

IN

d(z, S(F)) + p [Stas(@y,vp) — oy — 24 |?]
d(z,S(F))?

IN

illes =2l (Staa(ee, o) s = al) = o 21

(5. S(F))

+8 = YN (Staa(ors o) o = al) = oy -]
(3.23)

onde a segunda desigualdade decorre de uma manipulacao algébrica da

primeira e para a ultima igualdade empregamos a definicao de p. Observe-
mos que, pelo Lema 3.1.12, temos que St z(74,v4+) < 2(1 + B%)n e, por

hipétese, temos que ||z — Z||?> > 2(1 + B)n. Logo, segue-se que
St —z|) <201+ A%)n/(201 (1/2)
(Sraa(zs,v) s — 7) < 201+ 2)n/ (21 + Byn) V2.
Portanto, segue-se de (3.23), que

d('i'-F:S(F))Q S d(£>S(F))2
(57— g2 [(2(1 /(20 + ) M) - 20+ /J’)n)“/g)]-

Para concluir, basta notar que

(57 = 5072 |21+ 5 200+ 9)) P~ (2014 By
=~ (@)D (1 - 5B,
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3.1.3 Algoritmo, apresentacgao, analise de convergéncia e com-

plexidade

Apresentaremos a sequir um algoritmo de tipo path-following para o Prob-
lema de Complementaridade Linear Mondtono. Estudaremos suas carateristicas
principais, no que diz respeito a estar bem definido e ser globalmente con-
vergente. Apresentaremos também resultados de compleridade. O mnosso
objetivo e desenvolver um algoritmo de path-following, tipo ”short-step”, ao
longo de uma trajetoria log-quadrdtica e com atualizacao linear do parametro
A; de fato estamos interessados em conseguir que a taxa de atualizagdo seja
da ordem de O(l =+ ﬁ), o que produz os melhores resultados de ordem de
complexidade em algoritmos de pontos interiores achados na literatura.

Algoritmo Al

Faca k =0 e sejam (8 € (0,1/2], 2° € R", (2°,4°) € R} x R} tais
que §(z°,y°; Xo; 2%) < 2.

Para k=0,1,2,...,
1. Calcular (df,d}) a solu¢io do sistema de Newton

MM +T =X\ ds Me(MzF +b—y) +2F — zF
A, AXF dl A XYk —e

2. Definir (41, y41) = (a¥, %) + (df. ).

3. a) Se ||z*1 — zF||2 < 2(1 + B)n. (Passo Ponto Interior).
Definir 81 .= ¢, N1 == (140) A\, onde 0y, € a maior solugdo
positiva de 0%||z* T — zF||2 + ||(1 + )N\ X PP — |2 = 2.

b) Caso contrdrio, i.e., se || 2"t —z*||2 > 2(1+B)n. (Passo Hibrido).
Definir Apy1 := M\, 1=k 4 pp (2P — %), onde
2 gh)1/2)

= ka+1 _ij :

A~

Pk
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4. k=k+1.
Observagao 3.1.15.

1. Para a inicializagdo do algoritmo podemos considerar o seguinte caso
simples. Escolher z° € R", 20 € R" ., solugdo de 20 — (297! =
DY

0= ”1\4;;%1)”7 yo = (:po)_l/)\o, Observemos que

Rl(IL’O, yo; Ao; i’o) = )\Q(MJJO +b— yo) + (:EO — i’o) = )\Q(MJJO + b),
Ra(2°,y% Ao) = AX"" —e =0,
logo, 8(x°,y% Xo;2°) = || Ao(M2® + b)||? = B2, ou seja estamos na

B-vizinhanc¢a de uma curva log-quadrdtica.

2. Calcular o valor de 0y, definido no passo 3a), se reduz a resolu¢ao de uma
equagdo quadrdtica, portanto ndo acrescenta complexidade alguma ao

algoritmo.

No sequinte teorema apresentamos as propriedades bdsicas do algoritmo

Al.
Teorema 3.1.16.

i) O algoritmo Al estd bem definido.

ii) Se o LMCP(F) tem solugdo, entdo eviste K1 > 0 tal que ||z% — 2% <
2(1 4+ B)n, para todo k > Ki; portanto, o nimero de passos hibridos

do algoritmo € finito.

iii) Se o LMCP(F) tem solugdo, entio existem 6 € (0,1) e Ko > 0, tal
que M1 > (14+0) N, para todo k > Ko; portanto, temos convergéncia

Q-linear da sequéncia {(1/ )} pen @ 0 quando k — +oo.

iv) Se o LMCP(F) tem solugdo, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo

€ limitada e seus pontos de acumulacdo sao solucoes complementares

do MCP(F).
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Demonstragdo. i) Suponhamos que para um certo k € N, vale que
(z*,y") e R, x R, A >0 e o(z”, y% A 2%) < B2 (3.24)

:Ek—i-l’ k+1)

Pelo Pelo Corolario 3.1.2 e pelo Teorema 3.1.6, segue-se que ( Y

estda bém definido e vale que

(xk-i-l’yk-‘rl) e R7—|l—+ > Ri-‘,—? (5($k+1,yk+1; Ak,fk) < 54.

1 k+1
+7y+7)\k+17

Vamos verifivar que apés o passo 3) do algoritmo Al, z*
zF*1 satisfazem (3.24). No passo 3 a), pelo Teorema 3.1.6 e pelo Lema

3.1.3, respectivamente, temos que
Ry (2F 40 yF A ) = N (M ot b — yF+h) 4 of+t — 2k — 0,
H)\ka+1yk+l _ e” < 5($k+1,yk+1;)\k;ik)(l/2) < 52-
Desta forma, segue-se que
SRy (14 )M %) =
= IRy (2%, g+ (14 )M 2|2 + | Ra(@*+1, g5 (1 + 0) ) |I2
— ||)\k(MJIk+1 4+b— yk-l-l) + xk—i—l _ .i’k + 9)\k(Mxk+1 +b— yk—i-l)”Z

(1 + O) A X EFLyF T —¢||2
= [ = 0@ = 2|2+ [|(1+ )M XF Iy — ]2,

Observemos que a funcao quadratica:

p(0) := || = 0™ = ZF)|12 + [[(1 + O) A X Ty T — |2, satistaz
lim p(0) = +00, p(0) = [N XMy — e < 5t < 62
Logo, existe 5, a maior solugio positiva de:

6’2||a:k+1 _ a—:kH2 + ||(1 + Q)Aka+1yk+1 _ eHQ — 52

e segue-se que

S(aP M Ny 2T < B (3.25)
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No passo 3 b), por i) da Proposigao 3.1.14, segue diretamente (3.25).

Em ambos casos, a positividade estrita de Ap41 segue trivialmente. Ob-
servemos que a (3.24) vale para k = 0, logo, por inducao completa segue-se
que algoritmo estd bem definido.

ii) Apés K passos do algoritmo hibrido, segue de ii) da Proposicao 3.1.14,

que
d(z%+1, Spro(F)? < d(z9, Sy (F)? — (2n)V252(1 - 3B j=1,.. K,
logo, somando as desigualdades para j = 1,2,..., K, concluimos que

K(2n)M2p2(1 - )62 < d(z°, Sol(T,C))? — d(zFx, Sol(T, C))?
< d(z°, Sol(T,C))?,

e portanto o numero de passos hibridos no algoritmo esta limitado por

=0 2
K<K . d(.%' ,SMO<F))

S A= \/Eﬁ2(1 B ﬂ)%n(lﬂ)
iii) Para k > Kj, onde K; é a constante definida no item ii), segue-se que

|z* — z%| < (2(1 + B)n)1/2). Pela proposicio 3.1.11 e a definicdo de 6 no

paso 3 a), temos que Apy1 = (1 4 ;)\, e vale que

< 1
Or > .
" k= 2+ 54 n()

Logo, definindo
~ 1

T @+ A £ G 4l

segue o resultado.
iv) Observemos que, para todo k > Kj, onde K; é a constante do item

ii), o algoritmo sé faz iteragoes de ponto interior, portanto vale que
5(z®, yFs e 251) < B2 < 1, para todo k > K.

Usando que A > Ag > 0, para todo k € N, segue, pela Observagao 3.1.10, a

limitacao da sequéncia {(mk’, yk)} KEN' A continuacdo vamos provar que oS
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pontos de acumulagao sao solugoes do LM CP(F'). Suponhamos que (Z, )

é um ponto de acumulagao da sequéncia {(a:k, Yk Pelo Lema 3.1.3 e

)}keN'
a defini cao (3.3), segue-se que

Ap(MaP Tl b — yf ) bt gk — 0,

Pelo item iii), limg_, 4o A\x = 400, logo fazendo | — 400 na subsequéncia
{(xkl,ykl)}l cn convergindo a (#,9) e usando a limitagdo das sequéncias
{(z*, ¥*) }ren e {Z*}ren, obtemos que
Mi+b=1g.
Observemos que (¥, yk) € Rt xRl ,, para todo k € N, portanto, segue-
se que
(#,9) € R x R".
Da condicdo || X*y* — (1/\r)ell < (B/Ax), para todo k € N, fazendo k —

400, obtemos

#'4" =0, para todoi € {1,...,n}.

ou seja (&,7) é solugdo do LMCP(T). O

Para concluir apresentamos um resultado de complexidade do algoritmo
Al. Dado € > 0, diremos que (z,y) € R}, x R}, € uma e-solugao do
problema LMCP(F), se

(z,y)

Teorema 3.1.17. Sejam (2°,9°) € R}, xR% P eR”, N >0, €
(0,1/2] tais que, 5(x°, 4% Xo;2°) < 8%, Dado € > 0, entdo o algoritmo Al

[Mz+b—y||<e 0<

IN

€.

atinge uma e-solugcao do LMCP(F), apds

K d(z°, S(F))?

1
8% @) ma - g

iteragoes, onde K = ((2(1 + ﬂ)n)(l/z)/)\o) ef=1/(2(1+ Bn/2) 4 g2 4
n(1/2).
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Demonstrag¢do. Apés K pasos do algoritmo de ponto interior (Passo 3a no
algoritmo A1) e K; pasos do algoritmo hibrido (Passo 3b no algoritmo Al),
onde K; é a constante definida na prova do item ii) do Teorema 3.1.16,

temos, pelo Lema 3.1.3, por (3.3) e por i) do Teorema 3.1.6, que

1
M 40—y 4 (@ -2 =0, (3.26)

[ AR X PR | < 2. (3.27)

De (3.26) e da prépria defini¢do do algoritmo segue-se que

IM2FH b g = Lt gk
Ak
< %@+ BmP
< m(z(l‘f‘ﬂ)”)(lm‘

De (3.27) e i) do Lema 1.4.2, temos que 0 < zF 1yl < (1 + 2) para

i
1 =1,2,...,n, portanto segue-se que
@yt 148 1+

< n b)
n DV W)

0<

onde 0 é a constante definida na prova do item iii) do Teorema 3.1.16.
Observemos que para todo n € N e 3 € [0,1], vale que 1 + 3% < (2(1 +
ﬂ)n) 12 Portanto, para K tal que

21+ A7)
WIEILS <, (3.28)

segue-se que, para todo k > K,

(z" ") 1+42 (2(14p)n) /2 < 2(1+8)n) (/2
no = X(1+0)F = X140k  —  N(A+0)K — &
k+1 _ k1 2(148)n) (/2 2(1+8)n) /2
IMa™ 4+ b —y= | < Ao (1+6)* = Xo(1+0)K =€

Definindo K := W, temos que (3.28) é equivalente a
_ - K

Klog(1+6) > log —. (3.29)
€
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Usando-se a desigualdade log(1l + s) < s, para s > 0, segue-se que para

satisfazer (3.29), basta tomar K tal que

Lembrando que o niimero de pasos hibridos do algoritmo Al estd limitado
d(fO,SJ\/jc(F)Q)

V232 (1) En1/2)
numero de passos do algoritmo A1, necessarios para atingir uma e-solugao,

(vide Teorema 3.1.16ii)), a nossa estimativa final do

vem dada por
=0 2
0 € \@m(l — 3)zn(1/2)

3.2 Formulacao nao-escalada da trajetéria log-quadratica

para o problema LMCP(T)

Seja F: R™ x R — R" x R,

F(z,y) = (F(z) =y, ).

Sabemos que LMCP(F) € equivalente o VIP(F,R" xR"), onde novamente
F(z)= Mz +b.

Vamos considerar a trajetoria log-quadrdtica para VIP(F,R” x RTY).
Para simplificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da tra-
jetoria log-quadrdtica, tomando p =v = 1/\. Dado Z,y, definimos a curva

log-quadrdtica nao escalada para LMCP(F) como a aplicagio A € Ry +—

((\), (),
(z(N),y(N)) = (=(1/X, 1/ X 2,9), y(1/X, 1/X 7, 5)),

onde (p,v) — (m(u, v Z,9),y(u, V;:E,gj)) € a trajetdria log-quadrdtica para o

VIP(F,R"xR) (ver Definicio 2.2.1). Usando (2.25) temos que (z(\), y(\)
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€ a solucao de

0= F(z,y) + (1/N(x -2,y —7) — (0,(1/N)y™ "), y>0.
Empregando-se a definicio de F na expressio acima obtemos a formulacio
nao escalada: Dado A > 0, (z(\),y(N)) € a solugio de
0=AF(z)—y)+x—=,
O=Xz+(y—9) —y (3.30)
(z,y) e R" x R |

3.2.1 Medida de proximidade a trajetéria log-quadratica

Como jd foi mencionado, os algoritmos de path-following do tipo short-
step funcionam, de forma geral, dando passos de Newton para o sistema
de equagoes que define a trajetoria, mantendo os iterandos no interior de
vizinhancas pequenas da mesma.

Para avaliar a distancia de wm ponto a curva log-quadrdtica, introduzire-
mos uma medida de proximidade. Dados X > 0 e (zy) € R"xR", definimos
(Ri(z,4; A\ Z), Ro(z,y; \;9)) como o residuo de (3.30), isto é

Ri(z,y; \7) = MF(2) —y) +z -7,
Ro(z,y; i) = Az+(y—9)—y "
Chamamos de Medida de proximidade do par (z,y) a trajetéria log-quadratica
a sequinte magnitude
O,y A 2, 9) = || Ba(w,y; M 2)|1* + [ Ra(e, ys X 0)IFy -2y

Associada a esta medida de proximidade definiremos uma vizinhanca da
trajetoria log-quadrdtica, na qual, como veremos depois, ficardao restritas as
sequéncias de pontos geradas pelo algoritmo, que serd apresentado nesta
secdo. Dados o par (Z,5) € R™ x R" fizo e § € (0,1), chamaremos de

(B-vizinhanga da curva log-quadratica ao conjunto

Ngzg = {(m,y) ceRY, xR, | IXN>0, com Sz, s N\ Z, ) < 62}.
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3.2.2 Método de Newton para a formulagao nao escalada

Para obtermos uma boa aproximacgdo de (x(\),y(\)) vamos empregar o
método de Newton para o sistema (3.30)
Definindo Ry ; : R?" — R?",
ANFr+b—y)+x—2 Ry(z,y; \; )
RA,:E (JZ‘, y) = _ 1 = .
At +y—y—y” Ry(z,y; )
temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Ry z(x,y) = 0. O método de
Newton aplicado a (3.30) deve resolver em cada interagdo o sequinte sistema

linear que chamaremos de sistema de Newton:
Ry(z,y; \; T) N VeyRi(z,y;\2) | | d°

Ro(z,y; \) VayRa(x,y; \) av

=0.

Como F(z) = Mx + b (com M semi-definida positiva), o sistema pode-se
reescrever como

MM +T =M | | Riz,y;\1) (3.31)

AN Y240 v Ro(z,y; A1 9)
Vamos provar que este sistema tem uma unica solugdo.

Lema 3.2.1. Sejam (z,y) € R" xR}, e A > 0, entdo o sistema de Newton

(8.31) tem uma unica solugdo.

Demonstragao. Observemos que, pelo Lema 3.1.1, a matriz do lado esquerdo

de (3.31) é nao singular. O

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se
mantiverem em R" xRl . A seguir veremos alguns resultados relacionados
com a boa definicdo do método e o comportamento do residuo apds um paso

de Newton. Para isto comecaremos com um lema técnico.
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Lema 3.2.2. Dados (z,y) € R" x R}, (Z,7) € R" xR", A > 0. Seja
(d*,d¥) a solugao do sistema de Newton (3.31), entdo

i) [|d”|| < d(w,y; Xz, 5) 2
i) ||| < 8(x,y; Xz, 9)"/?
iid) || Y~ dY|| < (z,y; N\ T, 9) Y2
Demonstragao. Pelo Lema 3.1.7, temos que
112 + 112y < IR (2,3 X5 D)2 + 1 Ra, s X D)2y
Da desigualdade anterior seguem i) e ii) diretamente. Para iii), Observemos
que
[V )2 < 0By ar ) < B35 X7, ).
O
A sequir provaremos que se a medida de proximidade de um ponto a tra-
jetdria log-quadrdtica é “pequena”(estritamente menor do que 1), o ponto
obtido apds uma iteragao do método de Newton para o sistema 3.31), per-

tence a R" x Rt .. Lembremos que esta condigao garante que podemos

continuar a usar o método.

Lema 3.2.3. Dados (z,y) e R" xR}, (Z,7) e R"XR", A>0e [ €[0,1)
tais que 0(x,y; \; Z,7) < B%. Defina

(x-i-vy-i-) = (ZII,y) + (dza dy)7
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31), entao
Yy € RT}FJF

Demonstragdo. ii) Pelo Lema 3.2.2, aplicado ao sistema de Newton (3.31),

segue-se que ||Y "1dY|| < 1. Portanto, pelo Corolério 1.4.3, obtemos
Yy € R:L_+ (332)

O
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Lema 3.2.4. Dados (z,y) €e R" xR}, (Z,7) e R"XR", A>0e[ € [0,1)
tais que 0(x,y; \; Z,7) < B%. Defina

(l‘—hy—i-) = (l‘,y) + (dzv dy)7

onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

Ri(vg,y4502) = 0,

Ro(zy,yps Asg) = —Y (Y lav)2

Demonstragao. Como Ry(-,+; \;Z) é linear, este residuo se anula apés um

passo de Newton. De fato, calculando este residuo apods o passo de Newton,

temos
Ri(zi,y450%) = MMay +b—yy) +o4 =7
= MMz+b—y)+z—x+ANMd*—d¥)+d*
= (),

onde para a tltima igualdade empregamos (3.31). O célculo de Ry d4

Ro(xy,ys \0) = Azy+(y4 — ) — i

= A+ y—9) +A®+d¥— (y+d¥)?

= X+ Y-+ —y T+ Y2+ DAY - (y+dv) !
+y~ - Y 2¥

= —(y+a) " +y YR

= YY),

onde para a penultima igualdade empregamos (3.31) e para a ultima usamos

a relacao

—(s+t) s =572t = —(s+t)71(t/s)?, paratodo s £ 0 et # —s, (3.33)
em cada componente do vetor —(y 4+ d¥)~! 4y~ — Y 2a¥ O
Observagao 3.2.5.
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1. A essencial relagao (3.33) pode ser encontrada em [18].

2. Observemos que HY;I(Yfldy)QH( L < (Yt < |y ay))?

Y ?+)
e o Lema 3.2.2 oferece uma estimativa deste dltimo termo em func¢ao

da prorimidade a trajetoria log-quadrdtica.

Vamos agora obter uma estimativa do residuo apds um paso de Newton.
Isto vai nos permitir determinar uma regido de convergéncia quadrdtica do

Meétodo de Newton.
Teorema 3.2.6. Dados (z,y) € R" xR}, (Z,y) € R* xR" e A > 0.
Defina

(.T+,y+) = (.’L',y) + (dxady)7

onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31), entao
0@, yss M T, 9) < O(x,y5 N 2,9)°

Demonstragcao. Observemos que, pelo Lema 3.2.4

Rl(er’er;)‘;j) = 07 R2($+,y+;)\;zj) = _Yﬁjl(y_ldy)2' (334)
Logo, temos que

(S(er,er; A»'f:g)

= (V72 + D=0y S (Y —tav)?|?

< Y. Y—l Yfldy 2|12 — Yfldy 2|12
< Y TRE = ota
< fy—tav|?
< O,y A7, 0)2
onde para a pentultima desigualdade empregamos o Lema 3.2.2. ]

Se (x,y) e X satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.1.6 e, adicionalmente
S(z,y; N\ %, ) < 1, entdo, tomando o ponto (x,y) como iterado inicial, o
método de Newton para resolver (3.2) gera uma sequéncia infinita que per-

manece em R™ x R, . Além disso, os residuos convergem quadrdticamente
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para zero. Isto vai nos permitir estimar a distancia euclideana dos pontos

da B-vizinhanga a trajetoria log-quadrdtica.

Proposigao 3.2.7. Dados (z,y) € R" xR}, (Z,7) e R" xR", A >0 ¢
B €10,1) tais que d(x,y; \; Z,75) < 2, entdo

|z —z(N)|| < B/(1=8), lly—yNI < (8/1-0)
Demonstragdo. Faca (2°,y°) := (z,y) e considere a sequéncia.
() = (28, %) + ( bdl), k=0,1,...,

e Newton onde (df,d}) é a solucdo do sistema de Newton (3.31) para z =
zF, y = y*, X\ > 0Oe (z,7) fixos. Vamos provar que a sequéncia estd bem
definida.

Suponha que para algum k > 0 vale que
(a",") € R" x R} e 6(a* % Mz,p) < 577 (3.36)

Note-se que a desigualdade anterior vale para k = 0. Pelo Teorema 3.2.6,

k+1
)

segue-se que (zF1 y*+1) estd bem definido e vale que

(@ yF ) e RPxR2 L, 62T o Nz, ) < 6k, o hz )2 < 87

Por inducao segue-se que a sequéncia estd bem definida e satisfaz 3.36, para
todo k € N.
Vamos provar agora que a sequéncia é convergente. Pelo Lema 3.2.2,

temos que

ldg ]| < 8(a*, %5 32 9) VP < 67 (3.37)
ldY]| < 8(z*, oAz, 9) 172 < 67 (3.38)

Portanto, a sequéncia {(d¥,d})}gen ¢ somével. Como (df,dy) = (z*1 —

xF Pt — k) concluimos que {(2*,4*)}rené uma sequéncia de Cauchy
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e converge a um certo (Z,y). Usando a desigualdade triangular e (3.37)

concluimos que para qualquer K € N,

K K
k
[2"F =20 <> i) < Y87
k=0 k=0
Como 0 < B < 1, temos 82" < g+l e

K . K
dopr <y B < /- B).

k=0 k=0

Portanto |25+ —2%| < 8/(1—3). Tomando-se o limite K — +o0, obtemos

12 — 2%l < B/(1~ B). (3.39)
Aniélogamente obtemos que

19 —4°ll < B/(1 - B). (3.40)
Pelo Lema 3.2.4, temos que para k > 1,

MMazb +b—y*) + 2% —z =0,
Logo, tomando-se k — +00, segue-se que
AMz+b—y)+2—2=0. (3.41)

Observemos que (z*,y*¥) € R™ x R’ | para todo k € N, logo passando ao

limite quando k£ — +o00, obtemos
(z,9) e R" x R

Vamos agora provar que (#, %), o limite de (z¥, y*), é o ponto (x(X), y(\)).

Observemos que, da definicio de o(z*,y*; \p; Z,7) e (3.36), temos que

k kN _ (k=1 . 2k
[Az" + (4" = 9) = (") II((Y,G)_QH)f < B
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Observemos que

IY* A2k + g% — g — (%))l
— ("2 + D)2 () 2+ 1) TPk gk — g — ()Y

1/2 = _
< (V%)% + 1) || Ra(a®, o3 A Dl (yty20)

< ((v*)2+1)?)8% — 0, quando k — +oo,

onde para a ultima relagao empregamos a limitacao da sequéncia {yk been-
Donde, obtemos

Y(AE+§—7)—e=0. (3.42)

Como g > 0 de (3.42), concluimos que y > 0. Isto somado a (3.41) e (3.42)
implica em que & = z(\), y = y(A).

Para estimar a distancia do ponto (z,y) a (z(A),y())), basta notar que,
usando que (2,9) = (z(A),y(N)) e (z,y) = (2°,3"), (3.39) e (3.40) se trans-
formam em

B
=15 [y(A) —z|| < 1-5

O]

Observacgao 3.2.8. Notemos que, se 0 MCP(F') tem solugao, pela Proposi¢ao
2.2.5, seque que a curva log-quadrdtica A — (;U()\),y()\)) ¢ limitada. Por-
tanto, seque do resultado anterior, que dados (3 € [0,1) e (Z,7), o conjunto
dos pontos (x,y) tais que para algum X > 0 vale que 0(x,y; \; Z,7) < (2, €

limitado.

O seguinte resultado mostra que apds um passo de Newton para o sistema
(3.31), podemos atualizar linearmente o parametro \ e o valor do parametro

de atualizacdo é da ordem de 1/(||z — Z|| + ||y* — 7*|| + n(/?).
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Proposicao 3.2.9. Dados (z,y) € R" xR}, A >0 e 3 € [0,1) tais que
S(z,y; A %,§) < B2 Defina

(l’+,y+) = ($,y) + (dm)dy)’
0= (8- P0%/(|lzs — 2| + lly+ — gl + n/2 + 52).

onde (d*,dY) solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo
0(m4, Y4, (L+O)N; 359) < 52, para todo 6 € (0, 6],
Demonstracao. Pelo Lema 3.2.4, temos que

AMzy+b—ys)+a —2=0.

Portanto,
Ri(zy,yp; 1+ 0)X7) = MMay+b—yy)+a, —T+0A( Moy +b—y,)
= —9(.’13+ — j?)
e
IRy (24,y+5 (1 +0)A; 2)|| < Oy — ). (3.43)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que

1R (2, X 9| vz yp1 < 0@, y4s X 2,9) < 5%

Portanto, como

Ro(zy,yr; L+ 0)Ng) = (14+0Aay + (v — ) —yit
= (1+0)A\ws +(y+ —9) —y+")
=0y —g—y+ )
= (1+0)Ro(z,y; h9) —0(yy —9—ys )

temos que
|Ro@rys A+ XDz S (A+0)82+ 0y =l 21 + 00y iy 2in
< (1+0)8+0)yr — gl + HH?JIIHYf
< (1+0)8%+0|lyy —yll + 0n'/?



Desta forma, segue de (3.43) que

S(as,yrs(T+0)NZ,Y) = [Ri(zg,ys; (1+0)A 2|
HIBz @ y4s L+ OX DI 2,y
< Pay -

2
+ [(1 +60)8> + 0y — gl + Hnl/Q]
< |Olles = all+ (1405 + bl — gl + 60
Da definicao de 0 segue o resultado. O

Observemos que, pela proposi¢cdo anterior, na medida em que ||ry —
Z|| + |ly+ — yl| cresce, a taza de atualizagdo linear se deteriora. Para ten-
tar contornar este problema, teremos que atualizar (Z,y) usando um es-
quema hibrido proximal-extragradiente relaxado. Isto vai nos permitir mover
(Z,9) na direcao de (x4,y4) e simultaneamente, aproximd-lo do conjunto de
solugoes. Para tanto faremos uso da teoria de Solodov-Svaiter [43] de erros
relativos e o método hibrido, para a resolucao do problema de encontrar um
zero de um operador monotono mazximal.

Consideremos T : R" x R" = R" x R"

T(x,y):= Fz) =y = Mz+b—y
z + Nrr (y) z + Ngrr (y)

Observemos que T € mondtono mazximal e MCP(F) é equivalente ao prob-

lema de achar um zero de T'. Lembremos que Sty (zy) denota a fungdo de

7@)
mérito de Solodov-Svaiter introduzida em 1.16.

Lema 3.2.10. Sejam (v,y) € R" xR}, , A > 0 e 3 € [0,1) tais que
S(xz,y; X2, 9) < B2 Defina

(er’er) = (x+dzvy+dy)7
vy = Mzy +b—yy,
wy =z — (/N (ye 7+ Ra(og,y45 X 5:9)),
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

ST z,5(T+: Y4, V4, W) < 2.
Demonstragao. Observemos que, pelo Lema 3.2.3, temos que y1 > 0, logo

vt
€ T(wy,y4) (3.44)
T4

Pelo Lema 3.2.4, temos que

yr '+ Ro(zp,yps M zy) =yl - YV H(Y T aY)?

(3.45)
= Y ' (e— (Y1av)?).

Pelo Lema 3.2.2, vale que ||(Y ~!dY|| < 3 < 1, portanto, pelo Coroldrio 1.4.3,
segue-se que

e— (Y 'd¥)? >0 (3.46)

Usando-se que y4+ > 0 e (3.45), concluimos que
yi o+ Ro(wy,yys N 39) > 0.

Além disso D(T') € R™ x R. Isto somado a (3.44) e (3.46), implica, pelo
Lema 1.1.8, em que
U4

e T (xy,yy),
w4

com € = <y+, %(er_l + Ro(z i,y A;i:;g))>. De (3.45), temos que

(/N (Y, ys ™ 4 Ro(zg,ys M9) = (/M) (yg, (Y3) e — (Y1a¥)?))
= (/N — Y tav|]?)
< (1/A)n

Observemos que, apés um passo de Newton, temos

Ml‘++b—y+ n .CC_;_—.T 0

Ty Y+ — Y Ro(vi,y3 M 9) +ys L
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Portanto, (z4y4), (v4,wy) satisfazem

(0N .’I}_A,_—.’E

A + =0,
w4 Y+ — 9y
v
T e N (@, yy).
W
O resultado segue agora, da defini¢ao de St )z 5. O

Observagao 3.2.11.

1. Do lema anterior seque-se que, dado o € (0,1), se
2n < —z|? — g2 d 1
n < o(llzy =z + v+ —3l°), onde o € (0,1),

é vdlida, entao o critério (1.17) para dar um passo do algoritmo hibrido

de Solodov-Svaiter € satisfeito. Em particular cosideraremos o =

1/(1+4 ).

No seguinte resultado, andlogo do da Proposicao 3.1.14, provaremos que,
apds um passo de Newton para o sistema de Newton (3.31), na vizinhanga da
trajetoria log-quadrdtica, se |x+ —Z||* +||y+ — y||* € “grande”, podemos dar
um passo relazado do algoritmo hibrido de Solodov-Svaiter [43], conseguindo
nos manter numa vizinhangd de uma trajetéria log-quadrdtica. Obteremos
também uma estimativa do decrescimento da distancia entre os iterandos
(Z,9) e (Z4+,Z4) do algoritmo hibrido e isto permitird novamente estimar o

numero de passos hibridos no algoritmo que serd proposto.

Proposicao 3.2.12. Dados (z,y) € R" xR% ., (z,7) e R" xR", A >0 e
B €10,1) tais que, é(z,y; \;Z,§) < 2. Defina

($+,y+) = ('Tvy) + (dx’dy)7
ﬁ — (6 — /32)
o+ — 2 + lly+ — ¥l
(@, 04) = (2,9) + p((xr,y1) — (7,9)),
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

i) d(xp, Y i T, ) < B2
ii) Se |z+ — Z||* + |ly+ — 9l|*> > 2(1 + B)n, temos que
d((Z4,74), Sige(F))* < d((Z,9), Siyo(F)* — B2(1 = B)/2n1/2.

Demonstragao. i) Pelo Lema 3.2.4, temos que

AMMzy+b—yy)+zy —2=0.

Portanto
Ri(zy,yps A 2y) = MMzy+b—yy) + oy — Ty
= MMzy+b—yy)+ap —2—play — )
= —plr4 — )
€
[R1 (2, y5 M 24| < plley — 2. (3.47)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que

| Ro (4, yss )\;Q+)H(yj+1)4 <@g, yas N g, 54) V2 < B

Portanto, como

Ro(zi,yss M04) = Avg+ (Y4 — ) =yt
= Mo+ (Y —9) —y+ ' = Ay — 9)
= Ro(zs,y4:059) — plys+ — 7)

temos que

|Ro(s yas AT 2 per < B2+ dllys — 3 (3.48)

Desta forma, de (3.47) e (3.48), segue-se que

S(aq,ypi N Ty, Yy) = HR1($+73/+;)\39?+)H2+HR2(UC+72/+;>\;37+)”?y+—2+1)*1
2
< ﬁm4—aﬁ+@¢+ﬁm+—mq
< qu—muwm—mo+m}.
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Da definicao de p, segue o resultado.
ii) Defina
vp = Mzy +b—yy,
wy = wy = (/A (g Rawy, y5 M 5;9)).

Pelo Corolério 1.2.8, segue-se que

(u%%» <>f

_ 2
< d((z,7), S0 (F))
+p [ST/\z,y Ty, v wy) = leg — 24 |? = llyy — 117
< d((x. <m>+ﬁ0m+m
- s&xxycrhy+mq,w+>—wuq<—z|2+|y+—-m2])
_|_ _ 1Ny i —
19+ y”[ o — 21 T g4 =3

_ % 2
<d((z,9), Sye(F) +
Stasa(@e, v, ve ws) = oy = 7|2 + Jys — 3]
2 _ p4y(1/2) | PTAE G\ T4, Y+, U4, W + 4
+(6%=5%) [ 2+ — 2] + ly+ — ¥l ’

onde, para a ultima desigualdade, empregamos a definicao de p. Pelo Lema
3.2.10, temos que Sty (75 < 2n e por hipdtese temos que [|z4 —Z[|? + [|y4 —

7> > 2(1 4 B)n, logo segue-se que

d((Z+,54),S(F))* < d((z,5), S(F))*+
(82 — g1/ Stazg(@e, yup, wy) — |lzg — 2 —2Hy+ - ??Hz] ,
_ _ 1
(s — 2|2 + ys —g]2)"

_ _ 1/2
(2 =212 + ly- — g*) ™
o —all+ llg+ — 3l

< d((#,9), S(F))*+
(B2 — /2 [27? —2(1 -I—ﬁ)n} _ [(HM = 7> + lly+ — 9l*) 02 ]

(2(1 + B)yn) 172 et =2l + [ly+ - 9l

< (@) S+ (32 - g2 | 2 1)

onde, para a peniiltima desigualdade empregamos a relacao (a2 + bg)(l/ 2) >

-2y (1/2)
) ] , usando que ((62—

(s = 21 + 1y — 5l
v — 2+ g — 3l

a+b
V2

, aplicada ao termo [
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ﬂ4)1/2(2n—2(1+5)n))/((2(1+ﬁ)n)(1/2)21/2) < 0. Para concluir, basta notar

que

(8% = BY2 20 —2(1+ B)n)) /(21 + B)n)V/2)212) = —5%(1 — )"/ 202,

O

3.2.3 Algoritmo, apresentacao e analise de convergéncia e

complexidade

Apresentaremos sequidamente um algoritmo tipo path-following para o Prob-
lema de Complementaridade Linear Mondtono. FEstudaremos suas carac-
teristicas principais, no que diz respeito a estar bem definido, a convergéncia
global e aos resultados de complexidade.

Algoritmo A2
Faga k=0 e sejam (3 € [0,1), (z°,7°) € R" x R", (2°,4°) € R" x R", tais
que 6(z°,4°; 69; 2°,7°) < 5.
Para k=1,2,...

1. Caleular (df,d}) a solugio do sistema de Newton

MM +T =M1 ds MNe(MzF +b—y) + b — zF
Ad AYET? v Mz 4 (yF — %) — g

2. Definir (21, y*t1) = (¥, y*) + (dF, dY)

3. a) Se ||z*+t — zF|2 + ||yFtt — gF |12 < 2(1 + B)n (Passo de Ponto
interior).
Definir (ZF+1, g*1) = (2%, 9%), A\ep1 = M\e(1 + 6;) onde 6, = (8 —
B2/ ([l = ZH || + [lyF T — gF ||+ n1/2) + 52)
b) Se ||xF*tt — zF |2 + ||lyF ! — 4|12 > 2(1 + B)n (Passo hibrido).
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Definir Mgy = A, (58 g771) = (2%, %)+ [(@*HE, 5 = (28, 5°)
(B~ 6%

P+ — 2]+ [y — ]

onde py, =
Vamos comentar algumas questoes de interesse sobre o algoritmo.

Observagao 3.2.13.

1. Para a inicializacao do algoritmo podemos considerar, por exemplo, o
segquinte caso simples,:
0 € R™, 2% € R"++ solucdo de x°—(20)~1 =29 N\ =
(Moz®) " e 70 =y

E facil ver que

B 0 __
0+o) Y

R (2°,5% Ao; 2°) = Xo(Ma® + b —¢°) + (20 — 2°) = Ao(Ma® +b)
Ra(2%, 4% A0 9°) = doz” + (4° = 5°) = (") "' = 0.

Portanto, 5(x°, 3% \o; 2°) = ||[Ao(Ma° +b)||?> = 5% e estamos na vizin-

hanca de uma curva log-quadrdtica.

2. Observemos que calcular o valor de Oy, definido no passo 1), se reduz
a achar a solucdo de uma equacao quadrdtica, logo seu cdlculo ndo

acrescenta complexidade alguma ao algoritmo.

No seguinte teorema temos as propiedades fundamentais do algoritmo

A2.
Teorema 3.2.14.
i) O algoritmo A2 estd bem definido.

ii) Se o LM CP(F) tem solucdo, entdo existe K1 > 0 tal que Vk > Ky, ||2F—
|12+ |ly* — 7% < 2(1 + B)n, isto é, o mimero de passos hibridos do

algoritmo € finito.
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iii) Se o LMCP(F) tem solugio , entdo existem 6 € (0,1) e Ky > 0 tal
que Vk > Ko, M1 > (14 0)\g, isto é, temos convergéncia Q-linear

da sequéncia {i}k N a 0 quando k — +oo.
€

iv) Se o LMCP(F) tem solugdo, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo

€ limitada e seus pontos de acumula¢do sao solugoes.

Demonstragdo. i) Vamos supor que para um certo k € N, temos (z*,7*) €

R", xR, (zF,5%) € R® x R™, A\, > 0, que satisfazem

y* >0, o yF g ER gh) < B2 (3.49)

Entao, pelos Lemas 3.2.1, 3.2.3 e o Teorema 3.2.6, segue-se que os passos 1

e 2 do algoritmo estdo bem definidos, e o novo iterado (zF*1, y*+1) satisfaz
k+1 Skl k1 y k. ok 4
YT >0, 0@ Tyt At ) < B

No passo 3, no caso a) pela Proposigao 3.2.9 e no caso b) por i) da Proposigao
3.2.12 i), segue-se que (ZFH1, gFt1) € R, xR", (a1, y*1) e R" x R,

Ai+1 > 0, satisfazem

S k+1 ) k41, L =k41, k41 2
5(x+,y+,5k+17x+,y+)§ﬁ.

Observemos que a positividade estrita de Agy1 segue trivialmente. Desta
forma, notando-se que para k = 0 (3.49) é satisfeita, segue por indugao
completa que o o algoritmo esta bem definido.

ii) Apés K7 passos de Newton, por ii) da Proposicao 3.2.12, temos que

/2
((0,750). S5c(F)° < (@, 7). Syee(F) - | £ =B

j:L---,Rl,

logo, somando as desigualdades

) _ B/ o - ki, iR
K [ﬁ2((11+ 5)(1/;2 ] < d(@. 9, Sirc(F))” = d((@,g5), Siye (1)

< d((z°,9°), S(F))*.
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Portanto, o niimero de passos hibridos no algoritmo fica limitado por
Ky < d(@,S(F))*/(8*(1 - §)"/*n'/?)

e segue o resultado.

iii) Para k > K71, onde K é a constante definida no item ii), temos que
2% — Z%)% + ||ly* — 7*]|? < 2(1 + B)n, logo o algoritmo s6 executa passos de
ponto interior (Passo 3 a). Da definigdo do passo 3 a) no algoritmo, temos
que

Aet1 = (14 0k) A,

onde
O = (8= B%)/(laFT — 2% + [y — 77| + n(/2) + 52).

Observemos que, definindo 6 = (6—52)/(2(2(1+ﬁ)n)(1/2)+n1/2+5, segue-se
que

0, > 60 > 0, para todo k > K.

Desta forma obtemos o resultado.
iv) Observemos que, para todo k > Kj, onde Kj é a constante do item

ii), o algoritmo s6 faz iteragoes de ponto interior, portanto vale que
Sy N ey < B2 <1, VEk> K.

Logo, pela Observagao 3.2.8, segue-se a limitagao da sequéncia {(xk, y*) }keN'
Vejamos agora que os pontos de acumulagao sao solugoes. Vamos supor que
(Z,9) é um ponto de acumulagao da sequéncia. Da linearidade do primeiro

grupo de equagdes do sistema de Newton (3.31), segue-se que
N1 (MaF +b— %) 4 2b — 381 =0

Passando ao limite na subsequéncia convergente a (Z, §) e usando-se a limitagao

da sequéncia {(2*,y*, ¥, 7*) }ren, obtemos

Mz +b=1j. (3.50)
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Temos que (xk, yk) € R" x R}, para todo k € N, logo, segue-se que

(,9) e R" x R (3.51)
Agora, da condicao ||M\z® 4+ (y* — 7F) — (yF) 7Y ((Y’f)—2+1)_1 < f3, segue-se
que
e [ R0 - ] 1] < 8 parai=12,
W+ = e

donde obtemos

L= (M7 + 125

IA

Ae(WF)i(2)i + (P ()i — (77)i]

3.52
L+ ((y%),° + 1)/, (352

IN

parai=1,2,...,n.
Dividindo por Ax e passando ao limite quando k& — 400 na subsequéncia,
segue-se que
#'4" =0, para todoi € {1,...,n}. (3.53)
Definindo os conjuntos J := {j € {1,...,n} |g; >0} el :={1,...,n}\J =
{j €{1,...,n} | g; =0}, segue de (3.53) que
i/ = 0 para todo j € J. (3.54)
Para i € I e k suficientemente grande, vale que % > ((y%); + 1)A/2) | logo,
de (3.52), temos que

0 < (y); [/\k(a:k)i + () — (gjk)l} , para todo i € I.
Portanto, usando que y* € R’ ,, para todo k € N, obtemos

kY. _ (kY.
_ [W] < (q;k)z7 para todo ¢ € I,
k

Observemos que do item iii), segue-se que limg_, o Ay = 400, logo fazendo

k — 400, segue-se que
0< 2 para todo i €
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Isto, combinado com (3.54), implica em
i€ R (3.55)

Desta forma, de (3.50), (3.51), (3.53) e (3.55), segue-se que (&,7) é solugao
do LMCP(F). O

Finalmente apresentamos um resultado de complexidade do algoritmo
A2.
Dado € > 0, dizemos que (x,y) € R} xR} é uma e-solucao do LMCP(F),

(z,y)

n

IA

€.

Teorema 3.2.15. Sejam (z°,3°) € R" x R7,, (2°,7°) € R" x R" X\ >
0, B €1[0,1/2] tais que, 5(z°,1% X\o; 2 5°) < B2. Dado € > 0, o algoritmo
A2 atinge uma e-solugio do MLCP(F), apds

% =0 Qx* 2
}_10 E—l— d(z”, Syyc(F))

0 g B (52(1_5)1/2711/2)

iteracoes, onde
K = max{|M||2(1 + B)n) M2 1} e 6 = 1/(2(1 + B)n1/? + 5% 4+ n1/2),

Demonstragao. Ap6s um passo de Newton, temos, pelo Lema 3.2.4 e por iii)

do Lema 3.2.2, que

_ — — — 2
)\kxk+1 + yk+1 _ yk _ (yk+1) 1_ _(YkJrl) 1((Yk) 1d]yg)

(YR rdY || < (a®, yF; \s )12 < B

k1 _ —k
Logo, definindo gF+! = yFt+1 e ghtl = gh+l 4 %, segue-se que
<i,k+1 Qk+1>
0< 1/ — 0w < T g a2 ),
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donde, obtemos
~k+l sk41
@I ),
n

0<

Pelo Lema 3.2.4, temos que, apds o passo de Newton

Ak(Mxk+l + h— yk+l) 4 .’Ek+1 o j}k — 07
portanto, vale que

Mo (MR 4 b — ght1)y 4 ghtt —gh = N (Mah ! 4 b — bl 4 bt — b
M (ykL — gk
= M@y -g").

Desta forma, segue-se que ap6s K passos de Ponto interior(Passo 2a no
algoritmo A2) e K; passos hibridos (Passo 2b no algoritmo A2), onde K é

a constante definida em ii) do Teorema 3.2.14, que limita superiormente o

numero de passos hibridos, vale que

IMER b — g

IN

M|y — %1/ A
< M| 201+ B)n)H2 /N, (3.56)

< ML+ B)n) 2/ (1 +6) N,

~k+1 ~k+1
(zhtl ght

0< n> <1/Ae <1/(1+0)K N, (3.57)

onde @ ¢é a constante definida no item ii) do Teorema 3.2.14. Logo, para K

tal que
IM[[2(1+ B)n) 2 /1 +0)K X < e, /A <1/(1+60)5 N <e,

obtemos uma e-solugao do problema. Logo podemos considerar K tal que

- K
Klog(1+6) > log —,
€

onde K = max{||M|(2(1 + B)n)/?) 1}. Fazendo uso da desigualdade
log(1+ z) < z, para todo z € R4, segue-se que basta tomar K tal que

1 K
K > -log—.
0 €
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Portanto, lembrando que o ntimero de pasos hibridos do algoritmo esté lim-
itado por d(z°, S3;0(F))%/(8%(1 — 3)}/?n1/2) | a nossa estimativa final do
nimero de passos, necessarios para atingir uma e-solucao, vem dada por

1 K d(z°, S}"MC(F))2

glog_—+ (21— B)/2nl/?)
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Apéndice A

No seguinte resultado, vamos deixar de lado a convergéncia controlada dos
parametros a zero, e mostrar um exemplo da nao limitacdo da trajetoria
log-quadr tica para o problema de complementaridade mondtono.

Proposigao A.0.16. Sejam (71,72) = (0,0) e T : R?> = R? o operador

linear mondtono definido por

T(a:l, xg) = (mg, —a;l).

m

Entao, a trajetoria log-quadratica (p,v) — (ﬂsl(u,y;i),xg(u,y; i)), (1, v)
R?H_ estd bem definida e para toda sequéncia {(uk,Vi)}ren convergindo a
(0,0) e tal que limy_ 4 oo(pn/vi) = +00, a sequéncia {(zhz5)}ren € ndo

limitada.

Demonstragdo. T é monétono maximal e satisfaz H1), portanto a trajetéria

log-quadrética estda bem definida e temos que ela é a solucao de

0= (9, —x1) + v(ze,21) — pu(1/21,1/29), (21,22) > 0.

Reescrevendo o sistema anterior, segue-se que

o +vxy — (p/z1) = 0, oy +va?—p = 0,
—z1 +vae — (p/x2) = 0, = —maa+ved—p = 0,
(1'1,1'2) > 0, (IL‘l,l‘g) > 0,

= v(z? + 23) = 2.

110



Desta forma
(v 2,9) |17 = 2(u/v).

Da desigualdade anterior segue o resultado. O

No resultado a sequir vamos construir um operador mondtono maxi-
mal nao linear T satisfazendo HI1 e tal que o correspondente MCP(T) é
degenerado; vamos provar que mesmo tomando u(t) = v(t) = t a curva

t— x(u(t),v(t); ) nao é convergente.

Proposicao A.0.17. Sejam as aplicagoes continuas p(t) = v(t) =t. Entao
existe um operador mondtono mazimal T : R?> = R?, tal que a curva t —

(x(u(t),v(t); T) nao é convergente.
~ : 0 - R2 2
Demonstragao. Consideremos a funcao ¢ : R7, — R
P(x1,x2) = (3 + 23)/2 —Inz — Inas,

e definamos as sequéncias

o= (1,1/2%),
ek — (5/6, 1/22kz+1)’
ol = v¢($’1€axl2€) :(xllc_l/xllcaxé_l/xg)ﬁ k=0,1,....
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Vamos considerar, sem perda de generalidade, n > m > 1, temos que
<V¢(xm)a " — $m> = <Um’xn - $m>
= (ol = 1/ aff = Vo). (o} — 2Pt — ) )
= (" = 1/2") (2] — 2T") + (23" — 1/27") (2 — 27")
(1/2m —2m)(1/2™ —1/2™), se m é par,
(5/6 —6/5)(1/2™ —5/6)) + (1/2™ —2™)(1/2™ — 1/2™), se m é impar.
[ (1/2m —2m)(1/27 — 1/2m), se m é par,
=19 (5/6—-6/5)(5/6 —5/6) 4 (1/2™ — 2™)(1/2™ — 1/2™), se m é impar e n é impar,
(5/6 —6/5)(1 —5/6) + (1/2™ —2™)(1/25 —1/2™),  se m é impar e n é par.

[ (2m —1/2m)(1/2m — 1/27), se m é par ,
=9 (1/2m =2m)(1/2" —1/2™), se m é impar e n é impar,
[ —(11/180) + (2™ —1/2™)(1/2™ —1/2"), se m é impar e n é par.

> —(11/180) + (2™ — 1/2m)(1/2™ — 1/27).
(A1)

Note-se que (2™ —1/2™)(1/2m—1/2") = (1-1/4™)(1—1/2"""™) e da hipétese
sobre n e m, segue-se que (1—1/2""") > (1-1/2) e (1—-1/4™) > (1—-1/4).
Logo, da ultima desigualdade de (A.1) obtemos que

(Vp(z™), 2" — 2™) > —(11/180) + (1/4)(1/2) = (113/130) > 0.  (A.2)

Agora, definamos a sequéncia

Para k=1,2...,

)\k+1 = max;—1.. .k )\k(<v¢($k+1), l’k+1 — $]>/<V¢(x])7 ij+1 _ 33']>) .

Note-se que de (A.2), segue-se que o denominador é estritamente positivo,

logo a sequéncia estd bem definida. Pela monotonia da funcao ¢, segue-se
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que

(Vo(a"th), 2" —ad) > (Vo(al), aFT — 27)).
Logo, da definigao segue-se que Apy1 > Ak, e sendo A\; = 1 > 0, obtemos
por indugao completa

A > 0, para todo k € N.

Consideremos o caso em que k + 1 é um nimero par. Segue da defini¢ao de

¢ (ver A.1) que

<V¢(xk+1),xk+1 _ xk>/<v¢(xk),xk+l _ xk) —
= ((1/2k+1 — 2k Fly(1 28+ —1/2k)) /(2% — 1/2F)(1/2F — 1/2FF1) — (11/180))
= (1—1/481)/((1 —1/4%)(1/2) — (11/180)) — 180/79 > 1, quando k — +oo0.

Logo, da desigualdade
Met1 = N [(V(aF ), ab T —ad) /(W (2), ¥ —a) |, para j=0,1,... .,k
(A.3)

segue, por indugao completa, limg_.1 Ay = +00. Agora, novamente de

(A.3), temos que
(Vo) /Ag), & —a?) > (V&) [ Apya), &' —al), para j=1,2,... F,
ou seja

<[—(V¢(a¢k+1)/)\k+1)}—[—(V¢(xj)/)\j)] P20y >0, para j=1,2,... k.
(A4)

Por tanto, definindo T'(z%) := —(V¢(z¥)/A;) : R*> = R? com D(T) :=

{2} 1en segue de (A.4) que T é monétono. Considerando agora sua extensio

monétona maximal T : R? = R?, segue-se que

0 € T(z*) + (Vp(zF) /A1), para todo k € N.
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Da defini¢ao da sequéncia {xk}keN, temos que x = x(u(1/Ag), v(1/Ak); T),
para todo & € N. Desta forma, obtemos que a curva t — (ac(,u(t), V(i);i?)

nao é convergente. O
Observagao A.0.18.

1. Observemos que no exemplo anterior, pelo Coroldrio 2.1.10, temos que

os pontos de acumulagao da trajetoria log-quadrdtica sao solugoes do
MCP(T).
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