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Introducao

“Se esse mundo nao fosse uma regiao de
espiritos desatentos, era escusado lembrar
ao leitor que eu so afirmo certas leis, quando
as possuo deveras; em relacdo a outras

restrinjo-me a admissao de probabilidade.”

Machado de Assis

Memdrias Pdstumas de Brds Cubas

O modelo matematico de percolagao foi introduzido em 1957 por Broadbent e Ham-
mersley [7] com o objetivo de descrever a propagagao de um fluido em meio poroso. Va-
riantes do modelo de percolacao também ja foram usadas em modelagem de propagacao
de epidemias e circuitos elétricos aleatérios.

A teoria de percolacao faz uso de técnicas de varios campos do conhecimento como
Combinatéria, Probabilidade, Mecanica Estatistica e Andlise. E tem sido desenvolvida
continuamente desde suas origens até os dias atuais, tendo tido um grande impulso a
partir do fim da década de 70 e inicio da década de 80; um marco neste periodo é o
surgimento do importante livro Percolation theory for Mathmaticians de Harry Kesten.

De modo geral, os problemas de percolacao tém a peculiaridade de normalmente serem
simples de enunciar e dificeis de solucionar, alguns problemas de enunciado simples sao
problemas em aberto até os dias atuais!

Este trabalho trata do estudo de alguns modelos de percolacao dependente em Z2. A
motivacao para o estudo de tais modelos é que ao contrario do caso independente, no caso
dependente a caracterizacao da transicao de fase é mais dificil. Outra motivacao é que
o modelo de percolacao dependente de elos em Z? tem relacao com outros modelos tais
como o problema de Winkler de compatibilidade de seqiiéncias, percolagao de palavras
no regime de altas densidades, percolacao na Rede Esticada entre outros.

No primeiro capitulo, definimos o modelo de percolacao independente e enunciamos

alguns resultados sobre modelos independentes que serao tteis nos capitulos seguintes,



como a desigualdade FKG e a Formula de Russo.

No segundo capitulo, definimos o modelo de percolacao dependente de elos em Z? que
é o principal objeto de estudo deste trabalho; enunciamos um teorema de transicao de
fase para este modelo que garante percolacao em certa regiao dos parametros do modelo;
este é o resultado principal da tese (teorema 2.2.1).

Em seguida definimos o modelo de percolacao na Rede Esticada, outro modelo de
percolacao dependente desenvolvido por Jonasson, Mossel e Peres em [16]. Enunciamos o
teorema que caracteriza transicao de fase na Rede Esticada em d > 3 conforme mostrado
em [16]; em [16] é conjecturada a existéncia de percolacao na Rede Esticada em d = 2, fato
que também foi objeto de estudo de [15]. Mostramos que a existéncia de percolagao em
nosso modelo de percolacao dependente de elos em Z? implica na existéncia de percolacao
na Rede Esticada em d = 2, provando a conjectura contida em [16].

O capitulo 2 termina com a prova do teorema principal da tese. Ha dois ingredientes
basicos na prova deste teorema; o primeiro ¢ a prova de que ha percolacao em um modelo
de percolacao de elos em Z? em que h4 dois tipos de elos com as respectivas probabilidades
de estarem abertos diferentes, estes dois tipos de elos estao distribuidos segundo um
padrao hierdarquico, tal modelo serd denotado por percolacao na Rede Hierarquica. O
segundo ingrediente é o uso de técnicas desenvolvidas por Kesten, Sidoravicius e Vares
em [19] na prova da existéncia de transicao de fase em um modelo de percolagao de sitios
dependente e orientada em Z?2, tais técnicas permitem comparar o modelo de percolagio
dependente de elos em Z? com o modelo de Percolacao na Rede Hierdrquica, de modo a
garantir percolacao no primeiro modelo. Na secao 2.3 descrevemos rapidamente o modelo
estudado em [19] e explicamos o agrupamento combinatério 14 desenvolvido, agrupamento
este que serd extremamente 1til na prova do teorema principal e na secao 3.2.

O terceiro capitulo trata do problema de Percolacao de Palavras e é dividido em duas
secoes. A primeira secao trata da questao de percolacao de palavras em meio aleatorio,
conforme introduzido em [3]. Uma palavra é uma seqiiéncia bindria, isto é, um elemen-
to do conjunto {0,1}"; em [3] é mostrado que cada palavra é vista em configuracoes
aleatorias de Z¢ ou Z% (orientado) com probabilidade 0 ou 1, além disso é mostrado que
o conjunto das palavras que sao vistas com probabilidade 1 tem probabilidade 0 ou 1. E
demonstrado em [19] que quando as probabilidades de aparecerem 1’s, tanto nas palavras
quanto nas configuragoes de Z¢ ou Z%, sdo ambas suficientemente préximas de 1 ou ambas
suficientemente préximas de 0, a probabilidade do conjunto das palavras que sao vistas
com probabilidade 1 é 1 e nao 0; analogamente mostramos que quando as probabilidades
de aparecerem 1’s na palavra e nas configuracoes de Z‘_{ sao suficientemente préoximas de

0Oel (oule0), respectivamente, a probabilidade do conjunto das palavras que sao vistas



com probabilidade 1 é 0 e nao 1.

A segunda secao deste capitulo contém alguns resultados sobre percolacao de palavras
em meios deterministicos, o que nos permite provar que o conjunto das palavras que
sao vistas a partir da origem em algumas estruturas hierarquicas, como o Carpete de

Sierpinsky, tem probabilidade estritamente positiva.



Capitulo 1

Nocoes de Percolacao em meio

independente

Neste capitulo, iremos descrever, muito rapidamente, o modelo de percolacao indepen-
dente e enunciar alguns resultados basicos que serao importantes para a compreensao do
restante da tese. Os livros de Grimmett [12] e Kesten [18] sao os textos cldssicos de pe-
colagao e servem como referéncia para tudo (e muito mais!) que sera dito neste capitulo;
em lingua portuguesa, podemos destacar a monografia [11], que serve como uma rapida

introducao aos principais resultados e técnicas de percolacao independente.

1.1 O modelo e definicoes basicas

Seja G = (V,E) um grafo infinito, localmente finito, onde V e E sdo os conjuntos
de vértices (sitios) e elos de G, respectivamente. A cada elo ou sitio associamos uma
varidvel aleatéria que assume os valores 0 (fechado) ou 1 (aberto), sejam (p,)vey € (Pe)eck
seqiiéncias tais que 0 < p,,p. < 1, Vv € V,e € E, onde p, (respectivamente p.) é a
probabilidade do vértice v (respectivamente, do elo e) estar aberto.

Considerando que todos os elos e sitios estao abertos ou fechados independentemen-
te, o espaco de probabilidade que descreve o modelo é (Q, A, P), onde Q = {0,1}V x
{0,1}*, A = o(cilindros) e P = [],cybp, X [1ocr bp., onde b, é a medida de Bernoul-
li de parametro a. Alguns casos particulares de especial interesse sao os modelos ho-
mogeneos: percolacao de elos, quando p. = p, Ve € Eep, =1, V v € V; percolagao
de sitios, quando p, = p, Vv € Vep, = 1, Ve € E e percolagao mista, quando

Pe =Py =P, Ve €E Vv eV, Devido a importancia deste ultimo caso no capitulo
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2, os resultados deste capitulo serao enunciados no contexto de percolacao mista, sendo
que denotaremos por PJ" a respectiva medida de probabilidade, o super-indice m se re-
fere ao fato de trabalharmos no modelo misto. Nos capitulos seguintes, outros modelos
aparecerao e a respectiva medida de probabilidade sera denotada de maneira diferente,
contudo, isto ficara claro no contexto.

Inicialmente, uma pergunta de interesse é sobre o comportamento do conjunto de
vértices abertos que estd conectado a origem por um caminho de elos e sitios abertos.
Mais precisamente, para cada = € V seja C, = {y € V;y < zx}, onde a notacao y <> x
quer dizer que x estd conectado a y, isto é, existe caminho, v = (x, ey, vy, ..., e,,y), de
elos e sitios todos abertos, aqui e; é o elo (v;_1,v;), Vi=1,...n (v = z,v, = y). Em
particular, se z esta fechado, temos que C, = (). O conjunto C, é o aglomerado de sitios
de x ou simplesmente o aglomerado de x.

A primeira pergunta a respeito dos aglomerados é sobre a sua cardinalidade, isto é,
dado o vértice x, qual a distribuicao da variavel aleatoria #C,. Em grafos com invariancia
translacional, as variaveis aleatérias #C, tém a mesma distribuicao para todo x € V,
portanto podemos concentrar as atencoes no aglomerado da origem, Cy, que serd denotado
simplesmente por C. Usaremos também a notacao (0 <+ 0o) para o evento {w € Q; #C =
+00}.

Mais especificamente, gostariamos de saber qual a probabilidade de C' ser infinito. Para
isto, considere a fungao 6™(p) : [0, 1] — [0, 1] definida por 6™ (p) = P;"{w € Q; #C = oo}.
O seguinte resultado é largamente conhecido e caracteriza uma transicao de fase no modelo
de percolacao. Em [8], hd uma prova do teorema abaixo no contexto de percolacao de

elos e sitios.

Teorema 1.1.1 Seja G = (V,E) , onde G = Z%, d > 2. Entdo, existe um ponto critico
pe(d) € (0,1) tal que

. =0, p<p(d)
) { 0. p> pold). (-

Pela Lei 0-1 de Kolmogorov temos que 6™(p) > 0 é equivalente ao fato de existir
vértice z tal que #C, = oo P" g.c. . Portanto o teorema acima nos indica a existéncia
de duas fase distintas: a subcritica, quando p < p., caracterizada pela nao existéncia de
aglomerado infinito (quase certamente) e a fase supercritica, quando p > p. e ha (quase

certamente) aglomerado infinito.



Uma das perguntas simples de enunciar e dificeis de responder é sobre o compor-
tamento de #™(p) no ponto critico. Sabemos que, para o modelo homogéneo de elos,
O(p.) = 0 quando d = 2 ([17]) e quando d > 19 ([14]), o comportamento de #(p.) em
outras dimensoes continua em aberto até os dias atuais.

Uma ultima observacao é que resultados como o teorema 1.1.1 também sao verdadeiros
em outros grafos além de Z¢ como por exemplo, no modelo de percolacio orientada em
Z%. No modelo de percolagao orientada, consideramos apenas os caminhos orientados,
isto é, aqueles cujos elos sao percorridos apenas na direcao positiva.

Dados G = (V,E) e vy € V, definimos a norma do grafo G, com origem em g, como
a fungdo || || : V — N definida por ||v]| = inf{|y|; v é caminho que liga vy a v}, onde |.|
¢ o nimero de elos do caminho ~v; quando o grafo tiver uma origem ébvia iremos dizer
simplesmente a norma do grafo sem mencionar a origem. Quando V = Z% ou Z¢ usaremos
também a norma || ||s, definida por ||v|lee = max{|v;|;i =1,....,d}, Y v = (vy,...,v4) € Z¢

ou Z<.
1.2 A desigualdade FKG e a Férmula de Russo

No conjunto de configuracoes €2, considere a seguinte ordem parcial. Sejam w,w’ € €,

dizemos que w < w' se e somente se w, < w,, V2 € VUE.

Definicao 1.2.1 Dizemos que o evento A € A € crescente se para todo w € A, temos

!

que W' € A, V w < W'. Dizemos que o evento A € decrescente se seu complementar é

crescente.

A seguir, enunciaremos dois importantes resultados sobre eventos crescentes, a desi-
gualdade FKG e a Férmula de Russo. As demonstracoes destes resultados podem ser

vistas em qualquer uma das referéncias [11], [12] ou [18] anteriormente citadas.

Teorema 1.2.2 (Desigualdade FKG) Sejam A,B € A eventos ambos crescentes ou

ambos decrescentes. Entao, temos que

P(AN B) > P(A)P(B).

De fato, a desigualdade FKG ¢é um resultado bastante intuitivo, pois eventos crescentes
sao aqueles que sao favorecidos com a abertura de elos ou sitios, portanto a ocorréncia de

um evento crescente favorece a ocorréncia de outros eventos crescentes.



Definicao 1.2.3 Sejam x € VUE um elo ou sitio qualquer, A € A um evento qualquer
e w € Q uma configuracdo. Dizemos que o elo ou sitio x € pivotal para o par (A,w),
sew€eAew ¢ A ouw ¢ Aew €A, ondew € a configuracao obtida a partir de w

trocando-se apenas o estado do elo ou sitio x, isto é

() :{ w(y), sey#Fu

1.2
1 —w(y), sey=uz. (12

Teorema 1.2.4 (A Formula de Russo) Sejam A evento crescente que depende apenas de
uma quantidade finita de elos e sitios, v um elo ou sitio qualquer e p, a probabilidade de
x estar aberto. Entao, temos que
OP(A)
oD

= P{w € Q;z € pivotal para (A,w)}.

Em particular, para o modelo de percolagao homogéneo de elos e sitios, temos que

dP"(A)
dp

= [E, [ndmero de elos e sitios pivotais do evento AJ.



Capitulo 2

Percolacao em meio dependente

2.1 Motivacao

De modo geral, ao contrario dos modelos de percolacao independente, os modelos
de percolacao dependente sao mais dificeis de serem estudados. A caracterizacao da
transicao de fase, quanto a percolacao ou nao, ¢ bem mais dificil de ser mostrada nos
modelos dependentes.

Normalmente, a dependéncia estd associada a aleatoriedade do meio e esta pode se
manifestar de diversas maneiras. Os primeiros trabalhos nesta dire¢do foram [24] e [25]
que estudaram modelos de Ising bidimensionais em meio aleatério.

Dois exemplos de modelos de percolacao dependente sao o de percolacao na Rede
Esticada, introduzido por Jonasson, Mossel e Peres em [16] e o modelo de percolacao
de sitios orientada dependente, desenvolvido recentemente por Kesten, Sidoravicius e
Vares em [19]; ambos serao discutidos nesta tese. No contexto de percolacao dependente
podemos também citar os trabalhos [1], [21] e [27]. Cabe citar também alguns trabalhos
que tratam de questoes sobre o processo de contato em meio aleatério, como os artigos
[6], [21] e [23].

O objetivo principal deste capitulo é introduzir um modelo de percolacao de elos,
dependente, em Z2. Mostraremos que a existéncia de percolacao neste modelo (com
mais uma hipdtese razoavel que serd descrita adiante) implica na existéncia de percolagao
na Rede Esticada em d = 2, fato que é conjecturado em [16]. Em seguida, utilizamos
as técnicas desenvolvidas em [19] para provar a existéncia de percolagdo no modelo de

percolacao dependente de elos em Z?; portanto, provando a conjectura de [16] em que ha



transicao de fase na Rede Esticada em d = 2.

2.2 Percolacao de elos dependente em Z°

Considere o seguinte modelo de percolacao de elos em Z2. Para cada i € Z, os
conjuntos de elos &, = {{(@1,22); (y1,y2)) € E(Z?);21 = i,y1 =i+ 1,29 = yo} € Yy =
{(z1,22); (Y1, y2)) € B(Z?); 29 = 4,y2 = i + 1,21 = y;} sdo chamados de i-ésima escada
vertical e i-ésima escada horizontal, respectivamente. Dados os parametros d,p;,ps €
(0,1), p1 < ps, associamos a cada escada o estado boa (ou 0) ou ruim (ou 1), de maneira
independente, com probabilidade 1 — § e §, respectivamente. Para cada elo e € E(Z?),
seja £(e) a escada que contém o elo e. Dada a configuragdo com os estados de todas as
escadas (boas ou ruins), (X (&i,))iez, (X (€4))iez, atribuimos a cada elo os estados aberto

ou fechado (1 ou 0), independentemente, da seguinte maneira:

Py, s (€ 6 aberto| (X (&)))icz, (X (€x))iez) =
= 1— Ps,, (€ 6 fechado| (X (&))icz, (X (E4))icz) =p2,  se X(&(e)) = 0;
Py, ps (e & aberto| (X (&)))icz, (X (€x))iez) =

= 1— Ps, (e é fechado|(X (&)))iez, (X (€)))iez) =p1 ., se X(&(e)) = 1.

Para cada elo e € E, seja Y, a variavel aleatoria que indica o estado de cada elo (aberto
ou fechado, 1 ou 0, respectivamente), se e e f sao elos pertencentes 4 mesma escada,

podemos observar que

E57I71,p2 (an) - E&Phpz (n)E5,p1,p2 (Yf) = 6(1 - 6) (pl - p2)2 >0

isto é, os estados dos elos situados em uma mesma escada tém correlacao positiva, portanto
nao sao variaveis aleatorias independentes; de modo anadlogo podemos observar que os
estados de elos situados em escadas distintas sao independentes.

A partir daqui, iremos nos referir ao modelo acima simplesmente por percolacao de-
pendente em Z2. De fato, o caso interessante é quando p; < p.(Z?) < p,, neste caso
mostraremos a existéncia de percolacao para ¢ suficientemente pequeno. Este é o resul-

tado principal da tese.



Teorema 2.2.1 Euxiste py < 1, tal que ¥ p1 > 0,V py > po, existe g(pl,pg) com a pro-
priedade que ¥ 0 < g(pl,pg) temos que P, ,,(0 <> 00) > 0 no modelo de percolagao

dependente em Z2.

Em [16], é provado resultado andlogo ao teorema acima, no contexto de percolagao
orientada em Z4, com d > 3.

Na realidade, a prova do teorema acima nos permite concluir algo um pouco mais
forte. A prova indicard que o aglomerado infinito (que contém a origem) atravessa todos
os feixes de escadas ruins segundo uma linha reta; isto é, ao atravessar um feixe de escadas
ruins consecutivas, o aglomerado utiliza apenas os elos deste feixe. Isto por sua vez nos
permite mostrar a conjectura contida em [16] para a Rede Esticada em d = 2, conforme

descreveremos a seguir.

2.2.1 Percolacao na Rede Esticada

Percolacao na Rede Esticada é um modelo de percolacao em meio dependente, introdu-
zido em [16], descrito da seguinte maneira: em R?, para cada um dos d eixos coordenados,
realize processos de Poisson independentes, todos com a mesma intensidade A. No primei-
ro eixo, em cada ponto do processo de Poisson construa um hiperplano de codimensao 1
perpendicular ao eixo, repita este procedimento para todos os d eixos coordenados. Apos
isto, temos que o espaco R? ¢ dividido em diversos paralelepipedos; a Rede Esticada ¢ o
grafo cujos vértices e elos sao os vértices e elos destes paralelepipedos, sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que a origem da Rede Esticada é o vértice situado no primeiro
octante de R mais préximo da origem de R?. Observe que a Rede Esticada é um grafo
isomorfo a Z“ e cada paralelepipedo tem arestas (elos) cujo comprimento ¢ uma varidvel

aleatéria com distribuicao exponencial de parametro .

Figura 2.1: Um trecho da Rede Esticada
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Além disso, temos a seguinte relacao de dependéncia entre os comprimentos dos elos,
seja (Le)ecr a seqiiéncia de comprimentos dos elos, entao temos que L, ~ exp(\) Ve € E,
L. = L. se e somente se ¢ pode ser obtido como uma translacao de e, ortogonal a reta
que contém e; caso contrario, temos que L. e L. sao independentes.

Dados os comprimentos de todos os elos, (Le)ecr, definimos o espago de probabilidade
(Q, A, Pr), onde Q = {0,1}F, A = o(cilindros) e P;, é a medida produto, onde para cada
elo definimos a probabilidade marginal do elo estar aberto ou fechado (1 ou 0) da seguinte

maneira:
Py (e é aberto) = exp(—L,) =1 — Pp(e é fechado).

Ou seja, dada a configuracao dos comprimentos de cada elo da Rede Esticada, os estados,
aberto ou fechado, de cada elo sao varidveis aleatoérias independentes. Porém, desco-
nhecidos os comprimentos de cada elo, podemos ver que os estados, aberto ou fechado,
de dois elos, que podem ser obtidos um através do outro por uma translacao ortogonal
a reta que contém o primeiro, tém correlagdo positiva. A partir daqui, para a Rede
Esticada usaremos as notacoes P, 1, e Py para as medidas de probabilidade condicionada a
configuragao (comprimento dos elos) e nao condicionada a configuracao, respectivamente.
Abaixo, temos um resultado contido em [16], cuja prova serd omitida, que caracteriza

uma transicao de fase na Rede Esticada.

Teorema 2.2.2 Considere a Rede Esticada d-dimensional, entao:

1
i) Vd > 2 Py(0 < c0) =0, se)\gﬂ;

it) Vd >3 Py(0 <> o0) >0, se A\ € suficientemente grande.

Portanto, para d > 3, o teorema acima mostra uma transicao de fase em A. O fato crucial
da prova do item i) do teorema anterior funcionar apenas em d > 3, tem a ver com a

seguinte definicao:

Definigao 2.2.3 i) Sejam G = (V,E) um grafo e vy € V, denotaremos por Y(G,vq) a
colecao de todos os caminhos, @, infinitos, sem auto-interse¢ao, que partem de vy e cujo
n-ésimo vértice de o dista exatamente n de vy (na métrica do grafo).

ii) Dado 0 < v < 1, dizemos que uma medida de probabilidade p em Y(G,vg) tem
intersecao de caudas com decaimento exponencial com parimetro v (notagio EIT(v)),
se existe constante positiva C, tal que p x u{(p,¥); | N > n} < CV", onde |pN | €

o numero de elos em comum entre os caminhos @ e 1.
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Na prova da parte ii) do teorema anterior, o seguinte lema é essencial.

Lema 2.2.4 Para todo d > 3, existe v(d) < 1 e uma medida de probabilidade suportada
em (G, vg), tal que p é EIT(v(d)).

Quando d > 4, [9] mostra que a medida uniforme é EIT, a prova da existéncia de
medida EIT d = 3 é feito em [4] e quando d = 2 [16] observa que nao existe medida
EIT. Portanto, os métodos do artigo [16] para a parte i7) do teorema anterior se aplicam
somente quando d > 3.

Conforme mencionado anteriormente, a prova da conjectura de que ha transicao de
fase na Rede Esticada em d = 2 é uma conseqiiéncia do teorema 2.2.1, com a restricao
adicional que o aglomerado infinito atravessa os feixes de escadas ruins segundo uma linha

reta. Este é o conteudo do proximo teorema.

Teorema 2.2.5 FExiste A suficientemente grande tal que hd percolacao na Rede Esticada

bidimensional, isto é, Py\(0 <> co) > 0.

Demonstracao: Tome p tal que p; < p < 1, onde py é dado pelo teorema 2.2.1. Na Rede

Esticada, dizemos que um elo é de classe n se —nlogp < L. < —(n + 1) logp. Portanto,

p" T < Py(e esté abertole é de classe n) < p"

se n = 0 dizemos que o elo é bom, se n > 1 dizemos que o elo é ruim de classe n.

A Rede de Transicao é o grafo formado a partir da Rede Esticada, introduzindo n — 1
vértices em cada elo ruim de classe n, de modo que cada elo ruim de classe n é substituido
por n elos ruins de classe 1. Dado o grafo da Rede de Transicao, os elos estao abertos
ou fechados independentemente, sendo que a probabilidade de estar aberto é p ou p?, nos
casos do elo ser bom ou ruim, respectivamente.

Como a probabilidade de um elo bom na Rede Esticada estar aberto é exp(—L.) > p
e de um elo ruim de classe n estar aberto é exp(—L,) > p"™ > (p*)",V n > 1, podemos
comparar os dois processos de modo que percolacao na Rede de Transicao implique em
percolacao na Rede Esticada.

Seja § = g(pQ,p) dado pelo teorema 2.2.1 com p; = p? e p, = p. Com estes parametros,
o teorema 2.2.1 nos garante percolacao no modelo de percolacio dependente em Z2, com
o aglomerado atravessando os feixes de escadas ruins consecutivas segundo uma linha
reta. Entdo podemos comparar os modelos de percolagao de elos dependente em Z? (com
parametros p; = p?, p, = pe d) e a Rede de Transicao, de modo que percolacao dependente

de elos em Z? implique em percolacdao na Rede de Transicio.
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Seja x um vértice da Rede de Transicao em que se inicia uma seqiiéncia de elos ruins,
adjacentes e colineares; como estamos supondo que o aglomerado infinito no modelo de
percolagao dependente atravessa segundo uma linha reta os feixes de escadas ruins conse-
cutivas, basta verificar que a probabilidade do evento A, , em que esta seqiiéncia de elos
ruins, adjacentes e colineares que se inicia a partir do vértice x é formada por exatamente
n elos ruins nao é superior a probabilidade de termos um bloco de exatamente n escadas
ruins consecutivas se iniciando a partir de um vértice fixo no modelo de percolacao de

elos em Z?, isto é:

PRT(Aw,n) S 571(1 - 5)7 \V/ n 2 ]-7 (21)

onde Prr é a medida de probabilidade da Rede de Transicao. O que implica que as
possiveis configuracoes de elos bons e ruins na Rede de Transicao dominam estocastica-
mente as configuracoes de elos bons e ruins em Z?2, isto é, podemos acoplar as configuracoes
de elos bons e ruins em ambos os grafos de modo que elo ruim na Rede de Transi¢ao im-
plique que o elo correspondente em Z? também seja ruim.

Entao, para concluir a demonstracao basta mostrar que existe A suficientemente grande

tal que 2.1 seja verdadeira. De fato:

Prr(Aszp) = Z Z Py(e é bom na Rede Esticada) x

1=1 z1+...4xi=n;z; >1

X H Py(e é ruim de classe z; na Rede Esticada).
Jj=1

Como

Py (e é ruim de classe n na Rede Esticada) = P(—nlogp < exp(—L.) < —(n+1)logp) =

—(n+1)logp
-/ deNdr = ()1 -,

nlogp
Portanto,

%

PRT(Azc,n) = Z Z (1 - p/\) H[(p/\)xj(l - p)\)] =

=1 z1+...4zi=n;x; >1 7j=1

(M) (1 = ph) ! ( nel ) = ("1 —pA)QZ_:(l —p") ( ! fl ) =

1—1



= )" -p)2-p)" =2 - p”]“% <

< Pre-p"a-p)? =p -1 -pN2-pY)] <51 -0)

sempre que p*(2 — p*) < & (é claro que estamos supondo § < 1).

Entdo, basta tomar A suficientemente grande tal que p*(2 — p*) < 3(p, p). O

2.2.2 Percolacao na Rede Hierarquica

A prova do teorema 2.2.1 consiste em agrupar os feixes de escadas ruins consecutivas
de modo que cada agrupamento possa ser tratado como um unico feixe de escadas ruins
consecutivas (este agrupamento sera descrito na préxima se¢ao) e mostrar como atravessar
este agrupamento de escadas de maneira adequada. Faremos isto, via uma renormalizacao
em miulti-escala. Com o objetivo de mostrar uma das idéias basicas da prova do teore-
ma 2.2.1 que é a renormalizacao em muilti-escala, provaremos inicialmente um resultado
andlogo ao teorema 2.2.1 em um contexto diferente. Diferentemente do teorema 2.2.1,
onde a configuragao de escadas boas e ruins é aleatéria (distribuigao de Bernoulli), mos-
traremos o caso em que cada escada de Z? é boa ou ruim de modo deterministico, isto
é, associaremos um padrao hierarquico de escadas boas ou ruins conforme as defini¢oes a

seguir.

Definigao 2.2.6 (A seqiiéncia hierarquica) Seja M > 3 inteiro impar. Considere a

seqiiéncia infinita M = (ﬁ}/[)jez € N definida por

~M_{ max{k € N; M*|(1 +j + 2230 M1}, se j >0 (2.2)

n; = 4
! max{k € N; M¥|(—j + =L S0 M1} se j < 0.

A seqiiéncia hierdrquica, n™ = (n}”)jez € {0,1}2, é a seqiiéncia bindria obtida a partir de
M trocando cada elemento ﬁ;” =k, k> 2 den™ por um bloco de k 1’s consecutivos. Isto
€, no lugar onde aparece um elemento ﬁJM =k, k>2,j>0nds oremovemos e inserimos
um bloco de k 1’s consecutivos, transladando a parte (7M)i>;+1 da seqiéncia original,
oM, por k — 1 unidades & direita; analogamente, no lugar onde aparece um elemento
ﬁjM =k, k>2 7 <0 nds o removemos e inserimos um bloco de k 1’s consecutivos,

transladando a parte (7M)i<;—1 da seqiéncia original, 1™, por k — 1 unidades a esquerda.
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Definigao 2.2.7 (A Rede Hierarquica) Seja M > 3 inteiro impar. A cada escada de
72, &, iremos associar a varidvel de estado, X (€), que assume os valores boa ou ruim (0

ou 1, respectivamente) de acordo com a sequinte regra deterministica:

X(&v(9) =X(En() =n/", V€L

onde nM = (77]M)jez € N2 ¢ a seqiiéncia hierdrquica definida anteriormente. Comete -
remos o abuso de notacdo em denotar o grafo Z? com a configuracdo de escadas boas e
ruins descrita acima como Rede Hierdrquica com parametro M ou simplesmente, Rede

Hierdrquica.

Figura 2.2: Um trecho da Rede Hierarquica. Os tracos mais escuros representam as

escadas ruins.

A figura acima mostra a Rede Hierarquica no caso M = 3.

O modelo de percolacao de elos no grafo acima, onde os elos sao declarados abertos
ou fechados de maneira independente e com probabilidade de cada elo estar aberto igual
a p; ou pa, dependendo do elo pertencer a uma escada ruim ou boa, respectivamente, sera
chamado de percolacao na Rede Hierarquica com parametro M e a respectiva medida de
probabilidade serd denotada por P/ p, p,-

O resultado a seguir é analogo ao teorema 2.2.1 no contexto de percolacao na Rede

Hierarquica.

Teorema 2.2.8 Eriste py < 1, tal que ¥V py > 0,V py > P, existe M = M (py,p2) grande

o suficiente de modo que Py p, p,(0 <> 00) > 0.

Antes de demonstrarmos o teorema 2.2.8, provaremos uma proposi¢ao sobre cruza-

mentos na fase supercritica e outra proposigao sobre o comportamento da fungao 6™ (p)
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que é um corolario da Férmula de Russo, ambas as proposicoes serao usadas na prova do
teorema seguinte.

Seja (0™)"~(p) a derivada a esquerda da fungao 6™ (p) no ponto p, entao:

Proposicao 2.2.9 Para o modelo homogéneo de percolacdo de elos e sitios em Z?, temos

que (™) (1) = 0. Em particular, temos que existe p* < 1 tal que 0™(p) > p, ¥V p > p*.

Demonstracao:
Sejam B, = {z € V;||z|| < n} e 0B, = {z € V;||z|| = n}, onde a norma |.|| é a
norma do grafo, e A, = {w € ;0 < 9B, }. Temos que A1 C A,, V n, (o, An =

{0 +> oo} e cada um dos eventos A,, é crescente. Portanto, se considerarmos as fungoes

fulp) = Pg:ﬁ‘;"), temos que f,(p) — elmT(? pontualmente, ¥V p € [0,1), quando n — +o0.
Afirmo que existe py < 1 tal que f,(p) — 01"‘T(? uniformemente em todo intervalo [pg, 1).

Para isto é suficiente mostrar que a seqiiéncia (f,(p)), é uniformemente de Cauchy em
todo o intervalo [pg, 1).
Ou seja, mostraremos que existe pg < 1 de modo que, para todo € > 0, existe ng = ng(€)

tal que fn(p) — fm(p) <€, Ym>n>ng, ¥ p € [po,1]. Temos que

olp) — ) < 2022 =PI

A 1ltima desigualdade foi obtida via argumento tipo Peierls, C* é uma cota superior para
o numero de circuitos de elos e sitios contendo a origem e formadas por ¢ elos e sitios da
rede dual (no caso de percolagao de elos e sitios em Z? podemos tomar C' = 8), e (1 — p)*
¢ a probabilidade de cada um destes circuitos serem formados apenas por elos e sitios
fechados (maiores detalhes sobre o argumento de Peierls veja [11],[12] ou [18]). Tomando
po =1 — 55, para todo p € [pg, 1) temos:
Cle( —p)Jtre!
1-[Cl-p] = "2

fn(p) - fm(p) S

Entao, dado € > 0, basta tomar ny grande o suficiente, de modo que C(1)*0~2? < e. Isto
mostra a convergéncia uniforme da seqiiéncia (f,,(p)), em todo intervalo [pg, 1), logo 6™ (p)
é continua em [pg, 1), pois sdo continuas as funcoes f,(p).

Pela definicao de derivada a esquerda, temos que

(Gm)”‘(l) = lim gm(l) — ‘gm(p) —

p—1- 1—p
1-P,(A, 1-P,(A,
= lim lim # = lim lim # =
p—1— n—+oo 1—p n—+00 p—1- 1—p
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= lim E"[# elos e sitios pivotais no evento A,| = 0.
n—-+00

A antepenultima igualdade segue da convergéncia uniforme; a pentultima, da Férmula de
Russo e a ultima, da observacao que quando p = 1, o nimero de elos e sitios pivotais,
para o evento A,,, é zero V n.

Seja i(p) = p a fungao identidade, como 6™ (p) e i(p) sao ambas continuas e 6™ (1) =

i(1) =1, a conclusao final do teorema segue do fato que (™)~ (1) =0<1=4(1). DO

Observe que p* > %, pois uma vez que p. > %, temos que 0’"(%) = 0.

Sejam % <z <1, N >0 fixo e Ry o conjunto de todos os retangulos R cujos lados
tém pelo menos N sitios e no maximo 6N — 1 sitios. Seja Ar o evento em que existe
aglomerado de sitios e elos abertos dentro de R, que contém em cada lado da fronteira
de R pelo menos zl sitios abertos, onde [ é o niimero de sitios do lado em questao; e este
mesmo aglomerado contém um circuito de elos e sitios abertos em torno do centro do
retangulo. Definimos a fungao fy(p) como

fn(p) = inf Bl(Ag).

RERN

Proposigao 2.2.10 Seja % < x < 1. Entao existe p(x), suficientemente proximo de 1,

tal que

N1—1>Too fN(p) =1

para todo p > p(x).

Demonstracao: Sejam )y o quadrado de N x N sitios, Bng o evento em que ha pelo
menos /N 4+ 1 caminhos disjuntos de elos e sitios abertos, conectando os lados esquerdo
e direito de Qy e BS’N o evento em que hd pelo menos x/N + 1 caminhos disjuntos de elos
e sitios abertos, conectando os lados de cima e de baixo de Q.

Na segao 2.6 de [12], a equagao 2.47 implica que existe p(x), suficientemente préximo
de 1, de modo que V p > p(x),

lim P"(Bg,) =1, i =ed,ch.

N—+o00 p

Observe que a equagao 2.47 de [12] se refere ao modelo de percolacao de elos, porém
pequenas modificacoes nos permitem concluir o mesmo para o modelo de percolacao de
elos e sitios.

Entao, Ve > 0, 9 N, tal que

, €
Py (Bg,) >1— = V' N> Ny, Vp>px).
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Dado R € Ry,, podemos supor que [ e L, os comprimentos dos lados menor e maior de
R, correspondem aos lados verticais e horizontais, respectivamente. Seja i = [%J +1 <6,
onde |z| denota a parte inteira de x. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
os vértices de R tém coordenadas (0,0), (0,1), (L,!) e (L,0). Sejam @ o quadrado cujos
vértices tém coordenadas (0,0), (0, L), (L, L) e (L,0); @, ¥ j =1,...,i— 1 os quadrados
cujos vértices tém coordenadas ((j — 1)1,0), ((j — 1){,1), (ji,1) e (jl,0), respectivamente,
e QF o quadrado cujos vértices tém coordenadas (L —1,0), (L —1,1),(L,1) e (L,0).
Observando que BS’L N ( é':lBg;') C Ag, pois como % < x < 1 a ocorréncia do evento
;':132? implica que no retangulo R h4 pelo menos um cruzamento de elos e sitios abertos,
conectando os lados esquerdo e direito de R e passando por cima do sitio central de R e
hé pelo menos outro cruzamento de elos e sitios abertos, conectando os lados esquerdo e
direito de R e passando por baixo do sitio central de R; isto juntamente com a ocorréncia
do evento BS’L ird garantir que o aglomerado de elos e sitios de R contém um circuito em

torno do centro de R. Logo, usando a desigualdade FKG temos que
m m c % e €\’
Pr(ar) = B (B, 0 (nioBg)) = (1-2) 2 1—¢ ¥R e Ry, Vp 2 pla)
portanto, Ve > 0, 4 N,y tal que V N > N, vale

fn(p) = inf P™(Ag) >1—e.

RER N p

O

Observe que no evento Ag definido acima, ha um aglomerado que contém pelo menos
xl (I é o nimero de sitios da face) vértices de cada face do retangulo e, ou a origem
pertence a este aglomerado ou este aglomerado possui circuito fechado de elos e sitios
abertos em torno da origem. De modo que, se a origem pertence a um aglomerado infinito,
entao necessariamente ela estd conectada a rede de cruzamentos abertos do evento Ap em
questao.

Demonstracao do teorema 2.2.8: Para a Rede Hierdrquica com parametro M,
definiremos a caixa de k-ésimo nivel, ou k-caixa, como a parte do grafo Z? formada
pelos elos e sitios contidos no interior da regiao quadrada compreendida entre quatro
feixes, 2 horizontais consecutivos e 2 verticais consecutivos, de pelo menos k escadas ruins
consecutivas.

Mostraremos que com as hipoteses do teorema, existe M grande o suficiente de modo
que, com probabilidade estritamente positiva, o aglomerado da origem toca a fronteira
de todas as k-caixas que contém a origem em seu interior, Vk > 1, o que implica no

aglomerado da origem ser infinito.
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A partir daqui, serd 1til nesta demostracao, considerarmos o modelo de percolacao de
elos e sitios, onde tanto elos e sitios podem estar abertos ou fechados independentemente,
com probabilidade de estarem abertos iguais a a e b, respectivamente. Denotaremos
por P, a medida de probabilidade deste modelo, 6™ (a,b) = PJ,(0 <> o]0 é aberto) e
0™ (p) = P (0 <> 000 ¢é aberto).

Sejam z, 1 e p/ tais que 3 <z <1, ¢ =2z —1> 1 ep = max{p*, p(x)}, onde p*
e p(x) sao dados pelas proposicoes 2.2.9 e 2.2.10, respectivamente, como p. > 1, temos
que 0™(p'") > % Seja y' = —In(1 — p'), podemos supor que 3’ > 1, caso contrario faga
p'=1—e"!. Agora, seja Ag,, 0 seguinte evento, j& definido antes da proposicao 2.2.10,
dentro de um quadrado M x M sitios, o aglomerado de elos e sitios abertos toca pelo
menos xM sitios de cada lado da fronteira e este mesmo aglomerado ou contém o centro do
quadrado ou possui um circuito de elos e sitios abertos em torno do centro do quadrado.
Caso este aglomerado exista, serd denotado por aglomerado principal.

Seja ha(p) = P)*(Aa). Devido a proposicao 2.2.10 podemos escolher M, grande o

suficiente, de modo que satisfaca as duas condicoes abaixo:

i) har(p') > 1 —exp(—2y');

i) pt My >y

Considere a funcao hjys(p), afirmo que existe p” suficientemente préximo de 1 de modo
que hy(p) > g(p) = 1 —exp(—y')(1 —p), V p > p". De fato, como hy(p) e g(p) sdo
continuas, hy (1) = g(1) =1 e ¢'(p) = exp(—y'), pela Férmula de Russo temos que

h'y(p) = E,[#elementos pivotais(sitios+elos) de Ag,,]

logo h'y,;(p) — 0 quando p — 1. Entao, basta escolher p” suficientemente préximo de 1 de
modo que k), (p) < exp(—y') ,Vp > p".

Por outro lado, seja C),, o evento em que o aglomerado da origem toca pelo menos
(xM)™ sitios em cada lado do quadrado compreendido entre os 4 feixes de n escadas ruins
consecutivas mais proximas da origem.

Observando que (0 <> +o0) D NC,,, temos que

PMaPlap?(O Ane +OO) 2 PM,Pl,PQ (mC > llm HPMaplaPZ

n—-+oo

Onde a tltima desigualdade ¢é devido a desigualdade FKG. Entao, é suficiente mostrar

que

lim H Pty po(Ci) > 0.

n—-+0o
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Para calcular o limite acima, iremos fazer uma renormalizacao em milti-escala. Con-
sideremos dois casos, primeiro quando p’ > p”.

Tome py > p', para calcular Py, ,,(C}) iremos considerar o evento C; em um modelo
de percolagao independente de elos e sitios (do nivel 0), cujas probabilidades de estarem

abertos sao ag = py e by = 1, respectivamente. Portanto

Prtprps (C) 2 B (Agy, N {0 < dB(M)}) >

m
2 sz,l

(0 0B(M)) B} (Aqy) = 0™ (p2) har(p2) =

> pohpi(pa) > (1—e ) (1 —e ).

O evento Cy serd considerado em um modelo de percolagdo (ndo necessariamente
independente) de elos e sitios. Cada sitio (do nivel 1) é representado pelos elos e sitios do
quadrado de M x M sitios do nivel 0 de uma 1-caixa. Cada sitio do nivel 1 é dito aberto
se o evento Ag,, ocorre na respectiva 1-caixa. Se b; é a probabilidade de um sitio do nivel

1 estar aberto, temos que

by > har(py) >1—e %,

Na regiao de interesse para o evento Cs, cada elo do nivel 1 é representado pelo trecho
da escada ruim que separa sitios (do nivel 1) adjacentes. Caso estes dois sitios (do nivel 1)
adjacentes sejam abertos, declaramos o elo (do nivel 1) que os une como aberto se existe
algum elo (do nivel 0) aberto fazendo a ligagao entre os aglomerados principais de ambos
os sitios (do nivel 1).

Aqui cabe uma observacao que ird persistir em todos os niveis, observe que os sitios
(do nivel 1) estao abertos ou fechados independentemente, pois para cada sitio o evento o
sitio é aberto depende dos estados de elos (do nivel 0) de regices disjuntas de Z?, todavia o
estado aberto ou fechado para cada elo (do nivel 1) é uma varidvel aleatéria que depende
dos estados dos elos (de nivel 0) contidos nos respectivos sitios (do nivel 1) que sao unidos
pelo elo de nivel 1 em questao. Porém, se a; é a probabilidade de um elo (do nivel 1)
estar aberto condicionado ao fato que os sitios (de nivel 1) que este elo une sao abertos,

temos que
a >1—(1=p)"™ >1—exp[-pryM] >1— e V.

Caso pelo menos um dos sitios (de nivel 1) adjacentes esteja fechado, nao precisamos

verificar o estado do elo (de nivel 1) que os une, logo sua probabilidade de estar aberto
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pode ser definda arbitrariamente. Portanto tal modelo de percolacao dependente domina
estocasticamente o modelo de percolacao independente de elos e sitios com probabilidade
de estarem abertos iguais a a; e by, respectivamente; aqui por dominar estocasticamente
entendemos que o nimero de sitios do aglomerado da origem no primeiro modelo nao é

inferior ao nimero de sitios do aglomerado da origem no segundo. Portanto

PM,Pl,Pz (02) a1 ,b1 (AQM N {O A aB( )}) >

> Pm, (04 0B(M)) Py (Agy) > 0" —e V) hy(l—e V) > (1—e¥)(1—e ).

Na regiao de interesse para o evento (3, cada sitio do nivel 2 é representado pelos elos
e sitios do quadrado de M x M sitios do nivel 1 de uma 2-caixa. Cada sitio do nivel 2 é
aberto se o evento Ap,, ocorre na respectiva 2-caixa. Neste caso, se by é a probabilidade

de tal sitio (do nivel 2) estar aberto, temos que
b2>P1b1(AQM)>hM(1_€ )Zl—G_le.

Cada elo do nivel 2 é representado pelo trecho do feixe de 2 escadas ruins consecutivas que
separa os 2 sitios (do nivel 2) adjacentes. Caso estes dois sitios sejam abertos declaramos
o elo (do nivel 2) que os une como aberto se existem 2 elos (do nivel 0), adjacentes,
contidos no feixe de escadas ruins e ambos abertos, estes elos fazendo a ligacao entre os
aglomerados principais dos sitios do nivel 2. Como no nivel 1, pelos mesmos motivos, os
sitios de nivel 2 estao abertos independentemente, mas o estado aberto ou fechado para
cada elo (do nivel 2) é uma varidvel aleatéria que depende dos estados dos elos e sitios (de
nivel 1) contidos nos respectivos sitios (do nivel 2) que sdo unidos pelo elo de nivel 2 em
questao. Porém, se ay é a probabilidade de tal elo (do nivel 2) estar aberto condicionado

ao fato que os sitios (de nivel 2) que este elo une estao abertos, temos que
ay > 1= (1=p)"" > 1 — exp[—(prpM)*] > 1 — e

Como no nivel anterior, caso pelo menos um dos sitios (de nivel 2) adjacentes esteja
fechado, nao precisamos verificar o estado do elo que os une, logo sua probabilidade
de estar aberto pode ser definda arbitrariamente. Portanto tal modelo de percolacao
dependente domina estocasticamente o modelo de percolacao independente de elos e sitios

com probabilidade de estarem abertos iguais a as e by, respectivamente. Portanto

PM,Pl,Pz (03) az ba (AQM N {O A aB( )}) >

> pP"

a2,b2

(OH aB(M)) as, bz(AQM) >
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> 0" (1—e ™) hy(l—e™)> (1 —e)(1—-e™).

Procedendo desta maneira, por indugao, temos que para o evento Cyy1 cada sitio do
nivel k é representado pelos elos e sitios do quadrado de M x M sitios do nivel £k — 1 de
uma k-caixa. De maneira andloga, cada sitio do nivel k estd aberto se ocorre o evento
Ag,, na respectivamente k-caixa. Neste caso, se b, é a probabilidade de um sitio do nivel

k estar aberto, temos que

b, > P

k—1s0k—1

(Ag,,) = has(1 — e E=DY) > 1 — kY

Cada elo do nivel k é representado pelo trecho do feixe de k escadas ruins consecutivas
que separa um par de sitios (do nivel k) adjacentes. Caso estes 2 sitios (do nivel k) sejam
abertos declaramos o elo (do nivel k) que os une como aberto se existem k elos (do nivel
0), adjacentes, contidos no feixe de escadas ruins e todos abertos, estes k elos fazendo a
ligagao entre os aglomerados principais dos sitios do nivel k. Como nos niveis anteriores,
pelos mesmos motivos, os sitios de nivel k estao abertos independentemente, mas o estado
aberto ou fechado para cada elo (do nivel k) é uma varidvel aleatéria que depende dos
estados dos elos e sitios (de nivel k£ — 1) contidos nos respectivos sitios (do nivel k) que
sao unidos pelo elo de nivel k£ em questao. Porém, se a; é a probabilidade de tal elo (do
nivel k) estar aberto condicionado ao fato que os sitios (de nivel k) que este elo une estao

abertos, temos que
ar >1—(1 —p’f)(w\/ﬂlc >1—e M,

Como nos niveis anteriores, caso pelo menos um dos sitios (de nivel k) adjacentes esteja
fechado, nao precisamos verificar o estado do elo que os une, logo sua probabilidade
de estar aberto pode ser definda arbitrariamente. Portanto tal modelo de percolacao
dependente domina estocasticamente o modelo de percolacao independente de elos e sitios

com probabilidade de estarem abertos iguais a a; e by, respectivamente. Portanto

Prrpypr(Cry1) > Pyl (Agy, N {0 <> 0B(M)}) >

> Py (0 OB(M)) Poty, (Agy) =

aj by aj by,

> 0" (1—e™™) hy(l—e™) > (1—e™)(1—e ),

Portanto

n

lim [ [ Pt (C) > 0.

n—+0o0 -
i=1
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Consideremos agora o caso p” > p'. Neste caso, sejam y” e M" tal que, p" =
1 — exp[—y"], harr(p") > 1 — exp[-2y"] e M"p1yp > y". Observando que hy(p) >
ha(p), ¥V p > pl.

Realizando renormalizacao em miilti-escala andloga ao caso anterior, obtemos os se-

guintes valores para as seqiiéncias (b;)ien, (@;)ien:

bO =1 , Ao :plla
by > 1 —expl—y —¢"], a1 > 1—exp[—y"],

by > 1—exp[—(k— 1)y —y"], ax > 1 —exp[~ky"], V& > 2.

Obtendo que

n

lim [ [ Pt (Ci) > 0.

n—+00 -
i=1

Entao basta tomarmos p, = max{p’, p"} que segue o teorema. O

Observacao 2.2.11 Na demonstracao acima, o aglomerado da origem construido atra-

vessa todos os feizes de escadas ruins consecutivas sequndo uma linha reta.

2.3 Percolagao de sitios dependente orientada em Z*

Para provarmos o teorema 2.2.1 uma das ferramentas mais importantes ¢ um agrupa-
mento combinatério desenvolvido em [19] que ird nos permitir agrupar escadas ruins de
maneira adequada. Antes de explicarmos o agrupamento, iremos definir rapidamente o
modelo de percolacdo de sitios dependente orientada em Z?% proposto em 2.3.1 e enun-
ciaremos o teorema que caracteriza a transicao de fase neste modelo (este teorema serd
usado posteriormente no capitulo 3).

Dados os parametros A, p, d € [0, 1], considere no grafo G = Z2 o seguinte modelo de
percolagao orientada: para cada n € N declare as retas r, = {z € Z%;||z]| = n} como
boas (X (r,) = 0) ou ruins (X(r,) = 1), de maneira independente, com probabilidade
1 — 0 e ¢, respectivamente. Dada a configuragao de retas boas ou ruins (X (r;));, declare
os vértices de Z2 como abertos ou fechados, dependendo de x pertencer a uma reta boa

ou ruim, da seguinte maneira
Paps(z é aberto| X (1), Vi) = p =1 — Pa,s(x é fechado| X (r;), V i), se X(r(z)) =0
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Pa,s(x é aberto| X (1), Vi) = A =1 — Pa,ps(x é fechado| X (r;), Vi), se X(r(z)) =1

Onde Pa, s é a medida de probabilidade adequada e r(z) é a reta que contém o vértice
x. Por simplicidade, denotaremos este modelo simplesmente por percolacao dependente
em Z2.

A questao que se coloca é para quais valores dos parametros, A, p e d, temos que, com
probabilidade estritamente positiva, a origem esta conectada a infinitos vértices abertos
por caminhos orientados (i.e., caminhos que sao percorridos apenas na diregao positiva
dos eixos coordenados) de vértices abertos. De fato, o caso mais interessante ¢ quando
A < p.(Z2) < p, onde p.(Z2) é o ponto critico para percolagio orientada e independente
em Z2. O teorema abaixo, contido em [19], nos diz que para ¢ suficientemente pequeno,

= 2
temos percolacao em Z7 .

Teorema 2.3.1 (KSV) No modelo de percolagao de sitios orientada e dependente em Z2
descrito acima, temos que ¥ A > 0, ¥V p > p.(Z2%), existe 6 = 6(A, p) > 0 suficientemente
pequeno, tal que Pa,5(0 <> +00) > 0. Ou de modo equivalente, hd percola¢io Pa 5 q.c. .

Apesar do enunciado do teorema 2.3.1 guardar algumas semelhancas como enuncia-
do do teorema 2.2.1, ha duas diferencas fundamentais que gostariamos de ressaltar: a
primeira é que o teorema 2.3.1 trata de percolacao orientada, ao contrario do teorema
2.2.1 que trata de percolacao nao orientada; a segunda diferenca é que no teorema 2.3.1
a dependéncia é manifestada segundo um feixe de retas paralelas enquanto no teorema
2.2.1 a dependéncia é manifestada segundo dois feixes ortogonais de escadas paralelas,
isto é uma dificuldade adicional, pois sob estas condi¢oes nao sabemos provar resultado
analogo ao teorema 2.2.1 no contexto de percolacao orientada.

Omitiremos a prova do teorema 2.3.1. Descreveremos a seguir o agrupamento com-
binatério, desenvolvido em [19] que é fundamental na prova do teorema anterior e serd
usado no restante deste trabalho.

Seja £ € = = {0,1} uma seqiiéncia bindria (palavra), onde cada digito assume os
valores 0 ou 1 de modo independente e a probabilidade de cada digito ser 1 é §, e M > 2
um inteiro. O agrupamento desenvolvido em [19] consiste em criar uma seqiiéncia de
particoes, (Ilg)gen, de N, Iy = (7% ;) jen, onde para todo k € N temos que Ujenmy; = N,
e N7, = O Vi #jem,; é um intervalo de N. Para esta seqiiéncia de partigoes
de N associaremos uma seqiiéncia de partigoes, (Cy)ren, da palavra . Cada partigao
Cr = (Ci,j)jen serd definida de modo que Cy; = (§)ier, - Cada elemento Cy; de uma

particao de & serd chamado de aglomerado.
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Para cada aglomerado, Cy ;, iremos atribuir uma massa, m(Cj ), de modo que
d(ﬂ'k,jaﬂ'k,j’) > MT, se min{m(C’w),m(C’k’j/)} > r, = 1, ceny k.

Onde d(A, B) é a distancia euclidiana entre os conjuntos A e B. A cada aglomerado,
iremos também associar a funcao, I(Ck;) € {1,...,k}, que serd a etapa em que cada
aglomerado é formado, teremos que 0 < [(Cy ;) < m(Ck ).

Finalmente, definiremos as particoes limite Ilo = {7 }jen € Coo = {Coo,j}jen de N e
§, respectivamente, com a propriedade que Cuj = (&)ien., ;-

Para cada aglomerado, Cy ;, da particao limite iremos definir as funcoes massa,
m(Cw,;), € etapa , [(Cx ), de modo que 0 < [(Cx ;) < m(Cw ;) € com a seguinte
propriedade

(Moo, Too7) 2 M", - se min{m(Co ), m(Coo,jr)} 21, 72> 1.

A construcao de cada uma destas particoes serd realizada em etapas conforme
descreveremos a seguir. Iremos utilizar a notacao I(C) para denotar o intervalo de N
dos indices que formam o aglomerado C, neste caso temos que I(Cy ;) = 7 , V k,J.
Etapa 0: A particao Iy = {7 ;};en ¢ aquela em que cada aglomerado é formado por um

unico digito de N, isto é, mp; = {j}. Definimos a massa de cada aglomerado como

0,se& =0
m(CO’j):{ 1, se §j~—1
9 ] -

Além disso, sejam [(Cy;) = 0, Co = Coo = {Coj}jen € Coqp = {Co; € Co;m(Cy;) = 1}.
Podemos renomear (da esquerda para a direita) os elementos de Co; como Co 1 = {C9 ;i €
N}.

Etapa 1: Dizemos que os aglomerados CY,,Cf .1, ...,C0 ., da etapa 0 formam uma

1-cadeia maximal de comprimento n (n > 2) se:

d(1(Cp,;), 1(CQi1)) < M, 0= 5,5 +n—2

parat=s—1,1=s+n—-1,ses>1
d(1(Cy ), 1(Cpay1)) > M . ’ ’

parai=s+n—1 | ses=1.
Os aglomerados CQ,,CY . ,...,C0, ,_; da etapa 0 serdo chamados de constituintes
da cadeia. Considere as l-cadeias maximais consecutivas de comprimento pelo me-

nos 2, podemos denotd-las (da esquerda para a direita) por ri,rl, ... E imediato,
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P q.c., que todas as cadeias sao finitas e ocorrem um numero infinito destas. Escre-
vemos r; = 1{(C8 ., CQ 411 Clgim—1)s S€ & i-ésima cadeia consiste dos constituintes
C8 s C8 gt s CQgum,—1 (observe que n; > 2 e s; +n; < s;41, V i). A seqiiéncia
OL; = (&)jericp s onde I(CL) = span[1(C2, ) UI(CY, 1) U e UL(CE, ni1)] € span|A]
é o menor intervalo de N que contém A, serd um aglomerado da etapa 1, isto é, [(C};) = 1;

definimos a massa de C{; como

Denotamos por C;; o conjunto de todos os aglomerados da etapa 1. Sejam IIj, =
{mo; € Mo;mo; NI(CL;) =0, Vi=1,2,..} eCyy ={C € Cyp;I(C) € IIj;}. Definimos
I, = Iy, U{I(C);V¥ C € C{}, pode-se verificar que de fato II; é uma particdo de N em
intervalos, podemos denoté-los da esquerda para a direita por II; = {7} ;en. Neste caso
definimos a particao, C; = {C1;}jen, de £ de modo que Cj; = (&)ier, ;- Observe que Cy
e Cy, sao formados por aglomerados das etapas 1 e 0, respectivamente. Como na etapa 0,
iremos denotar por 0117]- e Cy; os j-ésimos (sempre contando da esquerda para a direita)
aglomerados de C; ; e Cy, respectivamente.

Etapa 2: Dizemos que os aglomerados C1,,C},,,,...,Cl ., | da etapa 1 formam uma

2-cadeia maximal de comprimento n (n > 2) se:

d(I(CL), I(CLy)) < M2, i=s,.s+n—2

parai=s—1l,i=s+n—-1, ses>1

d(I(C1,), 1(C 1)) = MQ{

parai=s+n—1 , ses=1.

Aqui d é a distancia euclidiana, porém os intervalos de N referentes aos aglomerados da
etapa 1 serao tratados como um tnico ponto. Os aglomerados C|,,C1 . ,....C] 1, |
da etapa 1 serao chamados de constituintes da cadeia. Considere as 2-cadeias maximais
consecutivas de comprimento pelo menos 2, podemos denotéd-las (da esquerda para a
direita) por 72,72, .... E imediato, P g¢.c., que todas as cadeias sio finitas e ocorrem
um nimero infinito destas. Escrevemos r; = r2(C, ,Cl, 1,....Cl, .. 1), se a i-ésima
cadeia consiste dos constituintes C1 ,Clls 1 Cl g, 4n,—1 (Observe que n; > 2 e 5;4+n; <
Sit1, V 0). A seqiiéncia C3; = (fj)jel(cg,i) , onde I(C3;) = span[I(C}, )UI(C], ,,)U...U
I(C}, +n,—1)]; serd um aglomerado da etapa 2, isto é, [(C3;) = 2. Definimos a massa de

C3; como
Zm Cl Sz—1+J — (i = 1).
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Denotamos por Cy2 0 conjunto de todos os aglomerados da etapa 2. Sejam II} , =
{m e ly;mNICE,) =0, Vi=12,..}eC,={C¢eC;I(C) e Il},}. Definimos
I, = I}, U{I(C);V C € C3}, pode-se verificar que de fato I, é uma particio de N
em intervalos, como na primeira etapa, podemos denota-los da esquerda para a direita
por Iy = {my;},en neste caso definimos a particao, Co = {C5} en, de & de modo que
Cyj = (&)iem,;- Observe que Coo e Ci, sao formados por aglomerados das etapas 2 e
no maximo 1, respectivamente. Como nas etapas anteriores, iremos denotar por 0227]‘ e
Cy,; 0s j-ésimos (sempre contando da esquerda para a direita) aglomerados de Cy e C,
respectivamente.

Etapa k (k > 3): Seja Cy_1x = {C € Cx,_1;m(C) > k}, iremos denotar por C’,lj’;l 0 j-ésimo

elemento (da esquerda para a direita) de Ci_1 5. Observe que C 2 = Cy ;.

- k=1 k-1 k-1 -
Dizemos que os aglomerados Cy ] ,Ck si1 - Ok sin_1 de Cg_1 formam uma k-cadeia

maximal de comprimento n (n > 2) se

d(I(Ci3 "), H(Ciif)) < MF, i=s s +n—2

B parait=s—1,1=s+n—-1, ses>1
d(I(Ci7 "), 1(Ciy) = M* . ’ ’

’ parai=s+n—1 | ses=1.
Aqui d é a distancia euclidiana, porém os intervalos de N referentes aos aglome-
rados das etapas anteriores serao tratados como um tunico ponto. Os aglomera-
dos C’ks ,C’k PERTS C’k sin_1 da etapa k — 1 serao chamados de constituintes da ca-
deia. Considere as k-cadeias maximais consecutivas de comprimento pelo menos 2,
podemos denotd-las (da esquerda para a direita) por r¥ rk ... E imediato, P q.c.,
que todas as cadeias sao finitas e ocorrem um numero infinito destas. Escreve-
mos r¥ = r} (C’,Cs ,Cr1 il e sﬂLm_l) se a i-ésima cadeia consiste dos constituintes
C’ks ,C’k5+1,.. C’k5+n _, (observe que n; > 2 e s; +n; < s;49, V i). A seqiiéncia

ko kO k—1 k—1 k—1 .

Cii= (gj)jeI(C,’j’i) ;onde I(Cy;) = span[I(Cy /) UI(Cy ) U UI(CEL )] serd um

aglomerado da etapa k, isto ¢, [(Cf,) = k; definimos a massa de Cf; como

C’C’L Zm Ctllcc szl—l—l—] (nl - 1)(k - 1)

Denotamos por Cyx o conjunto de todos os aglomerados da etapa k. Sejam IT} , , =
{Wk—l,z’ € Hk—l;ﬂk—l,i N I(C]IZZ) = @, V= 1,2, } e Cl/c—l,k = {C € Ck_l;I(C’) S H?c—l,k}'
Definimos IT; = ITj_, ,U{I(C);V C € Cf}, pode-se verificar que de fato IT; é uma particao

de N em intervalos, como nas etapas anteriores, podemos denota-los da esquerda para a
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direita por IT;, = {my;}jen. Neste caso definimos a parti¢ao, Cy, = {C };en, de £ de modo
que Cyj = (&)ier,,;- Observe que Cp e Cp_, ;. sao formados por aglomerados das etapas
k e no maximo k — 1, respectivamente. Como nas etapas anteriores, iremos denotar por
Cl]:,j e C; 0s j-ésimos (sempre contando da esquerda para a direita) aglomerados de Cy
e Ci, respectivamente.

Construcao de Cy: Seja i € N, definimos o indice aleatério

v(i) = sup{l € N;i € I(C) para algum C € C;;}.

O teorema 2.3.3 abaixo nos diz que ¥(i) < oo P q.c., isto é, existe um aglomerado da
etapa (i) que contém &;, mais que isto, este aglomerado ¢ tinico pois os elementos de Cy
sao dois a dois disjuntos. Nos denotaremos este aglomerado por aglomerado maximal que
contém ¢&; e escreveremos simplesmente Ce,. Além disso, se j € I(Cy,), entdao v(i) = v(j)
e Cg = Cg.

A partigao limite Co, = {Cxj}jen € definida da seguinte maneira: definimos Coy 1 =
C¢,, tendo definidos Cy j = Cgij para j = 0,1,...,k definimos ix,1 = min{l € N;[ ¢
U;?:ll(C’oo,j)} e Coofoy1 = C&Hl- Isto define as partigoes limite I, = {7 j}jen € Coo =
{Coc,i}jen, onde mos ; = I(Cc ;).

Observacao 2.3.2 Seja C um aglomerado de massa m e etapa | formado por r cons-
tituintes C;, 1 = 1,...,r. Temos que a massa de C; € pelo menos I, ¥V i = 1,...,r.

Portanto, isto implica em r < m — [+ 1.

O teorema seguinte é uma conseqiiéncia do agrupamento (KSV) (veja [19], para a

prova).

Teorema 2.3.3 [KSV] Se ¢ <

do ponto n € N, come¢ca um aglomerado de massa superior a k, decai exponencialmen-

ﬁ, entdo a probabilidade que na palavra &, a partir
te rapido em k. Em particular, a massa de cada aglomerado cresce, no mdzrimo, uma

quantidade finita de vezes.

Entao, pelo teorema anterior, todo aglomerado saird do jogo (isto é, nunca mais ird
incorporar massa) em alguma etapa. H& duas possibilidades para este aglomerado: ou
ele fard parte de um aglomerado maior que o contém (sem contribuir para a massa deste
ultimo!) ou ndo; no primeiro caso, o aglomerado em questao serd dito fazer parte da
“poeira” de aglomerados do aglomerado maior; no segundo caso, este aglomerado serd um
dos elementos da particao limite C,. Nos dois casos, definimos a etapa do aglomerado,

[(C), como a tltima etapa em que ele incorporou massa e definimos sua massa m(C)
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como a massa definida na 1ltima etapa em que o aglomerado incorporou massa. A partir
daqui, sempre que nos referirmos a aglomerados estaremos nos referindo aos elementos
da partigao limite e iremos escrever simplesmente C(m,[) para denotar que C é um

aglomerado de massa m formado na etapa [.

Definigao 2.3.4 Seja € € {0,1}Y uma seqiiéncia bindria. Dizemos que a seqiiéncia & é
M-espacada, se
d({0},1(Coxy)) > M™C)

d(I(Coos), [(Cog)) > Mmintm(Cooi):m(Coo.))

El

para todos 1,7 € N.

Corolario 2.3.5 Sed < W o conjunto das seqiéncias M-espacadas tem probabilidade

estritamente positiva.

Na verdade, na prova do teorema 2.2.1, usaremos o agrupamento acima para seqiiéncias
€ € {0,1}2. Neste caso, dizemos que a seqiiéncia £ é M-espacada, se apenas a segunda
condicao da definicao 2.3.4 é satisfeita. O teorema 2.3.3 e o corolario 2.3.5 permanecem
validos com enunciados analogos.

Sejam £ e n seqiiéncias finitas de 0’s e 1’s (ndo necessariamente aglomerados); a partir
daqui usaremos o simbolo @ para denotar por £ @ n a seqiiéncia de 0’s e 1’s formada
pela seqiiéncia £ seguida de 7, nesta ordem; isto é se & = (&)™, e n = (n;)™,, entdo
§®n = (z)i2" onde

&, se1r=1,...,n
Z; =

Nien, S€1=n-+1,...,m.

Observe que geralmente £ & n # n @ £ O lema seguinte diz respeito a estrutura dos

aglomerados e serd usado posteriormente.

Lema 2.3.6 Seja C(i,l) um aglomerado de massa i e formado na etapa .

i) Entao, ¥V j <'i o aglomerado C pode ser decomposto em duas partes, C' e C", tal que
C'eC", C" é um aglomerado e m(C") = j .

ii) Se C(j) € um aglomerado de massa j formado por j 1’s consecutivos, isto €, a
seqiiéncia formada por j 1’s consecutivos, temos que C°(j) & C" é um aglomerado de

massa i formado no mdzximo até a etapa [.
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Demonstragao: i) A prova é por indugdo em [. Se | = 1, entao basta definirmos C’
como a subseqiiéncia de C' compreendido do primeiro 1 de C' até o j-ésimo 1 de C.

Suponha o lema vélido V | < n, seja C(i,n) um aglomerado da etapa n, C'(i,n) =
C1(iy, ) B PL®Cs(in, I2)®- - -®dP,_1®C,(ir, ), onde C é formado na etapa n pelos r(r > 2)
aglomerados constituintes Cy (i1, l1),...,Cr(iy,l;) com [y <n—1, iy >n, V1< k<r
(pois todo aglomerado que participa da etapa n tem massa pelo menos n) e Py é a “poeira”
de aglomerados da etapa n — 1 entre os constituintes C(ig, lg) € Cki1(iksi1, lpi1); observe
que I(P;) = span[I(C;) UI(Ciy1)\(I(C;) UI(Cis1)) ei = _ ik — (r—1)(n —1). Seja
7 =7(j) tal que

i’ik—@—?)(n—l)<j§Zz'k—(r—1)(n—1)

logo

T—1

J=Y i+ (r—1)(n-1)<i,
k=1
portanto, pela hipétese de inducao, podemos decompor C,. como C, = C. & C” tal que

T—1

m(CL) =4 = ig+(r—1)(n—1).

k=1

Pode-se verificar que C' = C1; @ P, @ --- & C,_1 & P,_1 & CL é o aglomerado com

as propriedades desejadas. Definimos C" = (&)serc)\1(c), observe que se i = j entdo
C"=0eC=C"
ii) Como no item anterior a prova é por inducao em [. Se [ = 1 temos que tanto C' quanto
C°(j) sao aglomerados de massa j e formados na primeira etapa, portanto como C' & C"
é aglomerado de massa i e formado na primeira etapa, temos que C°(j) @ C” também o
é.

Suponha o lema vélido V | < n, seja C; o constituinte de C'(i,n) descrito na prova do
item anterior. Como C, e C". sdo aglomerados de massa i, e m(C") = j — .7~ 1ip + (7 —
1)(n — 1), respectivamente, entdo pela hipétese de inducio temos que C(j — S27_1 ix +
(1—1)(n—1))®CY é aglomerado de massa i,. Portanto C°(i1) @ P, @ C(i2) ® P, ®--- &
Clir ) ® P ®C( =S lir+ (r—1D)(n—-1)®C"SP,® - ® Py & Crlin, )
¢ aglomerado de massa i e formado no maximo até a etapa n, isto por sua vez implica
que C(iy) ® Cig —n4+ 1)@ & Cip_y —n+1)SC(j — i 1ip + (1 — 1)(n —
)—=n+1)aeCl'e P& & P_ & C,li,l,) também é aglomerado de massa i e
formado até a etapa n, logo C(j)® C! @ P, @& -+ - ® P,_1 @ C,(ir,l,) também o é; pois
j=ir4+(ia—n+1)+ 4G —n+1) 45 =0 1ig+(r—1)(n—1) —n+1. Como
C"=C'®P,® - -®P_,®C.(i,1,), isto conclui a demonstragao do teorema. O
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Observacao 2.3.7 C" nao é necessariamente um aglomerado como 0s obtidos através

do agrupamento (KSV).

2.4 Demonstracao do teorema 2.2.1

A prova do teorema 2.2.1 consiste no uso das técnicas desenvolvidas em [19] com o
objetivo de reduzir a prova do teorema 2.2.1 (onde os estados boa e ruim de cada escada
sao aleatdrios) a um caso similar ao da Rede Hierdrquica (teorema 2.2.8).

De modo geral, a idéia é agrupar as escadas verticais ruins conforme o agrupamento
(KSV) descrito na se¢ao anterior e escolher § pequeno o suficiente de modo que aglome-
rados de escadas de massa pelo menos k estejam suficientemente espagados (exponencial-
mente em k, veja corolario 2.3.5) com probabilidade estritamente positiva. Analogamente,
temos o mesmo para as escadas horizontais.

Outra idéia fundamental de [19] usada na prova é podermos afirmar que a probabili-
dade de um aglomerado de escadas qualquer, de massa k, ser “atravessado” é maior que
a probabilidade de atravessar um feixe de k escadas ruins consecutivas caso este feixe seja
atravessado de uma maneira “rigorosa’”.

A seguir definiremos vérios parametros, explicaremos o significado do termo “rigoroso”
e faremos a demostracao do teorema 2.2.1. Algumas passagens sao totalmente analogas
as do teorema 2.2.8, neste caso os detalhes serao omitidos.

Definicao dos parametros. O primeiro objetivo é definir os parametros N e ¢, V k,
que estarao relacionados como tamanho de um sitio na escala do nivel k e sua probabi-
lidade de estar aberto, respectivamente. Como no teorema 2.2.8, sejam z, ¢ e p’ tais

3 1

que § <z < 1,9 =2r—-1>3

: e p' = max{p*,p(x)}, onde p* e p(x) sdo dados pelas

proposicoes 2.2.9 e 2.2.10, respectivamente, como p, > %, temos que 6™(p') > % Seja
y' = —1In(1 — p'), podemos supor que 3’ > 1 e grande o suficiente de modo a satisfazer a
proposicio 2.4.1 abaixo. Neste caso faca p' = 1 — eV, Pela proposicio 2.2.10, podemos

escolher N/ grande o suficiente de modo que
In@) >1—exp(—2y), VN > N|

e N) > %6, onde Ly = Ly(p') dado pela proposigao 2.4.3 a ser enunciada posteriormente.

Seja k dado pela proposicao 2.4.3 e

o = [H 1 —exp(—ky")]" > 0,
keN
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agora escolha N’ grande o suficiente de modo que
!/ /N/
% > 2y (2.3)
6
(o porqué disto ficara claro quando entendermos o significado do termo “rigoroso”).

Seja N = max{N}, N'}, como no teorema 2.3.3 existe p” suficientemente préximo de

1 tal que
fn(p) >1—=(1—-p)exp(—y'), Vp=>p"

Se p' > p" fazemos

qr = 1 —exp[—(k + 1)y/]

e podemos prosseguir.
Se p' < p" devemos recalcular as constantes anteriores como no caso da Rede

Hierdrquica: sejam y” = —In(1 — p”), N] grande o suficiente de modo que
In@") >1—exp(—2y"), VN > N/,

e Ny > %8, onde Lj = Lj(p") dado pela proposicao 2.4.3.
Seja k (dado pela proposicao 2.4.3), o = [[[,en 1 — exp(=y" — (K = 1)y)]* > 0e N"

grande o suficiente de modo que

p—lwgm > 2" (2.4)
neste caso, sejam N = max{N], N"} e ¢ =1 — exp(—y" — ky/').

A partir daqui iremos escrever simplesmente « para denotar as constantes o/ ou o’
nos casos em que p’ > p” ou p’ < p”, respectivamente.

Agora, fixamos o valor de p; como max{p’,p”} e definimos 5A(p1, P2) €OMO 5A(p1, o) =
m, YV p1 > 0, Vpy > pa. Neste caso, pelo teorema 2.3.3 temos que, V § < g(pl,p2),
os aglomerados de escadas (horizontais e verticais) ao serem agrupados com constante de
separacao 3N serao 3N-espacados (isto é, aglomerados de massa pelo menos k estao

distantes pelo menos (3N)*, V k € N) com probabilidade P,, ,, s estritamente positiva.

Entao, basta mostrar que existe ¢ > 0 tal que

Py p2,3(0 <3 00| (X (&1))iez, (X (€1))iez)) > ¢ > 0, (2.5)

para toda (X (&))iez, (X (€Y4))icz) configuragao de escadas 3N-espagada.
Definidos os parametros, iremos agora realizar uma renormalizagao em multi-escala,
onde cada sitio do nivel £ serd um retangulo de elos e sitios do nivel £ — 1 e cujos lados

terao pelo menos N sitios (do nivel k£ —1) e na maximo 6N — 1 sitios (do nivel k—1); e os
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elos do nivel k serao os trechos dos aglomerados escadas de massa k que separa os sitios
do nivel k em questao. Ainda nao definimos precisamente quem sao os elos e os sitios de
cada nivel, porém podemos adiantar que um sitio do nivel k estara aberto se no retangulo
R de elos e sitios do nivel k£ — 1 em que este sitio é definido o evento Ay ocorre (conforme
definido antes da proposi¢ao 2.2.10).

Definicao do modo “rigoroso”. Sejam v; e vy sitios do nivel k adjacentes, separados
por um feixe de k escadas ruins consecutivas. Dado que v, e vy estao abertos, iremos definir
o que significa o feixe de escadas que os separa ser atravessado de modo “rigoroso”. Como
v1 e vy estao abertos, hd pelo menos N pares de sitios de nivel k¥ — 1 (um sitio em v,
outro em vy) que sao colineares e adjacentes ao feixe de k escadas ruins consecutivas (isto
é, estes sitios e o feixe de escadas tém sitios do nivel 0 em comum). Destes pelo menos
YN pares declaramos o primeiro (podemos ordeng-los de cima para baixo ou da esquerda
para a direita, conforme for o caso) como vélido, os 3v/N — 1 préximos como invélidos, o
préximo como vélido, os 3v/N — 1 préximos como invalidos e assim por diante, de modo

w‘/_ pares de sitios (do nivel k — 1) colineares vélidos.

w\/_

que teremos pelo menos

Cada um destes pelo menos pares de sitios do nivel £ — 1 validos possui pelo

menos YN pares de sitios (um em v; o outro em v) do nivel k& — 2, colineares, abertos
e adjacentes ao feixe de k escadas ruins consecutivas. Como antes, repetimos o mesmo

procedimento de selecao declarando como vélido apenas um par de sitios a cada 3v N,

2
w‘/_ pares validos. Para cada um destes YN pares de

deste modo temos pelo menos 3

sitios do nivel £ — 2 vélidos, lan(;amos uma moeda cuja probabilidade de sucesso ¢ ¢j_,

e eliminamos aqueles pares cujo resultado da moeda foi fracasso, apés o lancamento das

w»ﬁv) [y

moedas se o niimero de pares de sitios vélidos for inferior a (*%

paramos por
al e declaramos que o feixe de k escadas ruins consecutivas nao é atravessado de modo

“rigoroso” e declaramos o elo de nivel k que este feixe representa como fechado.
wm)%z_z
3 )2

VN
(257) Iy

K
9k —2

(pelo teorema de Cramer esta proba-
(%=2)] onde I,(x) = zInZ+ (1 —z)lni=L)

cada um destes pares de sitios (do nivel k£ — 2) colineares possui pelo menos YN pares

Caso tenhamos pelo menos (

bilidade é pelo menos 1 — exp[—

de sitios (do nivel k — 3) colineares, repetimos o mesmo processo de selecao anterior para

A M)?’qz_?
3 2

escolhermos pelo menos pares validos obtendo um total de pelo menos (

pares validos (de sitios do nivel k£ —3). Para cada um destes pares langamos duas moedas,

de modo independente, cuja probabilidade de sucesso é g_, e eliminamos os pares cujo

resultado das moedas teve pelo menos um fracasso, se o numero de pares validos rema-

nescentes for superior a (w‘gﬁ)%’% z.q’%;‘ 2
N2

1 — exp[—(¥%5~) qu_z(q’:;)] - exp[—(w‘?{ﬁ) G 521 g2 %(q’“ £)]) continuamos, caso contrario

( 0 que ocorre com probabilidade pelo menos

paramos e declaramos o elo de nivel k que este feixe representa como fechado.
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Ao continuar, repetimos este procedimento até chegarmos em pares de sitios do nivel
0 colineares, isto ¢ escolhendo um par a cada 3v/ N e, para este par, lancamos k — s — 1
moedas cuja probabilidade de sucesso é ¢f e eliminamos os pares cujo resultado das

moedas teve pelo menos um fracasso, onde s é o nivel do par de sitios a ser testado.

ke 2q1(k i—1)k

=0 2 2

Se o numero de pares de sitios do nivel 0 vélidos for superior a (w‘/_) I,
(o)’
6

) continuamos; caso contrario, paramos e declaramos o elo de nivel k que este
feixe representa como fechado. Podemos verificar que a probabilidade de continuarmos é

superior a

1 k-1 w\/ﬁ i1 [i-1 qilij—l . g
- ZGXP[—(g ) (11 5 i, (Tl
=1

j=1
Proposicao 2.4.1 Podemos escolher y' grande o suficiente de modo que

k— i i— K iK
1 1 vy [ s Lo (T=imiy gl 2.6
= enl-GVN) (] ) L (G 21— (26)
1=1 j

J=1

Demonstracao: Gostariamos de mostrar que

Zexp[ V) ( q) Fla )

J=1

1 —q
2

<

onde f(z) = =§In2+ (1 - 5)In [11:3%0], g = 1 —exp[—(k+1)y] e @ > 47’/. Isto é,

estamos considerando o caso p’ > p”, o caso p' < p” se faz de modo andlogo. Entao, temos

que

k—1 i+l /-1 Jjk /H-l i— )

> e [—(@) (HqT) ] <Zexp[ 7y () 1f(q7:_i_1>] <
i=1 =1

£ k—1

< ZeXp ORRNICTy Zexp 20) (g )]+ Y exp—4(2y) T fai )] <

k

i=3

kr
2

< E[exp[ 169/ f(

: )]+ expl—4(2¢') 7 (0l )]

&
2
Portanto, basta mostrar que

16y'2f( ) > Ink+ (k+1)y

Lv\a*
N3

42) T F (V%) > Ik + (b + 1)y
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Quanto a primeira estimativa temos que

ki
16y'2f(q§2 ) > 8y'2 (—21112 — ln(l —q

[MESENES]
N

) =

ey
> 8y |22 —In | 1- ( 2 ) (-1)' exp[—iy'(g +1)]
=0 \*

k

> 8y"” [—21n2 —In (%2% exp[—y'(g + 1)])] > 8y {—1 —Ink—Ink+ g[y' — rkIn2]|.
y' pode ser escolhido grande o suficiente de modo que

8y [—1 —Ink—Ink+ g[y' - /<;ln2]] > 8y'2§ =20k > 2/k > Ink + (k+ 1)y,
0 que mostra a primeira estimativa. Quanto a segunda temos que

42) (A V%) > 8y(2y) 2 £ (")
Tomando y' grande o suficiente podemos observar que existe constante A > 1 tal que
Sy(20') " f(gl") > Sy’ A" > 29/ > Ik + (h + 1)y

O que mostra a estimativa 2.6 O

Finalmente, dizemos que o feixe é atravessado de modo “rigoroso” se e somente se

k
M) pares de sitios (do nivel 0) colineares, os k elos do feixe

para pelo menos um dos (
de escadas ruins que os une estao abertos. Portanto, por 2.3, 2.4 e 2.6, a probabilidade
de um feixe de k escadas consecutivas ser atravessado de modo rigoroso é pelo menos g;.

Observe inicialmente que devido a 2.3 e 2.4, a prova do teorema 2.2.8 continua valida
se fizermos a exigéncia que os feixes de k£ escadas ruins consecutivas sejam atravessadas de
(0 <

oo) > 0, onde Py, 5, ¢ a medida de probabilidade associada a Rede Hierarquica com

4

modo “rigoroso”. Isto ¢, para o valor da constante N escolhida temos que, Py

P1,pP2
parametro N, o superindice r se refere ao fato de exigirmos que feixes de escadas ruins
consecutivas sejam atravessadas de modo “rigoroso”. Iremos mostrar que 2.5 é verdadeira

— T
com ¢ = PN,m,pz
Renormalizagao. Seja (X (&))icz, (X (€}))iez) configuracao de escadas boas e ruins,

(0 <> 00) > 0.

o parametro J foi escolhido de modo que apds agruparmos as escadas segundo o agrupa-
mento KSV descrito na secao 2.3, as particoes limite C2 e CI (os superindices V e H se
referem as escadas verticais e horizontais respectivamente) sao ambas 3/N-espacadas com

probabilidade estritamente positiva.
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Denotaremos um elemento das particoes C}’, i € NU{oo} por CV(m,1), onde CV(m, )
¢ um aglomerado de escadas verticais de massa m e formado na etapa [, algumas vezes
denotaremos por apenas C. Definimos a(C" (m, 1)) e w(C"(m, 1)), os pontos inicial e final

do aglomerado C'V'(m, ) como
a(CV(m,1)) = min{l € Z; & € C" (m, 1)},

w(CV(m, 1)) = max{l € Z; &, € C¥(m,])}.

De modo andlogo definimos a(C#(m,1)) e w(C(m,1)) para os aglomerados de escadas
horizontais.

Com o objetivo de mostrar 2.5, a idéia é mostrar que para toda (X (£}))sez, (X (€4))icz)
configuracao de escadas 3N-espacada o modelo de percolacao de elos com configuracgoes
de escadas boas e ruins 3/N-espacadas pode ser comparado com o modelo de percolacao
na Rede Hierdrquica, com parametro N, com a exigéncia que feixes de escadas ruins
consecutivas sejam atravessados de modo rigoroso. Esta comparacgao é realizada de modo
que percolacao neste ultimo modelo implique em percolacao no primeiro, portanto a
equacao 2.5 estara provada.

A chave desta comparacao é a seguinte proposicao cuja demonstracao sera deixada

para o final.

Proposigao 2.4.2 Seja C(m,l) um aglomerado de escadas de massa m e formado na
etapa | que separa dois sitios abertos, de nivel m adjacentes. Entao, a probabilidade
destes dois sitios estarem conectados através de C(m,l) nao € inferior a probabilidade
destes mesmos sitios, isto €, com as mesmas configuracoes internas de elos e sitios abertos,
estarem conectados através de um feize de m escadas ruins consecutivas de modo “rigo-

080",

Seguira da prova da proposicao acima que o aglomerado de elos e sitios abertos atra-
vessa os feixes de escadas ruins consecutivas de C'(m,[) segundo uma linha reta.

Os elos e sitios da rede renormalizada serao definidos segundo o procedimento a seguir.

Nivel 1: Em cada regiao retangular compreendida entre 4 aglomerados de escadas de
massa pelo menos 1, dois aglomerados verticais consecutivos e dois aglomerados hori-
zontais consecutivos, digamos CY, C), CH e C¥, podemos subdividir esta regiao em
quadrados e retangulos culos lados tém pelo menos N sitios (do nivel 0) e no maximo
2N — 1 sitios (do nivel 0) da seguinte maneira: sejam j e j definidos como

e e ER1
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Cada sitio do nivel 1 é o subgrafo de Z? determinado por cada um dos ;¥ - j¥ retangulos
[(r = DN +w(CY),rN + w(Cy)] x [(s = YN +w(C"), sN +w(CT),

(3" = DN +w(C)), a(C3)] x [(s = N + w(CY'), sN +w(CY)),
[(r = DN +w(CY),rN +w(C)] x [(i7 = 1N +w(CT), a(C1)],
(57 = DN +w(CY),a(C3)] x [ = DN + w(CT), a(C3)],

parar=1,...,57V =1 s=1,...,77 - 1.

Podemos observar que cada sitio do nivel 1 é um retangulo de elos e sitios do nivel 0
cujos lados do retangulo téem entre N e 2N — 1 sitios do nivel 0. Dizemos que um sitio
do nivel 1 esta aberto se o evento Ag ocorre no respectivo retangulo R que define o sitio.
Neste caso, como na Rede Hierdarquica, temos que a probabilidade que cada sitio estar
aberto é pelo menos ¢; e os sitios estao abertos ou nao de modo independente.

Considere um par de sitios do nivel 1 adjacentes que é separado por uma escada boa
ou uma escada ruim, isto é, um aglomerado de escadas de massa no maximo 1. Caso
estes dois sitios do nivel 1 estejam abertos, dizemos que o elo de nivel 1 que os une esta
aberto se existe pelo menos um elo (do nivel 0) aberto nesta escada unindo os aglomerados
principais dos sitios de nivel 1 adjacentes. Novamente, como no caso de Rede Hierarquica,
temos que a probabilidade de um elo do nivel 1 estar aberto dado que os dois sitios do
nivel 1 que este elo une estao abertos é de pelo menos ¢;.

Nivel 2: Os sitios de nivel 2 serao definidos a partir dos sitios do nivel 1 da seguinte
maneira, cada regiao retangular compreendida entre 4 aglomerados de escadas, 2 verticais
consecutivos e 2 horizontais consecutivos, de massa pelo menos 2, digamos C}', Cy, C¥H e
CH ¢ subdividida em regioes retangulares menores cujos lados tém pelo menos N sitios
do nivel 1 e no maximo 6/N — 1 sitios do nivel 1, esta divisao é feita da seguinte maneira:

sejam 7V e j definidos como

A [CARTICAES Y
o |t et e

Considere os jV - 77 retangulos
[(r — 1)3N? 4+ w(CY),r3N? + w(CY)] x [(s — 1)3N? + w(CH), s3N? + w(CH)],
(7Y = D3N? + w(CY), a(Cy)] x [(s = 1)3N? + w(CY'), s3N? + w(C{)],
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[(r — 1)3N? + w(CY),r3N? + w(C))] x [(j# — 1)3N? + w(CH),
(7Y = 1)3N* + w(CY),a(C3)] x [(7T = 1)3N? + w(C{T), a(CTT)],

parar=1,...,57V =1 s=1,...,77 — 1.

A cada um dos retangulos acima iremos associar um sitio do nivel 2 que sera formado
por todos os sitios de nivel 1 que estao totalmente contidos no retangulo e mais os sitios
do nivel 1 cujos respectivos sitios do nivel 0 sao compartilhados entre o retangulo em
questao e os retangulos abaixo e a esquerda deste; caso este sitio do nivel 1 tenha seus
sitios do nivel 0 em 4 retangulos distintos, este sitio do nivel 1 pertencera ao sitio do nivel
2 que corresponde ao retangulo superior direito.

Podemos observar que cada sitio do nivel 2 é um retangulo de elos e sitios do nivel 1
cujos lados do retangulo téem entre N e 6/N — 1 sitios do nivel 1. Dizemos que um sitio
do nivel 2 esta aberto se o evento Ag ocorre no respectivo retangulo R de elos e sitios do
nivel 1. Neste caso, como na Rede Hierarquica, temos que a probabilidade que cada sitio
estar aberto é pelo menos ¢, e os sitios estao abertos ou nao de modo independente.

Considere um par de sitios do nivel 2 adjacentes que é separado por um aglomerado
de escadas de massa no maximo 2. Caso estes dois sitios do nivel 2 estejam abertos,
dizemos que o elo de nivel 2 que os une estd aberto se existe caminho de elos e sitios
(do nivel 0) abertos unindo os aglomerados principais dos sitios de nivel 2 adjacentes e
atravessando os feixes de escadas ruins consecutivas deste aglomerado segundo uma linha
reta. Novamente, como no caso da Rede Hierarquica e devido a proposicao 2.4.2, temos
que a probabilidade de um elo do nivel 2 estar aberto dado que os dois sitios do nivel 2
que este elo une estao abertos é de pelo menos ¢s.

Nivel k(k > 3): Indutivamente, os sitios de nivel k serao definidos a partir dos sitios do

nivel k—1 da seguinte maneira. Cada regiao retangular, compreendida entre 4 aglomerados
de escadas, 2 verticais consecutivos e 2 horizontais consecutivos, de massa pelo menos k,
digamos CY, Cy, CH e CH pode ser subdividida em regioes retangulares menores cujos
lados tém pelo menos N sitios do nivel £ — 1 e no méaximo 6N — 1 sitios do nivel k£ — 1,

esta divisao é feita da seguinte maneira: sejam j e j definidos como

v {a(OQV)—w(CY)HJ >3

J 31 Nk

, a(CHY — w(CHY + 1
LR T

Iremos realizar uma divisdo em ;" - j retangulos andloga & dos niveis anteriores, onde

cada lado dos novos retangulos tem entre 3*"'N* e 2(3N)" sitios do nivel 0, porém nio
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contamos com aqueles sitios do nivel 0 que estao no interior de aglomerados escadas de
massa pelo menos 2.

A cada um dos retangulos acima iremos associar um sitio do nivel k& que sera formado
por todos os sitios de nivel £ — 1 que estao totalmente contidos no retangulo e mais os
sitios do nivel k£ —1 cujos respectivos sitios do nivel 0 sao compartilhados entre o retangulo
em questao e os retangulos abaixo e a esquerda deste; caso este sitio do nivel £ — 1 tenha
seus sitios do nivel 0 em 4 retangulos distintos, este sitio do nivel k£ — 1 pertencerda ao sitio
do nivel k que corresponde ao retangulo superior direito.

Podemos observar que cada sitio do nivel £ é um retangulo de elos e sitios do nivel
k —1 cujos lados do retangulo tem entre N e 6N — 1 sitios do nivel £k —1. Dizemos que um
sitio do nivel k esta aberto se o evento Ag ocorre no respectivo retangulo R de elos e sitios
do nivel £ — 1. Neste caso, como na Rede Hierarquica, temos que a probabilidade de cada
sitio estar aberto é pelo menos ¢; e os sitios estao abertos ou nao de modo independente.

Considere um par de sitios do nivel k£ adjacentes que é separado por um aglomerado
de escadas de massa no maximo k. Caso estes dois sitios do nivel k estejam abertos,
dizemos que o elo de nivel k£ que os une estd aberto se existe caminho de elos e sitios
(do nivel 0) abertos unindo os aglomerados principais dos sitios de nivel k adjacentes e
atravessando os feixes de escadas ruins consecutivas deste aglomerado segundo uma linha
reta. Novamente, como no caso de Rede Hierarquica e pela proposicao 2.4.2, temos que
a probabilidade de um elo do nivel k£ estar aberto dado que os dois sitios do nivel k que
este elo une estao abertos é de pelo menos ¢.

Portanto, devido a proposi¢ao 2.4.2, nosso modelo de percolacao original (teorema
2.2.1), com configuracio de escadas boas e ruins X (£)) e X (&) 3N-espacadas, pode ser
comparado com o modelo de percolacao na Rede Hierdrquica com parametro N e com
os feixes de escadas ruins consecutivas sendo atravessadas apenas de modo “rigoroso”, de
modo que percolacao no ultimo implique em percolagao no primeiro.

Como ja observado anteriormente, as constantes foram escolhidas de modo que a prova
de percolacao na Rede Hierarquica com parametro N e com os feixes de escadas ruins
consecutivas sendo atravessadas apenas de modo “rigoroso” é idéntica a prova do teorema
2.2.8. Isto conclui a prova do teorema 2.2.1.

As préximas proposicoes serao usados na prova da proposicao 2.4.2.

Como na proposicao 2.2.10, a préxima proposicao também diz respeito a cruzamentos
dentro de retangulos, porém na préxima proposicao iremos considerar regioes retangula-
res um pouco diferentes como na figura abaixo onde um dos lados menores da fronteira é
formado apenas por elos perpendiculares ao lado em questao (no caso da figura abaixo,

o lado direito é formado apenas por elos horizontais), sejam [(R) e ¢(R) as dimensoes do
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menor e do maior lados de R, respectivamente. Dizemos que o retangulo R é cruzado
centralmente (notagao Cr) se existe caminho de elos e sitios abertos contidos em R co-
nectando o vértice central do menor dos lados ao elo central do lado oposto, conforme a

figura abaixo.

I(R)

c(R)

Figura 2.3: Um retangulo ¢(R) x [(R). Os tracos mais fortes representam um caminho

de elos e sitios que cruza R centralmente.
Os resultados seguintes serao usados a seguir na prova do teorema 2.4.2.

Proposigao 2.4.3 Para todo py > p* existem Lo(p) > 0 e k tal que
PM(Cr) > p" ¥ p>po, ¥ R com I(R) > /Lo, ¢(R) <I(R)”

Demonstracao: Faremos a prova no contexto de percolacao de elos, pequenas modifi-
cacoes permitem a passagem para o caso de elos e sitios.
Em [10] (veja [22] para resultados andlogos no caso do processo de contato) é mostrado

que existe vy(p) tal que

N N N N

P, <{0} X [—?, ?] «» 0o|Todos os elos do segmento {0} x [-5, 5] estdo abertos) < exp[—7y(p)N].

Entao tome N grande o suficiente de modo que exp[—y(p)N] < 1 — p.

Em um quadrado de lado ¢, seja A; o niumero de vértices de um dos lados do quadrado
que estao conectados através de caminhos orientados ao vértice central do lado oposto
(sem perda de generalidade suponha que este vértice é a origem); em [10] (ou [22], no
caso de processo de contato) é mostrado também que condicionado ao evento (0 <> o0)
existe constante ¢ = ¢(p) > 0 tal que

. t
lim — =c¢ gq.c.
t—+oo 1

Portanto, podemos tomar ¢ grande o suficiente de modo que

Py(A; > N[0 <> 00) >1—¢"
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e (1+t)e™" <1 —p. Neste caso, tomando ¢ = /Ly temos que P;*(Cg) > p*N 3. Logo a

proposicao estara provada tomando k = 2N + 3. O

A partir daqui, por economia de notac¢ao denotaremos b(n, p)|b(n, p) # 0 simplesmente

por g(n, D).

Proposigao 2.4.4 Sejam X = b(n,p) varidvel aleatéria com distribuicio binomial com

parametros n e p, e X' =b(n,p’) com p > p'. Entao, X = X,

Demonstragao: Seja f(n,k,p) = f(k,p) = P(b(n,p) = k). Temos que mostrar que para

todom=1,...,n

St k8 _ S £hp)
Z:Zm f(k,p) = Zzzl f(k,p)’

para isto é suficiente mostrar que a fungao g(m) = % é decrescente em m, isto por
/ =" INTUT k
sua vez é verdadeiro se h(k) = LEP) fo1 decrescente em k. Como h(k) = (1%”) [’L__’,’)] ,
f(k.p) 1-p p(1-p')

temos que h(k) é decrescente em k se e somente se lf—'p, < ﬁ o que é verdade pois p’ < p.
|

Antes da prova da proposicao 2.4.2, faremos algumas defini¢bes que serao tuteis. Po-
demos indexar os sitios de nivel k com os vértices de Z?; se S¥ e S% sio sitios do nivel k
adjacentes, entao temos que vy = vy xe;, ¢ = 1,2, onde e; sao os vetores da base canonica.
A partir daqui, iremos supor que vy = v; + (1,0), isto é, S{fz é o sitio de nivel k£ imedia-
tamente & direita de S% . Suponha S¥ e S¥ separados por CV(m,[), um aglomerado de
escadas verticais de massa m e etapa | (I > k+1).

A regiao entre os constituintes de C'(m, 1), a poeira de aglomerados como foi denotada
na secao 2.3, serd chamada de meio poroso do nivel [. Como na definicao dos sitios
durante a renormalizacao, podemos definir elos e sitios de nivel até [ — 1 no meio poroso
de nivel [; porém como ja foi dito durante a renormalizacao, os sitios de nivel 0 dos meios
porosos nao sao levados em consideracao na contagem que define os sitios de nivel k£ da

rede renormalizada.

Definicao 2.4.5 A k-faiza determinada pelo par S{)ﬂ e S{f? é o subgrafo de Z? contido no

retangulo [a(CY (m, 1)), w(CY(m,1))] X [ay,, by, |, onde a,, e b,, sio dados por
ay, = min{y € Z; I(x,y) € Z? sitio do nivel 0, com (z,y) € S* 0 Wﬁ)},
U1 5 —

by, = max{y € Z;I(x,y) € Z? sitio do nivel 0, com (x,y) € S* N
U1+(07+T)

Onde S* ¢ o conjunto de todos os sitios de nivel 0 pertencentes ao sitio do nivel k S*.

Denotaremos esta k-faiza por F¥(SF Sk CV(m,1)).

v
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Seja CV(m, 1) formado na etapa [ pelos r constituintes C) (m;,[;), com m; > | para
todoi =1,...,7. Sejam C!" e C!"V uma decomposicao do aglomerado C'V (m, ), conforme

o0 lema 2.3.6 onde C!V é aglomerado de massa exatamente k e a(CY(m, 1)) = a(CIV).

Definicdo 2.4.6 Os r — 1 subgrafos de FV(Sk . Sk CV(m,l)) contidos nos respectivos

v

retangulos
[W(CY (M, 1), w(CY )] X @y, by ), i=1,...,7—1

sao chamados de k-tiuneis de FV(Sk S{fz,C’V(m 1)). Por defini¢cio aqueles 0-tuneis que
correspondem ao interior de duas escadas ruins consecutivas nao existem, isto €, o con-

junto de vértices de tal grafo é o conjunto vazio.

Observe que FV
2.3.2).

Sk SE.CV(m,1)) tém no maximo m — [ k-tineis (veja observa¢ao

—~

S,

J3111111311311113131111111311111111111
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L

Figura 2.4: Uma 1-faixa, F (S, S5, C(5,2

cejados sao os 1-tuneis.

~—

). As regioes contidas nos dois retangulos tra-

Sejam Sffl e S{fz sitios do nivel k, adjacentes, ambos abertos e separados por um
aglomerado de escadas C(m, 1) (I > k+1). Entao, como S¥ e S% estao abertos, podemos
escolher pelo menos N pares de sitios do nivel k£ — 1, colineares, pertencendo aos aglo-
merados principais de Sz’f] e S{f? e cada um dos sitios de nivel £ — 1 deste par é escolhido
de modo que contenha sitios de nivel 0 que também estejam em C(m,[). Destes pelo

YN

menos )N pares de sitios de nivel k — 1, podemos escolher ¥ 5 Pares de modo que as

respectivas k — 1-faixas sejam subgrafos disjuntos.

Notacao Estes w\/_

pares de sitios (do nivel k — 1) definidos acima serdo chamados
de pares de sitios gemeos (do nivel £ — 1). Indutivamente, para todoi=1—1,...,k —1
podemos definir (w‘/_> pares de sitios gémeos de nivel ¢. Iremos denotar os pares de

sitios gémeos do nivel 7, determinados por S’C e Sk vy POT S{fj e §Z’“] parai=1—1,...,k—1
k—i
e] = 1,...,(@)
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Sejam S}, ;e Sf, . um par de sitios gémeos (do nivel [ — 1) determinado por S¥,
e Sk

+, suponha que o aglomerado de escadas C(m, 1) que separa Sfl e 552 seja formado

por R+ 1 constituintes Cy(my,1y),...,Cri1(mgri1,lre1) (observe que m, > 1,1, <l e
ZTR:”? m, — R(l —1) =m). Paracadar =1,..., R+ 1 sejam §,_; e s, os sitios de nivel

I — 1, colineares com Sf | ;e é\zk—u e situados imediatamente a esquerda e a direita de
Cy(my,1,), respectivamente (observe que aqui temos que 55 = Slk_l,j e Spi1 = §lk_1,j);
conforme mostrado na figura 2.4. Dado o par de sitios §,_; e s, do nivel [ — 1 separados
por C,.(m,,[,), de maneira analoga eles irao definir pares de sitios gémeos de niveis [, — 1
até [ — 2. Podemos prosseguir desta maneira até definirmos os pares de sitios gémeos
do nivel 0. Portanto, observe que os sitios gémeos do nivel 0 pertencentes a S{f? nao sao
necessariamente pares gémeos de sitios do nivel 0 de Sffl. A figura 2.5 abaixo ilustra esta
situacao no caso [l =2 e m = 4.
Com objetivo de simplificar a notacao, a partir daqui, faremos n = @

Definicao 2.4.7 Para todo 1 =1—1,...,k — 1, defintmos a i-sombra induzida pelo par
Sk e SE nareta {2} x Z, com z € [a(C(m,1)),w(C(m,1))] como o sequinte conjunto dos

sitios de nivel 0
nk—i %
{(z,y) € 72 A(x,y) € 72 com (x,y) € Uiz, Sfj}.

De modo andlogo, para os pares de sitios 5,1 e s, do nivel | —1 separados por C.(m,, 1),
podemos definir, para todo 1 =1, —1,...,1 —2, a i-sombra induzida por 5,_; e s, na reta
{2} X Z, com z € [a(C,(m,,1,.)), w(Cr(my, 1,))]. Observe que as 0 sombras induzidas pelos
sitios gémeos de S¥ na reta w(C(m,l)) x Z ndo sao necessariamente determinadas pelos

sitios gémeos de nivel 0 de Sz’f] (veja figura abaizo).

Definigao 2.4.8 Definimos um 0-vetor, Ny, como uma varidvel aleatéria que assume 0s
valores 0 ou 1; dado r € N definimos um r-vetor, N, = (Ny1, ..., Now), como um vetor de
n componentes (n = @) independentes, em que cada componente é um r — 1-vetor. Se
No € um 0-vetor, definimos #Ny = Ny e se Ny = (Ny1, ...y Nip) € um r-vetor definimos
#N, =30 #N,i. Finalmente, sejam Ny e Ny O-vetores, dizemos que Ny < Ny se N
¢ dominado estocasticamente (no sentido usual) por ./VO eV r € N dizemos que N, < ./\77«

se Npi x NoiyVi=1,..,n (jd que as componentes sio independentes).

Sejam Sffl e Sffz sitios do nivel k, adjacentes, ambos abertos e separados por um
S5, C(m, 1))

para designar o k-vetor das funcoes indicadoras que diz quais das O-sombras, induzidas por

aglomerado de escadas C(m, 1) (I > k+1). Iremos utilizar a notagao N, (S*

v
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S,

Figura 2.5: No 1-tunel acima, §0, St, §1 e Sy sao sitios abertos do nivel 1. As 0-sombras

induzidas em S, sao determinadas pelo par §1 e Sy; analogamente para o par §0 e S.

S% na linha {w(C(m,1))} X Z, estao conectadas ao aglomerado principal de S¥ . Observe
que a probabilidade dos aglomerados principais de S{f] e S{fz estarem conectados através
de C(m,l) é P{#Ny(Sk, Sk . C(m,l)) # 0}. Seja N um r-vetor qualquer, como antes
iremos usar a notacao N para designar a distribuicao do r-vetor N'|#N # 0.
Demonstracao da proposicao 2.4.2

Iremos provar algo um pouco mais forte. Mostraremos que na definicao de “rigoroso”,
dependendo da etapa em que o aglomerado de escadas é formado, nem todas as moedas
serao necessdrias. Mostraremos que a probabilidade de um par de sitios S e S;" ad-
jacentes (podemos supor que vy = vy + (1,0)), do nivel m, ambos abertos e separados
pelo aglomerado de escadas C(m,!), ser conectado através de C(m,l), nao é inferior a
probabilidade destes mesmos sitios (isto é, com as mesmas configuragoes internas de elos
e sitios abertos) estarem conectados através de um feixe de m escadas ruins consecutivas
como no modo “rigoroso”, porém sem lancarmos as moedas cuja probabilidade de sucesso
éqr, Ym—22>1 > 1 isto é, s6 lancamos as moedas cuja probabilidade de sucesso é
qr, V1 =0,..,0l — 1. Para distinguir este caso do modo “rigoroso”, iremos denota-lo
como o modo “fracamente rigoroso”. Iremos utilizar a notacdo X, '(m) para denotar
o ntmero dos n¥ sitios gémeos do nivel 0 determinados por S¥ e S | sitios de nivel &
abertos, que estao conectados através de um feixe de m escadas ruins consecutivas de
modo “fracamente rigoroso”, lancando apenas as moedas cuja probabilidade de sucesso é
¢, Vi=0,..,0—1.
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Portanto, gostariamos de mostrar que

P{#Nw(S}), Sy, C(m, 1)) # 0} = P{X - (m) # 0}.

v v

A prova é por inducdo em [, a etapa em que o aglomerado foi formado. O caso [l =0 é
trivial, pois os elementos da particao Cy sao todos conjuntos unitarios. Com objetivo de
maior clareza no passo de induc¢ao, provaremos inicialmente os casos [ =1 e [ = 2.

L =1 Sejam S} e S} sitios adjacentes (podemos supor que vy = v; + (1,0)), do nivel
m, ambos abertos e separados por um aglomerado de escadas, C'(m, 1), de massa m e
formado na primeira etapa.

Como S e 5] estao abertos existem pelo menos n™ pares de sitios gémeos do nivel
0 de modo que as respectivas 0-faixas sejam subgrafos disjuntos. E suficiente mostrarmos
que a probabilidade de cada par de sitios gémeos (do nivel 0) s e § estar conectado através
de F(s,5,C(m,1)) por um caminho de elos e sitios abertos contido em F'(s,s,C(m,1))
nao ¢ inferior a probabilidade do mesmo par de sitios do nivel 0 estar conectado através
de um feixe de m escadas ruins consecutivas percorridas de modo “fracamente rigoroso”.

Sabemos que cada 0O-faixa de C'(m, 1) tem no méximo m — 1 0-tineis e cada O-tinel
tem largura 3v/N e comprimento no méximo 3N (na escala do nivel 0). Suponha que
cada O-faixa contenha exatamente k(k < m — 1) O-tuneis, isto é, C(m, 1) é composto
por exatamente m escadas ruins que estao agrupadas em k + 1 blocos de escadas ruins
consecutivas. Sejam Bj(myq), ..., Bgy1(myy1) estes k + 1 blocos onde o i-ésimo bloco é
formado por exatamente m; escadas ruins consecutivas (¢ claro que m = Y5 m;).

Sejam s; e §; sitios (de nivel 0) colineares com s e 5, onde s; é o sitio situado imediata-
mente a direita de B;(m;) e §; é o sitio situado imediatamente a esquerda de B;y1(m; 1).
Dizemos que o 0O-tinel que contém s; e 5; é bom se existe caminho de elos e sitios (do
nivel 0) abertos, totalmente contido no respectivo 0-tinel, conectando s; a §;. Pelo lema
2.4.3 sabemos que a probabilidade de um 0-ttnel ser bom é pelo menos ¢.

Dizemos que o par de sitios s e § (do nivel 0) é conectado através da respectiva 0-faixa
se todos os k 0O-tuneis sao bons e para todo ¢ = 1,...,k + 1 os m; elos do segmento de
reta que une $; a s;;; estao todos abertos (aqui 59 = s e sp11 = 3).

Seja X o nimero de pares de sitios (do nivel 0) colineares que estao conectados através
de C(m, 1) e X2 (m) o nimero de pares que estariam conectados através de um feixe de
m escadas ruins consecutivas percorridas de modo “fracamente rigoroso”. Como cada

O-faixa de C'(m, 1) tem no maximo m — 1 O-tineis, temos que
X = b0, piag™ ") - X, (m)
Isto conclui o caso [ = 1.
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L =2 Sejam S} e S sitios adjacentes (podemos supor que v, = vy + (1,0), do nivel
m, ambos abertos e separados por um aglomerado de escadas, C'(m,2), de massa m e
formado na segunda etapa.

Como S} e S estao abertos existem n™~! pares de sitios gémeos do nivel 1 de modo
que as respectivas 1-faixas sejam subgrafos disjuntos. E suficiente mostrarmos que a
probabilidade de cada par de sitios gémeos (do nivel 1) s e § estar conectado através de
F(s,s,C(m,2)) por um caminho de elos e sitios abertos contido em F'(s,s, C(m,2)) nao é
inferior a probabilidade do mesmo par de sitios gémeos do nivel 1 estar conectado através
de um feixe de m escadas ruins consecutivas percorridas de modo “fracamente rigoroso”.

Isto é, basta mostrar que
P{#MNi(s,5,C(m,2)) # 0} > P{X{(m) # 0}. (2.7)

Sabemos que cada 1-faixa F'(s,s, C(m, 2)) tem no maximo m—2 1-tineis e cada 1-tinel
tem largura 3v/N e comprimento no maximo 9N (na escala do nivel 1, isto é, o 1-ttinel
¢ um retangulo com um lado com 3v/N sitios do nivel 1 e o outro lado tem no méximo
9N sitios do nivel 1). Suponha que cada 1-faixa contenha exatamente k(k < m — 2)
1-tuneis, isto é, C'(m,2) é composto por exatamente k + 1 aglomerados formados na
primeira etapa e de massa pelo menos 2; digamos C(myq, 1), ..., Cry1(myi1, 1) (é claro que
m = Zf;l m; — k), pelo lema 2.3.6 os aglomerados C;(m;,1), Vi = 2,....k + 1 podem
ser decompostos sob a forma C! @ C!, onde C] é um aglomerado de massa 1 (e portanto,
formado no méximo até a primeira etapa), chamaremos C! e C! de partes nao-essencial
e essencial de C;(m;, 1), respectivamente.

Sejam s; e §; sitios (de nivel 1) colineares com s e s, onde s; é o sitio situado ime-
diatamente a direita de C;(m;,1) e §; é o sitio situado imediatamente a esquerda de
Civ1(myy1,1); como no caso [ = 1, temos que, caso s e s; estejam abertos, s e s; possuem
pelo menos n pares de sitios gémeos (do nivel 0), com um sitio de cada lado da fronteira
exterior de C'(my, 1) e com as respectivas O-faixas disjuntas, temos o mesmo para S;, $;;1
e Citi(mig1,1), com i =1,....k —1, e S, S e Cyy1(mgs1, 1) respectivamente. Dizemos
que o 1-tunel que contém s; e 5; é bom se s; e 5; estao abertos, existe caminho de elos e
sitios (do nivel 1) abertos, totalmente contidos no respectivo 1-tinel, conectando s; a s; e
pelo menos 1 dos n sitios gémeos (do nivel 0) de 5; estd conectado ao outro lado de Cj 4
(isto é, o elo de C7,, adjacente ao sitio em questao esta aberto, jd que C! ; é apenas uma
escada ruim).

Seja Ty ,; a probabilidade do i-ésimo 1-tunel, isto é, aquele que contém s; e s;, estar
aberto. Pelo lema 2.4.3 sabemos que 17 ; > ¢f, Vi=1,...,k.

E condigao suficiente para que o par de sitios s e 5 (do nivel 1) seja conectado através da
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respectiva 1-faixa que os seguintes eventos ocorram: todos os 1-tineis sao bons; pelo menos
um dos n pares de sitios gemeos do nivel 0 determinados por s e s; estao conectados através
de F(s, s1,C1(my,1)); pelo menos um dos n pares de sitios gémeos do nivel 0 determinados
por 5; e s;41 estao conectados através de F'(5;, si1,Cipi1(mig, 1)), Vi = 2,k —1
(observe que dado que o 1-ttinel em questao é bom, a parte nao essencial de C;1(m;q1,1) é
sempre atravessada) e pelo menos um dos n pares de sitios gémeos do nivel 0 determinados
por S e § estao conectados através de F'(Sg, S, Cry1(mgi1,1)).

De fato, ¢é suficiente mostrarmos que para todo:=1,...,k+1
P{#N(s, si, span][U_,Cs(my, 1)]) # 0} > qgi_l)ﬁP{X{)(Z ms— (1 — 1)) #0}. (2.8)
s=1

Aqui estamos cometendo a abuso de notagao em denotar por span|[U:_,Cs(myg, 1)] o aglo-
merado C tal que I(C) = span[U'_,I(Cy)]. Fazendo i = k + 1 na equacgio 2.8 temos
que

P{#N,(s,5,C(m,2)) # 0} > ¢i*P{X}(m) # 0} > P{X{(m) # 0}

0 que prova 2.7.

A prova de 2.8 é por indugao em i. O caso i = 1 é imediato ja que Cy(mq,1) é
aglomerado do nivel 1. Suponha 2.8 valida para todo:=1,..., 7.

Seja X; o 1-vetor das funcoes indicadoras que diz quais das 0-sombras, induzidas por
Si e 541 na linha {w(C(miy1,lis1))} X Z, estao conectadas ao aglomerado principal de
s.

Seja Y; o 1-vetor

Vi = boll — g PAXY(S ma — (i — 1) # 0)] +

+ X0 my — (i = 1)gr PN my — (i - 1)) # 0}

que é o 1-vetor que representa a distribuicao dos sitios gémeos de s e 5 que atravessam
um feixe de Zizl ms — (i — 1) escadas ruins consecutivas de modo “fracamente rigoroso”
condicionado a sucesso em todos os ¢ lancamentos independentes de uma moeda cuja
probabilidade de sucesso ¢ ¢, caso o resultado de pelo menos uma moeda seja fracasso
fazemos Y; = dg. Aqui 0y é o 1-vetor cuja distribuicao é concentrada no 1-vetor N; = 0.

Neste caso, temos que a distribui¢ao de &; é dada por
Xj o 8o(1 = Ty P{#N (s, 5, span[Ul_, Cy(my, 1)]) # 0}) +
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+ N5, 8541, Cla )T PI#N (s, 55, span[Ul_, Cy(my, 1)]) # 0} =
= Go(1—qfq? " P{XY) my — (j— 1)) £ 0}) +
s=1
J

+ NG, sj41 Ol afa? " PLXYD my — (j — 1)) # 0} -

s=1

o S = " PLXAS my — (5 — 1)) # 0}) + X0 g* PAXYS my — (j — 1)) # 0} »

s=1 s=1

= (1—q“P{X°st— (j—1) #0}) +

+ XYY s — (G = D) PN ma — (= 1)) # 0}~

Aqui, temos que a primeira desigualdade é devido a proposicao 2.4.3 e a hipdtese de
indugao; a primeira igualdade de distribuicoes é devido ao fato que N (5, 5511, C) ) v

b(n,p1) v~ X?2(1) e a segunda desigualdade é devido & proposicao 2.4.4 e ao fato que
X%(1) « b(n, py) = b(n, p12 —1ms—(-1) [Z 1 ms—(— - X0 st (G- 1))

Portanto, temos que X; = );, o que implica em

P{#N:(s, 5541, span[U1L1Cy(my, 1)]) # 0} >

> q"P{#Ni(5,5j41,C st G-1)eCi,) #0} >

Jj+1

> g"P{XY( st — ) #0}

onde Cfi(m) é um aglomerado de m escadas ruins consecutivas que sé pode ser atravessado
de modo “fracamente rigoroso” lancando apenas as moedas cuja probabilidade de sucesso

éqr, i=0,...,1; pelo item i1) do lema 2.3.6 temos que CTo( j _ms—(j—1)eC],, ¢
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um aglomerado de escadas de massa exatamente /"1 m, — j. Portanto 2.8 é valida para

i =7+ 1. O que conclui o caso | = 2.

[ = r(r > 3) Suponha, por inducao, a proposicao valida para todo [ < r. Sejam S}"
e Sy sitios adjacentes (podemos supor que v, = v; + (1,0)), do nivel m, ambos abertos
e separados por um aglomerado de escadas, C'(m,r), de massa m e formado na r-ésima
etapa.

Como Si* e S estao abertos existem n™ "1

pares de sitios gémeos do nivel r — 1
pertencendo aos aglomerados principais de S;" e S;? de modo que as respectivas r—1-faixas
sejam subgrafos disjuntos. E suficiente mostrarmos que a probabilidade de cada um destes
pares de sitios gémeos, s e 5, do nivel r — 1 estar conectado através de F'(s,s,C(m,r))
por um caminho de elos e sitios abertos contido em F(s,s,C(m,r)) nao é inferior a
probabilidade do mesmo par de sitios gémeos do nivel » — 1 estar conectado através de
um feixe de m escadas ruins consecutivas percorridas de modo “fracamente rigoroso”. Isto

é, basta mostrar que
P{#N;1(5,5,C(m, 7)) # 0} > P{X;Z{(m) # 0}. (2.9)

Sabemos que cada r — 1-faixa F(s,s,C(m,r)) tem no maximo m — r r — 1-tineis e
cada r — 1-ttnel tem largura 3v/N e comprimento no méximo 9N (na escala do nivel
r—1, isto é, o r — 1-tdinel é um retangulo com um lado com 3v/N sitios do nivel r — 1
e o outro lado tém no maximo 9N sitios do nivel » — 1). Suponha que cada r — 1-faixa
contém exatamente k(k < m —r) r — 1-tineis, isto é, C'(m,r) é composto por exatamente
k 4+ 1 aglomerados formados, no maximo, até a etapa r — 1 e de massa pelo menos r;
digamos C(my, 1), ..., Cks1(mrs1, lg+1) (é claro que m = Zfill mi—k(r—1)el; <r—1),
pelo lema 2.3.6 os aglomerados C;(m;,[;), Vi =2, ...,k + 1 podem ser decompostos sob a
forma C! @ C!, onde C! é um aglomerado de massa r — 1 (e portanto, formado no méximo
até a etapa r — 2), chamaremos C] e C!' de partes nao-essencial e essencial de C;(m;, ;),
respectivamente.

Sejam s; e §; sitios (de nivel r — 1) colineares com s e 5, onde s; é o sitio situado
imediatamente a direita de C;(m;, ;) e §; é o sitio situado imediatamente a esquerda de
Ciy1(mis1,1); como nos casos anteriores, temos que, caso s e s estejam abertos, s e
s1 possuem pelo menos n pares de sitios gémeos (do nivel r — 2) com um sitio de cada
lado da fronteira exterior de Ci(mq,l;) e com as respectivas r — 2-faixas de cada par
disjuntas, temos o mesmo para S;, ;11 € Cip1(mis1,liv1), com i =1,...k—1,e 5, Se
Cri1(miy1, ly1) respectivamente. Dizemos que o 7 — 1-ttinel que contém s; e §; é bom se
s; e §; estao abertos, existe caminho de elos e sitios (do nivel » — 1) abertos conectando

s; a 8; e pelo menos 1 dos n sitios gémeos (do nivel r — 2) de §; estd conectado ao outro
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lado de C},,. Pelo lema 2.4.3 sabemos que a probabilidade de um r — 1-tiinel ser bom é
pelo menos ¢/_;.

E condicio suficiente, para que o par de sitios s e § (do nivel r — 1) seja conectado
através da respectiva r — 1-faixa, que os seguintes eventos ocorram: todos os r — 1-
tineis sao bons, pelo menos um dos n pares de sitios gémeos do nivel r — 2 determinados
por s e s; estao conectados através de F'(s, s, C1(mq,l1)), pelo menos um dos n pares
de sitios gémeos do nivel r — 2 determinados por 5; e s;,; estdo conectados através de
F (5, 8i11, Ciz1(miga, liv1)), Y i = 2,...,k — 1 (observe que dado que o r — 1-tinel em
questdao é bom, a parte nao essencial de Cj,1(m;i1,l;11) é sempre atravessada) e pelo
menos um dos n pares de sitios gémeos, do nivel r — 2, determinados por 5, e § estao
conectados através de F'(Sg, S, Cxi1(mpi1, lgs1)).

Como no caso [ = 2, é suficiente mostrarmos que para todo:=1,...,k+1

P{#N,_1(s, 5:, span[Ui_, Cy(my, 1,)]) # 0} > ¢! " P{X::f(z ms — (i — 1)) # 0}.
) (2.10)

Pois fazendo ¢« = k 4+ 1 na equacao 2.10 temos que
P{#N,1(s,5,C(m, 1)) # 0} > ¢, P{X]~}(m) # 0} > P{X]{(m) # 0}

0 que prova 2.9.

A prova de 2.10 é por inducao em i. O caso i = 1 é imediato ja que Cy(mq,l;) é
aglomerado do nivel [; < r — 1. Suponha 2.10 vélida para todo i =1,...,

Seja X; o r — 1-vetor das funcoes indicadoras que diz quais das 0-sombras, induzidas
por §; e s;41 na linha {w(Cl,  (mit1,liy1))} X Z, estao conectadas ao aglomerado principal
de s.

Seja Y; o r — 1-vetor

Vi = ol — g PLXT2(S m — (i~ 1)) # 0)] +

st— i—1))g" P{X~ mes— (1—1)) #0}

que é o r — 1-vetor que representa a distribuicao dos sitios gémeos de s e 5§ que atravessam
um feixe de Y ', my; — (i — 1) escadas ruins consecutivas de modo “fracamente rigoroso”

condicionado a sucesso em todos os ¢ lancamentos independentes de uma moeda cuja
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probabilidade de sucesso ¢é ¢ ,, caso o resultado de pelo menos uma moeda seja fracasso

fazemos V; = dp. Aqui g é o r — 1-vetor cuja distribuicao é concentrada no r — 1-vetor
Nr_l == O

Neste caso, temos que a distribui¢ao de &; é dada por

X 6o(1 = Try jP{#N_1(s, s, span[UiZIC’S(ms, ls)]) #0}) +

+M 1(SJ7SJ+1707—|—1)T7‘ 1,JP{#'A/7‘ 1(s, s],span[us 1Cs(ms, 15)]) # 0} =

= 01— ¢ g7 P{X:mes—J—l))%O})Jr

7
+ Nos1 (55, 5501, O af g P2 my — (- 1) £ 0} =

J

7 So(1— g P{X]7() my— (= 1)) #0}) +

s=1

J

+ XI2Hr = D)gl" PAXIZEO my— (- 1)) £0} =

s=1

F Oo(1— @ PAXII) Jmy— (7= 1)) #0}) +

+ X220 Smy = (= 1)@ PAXIZEO) Smy — (= 1)) # 0}« Y

s=1 s=1

Aqui, temos que a primeira desigualdade é devido a proposicao 2.4.3 e a hipdtese
de inducdo; a segunda desigualdade ¢ devida a proposicio 2.4.4 e ao fato que C7,, é
aglomerado de massa r — 1 e formado até a etapa r — 2, logo pelo caso [ < r — 1 temos
que N;_1(5;, 8541, Clpy) = X[Z7(r — 1) e a terceira desigualdade é devido & proposigao

2.4.4 e ao fato que

X2 =1) = Xfffzms— (G—1)
poisr—lﬁZizlms—(j—l).
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Portanto, temos que AX; = );, o que implica em

P{#N,_1(s, 5,41, span[ S 11C,(my, 1,)]) # 0} >

> " P{#N—1(5, 5541, CT2( st (j—1)eCj,) #0}t >

j+1

> ¢ \PAXTR() my — j) # 0}
s=1

onde CTr-2(m) é um aglomerado de m escadas ruins consecutivas que sé pode ser
atravessado de modo “fracamente rigoroso” lancando apenas as moedas cuja proba-
bilidade de sucesso é ¢, i = 0,...,7 — 2; pelo item i) do lema 2.3.6 temos que
Clr=2(3_m, — (j — 1)) @ ® C7,; ¢ um aglomerado de escadas de massa exatamente
Z]+1 ms — j. Portanto 2.10 é vdalida para i = 7 + 1.

Isto conclui o passo de inducao [ = r e portanto a demonstracao da proposicao 2.4.2.

Observacao 2.4.9 Observe que a construg¢do acima garante que todos os feixes de esca-

das ruins consecutivas sao atravessadas sequndo uma linha reta.
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Capitulo 3

Percolacao de Palavras

3.1 Palavras em meio aleatorio

Seja G = (V,E) um grafo infinito, localmente finito. Considere o espago de probabi-
lidade (2, A, P,) onde 2 = {0,1}V, A = o(cilindros) e P, = []

Bernoulli de parametro «. Cada elemento w € €2 sera denominado configuracao. Este

vev bay Do € a medida de
é o modelo probabilistico que descreve o problema da percolagao de sitios em G (caso
independente e identicamente distribuido). Por percolagiao, entende-se a existéncia de
caminhos infinitos de 1’s (ou 0’s) sem auto intersecao.

Seguindo [3], uma maneira de generalizar este problema seria a procura de caminhos
infinitos sem auto intersecao, onde a seqiiéncia de 0’s e 1’s vista é uma seqiiéncia aleatéria
de 0’s e 1’s previamente determinada. Mais precisamente, seja (=, F, ig) 0 seguinte espago
de probabilidade, = = {0, 1} | F = o(cilindros) e pug = []

serd chamado de palavra.

nen - Cada elemento £ € =

Definigao 3.1.1 Dizemos que uma palavra & = (&,&1,...) € Z € vista em uma con-
figuragao w € §, a partir do vértice vy, se existe caminho v = (v, vy,...) partindo
de vy, sem auto intersecdo (isto é, ||[viyr —vi|li = 1, Vi, v; # v; Vi # j), tal que
T = wy, , Vi = 1,2,.... Uma palavra & = (&,&,...) € Z € dita ser vista em uma

configuracao w € §, se existe vy € V tal que & seja vista em w a partir de vy .

Observe que o fato de uma palavra £ ser vista em w a partir de vy nao depende do
valor de w,,. A partir daqui, salvo men¢do em contrario o grafo G serd sempre Z¢ (nio
orientado) ou Z% (com orientagio positiva).

Temos o seguinte resultado devido a Benjamini e Kesten [3]:

93



Teorema 3.1.2 Para todos «, 3 € [0,1] temos os sequintes resultados:

i) O conjunto A = {(&,w); & € vista em w} é F x A mensurdvel ;

ii) Considere a fungdo go : = — [0, 1], definida por go (&) = Po{w; & € vista em w}. Entao
9a(8) € {0,1},V € € Z, quando go(§) = 1 dizemos que a palavra & percola ;

ii) Considere a fungdo h:[0,1]*> — [0,1] , definida por h(a, B) = us{& € Z; 9o (§) =1} .
Entao h(a, 3) € {0,1}, quando h(a, 3) = 1 dizemos que a palavra aleatéria percola.

Demonstragao: i) Fixe (91,72, ...,m,) € {0,1}", definimos o conjunto B, (11, ..., 7,) =
{w € Q;F vy € V, 3 caminho v = (vg, vy, ..., v,) tal que w,, = n;, V1 <i<n}. ComoV
¢é enumeravel e V vy € V o niimero de caminhos de comprimento n partindo de vy é finito
temos que By (n1,...,n,) € A, Vn €N, V (1, m2, ..., nn) € {0,1}™.

Seja Cp(n1,..mp) = {€ € =5 & = m, V1 < i@ < n}. Temos claramente que
Cn(n,...nn) € F, ¥ n. Observando que

A= ﬂ U Bu(m, -y mn) X Cu(m, 1)
neN (n1,nm2,...,Mn)€{0,1}7

segue que A € A x F.

ii) go(§) é a probabilidade da &-secao de A, logo por i), g.(£) é mensuravel. Observe
que as translacoes 7 : V — V sao transformacoes que preservam a medida P, e ergodicas
(mais que isto, sao mixing !). Como V¢ € = o evento {w € ;¢ é vista em w} é invariante
por translagao segue que g, (&) = Po{w ;& é vista em w} € {0,1}. Para maiores detalhes
sobre transformagoes ergédicas veja o capitulo 5 de [26].

iii) Seja £ € = tal que g,(&) = 1 ou de maneira equivalente P,{w;& é vista em w a partir
de 0} > 0, entao V¢' € E tal que || — £'||; < oo (isto é, diferem por, no méximo, uma
quantidade finita de coordenadas) temos que P,{w;&’ é vista em w a partir de 0} > 0,
ou de maneira equivalente g,(&') = 1. Isto é, go (&) =1 = go(§') = 1se || = &1 < o0 .
Mais que isto, temos também que g,(§) =0 = go(&') = 0 se | — &'||1 < oo, pois suponha
por absurdo que g,(£') =1 e || =¢&'||1 < 0o, entdo pelo caso anterior temos que g,(§) = 1
o que contradiz ¢g,(§) = 0. Ou seja, V n € N a variavel aleatéria g,(§) é independente de
(&1, ..., &n), logo segue da Lei 0-1 de Kolmogorov (veja [26]) que pg{é € Z;9.() =1} =0
oul . O

Em [3], o teorema acima é provado também no caso em que o = % e (G é uma arvore
localmente finita.
Uma questao interessante é estudar o comportamento da fungao h(q, 3) para deter-

minados grafos G. O teorema abaixo resume algumas propriedades de h(«, ) :
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Teorema 3.1.3 A funcao h(«, §) tem as sequintes propriedades :
i)

h(a, ) =h(1 —a,1—06), ¥V a,B€[0,1)

)1, a>p(G)
h(a, 1) = { 0. o <pl@) (3.1)
iii)
h(m):{ ; ﬁ: (32)

w) Se G =74 | temos que h(e, ) =0 se af + (1 —a)(1 - ) < 2
v) Voo > p(Z2) , 3 Bo(e) tal que he,, B) =1, VB > Bo(), onde p.(Z2) é o ponto critico

de percolagio de sitios orientada em Z2.

Demonstragao: i), ii) e iii) sao triviais ;

iv) No espago de probabilidade (2 x =, A X F , P, X pg) considere a seqiiéncia crescente
de o-algebras F,, = o(&, Vi < n; w, ||w|; < n) e a seqiiéncia de varidveis aleatérias
(Zn)nen, onde Z, = #{v, € ZL ;||va|| = n e Iy = (0,01, ..., v,) tal que z; = wy, }, temos
claramente que EZ,, < oo e Z, é F,, mensuravel, Vn € N. Sejan = af+(1—a)(1-73) < %,

temos que

E[Zn_|_1 |Fn] = E[E[Zn+l |Fn7 gn—i—l] |Fn] <

< E[I{£n+1=0}dZn(1 —a)+ I{€n+1=1}dZnO‘|Fn] =dnZy, < Z,

Portanto, a seqiiéncia (Z,),en é um supermartingale positivo com respeito a seqiiéncia
de o-dlgebras (F,)nen, além disso temos que E|Z,| < (dn)"EZ, < 1, logo pelo teorema
de convergéncia de martingales (veja [26]) segue que Z,, — 0 P, X pg q.c..

Portanto, temos que P, x pg{(w,§) ; & é vista em w} = 0. O teorema de Fubini

permite concluir que :

0 = P, x pg{(w,§); £ évistaem w} =

- /QX: Liwe) s € 6 vista em o) A(FPa X pp)(w, &) =
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- /:[/Q I{(w,ﬁ) ; £ é vista em w} d(Po)(W)] d(pp)(§) =

— /:Pa{w ; € évistaem w} d(ug)(§) =

= [ ul€) ) = pal€ 50a() =1} = ha.0)

v) (Demonstragao devido a Kesten, Sidoravicius e Vares; veja [19] para maiores detalhes).
Sem perda de generalidade podemos supor que G = Z2. Este resultado é um coroldrio
do teorema 2.3.1 discutido no capitulo anterior. Dado o par (w,&), associe a cada reta
rn = {w; [|w||1 = n} o estado boa ou ruim conforme &, ser 1 ou 0, respectivamente. Declare
o vértice v aberto se w, = §y, e fechado caso contréario. Usando as notagoes do teorema

2.3.1 temos a seguinte correspondéncia:

§ = P{retar é ruim} =1 — f3,
p = P{v é aberto|r),, é boa} = q,

A = P{v é aberto|r),, é ruim} =1 — a.

Observando que a existéncia de caminho infinito de vértices abertos é equivalente
ao fato da palavra & ser vista em w. O teorema 2.3.1 nos permite concluir que Vo >
pe(Z%), 3Bo(a)(= 6(a, 1 — @) tal que P, x pg{(w,€);€ é vistaem w} =1,V > fy(e).
Uma aplicacao do teorema de Fubini, andloga a feita no item iv) permite concluir que
h(a, 3) = 1. O

Observacoes 3.1.4

i) Acredita-se que h(p.(G),1) = 0, porém este fato sé é conhecido nos casos G = Z? [17],
G=12%Vd>19[14]e G =Z%, ¥V d > 2 [13] no caso orientado e [2] no caso ndo orientado.
it) Um resultado devido a Booth e Meester [5] é que em Z? existe a, tal que h(a,1) =
0, Ya > a.. Na verdade, uma pergunta interessante é : para todo § # 1 existe a.(3), tal
que h(co, 5) =0, Va > a, ?

iii) Em ch (isto é, o grafo Z? adicionando as duas diagonais de cada quadrado unitdrio)
¢ sabido que p.(Z2,) < 3, portanto se a € (p.(Z2,),1 — pc(Z2,)) tanto a palavra (1,1,...)
quanto (0,0,...) percolam. Em [20] é mostrado que P,{w; £ é vistoem w, V £ € =} =
1L, Vae (p(22,),1 — p(Z2)), em particular h(co, 3) = 1, V (o, 8) € (pe(Z3,.),1 —
pe(Z2.)) x [0,1]. Outra pergunta interessante ¢ se isto continua vélido em outros grafos

com p.(G) < 1, por exemplo, Z¢ Vd > 3.
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3.2 Palavras em meio deterministico

Na secao anterior, foi discutido o caso de percolacao de palavras em meio aleatério, isto
é, para cada vértice v € V do grafo, w, é uma variavel aleatoria. Nesta secao, discutiremos
o caso onde w, é um valor fixo, ou seja a configuragdo w = (wy,)yey € deterministica.

Este caso, além de ser fonte de algumas questoes interessantes, parece ser uma ferra-
menta util no estudo de percolacao de palavras em meio aleatério e possui relagoes com
o problema de Winkler [27] de compatibilidade de seqiiéncias .

Aqui, algumas definicoes serao ligeiramente diferentes das definicoes da secao anterior.
Cada palavra é um elemento do conjunto Z = NY = {2 = (2, 21, 20, ...); 2; € N}, para
evitar confusao com as palavras de 0’s e 1’s da secao anterior, aqui sera util pensar em
cada palavra como uma seqiéncia de cores, onde a cada numero natural estd associado
uma cor diferente.

Seja G = (V,E) um grafo qualquer, uma pintura para G é uma fungao f : V — N.
Dizemos que uma palavra z é vista em G, a partir do vértice vy, com pintura f se
existe caminho v = (vg, v1, ...) partindo de vy sem auto intersecao (isto é, ||v;1 — vi]|1 =

, Vi, v #v; Vi # j) tal que z; < f(v;), Vi =1,2,.... Uma palavra z = (21, 22, ...) é
dita ser vista em G com pintura f, se existe vy € V tal que z seja vista em G a partir de

vp com pintura f.

Definigao 3.2.1 Seja M inteiro positivo, uma palavra de cores z = (21, 22, ...) € dita M-
espagada se ¥V i < j € N, temos que j —i > M™™M=%} ¢ j > M2, Seja Ay = {2 € Z;2
é M-espagada }.

O seguinte resultado, apelidado de Algoritmo das Cores, parece ser 1til em percolacao

de palavras em meio deterministico.

Teorema 3.2.2 (Algoritmo das Cores) Seja L > 2 inteiro positivo. Considere o grafo
G = (V,E), onde V=72 eE = {{z,y); ||z — yllw = 1} (isto é, o primeiro quadrante de
Z2,) com a pintura f, : Z% — N, definida por:

0, se zy #0 ou (z1,22) = (0,0)

(3.3)
k, sexy=0,2,#0,LF|z; e LF 'ty

fL($1,fC2) = {

Se M > 3L, temos que z € vista em G, a partir da origem, com pintura fr,, ¥V z € Ay.

Demonstragao: Para cada palavra z associamos o grafo G, = (V,,E,) C G, definido

a seguir (aqui serd conveniente fazer a convengao que zy = 0). Temos que (0,0) € V,.
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Conhecido o grafo G, até a altura n, isto é, G,N (R, %[0, n]), ele é definido, indutivamente,
até a altura n + 1 do seguinte modo. Se z, = 0, entdao (a,n + 1) € V, se e somente se
(a,m) ou (a — 1,n) pertencem a V,, neste caso, acrescentamos o elo {(a,n); (a,n+ 1)) ou
{((a—1,n); (a,n+1)), conforme for o caso. Se z, # 0 temos que (a,n+1) € V, se e somente
se (a—1,n) €V, ez, < fr(a—1,0), neste caso, acrescentamos o elo ((a—1,n); (a,n+1)).

Um elo vertical do tipo ((a,n); (a,n + 1)) significa que a n-ésima cor da palavra (que
é 0) foi colocada em um vértice de Z2 cuja abscissa ¢ a. Um elo diagonal do tipo
((a—1,n); (a,n+1)) significa que a n-ésima cor da palavra foi colocada em um vértice de
Z? cuja abscissa é a — 1. Entéao, nao é dificil ver que z é vista em G, a partir da origem,
com pintura f, se e somente se GG, é infinito. Mais que isto, a palavra z é vista através
de um caminho que é orientado na direcao positiva do eixo das abscissas.

Veja na préxima pagina um exemplo tipico de parte do grafo G,.

Entao, basta mostrar que G, ¢ infinito V 2z € A);. O que segue, nada mais é que uma
aplicacao do Principio da Casa do Pombo. Para cada k € N, sejam ix(z) = min{n €
Nz, > k} e V, (k) =V, N (Z x {ix(2)}); como z é M-espacada, temos que ix(z) >
M* ¥V z € Ay Como 2z € Ay e M > L nao é dificil ver que V, (k) é formado por vértices
cujas abscissas sao inteiros consecutivos.

Seja di(2) = #{(a,ir(2)) € V,(k); f(a,0) > k}. Para ver que G, é infinito, é suficiente
mostrar que di(z) > 0, Vz € Ay, Vk € N. Na verdade, mostraremos que

(2
0> || > 5 (3.4
De fato, temos que
#V. (k)
a5 = 120 (35)
S (o)) )
#V. (k) 2 (=) = DL (5 ) - 1) 2
j=1
k—1 k-1 .
, L .. _ . 1o, ig(2)
> i)~ 325 )2 - 320> 5 (36)
Substituindo 3.6 em 3.5, temos 3.4. Isto conclui a demonstracao do teorema. O
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Figura 3.1: O grafo GG,. Neste caso temos L = 3, os vértices de cores 1, 2 e 3 sao
representados pelos circulos branco, cinza e preto, respectivamente; os vértices de cor
0 nao estao indicados na figura. A palavra de cores z é aquela que se 1é no eixo das

ordenadas.
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O uso do Algoritmo das Cores em conjunto com o agrupamento em aglomerados da
secao 2.3, nos permite uma interpretacao do problema de percolacao de palavras em
meios deterministicos. Mais precisamente para cada palavra € € Z = {0, 1}" associamos
a palavra de cores z¢ = {z¢ j }jen € NV, definida da seguinte maneira: seja Coo = {Co j }jen
a particao limite da palavra &, conforme explicado na secao 2.3, definimos z¢ ; = m(Cw ;)
como a massa do aglomerado C ;. Portanto, pelo coroldrio 2.3.5, sabemos que se 3 ¢
suficientemente pequeno (na verdade, 8 < 1), entdo ps{¢ € Z; z¢ ¢ M-espacada} > 0.

Portanto, uma questao que se coloca é a seguinte: Quais propriedades devem ter o
grafo G e a configuracao w, tal que, ug{¢ € =;& é visto em w a partir de 0} > 0 ?

Podemos observar, por exemplo, que para aquelas configuracoes w em que hda uma
componente conexa infinita com apenas 1’s, ha outra componente conexa infinita com
apenas 0’s e hd uma fronteira comum entre elas também infinita temos que ug{¢ € =;¢
é visto em w a partir de 0} > 0. Enquanto para aquelas configuragoes w em que existe
K > 0 tal que todas as componentes conexas com apenas 1’s (ou 0’s) tém no maximo K
vértices, temos que pug{& € =;& é visto em w a partir de 0} = 0.

Os casos mais interessantes sao as configuragoes hierarquicas como, por exemplo, o

Carpete de Sierpinsky.

Figura 3.2: Um trecho do Carpete de Sierpinsky

Sejam G = Z2 e L inteiro positivo impar. Para todo, k € N*, seja Q) o quadrado
cujo lado possui LF~! vértices e cujo vértice central é o ponto (L, L¥) € Zi, isto é, Qy

¢ formado pelos vértices de Z2 contidos no quadrado [LF — =1 [k 4 P4y o [k

2
Lk-1
2

figura), dada pela regra abaixo:

LR+ %] O Carpete de Sierpinsky ¢ a configuracio Sy (z,22) de Z3 (veja

1, se3Jk,t,s € N tal que (z1,79) € Qg + (tL*, sL¥)

. (3.7)
0, caso contrario

SL(iﬂl,iUQ) = {
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Encerraremos esta se¢ao, com um exemplo de meio deterministico (de 0’s e 1’s) em
que toda palavra £ € =, tal que z¢ seja M-espagada, ¢ lida a partir da origem. Antes um
lema, sobre os agrupamentos em aglomerados, que serd 1til na prova do préximo teorema.

Apés o agrupamento (com separacao M), para cada aglomerado C(k,l) € Co, seja
D(C(k, 1)) =#{i € N; i € [(C(k,1)) e & = 1} e D(M, k) = supg,n(cy=r, P(C), relembra-

mos que [(C') é o intervalo de N dos indices que determinam o aglomerado C, entao:
Lema 3.2.3 D(M, k) < (2M)*,V k € N.

Demonstracao: A prova é por indugao em k, a massa do aglomerado. Se &k = 1 temos
que D(M,1) =1 < 2M. Suponha o lema verdadeiro para todo k& < n. Considere um
aglomerado de massa n + 1, ou ele é formado na primeira etapa (logo seu nimero de 1’s
én+1<(2M)"1), ou ele é formado a partir de pelo menos dois aglomerados unidos na
i-ésima etapa (2 < i < n). Neste ltimo caso, sem perda de generalidade podemos supor
os constituintes sao dois aglomerados de massas p e ¢ (p,q < n); pois como a prova é por
inducao em £ e nao em [ como as provas anteriores, podemos agrupar os constituintes em
dois blocos de aglomerados (o primeiro constituinte e os demais, por exemplo) de modo
que cada um dos dois blocos é um aglomerado de massa no maximo n. Portanto, temos
quen+1=p+qg—1i+1ea”’poeira de aglomerados” entre os aglomerados de massa p e
g é formada por no maximo M* " aglomerados de massa r, V r = 1,2, ...,i — 1. Portanto,
temos que
i—1

D(M,n+1) < D(M,p) +D(M,q) +»_ M"D(M,r) <

r=1

< D(M,p)+D(M,q) +Mili2r < (2M)P 4+ (2M)T + (2M)" =

r=1

= M)[2M)" + (2M)"" + 1] < 2M)[(2M)7H 7 4+ 1] <

< (2M)i(2M)p+q—2i+1 — (2M)n+1

O teorema abaixo fornece um exemplo de configuracao hierarquica, wy,, tal que,

wp{&; € é visto em wy, a partir de 0} > 0.
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Teorema 3.2.4 Sejam L > 865, inteiro émpar, ¢ G = (V,E), onde V.= Z3 ¢ E =
{z,y);z,y € V, ||z —y|lo = 1} com a configuracdo hierdrquica wy, : V — {0,1}. Definida

por

Sp(x1,22) , sex3 =0

(3.8)
0, sex3#0.

C&JL(ZL'l,l‘Q,ZL'?,) - {
Onde Si(x1,x2) € o Carpete de Sierpinsky definido anteriormente. Entao, existe 3 > 0,

pequeno o suficiente, tal que pg{&; & € visto em wy, a partir de 0} > 0.

Demonstragao: Seja M inteiro positivo, tal que M > 3L e (2M)* < (%)2, vV k>3

1

= entao pelo corolario

E facil ver que isto é sempre posssivel, pois L > 865. Tome 3 <
2.3.5 sabemos que ug{{ € E;2¢ € Ay} > 0, entdo basta mostrar que £ é visto em wy, a
partir de 0,V £ € {£ € E;2¢ € Ay}

Percorrendo a reta

?:{ 3 =0 (3.9)

Tl = T2
encontramos varios vértices que sao centros de quadrados, cujos vértices tém configuracao
igual a 1. Se um vértice desta reta for centro de um quadrado de 1’s de lado L¥~! mas nao
for centro de um quadrado de 1’s de lado L*, iremos declarar este vértice como sendo da
cor k. Dado um vértice da cor k, sua zona alvo é o quarto superior esquerdo do quadrado
de 1’s de lado L*~! que tem este vértice como seu centro (veja figura abaixo). Observe

que as zonas alvo de cada vértice colorido sao subconjuntos disjuntos.

Figura 3.3: As zonas alvo sao os vértices contidos nos quadrados pontilhados

Observe que os vértices coloridos ao longo da reta 7 seguem o padrao da seqiiéncia

deterministica, formada no eixo das abscissas, do Algoritmo das Cores. Como M > 3L,
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pelo Algoritmo das Cores, sabemos que se z¢ é M-espagada, entdo é possiver ver z; em
G (a partir da origem) percorrendo somente os vértices de G que estao no plano formado
pela reta 7 e o eixo x3. Portanto, para ver a palavra & é suficiente mostrar que todo o
aglomerado de massa k pode ser visto a partir do vértice central v, de um quadrado de
lado L¥~!, através de um caminho sem auto intersecdo, totalmente contido no cilindro
C = {(21, 22, 23) € Z3; (21, 22) pertencem & zona alvo de v, z3 € Z,} e cujo tltimo 1 do
aglomerado é visto exatamente sobre o vértice v + (0,1,0). Isto é sempre possivel, pois o
numero de 1’s da zona alvo de um vértice da cor k é (%)Q,V k, e o numero de 1’s de
um aglomerado de massa k, pelo lema anterior, ¢ sempre menor que (2M)* (para k = 1,2,
temos que o niimero de 1’s sdo 1 e 2, respectivamente). Como (2M)* < (%)2, Vk > 3,

ha sempre 1°s, na zona alvo, em quantidade suficiente. Isto mostra o resultado! O

Observacao 3.2.5 Como s6 utilizamos os 1’s pertencentes a quadrados com centro na
reta 7, podemos enfraquecer a hipétese do teorema anterior, retirando 1’s da configuracio

de G, trocando a configuracao wy, por g, onde

1, sex3=0,3k € N,3s € N tal que (21, 25) € Q, + (sL*, sLF)

0, caso contrario

9L($1,$2,$3) = {

(3.10)
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