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Resumo

Neste trabalho estudamos a estrutura interna da frente de combustao in-situ em meios
porosos. A frente de combustdo é uma onda viajante, i.e, solucdo de um sistema de EDOs
associados as EDPs que modelam a combustao. A maior dificuldade é a presenca em uma das
equacoes de um parametro muito pequeno na taxa de combustao em funcao da temperatura.

Neste trabalho foi desenvolvido um método para resolucao deste tipo de EDOs. Escrevemos
os campos associados ao sistema de equacoes diferenciais como séries assintoticas e usamos
o método de perturbagao singular para determinar a solucao da aproximacao até a ordem
1. Mostramos condicoes adequadas para a existéncia da onda viajante no contexto das séries
assintéticas.

Utilizamos estes resultados para estabelecer quando existe ou nao onda de combustao em

meio poroso.
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Capitulo 1

Introducao

A combustao in-situ é uma técnica com potencial para exploracao de reservatérios de Oleos
pesados. Injeta-se ar e usa-se componentes pesados e imoveis do 6leo como combustivel para
gerar o calor necessdrio para diminuir a viscosidade do 6leo. Assim o aumento da temperatura
perto da frente de combustao e o transporte de energia térmica resultante tem grande impacto
na recuperagao.

Essa técnica ainda representa apenas uma pequena parcela do total de técnicas utilizadas
de recuperacao térmica. A explicagao é: (i) abundancia até um passado recente das reservas
de facil exploragao de dleos leves, recursos de maior qualidade e de exploragao mais barata. (ii)
sucesso operacional de métodos de injecao de vapor em grandes reservatérios de dleos pesados.
Porém, a maior parte da producao de petroleo do Brasil é maritima e a injecao de vapor no
fundo do mar é dificil do ponto de vista técnico.

A maior dificuldade operacional durante o processo de combustao in-situ é o comportamento
sensivel da frente de combustao sob condicoes de reservatdrio variaveis e controle limitado do
processo. Por isso é necessario estuda-lo em detalhes. Em geral a frente de combustao é
modelada por uma onda viajante. Este trabalho visa obter métodos analiticos e numéricos
para o calculo dessas ondas.

Nossa motivagao é a procura de solucoes de EDPs (leis de conservagao, como por exemplo
conservacao de massa, energia, momento e entalpia) em forma de ondas de choque, que sao
limites de ondas viajantes de sistemas parabdlicos que precisam satisfazer um sistema de EDOs
associado a EDP e ligar os estados a esquerda e a direita do choque , isto é mostrar como

surgem as Orbitas heteroclinicas que juntam os dois equilibrios definidos por estes estados.



1.1 Ondas viajantes unidimensionais em sistemas difu-
sivos de leis de conservacao
Estudamos o sistema de equagoes nio lineares de conservacao com viscosidade para u(z,t):
oyu+ 0,f(u) = €dyeu, onde € > 0, (2,t) e Rx Ry, ueR". (1.1)

Dizemos que ele tem uma solucao de tipo onda viajante quando admite como solucao :

u(z,t) = w (‘T - ”) . (1.2)

p
Através de um abuso de notacao usaremos o simbolo u em vez de w. Podemos fazer uma
substitui¢do de varidveis £ = (z — st)/e, logo u satisfaz um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias:

—sdeu + def(u) = deeu (1.3)

Integrando (1.3) em &, obtemos:
—su+ f(u) + C = deu, (1.4)

onde C ¢é uma constante de R". Agora, se u(§) converge (no limite ¢ — 0) para a solugiao do

tipo choque com estado a esquerda u_ e estado a direita u,, é natural que sejam exigidos:

lim u(§) =u_, lim deu(é) = 0; (1.5)
E——0 §—+—o0

lim u(§) =uy, lim deu(§) =0. (1.6)

£—o0 E—00

Usando (1.5) na equagao (1.4) teremos:
—su_ +f(u_) + C = 0; (1.7)

—suy +f(uy) +C=0. (1.8)

Aqui vemos que as condigoes de fronteira (1.5), (1.6) do problema original dao origem a pontos

de equilibrio da EDO (1.4). Usando (1.7) em (1.4) podemos reescrever (1.4) como:
deu=—s(u—u_)+f(u) —f(u), (1.9)

que satisfaz a condigdo (1.5). Utilizando a equacao (1.6) de modo andlogo e combinando o

resultado com (1.7) obtemos a relacao de Rankine-Hugoniot:
sfuy —u_) +f(uy) —f(u) =0. (1.10)
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O procedimento de calcular a onda viajante consiste em encontrar uma 6rbita heteroclinica
que une os dois equilibrios (ao longo do texto vamos chamé-los de pontos (=) e (+)).

Reformulando em termos geométricos o que foi dito antes, a cada equilibrio temos associadas
duas variedades, uma estavel e outra instavel. Desejamos encontrar a intersecao da variedade
instavel de u_ com a estavel de u,. Para obter as variedades, localmente, podemos calcular
a matriz Jacobiana da parte direita da equacao (1.9) nos equilibrios. Suponhamos que os n
autovalores sejam todos nao nulos. Os autovetores da Jacobiana em (—) correspondentes aos
autovalores positivos geram a variedade estavel, cuja dimensao é o ntiimero destes autovalores.
Analogamente, os autovalores que correspondem aos autovalores negativos em (+) geram a
variedade instavel. Caso algum autovalor seja nulo precisaremos fazer uma andlise mais fina.
E isto que acontece no exemplo de combustao. Outra dificuldade aparece quando um autovalor

¢ menor que os outros, isto foi resolvido neste trabalho.



Capitulo 2

Aplicacao do método de perturbacao

singular

Como nesta Secao queremos estudar equacoes diferenciais ordindrias passaremos os nomes de
coordenadas para x e t, ao invés de u e £. Usaremos a nomenclatura O(1) para indicar que uma

funcao tem a norma bem comportada. Como estamos trabalhando com programacao numérica,

Estudaremos o sistema autonomo e usaremos o negrito para indicar os vetores e matrizes.

;

%«771 = fl (Xv U)

4
%xn - fn(xv y)
| v = h(xy),

onde a ultima componente do campo h(x) é pequena em relacao as outras, x = (1, xa, ..., Zp) €
R, yeRef=(f, -, f"7. Esse tipo de sistema aparece em problemas de combustao [8].
Vamos trabalhar num dominio Q de R*™! compacto, em cujo interior o sistema (2.1) s6 tenha
dois pontos de equilibrio, que chamaremos de (=) e (++), ou seja
f(x7,y7) =f(x",y") =0,
h(x",y~) = h(xt,y") = 0.
Sem perda de generalidade supomos que 3y~ < y*. A menos que seja especificado diferente-
mente todas as fungoes do sistema (2.1) sao consideradas de classe C'*. Note que se tentarmos
utilizar um método numeérico simples para calcular as érbitas desse sistema teremos que tra-

balhar com escala diferente para a ultima componente do campo. Em outras palavras, temos
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um problema rigido. Se as f’s forem O(1), podemos afirmar que a ordem do comprimento da
onda serd (y™ — y~)/|h|. (Usamos o teorema do valor médio para aproximar a variagdo em ¢
por At = Ay/h(§)). Como |h| é pequeno o comprimento da onda serd muito grande. Entao
tomamos ¢ como o inverso do comprimento da onda e daqui para frente substituimos o sistema
por

%xi - .fl(xv y)

. | (2.1)
it = I" (Xa U)

Ly = eg(x,y),

o

onde eg(x,y) = h(x,y) e g tem ordem O(1); note que os equilibrios de (2.1) sdo os mesmos:
fx7,y7) =f(x",y") =0,
o6 07) = 9(x* ) = 0

Note que o problema continua rigido e dificil do ponto de vista numérico.
O método de solucao que descreveremos a seguir baseia-se no principio da perturbacao

singular. Primeiramente no problema rigido (2.1) efetuamos uma troca de varidveis para coor-

denadas normalizadas t = et com 0 < € < 1. Assim

d _dtd 1d

di  didt  edt

4
di

vetores. Podemos reescrever o sistema (2.1) em funcao de ¢ como:

(2.3)

Para facilitar a notagao vamos usar x = %x, lembrando que usamos o negrito para indicar os

(2.4)

2.1 Aproximacao quase-estacionaria

Agora faz sentido estudar o caso limite do sistema (2.4) quando € = 0. Chamaremos de

(x°(1),y°(t)) a solucao desse novo sistema:

f(x% 4% =0 (2.5)
7’ = g(x"y°). (2.6)

(2.4a), ou seja (2.4a) foi tornada independente do tempo ou estaciondria.
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Podemos agora mostrar como resolver (2.5)-(2.6). Notemos que a equagao (2.5) é um sistema
de n equagoes com (n+ 1) incognitas. Seja F o conjunto de pontos que satisfazem (2.5) exceto

pelos pontos de equilibrio (=) e (+):
F={x"y") e R £(x%¢") = 0} \ {(x7,97), (xT,5)}. (2.7)

Suponhamos que o fecho de F contém ambos os equilibrios (=) e (+). Faremos também a

hipétese:
oft ... af
Oz Oxn
detFy #0 em F, onde Fy = S . (2.8)
afm e
dxq [eE [n]x[n]

Com isso podemos aplicar o Teorema de Funcao Implicita para assegurar que localmente F
pode ser parametrizada por y° (em particular, é curva de dimensao 1). Temos que supor que os
equilibrios (—) e (4) sao unidos por uma parte conexa de F que chamaremos de I'y. Notemos
que I'g nao contém os extremos (que sao os equilibrios), mas que estao no seu fecho. O Teorema
de Funcao Implicita afirma, nesse caso, que I'y é dado por (x°(y°),4°) com 4° € (y~,y™), ou
seja é uma curva C'* parametrizada por y°. Daqui em diante usaremos I'y(y°) e x°(y°) em vez
da equagao (2.5). Além disso podemos usar o TFI para obter a derivada de x°(y°):
ox° N
EN ~F'F,, (2.9)
onde Fy e F, sdo dados por (2.12) e avaliados sobre I'y.
Como estamos interessados em estudar as solugoes do sistema (2.5), (2.6) e precisamos ter

O e t sejam equivalentes, ou seja,

diferenciabilidade em £, queremos que as parametrizacoes y
que 9 # 0. Para isto, observando a equacao (2.6) torna-se necesséario introduzir a segunda

hipétese de que g(x,y) # 0 sobre Ty, que sem perda de generalidade podemos supor:

g(x,y) >0 sobre T\. (2.10)

Com isto temos que §°(f) > 0 para t € (=00, 00). Como y°(t) é C" entdo y°(f) é estritamente
mondtona, dai podemos provar que (como na Figura (2.1)):

lim () =y~ e limy'(t) =y . (2.11)

f——00 f—oc

Agora podemos definir as seguintes matrizes sobre a curva I'y, cujos elementos dependem



Figura 2.1: Func¢ao mondétona atinge no limite os valores 4y~ e y™.

de 4/
oy Oy, Jy
F, = ) . . F, = .
Oz, Ozn [n]x[n] i Ay [n]x[1]
G m{ﬂ .. g } .G, = Tsz} ’ (2.12)
Lo on g™ Y L
. Fr F,
e a matriz por blocos: G =
Gy G,
Y d n1]x[n+1]
e enfraquecer levemente a hipdtese (2.8) substituindo-a por:
det Fy # 0, em I', (2.13)

Com a hip6tese (2.13) podemos determinar z¥ = 2%(y°). Como x” em (2.6) é dado implicita-
mente em funcdo de 4% em Ty, a equacao (2.6), uma EDO de primeira ordem, define y° em
funcéo de #:

7° = g(x"(4"),4°).
Usando o Teorema de Peano, [7], podemos afirmar que (2.6) tem solugao para qualquer condicao
inicial escolhida dentro do intervalo (y =,y ") onde y° é definido.

Ainda precisamos discutir as condicoes de contorno dadas pelos equilibrios. Embora ten-
hamos passado para coordenadas normalizadas em (2.3), examinando (2.11) vemos que a
parametrizacao da 6rbita (heteroclinica) continua sendo o intervalo (—o0,00). Nesse tipo de
parametrizacao existe um problema de indeterminacao devido a invariancia da solucao por

translacoes. Ou seja, se (x°,1°)() é solucio de (2.1), entdo (x°,y°)(f + 7) também é solucdo,



para qualquer constante 7. O mesmo vale para (2.5). Para circundar esta indeterminagio pre-
cisamos fixar um ponto inicial para (2.6) (este procedimento é chamado de “condigao de fase”).
Assim, seja g° um valor qualquer no intervalo (y~,y"), onde y~ e y™ sdo as (n+1)-esimas co-
ordenadas dos equilibrios (—) e (+) respectivamente, veja a equacao (2.2). O problema a valor

inicial serd:

(2.14)

Observamos que a solugao de (2.14) define a parametrizagao y°(1) em fungio de t. Com isso

provamos o Lema:

Lema 2.1 Sejam vdlidas as hipéteses (2.10) e (2.13) sobre T'y, uma parte conexa de F definida
( 0;

em (2.7) que conecta os equilibrios (—) e (+) mencionados em (2.2). FEntao Ty pode ser

parametrizada por meio de uma funcdo y°(t), solu¢do do problema de valor inicial (2.14). Esta

parametrizacio é de classe C' e em particular vale (2.11).

2.2 Expansao em série assintdtica

Se conseguirmos garantir a existéncia da 6rbita para o sistema (2.4) cujo a-limite seja o estado
(=) e w-limite seja o estado (+), entdo para muitos fins a aproximacao de ordem zero desta
érbita descrita na Sec¢ao anterior é suficiente. Por exemplo, se € é muito pequeno, como em [8],
aproximagoes de ordem superior nao contém muita informacao (a existéncia de solugdo para
este caso é mostrada no Capitulo (4)). Mesmo assim, para garantir a existéncia da drbita (ou
ganhar mais precisao e avaliar os erros de truncamento da série em €) é necessdrio estudar
aproximacoes melhores para a érbita heteroclinica que estamos procurando.

Como o parametro € é pequeno, uma vez obtida uma aproximacao com ¢ = 0 como na
Secdo (2.1), é natural tomar I'y(#) do Lema (2.1) como um candidato & aproximacio da soluco.
Portanto, procuraremos solugoes do sistema (2.4) como uma série assintética em poténcias de

¢ em torno da solucio (x°,4°)(f) com coeficientes x°(t), y°(%), x'(t), y'(t), etc...,
x(t) = x°(1) + ex(t) + x> (1) + - - -

R S (2.15)
y(t) =y°(t) +ey'(t) + €y*(t) + - -
A notagao x°, y° ja foi usada anteriormente como sendo a solugao de (2.14) e (2.5); a seguir

4,0

mostraremos que os coeficientes da série x°(#) e y°(f) coincidem com esta solugao. Daqui
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em diante escreveremos simplesmente x” e 4°, mas explicitaremos a dependeéncia de ¢ quando

necessario. Para o campo (f,g)7 teremos:

f(x,y) f(x+ext + .. y0 + eyt +..) (2.16)
= 7 ) 2.16
9(%,9) gx +ex! + Ly eyt 4 )
Podemos expandir as funcoes f e g em séries formais em € como:
f(x,y) = £(x°9°) + eFxx' + eF,y' + - - - (2.17)
, A7
g(x,y) = g(x",4°) + €Gxx + Gyt + - -

onde no lado direito ndo apenas f e g sao avaliadas em (x°, 3/°), mas também todos os coeficientes
Fy, F,, Gy, G, etc. Substituimos (2.15) e (2.17) em (2.4):
(X0 +ext + ) =£(x%9°) + Fyx! + eFyy' + - - _
(2.18)
P 4eyt + o= g(x%y0) + eGx! + Gyt + - -

Agora igualamos termo a termo os coeficientes de mesma ordem em e. Para a ordem zero,
recuperamos as equagoes (2.5) e (2.6) discutidas na Segao anterior, por isto sua solugdo foi
chamada de aproximacao de ordem zero. Coletando os termos de primeira ordem em ¢ em
(2.18) teremos:

=G : (2.19)

onde G foi definida em (2.12).

Estudaremos agora as condicoes de contorno nos equilibrios. Podemos usar a segunda
equacao de (2.15) para expandir y perto dos equilibrios (—) e (+). Seja y,, um dos equilibrios
(=) ou (4), teremos yeq = Yo, + €ye, + €*y2, + - - - utilizando as hipéteses do Lema (2.1) temos
que Y9, = Yeq € portanto

Y=y = =0, (2.20)

Notemos também que em (2.14) utilizamos como condicdo inicial: y°(0) = #°, com isso, fazendo

a expansao em série formal temos condicoes iniciais semelhantes para y', 42, ..., ou seja:

¥ (0) = y2(0) = - - - = 0. (2.21)
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2.3 Aproximacao de primeira ordem

Nesta Secao encontraremos a solucao para a aproximacao de primeira ordem da série formal.
Na notagao (2.12) a equagao (2.19) de primeira ordem da série formal pode ser reescrita como

0 sistema:

X" — F,y' = Fox', (2.22)
gt = Gex! + Gyt (2.23)

Lembramos que as matrizes Fx, F,, Gx, G, e G definidas em (2.12) sdo calculadas em
T'y(y°). Para simplificar a notacao abreviaremos g = ¢(T'¢(y°)) como jd fizemos com as matrizes
Fy, F,, etc.

Teorema 2.1 Suponha que as funcgoes que definem o sistema (2.1) sio todas de classe C*, e
que as hipoteses (2.10) e (2.13) sao vilidas. Entao a solugao do sistema (2.22), (2.23) satisfaz
a:

i)
dy'  detG 1 1

dy* U el 2.24
dy®  det Fy gy (det Fy)? ("), ( )
com B(y°) = Z det[G, ;] det[G ], (2.25)

onde det|G,, ;], det[G;,] também sao fungies de y° de classe C*.
ii) A solugdo de (2.24) é uma 6rbita homoclinica com equilibrio 0, isto é, y* — 0 quando

' =yt ouy® =y

Demonstracao:
i) Usando (2.9) e substituindo y° por 3°(£) obtemos pela regra de cadeia que X° = —F,~'F,7°.
Podemos substituir esta expressio em (2.22) para obter x'. Em seguida substituimos esta ex-

pressao de x' em (2.23), obtendo:
J' = Gy (Fx?F,(=1°) — Fx 'Fuy') + Gy (2.26)

Usando os Lemas (A.2) e (A.3) do Apeéndice (A), podemos reescrever (2.26) como:

z,l__det.Gzlm 1
Y T det R T (det Fy)2

B(y")y", (2.27)
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dy'

e obtemos (2.24):
ay

onde o termo B(y°) é dado por (2.25). Lembrando que ' = ¢

dy'  det Gyt 1
dy?  detFy g  (detFy)

12(,,0

Como detFy é continua, ¢ é de classe C'' e ambas ndo se anulam no intervalo de definicao de
y°, temos que y'(y°) é de classe C! [7].

ii) J& sabemos que y'(y°) é uma 6rbita de classe C! que satisfaz (2.24). Falta provar que
de equilibrios (=) e (+). Assim, seja (Xeq; Yeq) qualquer um destes dois equilibrios. Supondo

que y° estd proximo de y.,, definimos
0 :
Ys =Y — Yeq- (228)

Usamos a Férmula de Taylor para expandir g = g(T'o(y°)) e em seguida a regra da cadeia para
obter: .
dx
9= 9(To(y°)) = 9(To(yeq)) + G g aths + G + h(ys)ys, (2.29)
onde h(ys) ¢ O(ys). Lembrando que g(T'¢(ye,)) = 0 de (2.2), teremos:
150

dx
g=g(To(y")) = waya + Gyys + h(ys)ys, (2.30)

De modo analogo ao que foi feito acima na parte i) da demonstracao, usamos os Lemas (A.2)

e (A.3), para obter:

det G
g F 1 0 o= Us ] UsTUs. 231
9=9o(y") = 7 Fovet 1(Y5)Ys (2.31)
Notemos que a hipétese (2.10) garante que
det G + det Fxh(ys) ,

] = : . 2.32
g det F'y v 70 (2:32)

Assim, quando substituimos (2.32) em (2.24), teremos

dyt  detG ¢! det Fy 1 -

L. = . S B(ys), (2.33)

dys  detFy ys det G + det Feh(ys)  (det Fy)
ou
dy? det G Yy 1

hal A~ — = —B(ys), 2.34
dys  det G +detFxh(ys) ys  (det Fy)? (1), (2:34)
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usando a hip6tese (2.10), o fato que B(ys) é limitado (fun¢éo continua num intervalo compacto)

e o Lema (A.5) com D(ys) = mb’(yé) temos:
et Fy

lim y'(ys) = 0 (2.35)

ys—0

]

3/°. Temos

1
Podemos também obter y' (%) em vez de y'(y"), para isso lembremos que ' = }_@
Y

o coroldrio equivalente ao Teorema (2.1).

Coroldrio 2.1 Suponha que as funcoes que definem o sistema (2.1) sdo todas de classe C' e

que as hipdteses (2.10) e (2.13) sao vdlidas. Entdo a solu¢ao do sistema (2.22), (2.23) satisfaz:

i)

1 detG 1 | 1 o oo o y
V= Qe g? ~ (etre ! Yy )y 2.36
Y (detFxgy (det Fy)? ") ) 9(x" ("), y") ( )
o B(y") = Zdet{an,j] det[Gn], dado em (2.25)
j=1

onde det|[G,, ], det[G;,] sdo fungies de y° que depende de t dado como solugio da EDO (2.14).
ii) A solugdo de (2.36) é uma 6rbita homoclinica com equilibrio 0, isto é, y* — 0 quando

t— 00 ou t — —o0.

Seria interessante obter a reciproca do Teorema (2.1). Suponhamos que as fungoes em (2.1)
sejam de classe C! e que as séries (2.15) e (2.17) convirjam. Analisaremos o caso em que a
hipétese (2.13) nao é satisfeita. Suponhamos por absurdo que exista érbita ligando os equilibrios
(=) e (+). Logo por (2.15) existe a curva I'g que liga os equilibrios como na Secao (2.1). Assim
a EDO (2.24) continua valida em subintervalos de (y~,y™") onde a hipdtese (2.13) é satisfeita.
Mas na vizinhanca dos pontos onde essa hipdtese nao é satisfeita, os coeficientes da EDO
divergem '. Logo, embora exista a curva I'g, ela nao aproxima a érbita, pois a aproximacao de
primeira ordem tem denominador nulo em pontos no intervalo de definicdo. Chegamos a uma

contradicao, o que significa que tal érbita nao existe.

LAinda existe a possibilidade de que det Fy, det G e B anularem-se simultaneamente. Como esse é um caso
degenerado, nés ndo o analisaremos aqui, porém ao estudar o exemplo de combustao levaremos em conta esta

possibilidade.
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Capitulo 3
Aplicacao para ondas de combustao

A teoria que descrevemos serda aplicada para determinar as ondas viajantes que surgem no
estudo de combustao em meios porosos. Em nosso caso, o meio poroso é o combustivel sélido e

o gas fornece o oxigénio como descrito em [8]. Estamos estudando escoamento unidimensional

onde a variavel 2 é a posicao espacial ao longo de um cilindro poroso e t representa o tempo.

x\\\\\\ §\§\

N

N\

Figura 3.1: Escoamento unidimensional em meios porosos

Segundo [8], apds algumas simplificacoes e manipulagoes usuais, o escoamento é modelado
por quatro equacoes diferenciais parciais que representam conservagao de energia, balanco da

massa de oxigénio, o balanco da massa da fase gasosa do combustivel e uma equacdo que
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descreve o processo de combustao:

_ espsT)  Oegp, o) 0T R

(1—¢) o + 9&% =\ 55 + QpW. (3.1)

ANop,Y) O(p,oY d ) . ,
( gfg ) + (55 ) = -DM% Pog= |~ W, (3.2)
Odpy) | Olpg®) _ _ 10 .
- e “W, 3.3

an .
L= (3.4)

Aqui W é a taxa da reacao, ¢, e ¢, denotam as capacidades térmicas das fases sélida e gasosa
para pressao constante, ps e p, sao as densidades volumetricas, X é a condutividade térmica
efetiva (/N\sz::\g), () é o calor da combustao. Além disso Dj,; é o coeficiente da difusao efetiva
na fase gasosa (D=Dy;/¢), enquanto i = YM,/M; e [igy = oMy, /M sao coeficientes es-
tequiométricos em termos de massas para oxigénio e para os produtos gasosos da combustao
respectivamente. A porosidade ¢ é suposta constante com valor dado na tabela do Apéndice
(B). As varidveis dependentes sdo a temperatura T (%, ), a fracdo da massa de oxigénio Y (&, 1),
a taxa de conversio do combustivel 7(Z,7) e ¥ a velocidade do escoamento. Por causa do
reescalamento, n = 0 significa que nenhum combustivel foi usado e n = 1 significa o consumo
total do combustivel.

A massa do gas produzida é determinada a partir da relacao fi, = [i,, — fi, donde o sinal
positivo ou negativo de fi, corresponde a produgao total de massa gasosa ou a consumo, re-
spectivamente. Supomos /i, > 0. Para a taxa de rea¢ao usamos a Lei de Arrhenius modificada:

W = k(T)Yp(1—n), onde
k(T) = koe™ B/R(T- ﬂg), para T > ’]N*m, e k(T)=0, para T< ’f,q

onde F é a energia de ativacao. O termo entre parénteses, que depende exponencialmente da
temperatura, assegura que a taxa de reacao serd zero na temperatura de igni¢ao Tm > 0. Na
Lei de Arrhenius normalmente usa-se T,;g = 0 K. Em [8] é usado T,y = Ty, a temperatura do
reservatorio. Esse T, artificial é introduzido para contornar problemas técnicos relacionados
ao fato que o fator exponencial fica pequeno mas nao nulo a temperatura ambiente.

Usaremos variaveis adimensionais para simplificar as equacoes e introduziremos variaveis e
parametros convenientes, que sao definidos no Apéndice (B). Reescalamos o comprimento por

I*=a,/v" e 0 tempo por t*=[*/v*, onde v* é a velocidade da injecao e g é a difusividade térmica

16



efetiva. Introduzimos a temperatura reescalada 6 = T'/Tj, o que significa que a temperatura
do reservatério corresponde a 6y = 1. Logo as equacoes (3.1)-(3.4) se transformam em leis

adimensionais de balanco:

90 O(apvd) 0

- e o, 3.5
o~ or o ¢ (3:5)
(Y p) O(pvY) 1 0 [ Y
N - T ' (I), 3.6
of oz Looa\"ar) (3.6)
Op  I(pv)
O— = 1, D, 3.7
on_ .
= =, 3.8
Y (3.8)
pf =1, (3.9)
onde
d=aY(1-n)e Y parafd>1, e ®=0, paraf<I1. (3.10)
O dominio das variaveis dependentes é dado por:
0>0, 0<Y <1, 0<n<1, v>0. (3.11)

Nas equacoes acima L, é o nimero de Lewis, razao entre os coeficientes de difusao e con-
dutividade. Estudaremos a propagacao das ondas de combustao que ocorrem para # > 1
(veja Eq. (3.10)). A frente de combustao conecta um estado queimado (burned state) deno-
tado por U’ = (6°,Y? n® v*) a outro estado nio queimado (unburned state), denotado por
U* = (0", Y" n" v*). Algumas vezes usaremos a anotagao — e -+ ao invés de b e u para denotar
os equilibrios, tal como fizemos na parte teérica. Usaremos neste trabalho Y = 1, n* = 1
significando abundancia de oxigénio e consumo total de combustivel na parte traseira da frente
de combustao e #"* = 1, n* = 0, significando a temperatura insuficiente porém com abundancia
de combustivel na dianteira da combustao.

Estudaremos as ondas de combustao como ondas viajantes estacionarias para o sistema
(3.5)-(3.10) com a velocidade de propagacao V > 0 colocando 2 = & — Vi e t = {. Em varidveis
adimensionais, depois de usar a Eq. (3.9) para eliminar p, as equacoes (3.5)-(3.8) transformam-

Se em:

a oy 0 d(V) N

o (av —VO) = il bt (3.12)
d (1 ) 1 d [1dY d(Vn) |
g VI | = g 3.1
dx (0(0 V) > L, dz (0 dx) th de (3.13)



Y o, 4V
- (ﬁ(u-m )>m e (3.14)
d(Vn) .
o= o, (3.15)

Integrando as equagoes (3.12)-(3.14) de x até +00 e lembrando que n* = 0 em 2 = +o00 (pois
n" = 0 representa que nenhum combustivel foi queimado antes da combustao) e reordenando,

teremos:

dé

o= a(v —v") = V(0 - 6") + qn, (3.16)

dy 1 . .

=L (H(U — V)Y = (0 = V)Y = i) n) , (3.17)

1 _ 1 . .

E(U — V) — m—(’u“ — oV) 4+ gV =0, (3.18)
dn

% o= —&. (3.19)

Agora, substituindo o valor de v dado pela equagao (3.18) em (3.16) e (3.17) e substituindo

o valor de ® dado pela Eq. (3.10) em (3.19) obtemos o sistema reduzido

df vl 0 . .

Eoal S = (o = 1)+ ugnd)V — v ) — V(0 — 6" — qn), 3.2
e a( g~ ((go = Do+ uno)V —v ) V(O — 0"~ qn), (3.20)
dY vt 10y 1

A — L Y‘ . IV’ Y PYUS e Yu . 3.91
0 eﬁ((gu (9“ + pgn)V ) wVn o (L ol ) ) (3.21)
dn o —y/(6-1) : dn 3 ‘
=Y (L= o and — = <1 3.
dr VY (1—=mn)e , forf>1, and 7 0, forf<1 (3.22)

Para chegar a forma final, introduzimos V* = ¢V /v" e multiplicamos z por v*/¢6" obtendo

o sistema a seguir em coordenadas adimensionais 7 = xv"/pf":

do

- =a (00— 6") = ((0 — 6") -+ p 0 nd) V") + V*6“(qn + (6" - 0)), (3.23)

dy ; ,

— =LA (¢ — (¢ + pg*m)V")Y — pf*Vin — ¢(1 — V*)Y™), (3.24)
c ., =1 »

dn _ V“) (1 —n)e@D se 0 > 1; (3.25)

dz 0, se <1,

_ u 42 -~ ~ ‘ p . . .
onde C = (“i )21 , V" e 6" sao parametros relacionados ao estado (+) na dianteira da onda de

combustao. Notemos que agora x = v"“(Z — V) /0"
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Obtivemos um sistema de trés equacoes diferenciais ordindrias nas quais o lado direito
da dltima equacao é pequeno em relacao aos demais. Utilizando os valores numéricos dos
parametros dados no Apéndice (B) e restringindo 6 ao intervalo [1,2] (que corresponde a faixa
da temperatura de combustao entre 300 e 600 graus Kelvin) tomaremos um valor tipico de

N e 2(C

—
e~ como e

Vu
Assim a equagao (3.25) ficara:
Y (1~ n)eoD 0>1
d €Y (1 —mn)e2o-1 se 0 > 1
G ! (3.26)
da 0, se f <1,

Comparando as equacoes (3.23), (3.24) e (3.26) com (2.1) vemos que 0, Y e 7 sdo as varidveis
que téem o papel de z{, z9 e y para a teoria descrita na Secao 2.

Notemos que colocar € isolado na passagem de (3.25) para (3.26) nao simplifica os calculos.
Além disso, quando usarmos a equagao (3.25) para obter a aproximacao de ordem zero, o
parametro ¢ pode continuar acoplado a equacao. Ao desenvolver a aproximacao de ordem um,
faremos operagoes com as equagoes (3.23)-(3.25) onde € sempre poderd ser isolado. Entéo,
neste trabalho, decidimos manter e inserido nas equacoes que descrevem o campo. Assim a

aproximacao de primeira ordem da érbita sera:

6 =6+ ot 0= 0"+ ef?
Y=Y'+Y! aoinvés de Y =Y +eY! (3.27)
n=1"+n n=n"+en'.

3.1 Equilibrios

Normalmente nao ha combustao na auséncia de oxigénio (Y = 0), de combustivel (n = 1), ou
se a temperatura é baixa (0 = 1). Focalizaremos nossa atenc¢ao na ultima situagao (0 = 1).
Assim, estamos estudando o caso em que no estado (—) (ou queimado) n° =1e Y = 1. No
estado (+) (ou nao queimado) temos a temperatura inicial * = 1 e o combustivel total n* = 0.
As grandezas 6% e Y sao certas coordenadas dos pontos de equilibrio (6°,Y? ") = (6°,1,1)
e (0",Y", n") = (1,Y* 0). Portanto, substituindo estes valores nas equacoes (3.23) e (3.24) e
igualando-as a zero obtemos que Y* e #° sio dados por
yu_ &= (@4 ptp)V" (L+ V" —ap(l - V")
PR Vi a6 — (0 + m)V")

No Apendice B emcontram-se os valores dos parametros que aparecem nas férmulas acima.

, = (3.28)
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3.2 Onda de combustao quase-estacionaria

Colocando o sistema (3.23)-(3.25) na forma (2.5) obtemos:

a ((,'9(90 . '9?1,) . ((QG . 9“‘)(}5 + y;g{gunﬂgo)vu) + Vugu (qni) + (9“ . 90)) — 07

(3.29)
Lot (6 — (& + g™ n)V*) YO — u* Vi — $(1 — V)Y = 0,
O sistema (3.29) define 6° e Y? em termos de 7°:

(15 - agbvu . vuqn(} — U
IO — : 3.30
() ap — apV — ap,nVe — Vu (3:30)

Ve 0 WYY — HYuY U
YO(0) = PV A @ (3.31)

6 — OV — OV
Aqui analisamos uma das condigoes de contorno descritas em [8] onde #* = 1, como indicamos
na Secao 3.1. Lembrando de que estamos interessados em trabalhar em €2 onde § > 1, o
equivalente a equagao (2.6) fica:
7 = %}’O(n“)(]_ — 1)@, (3.32)

Para obter o dado inicial, analogamente ao modo como foi feito no caso geral na Secao (2.1),
escolhemos um 7 que pertence ao intervalo (7% 7). Podemos resolver a EDO (3.32) com
condicao inicial °(0) = 7 para obter n° em funcao de z. Entao a aproximacao quase estaciondria
(ou de ordem zero) em funcgao de x fica:

ad — apV¥ — Vign'(z) — V*  puVend(x) + Y — pVuy™
ad — apV* — apn®(x)Ve =V G — dV¥ — pnO(x) Ve

To(n° () = ( ,770(:17)> ., (3.33)

Para facilitar a notacao usaremos:

K, = Ki(V") =a¢ — adV" — V*, (3.34)
Ko = Ko(VY) = — ¢V (3.35)

Os valores que V" pode assumir serao colocados em (3.41), note que neste caso Ky > 0e K; < 0

se V* > 1% (aproximadamente 1, 8387 - 10 ). Assim:

K, —Vugn® Ky Y™ + pVen® _
To(n) = i 2 20228 TPV T (3.36)
Ky —ap,Vent Ky — pVen®
Para que a curva (3.36) seja conexa, precisamos das restrigoes
Ky, — apn’V* #0; (3.37)
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Ko — pgn’V* # 0, (3.38)
para todos os valores de 1, ou entao que os valores de n° que anulem os denominadores de
cada fracao em (3.36) anulam também os numeradores. E facil verificar que esta segunda
possibilidade ocorre somente no caso V* = a¢/(a¢ + 1).

Substituindo os valores de Ky e K, dados em (3.34)-(3.35), vemos que (3.37), (3.38) equiv-
alem respectivamente a:
ag — apV" — V" — aunV* # 0,
b= OV = V" £,
para todos os valores de n°. Equivalentemente
7 CLC/)
ad + 1+ apmn®’
% _¢ ;
¢+ pgn®

para todos os valores de n°. Como 7" assume todos os valores no intervalo [0, 1], temos que

V

(3.38), (3.37) equivalem respectivamente a:

a¢ ag

T G U ; (3.39)
ap + 1+ ap, ap + 1
Ve < — d ou V" > ? = 1. (3.40)
@+ g 0}

Substituindo os valores da tabela dada no Apéndice (B) podemos concluir que para obter a

aproximacao quase-estaciondria é necessario que
0< V"< 1.7649-107" ou 1.8387-107" < V* < 44.0-107* ou 1.0 < V", (3.41)

onde o primeiro intervalo corresponde a V* < a¢/(ap + 1 + ap,) e o segundo é ap/(ap + 1) <
V< 6/ (pg)-
3.3 Calculo do Jacobiano

Abreviaremos o campo do sistema (3.23), (3.24) e (3.25) como:
do

— 3.42
dx U (3-42)
vy

— = As
— =/ (3.43)
dn _ 3 A
= =f". (3.44)
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Lembrando que consideramos 6*

a0
oY
af”

an

Le((¢p = (¢ + pgmV*") Y — pnV¥n — ¢(1 —

=L (¢ — oV" — V),

= 1, calculamos as derivadas parciais e obtemos:

of _
00
or _
oy
on

Ky —apgV'n,

0,

= —ap,0V" + V'q;

VY™,

(3.46)

L (—p V'Y — pV*);

afn B v
00  (0-1)
Of"
oYy

ofm _ —1 .
e = f1(0,Y,n).

510, m),

1
- _—fn(()a Y 77)7

3.4
% (3.47)

Precisaremos da Jacobiana do campo f ao longo da curva I'y. Assim, substituimos os valores
de 8°(n°) e Y°(1°) dados em (3.36) para obter:

2] [
% = K — ap,V"n’,
940
())LY -0, (3.48)
3
0 1 la—ap)V*
on YK, - apgVeno’
afry
A
00 ’
ofry K, —Vugn® . 0
e T [ - Ko — 1, V', 3.49
Y K, — apgV w2 = V01 (349)
3 FY K, — Vg 0 yu . ,
O gy B
an Ky —ap,Ven® Ky — p,Ven
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afn ~y Ky — (—I,U'gvu’ 072 ’

e = (T

90 (V)2(n°)? [ apg = q f'(To)
oft Ko —p,V n 3.50
oY KyYu4 Vv “//Of (To), (3.50)
o

677 - 3 - ?70 f (I‘Q)'

Com isso podemos calcular o determinante da matriz 2 x 2 ao longo de T'y:

det Fy = Lo (K — V'qn°)(Ky — pV'n°). (3.51)

3.4 Aproximacao de primeira ordem para ondas de com-

bustao

Agora reescrevemos a equagao (2.19) para o caso especifico escolhido:

o Off dfﬁ a0

=50 Tt dn”l;

YO afY01 af1 }/1+£,1, (332)
ma% ‘ﬁ?y A . “

.1 ¢ Ty O, O

L TR

Lembrando que para calcular 0° ¢ Y0 usamos (3.36) e (3.44), assim:
) 06° dn° Qg — q
0 = — L = VUK 9 1 (Ty):
o’ dx 1(](1 — a“gyun())zf (To)
70 oy’ dn’ o + pg Y
on° dr YKy — pgVunP)?

(3.53)
f1(To).

Das duas primeiras equacoes de (3.52) usando (3.53) podemos isolar #* e Y! como funcoes
lineares em 7'

afg — ¢
([‘1 - (l/i(]‘v “n )

KV e T 4 L (3.54)

91 1 K ‘,fu n T
(77 n ) f ( 0) (_K’} . (L/lgvruﬁo)Qn ’

KoV o+ pg Y

Ky — aﬂg‘/“n(} . Y
L. (K;— g Vun0)3 +n KoV

' v —. (3.55
Ky — Vuegno “ ( Ky — ﬂ'gV“’T}O) ) (3.55)

Yi' ") =

f"(T)

Substituindo (3.54) e (3.55) na terceira equacao de (3.52), e lembrando que

= o A 0
" d..,}n” dn (To(n")),
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teremaos: .
dn

= At + B(n°), (3.56)

onde:

K 1 KoV A+ gV 1
A(n°) = l Th 2 Wt g ] ;

Ve(n)? apg — q " FoYu + pVend (Ky — g Ven®) — 1T— P
. ’)"]{1 1 1 )
B(P) = f1(To(i)) [ _ . (357)
KV p+p, V' Ky — apVen® 1
Lo (Ky—pVen)?2 Ky — Vugn® KyYu 4 pVund|”

Durante a demonstracao do Teorema (2.1) para existéncia de ondas viajantes foi feita a
suposicao de que os termos A(n°) e B(n®) comportam-se bem no interior do intervalo [0, 1].
Para garantir essa hipdtese precisamos construir restri¢oes sobre V* além de (3.41). Para
A(n") devemos ter:

GY™ + uVin £ 0; (3.58)
Ky — V" #0,
para todos os valores de n°. Notemos que a segunda hipétese ja ¢é satisfeita em (3.37) e (3.41),
logo precisamos analisar somente a primeira. Mas temos uma restri¢ao fisica: Y* € [0, 1]. Logo
KoY + uVun® £ 0.
Para B(n") temos:
Ky = Vi # 0; (3.59)
Ky — ap,Vin® # 0;
Ky — 1,V # 0;
KoY + pVen® £ 0,
para todos os valores de n°. Notemos que a segunda, terceira e quarta hipdteses ja sao satisfeitas

em (3.41), logo analisaremos apenas a primeira. De forma andloga a Secao anterior obtemos

que: / A
U (1/([) U a /
4 e (1] 1 > X
ap +1+q " ap + 1’
Logo
0<V*<26579-107% ou 1.8387-107* < V", (3.60)
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Juntando essa hipétese com a (3.41) temos intervalos de definicdo de V* onde temos a aprox-

imagao de ordem um e vale a hipétese (2.13) (TFI):

0< V"< ad ou ,(w < V"< ,__m,_?m ou 1<V (3.61)
ap+1-+q ap +1 O+ iy
Equivalentemente
0< V*<26579-107% ou 1.8387-107% < V¥ < 0.0044 ou 1 < V™ (3.62)

3.5 Orbita no caso de temperatura inicial baixa

O problema fisico proposto em [8] apresenta algumas restri¢oes. Primeiramente Y* € [0, 1].
Logo de (3.28) segue que

0< Ve < %
G+t g

~ 0.0011. (3.63)
Tambem temos duas possibilidades para 6° no equilibrio (—). Dependendo se 6° > 1 ou 6° < 1
muda a fisica do problema. Assim, usando a equacao (3.28) podemos obter os valores de
V¥ para ambas as possibilidades. Aqui analisaremos somente a primeira, pois o método de
perturbagao singular ndo se aplica a segunda, j& que neste caso de acordo com a férmula (3.25)
smos ¥ —
temos S = 0.
Supondo que #° > 1, podemos reescrever (3.28) como
b (1+q+ap)V* —a¢p

& = — : 3.64
(14 apg + ad)V* — ag ( )

Temos duas possibilidades para o denominador de (3.64) de acordo com seu sinal. Mostraremos

que ele é positivo. Caso fosse negativo, como 6° > 1, entdo
(1+qg+ap)V* —ap < (1 +ap, +ap)V* — ag, (3.65)

ou seja ¢ < au, para V* > 0, o que estd em contradigao com os valores das constantes no
Apéndice (B). Sendo o denominador de (3.64) positivo, i.e.,z (1 + ap, + ap)V* —ap > 0 e
usando que 6° > 1, ap < ¢, temos:

agp

L
1+ap, +ag

~1,7649 - 1074 (3.66)

Entao o problema impoe que
aQ [0

1 : < "/7?’/ S - ! . (:3:(37)
1+ ap, + ag O+t g
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Junto com a restricao (3.61) isso significa que (tirando V* > 1, que nao tem significado

fisico) se #” > 1 e Y* > 0, temos:

W ¢

ap + 1 G4 p+ g

ou seja

1.8387 - 107* < V* < 0.0011.

No caso limite em que #° > 1 e Y% = 0, temos:

i
vu_ 0

B ¢+ p+ ﬁ"97
ou V¥ = (0.0011.

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Formalmente nés conseguimos obter somente as aproximacoes da érbita de ordem até um

usando o método de perturbacao singular. Além disso as restricoes para V" que obtivemos

neste trabalho coincidem com as descobertas em [8] onde outros aspectos do problema foram

investigados. Nao contentes com esse grau de formalismo, no proximo capitulo provaremos a

existéncia da dérbita para este caso particular.
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Capitulo 4
Existéncia da orbita heteroclinica

Usando o Lema (A.6) demonstraremos para a onda de combustao a existéncia da drbita

heteréclinica que liga os equilibrios. Esse problema é discutido em [4].

Teorema 4.1 O sistema de equagoes (3.23), (3.24), (3.25) com o parametro V* satisfazendo

a restri¢ao (3.68) admite uma drbita que liga os dois equilibrios definidos na Se¢ao (3.1).

Demonstracao: Utilizando as duas primeiras componentes de (3.48) e (3.49) o determi-
nante det Fy definido em (2.12) para esse caso é:

_offofr

e — Y — T Y u,,,,0 o 0 U -
det Fy 50 By LK, — VYn°|[ Ky — pgn° VY. (4.1)

Este determinante nao se anula para V¥ no intervalo dado em (3.68) para os valores dos
parametros dados no Apéndice (B). Construiremos uma vizinhanga com se¢ao retangular para
poder usar o Lema (A.6). Chamaremos essa vizinhanga de W, suas faces verticais de W' e as
horizontais de W* como na Figura (4.1).

Note que a componente do campo da primeira equagao (3.23) para cada 7 fixo é linear em
f e independe de Y. Além disso, o coeficiente do € é estritamente negativo e o termo livre é
estritamente positivo para todos os valores que n e V* podem assumir. Para o caso considerado

de 6% =1, ele é:
F0,Y) = (ap — apV* — aunV™ — V)0 + (Vign + V" + Vi — ad).

Assim para cada 7 fixo temos um tnico valor de § para o qual a componente do campo f? troca
de sinal. Este valor define uma reta vertical que intercepta I'g. Logo a hipdtese 2) do Lema

(A.6) é satisfeita para qualquer par de paredes laterais de uma vizinhanca que contenha I'g.
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Figura 4.1: A vizinhanca W com a érbita que liga dois equilibrios. Os lados da secao retangular

tendem a zero quando se aproximam do equilibrio.

Agora notemos que para cada valor de 7 fixo f¥ pode ser escrita como:

f3(07 )/> = (41Y’ -+ A2)0~ (42>
onde
Al =¢— (0 +pumV* e Ay=—pVin—o(l—-V)YH (4.3)

Como ao longo da curva I'g temos #°(1°) > 0 para todo n° € (%, n°), o sinal de f¥ é determinado
pelo fator linear A{Y + As. Como A, e Ay variam pouco, e de fato, 4, > 0 e Ay, < 0 para
todo 7%, é possivel escolher parede superior e inferior de modo que WY satisfaz a hipétese 3)
do Lema.

Agora notemos que para 7y ao longo de intervalo (n*, ") o valor de # é maior que 1 e Y esta
definido no intervalo (0, 1), com isso f" em (3.25) nao troca de sinal, mais precisamente f7 > 0.
Assim a hip6tese 4) do Lema (A.6) estd satisfeita. Usando o Lema (A.6) podemos garantir a
existéncia da érbita heteroclinica ligando o estado (=) ao estado (+), ou seja, a existéncia da

onda de combustao como onda viajante para todo valor do parametro V* definido em (3.68).
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Capitulo 5
Conclusoes

Desenvolvemos um método para encontrar a solu¢ao aproximada de um sistema de EDOs (como
(2.1)) com n equagoes O(1) e uma equacio O(e) com € sendo um parametro pequeno.

Para isso consideramos as expansoes assintéticas (2.15) e (2.17). Tomamos como hipdtese
que existe uma parte conexa de F juntando os dois equilibrios denotada por I'y e que ao longo
de 'y sdo satisfeitas as hipdteses (2.10) e (2.13). Com isto provamos que existe a solugao do
problema (2.1) (equivalentemente existe uma o6rbita que liga os equilibrios (=) e (+)), [y é
a aproximacgao de ordem zero desta 6rbita conforme descrito na Secao (2.1) e além disso as

equagoes (2.5), (2.6) e (2.24) definem a aproximacao de ordem 1 dessa solugdo na forma:
Xaproz = X° + ex'. (5.1)

Obtivemos condicoes para que a correcao x' seja bem comportada confirmando a aproximacao
2% e utilizamos estas condi¢oes no exemplo de combustao apresentado em [8]. Para estender o
método ha varias direcoes de trabalho que servem tanto para torna-lo matematicamente mais
rigoroso, quanto para aumentar a quantidade de aplicacbes para os quais ele pode ser 1til.
Entre eles estao:

- Estudo da existéncia de ondas viajantes para outros choques de combustao em [8].

- Demonstragao rigorosa da existéncia da d6rbita no caso geral, veja-se [6], [3] e [4].

- Demonstracao da convergencia das séries assintoticas envolvidas no problema.

- Generalizacao do método para as aplicacoes com sistemas com mais de uma equacao da ordem
O(e).

- Aplicacao do método desenvolvido nesse trabalho para outros modelos conhecidos de ondas
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de combustao em meios porosos.

-Estudo de sistemas em que existem varias escalas €, €s,...
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Apeéendice A
Alguns resultados auxiliares

Definimos matrizes

Fll e Fr} Ff}lﬂ
Fx = e s Fy - y
H Iy in]%[n] Fia [n]%[1]
- {.‘ 1 Y 71 s +l Py .
Gx=| I 1n+ E '7"1“ ]h.]x{n] o Gy = [F’?‘“’"l } [1x[1]° (A1)
Fy F,
e a matriz por blocos: G = '
Gx Gy ,
[n+1]x[n+1]
Relembramos a forma explicita de [Fyx]™! que vamos usar nos Lemas abaixo:
' (=D det[Fy ] -+ (=1)"det[F, 4]
..... 1 . . . /
- A2
* det Fy ' ' ' (4.2)
(=) det[Fy ] -+ (=1)"Tdet[F, ]
Lema A.1 A sequinte identidade € valida:
(=D det[Fy ] -+ (=) det[F, 4]
(1) det[Fy,] - (=1)"*"det[F,,] (A.3)
=Y FMY (1) det[F ] F L,
j=1 i=1
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Demonstracao: Temos:

()P e (1) det[F )
G : z F, =
(=)t det[Fy ] -+ (=1)"Tdet[F,,]
(=D hdet[F,] - (1) det[F,) Fri
= { Fpttooo ol } : : : =
(=)™t det[Fy,] -0 (=1)"Tdet[F,.,] Fy

= F o B | W e FGIE, | =
i=1
= Z anH Z (=1)7"" det[Fi 5] .
j=1 i=1
]
Lema A.2 A sequinte identidade € valida:
det G

G, - G F, 'F, = ——. A4

v Y det Fy (A4)

Demonstracao: Temos

Gy — GuFy 'F, = ———x

Y TEOTV T det Fy
(1) det[Fi] -or o (=) det[F,] (A.5)

G, det Fyx — Gy : . : F,

(=)t det[Fy,] -+ (=1)"Tdet[F,,]

logo usando o Lema (A.1):

1 - n - o i (AAG)
"~ det Fy (Gy det Fy — Z Fj - Z (1) deﬂFi,j]FﬁH) :

=1 =1
Por outro lado vamos analisar a matriz G, indicamos por [G; ;] a matriz dos cofatores de G

associada ao elemento F}’ Temos:
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n-+1

det G = z F! 'LMH det {C'j nt1) =

n

= FHL (1) det By +—j{:1?”fi D)™+ det[G ] =

:Gy det F, + Zﬂ‘yﬁ_l( n+]+1 Z n+i 2+n det {E ?}
j—l
=G, det Fy, — Z ! Z (=) det[F ).

De onde segue o resultado.
]

Lema A.3 Indicando por |G, ;] a matriz dos cofatores do elemento G,; na matriz G, entdo
vale a identidade:

LS det[Gy] det[G ) (A7)

Gxe_2F1/ -
! 2
(det Fy) =

Demonstracao: Temos:

GFx °F, = | F*! A I }
Fpoooo FP FZZH

— % [ . Z Fi”"f"]'(—l)j"m det[Fg,ﬂ S :I Z Fy, i JJN det{ } -

1 :
B m [ o det[Ginaa] o ] det[Grir] | =

1

W Z det][G 41, det[G ]
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Lema A.4 Seja z: R — R uma funcio C' de t, dada pela EDO:

dz 1
— = -z + D(t), A.
dt t + (t) ( 8)

onde a fungﬁ(l() l)(t) ¢ C()Tlt'l//’fl/’u{l, limitada e O(l), teremos:
%ln&,‘,(f) 0 (- ))

Demonstracao: Como D(¢) tem no maximo O(1), na vizinhanca (0,9) de 0 na variavel ¢

podemos afirmar que existem duas constantes 0 < Dy < D tais que

Sejam 21 e zy, tais que: p 1 p
P —— D —_— = Ds. A1l
ar T a i (A1)

Podemos usar um Teorema (1 e 5 das pédginas 39-41) de [7] para garantir que nesse caso

z1(t) < z(t) < z(2) para todo ¢ na vizinhanca de 0. Se D é uma constante, teremos:

dz 1
— ==z -+ D. A12

Caso D = 0, a equacao é homogénea e consequentemente vale (A.17). Resolvendo o caso
homogéneo:
dz 1 . .
P logo 2= Ct. (A.13)
Se D > 0, entao faremos C' = C(t) e substituimos em (A.12):

C'(tt+C(t) =C(t) + D, (A.14)
logo
D
C(t) = / Tdt = DInl|t|, (A.15)
0 U
logo a solucao vai ser:
z(t) = Dt In|t]. (A.16)
Consequentemente:
}in&z(t) =0 (A17)
]
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Corolédrio A.1 (da demonstragdo) Seja 2 : R — R uma funcio C' de t, dada pela EDO:

dz 1
— =2+ D(t Al

2

onde a fun¢ao D(t) é continua, limitada e O(1), K é uma constante positiva, teremos:

limz(¢) =0 (A.19)

-0
Lema A.5 Seja 2 : R — R uma funcio C' de t, dada pela EDO:
dz 1
R et el A F A A.20
7~ wrnmy TP (4.20)

onde as func¢oes D(t) e h(t) sao continuas, O(1) e h(0) = 0, teremos:

limz(t) =0 (A.21)

t—0

Demonstracao: Temos lin% h(t) = 0, logo para todo K > 0 pequeno, existe vizinhanca de
t— ” :

Oem () onde 1 — K <1+ h(t) <1+ K, teremos:

z Z z

T PO S gy PO < g0 PO (A.22)

Pelo Teorema de [7] (1 e 5 das paginas 39-41) podemos concluir que se z; e 23 sdo tais que:

dz 21 dzy 29 N
—— e e D) 0 D e e L T, A.23
dt — (1+ K)t D)« dt — (1—K)t + D) ( )

logo teremos 21 () < z(t) < z9(t) na vizinhanca de 0. Mas usando o Lema (A.4), vemos que

11_13 2 (t) = ]ﬂ% z(t) = 0. (A.24)
Assim
lim z(t) = 0. (A.25)
(]

O Lema enunciado a seguir é demonstrado para o caso mais geral e com maior rigor em [4]
usando os teoremas de Fenichel, aqui daremos uma demonstracao usando o A-lema e elementos

de Geometria Diferencial:

Lema A.6 Seja f um campo vetorial de classe C' dado pelo sistema de EDO auténomo:

dx o
- = f(x), (A.26)
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onde x € R*. Suponhamos que £ possua dois pontos de equilibrio (+) e (—). Se existir uma
vizinhanca W que contenha ambos os equilibrios e tenha as sequintes propriedades:

1) Para todo x3 fizo a se¢do dessa vizinhanga € retangular.

2) O campo “entra” pelas faces laterais de W.

3) O campo “sai” pelas faces horizontais de W.

4) A componente f3 do campo nao troca de sinal no interior de W.

Entao existe uma orbita que liga os equilibrios (—) e (+) como na Figura (A.1).

(+),

Figura A.1: Existe uma 6rbita que liga dois equilibrios

Demonstracao:
Primeiramente, sem perda de generalidade, suponhamos que z; < z7 e que f3(x) < 0 para

todo x € W.

AL,

i A >:1:]

Figura A.2: Secao retangular do volume W



Agora fixemos uma se¢ao retangular do volume W (com x5 fixo) dado pela hipdtese 1) do
Lema. Para cada ponto A da aresta tracamos o segmento de reta vertical AB como na Figura
(A.2) e escolhemos um ponto P4 no segmento.

Como a componente f? do campo nio anula, das hipéteses 2) e 3) segue diretamente que
a 6rbita que passa por P, vai ter que sair de W pelas faces “horizontais” (superior ou inferior)
ou ter o equilibrio como w-limite como na Figura (A.3). Notemos que a 6rbita que passa pelo
ponto A escapa de W pela face inferior enquanto que a que passa pelo ponto B escapa pela face
superior. Assim usamos a continuidade do campo f podemos garantir que existe pelo menos um
ponto em [AB] cuja érbita tem o equilibrio (—) como w-limite. Na Figura (A.3) suponhamos

que esse ponto é P4. Notemos que Py estd na variedade estével do equilibrio (=), ou Py € Mg.

AT, B (+)
A
(-)

Figura A.3: Secao do volume W no plano 25 x x3

Agora variando o ponto A ao longo da aresta horizontal da se¢ao obtemos um conjunto A
de pontos P4 de M. Aplicando o A-lema [5] para a aresta superior da secao vemos que A é
uma curva de classe C1.

Agora usaremos argumentacao andloga para o campo —f substituindo o segmento AB pela
curva A como na figura (A.4).

instdvel do equilibrio (4), 0 que prova a existéncia da 6érbita.

Finalmente enunciaremos o A-lema [5] para difeomorfismos. De fato, necessitamos do seu
analogo para campos de vetores, que é usado na demonstracao do Lema (A.6).

Definimos B® e B" como bolas contidas nas variedades estdvel W#(0) e instdvel W*(0)
do ponto 0. Consideramos um ponto ¢ € W#*(0) e um disco D* de dimensdo v = dimFE",

transversal a W*(0) em q.
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Figura A.4: Existe um ponto que pertence ao mesmo tempo a Mg e M

Lema A.7 Sejam V = B* x B, g € W*(0) — {0} e D" como acima. Seja D" a componente
conexa que contém f"(q) de f*(D*)NV. Dado € > 0, existe ng € N tal que, se n > ng, entdio

DY estd ¢ Ct-prézimo de BY.
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Apeéendice B

Constantes e variaveis

T .t T _ " P v )
z = i = Tx0 0 = e )/:_/:7 p:M7 P:&]‘a (U:l:? (Bl)
I t* T, Yi Pinj — Po Py v’
105 Lo P 1005 copl
Ho= ;IL‘V”H Hpg = % Hg = ; gfj: a = L‘q;v O =W, (B.2)
P P I (1= ¢)cps
- )0 , Z*, 7 i;t*
qg = %, K = ,%—U, h = L , (B.3)
(l - @)Cspsﬂg K ('pinj - pO) (1 - (,b)cspsj’iglf
A v E .
Qg = L, = e o o = ]ﬁol/zpot*, (B4>

(1 - G))(sps ¢ JDM7 / Rﬁq’

onde p, corresponde a pressao inicial do gas e normalmente é maior que a pressao no resto do
sistema.
Na TABELA I colocamos os valores tipicos de parametros adimensionais para combustao

in-situ.

40



TABELA |1

Parametro | Valor
q 1.0121
7 205.8
Lty 68.19
L, 0.214
23.69
o 0.027
a 6.13E-4
10) 0.3

Fonte: [1], [2]
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Tabela das variaveis e constantes fisicas que aparecem no trabalho.

TABELA 11

Parametro | Descricao
10} Porosidade
Cs Capacidade térmica da fase sélida
Cq Capacidade térmica da fase gasosa
Ps Densidade volumétrica da fase sélida
Ps Densidade volumétrica da fase gasosa
T Temperatura
v Velocidade de escoamento
A Condutividade térmica
Q Calor da combustao
w Taxa da conversao do combustivel
Y Fracao da massa de oxigénio no total
Dy Coef. da difusao efetiva da fase gasosa
7 Coef. estequiométrico em termos de massas para oxigenio
[g Coef. estequiométrico em termos de massas para o gas
E Energia
R Constante universal dos gases
Tw Temperatura de ignicao
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