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Resumo

Neste trabalho, seguindo um artigo do Hilario Alencar e Manfredo P. do Carmo,
estudaremos uma estimativa para a curvatura média de hipersuperficies completas,
nao compactas, de volume com crescimento polinomial, indice finito, em funcao da
sua curvatura de Ricci.

Antes daremos uma pequena nocao de variedade Riemanniana e de outros con-
ceitos de Geometria Riemanniana.
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Introducao

Superficies de curvatura média constante sao objetos de grande importancia na Ma-
tematica. A sua importancia provém do fato que ela aparece naturalmente em varios
contextos. Historicamente a curvatura média apareceu nos trabalhos de fisicos-
matematicos que queriam achar explicagoes para problemas de capilaridade; por
exemplo: tem curvatura média constante a superficie de um liquido que é ponto
critico da area e faz angulo constante com as paredes do reservatério esférico que o
contém.

Verificou-se posteriormente que a curvatura média constante estava relacionada
com o problema isoperimétrico. Dado um dominio limitado D em IR", com fronteira
0D diferencidvel, este dominio é uma solucao do problema isoperimétrico, isto é, ele
tem a menor area possivel, envolvendo um volume fixo, se e somente se, a curvatura
média de 0D for constante.

Os exemplos mais simples de superficies em IR* de curvatura média constante
sao o plano, o cilindro e a esfera. Esses exemplos fazem parte de uma familia de
superficies de curvatura média constante invariantes por rotacoes que inclui o ondu-
loide, o catenoide e o nodoide (ver figura 1). O perfil de uma tal superficie é gerado
por um foco de uma segao conica (elipses para o caso do onduloide, pardbolas para
o catenoide e hipérboles para o nodoide) que rolam sem escorregarem ao longo do
eixo de rotagao . Essa construcao foi descoberta por Delaunay em 1841 [De], e estas
superficies de rotacao sao simplesmente chamadas de Superficies de Delaunay.

;.

Vale observar citar que o cilindro é a tdnica superficie regrada com curvatura
média constante H # 0 (ver Darboux [Da]).

A proxima série de exemplos sao as superficies helicoidais, tais superficies sao
invariantes por movimentos helicoidais, com H = const.. Elas foram explicitamente
descritas por do Carmo e Dajczer [DAC].
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Curva perfil do onduloide Curva perfil do Catenoide Curva perfil do nodoide

Figura 1: Algumas curvas perfil de Superficies de Delaunay
Note que nos exemplos citados acima a tinica superficie compacta com curvatura
média constante é a esfera. Isso levou Heinz Hopf, a fazer a seguinte pergunta:
“Toda superficie compacta M com H = constante é uma esfera?”

A primeira resposta parcial a essa pegunta, dada pelo préprio Hopf em 1951, foi
a seguinte:

“Sim, se M for homeomorfa a esfera.”
Uma segunda resposta parcial foi dada por Alexandroff em 1956:
“Sim, se M é mergulhada.”

Em 1984, Joao Lucas Barbosa e Manfredo do Carmo responderam pela terceira
vez essa pergunta:

“Sim, se M é estavel.”

A pergunta foi finalmente respondida em toda a generalidade por Wente [W] que
apresentou toros (nao mergulhados) que possuem curvatura média constante.

A nocao de estabilidade se relaciona com a nocao de indice de uma certa forma
quadrética, como veremos no Capitulo 2 (em verdade a estabilidade significa dizer
que o indice é zero, pois o indice é o numero de direcoes linearmente independentes
segundo as quais a drea diminui), com isso estudaremos superficies com indice finito.

Neste trabalho, seguindo um artigo do Hilario Alencar e Manfredo do Carmo,
estudaremos uma estimativa para a curvatura média de hipersuperficies completas,
nao-compactas, em funcao da sua curvatura de Ricci, admitidas certas condigoes
sobre o seu volume e seu indice.

Uma conseqiiéncia interessante do resultado obtido é a seguinte:



“Se indice de M é finito, M tem volume de crescimento polinomial, curvatura de
Ricci do espaco ambiente é maior ou igual a zero e M tem curvatura média constante,
entao M ¢é minima.”

Em particular, se obtém um resultado de Chern:

“Graficos completos de um espaco euclidiano com curvatura média constante sao
minimos”. O que serd visto com detalhes no Capitulo 2.

As superficies de curvatura média constante sao objetos interessantes a serem
estudados, por sua raridade e complexidade e contemplados, pelas suas belas formas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocgoes basicas

Veremos neste capitulo nocoes basicas de Geometria Riemanniana. Toda a Geometria
Riemanniana é construida em cima do conceito de variedade diferenciavel. Intuitiva-
mente, uma variedade diferenciavel é um espaco topoldégico onde cada ponto possui
uma vizinhanca “equivalente” a um aberto de IR".

Definicao 1.1.1 Uma wvariedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e
uma familia de aplicacoes biunivocas z, : U, C IR" — M de conjuntos abertos U,
de IR™ em M tais que

L. Uyza(Ua) = M;

2. Para qualquer par a e 3, com z,(U,) Nxg(Ug) = W # 0, o conjunto z; (W) e
xgl(W) sao abertos em IR"™ e as aplicagoes z,' o x5 sdo diferencidveis;

3. A familia {(U,,x,)} é maxima em relagio as condigdes (1) e (2).
O par (U, xq) (ou a aplicagdo x,) com p € z,(U,) é chamada uma parame-

trizagao (ou sistema de coordenadas) de M em p; z,(U,) é dita uma vizinhanca
coordenada em p.

Para evitar complicacoes com notacgao, sempre que falarmos diferencidvel quere-
mos dizer infinitamente diferenciavel.



Sejam M7 e MJ* variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : M; — M, é
diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizacao y : V C IR™ — M, de uma
vizinhanga de ¢(p), existe uma parametrizacao « : U C IR" — M, de uma vizinhanga
de p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagao

y lopor:UcCR"— R"™

é diferenciavel em z7'(p). A aplicagio ¢ é diferencidvel em um conjunto aberto de
My, se for diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Dado uma variedade diferenciavel M e {(U,,,)} uma familia méxima em re-
lacao a definicao 1.1.1. Dizemos que M é uma variedade suave se toda x, for C'**°.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma fun¢ao diferencidvel o« : (—e¢,€) — M
é dita uma curva diferencidvel em M. Suponha que a(0) = p € M, e seja D(p) o
conjunto das func¢oes em M que sao diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva o
emt =0 ¢ a funcao

o)) = 12

Th:o, f€D(p).

Ou seja, associamos a curva «, a aplicacao
' (0): F(p) = R.
E ¢é esta ultima que entendemos como um vetor tangente a p = «(0).

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p forma um espago vetorial
indicado por T,M, o espaco tangente de M em p.

Definicao 1.1.2 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacao diferen-
ciavel o : M — N ¢é dita uma imersao se dy, : T,M — T, N ¢ injetiva para todo
pE M.

Observacgao 1.1.1 No caso particular em que a codimensao da imersao for 1, ou
seja, o : M™ — N" ™1 (M) C N é chamada uma hipersuperficie.

Definicao 1.1.3 Seja M uma variedade diferenciavel. Dizemos que M é orientdvel
se ela admite uma familia {(U,, z,)} satisfazendo (1) e (2) da defini¢ao 1.1.1 tal que,
para todo par « e 3, com 4 (U,) Nag(Up) = W # 0, a diferencial da mudanga de
coordenadas 5 oz, tem determinante positivo.
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Seja M™ uma variedade diferenciavel e considere o conjunto
TM ={(p,v);p€ M,veT,M}.

Temos que T'M possui uma estrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n (Ver
[dC1]). A variedade diferencidvel TM é chamada o fibrado tangente de M.

Definicao 1.1.4 Um campo vetorial X em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um vetor X (p) € T,M. Em termos
de aplicacao, X é uma aplicagao de M em seu fibrado tangente T'M. Dizemos que o
campo vetorial é diferenciavel se a aplicacao X : M — T'M for diferenciavel.

Proposicao 1.1.1 Sejam X e Y campos vetoriais diferencidveis em uma variedade
diferencidvel M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para toda f € D,
Zf=(XY =YX)f. Aqui, D denota o conjunto das fungoes diferencidveis em M.

Prova: Para provarmos a existéncia de Z, defina Z, em cada vizinhanca coordenada
2o(Uy) de uma familia {(U,,z,)} satisfazendo (1) e (2) da definigdo 1.1.1 em M
pela expressao prevista, se provarmos a unicidade teremos que Z, = Zg em x,(U,) N
z5(Ug) # 0, o que define Z em toda variedade M. Para a unicidade, seja p € M e
x : U — M uma parametrizacao em p, e tome

0
X = Zaia—xia
0
Y - ija—xj,
J

as expressoes de X e Y nessas parametrizac()es. Entao para todo f € D,

db; 0 0?
X)) = X(Z J 8x Z " Ox; 8:5 Z aib; 3xiafx]~’

af da; Of 02 f
Zal z' Zb]ax % +Z&Zb]8xzaxj

Portanto na parametrizacao x, Z é dado por

2(f) = X/ () - V(X (F) = Y (@2 3, 2%) 0T

— " 0x; "Ox;’ Ox;’ j
Z’J

0 que prova a Proposicao. [
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Definicao 1.1.5 O campo vetorial Z dado pela proposicao acima é chamado o col-
chete de X e Y e é denotado por [X,Y] = XY — Y X.

Definicao 1.1.6 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (),
(que é, uma forma bilinear, simétrica e definida positiva) no espago tangente 7, M.
Pedimos que a métrica varie diferenciavelmente; mais precisamente: se z : U C
IR" — M é um sistema de coordenadas locais em p, com z(xy,...,x,) = ¢ € X(U)
e a%i(q) = dz,(0,...,1,...,0), entao (%(q),%(q))q = gij(x1,...,x,) é uma funcao
diferenciavel em U.

Definicao 1.1.7 Uma wvariedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel com
uma métrica Riemanniana dada.

A prova da préxima proposicao pode ser encontrada na pagina 43 de [dC1].

Proposigao 1.1.2 Uma variedade diferencidvel M (Hausdorff com base enumerdvel)
possui uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.1.8 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f :
M — N (f é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamada uma
1sometria se

(u, v)p = (dfp(u), dfp(v)) ) »

para todop € M e u,v € T,M.

Observagao 1.1.2 Denotaremos por x(M) o conjunto de todos os campos vetoriais
de classe C* em M e por D(M) o anel das fungoes que assumem valores reais de
classe C*° definidas em M.

Um outro conceito muito importante em Geometria Riemanniana é o de conexao
afim. Essencialmente, uma conexao nos diz como derivar campos de vetores. Apos
definirmos uma conexao afim, particularizaremos o conceito para termos a noc¢ao
de conexao Riemanniana. Com ela estaremos aptos a trabalhar formalmente com
conceitos como curvatura, transporte paralelo, etc.
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Definicao 1.1.9 Uma conezdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma
aplicacao :

VX (M) x x (M) = x(M)

que é denotada por (X,Y) A v xY e que satisfaz as seguintes propriedades

L. VixygvZ = fVxZ +9gVyZ;
2. VX(Y+Z) :ny+vXZ;
3. Vi(fY) = VLY + X(F)Y.

Aqui X,Y,Z € x(M) e f,g € D(M).

Como haviamos dito, a conexao é uma forma de derivar campos, como nos mostra
a proposicao abaixo. De fato, através dela temos garantida a existénica e unicidade
da derivada covariante de uma campo ao longo da curva. Para uma demostragao,
veja pagina 50 de [dC1].

Proposicao 1.1.3 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V.
Entao existe um unico campo vetorial V' ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : [ —
M associado a um campo vetorial % ao longo de ¢, chamado derivada covariante
de V' ao longo de c, tal que

D _ DV | DW.

1. Z(V+W) =25+ 55

2. D(fVy =4 (V) + f2Y onde W ¢é um campo vetorial ao longo de c e f ¢ uma
funcao diferencidvel em I;

3. Se V' ¢é induzido pelo campo vetorial Y € x(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entao
% = V% Y.

Definicao 1.1.10 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.

Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢ dito paralelo quando
% =0, para todo t € I.
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Com a proposicao a seguir, cuja prova pode ser encontrada na pégina 52 de
[dC1], verificamos a existéncia e unicidade do transporte paralelo de vetores ao longo
de uma curva.

Proposicao 1.1.4 Sejam M uma variedade diferencidavel com uma conexao afim V,
c: I — M uma curva diferenciavel em M e Vi um campo vetorial tangente a M em
c(to), to € I(i.e.,Vo € T,1,)M ). Entao existe wm tinico campo vetorial paralelo V' ao
longo de ¢, tal que V(ty) = Vo (V(t) é chamado o transporte paralelo de V(ty) ao
longo de c).

Definicao 1.1.11 Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V
e uma métrica Riemanniana (,). Uma conexao é dita compativel com a métrica (, ),
quando para qualquer curva suave ¢ e qualquer par de campos paralelos P e P ao
longo de ¢, temos (P, P') = const.

Definicao 1.1.12 Uma conexao afim V em uma variedade suave M é simétrica
quando:

VxY —VyX = [X,Y] para todo X,Y € x(M).

O proximo resultado é devido ao geometra italiano Levi-Civita. Para uma prova
deste resultado ver [dC1].

Teorema 1.1.1 [Levi-Cevita] Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica
conexdo afim V em M satisfazendo as condicoes

1. V € simétrica;

2. V € compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexdo de Levi-Civita (ou
Riemanniana) de M. A partir de agora sempre que nos referirmos a uma conexao
em uma variedade Riemanniana, estaremos nos referindo a esta conexao.

A seguir, veremos as defini¢oes de gradiente e divergente em termos intrinsicos.
Estas generalizam as definigcoes classicas que sao feitas em termos de coordenadas no
espaco Euclidiano com a métrica canonica.
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Definigao 1.1.13 Seja X € x(M) e f € D(M). O divergente de X é a fungao
divX : M — IR, tal que para cada p € M, temos divX(P) = traco da aplicacao
linear Y (p) — Vy X (p), para todo Y € x(M).

Definicao 1.1.14 O gradiente de f é o campo vetorial grad f em M definido por:

(grad f(p),v) =dfy(v); pe M, v e T,M.

Definig¢ao 1.1.15 O laplaciano de M é um operador A : D(M) — D(M) definido
por:

Af =div grad f, f € D(M).
Considere um ponto p € M, onde M é uma variedade Riemanniana de dimensao
n. Existe uma vizinhanca aberta U C M de p e n campos de vetores Fy, Fs, ... , E, €

x(U), que sdo ortonormais em cada ponto de U. Além disto estes campos sao tais
que, em p, Vg, E;(p) = 0, para quaisquer i, j.

A uma tal familia E;, i = 1,...,n, de campos de vetores, damos o nome de
referencial (local) geodésico em p.

Dado qualquer referencial geodésico, F;, ¢ = 1,...,n em uma vizinhanca de
p € M, valem as seguintes identidades:

L. grad f(p) = 221, (Ei(f)) Ei;
2. div X(p) = > i_, (Ei(fi))(p), onde X =37, f; Ey;
3. Af(p) =", Ei(Ei(f))p).

Observamos que a partir destas igualdades pode-se ver claramente que as defi-
nic¢oes feitas anteriormente realmente generalizam as definig¢oes cldssicas.

Proposicao 1.1.5 Sejam f,qg: M — IR funcoes suaves. Entdo

ANfg=gAf+ fAg+ 2(grad f,grad g).

15



Prova: Seja Ey,..., FE, um referencial geodésico. Das férmulas apresentadas anteri-
ormente, temos que

n

Afg= ZEZ(EZ(fg)) = Z(Ez(gEz(f)) + Ei(fEi(9)))

=1

= Z(Ez(f)Ez(g) + gEi(Ei(f)) + Ei(f)Ei(g) + fE(Ei(g)))

= S (GEAES)) + FE(Eig)) + 2E:(f) Eilg)).

=1

Como (F;, E;) = 1, temos que

A(f.9) = gAf + fAg+ 2(grad f,grad g) .

Corolario 1.1.1 Sejam f,g: M — IR fun¢des suaves nao nulas. Entao

1 Af d fl2
o) = =G5 + 2L
A A 2
(= (2= Sh T - Cigrad fogmad (),

Prova: Como f% =1, temos que 0 = %Af + fA(%) + 2(grad f,grad (%)> Usando

que grad (%) = —9’";‘5 I obtemos a primeira férmula. Para provar a segunda observe
que
g 1. 1 1. 2
A=) =409 =) =00+ gA(=) — = (grad f,grad g
(f) ( f) 7 (f) fQ( )
1 Afllgrad f?0 2
==-Ag+g(—— +2———) — —(grad f,grad ¢
f ( f2 f3 ) f2 <g g >
Ng Af.g 2 ggrad f 2 grad g
=(— ——)5 + —(grad f, — —(grad f,
( g f )f f< f? ) f< f )



g B ﬁ g 2 g.grad f B f.grad g
_ (29 _Afg 2 g
= ( PR )f (f)<grad f, grad (f)>-

Definiremos agora a curvatura de uma variedade Riemanniana. Intuitivamente,
a curvatura representa o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definigao 1.1.16 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicacao R(X,Y) : x(M) —
x(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ +VixyZ, Z € x(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Definicao 1.1.17 Seja x = z, um vetor unitario em 7,,M, e tome uma base orto-
normal {2y, 29, ..., 2,1} do hiperplano em T,M ortogonal a x, a curvatura de Ricci
na direcao x é definida por

Ric,(z) =

e a curvatura escalar em p é definida por

K(p) = ﬁ i;<R(Zi,Zj)Zi, zj)-

Vamos provar que as expressoes acima nao dependem da escolha das corres-
pondentes bases ortonormais. Para isso daremos uma caracterizacao intrinsica das
expressoes acima. Sejam z,y € T,M, defina a forma bilinear

Q(z,y) = traco da aplicagdo z — R(x, 2)y.

Escolhendo uma base ortonormal {z; ..., 2,1, 2z, = x} de T,M, temos

Q(aja y) = Z<R(x7 Zi)y7 Zl> = Z(R(y7 Zi)xa ZZ> = Q(yax)

[ )
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Isto prova, que ) é simétrica e satisfaz Q(z,r) = (n—1)Ric,(z), demonstrando assim
que Ric, esta intrinsicamente definida.

Por outro lado, a forma bilinear () em T, M corresponde a uma aplicagao linear
auto-adjunta K, dada por

<K(:L‘),y> = Q(xay)'

Tomando uma base ortonormal {21, ... ,2,}, temos

traco de K = Z(K(zj), z;) = ZQ(zj,zj) =(n—1) ZRicp(zj) =n(n—1)K(p),

J J

o que demonstra a afirmacao .

. ——n+m=k . ~ . . .,
Seja f : M" — M uma imersao de variedade diferenciavel M em uma

variedade Riemanniana M. Para cada p € M, o produto interno em TpM decompoe
T, M na soma direta

TpM =T,M® (TpM)La
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M.
A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V.

Se X e Y sao campos vetoriais locais em M, e X, Y sao extensoes locais para
M, defina

VxY = (VYY)

onde (V5Y)T é a componente tangencial de VY.

Observacao 1.1.3 Observe que essa é a conexao Riemanniana relativa a métrica
induzida em M.

Proposicao 1.1.6 Se X,Y € x(M), a aplicagio B : x(M) x x(M) — x(M)* dada
por

B(X,Y) =VxY — VyxY

€ bilinear e simétrica.

18



Prova: Da propriedade de linearidade de uma conexao temos que B é aditiva em X
eY e

B(fX,Y) = [B(X,Y), f € D(U).
Agora, mostraremos que
B(X, fY) = [B(X,Y), | € D(U).

Denotando a extensao de f em U por f, temos que

B(X,fY)=VxfY = Vi [Y = VY + X(f)Y - fVxY - X(f)Y.
Como f=f, X(f) = X(f) eY =Y em M, concluimos que
B(X, fY) = fB(X,Y)
como querfamos.

Para mostrar que B é simétrica, usamos a simetria da conexao Riemanniana,
para obter

B(X,Y)=VxY —VyxY =VaX + [X,Y] - Vy X — [X,Y].
Como [X,Y] =[X,Y] em M, segue-se o resultado. "

Como B é bilinear, podemos escrever B em um sistema de coordenadas o que
mostra que o valor de B(X,Y)(p) s6 dependa dos valores de X (p) e Y (p).

Sejam p € M e n € (T,M)*. A aplicagdao H, : T,M x T,M — IR dada por
Hy(z,y) = (B(z,y),n), v,y € T,M,

pela Proposicao 1.1.6, é uma forma bilinear simétrica.

Definigao 1.1.18 A forma quadratica II,, definida em 7, M por
IL,(z) = Hy(z,2)

é chamada a sequnda forma fundamental de f em p ao longo do vetor normal 7.

Observagao 1.1.4 Como H, ¢ uma forma bilinear simétrica, podemos sempre as-
sociar a ela um operador auto-adjunto S, : T,M — T,M dado por

<Sn(x)7y> = Hn(a“ay) = <B(1‘,y),77>
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A proposicao seguinte expressa o operador linear associado a segunda forma em
termos da derivada covariante.

Proposigao 1.1.7 Sejap e M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao

Prova: Sejam z,y € T,M e X,Y extensoes locais de x, y, respectivamente, tangentes
a M. Entao (N,Y) = 0, e portanto

(Sp(x),y) = (B(X,Y)(p), N) = (VxY — VxY,N)(p) = (VxY,N)(p)

= —(Y,VxN)(p) = (-=V.N,y), para todo y € T, M.

Seja f : M™ — """ uma imersio . Sejam p € M e € (T,M)*, |In|l = 1.

Como S, : T,M — T,M ¢ linear simétrica, existe uma base ortonormal de auto-
vetores {eq,...,e,} de T,M com auto-valores reais Ay, ..., A, i.e., Sp(e;) = Nigj, 1 <
i < n. Se M e M sao orientdveis, entdo o vetor n é unicamente determinado, se
pedimos que {ey, ..., e, } seja uma base na orientacao de M e {eq,...,e,,n} uma base

na orientacao de M. Neste caso, dizemos que 0s €;s sao as dire¢des principais e que
A = k; sao as curvaturas principais de f.

Definicao 1.1.19 Chamamos de curvatura média de f a funcao

trago 5, 1
H=25020 - (0 4+ A,
n n

Definicao 1.1.20 Uma hipersuperficie é dita minima se sua curvatura média for
constante e igual a zero, i.e., H = 0.

Exemplo 1.1.1 Tome M = R""' e M = {x € IR"|/ ||z|| = 1}. Sabemos que
M = S™ a esfera de raio 1 em IR""!' de dimensao n. A curvatura média de S™ é

constante igual a 1. De fato, tome N(x) = —x € R""!, ||z|| = 1 e ¢(t) uma curva
em S™ tal que ¢(0) =p e C'(0) = p, entao
dN — —
—r =254 = V,N = (VaN)" = —Sy(),

dt
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para todo p € S™ e para todo x € T, M. Dal, resulta que todos os valores proprios
de S™ sao iguais a 1, ou seja, k; = 1, onde 1 < i < n, as curvaturas principais de S”
sao todas iguais a 1, o que nos dé, H = 1.

Proposigao 1.1.8 No caso em que f(M™) é uma hipersuperficie, temos ||B|]* >
nH?. Vale a iqualdade em um ponto p € M se, e somente se, p é umbilico, ou seja,
as curvaturas principais de M em p sao todas iguais.

Prova: Sejam ki, ..., k, as curvaturas principais de f em p € M. Entao, ||B||*> =
2?21 k'iQ €

- n? (D i ki)
(¥) |IBIP =n*H? =) k- —=5=
=1

n2

n

- zn:kiZ - (Z ki)? = _2Xn:kikj, 1,7 =1,..n.
i=1

i=1 i<j
Vamos provar por inducao que

n

Y (k+ k%) =(n-1) Z k2.

i<j
De fato, se n = 2,

n=2

>k + k) =k + k.

1<

Considere valido para n = m e vamos provar para m + 1, isto é,

m+1 m m
SRS+ k) =D (R + k) + (R k)
1<j 1<j i=1

Pela hipotese de inducao, temos

m m m

STEE+ kA = (m = 1)) kY (ki + Fined?)

i<j i=1 i=1
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=(m—1) zm: k% 4 mkpy® + zm: ki’
=1 =1

m—+1

== mikﬁ — Xm:kz2 +mkm+12 + zm:le == mz kiQ.
i=1 =1 i=1 =1

Agora,
D (ki — k)= (k+ k) =2 kik.
i<j i<j i<j
Assim,

n

> (ki —kj)* = (n—1) zn:kf - 2zn:kikj

1<j 1<j

= (= DB 2 kit

i<j
Por (*) temos

n(|[Bl* —nH?) = (ki — k;)* 2 0,

i<j
0 que prova o resultado. [
1.2 Caso particular do ambiente R""!

Consideremos agora o caso particular em que M = IR""!. Mostraremos que algu-
mas das definicoes acima, quando reduzidas a este caso sao bem mais simples e ja
conhecidas.

Definicao 1.2.1 Dizemos que uma variedade diferencial M C IR"*! é uma superficie
reqular se
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1. Xo:U, CIR" — M é um homeomorfismo sobre sua imagem,;

2. A diferencial dX,(p) : R® — IR™' ¢ uma bijegao .

Tome X,Y € x(IR™™) e defina a aplicacio V : x(IR"*) x y(IR"') — y(R™™)
como

~ dY
VxY(p) = E(p)-X(p),
onde % é a derivada usual do R™t!.

Considere ¢ : I — IR™! uma curva diferencidvel, V e W dois campos vetoriais
ao longo de ¢, f,g € D(IR"™") e Z,X,Y € x(IR""). Observe que

dV+W) AV dw

i A T a (L1)
d(gtv) = %.V + fcii—‘t/’ (1.2)

Pela definicao de %, temos:
ey = Do) = 2, (13)
VixigyZ = fVXxZ +gVyZ; (1.4)
Vx(Y +7) = W.X: %.XJF%.X:%X%L%XZ; (1.5)
Vx(fY) = ‘Z—z/.xz (Z—];.X).Y+f%X = X(f).y+ fVyY. (1.6)

23



Usando as equacoes 1.4, 1.5 e 1.6 temos que V é uma conexao e, pela Proposicao
1 b b s
1.1.3, a derivada covariante e a derivada usual do JR"*! coincidem. Além disso,

W (@ owy+ 2 20,

i
Pela Proposicao 1.1.4, temos que essa conexao V é a conexdo compativel com a
métrica do IR™1.

Tome M C IR™!' uma superficie regular e p € M. Temos que a conexao com-
pativel com a métrica induzida pela métrica do IR"*' de M, serd a projecao da
conexao do IR"™! no espago tangente de M em p, T,M. Da mesma forma a derivada
covariante de M serd a proje¢ao da derivada usual do R"™' em T, M.

Seja X € x(U) um campo vetorial diferencidvel em U, onde U C M aberto e
p € U. Tome v € T,M e considere a curva parametrizada  : I — U com «a(0) =p e
o'(0) = z. Seja X (t), t € I, a restricao do campo vetorial X a curva a.

Considere a aplicacao N : M — S™, onde S™ é a esfera unitdria do IR"*' e N
é a aplicacao normal de Gauss. Sabemos que N é um campo vetorial normal a M.
Pela Proposicao 1.1.7, temos

Sw(w) = ~(VaN)1 = ~(VaN) = Thlico,

onde z € x(M). Ou seja, temos que a segunda forma fundamental de M coincide
com a derivada da aplicacao normal de Gauss.
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Capitulo 2

Resultado Principal

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos necessarios para enunciar o resultado
principal. Comecaremos com a definicao de primeiro auto-valor em um variedade e
provaremos alguns resultados que serao tuteis na demonstracao do teorema principal.

Comece fixando um ponto p € M, onde M é uma variedade Riemanniana e
denote por B(r) a bola geodésica em M de centro p e raio r. Seja ry > 0 uma
constante e denote por A(rg,r) o anel B(r) — B(ry).

Definicao 2.0.2 O primeiro autovalor A(A(rg,r)) é definido como o menor A € IR
que satisfaz

Ag+ Mg =0,

para alguma fungdo g nao identicamente nula em M com ¢g(0A(ro,r)) = 0. O
primeiro autovalor de M — B(r) é definido por

)\1(M - B(T‘())) == ri;l;;)\l(A(To, 7"))

A demonstracao do préximo resultado pode ser encontrada em [B], p. 25 a 34.

Proposicao 2.0.1 - Para toda func¢io u € H(D), onde H(D) é o conjunto das
fungées C® em D ndo identicamente nulas, que se anulam no bordo (0D) de D,
temos

- fDuaD | grad u||*dM

(D) u?dM ’

fDU@D
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e a igualdade s6 vale se Au + Au = 0.

Proposicao 2.0.2 - Sejam D e D' dominios tais que D' C D. FEntdo, A\ (D") >
M (D), valendo a igualdade somente quando D = D'.

Prova: Seja v € H(D'). Estenda u para H(D) fazendo u = 0 em D — D'. Assim,
temos H(D') C H(D) o que nos da Ay (D) > Ai(D). Suponha agora que A\ (D') =
A1(D) e considere v’ € H(D') uma fungao satisfazendo Au' + Au' = 0.

Definau € H(D) comou=u"em D'eu=0em D — D'

Entdo, temos [, ,o || grad u|?dM = X\, [, ,, U*dM e pela Proposicao 2.0.1
temos Au + Au = 0 em D. Por um resultado de equacoes elipticas temos que u é
analitica em D, e D — D’ nao tem ponto interior. n

O teorema a seguir pode ser encontrado em [dC1], p. 85.

Teorema 2.0.1 [Hopf] Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel, compacta
e coneza. Seja [ uma funcdao suave em M com ANf > 0. Entdo, f € constante.

Os resultados seguintes sao devidos a Cheng e Yau ([CY], Teorema 4 e Corolériol,
p. 345).

Teorema 2.0.2 [Cheng-Yau] Sejam [ e g duas fungoes suaves definidas em uma
variedade Riemanniana compacta M (com bordo). Suponha f > 0eg>0em M e
g(OM) = 0. Entao, temos que

_ o (Dg A

Prova: Suponha, por absurdo, que

o (Dg DS
o0 e (5-5) >0

> 0 em M. Sabemos que:

or=03)~(2-20) 3 () s (2

Defina a funcao h =



_ (L9 _AFN, _(2
_<g f)h <f><gmdf,gmdh).

Como g(OM) = 0 e g ndo é identicamente nula, temos que h (0M) = 0 e h nao

é identicamente nula. Assim existe um ponto p € M com h(p) = sup h(q) > 0
geM

(logo, p € int (M) ), mas isso nos diz que p é ponto critico de h, ou seja, grad h = 0.
Portanto

Ag Af
N G CE ) LICET:
g f
e p é ponto de minimo de h. Como h(OM) = 0 e h > 0 temos que h = 0 e,
consequentemente, g = 0. Isto nos da uma contradicao. [

Um corolario desse resultado nos dara uma cota inferior para o primeiro auto-
valor, em uma variedade menos uma bola.

Corolario 2.0.1 Seja u uma funcdo positiva suave definida em M uma variedade
completa nao-compacta, e seja ro > 0 uma constante. Entao,

M(M — B(rg)) > inf )<—%>.

Prova: Temos por definicao que

)\1(M - B(To)) == inf)\l(A(TO,T')).

r>r0

Tome uma fungao g > 0 em M, nao identicamente nula, com g(OM) = 0 e satisfa-
zendo Ag + A (A(ro,7))g = 0, 0 que nos da

A
M (A(ro,r)) = —=2.
g
Pelo Teorema 2.0.2,
A A
inf (—g(aj) — —u(x)> <0.
z€A(ro,r) \ ¢ u

Entao,



Assim,
A
M(A(ro, 7)) > inf <——“(x)>.
rE€A(ro,r)
Tomando o infimo para r > rg temos

AM(M — B(rg)) > inf <-—f§ff> .

- M—B(T‘o)

2.1 Volume e Indice

Apresentamos alguns conceitos relacionados a variagoes de area que preservam volu-
me.

Sejax : M" — M" uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana de
dimensao n, completa, de dimensao n+1 e com curvatura média constante, H. Seja
D C M um dominio, com bordo 0D suave. Considere N o campo vetorial unitédrio
suave ao longo de M. Denotaremos por Ap(z) a drea de D na métrica induzida, e

Vp(z) = L /D<x,N>de,

n+1

o volume de D em x, onde dM é a forma elemento de area induzida pela métrica.

Seja X : (—€,€) x D — M com Xi(p) = X(t,p) e t € (—¢,¢€), e tal que
a aplicacdo X, : D — M seja uma imersio para cada t, e X, = 2. Chamamos a
aplicacdo X de uma wvariagao de D. Considere Ap(t) = Ap(X;) e Vp(t) = Vp(Xy)
como definidos acima para uma imersao . Dizemos que uma variacao preserva volume
se Vp(t) = Vp(0), para todo t € (—¢,€) e que a fiza o bordo se X;(p) = Xo(p), para
todo p € D e para todo t € (—¢, €). Denotaremos por

_dxX,
dt

o vetor variacional de z;. Uma variacio é normal se para todo p € D, V(p) =
f(p)N(p), onde f(p) é uma funcao real.

V(p) (p)li=0, pE€D,

Dada uma variacio X, : D" — M que fixa o bordo, temos (Ver [H])
a0 = = [ wtgayt, Vi) = [ ga
D D
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onde as derivadas sao tomadas em relacao a ¢, H é a curvatura média de Xy e fNN é
o vetor variacional de X;.

Uma férmula para a segunda variagao de drea pode ser encontrada em [dC3] e é
a seguinte

A(0) = — / (JOF + |IBI2f + nfRie(N))dM,

onde A ¢é o laplaciano de M, B é a segunda forma fundamental de z e Ric(N) é o

.. S n+l1 . e s
valor da curvatura de Ricci de M no campo vetorial unitario suave N ao longo de
M.

Defini¢ao 2.1.1 Dizemos que um dominio D é estavel se A7,(0) > 0, para toda
variagao que preserva volume e fixa o bordo de D. A imersao x é estdvel se todo
dominio D ¢ estavel.

. ——n+1 . . . ,
Seja X, : M™ — M como definida anteriormente e seja D C M um dominio
compacto com bordo suave.

Definicao 2.1.2 Um campo de Jacobi é um campo vetorial normal J = fN, onde

" 7 /D

e satifaz a equacdo de Jacobi

Af + ||B|2f + nRic(N) = 0.

Definicao 2.1.3 Um bordo dD de um dominio D C M é um bordo conjugado se
existe um campo de Jacobi em D nao nulo tal que .J|3p = 0. Se além disso nao existir
um dominio D' C D, D' # D, tal que dD' é um bordo conjugado, dizemos que 9D
é o primeiro bordo conjugado de D. A multiplicidade de um bordo conjugado 9D é
o niimero de campos de Jacobi linearmente independentes em D que se anulam em

0D.

Seja o operador L = A + || B||?> + nRic(N), como na Definigao 2.1.2. A forma
quadratica

1) =~ [ sifan
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estd definida no espaco das funcoes suaves f : M — IR com suporte compacto. Para
cada compacto K C M considere a restricao da forma quadratica I ao espaco vetorial
das funcgoes suaves com suporte em K. Definimos o indice de L em K, ind; K, como
sendo a dimensao maxima do subespaco das fun¢oes suaves com suporte em K, onde
I é definida negativa.

Definicao 2.1.4 O indice de M é definido por

ndM = sup ind K,
KCM

onde o supremo ¢é tomado para todos os dominios compactos K C M.

O teorema a seguir nos d4 uma relacao fundamental entre indice e campos de
Jacobi. Sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [S].

Teorema 2.1.1 [fndice de Morse] - Se M ¢é uma hipersuperficie minima, entdo
nd, K < oo para todo K C M compacto. Além disso,

nd, K = numero de bordos conjugados contados com suas multiplicidades.

No caso em que a curvatura média de M é constante, porém diferente de zero, o
teorema do indice de Morse é analogo e foi demonstrado num trabalho de H. Frid e
F. J. Thayer [FT].

Outro resultado 1til é a proposicao de Fischer-Colbrie. Ela nos mostra que indice
finito e estabilidade estao fortemente relacionados. A demonstracao dessa proposicao
pode ser encontrada em [FC].

Proposicao 2.1.1 [Fischer-Colbrie] Se indM < oo e a curvatura média for cons-
tante entdo existe um compacto K C M e uma fungdo positiva u em M tal que
M — K ¢ estavel e Lu=0 em M — K.

Para o caso H = const # 0, ao invés de considerarmos a forma quadratica [
definida nas funcgoes suaves, consideraremos a sua restricao Iy, as funcoes suaves com
suporte em um compacto K e que tenham média zero, isto é, fM fdM = 0. Definimos
entao o indice em relacao a Iy de L em K, indr, K, como a dimensao mdaxima do
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espaco das funcoes suaves com suporte em K onde [ é definida negativa. Da mesma
forma que definimos indM, defina:

indoM = supind;, K.
KCM

Afirmamos que
anLK -1 S indLOK S anLK

De fato, a segunda desigualdade é dbvia.

Para provarmos a primeira desigualdade, seja V' o subespaco de funcoes suaves, com
suporte em K um compacto onde [ é definida negativa. Tome ¢y uma aplicacao
linear dada por

ov:V — IR, onde  ¢y(f) = / fdM.
M

Entao, Ker¢y é um subespaco de fungoes com suporte compacto e média zero, onde
I é definida negativa.

Como indM < oo, temos que dim V < oo. Além disso, como a dimensao de IR é 1,
temos que dim Ima¢oy < 1.

Visto que dim Keroy + dim Imeoy = dim V' temos que dim Keroy > dimV — 1.
Com isso temos a primeira desigualdade.

Uma das hipéteses fundamentais do teorema é a de volume com crecimento poli-
nomial. A idéia dessa definicao é que as bolas da variedade crescam polinomialmente.

Definicao 2.1.5 Uma variedade Riemanniana M tem volume com crescimento po-
linomial se para todo p € M, existem «,c € IR tais que

B
lim supi‘/d( p(T)) =c,
r—00 re

onde B,(r) C M é uma bola geodésica de centro p e raio r.

Um exemplo de uma superficie que tem volume com crescimento polinomial e
indice infinito é o cilindro, S x IR C IR®. Considere a parametrizacao

X(t,0) = (cosb, senb, ).
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Temos que X; = (0,0,1) e Xy = (—senb, cosd,0). Tome J = fN onde f(t) =

sent e N = éﬁiiz‘ é a aplicacao Normal de Gauss. Calculando:

X; X Xy = (cosb, senf,0) = N

Assim, temos que o volume de uma faixa, C, do cilindro é dado por

1
n+1

Vol(C) = "

2w h
- 1/ / dtdo = 2hr.
3 )0 o, 3

Dai resulta que o cilindro tem volume de crescimento linear.

1
/(X, N),dM = . / ((cosB, senf, t), (cost, senb, 0))  dM =
c c

Sabemos que as curvaturas principais do cilindro sao k1 = 1 e ky = 0, dai obtemos
que H = . Além disso, RicN = 0, pois estamos em IR?, e ||B||* = ||[DN|| = 1. Logo,
Vf+ f=0. Tome D C S x IR um dominio limitado pelos circulos t = 0, t = 2.
Pelos calculos feito acima temos que J é um campo de Jacobi em D. Observe que
os circulos ¢ = 0 e t = 27 sao bordos conjugados de D; pelo teorema do indice de
Morse, o indice do cilindro é infinito.

Agora, daremos um exemplo de superficie cujo volume nao cresce polinomial-
mente.

Exemplo 2.1.1 Considere a superficie de rotacao de uma curva perfil com parame-
trizagao

X (t,0) = (e'cost, e'send,t), t€ R e 0 € (0,2m).
O volume de X sera:
2w T
Vol(X) = / / (EG — F?)zdtdf,
0 —r
onde E = (Xy, Xp), G = (X}, X;) e F = (X3, Xy). Calculando
Xy = (—e'senb, e'cosb, 0),
X; = (e'cosh, e'senh, 1),
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emais, £ =e?, G=¢e?+1e F =0, e temos que

2T r
Vol(X|",) = / / (e2(e2 + 1)) 3 dtdo.
0 —r

Tome e! = tgf). Entdo, e'dt = sec’0df. Logo,
I= /86029(t929+ 1)2df = /36039619

1 senf 1
=—. —.1 0 + tgh).
200329+2 n (sech +190)

Voltanto as variaveis iniciais, temos
et
1 3 1
I= 5.% +5dn (¢ + 1) + ¢
(et+1)%)?

1 1
= S (e + 1)7 + 5 (e + 1)7 +é).
Entao,
\

Vol(X|,) = 27r/ (2(e* +1))¥dt

-

1 r 1 % r
—e (e +1)2) +=.In (e + )1+e
2 (e 4+ 1)z +e

n (e" +1)% +¢"
(er+1)24er) )

Isso nos da que o volume dessa superficie cresce exponencialmente.

(NI

=27 (%.(er.(e’" +1)

N

=7 (er.(er +1)z—e (e +1)

Provaremos agora um lema que serda fundamental para a demonstracao do teo-
rema, principal.
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Lema 2.1.1 Suponha que uma variedade Riemanniana M tenha volume com cres-
cimento polinomial e seja ry > 0 uma constante. Entao

M (M — B(ro)) = 0.

Prova: Seja r a funcao distancia para o ponto p € M. Fixe um ntimero ry > ry e
defina a funcao radial f : B (r1) — IR por

0 se 0 <r <,
f(r) = T —To ser0§r§7"0+%r1,
%rl se o + érl <r< %rl,

r—r sefr <r<r.
Pela Proposicao 2.0.1

Lo Il grad FIdM
fA(ro,T‘l) f2dM

A1(A(ro, 1)) <

Agora, como

7
/A( | | grad f||2dM = Vol (A(re,m)) — Vol <A <7"0 i % %)) < Vol (A(re, 7))
0,71

e
/ f2dM
A(ro,r1)
2 2 7“% ry 1r
= (r—ro)" dM + (ri—7r)"dM+ —=Vol | Alro+ —, —
A(roro+ L) AT ) 64 8§ 8
r? o7
> G_ZVOZ <A (7"0 + §1, g?"l)) s
temos que

fA(TO,Tl) || grad f||2dM < Vol (A(Tﬂv Tl))
> 2 :
fA(To,Tl) deM B_iLVOl (A (To + %7"1, %7”1))
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Logo,

ir%)\l (A (ro, ) < Vol (A(re,r1)) B Vol (B (r1)) — Vol (B (rg))

64 ~ Vol (A (7"0 + %7“1, %7“1)) Vol (B (%7"1)) — Vol (B (ro + %7"1))'

Pela Proposicao 2.0.2, temos que se r > s, entao Ay (A(rg, 7)) < A1 (A(ro, 5)).

Assim, para toda seqiiéncia {r;} onde r; < 1,41 e r; = 0o temos que lim A (A(rg,7;))
T;—>00

existe. Se provarmos que

Q- Vol B-(ri)) — Vol (B (ry)) 2.1)

_ (
" Vol (B (%)) = Vol (B (ro + ir;))
¢ limitado quando r; — oo, teremos

640);
lim\; (A (rg,7;)) < lim ? =0,
T r; 7”Z~

para qualquer seqiiéncia de {r;}, onde r; < ;1. Entao,
)\1(M — B(TO)) =0.

Provaremos agora que a expressao (2.1) é limitada. Como M tem volume com cres-
cimento polinomial, fixado p € M, existem «a, ¢ € IR" tais que

lim supi‘/Ol(Bp(T)) =

a
r—00 r

(2.2)

Assim existe uma seqiiéncia nao-decrescente {¢;} de raios, com ¢; — 00,, satisfazendo

[(B,(q;
lim supo(q)) =c. (2.3)

Agora, considere a seqiiéncia r; = %qi e tome 7o e ry tais que ry < (% — 6) r1, para
algum ¢ > 0 fixo. Como r; < ;41 temos que

+1 < 5 +1 < 5 +1 < ’ =1,2
r =T; ——&|r =T; —— |7 =T; - — & 1Ty, 1 =1,4,...
0Tg 4 g 4 8 8

o que nos da

vt (B (r+ 10)) < vt (5( (1))
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Entao

Qi

_ Vol (B (r;)) — Vol (B (rg)) - Vol (B (r;))
Vol (B (grl)) — Vol (B (7"0 + éri)) Vol (B (gr,)) — Vol (B (7“0 + %ri))

Vol (B (r;))

VB ) Vel (B (G- )

Ou seja, ficamos reduzidos a provar que

Vol (B (r;))
Vol (B (§ri)) = Vol (B((5 —¢) 1))

é limitado quando r; — co. Agora, visto que

lim supi‘/()l(%(m)) <ec,
’f‘i*)OO Z

vemos que, para todo 6 > 0, Vol (B (r;)) < ¢(1+ ) rf, a menos de um nimero finito
de rls. Seja d = (1 + J) c. Entdo, a menos de um nimero finito de r/s,

Vol (B (r;)) < dr
Vol (B (5r) ~ Vol (F—)r) = Vol (B (1)) — (i) e
Entao,

. Vol (B (r;)) . drg
1 <1

riso Vol (B (Lr7)) — Vol ((E—2) ;) ~ rssoVol (B (Lr;)) —d (L — )" r¢

drg 1
a(z)"re _ (&)
s Mo Va(b(in)) _ (i) i va(p(in) _ (1)
a(3)" e aA(§)e a(z) e (5
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onde na tltima igualdade usamos a expressao (2.3). Entao,

lim Gy _Tr

ri—00 Vol(B(%ri)) B (%*5 o . (%*E)a
a(§)"re (£)° A G
r y

(1+6)c (1+9)

(@09 (R -0+ (5-9)"

Como ¢ é fixo, posso tomar § tao pequeno que o denominador seja estritamente
positivo. Isto mostra que a expressao (2.1) é limitada, demonstrando o lema. [

2.2 Teorema Principal

Como dito na Introducgao, provaremos agora um teorema de Alencar - do Carmo, que
n6s da uma cota superior para a curvatura média de uma hipersuperficie, quando
esta for constante admitindo certas hipéteses sobre seu volume e indice.

Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimensao n, completa, nao compacta e
—mn+1 . . . . ~ . ,
M~ uma variedade Riemanniana de dimensao n + 1, orientavel e completa.

Teorema 2.2.1 [Alencar - do Carmo] Seja M™ e M como acima ez 2 MM —
—n+1

M uma imersao isomeétrica com curvatura média constante H. Suponha que M
tem volume com crescimento polinomial e indM < oo. Entdo, existe uma constante
ro > 0 tais que

H? < — inf Ric(N),
M—B(?"o)

onde Ric(N) é o valor da curvatura de Ricci de M no campo vetorial unitdrio
suave N ao longo de M.
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Prova: Visto que indM < oo temos, usando o resultado de Fischer-Colbrie que existe
um compacto K C M e uma funcao positiva v em M tal que

Lu = Au+ ||B||*u + nRic(N)u =0
em M — K. Assim,

_Du

IBII* +nRic(N) = ——

Fixe p € K e g > 0 tal que K C B (ry). Pelo Lema 2.1.1, \{(M — B(ry)) =0 e pelo
Corolério 2.0.1, temos que

Au —
0=M(M-B > inf —— ) = inf BJ? Ric(N)}.
Or= B v (<E8) = it (IBIP RV}
Entao, usando a Proposicao 1.1.8, obtemos:

0> inf {||B||>+ nRic(N)} > inf {nH?+nRic(N)},
_Mi%(m){ﬂ |” + nRic( )}—Mi%(m){” nRic(N)}

e, como H é constante,

nH? < — inf nRic(N) = —n_inf Ric(N),
M—B(ro) M—B(ro)

o que nos da

HY<— inf Ric(N).
M—B(ro)

Este teorema tem conseqiiécias interessantes. O coroldrio a seguir mostra que se

.. —n+l _ , . . , . ~
a curvatura de Riccide M nao é negativa, qualquer hipersuperficie completa, nao-
compacta, de curvatura média constante com indice finito e volume com crescimento
polinomial, é minima.

Coroléario 2.2.1 Seja z : M™ — M como no Teorema 2.2.2. Se Ric > 0, entao
H=0.

Prova: Se = Mi%f(' )W(N) > 0, pelo Teorema 2.2.2, temos que
“Blro

0< H?<— inf Ric(N)=-8<0.
M—B(ro)

Logo, H = 0. [
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Observacao 2.2.1 No caso em que M = IR, o Corolério anterior generaliza
um teorema de Chern [C], que diz: “Gréficos completos M, com curvatura média
constante em IR"*! sao minimos.”

Isto segue do fato que graficos sao fortemente estaveis (isto é, indM = 0) e o volume
de M cresce polinomialmente. Isso mostra que a finitude do indice e o fato do volume
de M crescer polinomialmente sao suficientes para a conclusao do teorema de Chern.

Afirmacao 2.2.1 Gréficos completos M, com curvatura média constante em IR™"!
sao fortemente estaveis.

Seja M dada pelo gréfico de y = f(x), onde € IR™. Se tomarmos uma variagao M,
de M (Figura 2.1), onde essa varia¢do é uma translagao ao longo do eixo y, teremos
que a derivada dessa variacao com relacao a ¢ serd uma funcao que satisfaz a equacao
de Jacobi e, portanto, sua projecao normal fN = .J serda um campo de Jacobi de M
nao-nulo.

¢

Figura 2.1: Variacoes do grafico M

Agora suponha que exista um dominio D C M tal que D é nao-vazio e nao é
estavel. Entao existird uma funcao g, tal que gN = J é um campo de Jacobi de M
nao-nulo, tal que j|8D = (. Faca contracoes ou dilatacoes em g/N que continuem se
anulando no bordo de D até que este tangencie fN pela primeira vez (Figura 2.2).
Como contracoes , dilatagoes e diferencas de campo de Jacobi sao campos de Jacobi,
temos que J = fN — gN serd um campo de Jacobi de M que se anula num ponto
do interior de D. Pelo principio do maximo de Hopf, g = f. Isto é um absurdo, pois
J|3D 750 [§] J|3D =0.

Afirmacao 2.2.2 Gréficos completos M em IR""!, com curvatura média constante,
tém volume com crescimento polinomial.
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Figura 2.2: Campo de Jacobi de M

Seja u qualquer funcao suave definida em um conjunto aberto de IR". Defina

neste conjunto aberto, onde

1 ou ou
(01,5 0n) = 27}1(@)2(3%"“’ axn)7

ox;

é o vetor normal unitério a superficie S dada por u(x) = 0.
A prova da proposi¢ao seguinte pode ser encontrada em [Bo].

Proposicao 2.2.1 - (Bombieri) - Seja S uma hipersuperficie em IR™ e u uma fun¢ao
suave em R"™. Entdo, se u|s tem suporte compacto

/&u:(n—l)/uﬂvi,
s s

onde H ¢ a curvatura média de S.

Agora seja M um grafico em R"™' dado por z,,; = v(xy,...,T,) isto é, M é
dada por u(z1,...,x,) = Tpy1 — v(21, ..., zy) = 0. O vetor

Ov Ov

1
Vlyeeny Unt1) = — yees ,—1
(v +) 1+ |grad v|2(a$1 Oz, )
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¢ normal e unitdario a M. Assim a curvatura média H de M é dada por

onde V' = (vy,...,v,). Observe que |V] < 1.
Seja D(r) o disco de raio r em IR". Usando o teorema da divergéncia, temos que

1 1 1 1
/ H= _/ div V = —/ <V >< —Vol(S"H(r)) = —war" ™,
D(r) n JD(r) " Jop(r) n "

onde 7 é o vetor normal unitdrio a dD(r) apontando para fora e w, é o volume da
esfera unitaria do IR™ (S™~1(1)), ver figura 2.3.

/\
v
l —
—— -
P -~
—
— M
/\
T
N
R ;
D(1)

Figura 2.3: Intersecao do grafico M com um cilindro do IR"*!

Agora, defina A : IR — IR, uma funcao suave tal que

0 sex < —r,
AMz)=4q N(@x)<1 se —r<z<r,
T sex >r.



\J

-I I

Defina também p : IR" — IR, uma funcao suave, tal que

0 se |z| >,
o) = { 1 se [o] < 3.
lgrad p| < 5

a2 | )1

Portanto, a funcao p) : R"*! — IR, definida por

PA(T1,y ooy Ty T1) = P(T1y ooy Ty ) A (Tg1) s

tem suporte compacto. Usando a Proposicao 2.2.1, temos

[ bua(plos i) = [ oMo
M

M

Temos, ainda,

opN) _ Z 9(pN)

Un10j———
6xn+1 8xj

On+1(pA) =

Jj=1
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0
= A(xn+1)—p

axn+1 (xla sy l’n) + p(xla sy xn))‘l(xn+1)a

< 9p )\

n+1
—A(@n41)Vnt1 g(ﬂh, ooy Tp) = P(T1, ey Tp)Ung Z Uj%(xn-l—l)
J j=1 J

i=1

n+1 ap a)\

= p(x1, e, T )N (1) — MTpa1)Vnin Z —— — (X1 ey T Uy 1 V1 =

= 0z 0%y i1 (Tn+1)

= P(xl, ..,,l‘n))\l(l‘n+1)(1 - 'UTQL-H) - A(xn+1)vn+1 < V7 grad P>,

concluimos que

(%) / pN' (1 — 02, )dM = / Mgy < V,grad p > dM+/ Snt1(pA)dM =
M M M

= / M1 < V,grad p > dM + n/ pAH v, 1 dM.
M M

Agora,

/ IR (1—2,,)dM < / PN (L — w2, )dM.
= n — M
{ w442k < (%)2 }mM

Por (*) temos

[ Pt m X )1 = 02, )i
M

= n/ pPAH v, 1 dM +/ Ay < V,grad p > dM.
M M
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Entao,

(1 -2, )dM < n/

PAU, 1 d M +/ Ay < V,grad p > dM
M

M

/{r<mn+1<r

i+ ... +ap < (5)? }ﬂM

< r.n/ HdM —|—/ \grad p|\(zni1)dM,
D(r) D(r)

onde vy, dM = dM.
Assim,
1 ~ 3
/ < < (1= v, )dM < rw,r™! +/ 2—rdM = §wnr".
2 L a2 (M D(r) ="
o7+ ... +x, < (5)
Usando a estimativa acima, obtemos que

vol(B()) < /{ <o <

1
4 ...+l < (5)? }nM

3 n 2 5 n

< §wnr —i—/ Cr<ma <y v, dM < §wn7“ ;

9 2 o (ry2 (MM
r7+ .+, < (5)

onde consideramos UTZH_IdM = dM. O que prova a afirmacao 2.2.2.

Coroléario 2.2.2 Seja x : M" — M como no Teorema 2.2.2. Se Ric <0e
infRic(N) = —§; § > 0, entio H? < 6. Em particular, se M o espaco hiperbolico

M
H™ Y (=1) com curvatura seccional —1, entdo H?* < 1.

Prova: Se Ric <0 e infRic(N) = —§, entao Mi%f(‘ )%(N) > —¢. Assim, usando o
M —b(ro

Teorema 2.2.2, temos que

H?< — inf Ri¢(N) <34
M—B(ro)
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A condicao de que indM < oo é certamente necessaria para o Teorema 2.2.2,
conforme mostra o exemplo do cilindro feito na secao anterior.

Outros exemplos sao as superficies de Delaunay em IR3, pois elas tem indice
infinito e volume com crescimento linear.

Usando essencialmente a mesma idéia da prova do Teorema 2.2.2, temos o se-
guinte resultado:

Teorema 2.2.2 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa, nao-compacta e
L = /A + q um operador em M onde q é uma funcdo suave em M. Suponha que M
tem volume com crescimento polinomial e que o indice de L seja finito (indM < oo).
Entao, existe uma constante ro > 0 tal que

inf ¢ <0.
M—B(ro)

Prova: Usando o resultado de Fischer-Colbrie, pois indM < oo, temos que existem
um compacto K C M e uma funcao positiva v em M tais que

Lu=Au+qu=20
em M — K. Assim,
Au

u

Fixe p € K e ryp > 0 tal que K C B (rp). Assim pelo Lema 2.1.1 A\; (M — B(rg)) =0
e, pelo Corolario 2.0.1,

q:

Au
0=M(M-B > inf ——— ) = inf
1 (ro)) > M_l%m)( " ) .
Ou seja,
inf ¢ <0.
M—B(ro)

Neste trabalho nos restrigimos a volume com crescimento polinomial utilizando
um teorema de oscilacao de equacoes diferenciais ordindarias, que nao queremos tratar
aqui, do Carmo e Zhou em [dCZ] demonstraram um resultado semelhante ao encon-
trado neste trabalho envolvendo volume com crescimento exponencial, mas isto ja é
uma outra historia.
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