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Resumo

Espacos de Escala nos fornecem um meio de organizar, comparar e analisar todas as escalas de
um objeto em uma tnica estrutura. O espaco de escala linear de uma imagem ¢ a solugao da equagao

de calor (com a imagem como condi¢ao inicial) e é construido aplicando-se o filtro gaussiano com
varidncias crescentes a essa imagem, obtendo-se uma estrutura tridimensional de imagens borradas.
Neste trabalho discorremos sobre as principais propriedades tedricas de espagos de escala lineares
continuos e discretos como também descrevemos e comparamos vérios tipos de espacos de escala
discretos.

1 Introducao

N

O conceito de escala é inerente a observagao de qualquer objeto fisico. Para a obtencao de uma
determinada informacao ou detalhe de um objeto devemos usar uma escala apropriada, onde a infor-
magao é mais facilmente observavel. Se observamos uma floresta e diminuimos a escala, vamos observar
uma arvore dessa floresta. Diminuindo a escala, observamos um galho dessa drvore. Diminuindo ainda
mais a escala, observamos uma folha desse galho.

Em cartografia, para a localizacao de uma casa no bairro a escala 1:10.000 deve ser apropriada. Para
a localizacao dessa casa no planeta a escala 1:1.000.000 é apropriada.

A escolha apropriada da escala também se aplica ao tempo. Para certos fendomenos a escala de
tempo é de micro-segundos; para outros, a escala de tempo é de bilhoes de anos.

O conceito de escala estd intimamente ligado ao conceito de resolucao (ou detalhe). A resolugao é o
inverso da escala.

Se desejamos véarias informacoes de um objeto, pode ser necessdrio a representagao desse objeto em
diversas escalas. Diante dessa necessidade surgiram vérios tipos de representacao multiescala de uma
imagem, por exemplo: Quad-Tree, Piramides, Wavelets e Espacos de Escala.

As propriedades desejdveis em um espaco de escala sao:

e [sotropia: nao ha direcGes preferenciais. A representacdo de um detalhe é independente de sua
diregao.

e Homogeneidade: invariancia por translacoes. Nao hé locacoes preferenciais. A representacao de
um detalhe é independente de sua localizacao.

e Causalidade: nao hd criacao de detalhes com o aumento de escala. Detalhes em escalas maiores
sempre tém causa em detalhes de escalas menores. A representacao do objeto em escalas maiores
necessariamente tem menos detalhes que o objeto em escalas menores ou, ainda, o objeto em
escalas maiores tem menos estrutura que em escalas menores.



Essas propriedades, particularmente a invaridncia por translagoes, obrigam a que o tamanho do
suporte do objeto ndo mude com a escala, ao contrdrio de um mapa cartogrifico, em que uma escala
maior implica em um suporte menor do objeto.

O espago de escala de uma imagem é um conjunto de imagens do mesmo tamanho (suporte) da
imagem original. Com o aumento da escala, as imagens ficam mais borradas, como se estivéssemos
olhando o objeto a distancias cada vez maiores, mas com o mesmo tamanho do suporte. Isto se deve a
propriedade da causalidade, que obriga que a imagem vd perdendo detalhes com o aumento da escala.

A estrutura do trabalho é a seguinte: na secao 2 vamos definir espacos de escala continuos e listar
algumas de suas propriedades. Na secao 3 vamos definir espagos de escala discretos e os diversos tipos de
espacos de escala discretos implementados. Na secao 4 comentamos alguns detalhes da implementacao
de espacos de escala discretos e na secao 5 nés os comparamos.

2 Espaco de Escala Gaussiano Continuo

Definicao 1 Seja f : R® — R. O espaco de escala gaussiano de f é a funcio L : R* x RT — R definida
por

L(z,t) = f * G(x)

com L(x,0) = f(z) e onde Gi(z) = G 1)%67%("”%*‘*‘”%) é a fungdo gaussiana n-dimensional de va-
s
riancia t (desvio padrio o = \/t) e x = (21,22, ... ,x,) € R™

Na figura 1 temos amostras do espacgo de escala de um simal bidimensional (imagem da Lenna) nas
escalas 0 (imagem original), 0.5, 1, 2, 4, 8, 16, 32 e 64.

O espago de escala gaussiano possui diversas propriedades importantes, algumas delas herdadas da
fungdo gaussiana. A seguir vamos comenté-las brevemente.

2.1 Propriedades
2.1.1 Linearidade e Invariancia por Translacoes

Como definimos o espaco de escala a partir de uma convolugao, ele é necessariamente linear e
invariante por translacoes.

2.1.2 Isotropia

A fungao gaussiana n-dimensional é rotacionalmente simétrica (ver figura 2), o que implica do
espaco de escala Gaussiano possuir a propriedade de isotropia.

2.1.3 Semigrupo

O niicleo gaussiano G possui a propriedade de semigrupo, isto é, G, 4+, = G, * Gt,, 0 que implica
em: L(x,t;+t2) = L(x,t1) * Gy, (x). Essa propriedade é importante pois indica homogeneidade entre
escalas, isto é, todas as escalas de L sdo tratadas da mesma forma.



Figura 1: Amostras do Espaco de Escala da Lenna.

Figura 2: Gaussiana Bidimensional com o =1



2.1.4 Causalidade

A propriedade da causalidade obriga que o espaco de escala seja suavizado com o aumento do
parametro de escala, isto é, L(z,t2) é mais suave que L(x,t1), se to > t1. A propriedade da causalidade
pode ser definida como o principio do méximo: os valores dos maximos locais de L(x,tg) (com tg fixo)
nao aumentam e os valores dos minimos locais de L(z,tp) (to fixo) ndo diminuem com o aumento do
parametro de escala ¢.

2.1.5 Equagao do Calor

O espago de escala gaussiano L(z,t) = f * Gi(x) é a solucao da equagao diferencial do calor:

{ F(x,0) = f()

OF (x,
ét 4= %VQF(x,t)

2.1.6 Unicidade

O espago de escala gaussiano € o Uinico que satisfaz as propriedades listadas acima, isto é, a equagao
de calor define o dnico espaco de escala multidimensional, nao-trivial, linear, invariante por translagoes
e rotagoes que satisfaz a propriedade de semigrupo e o principio do méximo. Para a demonstragao
consulte o capitulo 10 de [2].

3 Espacos de Escala Discretos

Na secao anterior vimos que o espaco de escala continuo construido com o filtro gaussiano reine
propriedades importantes como semigrupo e causalidade. Como discretizar o espago de escala, se possivel
mantendo essas propriedades, é o objetivo desta segao.Vamos definir um espaco de escala discreto como

a aplicacao de uma familia de filtros a um sinal e, em seguida, comentar cinco possibilidades de espagos
de escala discretos.

Definicao 2 Seja g; o nicleo de um filtro discreto qualquer na escala t. O espaco de escala discreto de
f:Z —R éafuncio L :Z x RT — R dada por:

Ln,t] = f*g[n]
com Ln,0] = f[n].

Para sinais multidimensionais a defini¢do é andloga. Abaixo temos a definicdo de espagos de escala
discretos bidimensionais:

Definigao 3 Seja g; o niicleo de um filtro discreto bidimensional qualquer na escala t, o espago de escala
discreto de f : {0,1,... ,M}x{0,1,... ,N} = R é a fungdo L : {0,1,... ,M}x{0,1,... ,N} xRt - R
dada por:

Lm,n,t] = f % g; [m,n]

com L[m,n,0] = f[m,n].



3.1 Gaussiana Amostrada

A solugdo mais fécil para a discretizagdo do espago de escala gaussiano continuo é discretizar a
fungdo gaussiana continua com a sua amostragem pontual e uniforme.
Vamos analisar inicialmente o caso unidimensional. Amostramos a fungao gaussiana calculando seus
valores nos inteiros. No entanto, como a gaussiana tem suporte infinito devemos limitar seu suporte
e para isso usamos o fato de que para valores altos de x temos que G¢(z) = ﬁe*#ﬂ tem valores

préximos a zero. Um valor usual para a limitacio do suporte de Gy é de 40 = 4+/1.
Seja A 0 menor inteiro maior que 40. A gaussiana amostrada de varidncia t é a funcao

gt:{_)‘7"' 7_170717"' ,/\}HRdadapor

1 1.2

gt [n] = rri

Infelizmente o filtro construido a partir da gaussiana amostrada nao ¢ normalizado. E necessério a
normalizagao desse filtro, principalmente se ¢ é pequeno (se t — 0 entao g; [0] — o).

Seja f um sinal unidimensional de N + 1 amostras, isto &, f : {0,1,--- , N} — R. O espago de escala
com o niicleo gaussiano amostrado é a funcdo L : {0,1,--- , N} xRt — R dada por L [n,t] = f * g; [n],
onde g; é a gaussiana amostrada definida acima.

Infelizmente o espaco de escala com a gaussiana amostrada nao satisfaz a propriedade de semigrupo e
causalidade!. Estendemos o espaco de escala com a gaussiana amostrada para sinais multidimensionais
com o produto tensorial, isto é, g; [n1,n2,...] = g¢ [n1] g¢ [n2] . ..

Na figura 3 temos amostras desse espago de escala nas variancias 0 (imagem original), 1, 10 e 100.

3.2 Gaussiana Recursiva

O célculo do espago de escala discreto pelo método da gaussiana amostrada é computacionalmente
custoso se ¢ é grande.
Deriche [4] aproximou o nicleo gaussiano amostrado da se¢@ao anterior por outro que permita o
célculo recursivo da convolucao, a saber:

1

¢ T2 o 1T83E <1.68 cos <O.6318§> +3.735sin <O.6318§>> _

e~ 17233 (0.6803 cos (1.997%) +0.2598 sin (1.997%)) = g0 (2)

Seja um sinal de entrada z; : {0,1,--- , N} — R.
A convolugdo y; = x; * go [i] pode ser feita a partir das seguintes relagoes recursivas:

+_ ot - + - + o+ + o+ + o+ o+t
Yi = NgoTi T N1 Ti-1 + NggTig + Ngz®io3 — dyyy;Ty — d¥ily — dazy;" 3 — djgyiy (1)
Yi = MTis1 +NgpTive + Nga@its + Nygiva — dpyYigg — dogliio — da¥ii3 — daa¥iig (2)
ot
Yi=Y; +Y; (3)
+ o+ ot ot gt gt gt gt = = o — o — g— g = g— =
onde ngy, N7, Nggs N3z, 17, dogy A3z, iy N7, Mgy, Mgz, Ny, A, dog, das € dyy sao constantes calculadas em
fungao de o. Por exemplo, naro = 2.3603. d;ﬂ = e 7012/7 () valor de todas essas constantes podem

ser encontradas em [4].

' As defini¢oes de semigrupo e causalidade discretas sio andlogas as continuas. Para maiores informacdes consulte [1]
ou [2].



Figura 3: Espaco de Escala com a Gaussiana Amostrada.

yi+ da férmula 1 é calculado recursivamente da esquerda para a direita (i = 0,---, N) e o cédlculo de
y; (férmula 2) da direita para a esquerda (i = N,---,0).

Sao necessdrias 15 adigoes e 16 multiplicagoes para a cédlculo recursivo de uma convolugao com o
nucleo definido acima, independente de o, o que torna este método muito rdpido computacionalmente.

Estendemos o espaco de escala com a gaussiana recursiva para sinais multidimensionais com o
produto tensorial.

As imagens da figura 4 sao amostras desse espaco de escala com varidncias 0, 1, 10 e 100.

3.2.1 Valores Iniciais da Recursao

Uma dificuldade para o cédlculo de uma filtragem recursiva sdo os valores iniciais desta recursao.
No caso da gaussiana recursiva, ¢ necessdrio o célculo dos valores iniciais y* [0],y™ [1],y1 [2] e v [3]
da férmula 1 e de y~ [N],y~ [N — 1],y [N —2] e y~ [N — 3] na férmula 2.
Para um sinal 2 com extensdo periédica?, o calculo dos valores iniciais é feito levando-se em conta
que os sinais ¥ e ¥y~ também tém o mesmo perfodo de x.
Se o sinal tem extensao periédica com periodo T+ 1 temos que:
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enquanto sucessivas aplicagoes da férmula 1 levam a:

2 ~ . ~ . . ~
Extensoes de sinal serao discutidas na segao 4.

(@)



Figura 4: Espago de Escala com a Gaussiana Recursiva.

ytr+1] = any 0] + ary™ 1] + a13y™ 2] + aray™ [3] + Ay
y* [T + 2] = a21y [0] + a22y+ [1] + a23y+ [2] + 0124yJr [3] + A2
y" [T +3] = asty Tlo]+ azzy+ (1] + assy™ [2] + asay™ [3] + A3
y* [T + 4] = aq1y [0] + a42y [1] + a43y+ [2] + a44y+ [3] + A4

onde os coeficientes A - - - A4 dependem do sinal de entrada z e de n{fo . -nzg, dfl . -d;& e os valores
aij dependem somente de dj; - - - dj; e de T, isto ¢, dependem somente de o e do tamanho de .
Para o cédlculo de A; --- Ay basta tomar y* [0] = y*[1] = y"[2] = y* [3] = 0 e aplicar a férmu-
la 1 repetidas vezes para obtermos os valores y* [T+ 1] = Aj,y" [T +2] = A, y" [T +3] = Az e
+ [T + 4] = Aj.
O célculo de ay; ¢é feito tomando o sinal de entrada z; =0,Vieyt [0l =1leyt [1] =y [2] =yT [3] =
0 e entdo aplicamos a férmula 1 repetidas vezes até obtermos o valor y* [T+ 1] = a13.
O célculo dos outros coeficientes a;; sao calculados de forma andloga. Por exemplo: calculamos az4
tomando z; = 0,Vi e y* [0] = y"[1] =y [2] =0 e y*[3] = 1 e aplicando a férmula 1 até obtermos
T[T + 3], que é o valor de asq4.
Depois de calculados os a;j e os A; e levando em conta que y* [T +1] = y* 0],y [T+2] =
yT 1],y [T +3] =y [2] e y" [T +4] = y*[3], basta resolver o sistema de equagoes lineares abaixo
para obtermos os valores iniciais y* [0], 3" [1],y" [2] e yT [3].

(a1 — L)y ™ [ ] + a12y ]+ a13y T2+ ayt B8] = -4
any™ (0] + (a22 — D)y™ [1] + agsy™ [2] + agay™ [3] = — A
azy™ (0] + a2y [ ] + (azs — D)y™ 2] + asay™ [3] = — 43
any™ [0] + asoy™ (1] + assy™ (2] + (aaa — 1)y™ [3] = — Ay

Os valores iniciais y~ [N],y~ [N — 1],y [N — 2] e y~ [N — 3] da férmula recursiva 2 sao calculados
de maneira andloga.



Se o sinal tem extensao zero, que nao é periddica, devemos calcular os valores iniciais teorica-
mente da expressao da transformada 7 do filtro. Um método simplificado e que d4 bons resultados
¢ simplesmente considerar y* [—1] = y*[-2] = yT[-3] = yT[-4] = 0 para o cédlculo de y™ [i] e
y [N+1=y [N+2|=y [N+3] =y [IN+4] =0 para o célculo de y~ [i].

3.3 Gerador Infinitesimal

Na secao anterior vimos que a equacao do calor % = %VzL(x,t) define o espago de escala
continuo gaussiano multidimensional. O caso discreto nao é diferente:

Teorema 4 A equacdo do calor discreta % = Ax Lz, t] (onde A é a discretizagao da metade do
laplaciano) define o unico espago de escala discreto simétrico, linear, invariante por translagoes, e que
satisfaz as propriedades de semigrupo e o principio do mdxrimo.

Demonstragao: consultar o capitulo 10 de [2] ou o capitulo 4 de [3].

Para sinais unidimensionais, a discretizacao da metade do laplaciano é da forma:
1

A=s0n -2 1

Para sinais bidimensionais, A ¢ da forma (cap. 4 de [3]):
i 3= 1 i
(11*7) 172 5(11*7)
17 7(1—=7) 17
onde v é um pardmetro entre 0 e 1. Note que quanto maior o pardmetro v maior a influéncia das

diagonais na matriz A, que é chamado de gerador infinitesimal do espago de escala.
Como 8_%[%1 =AxL [:U, t], para At suficientemente pequeno temos que:

Lim,n,t+ At] = (6 + AAt) x L [m,n, t]

A:

N[

onde § é impulso unitdrio bidimensional discretizado:

0 0 0
6=10 1 0
0 0 0

Lindeberg [3] sugere o cédlculo do espaco de escala discreto a partir do gerador infinitesimal A:

Lm,n,t+to] = (6 + AAL) * (6 + AAL) % -+ - % (6 + AAL) x L [m, n, to]

n vezes

onde At = L.
Pode ser mostrado ([3]) que:

e o nticleo ¢ + AAt é unimodal somente se y < %
e 0+ AAt é separavel somente se v = At.

e Se v = At, o nicleo unidimensional correspondente tem a propriedade de causalidade (principio
do mdximo) se 0 < v < %

[y

Para que ¢ + AAt tenha maxima simetria rotacional é necessdrio que v = 3.

Na figura 5 temos amostras desse espago de escala (com vy = %) nas variancias 0, 1, 10 e 100.



Figura 5: Espaco de Escala com Gerador Infinitesimal

3.4 Convolucgoes Cruzadas

A espaco de escala com a gaussiana amostrada ndo possui as propriedades de semigrupo e causali-
dade, que o espago de escala gaussuiano continuo possuia. O espago de escala discreto com propriedades
semelhantes ao da gaussiana continua é construido com o nicleo de Poisson, que tem suporte infinito e
¢ definido da forma:

Pt[n]:(g*tjn[t]zeft(... 7I_n[t]7... 7]O[t]7... 7[n[t]7...)

onde I, [t] é a funcdo modificada de Bessel® de ordem n, que ¢ definida como os coeficientes da expansao
. o tloal) .,
em série de poténcias de e2 (z+z), isto é:

+oo
ei(+2) = 3" 1, [ 2"

k=—0oc0

O espago de escala unidimensional L [n,t] = f % P; [n] construido com o nicleo de Poisson é o tnico
que possui as propriedades de causalidade e semigrupo.

Para sinais bidimensionais podemos calcular o espaco de escala com o produto tensorial. Por exem-
plo, o espaco de escala de um sinal bidimensional f[m,n] é a funcao L[m,n,t] = f[m,n]* P,[m,n],
onde P, [m,n] = P;[m] P; [n]. Uma outra opgao é fazer uso do teorema abaixo (demonstrado no cap. 6

de [2)).

Teorema 5 A solucio da equacdo do calor discreta bidimensional 8—“%51 = Ax L[m,n,t] (com
L[m,n,0] = f[m,n]) é dada pela convolugao

Lim,n,t] = Pj )t*Py

(1—y -yt * Pz_:ry * Pi_tiy * f [m,n]

*Em [7] temos uma rotina em C para o cédlculo dos valores dos coeficientes do micleo I, [t].



com 0 <+ < 1. A notagao Pg indica o nicleo de Poisson de variancia a na dire¢ao (3, por exemplo:
Pf_,) € o micleo de Poisson de variancia (1 —7)t na direcao z (horizontal) e P%,"Y & o ntcleo de
2

Poisson de variancia 32—t na diregio x = y (diagonal de 45°).

O célculo de L [m,n,t] é feito em 4 etapas:

1. Convolugao da imagem f [m,n] com o nicleo P;_,); nas linhas (diregao 0°).

2. Convolugao do resultado do ftem 1 com o nicleo F;_,); nas colunas.

3. Aplicamos o filtro de Poisson de variincia -721 nas diagonais de 45° (z = y).

4. Finalmente fazemos a convolucao com o filtro de Poisson de variancia jz—t nas diagonais de —45°

(= —y).

Se tomamos v = 0 temos que a convolugao acima se resume ao produto tensorial L [m,n,t] =
flm,n] = P [m] « P [n].

As imagens (estendidas por espelhamento com bordas repetidas) da figura 6 sdo amostras desse

espago de escala (com v = %) nas variéncias 0, 1, 10 e 100.

Figura 6: Espago de Escala com Convolugoes Cruzadas

3.5 Splines

Vamos agora construir um espaco de escala discreto com splines. Maiores esclarecimentos das
férmulas e definigdes abaixo podem ser encontrados em [1], [5] ou [6].

Definicao 6 A B-Spline de ordem n é definida por
B"(x) = §°(x) * B0(x) * - = 3°(x)

~~

n convolugoes

10



Figura 7: Comparagao entre a funcao gaussiana (linha pontilhada) e a B-spline ctibica

1 1
l,se —5<x < 5
0, caso contrdrio

onde B%(z) = {

Devido a semelhanga das B-Splines com a func¢ao gaussiana, como vemos na figura 7, podemos
usd-las para construir espacos de escala.

Definicao 7 Um espacgo de escala continuo de ordem ny de uma funcdo f é definida por
L(z,t) = f(x) = 5% (x)
onde B (B-spline de ordem n dilatada pelo fator de escala t) é definida por 87 (z) = 18™(Z)).

Na base de B-Splines §"!, temos que f é dada (ou aproximadamente decomposta) na forma:

f(x) =Y k™ (x — k)

keZ
Para valores inteiros de x (z = k € Z) e escalas ¢ racionais (¢ = 7, onde my,m2 € N) o espago de
escala pode ser calculado da seguinte forma (apéndice A de [6]):
Lg I = mso (b”1+”2+1 x* BM %« B™ x¢ ) (k] (4)
7TTL2 m2 m Tmz lmg

Neste trabalho consideramos n; = ny = 3 (B-splines cubicas), logo a férmula 4 pode ser escrita da
forma:

mi

onde:
e k€Ze L ¢éa escala racional (m1, mg € N)
e c[k] sdo os coeficientes na base de B-Splines ciibicas de um sinal de entrada.

e b7 & a amostragem da B-spline de ordem 7. O filtro b7 é centrado, simétrico e com os coeficientes:

1 1397 151 397 1 1

b = - =22 2 2 - 2
5040 42 1680 315 1680 42 5040

11



e B3 & a spline discreta de ordem 3 e dilatada pelo fator de escala m, que é definida por B3, =

BY xBY xBY xBY onde BY, = X[1 1 --- 1]
S ———

tamanho m

1
m

e os simbolos T e | indicam, respectivamente, os operadores decimagao (downsample) e upsample,
onde k € Z e m1, my € N.

Obtemos L [k‘, g—ﬂ a partir da férmula 5 com as operacoes em cascata indicadas no diagrama em
blocos da figura 8.

c[k 7 3 3 Lk’%
M tmy - 7 | BY, | BYS, ] Lma 2

Figura 8: Diagrama em blocos para o cdlculo do espago de escala

Se a escala é inteira (mg = 1), o cdlculo do espago de escala é bem mais eficiente computacionalmente,
pois podemos usar a férmula abaixo:

Lk,m] = (b7 * B3 x c) [k]

O calculo dos coeficientes da base de B-Splines cibicas e do espaco de escala para imagens (ou
dimensdes maiores) é feito aplicando produto tensorial.

Na figura 9 temos o espago de escala de splines da Lenna nas escalas t = 0, i, %, 1,2,4,8,16 € 32. A
1 1 1 4 16 64 162

. L1 . n N . t2 N . ~
B—Sljhne cibica ;' na escala t tem variancia %, logo as variancias da figura 9 sao0 0, 45, 15, 3,3, 355> 3
322

3

4 Implementacao

4.1 Convolucao e Extensao do Sinal

Neste trabalho vamos somente considerar sinais f com suporte de 0 a N e filtros cujos ntcleos h
tenham suporte de —M a +M, isto é:

f:{0,1,... N} =R
he{-M,~M+1,...,-1,0,1,..., M —1,M} >R

Nesse caso, a convolugao ¢ feita estendendo o sinal f. Para isso criamos o sinal
f:{-M—-N,...—1,0,1,... ,M + N} — R onde:

{ fln]=fln],se0<n<N

f[n] depende do tipo da extensdo, se n <0 oun > N

A convolugao f*h:{0,1,---,N} — R pode ser calculada da forma:
+M
frhnl= Y fln—kh[k=fn—MHnM+ -+ Fn R0+ -+ fn+ M h[-M]
k=—M

Abaixo temos alguns modos de se estender um sinal:
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Figura 9: Espaco de Escala de Splines

e Extensao por Zero

Na extensao por zeros, o sinal f é definido por:

flnl=fln], se0<n<N
{ f [n] = 0, caso contrério.

A extensdo por zero de um sinal tem a desvantagem de ndo ser periédica e a convolucdo néo ser
invariante por translacoes.

Todos as extensoes mostradas a seguir sao periddicas, logo as convolugoes com essas extensoes sao
invariantes por translacoes.

e Extensao Periddica
Na extensio periédica, o sinal f tem perfodo N + 1 e é definido por f[n] = f [nmod (N + 1)].
e Extensao por Espelhamento

_ Na extensao por espelhamento, o sinal f tem periodo 2N, logo calculamos ng = nmod 2/N. O sinal
f é definido por:

fln]l = flnol, se 0 <ng <N
{ fln]=f2N —ng], se N <ng < 2N

e Extensao por Espelhamento com bordas repetidas
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Na extensao por espelhamento com as bordas repetidas, o sinal f tem perfodo 2N +2, logo calculamos
no = nmod (2N + 2). O sinal f é definido por:

fln]=flno), se0<ng<N
{ fln]l=f2N+1—ng|, se N <ng < 2N +2

Para maiores informagoes sobre convolugao e filtragem discreta, consulte os capitulos 2 e 3 de [2].

4.2 Biblioteca

As bibliotecas para espacos de escala estao divididas em quatro partes: util, ss, deriche e splines e
edge. Nas proximas subsegoes vamos descrevé-las brevemente.
Todas essas implementacoes (em C) de espagos de escalas, assim como de detecgao de arestas (con-
sultar [1]) podem ser encontradas em:
http://www.visgraf.impa.br/escala

4.2.1 Utilidades

A biblioteca util.c contém as defini¢oes das estruturas de sinais, filtros, espacos de escala 1D e 2D,
rotinas de criagao e destruicao dessas estruturas, rotinas de entrada e safda, cdlculo do sinal estendido
e outros.

Por exemplo, as estruturas de sinal 2D e espago de escala 2D sao assim definidas:

typedef struct Signal2D {

int max_value;
int min_value;
int first_index_row;
int last_index_row;
int first_index_col;
int last_index_col;
int extension;
Real **sample;
} Signal2D;

typedef struct ScaleSpace2D {
Signal2D *signal;

int num_levels;
Signal2D **ss2Dlevel;
Real *xyariance;
int filter_type;

} ScaleSpace2D;

A alocacao de matrizes é feita como em [7].

4.2.2 Espagos de Escala Discretos

As rotinas para o calculo de espacos de escala discretos, exceto splines e gaussiana recursiva, podem
ser encontradas na biblioteca ss.c.
O célculo dos espacos de escala com a gaussiana amostrada, gerador infinitesimal e convolugoes
cruzadas sao feitos, respectivamente, pelas rotinas abaixo:
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ScaleSpace2D *ScaleSpace2D_Gaussian (Signal2D *signal, SignallD *variance);
ScaleSpace2D *ScaleSpace2D_Lindeberg (Signal2D *signal, SignallD *variance, Real gama);
ScaleSpace2D *ScaleSpace2D_Ralph (8ignal2D *signal, SignallD *variance, Real gama);

As rotinas acima criam a estrututa ScaleSpace2D e fazem o cédlculo das convolugoes do sinal 2D
signal na lista de varidncias indicadas por variance.
Os filtros gaussiano amostrado e de Poisson sao calculados respectivamente com as fungoes abaixo:

Filter1D *Filter1DGaussian (Real variance);
FilterlD *FilteriDPoisson (Real variance);

Em [7] temos uma rotina em C para o cdlculo dos coeficientes do micleo de Poisson.
O célculo da convolugao pelo método do gerador infinitesimal (segao 3.3) ou por convolugdes cruzadas
(sec@o 3.4) sdo feitos respectivamente pelas rotinas:

Signal2D *LindebergConvolution (Signal2D *signal, Real variance, Real gama);
Signal2D *RalphConvolution (S8ignal2D *signal, Real variance, Real gama);
4.2.3 Gaussiana Recursiva

As rotinas para o cdlculo de espagos de escala com a gaussiana recursiva (se¢ao 3.2) podem ser
encontradas na biblioteca deriche.c.
O célculo da convolugao ou do espago de escala com a gaussiana recursiva sao feitas respectivamente
pelas rotinas:

ScaleSpace2D *ScaleSpace2D_Deriche (Signal2D *signal, SignallD *variance);
Signal2D *xConvolution2D_Deriche (Signal2D *signal, Real variance);

A convolucao com a gaussiana recursiva nao estd implementada corretamente para sinais com ex-
tens@o zero (tomamos como sendo zero os valores iniciais para o cdlculo da recursdo, como visto em
3.2). Apesar disso os valores obtidos sao bastante bons, como podemos ver na se¢ao 5.3.

4.2.4 Splines

As rotinas para o calculo de espago de escala com splines sdo encontradas na biblioteca splines.c.
Como visto na segao 3.5, o espaco de escala com splines na escala % é calculado com a férmula:

2

m 7 3 3
L |:k77 m_2:| =m2 (b * Bmg * Bm1 * CTmz)lm [k]

O célculo de L [k’, z—;} é feito com as operagOes em cascata indicadas no diagrama de blocos da

figura 8.
A base de B-Splines cibicas do sinal é calculado com a rotina:

Signal2D *SplinesBasis2D (Signal2D *signal) ;
Os operadores decimagao (downsample) e upsample sao calculados com:

Signal2D *DOWNSAMPLE (Signal2D *signal, int m);
Signal2D *UPSAMPLE  (Signal2D *signal, int m);

O filtro b” é criado pela rotina:
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FilterlD *CreateFilter1D_b7(void);
O célculo da convolugdo com B3, é feito com a rotina:

Signal2D *BinZeroConvolution2D (Signal2D *signal, int m);
A rotina SplineConvolution executa os passos acima para o cdlculo de L [k’, %}

Signal2D *SplineConvolution (Signal2D *signal, Signal2D *splinebasis,
FilterlD *b7, int ml, int m2);

Finalmente, para o cédlculo do espaco de escala com splines temos a rotina:
ScaleSpace2D *SplineScaleSpace (Signal2D *signal, SignallD *variance);

Essa rotina simplesmente chama SplineConvolution para as escalas indicadas por wvariance, que é
escrito na forma: ni,d1,ng,ds, - -+ sendo que as escalas sao %, Z—;, ‘e

O célculo de convolugao com splines é feito inicialmente nas linhas e posteriormente nas colunas
para eficiéncia computacional.

A convolugao com splines nao estd implementada para sinais com extensao zero.

5 Comparagao dos Espacos de Escala Discretos

5.1 Anadlise Tedrica

Na tabela abaixo temos um resumo das propriedades de cada um dos espacos de escala implemen-
tados.

semigrupo | causalidade | pardmetro de escala em
gaussiana amostrada R
gerador infinitesimal | v/ v AtZ
convolugoes cruzadas | v/ v R
gaussiana recursiva R
splines Q

Todos os métodos de cilculo de espacos de escala tentam aproximar a fungéo gaussiana de diferentes
modos e todos eles incorrem em algum tipo de erro em seu célculo. Os espacos de escala com a gaussiana
amostrada e convolugoes cruzadas cortam o ntcleo do filtro de convolugao, que é infinito. O método
do gerador infinitesimal faz a aproximagao L [m,n,t+ At] = (6 + AAt) * L [m,n,t]. Os métodos da
gaussiana recursiva e de splines aproximam o nticleo gaussiano por outro que permita filtragem recursiva.

5.2 Tempo

Na tabela abaixo temos o tempo tedrico e o tempo gasto em segundos para o cdlculo de uma
convolucao nas varidncias indicadas. Esses valores servem de comparacao entre os espacos de escala e
indicam que o cédlculo de um espago de escala é computacionalmente caro.

teoria var = 1,0 var = 3,0 var = 27,0 | var = 243,0
gaussiana amostrada | 8y/varN | 0,22 0,27 0,67 1,87
gerador infinitesimal | 10varN 0,4 0,95 7,5 67,6
convolugoes cruzadas | 16y/varN | 0,22 —0,36 | 0,27 —0,4 | 0,67 —0,86 | 1,87 — 2,37
gaussiana recursiva 16N 0,57—-0,15]10,57—-0,15 | 0,57 —-0,15 | 0,57 —-0,15
splines 44dN 63,0 0,4 0,43 0,5
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A coluna teoria indica o nimero de multiplicacoes para o calculo de uma convolucao, onde N é o
numero de pixels da imagem, var é a varidncia do filtro e no caso de splines, d é o denominador da

n
escala i

As escalas de splines sao racionais e da forma % = v/3.var. Para as varidncias 1,3,27 e 243, as

escalas de splines sdo, respectivamente, /3 ~ %, 3,9 e 27. Note que o tempo gasto pelo método de

splines para var = 1,0 é elevado pois a escala usada para splines (% = %g) tem denominador grande.

Na linha da gaussiana recursiva temos o tempo gasto para cdlculo de convolucoes com sinais de
extensao periddica e sinais com extensao zero. Notamos que o célculo dos valores iniciais da recursao
sao mais custosos que a propria recursao.

Na linha de convolucoes cruzadas temos o tempo gasto para cdlculo de convolugoes com v = 0 e
v = % Note que se v = 0 o tempo gasto € igual ao da gaussiana amostrada.

Os espacos de escala do gerador infinitesimal e convolugoes cruzadas possuem a propriedade de
semigrupo, logo podemos calcular escalas maiores usando escalas menores ja calculadas, o que diminui

o tamanho no nicleo de convolugao, e consequentemente o tempo gasto nas convolugoes.

5.3 Distancia

A distancia entre duas imagens f,g: {0,1,--- , M — 1} x {0,1,--- N — 1} — R foi calculada com
a férmula:

- | MoIN- )
dist (f,g) :M—ZZ g[m,n)

Na tabela a seguir temos a distancia entre as filtragens da imagem da Lenna com os métodos de
convolugao e variancia indicados. A extensdo do sinal é por espelhamento, se ndo explicitado o contrério.

varidncia dist

1 | Gauss. Amostrada Conv. Cruzadas (y =0) | 3,0 0,115

2 | Gauss. Amostrada Conv. Cruzadas (v =10) | 27,0 0,003

3 | Gauss. Amostrada extensao zero | Gauss. Recursiva 3,0 - extensao zero | 0,00005
4 | Gauss. Amostrada Gauss. Recursiva 27,0 0, 00005
5 | Gauss. Amostrada Splines 3,0 0,100

6 | Conv. Cruzadas (y = 0) Splines 27,0 0,265

7 | Conv. Cruzadas (y = 0) Gerador Inf. (v =0) 27,0 0, 0044
8 | Conv. Cruzadas (y = 0) Gerador Inf. (y = 3) 27,0 0, 0029
9 | Gerador Inf. (y = 3) Conv. Cruzadas (y = %) | 27,0 5,074

e Observagoes:

1 e 2: Os espagos de escala da gaussiana amostrada e de Convolugdes Cruzadas (v = 0) sdo muito
préximos.

3 e 4: A gaussiana recursiva é uma 6tima aproximagao da gaussiana amostrada, mesmo com extensao
zero (caso em que a gaussiana recursiva nao foi calculada corretamente).

5 e 6: Splines aproxima relativamente bem a gaussiana ou Convolugdes Cruzadas (v = 0).

7: Gerador infinitesimal (com v = 0) aproxima Convolugées Cruzadas (7 = 0) muito bem.

9: A distancia entre os métodos do gerador infinitesimal e de convolugoes cruzadas é grande se

Wl

’)/:
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6 Conclusoes

Todos os espagos de escala discretos implementados, como vemos na segao 5.3, geram resultados
préximos. O tdnico método de célculo de espacos de escala que resolve a equagao do calor discreta de
maneira exata (a menos do corte do filtro de Poisson) e portanto possui as propriedades de semigrupo e
causalidade é o espago de escala com convolugoes cruzadas. Como o seu custo computacional é aceitdvel,
ele é o nosso preferido.

O espaco de escala com a gaussiana amostrada foi implementado somente para comparagao com
o espago de escala de convolugbes cruzadas, pois este apresenta vantagens tedricas e o mesmo custo
computacional para o cédlculo de uma convolucao (se v = 0).

O espago de escala com a gaussiana recursiva apresenta a vantagem do custo computacional ser
independente da varidncia, o que pode ser 1itl para o cdlculo com variancias elevadas.

O espago de escala com o gerador infinitesimal tem a desvantagem de ser caro computacionalmente
para altas varidncias e de gerar o espaco de escala a partir de uma aproximacao com a primeira derivada
(método de Euler).

O método de espagos de escala com splines tem a desvantagem de nao ser a solugao da equagao do
calor discreta e nao possuir as propriedades de semigrupo e causalidade. O custo computacional desse
método é elevado se o denominador da escala racional é grande.

Um método ndo implementado é fazer convolugoes (e consequentemente espagos de escala) a partir
da transformada rdpida de Fourier discreta (FFT), que ¢ um modo matematicamente correto de imple-
mentar convolugoes, sem erros de limitagao de filtros de suporte infinito e ainda pode apresentar custo
computacional vantajoso.
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