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Apresentacao:

O estudo qualitativo de algumas equagoes diferenciais ordinarias
muitas vezes se reduz ao estudo de aplicagoes induzidas em segoes
transversais (aplicagoes de Poincaré). Este é o caso, por exemplo da
dindmica em uma vizinhanca de uma o6rbita periddica.

Em seu trabalho pioneiro [16], sobre transformacoes em superficies
e aplicagoes & dinamica, G.D. Birkhoff ressalta a importancia da con-
dicdo de ”vorticidade” (”vortical condition”) no estudo das transfor-
magoes que preservam area e que possuem um ponto fixo eliptico.

Uma condigao geométrica semelhante aparece também no chama-
do dltimo teorema geométrico de Poincaré, provado no caso geral
somente por Birkhoff. Este teorema afirma que um homeomorfismo
que preserve area que possui um anel invariante limitado por duas
curvas homotodpicas e que restrito as quais suas trajetérias movem-se
em diregoes opostas (torcem), possui infinitos pontos periédicos.

A condigdo de tor¢ao que aqui serd chamada de twist (nfo ne-
cessariamente em dire¢oes opostas, mas com velocidades diferentes)
aparece com frequéncia em vérias situagoes aparentemente nao relaci-
onadas. Por exemplo: o modelo de Frenkel-Kontorova, as geodésicas
no toro, as perturbagoes periddicas de hamiltonianos em dimensao
dois, as aplicacgoes do tipo bilhar em curvas convexas, os hamiltonia-
nos com dois ou trés graus de liberdade, em particular no problema
restrito dos trés corpos, a dindmica numa vizinhanga de um ponto
fixo eliptico.

Portanto, a teoria da aplicacoes do tipo twist pode ser considerada
como um modelo tedrico unificador para varios fenémenos.

O objetivo dessas notas introdutodrias é apresentar alguns resulta-
dos e exemplos basicos sobre a dinamica de aplicades do tipo twist,
ilustrando o alcance da teoria e tentando motivar o leitor para as
questoes e técnicas tratadas.

A partir dos resultados fundamentais de Birkhoff, obtidos no inicio
do século XX e apds o grande progresso alcancado nas décadas de 60
e de 80, é possivel, hoje, enfrentar o desafio de apresentar a teoria
de modo introdutério e acessivel (assim esperamos) aos estudantes
brasileiros do final de graduacao.

Estas notas estao organizadas em quatro capitulos. No primeiro,
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sao apresentados alguns exemplos e sao desenvolvidas as primeiras
ferramentas, em especial, a fungao geratriz. Estes instrumentos sao
aplicados no Capitulo 2 que trata da existéncia de 6rbitas periddicas
(conforme Birkhoff), de érbitas heteroclinicas e da teoria de Aubry-
Mather. Nesta teoria, sao obtidos conjuntos invariantes por uma
aplicacao do tipo twist que sao constituidos de érbitas nao periddicas,
mas que satisfazem propriedades semelhantes as érbitas de Birkhoff,
isto é, sao "ordenados”. Também é dada uma idéia de métodos pu-
ramente topolégicos para a obtengao de tais conjuntos invariantes.

O Capitulo 3 trata das curvas rotacionais invariantes, que sao
curvas homotopicamente nao triviais invariantes pela aplicagao. Um
exemplo de existéncia de tais curvas ocorre nos bilhares que possu-
em cdausticas. Sao provados dois resultados: o Teorema da Curva
Invariante de Birkhoff e o Teorema do Twist de Moser (para o caso
analitico).

Finalmente, o Capitulo 4 trata das regides (homeomorfas a um
anel) limitadas por duas curvas rotacionais invariantes e que nao
contém outra curva rotacional invariante - a regiao de instabilida-
de. Prova-se a existéncia de drbitas que se acumulam (no passado
e no futuro) nas duas curvas do bordo do anel. S@o apresentados
também algumas extensoes dos resultados para aplicacoes do tipo
twist definidas no toro.
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Capitulo 1

Definicoes e Exemplos

1.1 A dinadmica da aplicacao “standard”

Nesta secao mostraremos de uma maneira informal diversos tipos
de dinamica que ocorrem em uma familia a um parametro de apli-
cagoes de tipo “twist”, que serd tomada como modelo (neste trabalho
nao traduziremos a palavra inglesa “twist”, que significa torcao, pois
torgao é uma palavra que, em matematica, ja possui outros significa-
dos). O modelo escolhido é o chamado “Standard Map”, ou aplicagao
“Standard”, ou aplicagao de Chirikov, ou ainda aplicacao standard
de Chirikov, devido aos trabalhos pioneiros do fisico Chirikov com
repeito a mesma (veja [22] e referéncias ali citadas). A aplicagao
standard estd definida sob o cilindro {(6,y)} e é dada por:

0 = 0+y,

, @

= — —sen(270 1.1

Y=y sen(2n0) (11)
onde: # é o angulo longitudinal no cilindro, com periodo igual a um,
y € IR é a altura no cilindro e o é um parametro real. A aplicacao
standard esté associada de maneira imediata a uma aplicacao do pla-
no no plano, que também serd chamada aplicagao standard, através
da identificagdo § = 2(mod 1), onde = € IR. Tal operagio que associa
areta {z} ao circulo {0}, através da fungéo x — z(mod 1) = 6 (deno-
minada de aplicagdo de recobrimento), é chamada de levantamento

7
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do circulo na reta (diz-se também que a reta recobre o circulo, ver
[50]). Note que a aplicacdo x — xz(mod 1) = 0 é um difeomorfismo
local nao injetor. Esta é uma das propriedade das aplicacoes de re-
cobrimento. A aplicagdo {(z,y)} — {(,y)} define um levantamento
do cilindro para o plano. A aplicagao standard levantada ao plano
{(z,y)} é dada por

o = x4+ y/’
! a sen(2mz) (1.2)
= y— — m :
Y ) o

A primeira vista pode parecer preciosismo a distingdo entre 0 e x
apresentada acima. No fim, a férmula para a aplicagao standard em
termos de 0 e x é a mesma! Ao longo da leitura o leitor devera estar
atento ao niimero de vezes que transitaremos entre as duas “interpre-
tagoes” da aplicacao standard, ora usando propriedades topolégicas
do plano, ora do cilindro. Isto sera feito tantas vezes que em muitas
nao serd nem mencionado nem, provavelmente, percebido. Espera-
mos que a énfase dada neste inicio & diferenca entre 6 e z, aguce
a atenc@o do leitor neste sentido. A importancia da duplicidade de
interpretagoes ficard evidente.

A aplicacao standard aparece em diversos contextos distintos em
fisica (ver [56]). Em particular, no contexto da fisica do estado sélido,
a aplicagao standard estd associada ao chamado “Modelo de Frenkel-
Kontorova”, que seréd apresentado e discutido na préxima segao. No
contexto da matematica a aplicacao standard tornou-se o paradig-
ma de aplicagao do tipo twist que preserva area. Espera-se que ela
represente para a dindmica conservativa bi-dimensional o que a apli-
cagao quadratica representa para a dinamica de aplicagdes unimodais
do intervalo, no sentido de exibir um espectro de comportamentos
dindmicos que seja tipico na classe das aplicagoes em que se insere.

Fora a simplicidade, a aplicagao standard possui certas proprie-
dades notéveis. Uma delas, a de twist, sera tratada na secao 1.3.
Uma outra, muito interessante, é a periodicidade por translagoes ver-
ticais, quer dizer, na diregao y. De fato, da equagdo (1.1) segue que
as imagens dos pontos (6,y) e (6,y+1) sdo (0',y") e (0',y' + 1), res-
pectivamente. Entao concluimos que a aplicagao standard fica com-
pletamente caracterizada por seus valores no cilindro finito {(6,y)}
com y € [0,1). Mais ainda, definindo a aplicacdo de recobrimen-
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to (0,y) — (6,y mod 1), do cilindro no toro, segue que a aplicagao
standard induz um difeomorfismo no toro {(¢,y mod 1)}:

0 = 0+,
y = y-— gsen(27r0)(mod 1)
27

Portanto, sem perda de generalidade, pode-se restringir o estudo da
dindmica da aplicacio standard a (z,y) € [0,1] x [0,1], o que é feito
nas simulagoes numéricas mostradas abaixo.

A dinamica da aplicagao standard depende fortemente do pardme-
tro a. Veremos que conforme « cresce de zero até infinito a dinamica
complica-se gradativamente. Primeiramente, para o = 0 temos uma
situacao muito simples onde a aplicacao standard reduz-se a:

/

= z+y
/ — y

Isso implica que todos os circulos paralelos y =constante sao invari-
antes pela aplicagao, ou seja, o cilindro é folheado por circulos invari-
antes. Circulos invariantes que dao a volta no cilindro (homotopica-
mente nao triviais), sdo chamados de circulos rotacionais invariantes.
Uma aplicacao do tipo twist para a qual toda orbita estd contida
em um circulo rotacional invariante é dita integrdavel. A Figura 1.1
(a = 0) ilustra esta situagdo. Note que a dindmica da aplicagao
standard restrita ao circulo y = § =constante pode assumir duas na-
turezas muito distintas. Se § é um nimero racional m/n, entao apds
n iteradas o ponto (z,7) serd transformado em (x+m, 7), que quando
projetado no cilindro é igual ao ponto de partida. Neste caso o ponto
rodou m vezes em volta do cilindro apds n iteradas, dizemos que seu
nimero de rotagdo é m/n = 7. Note que, se ¥ é racional entdo a
orbita de todo ponto do circulo ¥y = 7 possui o mesmo niimero de
rotagao e é periédica com o mesmo periodo (observe que, para con-
tar o nimero de voltas que o ponto d4 no cilindro {#,y} usamos o
levantamento da aplicacao standard ao plano {x,y}, enquanto que a
6rbita do mesmo ponto s6 é periddica quando projetada no cilindro).
Agora, se 7 é um numero irracional, entao a érbita de nenhum ponto
do circulo y = 7 é periddica (se alguma o fosse, chegarfamos a uma
contradigao). De fato, neste caso a dindmica da aplicagdo standard
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Figura 1.1: Orbitas da aplicacao standard para a = 0, caso inte-
gravel.

restrita ao circulo y = y é a de uma rotacao rigida irracional, e a
orbita de qualquer ponto é densa no circulo. Dizemos que tal circulo
invariante possui nimero de rotacao irracional.

O préximo grau de complexidade ocorre quando « é pequeno mas
nao é nulo. Neste caso um teorema importante devido a Kolmogorov,
Arnold e Moser (KAM) garante que os circulos rotacionais invariantes
do caso integravel o = 0, associados a “maioria” dos numeros de
rotacao irracionais, sao perturbados em sua forma, mas continuam
invariantes e com a dindmica de uma rotagao rigida associada ao
mesmo numero de rotacao. O enunciado preciso e a demonstragao de
uma das versoes do teorema KAM, serdao dados no capitulo 3 destas
notas. A dindmica de uma aplicacao do tipo twist nestas condigoes
¢ dita quase-integrével. A figura 1.2 (o = 0.1) ilustra tal situagao.
Note que quase toda érbita mostrada nesta figura parece estar contida
em uma curva invariante.

O teorema KAM nao diz nada quanto ao que ocorre com a dinami-
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Figura 1.2: Orbitas da aplicacao standard para o = 0.1, caso “quase
integravel”.

ca da aplicagao standard préxima aos circulos rotacionais invariantes
com numero de rotagao racional. Observa-se, e em grande parte pode
se demonstrar, que tais circulos dao origem a um numero finito de
Orbitas periédicas, todas com o mesmo nimero de rotagao. A regiao
entre dois circulos rotacionais invariantes, onde situam-se tais orbitas
periddicas, é chamada de regido de ressonancia (o nome estéd ligado
a racionalidade do ndmero de rotagdo). As regides de ressonéncia
para quase todos ntmeros de rotagao racionais sao muito pequenas
quando « é pequeno. Por exemplo, para o = 0.1, figura 1.2, a dnica
regiao observavel na escala da figura é aquela associada ao ntimero de
rotacao zero. O circulo invariante com nimero de rotacao nulo, que
existia para a = 0, foi substituido por dois pontos fixos. O primeiro,
no centro da figura, é de tipo eliptico, o que significa que a derivada
de F no ponto fixo esté associada a autovalores complexos A e A7 1,
com |A\| = 1. Tal ponto fixo é circundado por circulos invariantes
que nao enlagam o cilindro (sdo homotopicamente triviais). O ponto
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eliptico mais seus associados circulos invariantes sao chamados de
“ilha eliptica”. O segundo ponto fixo, localizado préximo a (z,y) =
(0.5,0), é instavel e de tipo hiperbdlico, ou seja, possui autovalores
reais A e ™! com \ # 1.

As zonas de ressonancia crescem com o aumento de «. Na Fi-
gura 1.3 (o = 0.8) sdo mostradas algumas regides de ressonancia
com suas respecticas ilhas elipticas. Note que, agora, a grande re-

Figura 1.3: Orbitas da aplicacao standard para a = 0.8.

giao de ressonancia do centro da figura, apresenta uma ilha eliptica
circundada por uma coroa espessa de iteradas da aplicagao standard.
De fato, tais iteradas podem corresponder a uma unica érbita. A
dindmica nesta coroa, que contém o ponto fixo hiperbdlico, préximo
a (z,y) = (0.5,0), é bastante complexa. Assim como ocorre em uma
vizinhanga do ponto fixo hiperbédlico, pontos inicialmente préximos
nesta coroa “tipicamente” (de acordo com observagdes numéricas) se
afastam exponencialmente rapido. Por tal razao esta parte da regiao
de ressonancia é chamada de “zona estocastica”. Note que na figura
1.2 a zona estocastica da regiao de ressonancia central é inobservavel
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(apesar de existir). Nesta figura, a ilha eliptica praticamente coinci-
de com a regiao de ressonancia. Jé na figura 1.3 tanto a ilha eliptica
quanto a zona estocéstica dividem o espaco da regiao de ressonancia.

Ao se ultrapassar o valor critico de a = @ = 0.9716.., obtido
numéricamente [34], observa-se que os circulos rotacionais invarian-
tes deixam de existir. De fato, como veremos no capitulo 4, apds
o rompimento do tltimo circulo invariante aparecem Orbitas que so-
bem arbitrariamente alto no cilindro. Para o < @ a existéncia de
tais orbitas era impedida pela presenca dos circulos rotacionais inva-
riantes. A figura 1.4 ilustra como sao as tipicas érbitas da aplicacao
standard para o = 0.971. Note que com o desaparecimento das curvas

Figura 1.4: Orbitas da aplicagao standard para @ = 0.971, préximo
a quebra do dltimo circulo rotacional invariante.

rotacionais invariantes ocorre uma fusao das regides de ressonéncia.
O elemento separador desapareceu. Na figura 1.4 o espago ocupado
pelas zonas estocasticas é maior do que na figura 1.3, mas ainda se
observa aquela robusta ilha eliptica da zona de ressonancia do centro
da figura.
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Conforme aumentamos « a dindmica da aplicacao standard torna-
se mais e mais complexa. O que se nota numericamente é que as ilhas
elipticas perdem espaco para as zonas de ressonancia, ao ponto de se
tornarem praticamente inobservaveis. Por exemplo, na figura 1.5
(v = 10) j& nao se pode observar ilhas elipticas. Nesta figura estio

Figura 1.5: Uma érbita da aplicacao standard para o = 10 e condicao
inicial (xo,y0) = (0,0), “caso aparentemente estocdstico”.

mostrados os 10° primeiros pontos de uma tnica érbita com inicio
em (z,y) = (0,0)!

Resumidamente, podemos dizer que « parametriza, na dinamica
da aplicagao standard, uma disputa entre as curvas invariantes e as
regides estocasticas. Em a = 0 temos o triunfo absoluto das cur-
vas rotacionais invariantes. Conforme « cresce as curvas rotacionais
invariantes vao sendo substituidas por outras curvas invariantes, as
das ilhas elipticas, que sao entremeadas por zonas estocdsticas cada
vez mais expressivas. Para a > @ as curvas rotacionais invariantes
deixam de existir, e para o’s ainda maiores a linhagem das curvas
invariantes, incluindo aquelas das ilhas elipticas, parece totalmente
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extinta. Até que ponto tal cendrio obtido numericamente é verda-
deiro? A resposta a essa pergunta ainda nao foi dada. A primeira
idéia, que brota da andlise acima, de que existe um certo valor de
a a partir do qual nao existem ilhas elipticas, como ocorre com os
circulos rotacionais invariantes, é falsa. Foi provado por Duarte [28]
que, existe ag tal que, para o > «g, o conjunto de parametros «
para os quais a aplicacao standard possui pontos periddicos elipticos
é denso em [ag,0)! Em que sentido, entdo, pode-se afirmar que a
zona estocéstica é dominante para o’s grandes?

No cerne desta questao estd a definicao matematica do que se
chama zona estocdstica. A definicdo mais aceita atualmente é que
a zona estocastica é o conjunto de pontos que possuem “expoente
de Liapunov” positivo. O expoente de Liapunov A(z) de um ponto
z = (xz,y) é igual ao seguinte limite, se ele existir,

lim In||DF(zy) ... DF(21)DF(20)|]

n— oo n

onde: DF(z) é a derivada da aplicacdo em z, z, é a n-ésima iterada
de zo = z, e ||DF(2p) ... DF(21)DF(20)|| é 0 médulo do maior auto-
valor do produto de matrizes DF(z,) ... DF(z1)DF(zy). O expoente
de Liapunov A(z) é positivo se a dindmica linearizada da aplicagio
préxima a 6rbita de z é exponencialmente instdvel. Note que se
A(z) = 0 nao podemos dizer que esta dindmica linearizada é estdvel.
Um ponto fixo hiperbédlico tem expoente de Liapunov positivo e um
ponto fixo eliptico tem expoente de Liapunov zero (mostre isto). Se a
defini¢ao acima de zona estocastica é boa, deve se esperar que a mai-
oria dos pontos (no sentido de “drea”, ou melhor dizendo, da medida
de Lebesgue) tenha expoente de Liapunov positivo para a grande.
Apesar de ter sido provado que, para todo « > 0, a aplicacdo stan-
dard possui um conjunto nao enumeravel de pontos com expoente de
Liapunov positivo, ainda é um problema em aberto provar que tal
conjunto possui medida de Lesbesgue positiva para algum valor de
all De fato, pode-se dizer que este é um dos (talvez o) problemas em
aberto mais famosos da dindmica conservativa.
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1.2 O modelo de Frenkel-Kontorova

Como dissemos, aplicagoes do tipo twist aparecem em diversos con-
textos, entre eles na fisica do estado sélido. Em 1938, Y. Frenkel e
T. Kontorova, no intuito de entender certos fendmenos associados a
redes cristalinas, introduziram o seguinte modelo. Considere uma ca-
deia unidimensional de particulas, cada uma das quais ligada a suas
vizinhas por uma mola linear com constante eldstica igual a um e
comprimento de repouso ¢. Se xp é a posicao da k-ésima particula
da cadeia, entao a energia de interagao entre particulas vizinhas é:

1
(zk—&-l — T — 5)2 + §(zk — Tp_1 — 5)2

DN | =

Suponha agora que a cadeia encontra-se imersa em um cristal unidi-
mensional e que cada particula da cadeia interage com cada atomo do
cristal (figura 1.6). Isto implica que a particula k da cadeia estd su-

/\/\/\./\/\/\./\/\/\./\/\/\‘/\/\/\‘

X

Figura 1.6: Cadeia de particulas do modelo de Frenkel-Kontorova.

jeita a um poténcial periddico, devido a periodicidade do cristal, e se
desprezarmos todos os harmonicos da série de Fourier deste potencial,
exceto o primeiro, podemos escrevé-lo como:

a
V(zy) = mcos(%rxk)
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Sendo assim a energia da cadeia como um todo é dada por:

1 o}
W = Z [g(xk+l —a, — )+ yps) cos(2mxy,)
k

S PICINE Y (1.3)
k

Cada sequéncia ...,x_1, g, Z1,.-.., que descreve as posicoes das in-
finitas particulas da cadeia, é chamada de configuracao do sistema.
Um problema interessante no estudo da fisica deste sistema é o de
encontrar as configuragoes ...,T_1,Zg,Z1,... que “minimizam” W.
Claramente tal questao precisa ser melhor definida, uma vez que para
quase todas as configuragoes a série (1.3) que define W deve ter valor
infinito. Isto motiva as seguintes definigoes:

Definicao 1 (Segmento Minimal). Um segmento {xq,...,xp} fi-
nito de uma configuragao € dito minimal, se para qualquer outro seg-

mento {Xa, Tat1,---,To—1,Tp}, COM 08 Mmesmos extremos, vale a de-
stgualdade:
b—1
def ~ ~
Wxa,...,xp} = E hxg, xpr1) <K W{xa, Tat1, -5 To—1,Tp}
k=a

Definigao 2 (Configuracao Minimal). Uma configuragao é dita
minimal, se qualquer um de seus segmentos finitos € minimal.

Note que, se uma configuragao é minimal entao cada um de seus
segmentos {4, ..., xp} minimiza a fungio:

(i'a-i-l; ey fb—l) — h(l‘a, fa-&—l) +.. .—I—h(i‘b_l, :Ub) = W{l‘a, R 71'17}

Como pontos de minimo de uma funcao diferencidvel no IR sao neces-
sariamente pontos criticos da mesma, entao {24, a1, .-, Tp—1, Tp},



18 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

deve satisfazer o seguinte conjunto de equagodes:

ow
Ta-‘rl{za, ,zb}—0:>
oh oh
m(ﬂﬁa, Tat1) + m(za+1755a+2) =0,
ow
m{xa, ,"Eb}—o:
Oh Oh

8—(Ia+1, 17a+2) + a—(17a+27 ya+3) =0,...
La+2 La+2

Ou seja, de uma maneira mais sucinta, os xy de uma configuragao
minimal necessariamente satisfazem as equagoes:

o
Ooh(zp—1, k) + O1h(Tk, Thy1) = —Tga1 + 2% — T—1 — %sen(%ra:)

=0 k=1,2,3,... (1.4)

onde 01 h significa a derivada parcial de h com relagdo ao seu primeiro
argumento e dxh o equivalente para o segundo argumento. Note que o
parametro £ ndo aparece na equagio (1.4). Como estaremos primari-
amente interessados em configuragoes que satisfazem (1.4) suporemos
a partir de agora que ¢ = 0.

Definigao 3 (Configuragao estaciondria). Dizemos que uma con-
figuragao ..., x_1,x9,T1,... € estaciondria, no sentido de seus seg-
mentos serem pontos criticos de W, se seus elementos satisfazem a
equagdo (1.4).

Note que configuracoes minimais sao necessariamente estacionari-
as, mas configuragoes estacionarias podem nao ser configuracoes mi-
nimais. E interessante que dado qualquer par (zg, z1 ), é possivel gerar
uma configuragio estaciondria que contenha (z¢,x1). Para ver isto é
conveniente reescrever (1.4) de uma outra maneira. Primeiramente

definimos, a partir de uma configuracao qualquer ..., z_1,zg, z1,.. .,
a sequéncia ...,y_1,%0,Y1,- . através de:
o
yr = —O1h(2k, Thy1) = +xp41 — zp + —sen(2mxy)

2T
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onde usamos a defini¢do de h dada em (1.3). Da equagao acima segue
que

o
Tp+1 = Yr + 2 — ——sen(2wxy).
2T

Agora, se ..., x_1,Zg,Z1,. .. é estaciondria, entdo vale (1.4) e da de-
finicdo de yx4+1 obtemos:

Y1 = —O1h(xpt1, Tryo) = Ooh(Tk, Th1) = Thy1 — Tk

Em suma, para uma configuracgao estaciondaria, vale:

Th+1 = Tkt Yk+1

o
Yer1 = Yr — —sen(2mxy),
2

que é exatamente a recursao que define a dinamica da aplicacao stan-
dard, equacao (1.2). Quer dizer, as configuragoes estaciondrias do mo-
delo de Frenkel-Kontorova sao exatamente as projecoes das orbitas
da aplicacao standard no eixo z! Tal caracterizacao das Orbitas da
aplicagao standard é chamada de “principio variacional” da aplicagao
standard.

Do que foi dito na segao 1.1 pode-se imediatamente concluir que
para certos valores de «, como por exemplo o = 10 (ver figura 1.5), as
configuragoes estacionarias do modelo de Frenkel-Kontorova podem
apresentar um padrao bastante irregular. Tal correspondéncia entre
as configuragoes estacionarias do modelo de Frenkel-Kontorova e as
orbitas da aplicagao standard sugerem a seguinte definicao.

Definigao 4 (Orbita minimizante). Dizemos que uma Jrbita é
minimizante se a sua correspondente configuracdo € minimal.

Veremos a seguir que tais érbitas minimizantes possuem diversas
propriedades notdveis. Na fisica do modelo de Frenkel-Kontorova
elas sao fundamentais, pois em certo sentido minimizam a energia.
No entendimento da dinadmica da aplicacdo standard elas nao sao
menos importantes.
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1.3 Aplicacoes de tipo “twist” e principios
variacionais

Antes de prosseguir com a andlise das érbitas minimizantes, é im-
portante mostrar que os resultados da secao 1.2 nao estao restritos
a aplicacao standard e ao modelo de Frenkel-Kontorova. De fato to-
das aplicagoes de tipo twist possuem principios variacionais. Mais
precisamente, seja C = IR/Z x IR o cilindro recoberto pelo plano
{(z,y) € R?} através de (z,y) — (x (mod 1) = 6, y). Considere ago-
ra um difeomorfismo f de C, cujo levantamento ao plano, denotado
por F', possui as seguintes componentes

= Fi(z,y)
y = Fa(z,y) (1.5)
Suponha que F' e f possuam as seguintes propriedades:

a) Fi(r + 1,y) = 1+ Fi(z,y) e f preserva os fins do cilindro
(portanto f é homotdpico a identidade e portanto preserva a
orientagao);

b) (01F1)(02F2) — (02F1)(01F2) = 1, ou seja, f preserva area;

¢) existe uma costante ¢ > 0 tal que

0<c<Fi(x,y) <

Qlr

ou seja, F satisfaz uma condicao de twist uniforme.

Note que a aplicagao standard é um tipico exemplo de aplicacao
que satisfaz as condicoes acima. Para entender geometricamente a
condigdo de twist consideremos uma reta vertical v no plano {z,y},
dada por s — (z,y) = (T,s), onde T estd fixo e s € IR, ver figu-
ra 1.7. A imagem de tal reta pela aplicacdo, denotada por v/, é
s — [2,y] = [F1(T, s), Fa(T,s)]. A condicdo OoFi(x,y) > ¢ > 0
implica que o vetor tangente a 7’ tem sempre uma componente z po-
sitiva maior que ¢, ou seja, a curva 7y’ projeta-se difeomorficamente
sobre o eixo real z, ver figura 1.7. Note que, somente com a hipétese
J9 F1 > 0 nao é possivel garantir que tal projegdo é sobrejetiva.
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Figura 1.7: Método geométrico para resolver a equacao ' = Fy (z,y)

para y.

Da hip6tese de twist uniforme segue que a equagdo ' = Fi(z,y)
sempre pode ser resolvida para y, como mostrado na figura 1.7. Seja
y = u(z, ') tal solugdo. A propriedade Fy(xz + 1,y) = 1 + Fi(z,y),
implica que y = u(z+1,2"'+1) = u(z, '), e isso implica que a fungéo
u, a principio definida em IR?, também define uma funcao no cilindro
C que é obtido do plano {z,2'} através de identificacio de pontos
(z,2') e (Z,2') que satisfacam o =T+ ke a’ =3 +k, para k € Z

(ver figura 1.8).

pontos equivalentes

X

/‘I

.
.
N
-
.

.
retas x'- x=constante——"

P pontos equivalentes
/I
y 5 x
o

__— retas X'+ x=inteiropar

Figura 1.8: Periodicidade de h(x,x').
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Considere agora o campo de vetores no plano {z,z’} dado por

(z,2") — (—y,9) = (~ulz,2"), Fa(w,u(z,a"))) € (~u,0)

ou sua forma diferencial associada —udx + vdz’. A preservacao de
area, (01 F1)(02Fy) — (02 F1)(01F2) = 1, implica que tal campo possui
rotacional nulo, ou seja, d,/u + d,v = 0 ou, equivalentemente, que a
forma diferencial —udx + vdz’ é fechada. Para verificar isso usamos
que ' = Fy(x,u(z,2")) implica

1 Ol (z,u(z, "))
Bz, ) = o e Buus,a!) = — 2L UET))
U((E v ) aQFl(za U(l‘, 13/)) ¢ u(w v ) 82F1(567u(l‘7l‘/))
e entao:
Opt +0,v = Opu+ O1Fy+ (62F2)8wu
1 o1 I
= — Fy — F:
02 I ok = (8 2)32F1
_ 1+ (81F1)(82F2) — (82F1)(81F2) —0
021 .

Sabemos do célculo diferencial que um campo com rotacional nulo
no plano (ou uma forma diferencial fechada) é o gradiente (ou o
diferencial) de uma fungdo no plano. Portanto existe uma fungao
h(z,z") tal que:

-y = —u(z,2')=01h(z,2)
y = w(z,2") = F(r,u(z, ") = 02h(z, 1) (1.6)

Note que tal funcao h, a principio definida no plano {z,z’}, nao ne-
cessariamente satisfaz a condi¢ao h(z+ 1,2’ +1) = h(z, 2'), satisfeita
pela funcao u, e portanto h nao necessariamente define uma funcao
no cilindro C. De fato, para que valha tal propriedade é necessario
e suficiente que a integral de linha do campo (—u,v) sobre qualquer
curva fechada 7, que d4 a volta no cilindro C' (ou qualquer curva no
plano {z, 2’} que comece em (x,z’) e termine em (z+1,2'+ 1)), seja
igual a zero (isso é uma consequéncia do teorema de Stokes). Seja
portanto v a curva s — (x = s,z’ = Fi(s,0)), com s € [0,1]. Note
que v comega em (0, F1(0,0)) e termina em (1, F;(1,0) = F1(0,0)+1),
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devido & propriedade a). A definigao de u implica que u(s, F1(s,0)) =
0, ou seja, sobre v vale u = 0. Portanto a integral de linha do campo
(—u,v) sobre 7 reduz-se a

1 1 1
/O o(s, Fi (5, 0))ds = /0 Fo(s, u(Fy (s,0)))ds = /0 Fo(s,0)ds.

(1.7)
A interpretagdo geométrica desta integral é imediata. Se [ é a curva
y = 0 que corresponde ao equador do cilindro C' e 3’ é sua imagem
pela aplicagao F, entao a integral acima representa a diferenca entre
a drea abaixo de 3 e acima de (3 (drea hachurada na figura 1.9) e a
drea acima de 3’ e abaixo de § (drea pontilhada na figura 1.9).

y

P

Figura 1.9: Condigao para F' ser exata.

A seguir, suporemos que f, ou seu levantamento F', além de pos-
suir as propriedades a), b), ¢) acima, também satisfaz:

d) F é tal que a integral (1.7) é nula. Uma F (ou sua projegdo f
no cilindro) que possui tal propriedade é dita exata.

Portanto a hipétese de F' ser exata implica que
Mz +1,2" +1) = h(z,z")

ou seja, h também define uma fungao no cilindro C. O que foi dito
acima esta sumarizado no seguinte lema.
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Lema 1 (Funcao Geratriz). Seja F', dada por (1.5), o levantamen-
to de um difeomorfismo f do cilindro C, que satisfaz as propriedades
a), b), ¢), d). Entdo existe uma funcdo duas vezes continuamente
diferencidvel h(z,z'"), chamada funcdo geratriz de F, tal que:

hxz+1,2" +1) = h(z,2'), (1.8)
1
= Oroh(z,2’') < —c <0, (1.9)

(esta dltima desigualdade € consequéncia da propriedade (c) de twist
uniforme) e

y = —0Oih(z,2')
Yy = Oh(x,2') (1.10)

onde x,x',y,y’ satisfazem a equagao (1.5).

Para dar um significado mais geométrico a funcao h, é conveniente
calcular a integral de caminho que a define usando as varidveis (z, y).
Considere uma curva continua 4 : s — (x,2’), com s € [0,1], 4(0) =
(xo,2() e 4(1) = (z1,2}). Suponha que, exceto por um ndmero finito
de pontos, 4 é continuamente diferencidvel. Temos entao que a fungao
h satisfaz:

h(z1,2}) — h(zo, xp) = / —udz + vdz'
2l
Para calcular esta integral voltemos as varidveis (z,y) = (z,u(x, 2)).
Denotemos por v a representacao de 4 nas novas varidveis e por
~v(0) = (x0,%0), v(1) = (x1,y1), o valor de v nos seus extremos.
Nestas novas variaveis a integral de linha

/udmz/ydm
gl gl

coincide com a “drea embaixo da curva” 4 como aprendemos no
calculo. Note que esta integral de linha faz sentido mesmo quan-
do ~ é vertical, caso em que a integral vale zero. A fim de dar uma
interpretagao geométrica para a integral

/’Ud.%'/ :/Fg(é)mFldx—&-ayFldy) :/FQdFl
¥ v v
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é conveniente fazer uma nova mudanca de varidveis: (z,y) — (2',y’)
F(z,y). Nas novas varidveis temos FodF; = y'dz’ e y(s) — F o~(s).

Portanto
/ vdz' = / y'dx’
¥ Foy

e agora tal integral pode ser interpretada como a area embaixo da
curva F'o~. Com isso podemos dar a seguinte caracterizacao ge-
ométrica para h. Seja v uma curva qualquer no plano (z,y) com as
propriedades de continuidade e diferenciabilidade acima, e tal que

7(0) = ('1:07y0)7 7(1) = (zlayl)'
Seja x, = Fi(zo,y0) e 24 = Fi(z1,y1). Entéo

W1, 2,) — h(zo, 2h) = /

y'dx’ — / yde =A" — A (1.11)
Fovy Rl

onde A e A’ correspondem as 4reas hachuradas na figura 1.10.

Xo Xy X5 Xy

Figura 1.10: Interpretacdo geométrica de h, a saber: h(zi,z}) —
h(zo,xy) = A’ — A.

Note que para determinar a funcdo h a partir da integral (1.11)
é necessdrio impor o seu valor em algum ponto do plano {z,z’}.
De fato, é sempre possivel fazer uma mudanca de coordenadas na
aplicacao F', sem alterar as propriedades a, b, ¢, d, de tal modo
que h possua uma determinagao geométrica razoavelmente simples.
Faremos isso a seguir.
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Considere a funcao z — y = w(x) Lef u(z,x). Tal fun¢ao associa
a cada r um y = w(x) tal que a imagem do ponto (z,w(z)) por F
permanece na mesma vertical, ou seja, Fy(x,w(xz)) = x. Considere
agora a mudanca de varidveis que preserva area:

T =

gy = y—w(x)
A aplicacao F' nas novas coordenadas satisfaz as mesmas propriedades
a, b, ¢, d, que satisfazia nas antigas. Denotando as novas variaveis

também por (x,y), para ndo carregar a notacao, temos que F' nas,
novas variaveis, passa a possuir seguinte propriedade adicional:

e) © = Fi(x,0)

Geometricamente isto significa que todo ponto da curva y = 0 do
plano (x,y) move-se verticalmente pela aplicagao F' (ver figura 1.11).
Mais ainda, os pontos da curva y = 0 que intersectam sua imagem

y

\
o
q
.
2
,
,
1
[
\
L
N
—
<
N

Figura 1.11: Curva de velocidade angular zero.

por F' sdo pontos fixos, uma vez que nenhuma de suas coordenadas
varia pela acao de F. Ou seja, esta simples construgao mostra que
f, a projegao de F' no cilindro, tem pelo menos dois pontos fixos,
como ilustrado na figura 1.11 (lembre-se que no cilindro os pontos
fixos correspondentes a x = 0 e = 1 sdo idénticos). Note que, com
uma mudanga de varidveis dada por uma simples translacao de z, é
possivel colocar um ponto fixo qualquer de F em x = 0, como na
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figura 1.11. Suponha, portanto, que (z,y) = (0,0) é um ponto fixo
de F e que h(0,0) = 0. Dado z, seja 79 um segmento horizontal no
plano (z,y), com y = 0, que liga a origem a x. Aplicando a identidade
(1.11) a o obtém-se que

h(z,z) = h(z,z) — h(0,0) = /F y'da’
70

que ¢ a integral ilustrada na figura 1.12. Note que os pontos criticos

y

Area=h(x,x)

y'=F,(x0)

Figura 1.12: Interpretagio geométrica de h(z,x).

de h(x,x) correspondem aos pontos fixos de F, uma vez que pelo
teorema fundamental do célculo a fungéo y' = Fy(x,0) é a derivada
de h(x,x), e as solugdes de Fy(x,0) = 0 correspondem aos pontos
fixos de F (isso também pode ser deduzido das equagdes (1.10)).
No caso ilustrado na figura 1.12, o ponto fixo em = = 0 é aquele
que corresponde ao minimo da funcao h(x,z). E sempre possivel, e
isto serd suposto, que o ponto fixo colocado em x = 0 através da
translagao de x, é aquele que corresponde a um minimo da funcao
h(z,z). Com isso, assegura-se que h(z,z) > 0 para qualquer z. Seja
agora (x,2’) um ponto qualquer, e considere o segmento vertical v,
no plano (z,y) com extremos (x,0) e (x,y), onde ' = f(x,y), ver
figura 1.13. Seja v a curva no plano (z,y) obtida da concatenagéo de
Yo € 71. Aplicando a identidade (1.11) a v obtém-se

h(z,z') = h(z,2’) — h(0,0) = / y'dz’
Fovy
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F(y)
, .
Yi—
F(Yo) - l - Area=h(x,x)
sl
0 T X X!
Yo

Figura 1.13: Interpretacao geométrica de h(z,z’).

que é a integral ilustrada na figura 1.13. E facil ver, a partir desta
interpretagdo geométrica e da propriedade de twist, que h(x,a’) >
0 para qualquer par (z,z’) (note que um segmento vertical com y
negativo e orientado para baixo, sempre entorta para a esquerda, o
que garante a positividade da integral acima quando =’ < z). Para
resumir o que foi dito acima enunciamos a seguinte proposicao.

Proposicao 1. Ezxistem coordenadas (x,y) onde a aplicagio F, além
de possuir as propriedades a, b, ¢, d , satisfaz x = Fy1(x,0) e 0 =
F5(0,0), o que implica que (z,y) = (0,0) é um ponto fixo de F. Além
disso F estd associada a uma fungao h com as sequintes propriedades:
h(0,0) =0 e h(z,z") > 0.

H& duas propriedades da funcao h que serao muito importantes
na proxima segao. Elas sao dadas pelas seguintes proposicoes.

Proposicao 2. Se F satisfaz as propriedades a, b, ¢, d entdo para
qualquer h associada a F vale a sequinte desigualdade
h(xp, 2q) + h(@a, 7)) — h(zp, 73) — h(@a, 75) 2 (@ — Ta)(7) — 27,)

onde ¢ > 0 € a constante de twist dada em c).

Demonstracao. Para provar a proposicao basta integrar a fungao
—012h em um quadrado e usar que a desigualdade (1.9) implica:

zy, T T, T
/ / —019hdxdx’ > c/ / dxdz’
z/, Tq !, Tq
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O

Proposicao 3. Seja F' e h como na proposicio (1). Entdo vale a
sequinte desigualdade

h(x,z") > %(:E' —x)?

onde ¢ > 0 € a constante de twist dada em c).

Demonstracdo. Para provar a proposicao basta integrar a funcgao
—012h em um triangulo, usar que a desigualdade (1.9) implica:

h(z,2") = h(mw)—&—/ / —012h(s,t)dtds

z  px’ T
h(x,z) +c/ / dtds/ / dxdz’

e finalmente usar que, da propoposic¢ao 1, vale h(z, z) > 0. ([l

Vimos na segao 1.2 que a aplicagao standard estd associada ao
modelo de Frenkel-Kontorova, que por sua vez é caracterizado por sua
fungao energia W. De maneira analoga, a aplicagao F' esta associada
a uma funcgao h a partir da qual definimos a funcao “energia” W ou,
como € mais comumente chamada, a fungao “acao” W, como

W = Zh(xk,:ck_,_l)
k

v

Da mesma forma que feito na segao 1.2, definimos para o par (F, W):
segmento minimal, configuragao minimal e configuragao estacionaria.
As relagoes (1.6) implicam que novamente vale: se (vg,yx), k € Z, é
uma 6rbita de F', entao zy, k € Z, é uma configuracao estacionaria
de W, ou seja, valem as relagoes:

82h(wk_171'k) + 61h(xk, CUk+1) =0 ke 7. (1.12)

Portanto, neste caso vale a mesma defini¢ao de érbita minimizante
que demos para a aplicagdo standard. Antes de usarmos o principio
variacional aqui obtido, para estudar o problema de existéncia de
orbitas minimizantes para a aplicagao F', veremos uma série de exem-
plos e circunstancias onde aparecem aplicagoes do tipo twist.
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1.4 Bilhares

Considere uma regiao U no plano IR? limitada por uma curva ~ sim-
ples (sem auto-intersecio), regular, de classe C* | fechada.

Associada a esta regiao temos uma aplicagao bi-dimensional defini-
da do seguinte modo:

Para cada ponto p € v tomemos a reta r(p, §) que passa por p e
faz dngulo ¢ com o vetor tangente a v em p. Ao par (p, ) associamos
o par (p1, ¢1) formado pelo ponto p; € v de intersegio da reta r(p, ¢)
com v e o angulo ¢; entre 7(p,$) e o vetor tangente a v em p;, de
acordo com a regra de reflexdao em um espelho: o angulo de incidéncia
é igual ao angulo de reflexao.

Mais precisamente, se y(s) é uma parametrizagdo por compri-
mento de arco de +y, orientada positivamente, uma aplicagao do tipo
bilhar associado & v é uma aplicagdo T(s,¢) = (s1,¢1) tal que se
¢ é o angulo entre 7'(s) e y(s1) — v(s) , entdao ¢; é o angulo entre
v(s1) —v(s) e v/(s1), nesta ordem.

Observe que 0 < ¢ < me que ¢ = 0 e ¢ = 7w sdo invariantes.
Podemos, portanto, considerar a aplicagao definida no cilindro aberto
A = [0,C] x (0,7), onde C' é o comprimento de v (0 e C estdo
identificados).

Esta aplicagao possui uma funcgao geratriz:

h(t,s) = ||v(t) —v(s)|| onde ||.|| denota a distancia euclidiana isto
€,

h(t,s)? =< y(s) — (), 7(s) = v(t) >

Cabe-nos ressaltar que, usualmente a funcao geratriz é definida
como sendo igual a —h, mas isto nao afeta em nada a andlise futura.

Usando a regra da cadeia,

2h01h = =2 < ~'(t),~v(s) —y(t) >

2h0xh =2 < 7/(s),7(s) — 7(t) >

Logo,

Ouh = —3 </ (0):7(5) = 7(1) >= —cos(9)
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Ooh = 3 </(5),7(5) = (1) >= cos(6)

Portanto, T'(t, ¢) = (s, ¢1) se e somente se cos(¢) = —01h e cos(¢1) =
O2h.

Observe que se v for estritamente convexa (curvatura positiva,)
entdo fixado t, a aplicagio ¢ — s(t, @) é estritamente crescente, o que
equivale a condicao de twist: g—; >0

Provemos que 012k > 0 :

O12h(t,s) =< ~'(s),

=== Vfll((?’s?/(t) - - % <A (s),7(s) = (1) >

_ —cos(angulo entre v'(t) e v'(s)) + cos(¢) cos(p1)

h

— cos(6 + 1) + cos(@) cos(gr) _ sen(@)sen(dn)
V(r(s) =v(1).(v(s) = (1)) h
pois tanto ¢ como ¢ estao entre 0 e 7.

Além disso, se usarmos as coordenadas (s,y) com y = cos(¢),
vemos que o elemento de area dy A ds é preservado ou seja

>0,

d(y1dsy —yds) =0

De fato cos(¢1)ds1 — cos(@)ds = dahdsy + O1hds = dh(s, s1). Portan-
to, bilhares associados a curvas regulares estritamente convexas sao
exemplos de aplicagbes do tipo twist que preservam &rea. A fungdo
geratriz neste caso é o comprimento da corda y(s1) — y(s) e 6rbitas
periddicas estao associadas a poligonais fechadas na regiao U.

Por exemplo, um diametro da curva corresponde a uma érbita de
periodo dois.
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Consideremos o caso simples do bilhar no circulo. onde podemos
usar geometria elementar. Tomemos o angulo § = 5 —¢ com a normal
(raio do circulo). Logo, F(s,0) = (s + 7 — 20,0).

Como a segunda coordenada ¢é preservada, vemos que o espago de
fase (s,0) fica totalmente decomposto (folheado) por curvas invari-
antes do tipo 6 = 6.

Restrito a cada uma das folhas a aplicagdo é uma translacio (
rotagao no cilindro) de angulo 6.

E possivel observar também que para cada valor de um angulo da
saida 6y corresponde um circulo centrado na origem que é tangente
a todas as cordas que fazem angulo igual a 6y com a normal. Estes
circulos sao chamados cdusticas do bilhar e correspondem exatamente
as curvas invariantes.

Outra observagao de facil verificagdo é que um ponto (s,8) é um
ponto periddico, de periodo ¢ se e somente se existe um nimero inteiro
k tal que
q— 2k

2q

™

0= ( .

Um outro exemplo, mais interessante, com dinamica simples é o
do bilhar numa elipse, cujo espaco de fase é representado na seguinte
figura.

Figura 1.14: aplicacao twist associada ao bilhar na elipse
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E bastante facil encontrar na Internet péaginas onde podemos vi-
sualizar as propriedades do bilhar na elipse, inclusive com animagao.

Destacamos algumas propriedades conhecidas do bilhar eli-ptico:

1)Existem dois pontos de perfodo dois, que correspondem aos ei-
xos da elipse. Apesar de ambos serem pontos periédicos de mesmo
periodo observa-se a grande diferenca na dinamica proxima a estes
pontos.

Para o diametro maior o ponto periédico associado é instdvel (hi-
perbdlico do tipo sela) existem condigdes iniciais bem préximas ao
diametro, ap6s um certo tempo se afastam do didmetro. Além disso,
existe uma curva de condigdes iniciais cujas érbitas tendem assinto-
ticamente a orbita periddica.

Ao passo que o didmetro menor corresponde a um ponto periédico
estavel, ou seja, pontos suficientemente préximos do diametro menor
e com angulo de saida préximo a § permanecerao sempre numa vi-
zinhanca deste didmetro.

2) Raios que passam por um dos focos da elipse quando refletidos
passarao pelo outro foco e com o passar do tempo as cordas corres-
pondentes terao inclinagoes cada vez menores tendendo (mas nunca
atingindo) ao eixo maior da elipse.

Isto segue da propriedade da elipse: os raios que partem de um
dos focos refletem em raios que passam pelo outro foco.

Esta propriedade geométrica implica as seguintes propriedades
cujas demonstragoes sao exercicios de geometria elementar:

3) Cordas que cruzam o eixo maior da elipse entre os focos quando
refletidas, geram cordas que cruzam o eixo maior entre os focos. As
cordas corespondentes evolvem hipérboles confocais com a elipse do
bilhar.

4) Cordas que cruzam o eixo maior em pontos fora do segmento
entre os focos quando refletidas voltarao a cruzar o eixo maior fora dos
focos. As cordas corespondentes evolvem elipses (cduticas) confocais
com a elipse do bilhar.

As 6rbitas correspondentes a tais cordas estao contidas em curvas
homotopicamente nao triviais no cilindro. O bilhar na elipse guarda
alguma semelhanga com o bilhar no circulo: existe um sub-anel que
estd totalmente folheado por curvas invariantes restrita as quais a
aplicacao de bilhar é uma rotacao.
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Figura 1.15: Bilhar na elipse

Uma figura totalmente distinta das que acabamos de ver é obtida
considerando-se o bilhar na imagem da seguinte curva:

a(t) = (cos(t), #%(t))

Figura 1.16: aplicacao do twist associada a a(t)

Estes exemplos ilustram algumas das propriedades que buscamos
descrever quando estudamos a dinamica de aplicacoes do tipo twist,
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algumas das quais estudaremos nos préximos capitulos:

a) Existéncia de pontos periédicos, érbitas de Birkhoff

b) Classificacao dos pontos periddicos

c) Existéncia de curvas rotacionais invariantes - Teoria de
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

d) Existéncia de outros conjuntos invariantes que sao graficos so-
bre subconjuntos compactos do circulo - Conjuntos de Aubry-Mather.

e) Existéncia de drbitas que se aproximam, no futuro ou no passa-
do, de outras 6rbitas - conjunto estével e instavel de érbitas periddicas

f) Ergodicidade de bilhares.

1.5 Dinamica local em torno de uma orbita
periédica

Considere uma funcdo H : R* — R de classe C*, k > 2, H(x,y)
com x = (x1,22) e y = (y1,y2). O campo Hamiltoniano associado a
H é, o campo definido por Xg(z,y) = J grad H(x,y) onde grad H
denota o campo gradiente de H e J(x,y) = (y, —x)

Em coordenadas, Xy = 22 0 4 9H 0 OH 0 OH _0

dy1 0z, Oya Oxa ox1 Oy Oxa Oy2

E claro que H ¢é constante ao longo das érbitas de Xy, isto é, se
¢ é o fluxo gerado por X, enao H o ¢; nao depende de t.

Seja (zg, yo) um ponto periédico de ¢ de modo que a curva v =:
¢+(x0,y0) é fechada.

Como se sabe, as propriedades dinamicas do fluxo ¢;, em uma
vizinhanga de v podem ser obtidas tomando-se uma secao transversal
local ¥ passando por (zg,yo) e analisando-se a aplicagdo de primeiro
retorno (aplicagdo de Poincaré).

De fato, pela conservagao de energia, basta observar a aplicagao de
primeiro retorno definida numa segao bi-dimensional ¥, difeomorfa
a um disco, e contida no nivel de energia H~!(e) que contém .

Esta aplicagdo é um difeomorfismo local que preserva drea ( ou
uma forma de grau dois nao degenerada, miltipla do elemento de
drea) e que possui um ponto fixo em (zg, yo)-

Vejamos porque:

Observe que (zo,yo) é um ponto regular do campo X g, em parti-
cular, grad H(wo,yo) # 0 e o nivel de energia H1(e) é regular numa
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vizinhanga da curva 7.

Suponhamos que g—;{(zo, Yyo) £ 0

Entao o mapa F(z1,x2,y1,y2) = (1,22, H(x,y) — e,y2) é um
difeomorfismo local que leva o nivel H~!(e) no hiperplano y; = 0.

Além disso, usando o fato que %(mo, yo) # 0, podemos repara-
metrizar o tempo de modo que a obter um novo campo que se escreve

da seguinte forma:

dry _ Ol
d.%'l - 8y1H
d __0nH
dJCl a aylH
dy2 _ 0w, M
d.%'l - 8U1H

: -1 —
Definindo K(l’h x2, €, 3/2) por F (‘rla X2, €, y?) - (mlﬂ x2, _K7 y2)
de modo que H(z1,22,—K,y2) = e e usando a derivacao implicita,
podemos escrever o sistema acima na forma:

dJCQ
2 = K
d.%'l 8@/2
dy2
29, K
dJCl 2
dE
— =0
dxl

Ou seja, localmente o fluxo hamiltoniano restrito a uma superficie
de nivel regular é o fluxo 1 gerado por um novo Hamiltoniano, nao
auténomo (dependente do tempo), associado a funcao K.

Segue-se que este novo fluxo preserva a area de segoes transversais
pois |det dip,, (z2,y2)| = 1.

Em particular, tomando-se a transformagao de Poincaré ao longo
da o6rbita v, obtemos uma aplicagao definida em uma vizinhanca de
(z0,y0) na segdo Y., que preserva drea e que possui um ponto fixo
em (zg, yo)-

Se este ponto fixo for eliptico, podemos usar a Forma Normal de
Birkhoff e obter condigoes (genéricas) para que esta aplicagdo seja



[SEC. 1.6: APLICAGCAO DE PRIMEIRO RETORNO DO LAGO SELA-CENTRO 37

do tipo twist. Finalmente, usando o Teorema do Twist de Moser,
pode-se obter uma familia de toros invariantes em torno da o6rbita
periédica. Para uma discussao mais profunda sobre a dinamica em
torno de uma 6rbita periddica, consulte [1].

1.6 Aplicacao de primeiro retorno do laco
sela-centro

Nesta parte, apresentaremos um exemplo de aplicagao do tipo twist
que provém de um problema mecanico, do estudo de sistemas Ha-
miltonianos com 2 graus de liberdade com singularidades do tipo
sela-centro e 6rbitas homoclinicas a estas. Apesar desta andlise ser
mais geral, para facilitar o entendimento o estudo sera feito a par-
tir de um exemplo. Seja a seguinte familia a um parametro de sis-
temas Hamiltonianos em IR*, com a forma simplética usual (w =
dz A dpy + dy A dpy):

1 3
H= 5(pi+p§+z2+y2)+bx2y—y§ (1.13)

Entao a dinamica deste sistema ¢é regida pelas seguintes equacoes:

Py,= —x — 2bxy

T= Pz
. 1.14
py: —y — b1‘2 + y2 ( )
Y= py

Para todo valor de b > 0, este sistema tem o seguinte ponto de
equilibrio:

n = (z,9,ps,0y) = (0,1,0,0). E facil ver que n é uma singulari-
dade do tipo sela-centro, com um par de autovalores reais +v = +1
e um par de imaginarios +w = £+/1 + 2bi.

Por outro lado, o plano (z =0, y, ps = 0,p,) é claramente invari-
ante e nele a dinamica é regida pela seguinte equagao:

U=—y+y°



38 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

Assim nesse plano temos um continuo de érbitas periddicas com
energia menor que % que se acumulam em uma érbita homoclinica a
singularidade 7, digamos I, com H(T') = £.

Seja agora Y = {(x,y = 0,pz,py > 0)} uma secdo de Poincaré
para I'. Neste caso, como I' nao é orbita peridédica, é claro que a
aplicagdo de Poincaré f : >° — > nem sempre estd definida, pois
uma trajetéria que sai de um ponto de >, préximo a I' pode, ao se
aproximar de 7, acompanhar o ramo nao homoclinico & 7 de WY (n),
nao retornando mais a y . (ver [2] e [36]).

Da conservagao da energia, é natural definir uma familia a um
parametro (E) de aplicacoes de Poincaré fg : > p — > 5, onde Y 5
é a restricdo de Y & superficie de energia H~1(FE) (para cada valor
de E, tomamos p, = \/2E — p2 — z2). Assim, (z,p,) é um sistema
de coordenadas para ), desde que 2E — p2 — 2% > 0.

Como Y é se¢do transversal aT' em M, > é 3-dimensional, assim
> g € 2-dimensional. Pode-se mostrar que para uma classe grande e
interessante de sistemas Hamiltonianos (classe que inclui o exemplo
acima), a aplicagao fi/6 : >, /6 — > /6 estéd sempre bem definida
(ver [36] e [57]).

Com as escolhas acima, para 0 < E < %, o ponto (z,p,) =
(0,0) /0 ¢ fixo para fg. Se F < %, esse ponto representa a orbita
periédica do plano (x = 0,y,p, = 0,p,), de energia E. A aplicacdo
fE é claramente diferencidvel no 0. Se E:é, o ponto 0 representa a
orbita homoclinica I' e fr nao é mais diferencidvel nesse ponto.

Foi mostrado por Lerman [48] e Mielke et al. [57] (veja também
[35] e [36]), que num sistema de coordenadas conveniente, para

| E ||| z || (z = (x,p:)) suficientemente pequenos, fr é dada
aproximadamente pela seguinte familia de aplicagoes (ver [35]):

Fio(=) = AR[e — v log | 50| = | ~(E - ) [l (1.15)

onde 2 = (2,p;) € R, || 2 | > \/2(E ~ 4) para B> 1, F1(0) < 0,

¢ é uma constante e v = /1 4 2b, com

def [ cosf —sinf def { @ O
R<9)_<sin9 cos @ )’ A_<O 1/a>'
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Para o exemplo em questao, pode ser mostrado que @ = B +
VB2 + 1, onde B é dado por:

cos(5 /1 — 48b) cosh(5v/48b — 1)
sinh(27v/1 + 2b) sinh(2m/1 4 2b)

para b < 4 e b > & respectivamente.

Mais geralmente, o nimero o > 1 é obtido a partir de um proble-
ma de espalhamento (ver referéncias [35] e [36]), sendo uma espécie
de 7coeficiente de Floquet ” para a 6rbita homoclinica e v = |%| .
A constante ¢, no caso em que E = 1/6, 21/6 NI’ # (), nao afeta a
dinamica.

Para que

)

Fuol2) = AR[log (5o )

possa ser escrita de uma maneira mais familiar, vamos aplicar a se-
guinte mudancga de coordenadas do tipo polar que remove a singulari-
dade logaritimica que existe na origem (vamos supor que z = (z1, 22)):

2= \/ief/(%) cos(I — 5)
z9 = \/561/(27) sin(I — ¢).

Nessas novas coordenadas a aplicacao se escreve como:

s ) o =nd)+1T
f{ ' = log J(3) + T ° onde (1.16)

J(9) = a2 cos2(¢) + a2 sin 2(¢)

p(¢) = arctan (tdz#) , com u(0) =0
Nessas coordenadas, fica facil identificar o plano z menos a origem,
com o cilindro (¢,I) € S* x R onde S* = R/7Z, ou ¢ = ¢ mod .
Seja f a aplicagdo induzida por f (1.16) nesse cilindro. Claramente

f € um difeomorfismo do tipo twist e do fato de F; /s preservar drea
no plano, obtemos que f preserva a seguinte medida no cilindro:

(A) :/e’/%wmu (1.17)
A
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A aplicacdo f tem mais uma propriedade notével, f(¢, I + 7) =
f(&,I)+(0,7). Assim f induz um difeomorfismo no toro, cujo estudo
elucida diversas propriedades do sistema hamiltoniano original, ver
por exemplo [5] e [7].

1.7 A forma normal de Birkhoff

Um dos exemplos mais importantes de aplicagoes do tipo twist ocor-
re numa vizinhanga de um ponto fixo eliptico de uma aplicacao que
preserva area. Neste caso, os autovalores da derivada estao no circulo
unitario e sao nao reais e, diferentemente do caso hiperbédlico, a deri-
vada ¢ insuficiente para descrever a dinamica local.

Usando coordenadas polares, obtemos uma aplicagao no cilindro
aberto que preserva area e a propriedade de twist depende das de-
rivadas de ordem superior, como pode ser visto a partir do seguinte
resultado:

Teorema 1. (Forma Normal de Birkhoff)
Seja f: (IR?,0) — (IR?,0) wum germe de difeomorfismo tal que

(a) [ preserva drea ( f*(dx A dy) —dz A dy = 0)

(b) Df(0) possui autovalores complezos A\, X no circulo unitdrio,
A= 2™ tal que A" # 1 para n € {l,---,q}.

Entao existe um germe de difeomorfismo h € C*, que preserva
area, tal que se z=x + 1y, Z =x — 1y Ssao coordenadas complexas
em uma vizinhanca U de 0 em IR? entdo

hofoh™i(z) = Ae*™ U=z 4 o(] 2 |771) onde P(X) = a1+
coo A ap X € um polinémio real de grau m  tal que 2m+1 < q.

Corolario 1. Segue da Forma Normal de Birkhoff que se P # 0,
ou seja se algum coeficiente a; # 0 entdo f satisfaz localmente a
condicao de twist.

Demonstracdo do Coraldrio. Basta escrever z = re”, de modo que

g(0.7) =ho foh (rei?) = Are?® e2mP(?) L (| r|21)
(rei(0+27r[a+P(r2)] + 0(| r ‘q—l) _
(0 +2ra+27P(r2) +0(|r [275),r +0(] r |27Y) = (61,71).
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00
8—1 =27P'(r).2r+o(|r |72 #0 se r#0, | r|pequeno.
.
O
Estamos interessados nas propriedades dindmicas de f numa vizi-
nhancga arbitrariamente pequena de 0. Por isso, utilizamos o conceito
de germe de uma aplicacao:

Definigao 5. Dizemos que duas aplicacoes f e f1 sao equivalentes
se existe uma vizinhanca V de 0 em TR? tal que fly = filv.
Um germe de uma aplicacao em 0 ¢é uma classe de equivaléncia de
aplicacoes em 0. Portanto um representante de um germe em 0 é
uma aplicacao definida em uma vizinhancga de 0.

Definigao 6. Dizemos que duas aplicagoes f e g possuem contato
de ordem maior que k se dY9) f(0) = dWg(0) para 0<j <k, ou
seja se os respectivos k - jatos em 0 (isto €, os polindmios de Taylor
de grau k ) coincidem: j* f(0) = j*g(0)).

Neste caso usamos também a notacdo f = g mod (z") para

indicar que a diferenca f — ¢ ¢é uma aplicagdo que possui todas as
suas derivadas até ordem k nulas.
Observagao 1: Se f e g sao germes de difeomorfismo em 0,
entdao j*f(0) = j%g(0) se e somentese j*(fog~1)(0)=id ou seja
f =g mod(z**t!) se e somente se fog~! =id mod(z**1) onde id
é o germe da identidade.

Demonstragio. Se j™f(0) = j7g(0) entdo f(x)= P,(x)+ R(z) e
g(x) = P,(xz) + H(z) onde P, é o polindmio de Taylor de f e g¢
no ponto 0 e H e R sio funcdes tais que d*H(0) = d*R(0) =0 para
0<k<n.

Logo gog™' = Pu(g7(z)) + H(g7'(z)) =z e fog~'(z) =
P.(97 z)) + R(g7(x)) =2 — H(g7 (z)) + R(¢g~'(x)). Portanto,

i"(fo g )(0) = j"id(0) ouseja fog~' = id mod(x").

A reciproca é obtida escrevendo f(z) = P,(z) —|— H(x ) com
d*H(0) = 0 para 0 < k < n. Por hipétese, fog~(z) = P, (g7 (z))+
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H(g7'(x)) = * mod(z™). Portanto, P,(g '(x)) = x mod(z™).
Fazendo y = g~ !(z), obtemos P,(y) = g(y) mod(y™) ou seja
fy) =gly) mod y". O
Observacao 2: Vejamos como caracterizar a conservagao de area
nas coordenadas (z,2z). Se z=x+iy entdo z=x—1iy e dzAdz =
—2idx A dy. Logo, se f(z,y) = (X,Y) e Z = X +iY, entao
de ANdy —dX ANdY =0 se e somente se dZ ANdZ —dzAdz=0.
Seja  F(z,z) = Z(%%,%%). Suponha que F(z,2) = Az +
Ry(2,2) + 0(] z |9M1) onde Ry(z,%2) = Siii—gar, 2%zt é um po-
linbmio homogéneo de grau q.
Entdo se Z = F(2,2),7Z = F(z,2) entdo dZ NdZ =

([)\ + Eakyl kzk_lzl]dz_+ [Z akyllzkél_l]dé) N
AN[Sag 1252 dz + (A + Zag, k2812l dz) = dz A dz mod(27H1)

se e somente se

()\ + Xag,; kzk_lil)(j\ + Xag, kik_lzl)—
—(Bay, 1282171 (Zay, 128271 =1 mod(z9+1).

o que implica

Ay, kZF 12N 4+ ASag k212 =0
ouseja AXagr1(k+1)2'2F + ABagy1 (kK +1)2820 =0

Trocando os indices K — [ no primeiro somatorio obtemos:
Aap 1 (1 +1)272 4 A2agrq,(k +1)2F2 =0

Fixando o par (k,l) € IN x IN, tal que k+1[ = g obtemos as
condigoes: -
AU+ Va1, + Mk + Dagrr, = 0.

Demonstragdo. (do teorema 1) A prova do Teorema, que estd base-
ada em [46], é feita por indugdo no grau q. Para ¢ = 2, f(z,2) =
Az +0(] z|), aférmula é vélida.

Para o passo de inducao escreva

f(z,2) = Mo(z,2) +0(] 2 \q_Q) onde fy(z,2) = 2e2miQ(=)

com @ um polindmio tal que 2.grau(Q)+1 < ¢g—1 e fo(z,2)
preserva area.
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Lema 2. Se fof(fl(z7 Z) = Az+ R(z,Z)mod (27) onde R(z,%z) =
Sktjeg—1 ax;2*Z7 é um polindmio homogéneo de grau (g—1), entdo
existe um polinémio homogéneo S(z,z) de grau (q—1) que define

um germe de difeomorfismo h(z,z) = z+ S(z,Z) com

_ _ _ Az mod(z?) seq for impar
1 1 _
hOfOfO oh (Z7Z) - { )\Z+Az(n+l)2n mod(zq) seq= N+ 2

Demonstragdo. Observe que se h(z,z) = z+ S(z,Z) mod(z?) entdo
h=Y(z,2) = 2 — S(2,2) mod(z)?. De fato

h(z—S(2,2),2— S(2,2)) = 2 — S(2,2) + S(z — S(2,2), 2 — 5(2,%))
=2z—5(2,Z) + 5(z,z) mod(z?) = z mod(z)?.

Como estamos resolvendo formalmente a equacao, basta escrever
S(2,2) = Spyjmq-1  brjzFz7 e resolver a equagio

fofytoh™(2,2) = Mz — S(z,2)) + R(z,Z) mod(z9),de modo que
hofofytoh™(2,2) = Az — AS(z,2) + R(z,2) + S(\z, A\Z) mod(z9)
= Az — XAy 2F2 + 8 ag;j2R2 + 3 by AN k2 =

A2+ B(=Abgj + agj + AN Iby;) 2827 mod(29).

Basta portanto, resolver ay; + A(—1 + A*=971)b; = 0. Se ¢ for
fmpar, isso é sempre possivel pois k+j =¢—1 e X777l =1
somente se k—j =1 ou seja g = 2k.

Portanto definimos by; = %

para obter a forma dese-
jada.

Se ¢ for par, a férmula acima define by; para os indices tais que
q # 2k. O tnico termo que nao pode ser eliminado é o termo ag 41

Portanto,
hofofytoh™(2,2) =Xz + Az"2" com n+1= %

O

Lema 3. Para h encontrado no Lema 2 temos:
ho foh (2 2) = Xze®™ P2 mod (29) onde P(z) = Q(x), seq

for impar e P(z) = Q(x) + 27‘:11.>\:c”,n =4 —1 paraq par.
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Demonstracdo. De acordo com o Lema 2, se g for impar, entao h o
fofytoh™(2,2) = Az mod(29) com h(z,2) =2+ S(z,2).
Mas

fO le) h(27 2) = [Z + 5(272)]6271'7;Q(|Z+S(Z,2)|2) =z e277iQ(|Z|2) J'_ 5(27 2)
mod (z%) ouseja, fopoh=ho fy mod(z?).

Logo (fooh) ™' =h~to fy' = fo'oh™" mod (27), o que implica
hofofytoh™ = hofohlofy ! (2,2) = fo(z,2) = Az e2miP(121*) mod(z9)
no caso em que g é impar.

Para ¢ par,

hofoh o fol(z,2) = Az + Az" 12" mod(29)
ou hofoh o fol(z,2) =1+ 4| : [27] mod(29).
Logo, ho foh™l(z,z) = Az 2™ P20 (14 4 | 2 [2") mod(z7) ou

ho foh(z,2) = Az 2™ iPUZFTAI"] 1od(29), onde A’ = ol
Como queriamos demonstrar.

O

Lema 4. Se q € impar, existe H, um germe de difeomorfismo em 0,
que preserva drea, tal que H = h mod (27). Se q for par entao
% € real e podemos escolher o coeficiente byn41,, imagindrio puro
para obter H um germe de difeomorfismo no 0 que preserva drea, tal
que H=h mod (27).

Demonstracao. Estamos em condigoes de aplicar a Observagao 2 pois
fofy (2, 2) = \z4+R(z,2) mod(27), com R(z,2) = Lgyjmg1ar; 272
Como fo fy Y(2,%) preserva drea, vale
MG+ Daje1e + Ak + Dags1; =0

Mas pela defini¢ao de h, by ; = Substituindo na

equagao acima temos

ak,j
PYESESUEXESIR

)\(] + l)l_)j+1_7k5\[—1 + /_\]jk] + S\(k + 1) bk+17j)\(—1 + /\k_j) =0
ou  (j+Dbjp1r[=14+ N+ (k+1) bgsr,(—1+17) = 0.
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Mas A = A™1, portanto, V7% = M=T e (j+1)bjy1 5+ (k+1)bri1,; =
0 o que é exatamente a condi¢ao de h preservar area no grau g — 1.

No caso em que ¢ ¢é par, obtemos as mesmas condicoes exceto
para j =n = k. Como fo fo_l preserva drea, temos A(n +
Dan+i,n + A(n + 1)an+1,n = 0. Logo, Adpt1,, € imagindrio puro,
isto 6, A’ = af\;’i" é real e podemos tomar b,41,, um nimero
imagindrio puro qualquer.

Em ambos os casos, obtivemos que h(z,Z) preserva drea até
ordem g, ou seja se h(z,%Z) = (Z,Z) entdo dzAdzZ—dZ NdZ =
0 mod (29).

Antes de obter H preservando drea tal que H = h mod(29),
provemos um fato geral sobre aplicagoes que preservam area.
Observacao 3: Se f :IR?0 — IR,0 ¢é uma funcio de classe
C",r >2 tal que df(0,0) = (0,0),

X=x+0sf(z,Y)

entdo o sistema de equagoes(E) { y=Y +01f(x,Y) define

implicitamente uma aplicacao F(z,y) = (X,Y) em uma vizinhanga
de (0,0) € IR%, que preserva drea.

Demonstracdo. A existéncia da aplicagao segue do Teorema da Funcao
Implicita. Para checar que dX A dY = dx A dy basta calcular

dXNAY —dzNdy = [14+012f (x, y)|deAdY —dzA (14091 f(z,Y))dY = 0.

Podemos fazer um pouco mais: suponha que U(z,y) e V(z,y)
sejam fungoes que se anulam em (0,0) assim como os respectivos
gradientes VU(0,0) = VV(0,0) = (0,0). Além disso, suponha que
0 U + 0,V = 0.

X=z+U(z,Y)

Entdo as equagoes { y=Y —V(z,Y) definem localmente

uma aplicagao F(z,y) = (X,Y) que preserva drea.

De fato, a forma —V(z,y)dz+U(z,y)dy é uma diferencial exata,
logo, existe uma fungdo f(z,y) definida numa vizinhaca de (0,0)
em IR? tal que O1f(z,y) = —V(z,y) e Oof(z,y) = Uz, y).
Portanto o sistema de equagoes acima, localmente se escreve como o
sistema (E).
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O
Voltando a conclusao da prova da Forma Normal de Brikhoff,
vimos que o germe de difeomorfismo h(z,z) = z + S(z,Z) que ob-
tivemos no Lema 2 preserva area até ordem g, isto é, S(z,z) é um
polinémio homogéneo de grau (¢ — 1) tal que se (Z,Z) = h(z, 2)
entdo dZNdZ = dzAdz mod (z9). Voltando as coordenadas (z,y),
isto significa que h(x,y) = (x + U(z,y),y + V(z,y)) com U e V
polindémios homogéneos de grau (¢ — 1) tais que

1+ 0.U(z,y) 02U (x,y)

OV(zy) 1+0V(ny) | =7

det [
ou

MU + 0V + 01UV — VU =0 mOd((xvy)q)'

O que implica U + 95V = 0.

Estamos entao em condigoes de usar o argumento da observagao
2, aplicando o Teorema da Fungao Implicita para as equagoes

X=z+U(zY)

{ y=Y — V(l’, Y)
que preserva drea tal que H =h mod ((x,y)?).

Com isso concluimos a prova do Lema 4 e da Forma Normal de
Birkhoff.

e obtendo uma aplicagao H(z,y) = (X,Y),

O

Na solugao formal da equagao do Lema 2, obtivemos coeficientes
do tipo m Portanto, se A" # 1 para todo natural n,
sempre serd possivel resolver a equagao dos coeficientes da funcao
S(z,Z) do Lema 1 e portanto obter que existe uma mudanca de
coordenadas formal tal que f(z,2) = Aze2m P
uma série de poténcias.

Em outras palavras, usando coordenadas polares, vemos que f
é formalmente conjugada a uma aplicagdo que preserva todos os
circulos r = rg centrados na origem (”circulos invariantes”) e que
portanto possui uma dinamica bastante simples.

Entretanto, a série de poténcias que define h em geral é divergente
devido & presenca de pequenos denominadores onde A" # 1 mas
A" — 1 pode ser arbitrariamente pequeno. A obtencdo de condigoes
suficientes para a convergéncia de h (Teoria KAM) é um dos mais
belos capitulos da histéria da Matematica do século XX, sobre o qual
falaremos um pouco no Capitulo III, sobre Curvas Invariantes.

agora com P(x)
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1.8 Hamiltonianos peridédicos

As aplicagoes do tipo twist ajudam a entender a dindmica do fluxo
gerado por um campo hamiltoniano periédico.

Exemplo 1. Seja H : T*S' x R — IR, H(#,p,t) uma funcdo de
classe C® periddica, de periodo 1 na varidvel t, tal que %’;121 0,p,t) >
§ > 0 para todo (0,p,t) € T*S' x IR e sup || d*H(0,p,t) ||< M.

Denotemos por J a matriz < _2 (1) >

Entao o tempo 1 do fluzo hamiltoniano @; gerado pelo campo
XH(0,p,t) = —Jgrad H = %—I; % — %—Ig a% € a composta de apli-
cagoes do tipo twist que preservam drea.

Ou seja existe uma particao 0 =tg < t1 <ty < --- <t, =1 tal
que 1 = ps, P, 15, onde cada @5, € uma aplicagao do tipo
twist que preserva a drea (6; =t; —t;_1).

Demonstracdo. Observe que o elemento area df A dp se escreve

uyp U2

do A dp((u1,u2), (v1,v2)) = v s

= Uy — U2V =< Ju,v > .

Portanto, para provar que ¢; preserva area basta provar
(doi)T Jdps = J pois (@:)*(dO A dp)(u,v) =< Jdpsu, dpv >
=< (dpy)T Jdpiu, v >=< Ju,v >= df A dp(u,v).

Logo, basta provar que 4 ((dp;)? Jdp) =0V t.

Lembrando que se  %24(6,p,t) = X" (py(0,p,t)) entdo sabe-
mos que a matriz dp(0,p,t) satisfaz & equagao %[dgpt(ﬂ,p, t)] =
dX* (u(0,p), t)dee (0, p, ).

Como XH = —J grad H entao dX" = —Jd*H(0,p,t).

Logo §ldee(0,p,t)] = —Jd*H(¢:(0,p),t) dp:(0,p,1).

Usando isso no calculo da derivada de dp? Jdyp; obtemos:

dpl d*H(=J)" Jdp: + del J.(—=J)d* Hdp; = 0
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pois —J' =Je J?>=—1I.

Como dpg = Id entio provamos o que queriamos, dp? Jdp, = J.

Passemos agora & condigao de twist. Observe que o que esta sendo
afirmado é que ¢; é a composta de aplicagoes do tipo twist, podendo
ela mesma nao ser uma aplicagao twist. Precisamos observar o sinal
do elemento [dyt]12 da matriz jacobiana do fluxo.

Tomemos uma trajetéria ¢: (6o, po,to), com 0 < tg < 1, que satis-
faz & condigao inicial ¢y, (6o, po, to) = (0o, po, to). Logo ddi, (0o, po,to) =
Id.

Queremos mostrar que existe t1 > ¢ tal que se ¢y, = (04, P;)
sao as componentes espaciais, entdo 0,0¢, > 0.

Mas %Gt = 0,H (0, P;,t). Portanto derivando em relacdo a p
obtemos:

0
aap("')t == 8@8PH(¢)15, t) ap("')t + 8ppH 3th

Logo, a expansao em série de Taylor de 9,0;, em torno do ponto
to, se escreve:

0
8;0615 (97pa to) = 8p9t0 (97pa tO) + (t - to)aathg (eup7 tO) + O(t - t0)2

Ou seja, usando que d¢y, (60, po, to) = Id:
9,0:(0,p,t0) = 0+ (t — t0)dpp H (0, p, to) + O(t — to)?

Finalmente, usando a hipétese de convexidade estrita 0,,H (0, p, to) >
0 > 0, obtemos, para t — ty > 0 suficientemente pequeno:

8,0,(0,p, to) = (t —to)d + O(t — tg)* > 0

Como queriamos demonstrar. ([l
Se o Hamiltoniano for da forma H (6, p) = 3p® + V(6), entéo pela
conservacao da energia:
H(Gt(97p)ﬂ Pt(97p)) = %Pt(eﬂp)2+v(®t(9ﬂp)) = %p2+V(9) =FE
Derivando esta expressao em relacao a p, obtemos:

Pt(9,p)8th + V’(G)t)(?p@t =D
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Mas V'(©,) = =2 P, e P,(0,p) = 26,
Portanto, substituindo temos:

0 0
%[@o@t] -+ b [ap®t] =D

Pt(07p) 8t

Ou seja, como vimos acima anteriormente, 9,0, satisfaz uma equagao
diferencial linear.

Suponhamos que E > mazV(f). Escolhendo a raiz quadra-
da positiva, p = /2(E —V(0)), vemos que p > 0 de modo que
Pt(G,p)) > 0, Vt.

E, usando o método da variacao dos parametros, obtemos a so-
lugao explicita

p
0,0: = P.(0, /*ds
Pt t( p) PS(G,p)Q

que ¢ estritamente positiva.

Suponhamos que V(0) seja uma funcao de Morse, isto é, todos os
seus pontos criticos sao nao degenerados com valores criticos distin-
tos.

Nestas condigoes, é facil fazer o retrato de fase do fluxo gerado
pelo campo hamiltoniano. Aos pontos de maximo de V' correspondem
selas hiperbdlicas.

A condicdo E > max V' (0) no nivel de energia significa que es-
tamos considerando a regiao complementar a regiao do cilindro cujo
bordo é formado pelos ramos das selas. Esta regiao estd totalmente
folheada por niveis de energia que sao curvas homotopicamente nao
triviais no cilindro.

Um dos exemplos da situagao que estamos tratando é quando
consideramos uma perturbagao periédica do caso autonomo, isto é,
para Hamiltonianos do tipo H(0,p,t) = % +V(9) — g(t) com
| g(t) | suficientemente pequeno. Neste caso, a condigdo de twist
segue imediatamente por tratar-se de uma condigao aberta no espago
de aplicagoes que preservam area.

De certa forma, um difeormorfismo definido pelo tempo 1 de um
fluxo Hamiltoniano em 7T*S* x IR periédico no tempo é o exemplo
mais geral de aplicagao do tipo twist exata. Isto é o que nos diz o
teorema de suspensao de Moser.
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Teorema 2. (Moser, 1986) Seja f: S x R — S! x R uma apli-
cagaodo tipo twist exata de classe C", r > 3.

Entdo existe uma fun¢io H : T*S' x R — IR de periodo 1 em
t, tal que f =1 tempo 1 do fluxo gerado por H.

Além disso, existe uma constante d > 0 tal que d~' < %ng (0,p,t) <
d, para todo (0,p,t) € T*S' x R.

A prova deste teorema que é baseada em [52], estd descrita em
uma série de lemas, o primeiro deles estabelece condicoes suficientes
para que um campo periddico seja Hamiltoniano.

Lema 5. Suponha que X(0,p,t) seja um campo vetorial em T*S*
periodico em t, de periodo 1 que gera uma familia de difeomorfismos
@ T*SY — T*SY tal que

(Depr11(0,p) = i o 1(6,p)
(2)ps € exata isto € ¢ () — a = duy

onde « € a forma de Liouville, o = pdb.
Entao existe uma funcio H : T*S' x IR — IR periddica em t tal
_ L H _ : :
que @i =y = fluro do campo Hamiltoniano Xpr.
Em outras palavras, w(X:,Y) = dH;.Y para todo campo Y de-
finido em T*S* e ix,w(X;,Y) = dH;, onde w = —da € a forma
simplética.

Demonstragdo. Primeiramente prova-se que a 1-forma ¥ — w(X;,Y)
é fechada.

Observe que pfa = du; implica ¢} (w) = —pf(da) = —d(pfa) =
—da = w. Logo limg_.g M =0 ouseja Lx,w=0.

Mas Ly, (w) = d(ix,w)+ex,(dw) =0 (veja [50]). Como dw =0,
temos ix,(w) ¢éuma forma fechada.

Para provar que iy, (w) é exata, basta provar que para qualquer
curva fechada y em T*S' temos [ ix,(w) =0 ou [ ix,(da)=
f'y d(ixt Oz) =0.

Usando novamente o fato de que ¢, ¢é exata
d’U,H_S — dut

* *
. P T P .
Lx, (o) = lim 22— 71 — Jim
) s—0 S s—0 S

Logo f,y Lx, (o) = limy_o 1 f,y dugys — du; = 0.
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Usando novamente a férmula

Lx,(a) = d(ix, o) +ix,(da) obtem-se /d(ixta) + / ix,(da) = 0.
¥ ¥

Como a primeira parcela é nula, conclui-se que f,y Lx(w) =0,

como querfamos. Logo existe H(0,p,t) tal que ixi(w) = dH;

(Hy(0,p) = H(0,p,t)) o que implica X; = X = —J grad H; com

H periédica em t. (|

Lema 6. Seja f : T*S' — T*S' wum difeomorfismo de classe C™.

Entao existem um difeomorfismo vertical S(6,p) = (0,1(6,p)) e
uma translagao T.(0,p) = (0,p + ¢) tais que T. 0 S o f € exala.

Demonstracdo. Primeiramente definimos .S de modo que So f pre-

1 0
serve drea. d(So f) =dSof .df e dS = [ oY T } logo

90 ap
det d(So f) =L o f . det df.

; oY 1 = : —
Ou seja, queremos F o f = q= 7 Basta entao definir Y(6,p) =
| i
det dfor-1-
E claro que para qualquer translacao 7, a composta T, 0S o f
preserva area. Logo, basta encontrar um valor ¢ para o qual f,y (T.o

So fi*a= f,y « para uma curva v homotopicamente nao trivial.
Mas T} («) = (p+ ¢)df, portanto

L(TcoSof)*a = L(SOf)*(pdG) +c/(Sof)*d0.

Y

Como S é um difeomorfismo vertical, S*(df) = df e entdo

/(TCOSOf)*a:/(S’Of)*a—i—c/f*dG.

v v v

N D O
R

[y(TcoSof)*azfya.

Basta entao definir ¢ = para obter a condicao
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Demonstragdo. (do teorema de Moser) Tomando um levantamento
f = (f1,f2) : R? — IR? de f provamos inicialmente que existem
difeomorfismos verticais R e Q tais que f = Qo FoR onde
F(z,y) = (x +vy,y). De fato, se R(x,y) = (x, fi(z,y) —z), como

%—J;l >0 entdo R ¢ um difeomorfismo. Além disso,

F(R(m,y)) = F(x7f1(w7y) —1‘) = (fl(xﬂy)7fl(w7y) —1‘).

Queremos encontrar Q(aj, y) = (v, Qg(:ﬁ,y)) tal que QOFOR? 1,
isto &, Qa2(f1(,y), fi(z,y) —x) = fa(x,y). E suficiente definir Q2 =
f2 oRtoF L

Observemos finalmente que

R(z+1,y): (x—|—1,f1(1:+1,y)—x—1) = (x,fl(cc,y)—a:)+(1,0)

F(x+1,y) = F(x,y) + (1,0)
Q(I + lvy) = (1‘ + 1,@2(17 + lay)) = (1‘,@2(17,y)) + (170)

Logo Q,F.R projetam-se em aplicagoes @, F e R tais que
f=QoFoR.

Consideremos familias parametrizadas de difeomorfismos Q;, Fy
e R:, dependendo C*™ det, t€[0,1] tais que Qi =@, Ry =R,
Qo =1d, Ry =Ide Fi(0,p) = (0 +tp,p).

Para € > 0 suficientemente pequeno, fazendo uma reparametri-
zagao linear adequada em ¢, obtemos uma familia H; de difeomorfis-
mos dependendo C*° de t, tal que Hi_. = Qo FoR = fe H. = F>..

Para 0 <t <1 definimos ¥;=F; para0 <t <e

U, =F 0oH; parae<t<l—ce

U, =F,_10f paral—e<t<1

E estendemos para t € R pela férmula ¥y = W, ;0 \Il[lt]

onde

[t] = parte inteira de t e \Il[lt] =T 0---0W¥; composicao [t] vezes.
Verifica-se entao que

Vipr =Wep1e41y0 ‘I’[1t+1] =Wy O‘I’[ltHl ou seja Wipq = VoW,

Observe que X; = 8;’5‘ o \Ilt_l é um campo possivelmente des-

continuo para os valores t = € e t = 1 — e. Usando-se uma funcao
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auxiliar, podemos modificar ¥y em uma vizinhanga desses valores
sem afetar a parte importante da interpolagao, isto é, proximo aos
valores inteiros de t.

Este é um detalhe importante que pode ser visto no artigo de
Moser ([60]), onde se consegue diretamente obter a condigdode con-
vexidade.

Para podermos aplicar o Lema 5, é preciso obter uma familia
de difeomorfismos exatos. Para isso, usando o Lema 6, definimos
uma familia de difeomorfismos verticais S; e de translacbes Tz,
dependendo C*° de t tais que ¢y = T; 0 Sy o U, é exato, com
S1=1d e Ty =1d pois ¥, = f é exato, por hipdtese.

Logo i41 = Tiq1 0 Si1 0 Wiy,

Note que, de acordo com a definicao do difeomorfismo vertical

St+1(95p) = (97‘/t+1(07p))a com Viy1 = f dp - =

det d\IlHlo\I/tJrl

det dU,00; " det Ui0W "

det d¥ o0, !

pois Wy =W, 00y e det d¥y =det f =1. Portanto Viy1 =V
e Sip1 = Sy o S1, S1 = Id. Analogamente obtemos T; = Id e
Ti11 =T, =T, 0Ty, usando a definigdo da constante de translagao
c.
Portanto i1 =T 0S50V 0V =@i0Ti0S51 0V = @00,

Concluimos que o campo X; = 85? ow; 1 que gera a familia ¢,
¢ Hamiltoniano.

Resta provar que o Hamiltoniano H(6,p,t) satisfaz & condigao
de convexidade estrita nas fibras ou seja %275(9717, t) > d.

Escrevendo W4, o \Ilt_l =Qureo Firco Ry 0 Rt_l o Ft_l o Qt_l

Como  Fyye(0,p) = (0+ (t+€)p,p), Qrye, Qr € Reyco R,
sao difeomorfismos verticais, € facil ver que, calculando a matriz jaco-
biana da composta, se escrevemos W;; .o \Ilt_l = (Attc, Biye) entdo
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3At+e

existe uma constante C; tal que C 'e < < Che (twist unifor-

me). Da mesma forma,
;' =Tiic0SipcoV U toS  oTi !, Thyee T
Pt4e ©Pr = Li4e OPt4e O Fi4e O Xy Oy Ody 5 Lige € 1y

translagoes e Si4. e S, verticais. Obtemos que existe uma constante

d>0 tal que ed < 2

primeira coordenada de ;40 ¢!
Como 88—% =0 entdao d* <1

< ed onde Gt+€ = T1 O Pt4a © 9015_17

9Giyre  OG
Op Op

}<d oud?! <8P[E’Gf]<d

op
Isto é, a primeira coordenada X} do campo X; = % ot

} < d, oqueimplica,

tomando-se € — 0, que d~! < £ [

satlsfaz !t < 8' < d. Mas o campo Xt é Hamlltonlano logo

O

A convexidade estrita nas fibras da funcdo Hamiltoniana é uma

condigao bastante 1til e comum, que permite-nos utilizar métodos

variacionais para encontrar érbitas periddicas ou subconjuntos inva-

riantes mais gerais. Esta é uma condicao importante para a genera-
lizagao desses métodos em dimensoes mais altas.

1.9 Passando do cilindro para o anel

Os resultados sobre aplicagoes do tipo twist sao validos para um anel
invariante limitado pelo gréfico de duas funcées. Isto é interessante
ao estudarmos, por exemplo, as aplicacoes do tipo bilhar.

Esta propriedade de extenao decorre do seguinte lema cuja prova
encontra-se em [55]

Lema 7. (Lema de Extens3o)

Sejam B_, By : R — IR difeomorfismos de classe C™™', r > 1
que satisfazem B_ < By ef_(x+1)=p_(z)+1.

Seja W = {(za")| §-(2) < @' < B4 (x) ).

Se h: W — R é uma fungdo de classe C™1, tal que h(z+1,2" +
1) = h(z,2’) e d12h <0 (ou D12h > 0), entao h possui uma extensao
h de classe C™1 em R2, que satisfaz ﬁ(z + 1,2 +1) = ﬁ(z,z’) ,
8123 <0 (ou 812ﬁ > 0)
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Demonstragao. A idéia é estender a fungdo 0i2h a todo o plano e
integrar duas vezes a extensao, levando em conta as condigoes de
fronteira.

Observe inicialmente que o conjunto W é invariante pela trans-
lagao T'(z,2") = (z + 1,2’ + 1), portanto o cilindro quociente C =
IR*mod(T) contém a superficie com fronteira W = Wmod(T) difeo-
morfa a um anel fechado.

Logo, existe um ntimero § > 0 tal que d12h < —§ em w.

Seja p(x,z') uma extensdo de classe C"~! de 912k ao IR? satis-
fazendo p(x + 1,2' + 1) = p(x,2’), p(x,2’) = —J§ no subconjunto
U= {(z,2")] B_(x) —1 < ' < By(e) +1 }.

Definimos d12h(u,u') = p(u,u’) de modo que

’

Or1h(u,z’) = /Ow p(u, u")du' + 7(u).

A condigao

. B—(u)
O h(u, B-(u)) = /0 p(u,u")du' + 7(u) = O h(u, B (u))

define a fung¢ao 7 de modo que

') = [2 ) plu,u')du’ + drh(u, B (u)).

Observe que p|W = d12h implica que 9y h(u, B4 (1)) = d1h(u, By (u)).
Integrando em relacao a u :

o, 2) = /O [ /B |y Pl G B+ ()

e usando novamente a condicao de fronteira, juntamente com o
fato de que 8- é um difeomorfismo, obtemos a fungéo v(z') e

M) = [ (ouhuadu+h(80) 7 @)
(B-)"M (")
A condicio h(z, B4 (x)) = h(z, B4 (x)) estd também satisfeita. O
Desta forma, usando ﬁ(m,x' ) como fungao geratriz, estendemos
qualquer aplicagao do tipo twist que preserva area no anel A para
todo o cilindro C.



Capitulo 2

Orbitas periodicas e
conjuntos de
Aubry-Mather.

2.1 Orbitas periéodicas minimizantes

Nesta secao seguiremos a notagao e suporemos as hipéteses introdu-
zidas na secao 1.3. H4 trés referéncias, entre muitas, na quais o leitor
pode encontrar os resultados provados a seguir: [13] (Bangert), [55]
(Forni-Mather) e [56] (Meiss). A ultima é a mais elementar e mais
indicada para uma primeira leitura. A referéncia [13] (Bangert) é,
do ponto de vista matematico, a padrao no assunto. E importante
mencionar que a exposigao abaixo é fortemente influenciada por [13]
(principalmente) e [56], que por sua vez foram fortemente influenci-
adas pela exposigao original de Aubry [12]. Os resultados principais
desta secao sao devidos a Aubry [12] e Mather [53].

Qualquer érbita periddica (xk,yx)rez de uma aplicagdo do tipo
twist F' estd associada a um par de inteiros m e n, tais que xpy, =
x, + m para qualquer k € Z. Chamaremos tal 6rbita de drbita
periddica tipo (m,n). O inteiro positivo n é o periodo da érbita e
m é o nimero de voltas, positivo ou negativo, que a dérbita dd no

56
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cilindro C'. O nimero de rotagao de uma 6rbita periédica é definido
como a razdo m/n. Mais geralmente, vale a seguinte:

Definigao 7. O nidmero de rotag¢ao de uma orbita (zy, yx)wez qual-
quer de F € definido, caso os limites abairo existam e coincidam,

como:

Tk — Zo Tk — Zo

= lim = lim

p k—o0 k k——oc0 k
Caso o numero de rotagao de uma 6rbita exista, ele mede a veloci-
dade angular média (angulo/iteracao) com que a 6rbita da voltas no
cilindro. Para uma configuragio (zy)rez, vale uma definigdo andloga.

O objetivo principal desta segao é provar o seguinte teorema.

Teorema 3. A aplicacdo F' admite orbitas periddicas minimizantes
com todos os possiveis nimeros de rotagao m/n.

A prova deste teorema serd consequéncia de uma série de resulta-
dos interessantes, que evidenciam diversas propriedades das érbitas
minimizantes.

Seja Wy, : IR™ — IR a fungao W restrita a configuracoes finitas
do seguinte modo:

Wmm(JCo, e 7In_1) = h(l‘o,xl) + h(l‘hxg) +...4+ h(l’n_l, i) + m)

Note que a sequéncia das componentes (zy)rez de uma Orbita pe-
ridédica tipo (m,n) é uma configuragio estaciondria de W, ou seja
(xk)rez satisfaz as equagoes (1.12). Por sua vez a periodicidade da
sequéncia (zy)rez implica que esta é uma configuracao estaciondria
de W se, e s6 se, (zo,%1,...,Zn—1) é ponto critico de Wy, ,,. Por-
tanto, procurar érbitas periddicas tipo (m,n) de F é equivalente a
procurar pontos criticos de Wy, . Isto motiva o estudo da fungao
Win.n. Para entender alguns aspectos de W, ,, é conveniente fazer a

seguinte mudanga de varidveis (zg,...,Zn—1) — ($,M1, -+, Mn—1):
s = X0
m = T1— o
N2 = T2 —T1y...

Mm—1 = Tp—-1—Tp-2
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ou
o = S
rL = m+s
Ta = MmEtnts,...
Tpn-1 = MT+..-Mp—2+Mn-1+Ss

Nas novas variaveis vale:

Wm,n(57771,---,77n—1) = h(S,?]l —|—S) +h(7)1 +s,m +772—|—S) +
hm+m+sm+n+n+s)...
+h(m ...+ N1+ s,m+ )

Desta expressao e da propriedade , h(z+1,2"+1) = h(x,2’), fica evi-
dente que Wy, »(s,n) é 1-periddica na varidvel s, ou seja, Wy, n(s +
1,m) = Wpn(s,n). Portanto, se s — 0 = s(modl), s € IR, 6 €
51, é uma aplicacdo de recobrimento do circulo, entdo a funcdo

Wonn(0,7) ef Winn(s,n) estd definida sobre o cilindro

Conn 1(0,7) 10 € S, € R*1)

Agora, aplicando a proposicao 3, na secao 1.3, a cada parcela da
fungdo Wi, (s,m) obtém-se a seguinte desigualdade:

Winn(8,1) = Winn(s,m) 2 g[nf+n§+- Ty (1))

(2.1)
Isto implica que sobre cada fibra # =constante, o gréfico da funcao
Winn (6, -) esté acima do paraboléide definido no lado direito da equa-
¢do (2.1). Isso e a continuidade de Wiy, implicam o seguinte lema
(faga a prova).

Lema 8. A funcdo Wmn, ou equivalentemente Wi, possui um ponto
de minimo global, que serd denotado por p.

A diferenciabilidade de W,,,, implica que p é um ponto critico
desta funcao. Portanto, as componentes (zg, ..., Z,—1) de p corres-
pondem a uma érbita periédica tipo (m,n) de F. E possivel encontrar
um segundo ponto critico de Wmn, oude W,,,, usando um argumento
“mini-max”, da seguinte forma.
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Lema 9 (Mini-Max). A funcdo Winn, ou equivalentemente Wy,
possui um sequndo ponto critico distinto do ponto p do lema 8.

Demonstracdo. Seja A o conjunto de todas as curvas v : S' — Cpun:
diferencidveis, homotépicas a curva ¢ — (0 = ,n = 0), ¥ € S, e
que passam pelo ponto de minimo p. Seja « o valor mini-max

a = infyeAmaryecg Wmn o)

Primeiro consideremos o caso o = Wiy, (p). Seja @ um valor qual-
quer de 0, distinto daquele que corresponde & coordenada 6 de p. Note
que qualquer curva vy de A é homotopicamente nio trivial, portanto
possui um ponto cuja coordenada 6 vale §. Entao, da definicdo de a,
existe uma sequéncia de curvas 7’“ k=1,2,..., e uma corresponden-
te sequéncia de pontos (6,1%) € v* tal que hmk_,oo Wonn(0,7%) = a
Devido & desigualdade (2.1) a sequéncia (0, n*)rew é limitada e por-
tanto possui uma subsequéncia convergente a um ponto (9 7). Da
continuidade de W,,,, conclui-se que Wmn(ﬂ M) =a= Van(p)7 ou
seja, existe um segundo ponto distinto de p que minimiza Wmn e, por-
tanto, um segundo ponto critico. Como a escolha de  é arbitréria,
conclui-se que para todo 6 € S!, a funcdo Winn possui um ponto
critico (0,7(0)). Ou seja, no caso partlcular em que « coincide com o
valor minimo da funcgao Wi, a aplicacao F' possui um continuo de
6rbitas periddicas do tipo (m,n).

Agora consideremos o caso « >AWmn(p). Seja ¢ > 0 suficien-

temente pequeno tal que a — e > Wy, (p), e considere o conjunto

B=E {(6,n) € Crp : & — € < Wi (0,1) < @ + €}. Mostraremos que,

se Wi ndo possui nenhum ponto critico em B, entao o nao pode ser
o valor mini-max. Isso prova o lema. Portanto, suponha que Winn
nao possui ponto critico em B. Se z = (#,7) denota um ponto de
Cinn, considere o campo de vetores gradiente z = —VWmn(Z), onde
V =(0,0p,,-..,0y,_,) éo gradiente usual do R"™. Seja ¢:(z),t >0,
a curva integral deste campo de vetores que, para t = 0, passa por z.
Sobre esta curva vale

d
dt
Devido a desigualdade (2.1) o conjunto B ¢ limitado e, uma vez que
é fechado, é compacto. Como W,,,, nao possui pontos criticos em B,

Wmn © ¢t(2) = _HVWWTL((ZSIE(Z)MF



60 [CAP. 2:  ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.
entdo existe k > 0 tal que k = min,ep||VWn(2)]|2. Agora, seja z
um ponto qualquer em B e T(z) > 0 o valor mdximo de ¢ tal que
¢1(z) € B para 0 < t < T(z) (a principio T(z) pode ser infinito).
Para 0 <t < T(z) vale

d - .
Wm0 du(z) = VWP < —k =

Como Wi (2) — Winn 0 ¢¢(2) < 2€ para z e ¢4(z) em B, tem-se que
2¢ > kt o que implica T(z) < 2¢/k. Ou seja, um ponto qualquer
em B, quando carregado pelo fluxo ¢;, permanece em B no maximo
pelo tempo 2¢/k. A definigdo de « implica a existéncia de uma curva
v € A tal que Wmnh < a + €. Considere a familia a um parametro
de curvas v = ¢y 0, t € [0,3¢/k]. Qualquer curva nesta familia
pertence a A (lembre-se que p é um ponto critico de Wi € portanto
nao se move sobre a acao de ¢;). Mas Winly, < @ — € se t > 2¢/k,
o que contradiz a definicao de «. Logo B tem que conter um ponto
critico de Wmn. Como o valor de € > 0 utilizado na construgao acima
pode ser arbitrariamente pequeno, conclui-se que o valor de Wn 1O
novo ponto critico é a.
O
Nosso préximo lema (“lema de cruzamento de Aubry”) é um re-
sultado fundamental no contexto das drbitas minimizantes (ver defi-
nigoes 1 e 2 na segao 1.2). Ele afirma que duas configuragbes minimais
podem se “cruzar” no méaximo uma vez. Antes de apresenta-lo, é pre-
ciso definir o termo cruzar. Sejam a e b, a < b, dois inteiros, e seja
I = {a,a+1,...,b}. A partir de um segmento qualquer (zy)ger
define-se uma fungdo t — z;, com ¢ € [a,b], tal que z; = x para
t=k,exs élinear para k <t < k+ 1, k € I. O gréafico da funcao
t — x; serd chamado de gréfico do segmento (zx)ker. Substituindo-se
I por 7Z define-se o gréfico de uma configuracio (zj)rez do mesmo
modo. Dizemos que dois segmentos (z)rer e (2k)rer se cruzam
se seus graficos se cruzam, ou seja, se existem t1, to, t3 € t4, com
a <t <ty<tz<ty<b, tal que z; < z; para t € [t1,t2), Tx = 2
para t € [to,t3], e x¢ > 2z para t € (t3,t4]. Dizemos que duas con-
figuragoes se cruzam se elas contém segmentos que se cruzam. No
lado esquerdo das figuras 2.1, 2.2 e 2.3 s@o mostrados graficos de
configuragoes que se cruzam.
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Lema 10. Duas configuragoes (ou dois segmentos) minimais (ver
defini¢oes 1 e 2 na se¢ao 1.2) se cruzam no mdximo uma vez.

Demonstracao. Para provar o lema basta considerar o caso de cru-
zamento de dois segmentos. Sejam (zx)ker € (€k)rer dois segmentos
minimais, I = {a,...,b}. Primeiramente mostraremos que, ou estes
segmentos sao iguais, ou eles nao tem dois pontos consecutivos iguais.
De fato, se, por exemplo, z, = &, € T4+1 = &u+1, entao da minimali-
dade dos segmentos decorre que as Orbitas de F' associadas as estes
segmentos possuem a mesma coordenada y em k = a (ver figura 1.7),
e portanto coincidem para todo k € I. Disso, segue que os cruzamen-
tos dos segmentos podem ser de dois tipos, como ilustrados no lado
esquerdo das figuras 2.1 e 2.2, respectivamente. Suponha que os dois

X X

a) //
.

|k k¥l k+2 t |k k¥l k+2 t

Figura 2.1: Eliminagao de cruzamento.

segmentos minimais se cruzem duas vezes, como no lado esquerdo da
figura 2.3. Nesta figura (zy)rer ¢ representada por circulos e (§x)ker
por quadrados. Suponha que pelo menos um dos cruzamentos seja do
tipo da figura 2.1, por exemplo o que ocorre entre k =i e k =17+ 1,
e que o outro, em k = j, seja do tipo da figura 2.2. Os casos em que
ambos os cruzamentos sao do tipo da figura 2.1, ou em que o primeiro
¢ do tipo da figura 2.2 e o segundo do tipo da figura 2.1 podem ser
tratados da mesma maneira. O caso em que os dois cruzamentos sao
do tipo da figura 2.2 serd tratado posteriormente. Entao, alterando
os subsegmentos de (zx)ker € (&k)rer entre k =i e k = j, como ilus-
trado no lado direito da figura 2.3 (ou no lado direito das figuras 2.1 e
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|k k+lk+2 |t |k k+lk+2 |t

Figura 2.2: Eliminacao de cruzamento.

i seee J seee J

Figura 2.3: Eliminacao de cruzamentos.

2.2), obtém-se dois novos segmentos, denotados respectivamente por
(wr)rer € (Mk)rer, dados por:

wp =T, Mk =&k se k<i

wi =&ks Mk = Tk se i<k<j

wi =Tk, Mk = &k se k>
Denotando a restricio de W ao segmento {z;,...,x;} por Wi(x) Lef
W(z;,...,z;), obtém-se, da definicdo de configuracdo minimal, as

seguintes desigualdades:

Wyle) < Wyw) e W& < Wyl  (22)

i ij
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Usando a desigualdade da proposicao 2, secao 1.3, e que
W =3, h(zk, Trq1), obtém-se:

Wi (x) + Wiz(§) — Wiz (w) + Wiz(n)] = h(@i, Tiv1) + My §iv1)
—h(wi, 1) — Wiy wiv1) = (@ — &) (Eit1 — Tit1)

Mas o fato dos graficos se cruzarem entre ¢ e 4 + 1 implica que (z; —
&)(&i+1—xi11) > 0, 0 que contradiz as desigualdades (2.2) e portanto
a minimalidade dos segmentos (zx)rer € (&k)rer- O ponto crucial
neste argumento foi, que ao mudarmos os segmentos do lado esquerdo
da figura 2.1, para as do lado direito, decrescemos o valor da soma
das suas agoes W. Ou seja, eliminar cruzamentos diminui a soma das
acoes W.

Para concluir a prova do lema é preciso considerar o caso em que
os dois cruzamentos sdo do tipo da figura 2.2, ou seja x;41 = 41
e xj_1 = &j_1. Neste caso, constréi-se segmentos minimais (wg)ger
e (mk)ker de modo semelhante, mas ocorre que Wiz(z) = Wi (w) e
W#(€) = Wi(n), e o argumento acima nao se aplica. No entanto,
neste caso, tanto (zx)refs,j] quanto (wg)xe[;,;) a0 segmentos minimais
que possuem dois elementos consecutivos em comum, a saber x; = w;
e T;41 = wiy1. Mas, como visto no comeco da prova, isto implica
que o = w = & para todo k. Isto viola a hipdtese de cruzamento,
que requer que (zx)ker € (€k)rer sejam distintas. O

O lema 10 possui uma variante que sera necessdria futuramente.
Uma vez que sua prova é praticamente idéntica a do lema 10 ela serd
enunciada aqui.

Lema 11. Sejam (xg)rer € (Ex)rer, I = {a,...,b}, duas configu-
ragdes minimais tais que xq # &g € xp = & (0u Ty = &4 € Ty £ &).

Entao (zx)keja—1] € (§k)relab—1] (0U (Tk)rejat1,t] € (Ek)relatip))
nao se cruzam.

Demonstracdo. Considere o caso x, # & e xp = & , 0 outro é
andlogo. Suponha que ocorra um cruzamento entre (Tx)pe[a,b—1] €
(§k)kela,p—1) como no lado esquerdo da figura 2.1. Entdo o mesmo
argumento usado na prova do lema 10, e ilustrado no lado direito
da figura 2.1, mostra que tal cruzamento nao pode ocorrer. Agora,
suponha que o cruzamento é como no lado esquerdo da figura 2.2, ou
seja, existe i, a < i < b— 1, tal que z; = ;. Entao, os segmentos
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(Tx)kefip) © (& )refi,p) POSSuem as mesmas agoes W. Isso implica que

tanto (2r)pefi—1,5), quanto {z;—1,2;,&iv1,.-..,&} 20 segmentos mi-
nimais, distintos e que possuem dois pontos consecutivos iguais. Mas
isto é impossivel. O

O lema 10 possui intimeras consequéncias importantes. Uma delas
é o seguinte.

Corolario 2. Duas configuragoes minimais periddicas de tipo (m,n)
nunca se cruzam.

De fato se elas se cruzassem uma vez, entdo, devido a periodici-
dade, elas se cruzariam infinitas vezes, o que violaria o lema 10. Um
outro corolério, que de fato implica o corolario acima, é o seguinte.

Coroldario 3. Duas configuragées periddicas tipo (m,n), que corres-
pondem a minimos globais da fun¢io W, (ver lema 8), nunca se
cruzam.

De fato, se elas se cruzassem uma vez, por exemplo entre k =0 e
k =1, elas teriam que possuir um segundo cruzamento no intervalo
[1,n]. Mas isto violaria o lema 10, pois restrito a estes intervalos
as configuragoes que minimizam W,,, sao segmentos minimais. O
corolario 3 possui a seguinte consequéncia.

Lema 12. Considere a funcao Wi,, onde m’ =im, n' = in, com i
inteiro positivo e (m,n) primos entre si. Seja p um ponto de minimo
global de Wi, que existe pelo lema (8). Entao, p corresponde a
uma configura¢ao periddica tipo (m,n) que minimiza Wy,

Demonstragao. Seja (xp)kez uma configuracdo que corresponde a
um minimo global de Wy,/,,y. Entéo (§)kez, onde & = xptn — m,
também corresponde a um minimo global de Wi, Se (2k)kez é
igual a (& )kezm, entdo (2 ) ez corresponde a uma 6rbita periddica ti-
po (m,n) e a prova estd concluida. Se (xy)rez ¢ diferente de (§x)kez
entao considere a configuragao wg = & — xx. Note que, Wity = Wy
e que a média de wy, é zero, pois

k=1

k=1 k=1 k=1
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Portanto, wr muda de sinal pelo menos duas vezes, o que implica
que (zk)kez € (§k)kez se cruzam, o que viola o coroldrio 3. Ou seja,
(2k)kez € do tipo (m,n). Agora, se (ni)rez é uma configuracgao
qualquer do tipo (m,n), entdo Wi () = iWin(n). Portanto, se
(k) kez minimiza W,/ entdo ela minimza Wi,,. O

Finalmente, usando os lemas 8 e 12 mostraremos o teorema 3. Do
lema 8 segue a existéncia de uma oérbita periédica associada a uma
configuragao (zx)kez que minimiza W,,, com m e n primos entre si.
Vamos mostrar que esta érbita é de fato uma 6rbita minimizante. Su-
ponha o contrario. Entao existem inteiros a e b, b > a, e um segmento
€as€att, .-, &, cOM T4 = &q, Tp = &, tal que Wop(x) > Wop(£). Se-
ja i o menor inteiro tal que i.n > b — a, e considere a configuracao
periddica (wg)rez que satisfaz wy = & se a < k < b, e w = ) se
b < k < a+in. Note que Wytin = Tatin = Tq+1im = w,+1im, ou seja
(wk)kez € uma configuracao tipo (im,in). Finalmente, a desigual-
dade W_;(x) > W,;(§) implica que Wip, in () > Wi in(w). Isso, no
entanto, é impossivel, pois o lema 12 implica que as configuragoes
minimais de Wi, i, sdo precisamente as configuragdes minimais de
Wnn, portanto (rx)rez é configuragao minimal de Wiip, in). Isso
conclui a prova do teorema 3.

2.2 Monotonicidade e orbita minimizante

Nesta secao veremos a forca do corolario 2, que essencialmente im-
plica na existéncia de certas érbitas notdveis das aplicagoes do tipo
twist. Antes de iniciar tal discussao precisamos apresentar a seguinte
defini¢ao.

Definicio 8 (Configuragao (Orbita) monétona). Uma configu-
ra¢do (g )kez € dita mondtona se x; < xit;+k implica x; < x14;+k,
para quaisquer inteiros i,j, k,l. Outra maneira de expressar isto €
dizer que, duas “translagoes” inteiras do grdfico de uma configura¢ao
mondtona ou nunca se intersectam ou coincidem. Uma orbita € dita
mondtona se sua configura¢ao associada € mondtona.

Abaixo, usaremos a seguinte caracterizacao alternativa de mono-
tonicidade. Uma configuragio (zx)rez é mondtona se, e s6 se, para
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quaisquer inteiros ¢, j e k vale:
T; < Tj + k= Tit1 < Tj+1 + Kk (23)
Uma generalizacao desta definicao é a seguinte.

Definigao 9 (Conjunto invariante monétono). Seja F uma apli-
cagao de tipo twist como na se¢do 1.3. Um conjunto S, invarian-
te por F, € dito mondtono, quando ele possui a sequinte proprie-
dade: se (x,y) e (T,Y) sdo dois pontos de S tal que x < T entdo
Fi(z,y) < F1(Z,79). Ou seja, a ordem da coordenada x dos pontos de
S € mantida pela acdo de F.

Note que se (2)rez é uma configuragdo minimal periddica tipo
(m,n), entdo também o é (x)kez, onde &k = Xptq + b, com a e b
inteiros quaisquer. Logo os gréficos de (zx)kez € (&k)kez nunca se
cruzam, pelo coroldrio 2. Ou seja, vale a seguinte proposigao.

Proposicao 4. Uma configuracdio (ou drbita) minimal periddica tipo
(m,n) € mondtona.

Uma consequéncia fundamental do corolario 2 é o seguinte lema,
que diz que, uma érbita minimizante periédica tipo (m,n) possui seu
grafico contido em uma estreita faixa como ilustrado na figura 2.4.

Xikm

k k‘+n

Figura 2.4: Regiao de confinamento de uma configuragao periddica
minimal.
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Lema 13. Se (zx)rem € uma configuracdo minimal periddica tipo
(m,n), entdo para todo k € 7 vale

m
v —x0—k—| <1
n

Demonstra¢ao. Primeiramente provaremos que, se x; — o = « entao
para todo i € Z vale

a—1<xy — T(i—1)k < O+ 1 (2.4)

Dado i, existe um inteiro b tal que a configuragado (§;) ez, dada

por §; = Ty(i—1)k — b, ¢ minimal e satisfaz 7o < § < xo + 1 ou,
equivalentemente,

—1<xy— 50 <0 (25)

Logo, pelo corolario 2, o gréfico de (§;);cz fica entre o gréfico de
(xj)jem e (x; + 1)jem, ver figura 2.5. Mas isso implica que z; <

Trans acao deste segmento

Xy Hm -

Xo+1

0 k

Figura 2.5: Construcao usada na prova do lema 13.

&k <z + 1, o que implica xp — o < &k — 2o < xk + 1 — 20, OU s€ja,
a < & —xg < a+ 1. Somando esta desigualdade a desigualdade
(2.5), obtém-se @ — 1 < & — & < a + 1, que é equivalente a (2.4).
Agora, contrariando a tese do lema, suponha que xy —xo > k% +1
(o caso xp —xo < k™ — 1 ¢ andlogo). Entao da desigualdade (2.4)
segue que para qualquer 4 vale km/n < 2, — x(;_1);. Portanto,

km=zg, —x0 = ((Ekn - x(n—l)k) + (x(n—l)k - x(n—2)k) s

k
+(xp —x0) > nFm =km
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o que é uma contradicao. a
Agora, enunciaremos o principal resultado desta secao.

Teorema 4. Dado qualquer numero de rotacao irracional p, existe
uma configuraco (Ty)kem que possui este numero de rotagdo, que €
minimal e mondtona.

Demonstra¢do. Primeiramente, dado €1 > 0 qualquer, seja (p;)i>o0
uma sequéncia de ndmeros racionais que converge para p, com |p —
pi| < €1, paratodoi > 0. Para cada p; seja (z,) ez uma configuragao
minimal periédica com nimero de rotagao p; e tal que z§ € [0,1]. Tal
configuragio existe pelo teorema 3. Da compacidade de [0, 1] segue
que existe uma subsequéncia (CEBP )p>o0 de (z§)i>0, tal que xff — Tg
quando p — oco. Portanto, dado ez > 0 existe um inteiro J tal que
|z —To| < €2 se p > J. Paraum j > 0 qualquer sejap = J+j eseja
(gc%j Jkez Uma nova notacdo para a sequéncia (x;f)kez. Note que
zy? — Tp € [0,1] quando j — oo e |z)? — To| < e para todo j > 0.
Do lema 13 segue que para qualquer j; > 0 a sequéncia (xg’])kez
satisfaz

1229 — 229 _ kp+ 209 |

0.J _ =
" —To — kpl
0,7 0,5 0.j _ =
< lmy? —ag? = kpl 4 [xg? = Tol
0,j 0,
< ay? —xg? —kpi |+ |kpi, — kpil + €2
< 1+|]€‘61+62 (2.6)
Ou seja, todos os pontos das sequéncias (gck )ke% para j > 0, estao
contidos na regiao ilustrada na figura 2.6. Portanto, para qualquer
k fixo, a sequéncia (:1:2’7 )j>0 esta contida em um intervalo compacto.
Em particular, isto vale para a sequéncia (x(l)’J )j>0, O que implica
a existéncia de uma subsequéncia (1:(1)’31)»0 que converge para um
T1. Denotemos a sequéncia (xg’”)kez por ( "Vkez- Aplicando o
mesmo raciocinio, a partir de (xl’i)»o obtém—se uma subsequen01a
(w ’1 )7>0 que converge para T_1. Denotemos a sequéncia (xk Nkez
por (x, H J)kez Repetindo tal operagao constréi-se sucessivamente

as sequéncias de configuragoes (xk ez, (wk Neez, (wk Veez, ete...
Finalmente, a sequéncia “diagonal” de configuragoes minimais

(0 Veez, (@), Vrez, (2p " kezs (@3 vem, (@77 rem, - oon
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;ta t(P+€)
+Xot+1+ €,
X
Z
ereta tp+%o
////<<<§3\\\§\§\\\\\\§
£ %/\\\\\‘\\\\\\\\\\\//////f
2| Xo WV/ retat(P—¢y)
€, W +Xo—1-€2
[0 K t

Figura 2.6: Construcao usada na prova do teorema 4.

é tal que para qualquer k£ dado vale:

00 1,1 —12 23 —24 —
Ty, Ty, T, Xy, T, —— T

A configuracao limite (Tx)rez é aquela que estdvamos procurando.
O método usado para a obtengao da mesma é o chamado “método
diagonal” de Cantor, comumente usado em analise, como por exemplo
na prova do teorema de Arzeld-Ascoli (ver [14]) ou do teorema de
Tikhonov (ver [41]). Um subproduto imediato desta construgao é
que, para qualquer k, vale a desigualdade (2.6) para o valor limite
T, Ou seja,

|Tx —To — kp| < |kler +1+ €2

Como € e €2 podem ser escolhidos tao pequenos quanto o desejado,
segue que, para qualquer k, vale:

[T —To —kp| <1

Isso implica que o nimero de rotagio de (Tx)kez (ver defini¢ao 7) é
p-

A prova que (Tg)rez ¢ minimal serd por absurdo. Suponha que
(Tk)kez nao é minimal. Entao existem inteiros a e b e um segmento
(k) kelap), COM Ty = & € Ty, = &, tal que Wi (T) = W (§) + €1, para
algum €; > 0. Como (T)rez € o limite de configuragoes minimais
e h é continua, para qualquer €2 > 0 dado, existe uma configuracao
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minimal (2% )rez tal que:
Wasl) ~ Wagla)| < e,
|h(faa§a+l) - h(z27§a+1)| < €,
|h(§p-1,Tb) — h(§p—1,23)] < €2 (2.7)

Considere agora o segmento (1 )re[a,p], que € uma pequena variagao

de (&r)refap), dado por: mp = &Epsea+1 <k <b—-1,1n, =2, e
Ny = x};. Entao, escolhendo €3 < €1/3 vale:
Wop(@') = Wap(n) = Wo(a') = Wep(T) + Wp(T) — W)
_h(naaga-l-l) h(§ €a+1)
—h(§p—1,m) + h(Ep—1,8

> o — [Wo(a') — W)
—|h(}; Easr) — P(Ta, Eatr)]
—[h(&p—1,2}) — P(Ep—1, )|

> € —3e2 > 0,

o que viola a minimalidade de (z})yez.

Finalmente, provemos a monotonicidade de (Ty)rez. Dados i e k
existe uma sequéncia de configuracoes minimais (x%)pez, j=0,1,...,
tal que xj — Tp, quando j — oo, parap =k, k+1,k+2,4,i4+ 1,7+
2. Logo da monotonicidade de (2])pez, ver equagao (2.3), segue
5% <zl +a= zk+1 < 171+1 + a e, portanto, vale T, < T; +a =
Tr+1 < Tiy1 + a. Queremos mostrar que na tltima desigualdade nao
pode valer Tp+1 = T;y+1 + a. De fato, se esta igualdade vale entao
¢ possivel mostrar que Typq2 > Tj12 + a. Mas isso implica que para
valores de j suficientemente grandes vale z7, 12 > x] 12 ta, o que
viola a monotonicidade de (z},)pez. Portanto para concluir a prova
da monotonicidade de (Ty)rez, bastar mostrar que, se T, < T; + a
€ Tp+1 = Tit1 + @ entdo Ti4o > T2 + a. Provemos esta afirmacao
de uma forma geométrica. A configuragdo (Ti)rez € minimal, e
portanto estd associada a uma érbita de F'. Entao, o que queremos
provar decorre facilmente da propridade de twist como mostrado na
figura 2.7 (se voce ndo se convenceu escreva a prova). O

A configuragdo minimal (Ty)gez, garantida pelo teorema 4, estd
associada a uma érbita (0,7, )xez de f no cilindro C' (lembre-se que
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y

ita Xy Xisgtd Xpp
I
Xjnta

Figura 2.7: Argumento geométrico usado na prova da monotonicida-
de de (fk)kez-

6 = x(mod 1)). O fecho de tal 6rbita, que serd denotado por Ag, é
formado pela uniao da 6rbita mais seus conjuntos a e w-limite. Logo
Ac é invariante por f. Seja A o levantamento de A¢c para o plano.
Denotaremos por A; a projecao de A na reta {x}. O conjunto A;
também pode ser caracterizado como o fecho de todas as translagoes
inteiras de (Tx)rez, ou seja:

A = fecho {2} = Jck+p—|—q kel,pe,qe X}
Lema 14. O conjunto A € mondtono.

Demonstracdo. Sejam xg e & as componentes x de dois pontos quais-
de A Piqi Ti8i . d Aned d
quer de A com zg < §p e, (7" )i>0 e (¥}°")i>0, duas sequéncias de
aproximantes de xg e &, respectivamente, tais que % < 27*, para
todo ¢ > 0. Uma vez que (2}?)rez ¢ monétona para ‘todo par (p,q),
Piq1 TiSq
entao usando as desigualdades na defini¢ao 8 obtém-se 27/} < @7 8
o que implica

Piqi S .
Zli)rn Ty, =21 S lhm I1+7 =¢&i+1,

onde z; e & denotam as componentes x da imagem por F' dos pontos
associados a zg e . Novamente, para mostrar a monotonicidade de
A basta mostrar que nao ocorre a igualdade na desigualdade acima.
De fato, se ocorrer a igualdade entao, assim como ilustrado na figura



72 [CAP. 2:  ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

2.7 e na prova do teorema 4, vale que x2 > &. Novamente, isto
contradiz o fato que x5 = lim;_, o Igﬁw & = lim; oo @)
(Tk)kez € mondtona.

Os conjuntos mondétonos invariantes por F' possuem a seguinte

interessante propriedade geométrica.

S

+50 © Que

Teorema 5. Seja S um conjunto invariante e mondtono de F. Su-
ponha que S estd contido entre os paralelos y = a ey = b. Entdo nao
existem dois pontos de S sobre a mesma vertical (ou seja, a projegcdo
de S no eixo x € injetora) e se (Z,7), (T,7) sao dois pontos distintos
quaisquer de S entdo vale:

[y — 9|
|z — |

< L,

onde L é uma constante que so depende dos valores de a e b e de-
rivadas da aplicagao F'. Uma maneira mais sintética de expressar a
tese, é dizer que: S € o grdfico de uma fun¢do Lipshitz x — y, cujo
dominio € a projecdo de S no eiro x.

Demonstracdo. Se S é mondtono entao nao pode conter dois pontos
(z1,y1) e (T1,7,), na mesma vertical com x; = T1 e y1 < ¥y, pois,
como ilustrado na figura 2.7, isto implicaria Ty < xg, o que contradiz
a propriedade de monotonicidade de S.

A idéia para provar a desigualdade da tese do teorema é simples.
Sem perda de generalidade, suponha que £ < Z. Entao como mostra
a figura 2.8, se y for muito maior que 7, entao a propriedade de twist
implica que 1 = F1(Z,4) > F1(T,7) = T1 o que viola a propriedade
de monotonicidade. Para provar a desigualdade acima suporemos,
primeiramente, que § > 7. Note que para todo y € [a,b] e z € R
existe uma constante « tal que |01 F1(z,y)| < a, pois Fy é conti-
nuamente diferencidvel e Fy(z + 1,y) = Fi(z,y) + 1. Isso implica
que

|F1(E7y) - Fl(i‘ay” < O‘|E - j|

Lembrando que ¥ — ¢ < 0 e usando a hipétese ¢ < 02 F1 (z, y) de twist
uniforme obtém-se:

Fi(3,7) - F1(3,§) = / " 0uF (7, 5)ds < (5 — §)
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y

.
X X

Figura 2.8: Argumento geométrico para mostrar o teorema 5.

Portanto, usando que T > & = F1(%,7) — F1(Z,7) > 0, obtém-se das
desigualdades acima

0 < F(z,9)— F1(%,9) = F1(Z,9) — FA(2,9) + Fi(z,9) — Fi(2,9)
< |[F@y) - F@7g)| +c—9) <oz —2[+c(y—7)

que ¢ a desigualdade desejada no caso § > 3. O caso § < 7 é provado
de maneira andloga, trocando F por F~! e usando desigualdades co-
mo as acima. Lembre que F~! também é uma aplicacdo de tipo twist
que desvia a vertical para a esquerda. A constante L do enunciado é
a maior das constantes que aparece nos casos § >y e § <y (o caso
y =g é trivial). O
Aplicando o teorema 5 ao conjunto A definido acima, e usando
que A é fechado, obtém-se que sua projecao no eixo x, denotada por
A, também é um conjunto fechado. Logo o complementar de A; é
uma unido de intervalos abertos. A fim de entender a topologia de
A e a dinamica de F' restrito a A, faremos a construgao auxiliar de
um homeomorfismo do circulo que, “essencialmente”, possui a mesma
dindmica que F' quando restrito a A. De acordo com o teorema 5, tal
construcdo comega com a defingdo de uma funcdo Y : A; — IR, dada
por
x—y=Y(x) tal que (z,Y(z)) € A. (2.8)

A partir desta funcao e da invariancia de A por F', constréi-se uma
outra funcao v : A; — A; dada por ' = v(z) = Fi(z,Y(x)). O
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teorema 5 garante que v também é uma funcao Lipscitz, a monoto-
nicidade de A garante que v é mondtona e a periodicidade de A; e
Fy garantem que v(z + 1) = v(z) + 1. Agora a fungéo v é estendida
a toda a reta da seguinte forma: se x ndo pertence a A; entdo v(x)
possui o valor linearmente interpolado entre aqueles que v possui nos
pontos de A; mais préximos a x, ver figura 2.9. Tal extensdo de v,

X:

Vaor dev(x)

V(Xp)

. ; . X

Xa X Xp
Ponto de A
Intervalo forade A, !

Figura 2.9: Extensao da funcao v.

que continuard a ser denotada por v, é um homeomorfismo Lipshitz
da reta e v(x + 1) = v(x) + 1, o que implica que v induz um homeo-
morfismo do circulo dado por § = z(mod 1), # € St. Além disso, por
costrugao, v deixa invariante o conjunto A;. Note que o gréafico da
funcao Lipshitz

z =y = u(z,v(x) € Y(x),

onde u é definida por 2’ = F(x, u(x,2")), define uma curva que passa
pelos pontos de A. O homeomorfismo v desempenhard um papel
fundamental no entendimento da dindmica de F' restrito a A, o que
serd feito na proxima se¢ao. Concluimos esta segdo com o seguinte
lema.

Lema 15. Toda drbita em A € minimizante.

Demonstragao. O argumento usado nesta prova é muito semelhante
aquele usado na parte da minimalidade na prova do teorema 4. Seja
(20,y0) um ponto qualquer de A e (zx)rez a configuracdo associada
a sua érbita. Queremos mostrar que (zg)kez é uma configuragao
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minimal. Se xg é um ponto de (Ty)kex, onde (Tk)rezm € a configu-
ragao do teorema 4, entao nao hé o que provar. Suponha que isso nao
ocorre ou seja, contrariamente ao que queremos provar, (2 )gez NA0O
¢ minimal. Entao existem inteiros a e b, e um segmento (§;€)ke[a7b}7
com &g = x4 € § = Ty, tal que Wop(x) — Wep(§) > €2, para algum
€2 > 0. Da continuidade de h e F', e do fato que A é o levantamento
de A¢ (que é o fecho da érbita (Tk, Yy, )kez projetada no cilindro C),
segue que dado qualquer €; > 0 existem inteiros p e ¢ tais que, a
configuragio minimal (Zy)rez dada por Ty = Tiyp + ¢, satisfaz:

Wap(@) = Wa(@)] < e,
|h(Za, Eat1) — Mo, Ear1)] < e,
|h(§p—1,Tp) — h(&p—1,7)] < e
Considere agora o segmento (1 )xe[a,b], qUe € uma pequena variagao
de (&k)refap), dado por: m =& sea+1 <k <b—1,n, = T4, €
M, = Tp. Entdo, escolhendo €; < €5/3 vale:
Wep(@) = Wepn) = Wg(@) — W) + Wig(a) — Wp()
—h(Na; &at1) + h(&a, Eat1)
—h(§p—1,m) + h(&p-1,5)
> e — [Wg(E) — Wg(a)]
_|h(i‘aa €a+1) - h‘(mm §a+1)|
—|h(&p—1,Tp) — M(Ep—1,2p)]
> e —3€; > 0,

o que viola a minimalidade de (Zx)kez. O

2.3 Homeomorfismos do circulo e conjun-
tos de Aubry-Mather

Antes de prosseguir com o estudo da dindmica de F restrita ao con-
junto A, é necessédrio apresentar alguns resultados sobre homeomor-
fismos do circulo (ver [11], [38]). Seja v como na segdo anterior, um
homeomorfismo v : IR — IR com a propriedade v(z + 1) = v(z) + 1,
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que induz um homeomorfismo o : St — St do circulo § — ©(6)
através de § = x(mod 1).

Se x1,x3, ... denotam as iteradas de um ponto zy entao o nimero
de rotagao p(xo) de xg, é definido exatamente como na definigao 7.
Como v induz um homeomorfismo do circulo, também o faz sua k-
ésima iterada v*. De fato, v*(z + 1) = v*(z) + 1. Isso implica que
se T e T sao dois pontos quaisquer de IR com |Z — Z| < 1, entdo
|Z — T| < 1. Isso por sua vez implica:

Proposicao 5. O nidmero de rotagao p(x) de v no ponto x independe
do valor de x. Ou seja, p depende apenas do homeomorfismo v.

Demonstracdo. De fato, se T e T sao dois pontos quaisquer de IR com
|2 —Z| < 1, entéo |y — Tk < 1. Isso por sua vez implica:

Ty — Tk — (To — To)

p(@) —pE) = lim p
< lim |7 — Tk| + [F0 — Tol <lm 2=0
k—oo k k—oo k

Ou seja, p é constante em intervalos de comprimento um, e portanto
constante em IR. O

Da proposicao 5, segue imediatamente que se v possui uma 6rbita
periddica tipo (m,n), ou seja v™(xg) = o + m, entdo o nimero de
rotagdo de v é p = m/n. A reciproca de tal afirmagao também vale.

Proposicao 6. O homeomorfismo v possui nimero de rotacdo raci-
onal p =m/n, com m en primos entre si, se, e $6 se, v PoSSuL UMa
orbita periddica tipo (m,n).

Demonstragdo. Se v possui uma drbita periédica tipo (m,n), entao
tal proposigao é imediata. Resta provar que, se p = m/n entdo v
possui uma érbita periddica de tipo (m,n), ou equivalentemente, se
v ndo possui érbita periddica de tipo (m, n) entdo p # m/n. Portanto,
supondo que v nao possui 6rbita periddica de tipo (m,n), para todo
x € [0,1] vale, v™(z) > & + m ou v"(z) < = + m. Considere o caso
v™(z) > x + m, o outro é andlogo. Neste caso existe € > 0 tal que,
devido a periodicidade de v, para todo z € IR vale, v"(z)—z > +m-+e.
Isso implica que para qualquer ¢ > 0 inteiro vale:

v (2) — = v () — oI (@) + 0TI (@) — . u(x) — x> dm A+ e
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Portanto

. v m

p=lim ——— > — 4+ —,

1—00 m n n
ou seja, p £ m/n. O
Provemos agora o resultado acerca de homeomorfismos do circulo
que mais nos interessa. Lembramos que um conjunto de Cantor em
IR pode ser caracterizado como: um conjunto fechado, perfeito (ou
seja todo ponto do conjunto estd arbitrariamente préximo de outros

pontos do conjunto) e que ndo contém nenhum intervalo.

Teorema 6. Suponha que o nimero de rotagcao de v € irracional.
Entdo o conjunto w-limite E de qualquer ponto § € S*, E ef w(B), é
0 mesmo para qualquer 0, e E, ou € todo o circulo, ou € um conjunto
de Cantor.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando o seguinte resultado auxiliar.
Seja 6 um ponto qualquer de S, e a e b dois inteiros positivos quais-
quer. Entdo a semi-6rbita positiva de qualquer ponto # € S, passa
dentro do intervalo fechado com extremos ©%(f) e 9°(#) ( de fato, ha
dois destes intervalos em S! e o resultado vale para ambos). Para
mostrar isso basta provar que as pré-imagens de I = [0%(6), " (0)]
pela aplicacio © cobrem S'. A fim de simplificar a prova é conve-
niente analisar nao as pré-imagens deste intervalo por ¢, mas sim
por 7 = 9" onde i = b —a. Se as pré-imagens de I por T co-
brem S', entdo o mesmo vale para as pré-imagens por ¢. Note pri-
meiramente que 1,7 (1), 2(I),... sdo intervalos adjacentes, pois
7 H(0%(0)) = 9%(0), etc. Portanto se estes intervalos ndo preenchem
o circulo entdo existe um ponto 0_ ., tal que limg oo 7 %(0) — 0_oo.
Da continuidade de @ segue que T(A_oo) = 0_o0, O que por sua vez
implica que o nimero de rotacao de v ¢é inteiro, o que viola a hipétese
de irracionalidade de p(v).

Seja 6 um ponto qualquer de S' e p um ponto qualquer no con-
junto w(6). Entao existe uma sequéncia de inteiros (k;);~o tal que
% (0) = 05, — p, quando i — oco. Seja z um outro ponto qualquer de
St. Pelo resultado acima, dado qualquer i > 0, existe um elemento
da semi-6rbita positiva de z que entra no intervalo [0y, , 0, ,]. Logo
o ponto p também estd em w(z). Isto mostra que E = w(f) = w(z),
ou seja o conjunto w-limite de qualquer ponto de S' é E.
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Note que E é o unico conjunto fechado, nao vazio, invariante
por ¥ e minimal (aqui, por minimal entendemos que, F nao contém
estritamente nenhum outro conjunto fechado nao vazio invariante por
0, ou equivalentemente, a 6rbita de todo ponto de E é densa em F).
De fato, seja B um conjunto nao vazio, fechado e invariante por 0.
Se § € B entao E = w(f) C B, pois B é fechado e invariante. Agora,
como a fronteira F do conjunto F também é um conjunto fechado
invariante, concluimos que OF ou é vazio ou é igual a E. No primeiro
caso temos que F = S'. No segundo caso temos que E nio contém
nenhum intervalo, pois caso isso acontecesse entao OF seria diferente
de E. Como a Orbita de qualquer ponto # em E se acumula em todos
os pontos de E, pois w(f) = E, e 9*(0) # 0 para todo k, pois de outro
modo p seria, pela proposicao 6, racional, segue que E é perfeito. Ou
seja, se OF = E entao E é um conjunto de Cantor. O

Voltemos agora a analisar o particular homeomorfismo v cons-
truido no fim da secao anterior, com o objetivo de estudar a dinamica
de F restrita a A. A notagdo segue aquela anterior ao lema 15. A
configuragdo minimal (ZTx)rez, obtida no teorema 4, estd contida
em A; e possui nimero de rotagdo irracional p. Pela proposicao
6, como (Ty)rez é uma o6rbita de v, entdo o nimero de rotacdo de
todas as orbitas de v é p. Seja © a aplicacio em S' induzida por
v. Se E denota o conjunto w-limite de qualquer érbita de o, como
no teorema 6, seja Fy o levantamento de E para a reta {x}. Pelo
teorema 6 o conjunto E éo conjunto w-limite da 6rbita (63)rez.
Portanto, o conjunto A; é a uniao de F; mais o levantamento da
6rbita (0x)kez para a reta, ou seja, (Tr+i +J) ez icz jez. Note que,
nao necessariamente A; e E; coincidem, pois a 6rbita (gk)kez pode
ser errante, ou seja, nenhum ponto da 6rbita é ponto de acumulagao
da prépria. Seja E C A o levantamento de F; para o plano {z,y}
através de E = {(z,y) : « € E1,y = Y(2)}, onde Y é definida na
equagdo (2.8). Como o nimero de rotacao de qualquer ponto em Fj
é p, o mesmo vale para F (e também para A). O conjunto £ C A é
invariante por F', mond6tono, pelo lema 14 e minimizante, pelo lema
15. Agora, do teorema 6 segue que £ pode assumir duas naturezas
distintas. Primeiramente se £ = S, o que implica 4; = IR, entdo
E é o grafico da funcdo Lipshitz ¢ — Y (z), z € IR, dada na equagao
(2.8). Ou seja, neste caso f possui um circulo invariante que é o
grafico de uma funcdo Lipshitz § — y = Y(0), e toda 6rbita neste
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circulo é minimizante e possui 0 mesmo nimero de rotagao irracional.

Finalmente, se £ é um conjunto de Cantor, F também o é. Neste
caso F esta estritamente contido no grafico de uma fungao Lipshitz
x — Y(x), x € E;. Ou seja, F (e consequentemente f) possui
um conjunto de Cantor invariante, chamado conjunto de “Aubry-
Mather”, tal que toda érbita neste conjunto é minimizante e possui
o mesmo numero de rotagao irracional. Em suma, vale o seguinte
notavel teorema.

Teorema 7 (Aubry-Mather). Seja p um nidmero irracional qual-
quer e f uma aplicagao de tipo twist que satisfaz as hipoteses a, b, ¢
da secao 1.3. Entao f possui um conjunto invariante E no qual toda
orbita € minimizante e possui numero de rotacao p. Tal conjunto F
possut uma das duas sequintes caracterizacoes:

ou E € uma curva rotacional invariante dada pelo grafico de
uma fungdo Lipshitz 6 — y =Y (0);

ou E € um conjunto de Cantor invariante que estd contido no
grifico de uma fungdo Lipshitz 6 — y =Y (0). Neste caso E ¢é
chamado um conjunto de Aubry-Mather.

2.4 Orbitas minimais heteroclinicas

Nesta secao voltaremos a estudar 6rbitas minimizantes com ntimero
de rotagao racional. Na secao 2.1 foi provada a existéncia de érbitas
minimizantes peridédicas com nidmero de rotacao racional p = m/n.
Considere o conjunto de todas essas orbitas, para um dado par de
inteiros m e n > 0 primos entre si, e seja P, o conjunto de todas as
suas configuracoes minimais associadas. Pelo coroldrio 2 duas confi-
guragoes de P,,, nunca se cruzam. Isso implica que, se w e z sao duas
configuracgoes em P,,, e wy < zp, entao wi < zp para todo k € ZZ.
Neste caso diz-se que w é menor que z, w < z.

Definigao 10 (Configuracoes, ou 6rbitas, vizinhas). Duas con-
figuragoes w e z de Py, sdo ditas vizinhas se nao eriste nenhuma
outra © € Py, tal que w < x < z. Duas drbitas minimizantes de tipo
(m,n) de F sao ditas vizinhas se suas respectivas configuragoes sao
vizinhas.
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Note que, se os gréficos de todas as configuragoes de P,,, sao
representados simultaneamente, como ilustrado na figura 2.10, entao
w e z sao vizinhas se entre os graficos de w e z nao passar o grafico
de nenhuma outra configuracao de P,,,. A principio, pode ocorrer

Z
W

Figura 2.10: Duas configuragoes vizinhas.

que haja um continuo de érbitas minimizantes (ou configuragoes mi-
nimais) de tipo (m,n) de modo que os gréificos das configuracoes em
P, preenchem o plano. Neste caso, que ocorre para a aplicacao stan-
dard com « = 0 (ver figura 1.1), ndo existem configuragdes vizinhas
em P,,,.

Dizemos que uma configuragao = é heteroclinica entre duas con-
figuragoes w e z se limg—, oo |2 — wi| — 0 e limg— o |z — 2| — O.
Note que, se w, x e z sao todas configuragoes minimais e = é hetero-
clinica entre w e z, entao a orbita associada a = é heteroclinica entre
as Orbitas associadas a w e z, no sentido de ser assintética a orbita
de w para k — —o0 e assintética a érbita de z para k — oco. Nosso
objetivo nesta segao é provar o seguinte teorema.

Teorema 8. Se W e Z sao duas orbitas periddicas minimizantes de
tipo (m,n) de F, entao existe uma drbita heteroclinica minimizante
entre W e Z e uma outra entre Z e W.

Demonstragdo. Sejam (wg)rez € (2k)kez as configuragdes minimais
associadas a W e Z, respectivamente. Iremos mostrar que existe uma
configuragdo minimal, (2} )rez, que é heteroclinica entre (wy)rez €
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(zk)kez- A prova da existéncia de uma outra, heteroclinica entre
(zk)kez € (Wk)kez, é essencialmente a mesma. A prova serd feita
através da combinacao de diversos resultados ja apresentados e alguns
outros a serem apresentados nesta se¢ao. O primeiro destes resultados
¢é andlogo ao teorema de Tonelli do calculo das variagoes.

Proposicao 7 (Existéncia de segmentos minimais). Dados um
par de inteiros a, b, e um par de numeros reais Tq, Ty, exriste um
segmento minimal {Tq, Tat1,--.,To—1, T} que “conecta” x, a Tp.

Demonstracao. Da definicao 1 de segmento minimal segue que, para
provar a proposigao, basta mostrar que existe (zg41,...,2p—1) € RP,
p=>b—a—1, que minimiza a funcao

(11,1 7p) = h(xa, 1) + h(r1,r2) ..+ h(ry, 2) < Wag(r)

Da proposicao 3 decorre a desigualdade

WE(T) > g[(?"l - 17a)2 + (7’2 — T1)2 + ... (JL‘b — T’p)Q]
Se W_;(0) = A entao existe R > 0, suficientemente grande, tal que
o lado direito da desigualdade acima é maior do que A se ||r|| > R.
Logo a fungao W= possui um ponto de minimo global na bola ||r|| <
R.

Sejam a1 e by um par de inteiros positivos. A proposi¢ao 7 implica
que existe um segmento minimal ¢! que conecta os pontos w_,q, €
Znb, - Dado outros dois inteiros as > a1 e by > be, existe um outro
segmento minimal §2 que conecta W-_nq, & Znp,, € assim sucessiva-
mente. Sejam z7, j = 1,2,..., as seguintes configuracdes: x] =&
senaj§k§nbj,:vi:wksek<—naj,exi:zksek>nbj
(ver figura 2.11). A idéia central na prova do teorema 8, é mostrar
que a sequéncia de configuragdes (z7);>0 possui uma subsequéncia,
que converge para a desejada configuracao heteroclinica. Esse é o
contetido do seguinte lema.

Lema 16. Ezistem duas sequéncias de inteiros (a;);j>o0, € (bj)j>o0,
tais que a sequéncia de configuracioes (z7) >0 possui uma subsequéncia
que converge para uma configuracao minimal (zy)rem. A configu-
racao (xg)kem © € distinta de (wi)kem e (2k)kem; seu gridfico estd
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config. Z

[ ] L] [ ] L] L] L]
tr s
config. W
T T T T T T T [
-2n -n 0 n 2n

Figura 2.11: Idéia da prova de existéncia de uma configuracgao hete-
roclinica.

contido entre os grdficos de (Wi )kez € (2k)kem; satisfaz a proprieda-
de xp_n +m < xk, para qualquer k € Z; e possui numero de rota¢ao
m/n.

Demonstragdo. Suponha que as sequéncias (a;);j>0 € (b;);>0 sejam
escolhidas, a priori, como a; = b; = j, j = 1,2,.... O lema 11,
secao 2.1, implica que o grafico do segmento minimal &7 nio intesec-
ta os graficos de (wg)kez € (zk)kez, pata k| <j—1lej=1,2,....
Portanto, o grafico de todas as configuracoes z7, j = 1,2,..., estd
contido entre os graficos de (wg)rez € (2k)kez, € do mesmo argu-
mento de compacidade usado na prova do teorema 4, envolvendo o
método diagonal de Cantor, segue que existe uma subsequéncia de
configuracgoes (z7¢ );~o que converge a uma configuragio (T )kez,para
1 — oo. Tal configuracao possui, por construgao, nimero de rotagao
m/n. A configuragdo (Ty)rez ¢ minimal. O argumento para provar
isto é o mesmo usado na prova do teorema 4. Ou seja, se (Tk)kez
nao é minimal, entao ela possui um segmento nao minimal. Mas tal
segmento pode ser arbitrariamente bem aproximado por segmentos
minimais, e isso leva a uma contradigdo (ver o argumento envolvendo
a equagao (2.7) na prova do teorema 4). O problema com esta natural
escolha de sequéncia de configuragdes (z7) ;¢ é provar que a a confi-
guracao limite obtida, (Zx)rez, ndo coincide nem com (wg)gez nem
(2)kez. Infelizmente, para demonstrar este fato precisamos modi-
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ficar (e complicar) a escolha da sequéncia de configuragoes (z7) ;.
Neste ponto, deve-se enfatizar que a idéia central na prova do teore-
ma 8 esta contida neste paragrafo e na figura 2.11. O leitor nao deve
se esquecer disso durante, e apds, a leitura do particular e intrincado
raciocinio que segue abaixo.

Seja ¢! o segmento minimal que liga W_gyn & Zbyn, Onde a3 =
by = 1. Se & > (20 + wp)/2 entdo defina os segmentos A e B!
como A} = &}, k € [—ain,bin] e Bl = & +m, k € [—(a1 —
1)n, (b1 + 1)n]. Neste caso defina ay = a1 e by = by + 1, ver figura
2.12 (para simplificar, nas préximas figuras m é sempre igual a zero).
Por outro lado, se £ < (20 + wp)/2 entdo defina os segmentos A*

X

config. Z e

vy
config. W

[ [ [ [ [ [ [ [
-2n -n 0 n on K

Figura 2.12: Algoritmo para a construcdo dos segmentos &7.

e B como A, =&}, —m, k€ [—(a1+1)n,(by —1)n] e By = &,
k € [—ain,bin]. Neste caso as = a1 + 1 e by = by, ver figura 2.13.
Agora, seja £2 o segmento minimal que liga w_q,, a 2p,,. Note que:
Al < (20+wp)/2—m, B} > (z0+wp)/2+m e Al e B! sdo minimais e
nao se cruzam (consequéncia do lema 10). O lema 10 também implica
que o grafico do segmento &2 esta abaixo do grafico de A' (£ < A})
e acima do grifico de B! (¢ > Bi), ver figuras 2.12 e 2.13. Se
isso nao ocorresse estes segmentos teriam que se cruzar duas vezes.
Disso decorre que €2, < (20 + wp)/2 —m e &2 > (29 + wp)/2 + m.
Agora, repitamos o procedimento feito com ¢! para obter &. Se
&8 > (20 +wp)/2 entao defina os segmentos A% e B? como A? = &7,
k € [—agn,ban] e B =& +m, k € [—(az — 1)n, (b + 1)n]. Neste
caso defina a3 = as e b3 = by + 1. Note que A%, < (20 +wp)/2 —m
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config. Z EZ

Figura 2.13: Algoritmo para a construcao dos segmentos &7.

e B2 > D1(20 +wo)/2 +m. Se & < (20 + wo)/2 entdo defina os
segmentos A% e B? como A =&, —m, k € [~(a1+1)n, (by —1)n]
e B = ¢, k € [—ain,bin]. Neste caso ag = a2 + 1 e by = ba.
Agora, seja €2 o segmento minimal que liga W_qgn & Zpyn. Pode-se
repetir a construcao acima e obter ay4, by e €%, etc. Ao final obtém-se
uma sequeéncia infinita de segmentos minimais (& )[ajyb].], 7=12,...,
tais que: &, < (20 +wo)/2 —m, &, > (20 +wo)/2+m, &, =
W_na; © £Zlbj = Znb,;, para todo j. Além disso, a; — oo e b; — oo,
para j — oco. Destas propriedades as tnicas que nao sao facilmente
obtidas da construcao acima sdo a; — oo e b; — oo, para j —
oc. Elas serdao provadas abaixo. Seja agora (z7);0 a sequéncia de
configuracoes definida por: ], = & se a; < k < b;, x;, = wy se
k < aj, e z;, = z, se k > b;. A minimalidade de dos segmentos
& e 0 lema 10 implicam que o grafico de (Si)ke[aj,bj] estd acima do
grafico do seu transladado (f‘,i_n +m) kelay,b;]» POIS estes segmentos

nio se cruzam. Logo vale z], > x]_, + m. Para a sequéncia de
configuracoes (7 )j>0 pode-se repetir o raciocinio feito no primeiro
paragrafo desta prova, e obter uma configuracdo minimal (zy)kez,
com numero de rotagdo m/n e tal que wg < z < zg. Além disso,
por construcdo r_, < (z0 + wg)/2 —m e x, > (20 + wo)/2 +m
ou seja (2 )rez nao coincide, nem com (w)rez, nem com (2x)rez-
Finalmente, a propriedade zj, > a7, +m implica que a configuragao
(zk)kem satisfaz xp > xp_p +m, k € ZL.
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Para concluir a prova do lema é necessério provar que vale a; — 0o
e b; — oo, para j — oo. Da construgao dessas sequéncias segue que
an < apy1 € by < bpy1. Contrariando a tese, suponha que uma das
sequéncias, por exemplo (b;);>0, seja limitada. Neste caso existe um
valor J de j, tal que b; = by e aj4+1 = a; + 1, para todo j > J.
Mais ainda, do lema 11 segue que, para todo j > J, o grafico de
&It estd acima do grafico de &7, uma vez que & = §g;r1, ver figu-
ra 2.14. Isso implica que a sequéncia das configuragoes (27,)[—oo,b,1;

X

config. Z

Figura 2.14: Sequéncia de configuragdes convergindo para (T)—oco b, -

covergird a uma configuragao minimal (Ty)[_oc,,]- Novamente, o le-
ma 10 implica que o grafico de (5%);@6[&].7;,‘,] estd acima do grafico do
seu transladado (&, + M)kela;,b,], POIS estes segmentos nao se cru-
zam. Disto decorre que a configuragao limite satisfaz Ty > T, +m,
k € [—00,bs]. Para terminar a prova do lema precisamos da seguin-
te proposicao, onde finalmente serd usada a hipétese que (wi)kez
e (zr)rem sdo configuracoes vizinhas. Tal proposigio serd também
usada na finalizacao da prova do teorema 8.

Proposicao 8. As configuragoes (vx)vez € (Tk)|—cop,], dadas na
prova do lema 16, se existirem, satisfazem as sequintes desigualdades:
Tp < Tp_pn+m, k €L eTy < Ti_n+m, k € [—OO,bJ]. Além
disso, existem inteiros a, b e c tais que valem os sequintes limites:
limk_,_oo Tk — Wk+a = 0, hmk_,oo Tk — Rk+b — 0e limk_,_oo Ty —
Whtc = 0.



86 [CAP. 2:  ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

Demonstracdo. Vamos provar apenas que Ty < Tip_n, +m, k € Z, ¢
limg_, oo Tk — Wk1q = 0. As outras afirmacoes sdo provadas usando-
se os mesmos argumentos. Da prova do lema 16 segue que xj; >
Tkp—n + m. Suponha que exista k tal que zx = zx_, +m. Uma vez
que (xy)kez é uma configuracao minimal, isso implica que (zx)kez é
uma configuragao tipo (m,n). Como o grifico de (zy)rez estd entre
os gréficos de (wg)rez € (2k)kez, € ndo coincide com nenhum desses,
obtém-se que (wi)kez € (2k)kez Nd0 sdo configuragdes vizinhas, o
que é impossivel. Logo vale z, < zp_p, +m, k € Z. Considere
agora a sequéncia de configuragdes &, = Tk_jn +jm, k € Z e j =
1,2,.... Note que, para todo j > 0, o grafico de &’/ estd acima
do grafico de 77!, que estd acima do gréfico de (wi)kez, € vale
&) > @t =, +m > wp. Isso, como antes, implica que a sequéncia
de configuragdes minimais (/) j>0 converge para uma configuracao
minimal (& )rez, que satisfaz &, +m = &g > wy. Ou seja, (T )kez
é uma configuragao minimal periédica do tipo (m,n), cujo gafico estd
entre os gréficos de (wg ) kez € (2k)kez, podendo coincidir apenas com
(wi)kez, pois a sequéncia (i7);5¢ é decrescente. Como (wg)kez €
(2k)kez sdo configuragdes vizinhas, (£ )rez tem que coincidir com
(wi)kez. Isso implica o limite enunciado na proposigao. (Il

Voltemos a prova do lema 16. Seja Ty = Tgp—n+m, k € [—00,bs+
n]. A proposi¢do 8 implica que as configuragoes (fk)[—oo,b,,] e
(Tk)[—o0,b,+n] satisfazem: Tp > Tp_, +m = Ip, k € [—00,bs],
limg oo T, — Wite = 0 € limg—, _ oo Ty — Wi+ = 0. Considere agora
a configuragao (Zx)[—cc,b,+n], dada pela colagem de (Tx)[—oo,p,] COM
um perfodo da configuragao (zx)kez, ou seja, & = Tk, para k < by e
T =z para by < k < by +n, ver figura 2.15. Abaixo serd mostrado
que a configuracao (&% )[—oo,b,+n) ¢ minimal. Mas isto é impossivel,
POiS (&k)[—o0,b,+n] POSSUL um segmento que coincide com (zx)rez, €
como ambas sao minimais deveriam coincidir, pois geram a mesma
érbita da aplicagao F'. Isso por sua vez mostra que (b;);>0 nao pode
ficar limitada quando j — oco.

Portanto, para concluir a prova do lema basta mostrar que se
a configuracio (Zx)[—cc,b,+n] €Xiste ela ¢ minimal. Para simplificar
a notacao, facamos uma translacao nas configuragoes envolvidas de
modo que k = by seja levado em k = 0. Seja a < 0 um inteiro
qualquer e considere as fungdes (n — Wa(n) en — Wa(n), n =



[SEC. 2.4: ORBITAS MINIMAIS HETEROCLINICAS 87

X

1periodo de z

S

X
. R

‘ 1 periodo de w
\ \ \ \ \ =

Figura 2.15: Construgdo usada para mostrar que (Ty)—_oco,0 nd0 pode
existir.

TNa+15 - - - 777—1)7 dadas por:

Wa(n) = h(fi'tm 7711,-{-1) + h(na+l7 77a+2) +... h(n—la ZO)
Wa(n) = h(i'(“ 7711,-{-1) + h(na+l7 77a+2) +... h(n—la ZO)

Note que para qualquer 7 dado:

|Wa(77)—Wa(77)| = |h(iﬁaa77a+1)—h(i’aa77a+1)| - 07 para a — —0Q,

(2.9)
uma vez que lim,—, o |Zq — To| = 0, ver figura 2.15. Note também
que (ver figura 2.15):

[Wo(#) = Wa(Z)| = |hz_n,2ns1)+... +h(z_1,20)
_h<-i'a7 i'a-i-l) +... = h(jja-i-n—la (Ea-ﬁ—n)
—0 para a — —00, (2.10)

pois, limg_,_ oo Tk — Wit = 0 implica que, para a — oo, vale

h(‘%tm i'a-i-l) +...+ h(i'a-ﬁ—n—la (Eaﬂ—n) -

h(wa+C7 wa+c+1) +...+ h(wa+c+n—1a wa+c+n)

h(Wate, Water1) + -+ M Watcrn—1,Watetn) =
h(z—pyz2—nt1) + ...+ h(z-1,20)
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pois ambas configuracoes periddicas minimizam globalmente a mesma
funcdo Wy, definida na segdo 2.1. Agora suponha, ao contréario do
que queremos provar, que (Zx)—oo,0 N80 é minimal. Entao existem
inteiros negativos p e ¢, um € > 0, e uma variagao 7 de (fk)[—oo,%
dada por, {...Zp, Mp+1,---Ng—1,2q,--- Lo}, tal que para todo a < ¢
vale W (1) < W, (&) — ¢, onde € independe de a. Dessa desigualdade e
da minimalidade de & segue que (na desigualdade abaixo “n” denota
as devidas restrigdes da configuracio 7):

Wa(n) - Wa(n) < Wa(fc) —€— Wa(n) < Wa(fc) - Wa(fc) — €

Tomando o limite a — —oo dos dois lados desta desigualdade, e
usando os limites (2.9) e (2.10), obtém-se a contradigao desejada. Ou

seja, se a configuragao (& )[—o,0) existe ela é minimal. O
Finalmente, o teorema 8 é uma consequéncia imediata do lema 16
e da proposicao 8. O

2.5 A Foérmula de MacKay-Meiss

A classificagdo dos pontos periddicos (hiperbdlico, eliptico ou pa-
rabdlico) de uma aplicagao que preserva drea depende apenas do trago
da derivada. Isto ocorre porque o determinante da derivada é igual
al.

Nesta secao, apresentamos uma féormula, devida a Mackay e Meiss,
que relaciona o trago da derivada da aplicagao de twist num ponto
periddico com o determinante hessiano da funcao geratriz ao longo
da configuracao associada a érbita.

Suponha que uma aplicacao do tipo twist F' que preserva &area
tenha funcao geratriz h(x,x’).

Sabemos que uma sequéncia (z;);cz esta associada a uma érbita
F(xi,yi) = (Tit1,¥i+1) se e somente se y; = —01h(vi,iy1) =
82h((EZ'_17 1‘1)

Ou seja, a sequéncia (x;);cz € um ponto critico do funcional
W(.%‘) = Ziezh(.%'i, xi-i—l) :ou 81h(:ci7xi+1) + 32h(1‘i_171'i) =0.

Uq

Escrevendo z; = (z;,v;) e € T,,(C), espago tangente de

C em z;,
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dF(zi)< zi ) = ( Ziﬂ ) entao
i i+1

v; = =011 h(2s, Tig1)u; — O12h (@i, Tig1 )uiv1 €

v; = Oa1h(zi—1, Ti)ui—1 + Oa2h(wi1, ). u;

Usg

Isto significa que a sequéncia de vetores é um campo

U;
de vetores ao longo de uma érbita de F' entao satisfaz a equacgao de
Jacobi:

O22h(wi—1, i) +011h(zi, Tit1)|ui+O21h(ziz1, xi)ui—1+022h(xs, Tit1)uit1 =0

Em particular se (z;) é uma 6rbita periddica, de perido ¢ entdo
Fi(z;) = z + (p,0), ou seja, existe um inteiro p tal que x4, =
x; +p, V; € Z, e aequacao de Jacobi acima nos permite relacionar
a natureza de ponto critico (z) com o tipo de érbita periddica.

Teorema 9. (MacKay-Meiss )

(—1)? Hess W(az)

tr dF9(zg) — 2 =
rdF(z) Ho1oh(2i, Tiy1)

Como det dF'%(zy) =1 entao a classificagdo das 6rbitas periddicas
(hiperbdlica, eliptica ou parabdlica) depende apenas do sinal de
[tr dF9(zp)| — 2, pois a condigao de twist nos garante que
O12h(xi, zi11) < 0 e o sinal do produto no denominador é igual a

(~1)1.

Coroldrio 4. Se Hess W(x) > 0 entao (20, -+ ,2q-1) € uma
orbita periddica eliptica ou hiperbdlica .

Se Hess W(x) <0 entio (20, ,2q—1) € hiperbdlica

Se Hess W(x) =0 entdo (20, - ,2q—1) € parabdlica

Demonstragdo. Se A é um autovalor de dF%(zp) e ( ZO ) éo
0

autovetor associado entdo dF'(z) ( ZO ) =\ ( Q;O ) .
0 0
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Usando a regra da cadeia e a periodicidade da érbita (z;, - -, 2q)

temos dF'(z;) ( ZZ > :)\( ZZ ) onde < Zﬂ'l ) = d F(z) ( ZZ )
i i i+1 i

Isto significa que Au; = wjyq.
Substituindo esta igualdade na equagao de Jacobi parai =1 e
1 = q respectivamente, obtemos:

d21h(zo, x1)A " Tug + [O11h(21, 2) + B22h(mo, z1)]ur + O12h(z1, z2)uz =0

O21h(wg, wqr1)Aur + [O11h(2q, Tgt1) + O22h(Tg—1, ®g)|uq + O12h(Tg—1,Tg)uqg—1 =0
Us
Escrevendo na forma matricial M (A\).u =0 com ; e a matriz
Uq
M () tem as seguintes entradas M;; :
My1 = 011h(z1, 22) + O22h(xg, 1),
My, = algh(ﬁcl,ﬁcg) e Mlq = 821h(x0,:c1))\_1
Parai=2,...q — 1:
M; i—1 = 0o1h(xi—1,x;) e M;ip1 = Oroh(z, Tiq1)
Mi; = Ov1h(xi, i) + O2h(wi—1, ;)
Mg = MNo2h(zg,2411) € My g—1 = O12h(z4-1,24)
Mgq011h(xg,, gr1) + O22h(Tq—1,%4) e as demais posigoes sao to-
das nulas.
Portanto, A é um autovalor de dF'?(z;) se e somente se det M (\) =

Se D(\) = detM()\), entao
D) = D()+A=1)(=1)T "I, diah(zi, xip1)+ (A" =1)(=1)9" "H_, Biah(wi, xi—1)
Portanto D(\) =0 se somente se
D(1) = (=D A+A7" = 2)IIL, Biah(xi, wigr).

Lembrando que A~! também autovalor de dF9(Z;), se A o for,
podemos escrever

(=1*D(1)
IT{_ ) Oroh(wi, wita)

tr(dF(z)) —2 =

Pela condicao de twist o denominador nao se anula, em particular
com as nossas hipéteses temos 012h < 0. Obviamente z; €é ponto
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periédico simples (A # 1) se e somente se D(1) # 0. Escrevendo
W(x1, - xq) = h(z1,22) + - - + h(xg, x14p) (lembre-se que z441 =
z1 +p) de modo que

grad W(‘rly e 7z4) =

(O1h(z1, 22) + O2h(2g, T1 + D), ..y O2h(Tg—1,%q) + O1h(zq, 21 + p))

e calculando a derivada segunda conclui-se que d*W (z1, T2, ..., x4) =
M(1).

Portanto det M (1) = det d*W (z1,--- ,x,) = Hess W (x1,- -+ , 1)
para uma sequéncia que é o ponto critico de W e, que satistfaz (z;44 =
T; + p).

Com isto fica provada a férmula. O

De acordo com o corolario 4, a férmula de Mackay e Meiss nos
ajuda a classificar os pontos periédicos de aplicacoes do tipo twist
que preservam area usando a fungao geratriz.

Por exemplo, se a configuragao é um ponto de minimo nao dege-
nerado entao a drbita periédica O(p) correspondente é hiperbdlica e
o Teorema de Hartman e Grobman [24] nos garante que existe uma
vizinhanga U do ponto p tal que f™|U é topologicamente conjugada
& sua parte linear D f™(p).

Por outro lado, se a érbita periédica for eliptica, ou seja se os au-
tovalores A e A~ sdo complexos com | A |= 1, a derivada, cuja matriz
é semelhante a uma rotacgao, é insuficiente para dar informacoes sobre
a dinamica local em torno do ponto periédico.

Para tratar desta questao, o primeiro passo é dado pela Forma
Normal de Birkhoff, cuja consequéncia fundamental é dar condigoes
suficientes para que a aplicagdo restrita a uma vizinhanca de um
ponto fixo eliptico seja do tipo twist. Este é um dos exemplos mais
importantes de aplicacoes do tipo twist que preservam &rea.

2.6 Métodos topologicos

2.6.1 Orbitas periodicas

Nesta subsecado demonstraremos a existéncia de érbitas periddicas
para as aplicagoes do tipo twist de uma maneira construtiva, através



92 [CAP. 2:  ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

da andlise da interseccao de certos conjuntos e de suas propriedades.
Suporemos apenas que f : A — A ou f : C — C satisfaz, além da
propriedade de twist, a seguinte propriedade de interseccao de curvas:

PIC : Dada qualquer curva fechada simples v C int(A) ou v C C,
cujo complementar ndo contenha um disco (intuitivamente, =
circunda o anel ou cilindro), entao f(y) N~y # 0. E claro que se
f preserva drea no anel ou é exata no cilindro, entao f satisfaz
PIC.

No que se segue, denotaremos o anel A ou o cilindro C' por M
e um levantamento F' de f estd fixado. No caso do anel, como f é
um homeomorfismo que fixa as componentes do bordo de A, em cada
componente do bordo f age como um homeomorfismo do circulo.
Assim podemos associar um numero de rotagao a cada uma destas
componentes. Denotando as componentes do bordo de A por 9, e Jp,
vamos Supor que

pa = p(f restrita a 8,) < p(f restrita a 9y) = pp.

Se f preservar area, entao é possivel mostrar que a desigualdade
abaixo é consequéncia disso mais a propriedade de twist, ver cap. 3,
corolario 6.

Vamos agora considerar o seguinte conjunto

K(p,q) ={(z,y) € M : (F),(2,9) = T+ p}, (2.11)

onde (Z,7) € IR? é um levantamento qualquer de (z,y). Entao vale a
seguinte:

Proposicao 9. Para todo racional p, < p/q < py (se M for o
cilindro, vale para todo racional), K(p,q) contém um compacto co-
nexo C(p,q), cujo complementar possui pelo menos 2 componentes
conexas, uma contendo o fim inferior de M e outra contendo o fim
superior.

Demonstracao. Para g = 1, a prova é imediata a partir da condigao
de twist, pois para cada € S!, existe um tinico ponto de K (K é
conexo e é grafico sobre S1).



[SEC. 2.6: METODOS TOPOLOGICOS 93

Se ¢ > 1, K pode nao ser mais um conjunto conexo, assim é
preciso procurar um compacto conexo, contido em K, que separe
M como no enunciado da proposicao. Primeiramente, definamos o
seguinte conjunto aberto:

O1={(z,y) e M: (F),(Z,y) <T+p},

onde (Z,7) € IR? é um levantamento qualquer de (z,y).
Se M for o cilindro, vamos observar que para qualquer z € R
fixado, temos o seguinte:

. lig (F)y(z,t) = . lig (F7),(z,t) = o0 (2.12)
Onde (2.12) é consequéncia da condigao de twist e do fato de que
as nossas hipdteses implicam

lim F5(Z,t) = +oo.

t—=4oo

Assim, existe Const > 0 suficientemente grande, tal que :

01 D S'x] — 00, —Const[ e O; N S x]Const, +oo[= ()

No caso de M ser o anel é facil ver que O contém uma vizinhanga
do 8, e O1 nao intersecta .

Agora, seja Oy a componente conexa de Op, que contém
S1x] — 0o, —Const[, ou no caso do anel, a que contém 9,. E, seja
O3 a componente conexa de M\O», que contém o fim superior de M.
Entao é claro que 9(0O3) é um compacto conexo C, como no enunciado
da proposicao. Além disso, da definicao de O temos que para todo
z pertencente a fronteira de Os:

(F),(3) = Gnh+p=CC Kp,9)
Vamos agora lembrar a seguinte:

Proposicao 10. Se z € f(C(p,q)) N C(p,q) = z € ponto (p,q) pe-
riodico para f
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Demonstracdo. Para cada z € IR?, seja V5 a reta vertical por Z.
Como F' ¢ do tipo twist, F'(Vp-1(z)) N Vz = Z. Agora suponha que
z € f(Cp,q) NCp,q) :

Fi(Z) = F(Vra-1z)) N Vi) =
= F(Ve-13)+0.0) N Vot 0,0) = F(VE-1G14,0)) N Vi) =
=2+ (p,0)

Assim, z é ponto (p, q) periédico para f.
O
Finalmente estamos prontos para mostrar a existéncia de érbitas
periddicas com todos os nimeros de rotagao possiveis:

Teorema 10. Dado um racional p, < p/q < pp (se M for o cilindro,
p/q € qualquer), f possui ao menos uma orbita q-periddica com esse
numero de rotagao.

Demonstracao. Pela proposicao 10, é suficiente mostrar que

f(C(p,q)) NC(p,q) # 0.

Assim, por absurdo, vamos supor que tal intersecgao é vazia. Nes-
te caso, como C(p, q) é o bordo de um aberto homeomorfo a M, existe
uma curva fechada simples v C M, que circunda M, tal que C(p, q)
pertence a uma componente conexa de v¢ e f(C(p, q)) pertence a ou-
tra. Mas isso implica que f(v)N~y = 0, o que contradiz a hipdtese de
intersecgao de curvas.

O

Tudo o que foi feito anteriormente pode ser encontrado em [43] e
[47].

O teorema acima nao nos da certas propriedades importantes que
as oOrbitas periddicas das aplicagoes do tipo twist muitas vezes tem.
Lembremos a definigdo de 6rbita bem ordenada (ver sec. 2.2):

Defini¢ao: Dizemos que uma érbita g-periédica {z, f(2), ..., f97(2)}
de uma aplicagao do tipo twist f é do tipo Birkhoff, ou bem
ordenada se:

- para z = (E,@,%J = (@,y) € ﬁ_l({z,ﬂz),...,fq_l(z)}) com

T < T, entdao F1(Z) < F1(Z'), onde 7 : M — M é a aplicacao
de recobrimento e M é o recobrimento universal de M.
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Finalmente citaremos, sem demonstragao, o seguinte teorema de-
vido a G. R. Hall [42]. Este teorema diz que se uma aplicagdo do
tipo twist tem uma érbita periédica com um determinado nimero de
rotagao, entao ela tem uma o6rbita bem ordenada com esse ntimero
de rotagao.

Teorema 11. (Hall) Dada uma aplicagdo do tipo twist f: M — M
e um racional p/q, se f possui ao menos uma drbita q-periddica com
numero de rotagdo p/q, entdo [ possui uma drbita periddica do tipo
Birkhoff com esse numero de rotagao.

Para uma demonstragao quase elementar desse resultado, ver [9].
Finalmente, se f satisfaz a propriedade de interseccao PIC acima
citada, ela tem, pelos teoremas 10 e 11, 6rbitas periédicas bem orde-
nadas com todos os nimeros de rotagao possiveis. Agora aplicando
os métodos de aproximacao vistos anteriormente, sec. 2.2, obtemos a
existéncia dos conjuntos de Aubry-Mather com nimeros de rotacao
irracionais.

2.6.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff

O teorema de Poincaré-Birkhoff, ou "dltimo teorema geométrico de
Poincaré” é um resultado muito importante, nao s6 porque foi moti-
vado por aplicagdes mecanicas (problema restrito dos 3 corpos), mas
também porque deu inicio a uma importante area de pesquisa dentro
dos sistemas dindmicos. Basicamente, ele consiste numa generali-
zacao do teorema 10 sem a hipdtese de twist. Vamos entdao a um
enunciado.

Suponha que h : S! x [0,1] — S* x [0,1] seja um homeomor-
fismo que preserva 4rea, homotépico a identidade, isto ¢, se h o
Rx[0,1]— IR x [0, 1] é um levantamento de h, entdao h(z + (1,0)) =
h(Z) + (1,0) para todo Z € Rx[0,1] e h(S? x {i}) = S x {i}, para
i =0,1. Do fato de h ser um homeomorfismo, segue que h |g1,; é
um homeomorfismo do circulo, para i = 0, 1. No que se segue vamos
supor que os numeros de rotagao desses homeos do circulo satisfazem
a seguinte condigao:

p(h |s1xqoy) <0< p(h|s1xq1})
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O teorema que serd demonstrado nessa secao nos diz que, dadas
as hipdteses acima, entao h tem pelo menos 1 ponto fixo. Na verda-
de é possivel provar a existéncia de pelo menos 2 pontos fixos, mas
isso nao sera feito aqui. Existem diversas versoes desse teorema, des-
de " corregoes” das primeiras demonstragoes feitas por Poincaré, até
provas modernas, que dao mais informacgao sobre as 6rbitas.

Uma tendéncia muito importante que se iniciou com o trabalho
de Kerekjarto foi a ligacao entre essa teoria e o estudo dos chamados
homeomorfismos de Brouwer, que sao homeomorfismos do plano que
preservam orientagdo, sem pontos fixos, ver [40], [37], [65] e [32] por
exemplo.

Podemos citar como referéncias béasicas as seguintes: Poincaré
[62] e os trabalhos de Birkhoff [15] e [17], no primeiro provando a
existéncia de apenas um ponto fixo e no segundo com uma prova
mais topoldgica, garantindo os 2.

Para mais algumas versoes interessantes do teorema de Poincaré-
Birkhoff, ver por exemplo [20], [21], [8], [31] e [43].

A demonstracao apresentada aqui é a que aparece em [15].

Demonstracdo. A prova serd feita por absurdo. Assim, vamos supor
que existe h satisfazendo as hipdteses acima, sem pontos fixos. Nesse
caso, como A = S x [0,1] é compacto, existe § > 0 tal que

distancia(h(z),z) > 6, para todo z € A.

Seja h : Rx[0,1]— IR x [0, 1] um levantamento de h. E ébvio que

podemos estender h ao plano todo da seguinte maneira:

dado z = (7,9) ¢ Rx|0, 1], definimos
_ h(Z, 1)+ (0,g—1), sey >1
hext(z) = . e

h(Z,0)+ (0,9), se y <0

E claro que TLCIL ¢ um homeomorfismo do plano, sem pontos fixos
tal que distancia(heg:(2),Z) > § para todo z € IR2. Vamos agora
chamar Eemt simplesmente de he consideremos a seguinte perturbagao
de h: Para 0 < e < 4, seja h(2Z) = h(Z) + (0, ¢).
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Da escolhade 0 > 0, é claro que 7LE nao tem pontos fixos. Mais ain-
da, como h(IRx{0}) =IRx{0}, temos que h.(IRx{0}) =IRx{e}. Co-
mo h preserva drea na faixa IR x [0, 1] e he(IRx [0, e)NIRX [0, €[= 0, te-
mos que para algum inteiro n > 0, A (IR [0, e[)NIRx {1} # 0. Assim,
existe k > 1 tal que h¥(2) = Zx, com Zp € Rx{0} e 3 € ]Rx{l}

Vamos agora con81derar o segmento de reta ro de extremos 2 e
71 = he(%0). E claro que 7o C IRx[0, €] e 7o U he(rg) U... U RF=1(rg) é
um arco simples continuo I'c que comega em Zp € IRx{0} e termina
em z € Rx{1}.

Agora é necessario apresentar a seguinte defini¢ao:

Definigao (Indice de uma curva): Dada uma curva simples ~ :

[0,1] — IR? definimos o seu indice com relacio a um homeo-
morfismo h da seguinte forma; seja H : [0,1] — S* dada por

h(y(1)) = (®)
[r(e) =)
Vamos agora tomar um levantamento de H, denominado H :

[O 1] — IR. Entdo o indice ¢ definido como ind(y |;) = H(1) —

H(0). E claro que o indice ndo depende da particular escolha
do levantamento, pois 2 levantamentos distintos diferem por um
inteiro.

H(t) = , para t € [0, 1].

E facil ver que he(T.) C T Uh¥(rg). Assim, para e — 0, o indice
da correspondente I'c orientada com inicio em Zy e fim em 2z, satisfaz
ind(Te |3 ) — —1/2.

Seja agora § um arco simples, tal que SC IR x]0, 1] e um extremo
de (3 pertence a Rx{0} e o outro pertence a IRx{1}. Tomando um
transladado de I'. podemos supor que I'. N 3 = 0. Seja agora Q a
curva fechada simples formada por 3, I'c e dois segmentos horizontais,
1o C IRx{0} e n1 C Rx{1}. Como h, ndo possui pontos fixos,
ind(Q [, ) = 0. Como he(Z+(1,0)) = he(Z)+(1,0) para todo Z € IR,
obtemos que o ind(3 [, ) — —1/2, quando € — 0 e § é percorrida de
baixo para cima, isto é, de Rx{0} até IRx{1}.

Assim, ind(B; |;) = —1/2. Seja agora o = (). Fazendo a analise

anterior utilizando h~' ao invés de h e a ao invés de B obtemos que



98 [CAP. 2:  ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

ind(ay [5,-,) = 1/2. Mas isto contradiz a seguinte propriedade sobre
indices, de facil verificagao:

ind(Br |;) = ind(h(B8); [;-1)

O que garante a existéncia de pelo menos um ponto fixo para h.
O



Capitulo 3

Curvas Invariantes

Este Capitulo trata da nocao de curva rotacional invariante por uma
aplicacao do tipo twist e de suas propriedades.

Definicao 11. Dizemos que I' € uma curva rotacional invariante
por uma aplicacdo do tipo twist f se I' é a imagem de uma cur-
va parametrizada continua, fechada e simples (sem auto-interse¢do),
homotopicamente nao trivial, tal que f(T') =T.

Por exemplo, o cilindro estd completamente folheado por cur-
vas rotacionais invariantes pela aplicagao que no recobrimento, se
escreve:F'(x,y) = (x+y, y) e restrita a cada uma das curvas (y=const.)
temos uma rotagao.

Vale portanto, perguntar se aplicacoes suficientemente préximas
a f possuem curvas rotacionais invariantes. Birkhoff [18] provou é
possivel destruir as curvas invariantes rotacionais com numero de
rotagao racional.

A existéncia de curvas rotacionais invariantes com nimero de ro-
tacao irracional é parte dos resultados obtidos por Kolmogorov, Ar-

99
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nold e Moser, num contexto m-dimensional, que fornecem condigoes
suficientes para a existéncia de toros invariantes ( Teoria KAM).

O caso bidimensional é particularmente interessante, pois o com-
plementar de uma curva rotacional invariante tem duas componentes
conexas homeomorfas ao cilindro que sao invariantes por f e, portan-
to, as érbitas ficam confinadas a essas regioes.

Em particular, se existem curvas invariantes contidas em todas as
vizinhangas de um ponto fixo eliptico, entao este ponto é estdvel.

De fato, este exemplo é uma das motivacgoes historicas para a
investigacao da existéncia de curvas invariantes, conforme pode ser
visto no livro de Moser, Stable and Random Motions in Dynamical
Systems [60].

De acordo com Moser, esta motivacao vem da Mecanica Celeste
e trata do problema da estabilidade do sistema solar. Este proble-
ma fundamental dos sistemas dinamicos envolveu mateméticos como
Laplace, Lagrange, Poisson, Weierstrass, Poincaré, Birkhoff, entre
outros e tema de intensa pesquisa até hoje.

3.1 O Teorema da Curva Invariante de
Birkhoff

Iniciaremos com a prova do Teorema da Curva Invariante de Birkhoff,

cuja consequéncia mais importante é que toda curva rotacional inva-

riante projeta-se injetivamente sobre S! e portanto, é um gréfico.
As referéncias que usamos aqui sao [29] e [38]

Teorema 12. Seja f : S' xR — S x R uma aplicacdo do tipo twist
que preserva drea. Suponha que U C S' x IR seja um subconjunto
aberto tal que

(i) U é homeomorfo ao cilindro S* x IR

(1)U ¢é invariante por f

(i) existem nimeros a < b tais que

St x (—o00,a] CU C St x [b,00)

(iv) int(U) = U

Entao OU, a fronteira de U, € o grdfico de uma funcdo Lipschitz
g:S' =R
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Corolario 5. Se v € uma curva invariante rotacional, isto €, ndo
homotopicamente trivial, por uma aplicacdo do tipo twist que preserva
drea entao vy € o grdfico de uma func¢do de Lipschitz.

Demonstragao. (do teorema 12) Observemos inicialmente que:

(a) U e U sdo conexos

(b) O complementar U¢ = S! x IR — U é conexo

(c) OU é conexo (para a prova disso veja Newman [61]) e se uma
curva simples fechada (de Jordan) contida em U limita uma regido
simplesmente conexa, entao nao hd pontos de OU no interior da curva.

Provaremos inicialmente que a restrigao da projecao canonica 7y :
S x R — S! ao subconjunto AU ¢é injetiva ( pois ja é sobrejetiva).

Em seguida provamos que a fungdo g(6) = sup{y € RI|{0} x
(—00,y] C U} é uma fungéo de Lipschitz.

Vamos trabalhar no recobrimento universal 7 : IR> — S! x IR do
cilindro e fixar um levantamento F : R? — R? de f .

Considere o subconjunto U; = 7~ 1(U), aberto conexo e simples-
mente conexo, invariante por F' e invariante por translacoes horizon-
tais (T'(z,y) = (z,y) + (1,0).

Seja V. = {(z,y)|(x,y1) € U1,Yy1 € [a,< y]} subconjunto de
pontos de U; acessiveis por semi-retas verticais.

Entdo V é um aberto em IR? conexo por caminhos. Provaremos
que U; = V usando uma sequencia de lemas.

Lema 17. Sejam I = [x1,x2] um intervalo e y € R tais que (z1,y)
e (za,y) pertencem a Ve I x {y} C Uy , entao I X [a,y] C U;.

Demonstragdo. Se Di(x,y) denota a semi-reta vertical {z} x (—o0, y).
Considere a curva A C U simples e fechada, formada por I x {a} U
I x {y} e por segmentos verticais contidos em UD*(x1,y) U D*(z2,y)
e acima de y = a. Entdo A separa o aberto Uy.

Se A contém um ponto da fronteira de U; no seu interior, entao,
como OU; é conexa, toda a fronteira de U; estd contida no interior
de A, o que é um absurdo.

Mas se interior de A contém um ponto do complementar a U; no
entao contém também um ponto da fronteira, o que, como acabamos
de ver, nao ocorre.
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Logo, todo ponto do interior de A estd em Uj. Isto significa que
I % [a,y] C Us. O

Denotemos por 0y, V a fronteira de V' em U; ou seja, o subcon-
junto de pontos p de U tais que todo aberto que contém p, intersecta
V e o seu complementar em Uy, U; — V.

Lema 18. 9y, V € a unido disjunta (possivelmente enumerdvel) de
segmentos verticais S; com extremidades em OU .

Além disso, se p € S; entdo toda bola centrada em p é subdividida
por S; em dois abertos Ui+ e U; um dois quais € disjunto de V.

Demonstragdo. Paracadax € IR, considere a interse¢éo {x} X [a, c0)N
U; da semi-reta vertical, denotada por D*(z), que passa por z com
o aberto Uj.

Seja S uma componente de D®(z) que contenha um ponto (x,y) €
Oy, V. Podemos escrever S = {z} x (y1,y2) com (x,y1) e (x,y2)
pertencentes a U; e V NS = (. Note que qualquer ponto de 9y, V
estd contido em um intervalo S

Provemos que S C 9y, V. Para isso, basta provar que SNy, V é
aberto e fechado em S

Tomemos uma vizinhanga aberta de (z,y) em Uy da forma W =
I x (y—e€,y+¢) onde I é um intervalo aberto que contém z.

Observe que se (z/,y') € WNV entdo {2’} x (y —e,y+¢€) C V.

Logo VUW = U{a'} x (y—¢, y+¢€)) é a unido de segmentos verticais
e{z}x (y—¢,y+e) C Ay, (VNW). Portanto SNy, V é aberto em
S. Como é também fechado em S, concluimos que SN Iy, V =9, ou
seja S C Oy, V, como queriamos demonstrar.

Observe agora que se (u,y) e (v,y) pertencem a WNV, com u < v,
entdo pelo Lema anterior [u,v] X (y — €,y +¢€) C V. Isto significa que
se W contém pontos de V' em ambos os lados de W — S entao toda
a faixa ( incluindo os pontos de S) estara contida em V', o que é um
absurdo.

Portanto, existe um ntimero § > 0 pequeno tal que (z — 6, x+9) X
(y—e,y+e€)) —[{z} x (y — €,y + €)] possui duas componentes, uma
contida em V', outra em U; — V.

Como existem no maximo uma quantidade enumeravel de inter-
valos do tipo S C Jy, V acima, concluimos a prova do Lema 18. [

Denotemos por S; os ”portoes verticais”: sub-intervalos verticais
que formam o conjunto Oy, V.
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Lema 19. Para todo i, Uy — S; é a uniao de duas componentes
conezxas, uma das quais € disjunta de V' e tem fronteira disjunta de
S;, para j # 1.

Seque entao que a componente de Uy — S;, disjunta de V, tem
fronteira formada por S; e um subconjunto da fronteira de Uy (uma
"bolsa” inacesstvel por segmentos verticais contidos em Uy)

Demonstra¢do. Vimos, no Lema 18, que todo ponto p de S; contém
uma vizinhanga Z, tal que Z, —S; = V' UU' com V' C Ve U’ C
U, -V.

Seja A; a componente contida em U; — V. A; é uma "bolsa”
inacessivel por verticais que situa-se a esquerda ou & direita de S;.

Suponha, por absurdo, que exista um caminho em U iniciando em
algum ponto de A; e finalizando em um ponto no interior do segmento
S;, para j # i sem passar por nenhum portao Si. Prolongando este
caminho até o interior de S;, construimos um caminho v em Uy —U Sk,
ligando S; com S;.

Prolongando um pouco mais v para a esquerda ou para a direita,
de modo a entrar no subconjunto V e finalmente, usando duas verti-
cais, obtemos uma curva fechada I' que liga dois pontos de S* x {a},
passa pelos portoes verticais S; e S; e é disjunta de OU;.

Pelo Teorema de Jordan, esta curva separa o plano em duas com-
ponentes conexas.

Mas as extremidades dos segmentos S; e S}, que ficam em compo-
nentes distintas de IR? — T pertencem & fronteira U7, que é conexa.
Obtemos assim uma contradigao.

Com isso concluimos que a fronteira de cada bolsa A; é a unido
de S; com um pedaco da fronteira de Uj. O

Segue do Lema 18 que cly, A; = A; U S; e VNely, A; = 0.

Designemos por R;, ¢ € J, todas as componente conexas de U; —
cly, V que situam-se a direita de S; e por E; aquelas que se encontram
a esquerda de S;.

Observe que se R = UR; e E = UE; entao, U; = cly, RUcly, EUV.

Vamos agora observar como se comportam os subconjuntos V,R
e F em relagao a aplicacao F', que estamos supondo ¢é do tipo twist
para a direita.
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Lema 20. Nas hipdteses do Teorema de Birkhoff (Teorema 12), e
usando a notacao definida nos Lemas 18 e 19 temos:

(1) F(V)Nely, Ex =10

(2)FY(V)Nely, R, =0

(3) F~Y(cly,Ex) NV =0

(4) F_l(ClUlE) Ncly, R = 0

(5) F(ClUlR) n ClUlE =0

Demonstragdo. (1) Se (z,y) € V entdo, por defini¢do (z,sy) € Uy,
para s < 1, e segue da invariancia deste conjunto, que F(z, sy) € U;.
Como F é do tipo twist para a direita, a curva F(x,sy) intersecta
cada reta vertical no sentido da esquerda para a direita.

Mas, por definicao as bolsas E; estao sempre a esquerda de S;
e portanto, se houvesse um ponto de F(x,sy) em E; entdo, usando
uma construgao semelhante a feita no Lema 4, isto é, conectando um
ponto de F; a um ponto de V, obterlfamos uma curva que separa
pontos da fronteira de Uy, o que é um absurdo.

O mesmo ¢é valido para a intersecgdo da imagem de V' com cly, Ex

A prova de (2) segue de modo andlogo aplicando a F'~1, que é do
tipo twist para a esquerda.

A prova de (3) é imediata a partir de (1), uma vez que se (x,y) €
F~Y(cly, Ex) NV entdo F(z,y) € F(V)Ncly, By = 0.

(4) Se F~(cly, E) Nely, R # 0 entdo F~(cly, Ex) Ncly, Ri # 0
para algum par i, k.

Como as bolsas cly, A; sdo disjuntas duas a duas e conexas, em
vista do item (3) do Lema acima, devemos ter F'~1(cly, Ey) C cly, R;.

Porém, F~1(Sy) intersecta S; transversalmente, no sentido da
direita para a esquerda. Portanto, F~1(Sx)NR; # 0 e F~1(Sk)NV #
0.

Pela monotonicidade de F~! restrita a cada segmento vertical,
vemos isso implica que F~1(V) N R; # (. O que é um absurdo.

Logo F~(cly, E)Nely, R =0 isto é, F~Y(cly, E) C E

Analogamente obtem-se que F((cly, R) Nely, E = 0, concluindo a
prova do Lema 20. O

Usando a invariancia de U; e a decomposicao U; = cly, RUcly, EU
V', obtemos, em particular que

F~Y(cly,E) C Ee F(cy,R) C R
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Mas se isso ocorresse, entdo o aberto F~1(R — F(cly, R)) seria
um subconjunto errante, contradizendo o Teorema de Recorréncia de
Poincaré (veja [10]).

De fato, se p € F~*(R— F(cly, ) R) entdo, como F preserva area, o
Teorema de Poincaré nos diz que para toda bola aberta B, contendo
p, existe um inteiro n tal que F"(B,) N By, # 0.

Tomemos B, C F~'(R — F(cly, R)) de modo que F(B,) C (R —
F(cly, R), F*(B,) C (F(cly, R) — F?(cly, R)), e assim por diante, até
n para chegar & conclusao de que F™(B,) C F"(cly,R) C F(cly, R) C
R

Logo se ¢ € F"[B,] N By, entao, F(q) € F(cly, R) C R ao mesmo
tempo que F(q) € R — F(cly, R). Uma contradigao.

Podemos desta forma concluir que R = ) e analogamente £ = ().

Segue-se que U = V, ou seja, todo ponto de U é acessivel por
retas verticais.

Para concluir a prova do Teorema de da Curva Invariante de
Birkhoff, basta provar que dU; nao contém segmento vertical.

Mas isto segue da condicao de twist pois se S C JU; é um seg-
mento vertical, entdo pontos de U; & direita (ou & esquerda) de Uy
seriam levados por F' em pontos de U nao acessiveis por verticais.
Um absurdo.

Concluimos assim que 9U; é grafico de uma fungdo continua

o1 () = sup{y|(—o0,y) C U1}, tal que ¢1(z + 1) = ¢1(x). ]

Lema 21. ¢i(x) é uma fungao de Lipschitz.

Demonstra¢do. Suponhamos que F seja do tipo twist para a direita,
de modo que existe um nimero § tal que d2 F; > § em uma vizinhanga
de U, = graf(¢q).

Tomemos um par de pontos (zg, ¢1(zo)) e (2, P1(z))) com zg <
xp.

Se ¢1(xo) > ¢1(xf), entéo

Fi(xg, ¢1(w0)) — Fi(zg, ¢1(xp)) > ¢ (o) — d1(xp)].

Mas pela continuidade da derivada e da funcao ¢;, existe uma
constante positiva L tal que
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Fy (zg, ¢1(20)) — Fi(zo, ¢1(x0)) < Llzg — o)

Usando a monotonicidade da fungdo x — Fiy(z,¢1(x)) temos

Fi (x4, ¢1(zg)) > Fi(xo, ¢1(20))-
Juntando todas essas desigualdades obtemos:

(g, ¢1(x0)) — Llxg — wo] < Fi(z0, ¢1(20)) < Fi (70, ¢1(20))
< I (x4, ¢1(20)) — 0[d1(20) — P1(7p)].

Isto é:
[¢1(20) — ¢1(2)] < LI~ g — o)

Se ¢1(z0) < ¢1(x}), procedemos analogamente usando F~! para
obter

[b1(zh) — b1 (x0)] < L' [zl — o),

para outras constantes L’ e ¢’, concluindo assim a prova do Lema.
O
Usando a periodicidade de ¢; obtemos que QU também coincide
com o grafico de uma funcdo de Lipschitz, ¢, definida em S*.
Com isso, fica concluida a prova do teorema 12 O

3.2 Propriedade variacional das curvas
invariantes

No Capitulo 2, utilizamos a fungao geratriz (ou principio variacional)

para obter érbitas periddicas e os conjuntos de Aubry-Mather.
Provaremos nesta segao que as orbitas contidas em curvas rotaci-

onais invariantes estao associadas a configuragées minimizantes.

Proposicao 11. Seja I' uma curva invariante rotacional por uma
aplicacdo do tipo twist que preserva drea f : S' x R — S x IR.
Entdo toda drbita em T’ € minimizante global, isto é, se (x;,y;) =
flxiz1,yim1), © € Z é uma orbita contida em I' e h é a funcgdo
geratriz de f, entdo dados quaisquer dois miumeros inteiros n < m
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€ UMG SeqUENCIG qUAlQUET Zp, Znal,y ey Zm COM Zp = Ty € Zm = Tim
vale:
m—1 m—1
Wam(2ny ooy 2m) = E h(zi, zig1) > E h(zi, ziv1) = Wam(Tn, oy Tm)
i=n i=n

Demonstragao. Pelo Teorema da Curva Invariante de Birkhoff, exis-
te uma fungao de Lipschitz ¢ : S — IR tal que I' = graf(¢) =
{(z, 6(x))} ,

Seja h*(z,2') = h(z,2') — [ ¢(t)dt, onde h é a fungio geratriz
da aplicagao f.

Observe que pela invaridncia de I' obtemos uma fungao g(x) =
m1 o f(z,d(x)) (m é a proje¢ao no primeiro fator) que é um homeo-
morfismo de Lipschitz.

Portanto f(z,¢(x)) = (9(), (g(x)))-

Logo, h*(z,g(x)) = h(z, g(x)) — fxg(x) ¢(t)dt. Mas o Teorema de
Rademacher nos diz que ¢, e portanto g é diferencidvel exceto num
conjunto de medida de Lebesgue zero.

Portanto, tomando a derivada total na expressao acima temos:

ih*(dfag(ﬂv)) = O1h(z, g(x))+02h(x, 9(x))g' ()= (9(x))g' (x)+¢(x)(11)

dz
Mas pela defini¢ao de fungao geratriz, f(z, ¢(z)) = (g9(x), ¢(g(x)))
se e somente se ¢(g(x)) = dh(z, g(x)) e ¢p(x) = —01h(x, g(x)).
Susbstituindo estas expressoes em (11) temos

L1 (,9(2)) = ~6(x) + (o)’ () — olg(a))g' () + 9la) = 0

Ou seja h*(x, g(z)) é uma fungao de Lipschitz com derivada nula
(onde existir).

Logo, h*(z, g(z)) = constante = c.

Usemos agora a condigao de twist que, nas nossas hipdteses, impli-
ca O12h < 0, para obter que fixado 2 € IR a aplicagao z’ — h*(x,2’)
tem valor minimo igual a h*(z, g(z)).

De fato, g(x) é um ponto critico pois dah*(x, g(x)) = dah(x, g(x))—
b(g(x)) = 0.
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Além disso, como d12h*(z,2") = d12h(z,2’) < 0, a fungdo ' —
O h*(x,2") é decrescente.

Portanto, &' > g(z) implica d1h*(x,2’) < h*(z,g9(x)) = 0 e
x' < g(x) implica 1 h*(z,2') > d1h*(x, g(x)) = 0.

Ou seja, para (z,z’) acima (abaixo) do grafico de g, 91 h*(z, 2') <
0 (respectivamente 01h*(x,z') > 0). Isso claramente implica que o
minimo de z — h*(z,2’) ocorre exatamente quando x = g~!(2).
Analogamente, a fungdo & — Jxh*(x,2’) é decrescente. ou seja,
' > g(z) implica dah*(z,2") < h*(z,9(x)) e 2/ < g(z) implica
Ooh*(z,x') > O2h*(z, g(z)).

Geometricamente isto significa que o vetor gradiente Vh*(z,z’)
aponta para fora do grafico de g.

Portanto ¢ = h*(z, g(z)) < h*(z,2") para todo par (z,z’).

Dados dois niimeros inteiros n < m considere uma sequéncia qual-
QUET Zp, Zng 1y ooy Zm COM Zp = Ty € Zpm = Ly, onde, COMO NO enunci-
ado da proposigao, a sequéncia (z;, ¢(z;)) corresponde a uma érbita
em I'.

Entao
m—1

an(Zn, ,Zm) = Z h(zi72i+l) =

m—1 m—1  azi
PILNCEESD S RO
m—1 Zm
=2 h*(zi,zi+1)+/ o(t)dt

A segunda parcela s6 depende das extremidades.
Mas h*(z,z’) > h*(z,g9(x)) = ¢ = h*(x;, 244+1), donde concluimos
que

Wm (Zns Zng1y ooy 2m) = (M — n)c+/ o(t)dt =

m—1

Z h*(fEi, (Ei-i-l) +/ (b(t)dt = an(wn7xn+l7 7xm)

i=n

como queriamos demonstrar. [
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3.3 Inexisténcia de Curvas Invariantes

Vejamos algumas aplicacoes do Teorema da Curva Invariante de Birkhoff.
A referéncia para esta secao é [39].

Proposicao 12. Suponha que F seja uma aplicacdo do tipo twist e
z um ponto tal que

lim supiw1 (F*(2)) =b
k
m(F*(2)
k
Entdo ndo existe curva invariante T' cujo nimero de rotagdo p(T)
satisfaz
a<pI)<b

lim inf =acoma<b

Demonstragao. Escreva z = (z9,y0) e seja I' uma curva invariante
que ¢ o grafico de uma funcgao periédica de Lipschitz, ¢.

Suponha que z esteja abaixo da curva I isto é, yo < ¢(xg). Seja
CQ = ((E(), ¢($Q))

Usando a condigao de twist J-uniforme em um compacto (92(m o
F) > §) e o Teorema Fundamental do Célculo aplicado & fungao
71 (F (20, (1 — N)yo + A¢p(w0)) obtemos

m10F(Co)—moF(z) = / D1 (F(20, (1= \)yo-+A(0)) (9o () —yo) A

m 0 F(Co) — m o F(2) > 6(¢(20) — yo)
Defina 1 = m 0 F(2) , C1 = (x1,¢(x1)) e, por indugdo z =
0 Fk(2), Cy = (2, #(71)) de modo que os pontos Cy e F*(z) estao
sobre a mesma reta vertical.
Aplicando o mesmo raciocinio acima obtemos

710 F(Cy) — w0 F¥(2) >0
Mas o homeomorfismo g(x) = m o F(z, ¢(x)) definido pela res-
tricio de F & curva I, é crescente. Logo, g(zo) > 1 implica g*(zo) >
g9(w1).
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E 25 < g(71) < g%(x0) e assim por diante, provamos por inducao
que xp, < gF(xo):

1 =m0 FF(2) <m0 F(Crya) = glaw) < g (20)

Concluimos assim que

O que implica

lim sup

Analogamente se o ponto z estiver acima da curva invariante I,
obteremos
(F*(2))

p(T) < lim inf ™ -
O

Corolario 6. Suponha que ¢1 < ¢ sejam duas fungoes definidas no
circulo cujos grdficos 'y e T's sejam curvas invariantes rotacionais
por um aplicacdo F do tipo twist que preserva drea.

Se p(T1) e p(T2) denotam os respectivos nimeros de rotagdo,
entio p(T'1) < p(T'2)

Demonstragdo. Segue imediatamente da Proposi¢ao 12 que p(T'1) <
p(I'2). Vejamos como usar a condigao de preservar drea para obter a
desigualdade estrita.

Caso A: Nimero de rotagao irracional

Se p(T'1) ou p(T'2) é irracional, entdo p(I'1) < p(T'2).

Suponha que p(T'1) seja irracional. Sejam g1 e g2 0s homeomor-
fismos crescentes definidos pela restricao de F' a I'; e 'y respectiva-
mente. E claro que p(g:) = p(T;), para i = 1,2. Além disso, como
estamos supondo que F ¢é do tipo twist, a hipétese ¢1(z) < ¢2(x)
implica a desigualdade g1(z) < g2(z).

Seja m > 0 tal que para todo z € IR, ga(x) > g1(x)+m. Tomemos
um convergente fmpar por fragdes continuas de p(g1), p/q € @ tal
que 1/g <m. Entdo, 2 — % < p(g1) < 2.

Observe que existe um ponto zg tal que gf(aco) —Zyp > p—m.
Caso contrario, para todo z € R terfamos ¢{(z) — 2 < p —m, o que
implicaria, usando indugao e uma soma telescépica,
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91 (z) —z <np—nm

Dividindo tudo por n e tomando o limite quando n — oo teriamos
uma contradicao

q

Portanto, segue por inducao e da definicao do nimero m, que
g4(xo) > g¥(x0) +m > p +m pois, para todo k temos que g§(z) >
g¥(x) implica gi™(x) > g1 (g5 (z)) +m > gF ™ (x) + m.

Logo, g1(x0) > g1(9 " (z0)) +m > gX(x0) +m >p+m

Usando o mesmo argumento anterior, isso implica que p(g2) >
p/q > p(g1) como querfamos demonstrar. Se p(gz) for irracional,
procedemos analogamente. Observe que até agora apenas usamos a
condigao de twist.

Resta provar o caso onde os dois niimeros de rotacao sao racionais.
Aqui, usa-se que I preserva drea.

Caso B: Numero de rotagao racional

Suponha que p(T'1) = p(T'2) = p/q e que T'; # Ty. A idéia é
contruir um quadrildtero @ de drea nao nula, limitado por curvas
continuas, que contém estritamente a sua imagem por uma aplicagao
que preserva area. Isso é obviamente impossivel.

Escreva, como acima, I'; = graf (¢;), com ¢1 < ¢2. Nesse caso,
existe um ponto (z1,¢1(x1)) tal que F(xq1,d1(x1)) = (21, d1(21)) +
(p,0).

Ou melhor, z1 = (z1, ¢1(21)) é um ponto fixo da aplicagdo
T_,0F9 onde T_,(x,y) = (z,y) — (p,0) é a translacao.

Seja zo = (22, ¢1(z2)) o primeiro ponto fixo de T_, o F'? situado
em I'y a direita de z;. Nao estd descartada a priori a coincidéncia
T = Tg.

O quadrildtero @ é limitado pelas seguintes curvas:

os segmentos verticais Vi =: [(x1, ¢1(x1)); (21, d2(x1))] €

Va =t (22, d1(22)); (w2, P2(22))]

o arco em I'y entre (21, ¢1(z1)) e (22, p1(z2))

o arco em I'y entre (21, ¢2(x1)) e (z2, P2(x2)).

Provemos entao que a imagem de () por T, 0 F'? esta contida em
Q. Para ver isso, basta verificar as imagens dos segmentos verticais V;
sao curvas inteiramente contidas no interior de ). De fato, a imagem

m
p(g1) < g
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de V4 é um caminho negativo (veja Cap. 4), portanto, estd sempre
a direita de V4, mais precisamente, se v(t) é uma parametrizagao de
T_, 0 Fi(Vy) com (0) = z; entdo w1 (y(t)) > x1, para todo ¢ # 0.

Além disso, 1 < w1 0 T_p 0 FI(x1, Ppa(x1)) < 2.

Analogamente, a imagem de V5 é também um caminho negativo
que termina no ponto fixo zo e que estd inteiramente & esquerda de
Vs e inicia em T_, o F'9(z2, ¢1(x2)).

Pela definigao de nuimero de rotagao, e pela invariancia por F,
conclui-se que os arcos em I';, 4 = 1,2 sao invariantes por T_, o F'Y.
Dessa forma, conclui-se que imagem de @) esta inteiramente contida
em @, absurdo. No caso em que 1 = x2, também chegamos a um
absurdo, pois a imagem de uma vertical por T_, o F'¢ é um caminho
negativo, portanto um arco vertical nao pode ser invariante. O

3.4 Causticas e curvas invariantes em bi-
lhares convexos

No Capitulo 1, vimos o exemplo do bilhar eliptico, cujo espago de
fase é totalmente folheado por curvas invariantes, algumas rotacionais
outras homotopicamente triviais. Como vimos, as curvas invariantes
rotacionais estao associadas aos raios que intersectam o eixo maior
da elipse em pontos fora do segmento entre os focos.

As curvas homotopicamente triviais estao associadas aos raios que
intersectam o segmento entre os focos.

Separando estes dois subconjuntos de curvas, temos os raios que
passam pelos focos, e que correspondem a duas curvas invariantes
rotacionais que se intersectam na Orbita periédica de periodo dois
correspondente ao didmetro (eixo maior).

As curvas invariantes rotacionais definem uma familia de raios que
tangenciam uma elipse confocal com a elipse bordo do bilhar. Esta
bela propriedade, é valida em geral para os bilhares convexos. Em
outras palavras, cada curva rotacional invariante define uma famila
de raios que tangenciam uma curva, denominada cdustica, no interior
do bilhar. Esta se¢io, que é baseada em [27] e [64], descreve algumas
propriedades das cdusticas nos bilhares.

Definigao 12. Uma cdustica no bilhar definido por uma curva I' €
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uma curva vy situada no interior de I' tal que todo raio tangente a vy
se reflete em I' em um raio tangente a 7.

Proposicao 13. A cada curva rotacional invariante e diferencidvel,
contida no anel S* x (0,%) ou em S* x (§,7) , estd associada uma
caustica no interior do bilhar.

Demonstracdo. Seja A uma curva rotacional invariante que é o grafico
de uma funcao diferencidvel ¢ definida no bordo do bilhar T". Se a(s) é
a parametrizagao de I" por comprimento de arco, entdo A = (s, ¢(s)).
Vamos supor 0 < ¢(s) < § de classe C.

Seja vy, (s) = cos(p(s))’ (s) + sen(p(s))n(s), onde n(s) é o vetor
normal a I" no ponto a(s). v,(s) é um campo de vetores unitario que
faz angulo ¢(s) com a tangente a T

Considere a famila de raios definida por r(s, \) = a(s) + Av,(s).
Queremos calcular a envoltéria desta familia ou seja queremos en-
contrar uma funcao A(s) tal que a curva §(s) = a(s) + A(s)vy(s) é
tangente ao raio (s, A) no ponto 5(s).

Mas, usando as férmulas de Frenet, o/(s) = k(s)n(s) e n'(s) =
—k(s)a/(s) temos:

B'(s) = o'(s) + X (s)n(s) + A(s)[k(s) + &' (s)]v™ (5),

onde v,*(s) = —sen(p(s))a’(s) + cos(p(s))n(s).
A condigao de tangéncia implica

< B(s), 05" () >=0

ou seja:

—sen(p(s)) + A(s)[k(s) + ¢'(s)] = 0

Esta é a chamada condigao de focalizagao de familia de raios.

Se [k(s) + ¢'(s)] # 0, entdo obtemos uma cdustica associada &
curva invariante 3(s) = a(s) + %vw(s).

Se [k(s0) + ¢'(s0)] = 0, entdo a condigdo de focaliza¢ao implica
que sen(p(sg)) = 0, ou seja (sg, p(sp)) é um ponto da fronteira do
anel, ¢(sg) = 0 ou 7, contradizendo a hipdtese. 0
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Assim como as evolutas das curvas planas, em geral as ciusticas
de bilhares podem nao ser curvas regulares. Entretanto, é facil des-
crever condigOes para que se a curva invariante estiver suficientemente
préxima do bordo do anel entao a cdustica é uma curva regular.

Observe também que a aplicacdo do bilhar é invariante pela re-
flexao em torno da reta 6 = 7. Isto implica que se uma curva invari-
ante cruza esta reta entao a cdutica pode nao ser regular.

Vejamos novamente o caso do caso do bilhar na elipse: seja O
a 6rbita periddica, de periodo dois, correspondente as extremidades
do eixo maior. Esta érbita é hiperbdlica e as variedades estavel e
instavel, W*#(0) e W*(O), respectivamente, sdo duas curvas invari-
antes que contém O. A cdustica associada a essas curvas coincide
com os dois focos da elipse.

A préxima proposicao trata de uma das propriedades interessantes
das cdusticas. Ela nos ensina a desenhar a fronteira I' de um bilhar
a partir de uma curva convexa C dada, de modo que C seja uma
caustica. Para isso, faca um lago, com folga, em torno de C, estique-
o com um lapis e faga-o deslizar, bem esticado, em torno da curva.
A curva tragada I" é o bordo de um bilhar com caustica C.

Proposicao 14. (O parametro de Lazutkin) Seja C' uma cdustica
de um bilhar convexo com fronteira I' ambas orientadas positivamente
(sentido anti-hordrio).

Dado um ponto y € C, considere o raio positivo r, tangente a C
emy. Sejam xz € ryNI' e z € C o ponto da cdustica tangente ao raio
refletido em x.

Se m(y, z) = comprimento de arco em C entrey e z, | y — x |=
dist(y,x), | x — z |= dist(z, z) entao:

ly—z|+]|z— 2| —m(y,z) = constante
Chama-se parametro de Lazutkin a constante associada & cdustica.

Demonstragdo. Utilizando a notagéo da proposigao anterior, seja «(s)
a parametrizacao do bordo I'. Uma parametrizacao de C' é dada por
v+(s8) = a(s) + A(s)v(s), onde v(s) é um vetor unitdrio.

Portanto, como ~4'(s) é paralelo ao vetor unitario v(s) e se s1 <
S92, temos
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s (51), 74 (2)) = / () | ds =

S1
S2
A(s2) — A(s1) +/ < a/(s),v(s) > ds
s1

Por outro lado, a cdustica pode ser parametrizada no sentido con-
trario, v—(s) = a(s)+d(s)0(s), usando-se o raio refletido 9(s) tal que
< d(s),v(s) >=— < a'(s),0(s) > e
< n(s),v(s) >=<n(s),0(s) >.

Portanto,

m(y-(s1), 7+ (s1)) = m(7-(s2), 74 (s2)) =

m(y-(s1),7-(s2)) + m(v-(s2),7+(s1))

—m(y-(s2), v+ (51)) — m(v4(s1), 7+ (s2))
Mas

M (s1), 7+ (52)) = M) = M)+ [ < al(s)0(s) > ds

S1

(- (sa), 7 (50)) = 8s1) = d(s2) + [ " <), 0(s) > ds

S2

m(y-(s1),7-(s2)) e

E como, m(y-(s2),7-(s1)) =
0(s) >, obtemos:

< d'(s), ()>——<a(s) (s
m(v-(s1),7+(s1)) = m(y-(s2), 7+ (s2)) =

A(s1) — A(s2) +0(s1) — d(s2)

Isto é:

A(s2) +0(s2) = m(v-(s2,7+(52)) = A(s1) +0(s1) —m(v-(s1),7+(51))

Para concluir a prova da proposi¢ao, basta usar o fato de que
A(si) = |y4-(si) — alsi)| e 6(si) = |y—(si) — asi)l. O
O proximo teorema é conseqiiéncia do Teorema da Curva Invari-
ante de Moser. De acordo com R. Douady, este teorema foi provado
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inicialmente exigindo-se um alto grau de diferenciabilidade para a
curva do bordo do bilhar, esta versdo encontra-se em [27]. Na se¢io
3.6, provaremos uma versao mais simplificada do teorema de Lazut-
kin.

Teorema 13. (Lazutkin) Se a curva do bilhar for estritamente con-
vexa (curvatura positiva) e suficientemente diferencidvel ( de classe
CFkk > 6), entdo existe uma familia de cdusticas numa vizinhanca
do bordo do bilhar, cuja unido tem drea positiva.

3.5 Bilhares sem curvas invariantes

Nesta secao, mostraremos que para um bilhar em uma regiao convexa
limitada do plano, cujo bordo é uma curva C2? com pelo menos um
ponto de curvatura zero, nao existem causticas. Ou seja, o twist
mapping associado nao possui curvas rotacionais invariantes. Essa
andlise estd baseada no trabalho [54].

Considerando agora esse resultado juntamente com o teorema 19,
obtemos:

Teorema 14. Seja T' uma curva C? com pelo menos um ponto de
curvatura zero, tal que a componente conexa limitada do seu comple-
mentar € convexa. Entao o bilhar a ela associado possui a sequinte
propriedade:

Eziste (po, ¢o) € T'x]0, x| tal que se (pn,dn) denota a drbita de

(po, do), entdo ¢p, "= 0 e ¢y " .

Como ja foi dito, é natural definir a aplicagao do bilhar no anel
(s,7 = cos(¢)) € St x [~1,1], onde p = I'(s). O que o teorema diz,
é que existe uma érbita cujo w-limite esta contido no bordo superior
e 0 a-limite estd contido no bordo inferior. Geometricamente, do
ponto de vista da bolinha quicando na curva, esta condi¢ao é bastante
surpreendente. Convidamos o leitor a fazer alguns desenhos para
entendé-la corretamente.

A prova do teorema consiste em verificar que a existéncia de pelo
menos um ponto de curvatura zero implica na nao existéncia de curvas
rotacionais invariantes. Isto serd feito exibindo uma condicao geral
sobre as fungoes geratrizes de aplicagoes do tipo twist.
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Lema 22. Seja f : S' x [-1,1] — S* x [=1,1] um difeomorfis-
mo C' do tipo twist, com funcdo geratriz h. Se para algum x real,
Dooh(x*, ) + O11h(z,2#) > 0 para quaisquer z*,x%, entdo f ndo
possut curvas rotacionais invariantes.

Demonstracdo. Para que esse resultado possa ser mais facilmente
aplicado ao problema do bilhar, faremos as seguintes convencoes:

e O12h > 0 em todo ponto
e se (z1,1) = f(2,y), entdo y = —01h(z, 1) e y1 = Doh(z, z1)

Por absurdo, vamos supor que existe uma curva rotacional invari-
ante contida em S x (—1,1). Entao, pelo teorema da curva invariante
de Birkhoff, temos que ela coincide com o grafico de uma certa funcao
Lipschitz v : St — (=1,1). Assim, f(z,v(x)) = (s(z),v(s(z))), on-
de s(x) é um homeomorfismo do circulo. Como f é pelo menos C*,
preserva orientagdo (consequéncia trivial de det[Df] =1 > 0) e v
é Lipschitz, segue que s também é Lipschitz e s(z 4+ 1) = s(x) + 1.
Fixado x, vamos definir z; = s(z) e z_1 = s~!(z). Do fato do grafico
de y ser invariante, segue que

Ooh(x_1,x) + O1h(x,21) = 0, para todo z € S*.

Vamos agora lembrar que apesar de uma funcao Lipschitz nao
ser necessariamente diferencidvel em todo ponto, ela é diferenciavel
em quase todo ponto (q.t.p.), com respeito a medida de Lebesgue.
Assim, podemos escrever, para quase todo x:

ds(zx)
dx

ds™1(z
812h(1'_17 1‘)#+822h(1‘_17 1‘)+612h(1‘7 .%'1)

. +811h((E, xl) =0,

0 que nos da

M—Fauh(x, xl)ds_(z) = —(022h(z-1,2)+011h(z, 21)).

Oroh(z 1, ) dz dz

Agora note que:

e para todo ponto (z,z'), d12h(z,2') >0



118 [CAP. 3: CURVAS INVARIANTES

e as fungoes s(z) e s~1(x) sdo ambas estritamente crescentes (le-
vantamentos de homeomorfismos do circulo) e Lipschitz, assim
—1
como elas sdo derivaveis q.t.p., segue que & dx(w) >0e d‘;(j) >0
para quase todo x

Assim, Oxoh(x_1,z) + O11h(x,21) < 0 para quase todo x. O que
implica que O22h(x_1,2) + O11h(x,z1) < 0 para todo z. Mas isto
contradiz a hipétese do lema e portanto termina a prova.

O

Vamos agora voltar ao problema do bilhar. Para que possamos
aplicar o lema 22, codificaremos o problema da seguinte maneira, ja
explicada anteriormente: Seja I'(¢) uma parametrizacdo do bordo por
comprimento de arco. Dado um ponto W pertencente a curva I' e
um angulo de saida ¢, seja W1 o ponto de encontro da semi-reta que
tem W como origem e forma angulo ¢ com a tangente a I' em W.
Seja ¢1 o angulo que a semi-reta anterior forma com a tangente a I’
em W;. Entao a nossa aplicagao do bilhar fica:

(t,u) — f(t,u) = (s,w), (3.1)

onde I'(t) = W, u = cos(¢), I'(s) = W1 e w = cos(¢1). J& foi mostrado
que f tem a seguinte funcao geratriz:

h(t,s) = /(T(s) = T(1).(T(s) — (1))
Isto decorre de

_1Y(4).(0(s) - T(1)
81h ,8) =
N N OE O UCE0)

= —cos(d) = —u (3.2)

62h(t78) _ (F F’(S)-(F<8). — F(t)) t)) — COS(¢1) —w (33)

Assim, como T' é suposta C?, f é C'. Também ji vimos que
O12h > 0.

Portanto, para concluir a prova, vamos mostrar que se I'(s) é um
ponto de curvatura zero, entao podemos aplicar o lema 22. Como
estamos tomando uma parametrizacao da curva por comprimento de
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arco, a hipétese de T'(s) ser um ponto de curvatura zero se reduz
a I'(s) = (0,0). Portanto, derivando as expressoes (3.2) e (3.3),
obtemos:

1T (s) 1 T (s) = T(w)]|> = [T ()-(T(s) = T(w))]>
O11h(s,w) =
(s, ) IT(s) — D(w)®

oot ) = IO ITE) = PO ~ [ (5).(0(s) = T@)I
o IT(s) T @)

Como as expressoes acima sao iguais, nos concentraremos em ape-
nas uma delas. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, daah(t, s) > 0.
A tnica maneira de dxoh(t,s) = 0 é se T'(s) e T'(s) — T'(¢) forem ve-
tores paralelos (¢1 = 0 ou 7). Mas como estamos considerando um
bilhar convexo, isso s6 ocorre se o angulo ¢ entre IV(¢) e T'(s) — I'(t)
for 0 ou 7. Assim, o ponto de saida (t,cos(¢)) € St x {1 ou 1}.
Como estamos buscando curvas invariantes em S! x (—1,1), pois os
bordos do anel ja sao invariantes, este caso nao interessa.

Caso a aplicagdo do bilhar f (3.1) possua uma curva rotacional
invariante em S! x (—1,1), que pelo teorema da curva invariante de
Birkhoff coincide com o grafico de uma funcdo Lipschitz v : S' —
(—1,1), temos como antes, que f(s,v(s)) = (g9(s),v(g(s))), onde g(s)
¢ um homeomorfismo do circulo que preserva orientacao. Como o
gréafico de v estd contido em S! x (—1,1), finalmente obtemos que

d22h(97*(50), 50) + O11h(s0,9(s0)) > 0,

onde sy é o parametro onde a curvatura vale 0. Assim o lema 22 se
aplica e a demonstragao esta completa.

3.6 Existéncia de Curvas Invariantes

Apresentamos, nesta se¢do, uma versao do Teorema da Curva Invari-
ante de Moser também conhecido como o Teorema do Twist [59], que
segue de um resultado sobre perturbagoes de aplicagoes integraveis.
A versao aqui exposta vale para o caso analitico e estd baseada na
referéncia [49] de Levi e Moser.
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O objetivo é provar a existéncia de curvas rotacionais invariantes
numa vizinhanga de um ponto fixo eliptico genérico, isto é, que possui
algum invariante de Birkhoff nao nulo.

Teorema 15. Suponha que f: U C (IR?,0) — (IR?,0) , U aberto
de TR? seja uma aplicacdo analitica real que preserva drea com ponto
fixo eliptico na origem. Se a Forma Normal de Birkhoff de f, numa
vizinhanga de 0, se escreve em coordenadas complexas (z,2),p(z) =
el 2 40(] 2|7) onde P é um polinémio real de grau < -1
nao constante, entdo 0 é um ponto fixo estdvel.

Mais precisamente, para todo € > 0 suficientemente pequeno existe
uma curva (analitica) v, contida num anel em torno de 0, homoto-
picamente nao trivial e invariante por f, f(vy) =1.

Demonstracao. Este teorema ¢é consequéncia de um resultado de
existéncia de curvas invariantes para pequenas perturbagoes de
aplicacoes do tipo twist suficientemente préximas de aplicagoes inte-
graveis. A formulagao do problema dessa maneira é conseguida apds
uma mudanga de coordenadas numa vizinhanga da origem.
Escrevendo P(z) = a+ B2™ + Pi(z) com grau P; > m, onde,
é o primeiro invariante de Birkhoff nao nulo, obtemos
o(z) = el @tBIZ"™) 5 4 ) (2, 2) onde ¢1(2,2) € O(] # |
é | i(z,2) || 2|3+ 6 limitado.
Observe que @~ (w) = e8Iy + O | w [2™+2 de modo
que trocando ¢ por ¢~!, se necessirio , podemos supor 3 > 0.
Provaremos a existéncia de curva invariante contida no anel

2m+2y
™*2) | isto

Te=(1—¢) <]z P<E(1+¢)

para € > (0 suficientemente pequeno e v = % (por exemplo).
Escreva as ” coordenadas polares” com mudanga de escala no anel
I, 2 = /T + ¢y 2™ de modo que | z |?= €2(1 + €"y), assim o
anel I'c transforma-se no anel |y |< 1.
E facil verificar, usando a equacao de conjugacao, que a aplicacao
(z,y) — ev/1+ € y(cos(2mx), sen(2wz)) tem determinante jacobia-

no constante, portanto a aplicacao ¢ igual a ¢ restrita ao anel I',
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escrita nas coordenadas (x,y) é exata, isto é, existe uma fungao S
periddica na varidvel x, tal que ¢*(ydx) — ydax = dS(z,y).

Afirmacdo: Se v = 2262”0, a(y) = 5=(a + ™) entdo
podemos escrever:

@(x1,y1) = (21 + aly) + vy + f(@1,91,7), 01 + 9(2x1,91,7))

com f e ganaliticasem |y |[< 1e|Im(zy) |< 7, f,g € O(m+¥),

onde v = £, r é uma constante positiva e | Im(z1) | significa 0 médulo

do argumento do complexificado da coordenada ;.
Isto é, a restricao de ¢ ao anel I'c é uma aplicacao do tipo twist.
G(a1, 1) = (21 + a + vy + 0(E0m ), yy 4 0(2mH)).

Demonstragao. Escreva @(x1,y1) = (z2,y2) de modo que

e/1 + eVype®™ivz = eilatBlzl*™) , 4 O(| = [?m+2)

tomando o quadrado do médulo desta expressao obtemos:

(14 €"y2) = (1 + €“y1) + 0(] Z |**3) 0 que implica
Y2 = U1 + 0(€2m+1—y).

Por outro lado,
2mxe = a4 2mxy + B2 (1 + ¢y )™ + 0(] z [P™H2)
ou w3 =21 + 5= (a + Be¥™) + Lme ™ty + O(e2m )+
+0(e2m+1=7). Como v =1 temos 1—v =2v istoé
T2 = 11 + o= (a + BE2™) + Lmemtry; + 0(2m ),
Fazendo a = o=(a + Be™) e v = S2e¥m+v > 0, obtemos a
expressdo de @(z1,y1). O

Portanto o Teorema 15 da Curva Invariante de Moser para o caso
analitico segue do seguinte:
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Teorema 16. Seja F(z,y) = (z+a(y)+yy+f(z,v,7), y+9(x,y,7))
onde f,g sao fungoes analiticas em |y |< 1, | Im(z) |<r, tal que F
preserva drea e 0 <y < 1.

Eziste uma constante 6 > 0, independente de v, tal que se |
flea +19lr1<y0 entdo F possui uma curva invariante analética
z=u(d),y =v) com |v|<1l eu'(0) >0,4(0) =ul@) —0 e
v(0) periddicas de periodo 1.

Agqui | f |rs=sup | f | para|y|<s,| Im(z1) |<r. (Veja o 2°
passo na demonstra¢ao abaizo).

A prova deste teorema serd apresentada no final desta secao. Ire-
mos mostrar a existéncia de curvas invariantes dentro do contexto
Lagrangiano, tal como apresentado no artigo de Levi e Moser [49].

Apesar das hipéteses aqui utilizadas serem bem mais fortes do que
as usuais da Teoria KAM, vérios aspectos interessantes desta teoria
podem ser ressaltados.

O primeiro deles, é o uso de um "método variacional ” para achar
a curva invariante, isto é, usando a funcao geratriz da aplicagdo do
tipo twist, o problema de achar uma curva invariante traduz-se em
encontrar uma solugdo para uma equagao de diferengas (equagao ho-
moldgica).

O segundo aspecto é a modificagao do Método de Newton para
encontrar aproximacoes para a solugao. Isto significa que em cada
etapa do processo iterativo ao invés de resolver a equacgao linearizada,
como no método de Newton usual, resolve-se a mesma a menos de
um erro quadratico.

Finalmente, mostra-se como associar a um problema de existéncia
de curva invariante numa vizinhanga de um ponto fixo eliptico um
problema perturbativo.

Estes trés aspectos por si s6 justificam, se nao por razoes estéticas,
a escolha da exposicao que fizemos.

Para outras abordagens e para uma ampla discussao sobre a teoria
KAM referimos ao artigo [25] de R. de La LLave.

Passos preparatérios para a prova do teorema 16: Apds
reformular a questao da existéncia de curvas invariantes em termos
da funcao geratriz, a idéia é usar um método de aproximagoes su-
cessivas para resolver uma equagao de diferencas nao linear. Para
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isso, usa-se um métdodo de Newton modificado em que ao invés de
resolver a equagao linearizada usual, esta é resolvida a menos de um
erro quadratico. Além do controle deste erro em cada etapa do pro-
cesso, ha necessidade de acompanhar uma diminui¢do do dominio de
analiticidade da solucao em relagao aos dados iniciais. Este é o con-
teddo do Lema de Aproximacao (Lemma 23). Finalmente prova-se
o resultado principal, Teorema 17, que prova a existéncia de solucao
Unica, desde que iniciemos com uma ”quase solucao”.

1° Passo: Reformulacao do problema da existéncia da curva invari-
ante usando a funcdo geratriz h (principio variacional ).

Seja h(z1,z2) uma fungio geratriz da aplicacdo, isto é, h é uma
funcao analitica que satisfaz h(x1+1, xo+1) = h(x1, z2), O12h(x1, x2) <
Oe f(x1,y1) = (x2,y2) sesomente se 1 h(x1,22) = —y1 e O2h(x1,x2) =
Y2.

Suponha que 0 — (u(8),v(0)) seJa uma curva 4, de classe C*, tal
que u é crescente e u(6 + 1) = u(f) +

Podemos usar a fungao geratriz h para descrever a condi¢ao de
invaridncia de 6 de modo que f | § é conjugada a uma rotagio de
angulo w, isto é

f(u(8),v(0)) = (u(d 4+ w),v(0 + w)).

Em termos da fungao h isto significa:

{ v(0) = =01 h(u(0),u(l + w))
v(0 4+ w) = Aah(u(h), u(f + w))

ou

{ v(0) = =01 h(u(8),u(f + w))
v(0) = dah(u(f — w),u(h))

Portanto, estamos procurando uma funcao 6 — u(d) tal que

Ovh(u(0), u(0 + w)) + dah(u(d — w), u(0)) =0

Se usarmos a seguinte notagao u™ (0) = u(0+w), u™ () = u(f—w)
podemos escrever a equagao acima como FE(u(f)) =0, onde
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E(u(0)) = 01h(u(0),u™ (0)) + dah(u™ (), u(9)).

(
Observacao: a funcao v () E(u(0)) tem média zero, isto &,

/ (6 E(u(6))d8 = 0.

Demonstragdo. Se denotarmos VG(0) = G(0+w)—G(0) e V*G(0) =
G(0) — G(0 —w) entao

W (0)E(u(0)) = u (0)0h(w(8), u™(0)) + u'(8)d:h(u™(8), u(6))
= gph(u(8),ut () = V[(u'(0)02h(u™(8),u(6))].
Portanto .
/ u (0)E(u(6))do =
1
0 d0 ))do — / Y [i(6)0sh(u (6), u(6))]d8 —

h(U(l),qu(l))—h(U(O)ﬂﬁ(O))—/ [/ (0)02h(u™(0), u(0))]do.

0

Mas h(u(1),u™ (1)) = h(u(0) +1,u™(0) + 1) = h(u(0),u™(0)), ou
seja, o primeiro termo é nulo. Quanto ao segundo,

1 1
/ u' (0 + w)Ooh(u(B), u(d + w))do — / u' (0)Oah(u(0 — w), u(6))do
0 0

fazemos a mudanca 6 + w = ¢ na primeira integral para obter:

w41 1
| w@oantute — o) u@)de — [ @)oo ). u(o))as

Como

w 14w
/0 0 (0)Doh(u=(0), u(0))do = /1 o (0) Dok (u~ (), u(0))do
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Entao reescrevemos

[N (0)0ah(u= (0), w(0))dO + [/ (0)dzh(u~(0), u(8))do—

w

— [ W (8)Dsh(u (6),u(8))dd — [, ' (8)d2h(u (), u(B))df = 0
[l

2° Passo: Definicao de um espacgo de fungoes onde procurar a solugao
de E(u) = 0.

Se g : IR — IR é uma fungao periddica, de periodo 1 e analitica
real entao usando a expansao de Taylor, podemos estendé-la a uma
vizinhanca do eixo real em C'. Vale também a seguinte estimativa: se
sup | g™ (6) |= M, entdao, IR > 0 tal que M,, < n! R"

Além disso, g = Y gre?™*? onde g, = fol g(0)e*™*9dp e existem
constantes K > 0 e a > 0 tais que

| gr |< Kealkl

Demonstragdo. Se g(z) é analitica em | Im(2) |< A entdo mudando
o caminho de integragao fol g(0)e*™*%df em € para a curva

Y = {tdito<i<1 o {t+dito<i<i o {1+ (1 —1t)di}o<i<a

com || <A de modo que

1
Ik z/ g(t + 61) 2Tk o= 2mikt gy
0

Logo

1
| gk |= / | g(t+0di)| > at.
0

Seja 0 < 0 < A. Se k > 0 definimos § = 0 —Aese k <0
facamos § = A — 0, de modo que e2™% = =27kl(A=9) o | g |<| g |5
e 2mFlA=2) " onde | g [x=sup | g(2) | em | Im(z)|< A

Fazendo ¢ — 0 obtemos o decaimento exponencial do coeficiente
de Fourier de uma fungao analitica:
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_27T|k|)‘_ Onde | g |A: sup | g(z) | em ‘ Im(z) ‘< A

O
¢ analitica em um dominio

lgrI<lglxe
Observe que a funcio g(z) = Xge?km*
| Im(z) |< 4 pois,
|gke2ﬂ'ikz |:| gr || e—27rky |§| g |)\ 6—277(\16\)\+ky)
Mas
A A A
|| A+ ky>| k| A= |k|==|k|= para |y|< =.
2 2 2

De modo que | gpe?™** <| g |5 e~ TIFIA
converge uniformente.

Obtemos entao, que se W,. é o espago das fungoes analiticas
periddicas, de perfodo 1, em | Imz |< r entdo para todo g € W,
vale: | gx |<| g |- e 27IKI",

O proximo resultado, Teorema 17, diz que se iniciamos com uma
funcao ug(f) tal que E(ug) é suficientemente pequeno, entao existe
uma solugdo (Gnica com média nula) para o problema E(u) = 0
descrito no 1° Passo, para u préxima de ug.

Suponhamos que a func@o geratriz h(z1,x2) seja analitica e que

se estenda a h(z1,22) em um dominio D C 2.
Fixemos um ntimero R > 0 tal que () # Dg C D est4 definido por

e portanto a série acima

Dgr = {(21722)/di8t((2:1,22)7DC) > R},

isto é, Dr é o maior subconjunto de D cuja R-vizinhanca esta contida
em D.

Teorema 17. Suponha que minp | 12h |> Ny e que exista M > 0
tal que | h |cs< M em D (todas as derivadas até ordem trés limitadas
por M ).

Suponha que exista uma fung¢ao uo(0) tal que: ug(0)—60 € W,. para
algum 0 < r < 1 e que a curva (ug(2),ug (2)) esteja inteiramente
contida em Dy para | Im(z) |< r.

Além disso, suponha que exista N, > 0 tal que | ué) l-< Ny,
[ (ug) < No.

Se « é um nimero que satisfaz a Condigao Diofantina (CD): exis-
tem K > 0,0 > 0 tais que
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b . .
| o — p |> e Vp,q >0 inteiros.

Entao existe § = 6(r, R, M, N,, K,0, N1) > 0 tal que se | E(ug) |<
d , existe uma dnica fungdo u prézima de ug, tal que E(u) =0 com
u(@) —0.€ Wyys e [ (u(f) — 6)do = 0.

Exemplo: Se (h(z1,22) = 4(v2—x1)?+V (21) entdo E(u) = 2u(f)—
ut(0)—u=(0)+V'(u) e acondigao | E(uo) | < ¢ depende fortemente
da norma | V'(x1) | .

No caso da aplicacio standard, V(z1) = 5% cos(2mz1), assim
comegando com funcao u(f) = 6, basta tomar k suficientemente pe-
queno.

Os proximos passos e lemas sao dedicados a prova do Teorema 17.
3° Passo: Modificacao do Método de Newton

Escrevendo E(u + v) = E(u) + E'(u).v + Q(v) com | Q(v) |<
c| v |?* para |v] pequeno, o método de Newton consiste em resolver
sucessivamente a equagao linear tipo F(u) + E’(u).v = 0, para obter
uma sequéncia convergente & solucao de F(u) = 0.

Ao invés disso, Levi e Moser propéem uma outra equagao linear
(Equagao Homoldgica) que se escreve na forma:

W E(u) +u'E' (u)v —vE (u)u =0
Lembrando que u™(0) = u(0+ a) e u™ () = u(f — ), temos
E'(u)w =

= O h(u, u™)v 4 Oroh(u,u™ vt + Gorh(u™, u)v™ + Oah(u™,u)v

u . E'(u)v —v. B (u)u' =

w' O h(u, u™).v + uwdph(u, ut) vt + 'O h(u™, u)v™
+u/Oaoh(u™, u)v — vO1 1 h(u, ut)u' — vd2h(u, ut)(uw')T
—vd21h(u™,u)(u")” — vdah(u™,u)(u)” =
A2h(u,ut)(uw'vT —v(w)T) + Oarh(u™,u)(u'v™ —v(u')7)
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Fazendo v = v'w, de modo que v* = (u/)Tw™ etc..., tem-se
/ / / !
uE (u)v — vE' (u)

Bush(uw, u® ) (u (o) Pt — (W) + O ()
= O12h(u, uH)u' (u) . (wh — w) — Or2h(u™, u)u (u

U’() w” —w'w(u’)")
)" (w—w™)

Lembrando que
VG0) =GO+ a)—GH) = (GT —G)(0)

V*G(0) = G(0) — G0 — o) = (G — G™)(0)

Escrevemos:

Or2h(u, u™)u/ (u') T Vw — d12h(u™, u)u/(v')~V*w
Mas

V*(O12h(u, u™)u' (u')T) =

Azh(u, ut)u' (u')T — Orah(u=, u)u'(u')~

e

V*(O12h(u, u™)u' (u)TVw) =

Aoh(u, utu' (') TVw — dioh(u™, u)u/ (u')~ Viw

Isto significa que podemos reescrever a equagao homoldgica na
seguinte forma:

V*(012h(u, v’ (v )T Vw) = —u'E(u).

Esta equagao pode ser entao resolvida em duas etapas:

{ V() = —u'E(u)

Oah(u,ut)u/ (v )*Vw = ¢ +n, n constante

a ser determinada.

Como O12h(u,u™)u'(v')t < 0, a segunda equagio se escreve na
forma Vw = g¢.

O préximo lema afirma a existéncia da solucao para o sistema
acima, mas com uma perda no dominio da analiticidade.
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Lema 23. (de Aproximacgao)
Suponha que « satisfaca a condi¢do diofantina (CD)

K
|ag—p|> W
e g € W, tenha média zero. Entdo, para todo 0 < r’ < r, a equagao
Vi =g tem solucdo unica, com ¢ € Wy, e fol pdf =0 (média
zero) tal que existe uma constante C'(K, o)

Demonstragao. Escreva as séries de Fourier 0(0) = Y, 20 e
g(a) — Egne2n7r20

V(0) = o0+ a) — p(0) = Z (pne%ﬂw(eznﬂm —1).

Para que V() = ¢g(f) devemos ter ¢, = 2g.7n1e wo =0.
e2nmio _

Esta ultima condigao é necessaria para que ¢ tenha média zero e
é possivel porque este coeficiente fica indeterminado na equagao.

A condigao Diofantina (C'D) nos d4 a existéncia de uma constante
K tal que escolhendo m com | nov —m |< %, temos

4K
| n |o'+1

2nmic

| e —11|=2|sen(nma) |=2sen(n | na—m |) >4 | na—m |>

Além disso, | gn |< | g |» e 21", pois g € W,.
—27|n|r 140
Logo, | ¢n |< lglre In]
Se 0<g<s<r,

| ©n |§| g |r (4K)_1 ] 6—27rs|n\6—27r(r—s)|n| ) | n |1+a

2m(r—s)|n|

T obtemos:

usando que ze™* < e~ ! e fazendo x =
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2 — —27(r—s)|n
(r s)|n\.ez(1+o)u<e_1
1+o

140

ou (27’((7‘ — 8)) | n |1+a e—27r(r—s)|n| < 6_(1+U)
1+o

isto é,

(1+U)1+o

-1 _
[ pn |<] g |» (4K) lemzmsind | Ge) 7 Lot

—2m|n|s

ouseja: | on [<] g |- C(K,o—)(@r_sﬁ

Portanto, se ' > 0 é tal que s = TET/ obtemos

K7o_)e27r\n\(7‘lfs)

’ C
| 0 |T,§ > | On | e2lnlmr <y lgl ((r—s)1+°

ou |<p|r/ S 2|(!]T|:€)(£f) D 627T|n‘(’l“,—s).
o< 2ol Cle)
L A e )

Usando que ﬁ < % para 0 < z < % temos

|(P| , 2C(K7U) |g |7’
" (r—s)lte T (s —17)

2C(K,0) |glr _ 2°79C(K,0) | g
(s —1")2te - (r —r!)2+o

Concluimos assim a demonstragdo do Lema de Aproximacao 23. [
Analogamente procedemos para a equagdo V*¢ = g onde g tem
média zero e V*¢(0) = ¢ (0) — (0 — ).
V() = Sap,, €201 — e=27n] ¢ obviamente
| 1— e—27rina |:| e2n7ria -1 | .

Voltemos nossa atencao agora para o sistema

{ V¥ =g(u) = —u' E(u)
p'Vw= ¢+n
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Onde p~t = d12h(u(0),u™(0))u' (0)(ut)'(#) e o pardmetro n é deter-
minado pela condigao ffﬂ p(Y+n)dd =0

oo [ pyde
iIstoé n = T pao -
Primeiramente resolvemos V*i = —u/E(u) com u satisfazendo

as hipéteses do Teorema 16:
uw®) —0cW,,| () |.<N, |u]|.<N.
Pelo Lema 23 de Aproximagao,
(K,0) | v |r| E(u) |r
[r=r]
| E(u) |r

="

C
|1/1 |r’§

< C(K,o,N)
Para obtermos uma estimativa para a solugao de V(w) = p(¢+n),
observemos que V*(¢¥+1n) = V* = —u'E(u) e

vy J[lp|
|n|< |fp| §|¢|r'|f—p|—

1
J mamra
lew [O12hu’ (ut)]

. .
| | ammerry |

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

1

1 §| /812hu’(u+)’ |§ N2.
| f O12hu’ (ut)’ |

Portanto |7 |<| ¥ |» N2 M.N%N; =| % |,» MN,;N*

E
isto é&: | n|< C’(k,a,N,NhM)'(A
[r—r"["
Usando o Lema 23, de Aproximagao, concluimos que existe uma

constante C] tal que a solugdo de Vw = p(¢ + 1) satisfaz

r’ E r
P4 b o 1B
[ =pl lr=r" 7| —p|

| w |,0S Ci(Ka 0)



132 [CAP. 3: CURVAS INVARIANTES

para todo 0 < p <7’ <rcom C; =Ci(K,Ny,0,N, M)
_ ptr |E(u)]r
= [r—pl?7

Finalmente, se v = w/w entdo obtemos uma solucao para u'E(u)+
u'E'(u)v — vE'(u)u’ = 0 analitica, que satisfaz:

Fazendo 1/ obtemos |w |,< Cy

| E(w) |r

|U |p§ CQ(Kao'aNlaNaM) 2T
lr—pl|

e usando a estimativa de Cauchy, provamos que:

E
o < 20, B
[ (r=p)|
Com efeito, se v(z) = 5= 7 fu(f’z) dw, entdo v'(z) = 5= I, (:)(_";))de
Para z tal que | Im(z) |< p, tomemos o circulo v =: {|] w — z |=
r — p} para obter a seguinte estimativa:
1 | v(w) |
v (2) |< —/ | dw
)15 5 [ L )
1 | E(u) |r
<[ [jrm(z)4+r—-p <Gy 5
[r=p] [r—p| [ Im(z) | —p |

Isso significa, que para verificar a estimativa para a derivada de v
é suficiente que se tenha | Im(z) | +r — p < p.
Concluimos assim que, dado p < r seja p =

| E(U) |7‘ 27’0 | E(U) |7‘

ptr

5 Entao vale:

| v p<lv[p< Cor—F5 =27 Co———5 =
lr—p]| lr—p]|
€
1 E
o <o | e < 22y L EW
|p—p] |r—p]

Logo, fazendo C = 227C valem as seguints desigualdades para a
solugaode v'E(u) + v'E' (u)v — vE' (u)u' = 0:

Eu) |,
|U|p§0|(7))|27-

| (r—p
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o < 2020 1
| (r—p)

4° Passo: Estimativa do erro quadratico

Lema 24. Suponha que v = vw'w com w € W, (0 < p < r) seja
uma solugao da equagio u' E(u) + u'E'(u)v — vE' (u)u’ = 0, tal que

E(u)|,

|wl,< Oy {2k
E 2
Entdo | E(u+v) |, < Cs %
r—p|*7

para Cg = Cg(k,0, N1, N, M)

Demonstragdo. Vimos que a equacao v'E(u) +u' E'(u).v = vE' (u)u’
equivale a:

B(u) + E'(u).v = (u) "E (u)u' = wdila[E(u)]

Pela estimativa de Cauchy | % [E(u)] |, < D ‘ﬁ(ﬁ;'{

para alguma
constante D.
Logo, | E(u)+ E'(u).v |, <|w |, DLE@L-

[r—pl -
CilE(u)]r

Por hipétese, | w |, < . Portanto, existe uma constante
P 70l

Cs3 > 0 tal que

/ | E(u) |7
| E(u) + E'(u).v |, < C3|r—p|27'+1'
Pela Férmula de Taylor, E(u+v) = E(u) + E'(u).v + Q(u,v)
com |Q[,<C o3 e alémdisso |v|,=|vw'w|, < N|w]|, <
NC1|E(u)|»
lr—p[>T
Donde concluimos que

Os | B(u) |7 CN?CP| E(u) 7

A T
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Lembrando que 7 = 24 o, existe uma constante Cg > 0 tal que,
| E(u+v) |, < CGM. 0

[r—pl™

5° Passo: Convergéncia do processo iterativo para uma solucao de
E(u) =0.

Se r > 0 é dado como nas hipdteses do teorema 17, fixado r <
Tn—147Toco

r, definimos a sequéncia r, = —=5—=, com 719 = r. E claro

que em cada etapa a distancia entre r,, e ro ¢ dividida por 2,

T — Too = 7”’12”"" —Too = =572 de modo que T, — To €
_ — (To—roo)

Tn = Tn+l = ~onF1

Vamos supor que resolvemos sucessivamente a equacao u,, F(uy,)+
un B (up,). vy, = v, B (uy)ul, com g satisfazendo as hip6teses do Teo-
rema 17, € Up41 = Up + Uy, u, € W, e v, satisfazendo as seguintes
estimativas:

| E(un) |T71
| 7o — o 27

2C1 | E(un) |r,

| T — Tnal |27'+1 :

|vn |’I"n+1 S Cl

/
| UTL |T71+1 —

De modo que pela estimativa quadratica do erro (4° Passo) temos:

| Blun) By _
| Tn — Tn+l |4T | To — T

_ Ce(2)" [ E(un) 7,
|47'

| E(un+1) |Tn+1< Cs

Sejam €, =| E(u,) |-, e a= 2%, temos entdo uma expressio
tlpo €nt1 < Cra™e? para alguma constante Cf.

E preciso encontrar um ndmero § > 0 tal que iniciando com uma
condigao | E(uo) |r,= €0 < 0 , como no enunciado do Teorema 17 ,
temos €2 — 0 suficientemente rapldo de maneira que o produto a™e 2
convirja a zero.

Escrevendo 7, = C7a"t'e, temos
C2a®" 2,2 = 2.

De modo que se escolhemos € tal que Craey < 1, entao 7, < 778n7
que converge a 0 e obviamente ¢, — 0.

_ 12
M1 = Cra"“epq1 <
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Mas

— n . . _ n—1, .
un = uo + Xy (v — uj1) = uo + i

€n _ Cl (22T)n+16n

|70 — g1 27 (10 — 700)?T

<Cy

| Un |roe <| Un

|Tn+1

Como acabamos de ver, o lado direito é o termo geral de uma
série convergente.

Logo v, converge absolutamente em | Im(z) |< roo.

O mesmo pode ser afirmado sobre u,, e além disso, E(lim(u,)) =
lim F(u,) = 0. Isto é u, converge uniformemente a uma solugao de
E(u) = 0 no dominio | Im(z) |< reo.

6° Passo: Resta apenas provar que em cada passo do processo itera-
tivo obtemos uma funcao u,, para a qual valem as hipdteses usadas
no 3° Passo e no Lema 23 (de Aproximagao).

Isto é, resta provar que u,, € W, com

(un,u)) C Dg para | Im(z) |[< 7, e

| u;‘L |T71< N’ | (u;'L)_l |T71< N'

Lema 25. Suponha que ug(f) seja uma fungdo (condicdo inicial)
tal que wuo(0) — 60 € W, para algum 0 < r < 1. Suponha que
(uo,ul) € Dr para | Im(2) |<7r e que|ufy|.<N, | (up)~t|<N

onde R e N sdo dados na hipdteses do Teorema 17

Se uy, = up—1 + (U,_1)Wn—1 com wp—1 € W, a solugio da

equacao homoldgica entdo

R ! !
| un —uo |r, < 5 € [u, —uglr, <

5 para todo n=1,2---

2
N
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Demonstracdo. Usando a notacdo da prova do Lema 23, a = 247,
= Cra™ ey, 1 — 11 =2 (rg —ry), se A <47 entdo

€n _ En2>\(n+1)
E(Tn_"’nfl)k - E(To—mc)k =

<(ro— roo)_’\C7_1207ena”+1 =

(ro — roo)_)‘C';lEnn <

2109 _
S Cr(ro—reo)™

&[32:17::0)* para 1y < %
Logo

n—1 Crek
| Un — Uo |rn§ Ek:O | Vg |rk§ E\Tk—rk+1|27
2(10160

= I"'U_Too ‘27

e | u, —up lr, < T2 |0 [ S S0

2016(}&
ITU_TOOI2T+1 .

<

E Clek
= T rg—ris1

‘27—«#1 S

Basta portanto, escolher ey =| ug |, suficientemente pequeno para
obtermos as desigualdades enunciadas. (Il

Lema 26. Nas mesmas condigoes do Lema 25, se |ug |[< N entao
(un(2),u)f (2)) € D em | Im(2) |< 7y

| )y [, < 2N, | (u,)"' |< 2N, Vn=1,2,..

n

Demonstragdo. Podemos supor que N > 2. Suponha que (z1,22)
sejam tais que

dist ((z1, 22), (un(0), uf (0)) < £ para todo 6 tal que | Im(6) |<
. Entao
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dist ((z1, 22), (uo(0), ug (9))) <

dist ((Zlﬂ Z2)7 (un(e)ﬂ ur-iz_ (9)) + dist ((un(e)ﬂ ur-iz_ (9))7 (uO (9), US_ (9)) <
% + % = R, para todo n suficientemente grande.

Como (ug,ug) € Dg, segue que (21, 22) € D. Isto quer dizer que
se dist ((21,22), (un (), (0))) < &, entdo (z1,22) € D. Logo, por
definicao do subconjunto Dx, segue que (Un,ut) € Dx.

Além disso, pelo lema 25, | ul, |, <| uh, — ug |r,, + | 6o |r, <
<X+ N<2N.

E ainda, | (uf)™! |, <] (uf)~t |-< N, o que implica

1
| u/O |Tn> N'

Isso, juntamente com a desigualdade | u], — ug |, < %’ nos fornece
v <l Ul |r, ou | (u,)"t|< 2N.

Dete modo, concluimos a prova do Lema 26 e do Teorema 17. [J

Passemos & prova do Teorema 16 (Teorema da Perturbagao).

Este resultado nao é consequéncia direta do que acabamos de
provar mas sim da sua demonstragdao. A partir da construgdo de um
principio variacional adequado prova-se que todos os passos descritos
na prova do Teorema 17 podem ser dados.

Em particular, mostramos que é possivel escolher um nimero «
que satisfaz a condi¢do diofantina (CD), de modo que a restrigdo
da aplicacdo F ao circulo invariante seja conjugada (no nosso caso
analiticamente conjugada) & rotacao de dngulo o

Iniciamos escrevendo o principio variacional em coordenadas con-
venientes: F'(z1,y1) = (v1+a(y)+yy1+f(21,91,7), y1+9(21,91,7))

Se p=~v"Y(z2—x1—a(y)), entdo p = y1 +v" 1 f(x1,y1,7).Vamos
escrever a funcao geratriz nas coordenadas (z1,p). Por hip6tese
Y1 f i< d < 1, logo a aplicacdo (z1,y1) — (z1,p) é um
difeomorfismo global de modo que y; =p+ f(xl,p7 v) com 71|
fl< & em aberto | Im(z1) |<r e |p|<dr.
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Isto segue da seguinte propriedade das fungoes analiticas reais,
cuja prova pode ser vista, no Lema A.3 da pagina 730 de Poschel
[63]:

Lema 27. Seja G uma funcdo analitica real que se estende a uma
vizinhanga Uy, da forma | Im(y) |< h no plano complexo, tal que
| G(y) —id |[< § < %, Entdo G possui uma inversa analitica real ¢,
definida em uma vizinhanga Z/l% que satisfaz

h
| o —id|< 0, 1 | dp — Id |< 0.

Demonstracdo. Sejan = . Tomemos dois pontos u, v € Us, tais que

G(u) = G(v). Entao u—v = u—G(u)—v+G(v) e | u—v |<| G(u)—u |
+ | G(v) — v |< 26 < 2. Portanto o segmento [u,v] = (1 — s)u + sv,
s € [0,1] esta contido no aberto Us,,.

Pela estimativa de Cauchy para funcoes analiticas reais, ao longo
de [u,v] temos

|

4 G—-idl, o
|dG_Id‘3n§TS—

< 1.

Ou seja G é uma perturbacao da identidade e pelo Teorema do
Valor Médio, | v — v |<| dG — Id |< % | w—v |. O que implica
u = v, isto é, G é injetiva em Uy,. Além disso, G(Us,) contém U,,
tendo em vista que, dado z € U, a equacao G(y) = z se escreve
y+ (Gly) —y) =z com | G —id|<é.

Logo, se z € U, entao a aplicacdo T,(y) = y — G(y) + z é uma
contracao em uma vizinhanca compacta contida em Us,,.

Encontramos assim ¢ : U, — Us, tal que p = G~1.

Como | G —id |[< § em Uy,, valem as estimativas: | ¢ —id |< 6
em U, e

[dp—1d|, <] (@G) ™" ~1d],, =

[AG—1d],, 5
—[dG=Tdl,, ~n

= | (dG)_l |2'r]| dG —Id |2'r] S 1
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Continuando, de modo andlogo, para y2 = y1 + g(z1,y,7) com
Y7 g 1< 8 <1, obtemos y2 = p+g(x1,p,7) com v |G |, 5,<
0 < 1.

Seja h(x1,z2) a fungdo geratriz da aplicagdo F' ou seja, tal que
F(z1,y1) = (x2,y2) se somente se dh = yaodre — y1dx;. Como
dry = vdp 4+ dr1 temos

“Yyadze — y1drr) = v~ H(y2ydp + yodz1 — y1dxy) ou
_1(81}1 + 82h)dz1 + 82hdp = ygdp + 7_1(y2 — yl)dl‘l.

202

Portanto, se l(z1,p) = v 'h(z1,21 + 7, + a(y)) concluimos que
flx1,y1) = (x2,y2) se somente se yo = l(z1,p), Y2 —y1 =
YOl(z1, p).

Finalmente, observe que l(x1,p) = %—&—l*(whp, 7) com [* analitica
satisfazendo | I* |5, < em |p|< d1.

Vejamos agora como ficam os passos para a obtengao de uma
curva invariante x1 = u(f) = 0+ 4(0) e y1 =v(0) comd e v
periédicas e com numero de rotacao 3 a ser determinado, tal que
x2 = u(f + B).

Substituindo em p = v~ (z2—x1—a(y)) obtemos p(0) = v~ (u(0+
B)—u(f)—a(~)). Usando a notagao da prova do Teorema 17, (Vg(0) =
g0+ B) — g(0) = g™ (0) — g(0) etc...), podemos escrever:

p(0) =v~'Va(d) + v~ (B - a(v)).

Definindo o =~71(38 —a(y)) obtemos p(0) =~~1Vai(0) + a.
A equacao E(u) = d1h(u,u™) + d2h(u~,u) = 0, usando o novo
principio variacional I(z1,p) =y~ th(z1, 11 + vp+ a(’y)), se escreve:

YO (u, u™ —u —a(y)) = Oal(u, 1(u+—u—a(7)))+
+0l(u™, 7 Hu—u” —a(v))) =

Substituindo v~ (uT —u — a(y)) = Yy IVad) + a = pd) e
vy Hu—u" —a(y)) =y Va(@ — 8) + a = p(6 — B) na expressio
acima tem-se que:

Y01L(u(0), p(0)) — Ozl (u(0), p(6)) + D2l (u(0 — ﬂ) p(0 — ) =0
702 (u(0), p(0)) — D2l (w( — B),p(0 — 3))] — Orl(u(9), p(0)) =
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Como mudamos as coordenadas do principio variacional, agora deno-
tando V*g(0) = v~1[g(0) — g(0 — )], podemos escrever

E(u) = V*0al(u(0), p(0)) — 01l(u(0), p(0)).

Portanto, se p(u) = v~ H(u™ —u—a(y)) entdo p(u~) =y H(u—u" —

a(v)) e p'(u).v =71 (v* —v).
Derivando e fazendo as simplificagoes, chegamos a seguinte ex-
pressao para o método de Newton modificado:

U E' (w)v — v.E'(w)a =y 2las(u, pw)[u'vt — o) -

7 Har (u™, p(u”)) o™ o) Ty e (u”, plu”))[u'vT —u(u) ] -
—y " Mgy (u, p(u)) /v — v(u') 7], onde 1;; = 81

As substituicoes v = w/'w, vt = (v/)Twt | ete. naequacio v’ B’ (u)v—

v.E' (u).w = —u'E(u) resultam na seguinte equagao:

uw . E'(u)v —v.E' (u).u' =

[yl (u, p(w) )’ (') " = 5~ (u, p(w) Ju’ (u') ) (w™ — w)+
[y 2laz (™, p(u™))u! (u') "=y Har (u™, plu™)u/ (u') " J(w™ —w) = —u'E(u)
Que é equivalente a equacao:

V* [[la2 (1, p(w)) = Y12 (u, p(u)]u () V] = —u' E(uw)

e ao sistema

V() = —u/E(u)

[12 (u, p(1)) = Va2 (u, p(u))]Ju’ (') "V =+
Antes de prosseguir imitando a prova do Teorema 17, precisamos
escolher um ntimero 3 tal que o =~~1(B—a(y)) esteja no dominio
de I, por exemplo | w —a(y) |[< 3, de modo que | a |< i. Para
o Lema de Aproximagio, como as equagdes obtidas anteriormente
dependem do fator de escala v, a condigao diofantina também sofre

uma dilatagio e supomos que | — % |> quz.

E preciso, portanto, mostrar que podemos fazer uma escolha de
0 satisfaz a estas duas condigoes.

A possibilidade desta escolha segue do fato de que o conjunto dos
nimeros que satisfazem a condicao diofantina tem medida total em
[0, 1], ver [58].
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Demonstra¢do. Provemos que o complementar no intervalo [0, 1] dos
nimeros que nao satisfazem a condigao diofantina (CD) tem medida
nula.

De fato, se a nao satisfaz a condicao diofantina, entdao Ve, K > 0
a inequagdo |na — m| < Kn~%9 tem sempre uma solucio com
n > 0, m inteiros.

Considere o conjunto B(K, €) = {a € [0,1]|na—m| < Kn~(2t9},
O conjunto B dos nimeros que nao satisfazem a condicao diofantina
se escreve B = Ng B(K,€)

Para n,m fixos, a inequagdo acima define um intervalo I(K, e, n)
em torno do nimero 2 de tamanho 2Kn~ 3+ Além disso, a ine-
quagdo |na —m| < Kn 2+ implica que —K < m < K 4+ n e este
intervalo contém, no maximo, 2K + n + 1 nimeros inteiros.

Portanto, denotando por m(A) a medida de Lebesgue de um sub-
conjunto A, obtemos

<> m(I(K,en) Z (2K 4+ n +1)2Kn~63+9
n=1 n=1
Mas 2K +n+ 1 < 2(K + 1)n, portanto

m(B(K,¢)) < 4K (K + 1) i n~ (49 = 4K (K +1)8(e)

n=1

onde fizemos S(e) = > 07 | n~(2+9),

Portanto, m(B) < 4K (K + 1)S(e), VK > 0 ou seja, m(B) tem
medida nula. Como queriamos demonstrar. O

Escolhido o nimero g, resta observar que pelo fato de I(z1,p) =
% + 0(d), podemos iniciar com a fungdo ug(f) = 0 de modo que
(0) =0, p(u(0) = a e 020, a) = a+0(0), dhl(0,a) =0(5) e
E(up) = 0(d). Além disso, 022l =1+ 0(5) o que implica que o sis-
tema associado ao método de Newton modificado pode ser resolvido
de modo analogo ao descrito na prova do Teorema 17.

Com isso, concluimos a prova do Teorema 16 e do Teorema 15 da
Curva Invariante de Moser.

Exemplo: Voltando as aplicagoes do tipo bilhar em uma cur-
va convexa, sabemos que existem pelo menos dois pontos periddicos
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de periodo dois, que correspondem a largura e ao diametro. Neste
pontos, o angulo de partida com a tangente é igual a 3.

Nas coordenadas (s, p), com p = cos(¢), vemos que (sp,0) é um
ponto periédico do tipo eliptico se e somente se

LQ—Ro—Rl<0€(L0—R0)(L0—R1)>0,

onde Lg é o comprimento da corda, Ry e Ry sao os raios de curvatura
nas respectivas extremidades.

Para verificar se (sg,0) é um ponto fixo de f2 que possui o pri-
meiro invariante de Birkhoff ndo nulo, e que portanto satisfaz as
hip6teses do Teorema de Twist de Moser, é necessario calcular a de-
rivada terceira de f? em (sg,0). Na referéncia [26], este calculo é
feito e é demonstrado que para curvas convexas genéricas com pon-
tos periddicos de periodo dois elipticos, existem curvas invariantes
que circundam estes pontos (”ilhas elipticas”).



Capitulo 4

Regiao de instabilidade

Nesta parte, suporemos que f : S1x[0,1] — S'x[0, 1] é uma aplicagao
do tipo twist que preserva drea, tal que para qualquer funcao continua
¥ : St — [0,1] ndo identicamente nula nem identicamente igual a 1,
o grafico de ¥ nao é invariante por f.

Pelo teorema da curva invariante de Birkhoff, ver capitulo 3, os
resultados que obtivermos aqui poderao ser aplicados para a regiao
entre duas curvas rotacionais invariantes disjuntas de uma aplicagao
do tipo twist qualquer, que preserve area, desde que nao existam
outras curvas invariantes no interior da regiao.

Mas dada f : S' xR — S' xR, o conjunto das curvas invariantes
rotacionais para f é um conjunto fechado. Entao, se f possuir pelo
menos duas destas curvas e a regiao entre elas nao for folheada por
curvas rotacionais invariantes, poderemos encontrar um anel, cujo
bordo é formado pela unido de duas curvas rotacionais invariantes,
em cujo interior nao existe nenhuma outra.

Inicialmente, vamos introduzir um pouco de notagao para este
capitulo:

1. A=S8'x[0,1], C~ = S! x {0} and O+ = S' x {1}
2. D = fungodes continuas 1 : ST — [0, 1] que verificam 0 < ) < 1
3. dado z = (z,y) € A, V7 (2) = {z} x[0,y] e VT (2) = {z} x [y, 1]

143
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4. dada v € D, seja U, = {(z,y) € S' x [0,1] : 0 < y < 9(x)
(P(z) <y <1)}

5. mp,m : IR? — IR sdo as projecdes candnicas, dadas por m (Z,7) =
Fem(y) =7

6. os levantamentos para IR? ou para R x [0,1] de aplicagoes e
conjuntos do cilindro ou anel serdo denotados com um ~

Vamos agora enunciar um teorema que é apenas uma outra forma
de escrever o teorema da curva invariante de Birkhoff.

Teorema 18. Seja V C A C S' x IR um conjunto fechado conexo,
tal que (S x IR)\V tem ao menos 2 componentes conezas, uma delas
contendo o fim inferior do cilindro e a outra contendo o fim superior,
e ainda f(V) = V. Entdo:

) V=C"

i) V=CF

i) VO C-UCT

O teorema acima implica o seguinte resultado:

o

Lema 28. Dada ¢y € D, C* C fecho(UpZof"(Uy)).

o
Demonstragdo. Seja V' = fecho(UpZ_ (U, )). Entao V' é fecha-
do, conexo, f-invariante, contém C~ e nao é igual a C'~, logo pelo
teorema, acima contém CT. Vamos agora notar o seguinte:

)

VR e[ (U) = U f T (o S (U)

E imediato ver que f_(m“)(u,?:of"(UJ)) D MU fM(U,)), as-

sim o conjunto U _ f’“(U; ) pode ser escrito como uma reunido
crescente de abertos, todos com a mesma area, pois f preserva area.

Assim, como
[e]

[e]
k _ _
Uz oo/ (Uy) D Unto [ (Uy,)
e ambos os conjuntos sao abertos com a mesma &area, os seus fechos
coincidem e portanto o lema esté provado.
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O
Vamos agora introduzir um conceito bastante importante no es-
tudo de aplicacoes do tipo twist.

4.1 Caminhos positivos e negativos
Definigdo: Um caminho positivo partindo de C~ (resp. CT) é um
arco simples 7 : [0,1] — A de classe C! tal que:
i) v(0) € C~ (resp. CT)

ii) o levantamento a IR do angulo que a tangente em ~(t) faz
com o vetor (0, 1) (resp. (0, —1)) é sempre estitamente positivo,
para t € [0, 1]

Observagao: Para definir um caminho negativo, basta trocar es-
tritamente positivo por estritamente negativo na definigao anteiror.

— T
R

y+

Figura 4.1: Caminhos Positivos e Negativos.

Vamos agora enunciar dois resultados, cujas demonstragoes serao
deixadas como exercicio para o leitor (ambas podem ser encontradas
em [19] e em [45]).
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Proposigao 15. A imagem por f=! de um caminho positivo é um
caminho positivo e a tmagem por f de um caminho negativo é um
caminho negativo.

Apenas como comentério, gostariamos de dizer que o argumento
que prova esse resultado é bastante semelhante ao da demonstragao
da proposigao 19.

Proposicao 16. Seja U um conjunto fechado conexo cujo comple-
mentar possui pelo menos 2 componentes conexas, uma contendo C'~
e disjunta de C*. Suponha que existam caminhos y_ e vy saindo de
C™, respectivamente negativo e positivo, que terminam num mesmo
ponto z sem intersectar U. Nesse caso, V~(z)NU = 0.

4.2 Teorema fundamental

Nesta secao iremos demonstrar o teorema fundamental sobre regioes
de instabilidade. Existem alguns enunciados distintos, mas um dos
mais interessantes é o seguinte:

Teorema 19. Existe um ponto em A cujo conjunto a-limite estd
contido em C~ e o w-limite estd contido em CT. Em outras palavras,
existe um ponto de A cuja drbita positiva converge para C e a dorbita
negativa para C~.

Apé6s introduzir uma série de lemas e proposicoes auxiliares que
serao utilizados na demonstracao deste teorema, citaremos outros
resultados que podem ser provados com as mesmas idéias e técnicas.

Comecemos com uma funcao ¥ € D e vamos considerar os seguin-
tes conjuntos fechados

oy © (Mo f"(U])) ewyt € (Meof(U))
que sao definidos da seguinte forma:
e como C~ C (ﬂff:of"(UJ)) eCt C (ﬂfj’:of_"(U;’)) e ambas
as intersecgoes anteriores sao fechadas, vamos chamar de o, a
componente conexa de (ﬂfj’zo Uy )) que contém C'~ e de w:;

a componente conexa de (ﬂj’fzo f _”(UJ )) que contém CT.
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Temos entao a seguinte proposigao:

Proposicao 17. Para toda v € D valem as sequintes propriedades:
i) [ ey) Cay e flug®) Cwy™
iii) o grdfico de v intersecta o, e wy T

Demonstragdo. Como f~1 (ﬂ;’fzof"(UJ)) C (ﬂ;’fzof"(UJ)), C~ C
ay e f(C7)=C" = fYa,) C ay. Um argumento anélogo serve
para mostrar que f(wy™) C wy ™. Assim i) estd provado.

Para provar ii) vamos observar que f_("“)(a;) C f7"(ay,) para
todo n > 0 e portanto quando n — oo, f‘”(oz;) converge a
(ﬂj’fzof_”(a;)) c U}, que é fechado, conexo, contém C~ e é f-

invariante. Como Uy ¢ disjunto de CT, pelo teorema 18,

(Mo () = 07

O outro limite se prova de maneira aniloga.
Para provar iii) notemos que se para 0 < e < 1 definimos ¢ (z) =
¢, para todo = € S', do lema 28 temos que

ctc feChO(Uf:Ofn(Uj;e))

[e]
e portanto o conjunto UpZ f" (U, ) encontra o grafico de . Suponha-
mos que € > 0 seja suficientemente pequeno de maneira que 1, < 1.
o

Seja entdao N, > 0 o primeiro inteiro tal que fNﬁ(que) encontra o
[e]

grafico de 1. Como fNﬁ(UJ) é um aberto conexo, é conexo por ca-
minhos, assim existe um arco I'. C fNe(UJG) NU, cujos extremos

estao, um em C'~ e o outro no grafico de . Da escolha de N, temos
o

que fN<F(U7 ) ndo intersecta o grafico de ¢ para k = 1,2, ..., N..
Assim, f~H(T) C Uy, para k = 1,2, ..., N.. Portanto

T C Ao 5 (U). (4.1)

Agora vamos notar o seguinte:
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1. quando € — 0, N, — o0

2. como o anel S* x [0, 1] é compacto, o conjunto dos subconjuntos
fechados do anel é compacto na topologia de Hausdorff (ver
[23]). Assim, existe uma sequéncia €, — 0 tal que I'c, — T', um
fechado conexo que intersecta C'~ e o gréafico de 1. Da expressao
(4.1), T Cﬂ,;";ofk(UJ) e portanto o, intersecta o grafico de ¢.
A outra interseccao é demonstrada de maneira aniloga.

O

Uma consequéncia simples das defini¢oes acima é que o conjunto

a-limite dos pontos de o, estd contido em C'~ e o conjunto w-limite

dos pontos de w;g estd contido em C+. Vamos agora definir as seguin-
tes funcoes de S* em [0, 1]:

Io; (z) = sup{ma(z) : z € ay; e mi(2) =z}
(4.2)
9o (z) =inf{m(z): 2z € w;[ em(z) =x}

Uma das possiveis formas de concluirmos a demonstracao do teo-
rema seria mostrar que os gréaficos das duas fungoes definidas acima
se intersectam (verifique!). No entanto, por razdes técnicas, faremos
algo um pouco diferente.

Lema 29. Para toda v € D valem as sequintes propriedades:

1) os grdficos de 9oy € 9u intersectam o grdfico de ¥ e 9o <
V=g

2) 9o é semi-continua superiormente e 9 é semi-continua in-
feriormente

3) 9oy €90t sao ambas continuas pela esquerda

4) existem @, ¢ € D tais que 9os; 2 Y oe 9t <y

Demonstragdo. A propriedade 1) acima se verifica trivialmente a par-
tir da definigao de o, e wyt e da propriedade iii) da proposigao 17.

Dizemos que uma fungdo real g é semi-continua superiormente
(inferiormente) em z, se dado € > 0, existir § > 0 tal que para

|z —y[ <= g(y) <g(z)+e(g(y) > g(x)—e).
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Como os conjuntos oy, € wy T sdo fechados, a defini¢ao das fungoes
9o © 9o (4.2) implica na validade da propriedade 2). Vamos agora

enunciar uma proposigao que serd usada na prova de 3).

Proposicao 18. Seja z = (x,y) € A tal que 9o (x) <y < ().
Entdo, existe 2z’ = (x,y") verificando Ja;; (x) <y’ <y tal que
FVHEHED))) Nay =0.

Observacao: A hip6tese desta proposicao é bastante razoavel por-
que caso g, (x) = () para todo x € S, entdo pela propriedade
iii) da proposicao 17 os gréficos de oy © Juy € intersectariam e o

resultado fundamental, teorema 19, estaria provado.

Demonstragdo. Seja z = (x,y) como no enunciado da proposigéo e

vamos considerar o conjunto oy U ({z} x [ga; (x)7y]) . Como ele é

conexo e ¢ distinto de «,;, ele ndo estd contido em Ny% f* (U, ). Por-

tanto existe 2/ = (z,y’) tal que 9o () <y <y <y(x) e um inteiro
k>0 tal que f~*(2') ¢ U, . Como y' < 4(x), k ¢ estritamente po-
sitivo. Deste modo, f~*(V*(2’)) define um caminho positivo v; que
comeca em C'T e chega em f~!(z), que ndo intersecta f_l(a;). Por
outro lado, como f~%(z') ¢ U, temos que V¥ (f~*(z')) n ay =10
e como f‘k(a;) C oy, finalmente V(D) N f_k(a;) = 0.
Desta forma, fF=1(V*F(f=F(z")) N fay) = 0. Agora temos 2
casos, se k > 1, f*=L(V+(f=%(2"))) define um caminho negativo
y2 que também comeca em CT e termina em f=1(z') e se k = 1,
FFY V(")) = VE(f~Y(2")). Em ambos os casos, gracas a
proposicao 16 temos que V*(f~1(2")) N f~(ay,) = 0, assim
FVE(HE)) N oy, = 0 0 que prova a proposigao.
O
Vamos agora continuar a demonstragao da propriedade 3) do lema
29. Fixemos z € S! e seja z, uma sequéncia que converge para
z pela esquerda tal que 9o (n) — 7. Como Ia; é semi-continua
superiormente, entdo r < Ia;; (x). Vamos supor que r < Ia; (x).
Como chegaremos a um absurdo, concluiremos que r = Ia;; (x) e

portanto a3 é continua pela esquerda.
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Como r < Ja; () < ¥(x) e ¢ é fungdo continua, se n > 0 for
suficientemente grande, 9o (xn) < Y(xy). Seja agora z = (z,r) e
Zn = (Tn,Tr), tal que para todo n > N, (para uma escolha conve-
niente de N), Ja; (xn) < rn < ¢Y(zy,) e 7, — 7. Vamos agora apli-
car a proposicdo 18 e notar que existe uma sequéncia z,, = (n,77,)
tal que ga;(xn) <1, < rpe f(VH(fT(z)) Na, = 0. Como
g, (xn) — 7, 7y — 1, fica claro que z], — z. Como estamos supon-

P
do que g, - () > r, se n > 0 for suficientemente grande, o ponto
%

(w7ga; (7)) esta acima da curva f(V(f~1(z,))), o que contradiz a

conexidade de v, pois V¥ (z;,)U f(VF(f~"(2},))) ndo intersecta o .
A demonstracao de que 9t é continua pela direita é andloga.

Figura 4.2: Contradiz a conexidade de a,;.

Por fim, vamos provar a propriedade 4). Para cada z € S*, vamos
definir os seguintes conjuntos:

I, =f'(VT(z,¥(x) e Ho={z € A: V (2)NT, # 0}

A sequéncia de conjuntos f”(a;) é crescente, assim o
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fecho(UpZof" (v, )) € um fechado conexo que separa o anel, nao re-
duzido a C~ e f-invariante. Portanto, pelo teorema 18 ele contém
c+.

Vamos agora tentar entender geometricamente o que é o conjunto
H,. Se pensarmos no levantamento de I';, para a faixa IR x[0, 1], como
f tem a propriedade de twist, T, se projeta injetivamente em IR e H,
é o conjunto dos pontos acima deste grafico. Entendido isso, fica facil
de ver que, como fecho(UpZof"(a,)) O C* e a sequéncia f"(ay;) é
crescente, para todo xg € S! existe n > 0 tal que interior(H,,) N
f"(ay,) # 0. Mas entdo para todo x préximo de o, interior(Hy)
também intersecta f"(c,, ). Desta forma, da compacidade de St
segue que existe um natural N > 0 (a compacidade garante que N
nao vai para infinito) tal que fN(oz;) Ninterior(H,) # () para todo
z €S

Vamos agora escolher ¢’ € D tal que fV (o) estd abaixo do
gréafico de . Isto claramente é possivel, pois fV (o) € um fechado
que nao intersecta C*. Seja agora o, a componente conexa de
Mo f*(US) que contém C~. Vamos mostrar que «, intersecta Iy,
para todo z € S!. Inicialmente vamos notar que f"”N(a;) -
fN(a;) C U, para todo k > 0. Assim, fN(a;) C fk(U;,) e por-
tanto fN(a;) C ﬂ,;";ofk(U;,). Como fN(a;) D C7, entdo a, D
F¥(eg)-

Seja agora o seguinte conjunto, para x € S! fixado:

B={zeT,:V*(z)Nna, =0}

Como g é fechado, B é um aberto de I';,. Mas B nao pode ser to-
do Iy, pois a, D fN(oa;) e fN(oz;) N H, # (. Assim, uma das
componentes conexas de B se escreve como f~({z}x]r,1[), com

Y(xz) < r < 1. Como Yo, é continua pela esquerda, se Yo, (m o
=z, 7)) > mo f‘l(x7r§7 entdo para algum r < r; < 1, tei"iamos
(m1 0 f=H (2, m1), 9, (m1 o f~ (x,m1))) € VFE(f~ (2, 71)), 0 que con-
tradiz a escolha de 7. Assim, g, (m o f~Ya,r)) = m o fx,7)
porque da escolha de 7, V‘*(f_l(;7 7)) Na, # 0. Desta forma, T'; >
) € g, o que nos diz que f(T';) = V*(x,1(x)) intersecta
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f(a,) para todo x € S1. Seja agora ¢ € D tal que fla,) esteja
abaixo do grafico de ¢. Como feito anteriormente, a defini¢ao de o,
como sendo a componente conexa de N, f k(U; ) que contém C~
implica no seguinte, para todo k > 0:

f M ay) C flag) UL = flay) C fHU),

assim como f(a_,) D C7, obtemos que a; D f(a,). Portanto oy
intersecta cada um dos conjuntos V*(z,¢(z)), x € St e Joz 2 ¥ A
existéncia de ¢ é provada de maneira andloga.
O
Agora, finalmente estamos prontos para provar o teorema princi-
pal.

Demonstragao. (do teorema 19)
Dada ¢ € D, mostraremos que existe ¢ € D tal que «, intersecta
w:; em pelo menos um ponto. Como ja foi visto, o a-limite de um

ponto em «a estd contido em C~ e o w-limite de um ponto de w:;

@
est4 contido em C, assim isto concluird a demonstracao do teorema.
Vamos fixar ) € D e supor que para toda ¢ € D, a, N wj/; = 0.

Assim, dada ¢ € D vamos considerar os seguintes conjuntos:

Ki={re 8" g,-(r) < g ()}
Ky ={r € 8" g, () > g ()}

Do fato de estarmos supondo que ag N wj/; = (), obtemos que
S! = K; U K,. No que se segue, mostraremos que obrigatoriamente
um dos conjuntos acima é vazio.

Assim, por absurdo vamos supor ambos nao-vazios. Como Yas é
semi-continua superiormente e 9 é semi-continua inferiormente, K1
é aberto. Por outro lado, como oz © 9u sao ambas continuas pela
esquerda, obtemos que se x5 € K5 entao todo ponto suficientemente
préximo, a esquerda de xs, também pertence a Ko. Vamos agora
considerar o levantamento destes conjuntos para o plano, isto é, se
definirmos a seguinte aplicagao de recobrimento

p:R—S1,
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entdao Ky = p~1(K1) e Ky = p~(K>) satisfazem IR = K;UK». Vamos
agora considerar Ty € Kj e seja To = sup K1N] — 00, ). Temos entdo
duas possibilidades:

i) Ty € Ks. Neste caso, como ji comentamos acima, todo ponto,
suficientemente préximo, a esquerda de To, também pertence a I~(2, o
que ¢ uma contradigao, pois existem pontos arbitrariamente proximos
de Zo, a sua esquerda, que pertencem a K;.

ii) Tp € K;. Como K; é aberto, existe uma vizinhanca de Zg
inteiramente contida em K 1, mas isto contradiz a definicao deste
ponto.

Logo um dos elementos de {K7, K3} é vazio.

Portanto podemos particionar o conjunto D da seguinte maneira:
D =Dy UDy, onde:

D>:{cp€’D:ga;<gwI}eDf:{<p€D:ga;>gwI}

A demonstracao serd concluida ao mostrarmos que Dy e Dy sao
ambos nao-vazios e abertos de D na topologia da convergéncia uni-
forme. Mas isto é uma contradig@o, pois D é claramente um conjunto
conexo na topologia da convergéncia uniforme. Assim, existe ¢ € D
tal que o ﬂwlf # () e portanto o teorema estd provado. Vamos entao
a prova de que D) e D; sao ambos nao-vazios e abertos.

1. sobre Dy. As funcgoes Jay © ¥ coincidem em pelo menos um
ponto. Assim, se ¢ € D), existe z € S' tal que gwi(z) >
(). Claramente esta desigualdade vale para todas as fungoes
¢’ pertencentes a uma vizinhanga suficientemente pequena de
@. Assim, como g,- < ¢’ e ¢’ € Dy UDy, obtemos que ¢’ € Dy

!
e portanto Dy é aberto. Claramente Dy é nao vazio, pois da
definicao de a e de w;f, oz <pe 9t > ). Assim se ¢ < 1,

%)
entao p € Dy.

2. sobre Dy. Seja ¢ € Dy. Como a; e w;f sao ambos fechados que

estamos supondo disjuntos, existe n > 0 tal que 9ot < Gaz — M
Como 9o < ¢, entao gwi < ¢ — 1. Seja agora uma vizinhanga

de ¢ em D tal que para toda ¢’ nessa vizinhanga vale 9t <
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¢’ —n/2. Como Yo~ © ¢’ coincidem em pelo menos um ponto
z' € S, entdo g%{ix’) < 9o, (&) = ¢'(x), o que implica que
¢’ € Dy. Assim D é aberto. Como v e 9t coincidem em pelo
menos um ponto, se ¢ € D for tal que 9oy > ¥ (tal p existe pela
propriedade 4 do lema 29), entao como ¢ € Dy U Dy, obteremos
que ¢ € Dy e portanto este conjunto também ¢ nao vazio.

Isto conclui a prova do teorema.
O

4.3 Um pouco mais sobre a regiao de ins-
tabilidade

Através de argumentos semelhantes aos desenvolvidos acima é possivel
mostrar também o seguinte resultado:

Teorema 20. Dada uma vizinhanca de Ct, existe um ponto nessa
vizinhang¢a cujos conjuntos a e w-limite estao contidos em C~ e vice-
Versa.

No fundo, estes resultados mostram que existem érbitas passeando
pelo anel todo, com os comportamentos mais diversos possiveis.
Tudo que foi feito acima pode ser encontrado em [44].

4.4 Extensoes para o cilindro infinito

Inicialmente, vamos salientar que os resultados acima podem ser es-
tendidos para difeomorfismos do tipo twist definidos no cilindro. Va-
mos enunciar uma destas extensoes, cuja demonstracao pouco difere
da do teorema 19 e depois vamos analisar o caso de difeomorfismos
do cilindro que induzem aplicagoes no toro com detalhe.

Seja f: C — C um difeomorfismo do tipo twist no cilindro, que
preserva area e é exato, isto é:

e para todo aberto A C C, homeomorfo a C' e com bordo conexo
e compacto, temos que

Area(f(A)\A) = Area(A\f(A))
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Note que esta defini¢ao de exatidao coincide com a da sec. 1.3. Entao
vale o seguinte:

Teorema 21. Se f ndo possui curvas rotacionais invariantes, exis-
n—-+oo n—-+oo

tem z,w € C tais que myo f™"(z) = =  £oo emgo fM(w) = Foo.

No que se segue, vamos considerar uma classe especial de dife-
omorfismos do toro, que num certo sentido generaliza a aplicagao
Standard.

4.4.1 Aplicacgoes do tipo twist no toro

Seja Dehn_twist o conjunto dos difeomorfismos fdo plano tais que:

f(Z,y) tem a propriedade de twist, isto é: Oym o f(Z,y) > K >0, e
f@+1Ly) = f(z,9)+ (1,0)

f(faﬂ‘*‘l):f(fa@‘*‘(l’l)

E facil ver que fe Dehn_twist induz difeomorfismos f e f respecti-
vamente no cilindro S!xIR=(IR/Z) xR e no toro T? =IR?/Z>.

O resultado que provaremos para essa classe de aplicagoes pode
ser pensado como uma extensao do teorema 21. Ele tem algumas apli-
cagoes interessantes no estudo de certos problemas sobre aplicagoes
do tipo twist no toro, como por exemplo o estudo da ruptura de curvas
rotacionais invariantes para familias e o problema da ergodicidade.
Para mais detalhes, ver por exemplo [3], [4] e [6].

Teorema 22. Dada fEDehn_twist tal que a aplicagio f: C — C
induzida por [ € exata e nao possui circulos rotacionais invariantes,
entdo existem dois mimeros, p~ < 0 < p™T tais que para todo racional
p/q, com p~ < p/q< pT, existe z € C tal que f4(z) = z+ (0,p).

Observagoes:
1. E claro que & drbita de z corresponde uma 6rbita g-periédica
para f

2. para um irracional w entre p~ e pT também podemos associar
um conjunto compacto invariante para 77 que quando levantado
para o cilindro, possui a seguinte propriedade: a 6rbita de seus
pontos percorrem C' verticalmente com velocidade w, ver [3]
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Para provar esse teorema, inicialmente vamos apresentar alguns
resultados auxiliares.
Para cada ¢ > 1, € R, vamos definir:
pg(t) = fU(Z,1), parat € R (4.3)
Diremos, para py(t) definida como em (4.3), que o primeiro en-
contro de 4 com a vertical por o, se dd para

tp € IR, tal que:
tp =min{t € R : m o py(t) =m o fUZT,t) = Zo}

Analogamente, o dltimo encontro de p, com a vertical por Zo, se
da para

ty € IR, tal que:
ty =max{t € R : m o pg(t) =m o fUz,t) = Zo}

E claro que, para todo z,29 € R, tp < ty.
Entao, vale (ver [47]):

Proposicao 19. Para todo Zo,T € IR, seja pq(t) = fq(f, t), como
em (4.8). Entdo valem as seguintes desigualdades: ma o pg(ty) <
7o 0 tig(t) < w0 pg(tp), para todo t € R tal que w1 o pgy(t) = Zo.

Demonstragdo. Para ¢ = 1 é evidente, pois uq(t) encontra cada ver-
tical em um tnico ponto (da condigdo de twist).

Para ¢ > 1, a prova serd feita por inducao, assim, suponha que o
resultado seja valido para 1,2,...,q — 1.

Seja zo = (Zo,Yo) = pqe(tp), o primeiro ponto de encontro de
com a vertical por Zg. N

Seja z1 = (Z1,91) = pg—1(tp) = f~1(Z0). Entao, vale :

g1 (] = 00, tp[) N f =1 (Fo, [§o, +oo]) = 0. (4.4)

Vamos agora provar (4.4).
Suponha, por absurdo, que Z € p,—1 (] — 0o, tp[)Nf~1 (Zo, [Y0, +00[) -
Entdo, seja w = f~97Y(2) = w = (7,T), com T < tp. Mas entdo,

wq(T) = fU(w) = f(Z) € vertical por Ty, absurdo, pois T < tp.
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Suponha agora que existe W € p14—1 (] — 00,tp[), com mi (W) > Z;.
Como limy;_, o 7 0 p1g—1(t) = —00, temos que existe t< tp, tal que
T o ,uq_l(tA) = 77 e, da hipétese de indugao, ms o uq_l(f) >y =
T3 0 pg—1(tp).

Por outro lado, como fve Dehn_twist, temos que :

1 f_l(goﬂ]@ba""_oo[) :]_007551[

T2 fN_l(goa]gOuJ’_ooD 2]&1,00[

Flv(z)

N

Figura 4.3: tltimo ponto de encontro.

O que implica que, existe t, < t < tp, tal que :

pg—1(te) € =1 ((Fo, 170, +o0]))

absurdo, pois contradiz (4.4). Dessa forma, pqa—1 (] — 00,tp[) estd a
esquerda da vertical por Z1 e portanto ug—1(tp) é o primeiro ponto
de encontro de p;—1 com a vertical por =1, sendo assim o de altura
maxima, pela hipétese de indugao.
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Suponha agora, que existe tx > tp, tal que m o py(t4) = Zo €,
T 0 fg(ty) > Yo = M2 ogq(tp).
Mas entdo, piq—1(tx) € £~ ((Zo, g0, +00])) = existe t. > tp, tal que
71 0 fig—1(ts) = T1 €, 2 © pg—1(ts) > M2 0 pg—1(tp), 0 que contradiz
tq—1(tp) ser o ponto de altura méxima na vertical por Z;. Assim,
tq(tp) é o ponto de maxima altura na vertical por To. A prova da
proposicao para o dltimo ponto de encontro () é andloga.

O

Vamos agora relembrar a proposigao (9). Dados s inteiro e ¢
natural nao-nulo, C(s,q) C K(s,q), onde K(s,q) é como em (2.11)
e C(s,q) é um compacto conexo que separa o cilindro. Definamos
agora, para cada z € S', as seguintes funcoes:

w () = min{ma(2) : z € K(s,q) e m1(z) =z}
e (4.5)
pt(z) = max{ma(z) : z € K(s,q) e m(z) =z}

Podemos associar fungoes andlogas a f9(K(s,q)) :

v~ (z) = min{me(2) : z € fUK(s,q)) e m1(z) =z}
e (4.6)
v (z) = max{ma(2) : z € f4(K(s,q)) e m1(2) = x}

Um corolério trivial da proposicao 19 é o seguinte:
Corolério 7. f1(z, p~(x)) = (z,v"(2)) e fU(x, p" (2)) = (z,v (2)).

O corolario acima, juntamente com o préximo resultado sao um
exemplo da enorme rigidez que a condicao de twist acarreta.

Lema 30. Para todo z € S*, (z,u*(z)) € C(s,q).

Demonstragao. E uma consequéncia trivial do corolario 7 juntamente
com o fato de C(s,q)¢ ter pelo menos duas componentes conexas,
uma contendo o fim inferior do cilindro, denotada por U, e a outra
contendo o fim superior, V. No caso de, por exemplo (z,pu~ (z)) ¢
C(s,q), entao (z,u~(x)) € U, o que implica que (z,v" (x)) =
fUz,p(x)) € f1U), absurdo. O outro caso é andlogo.

O lema que se segue é a base da prova do teorema 22.
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Lema 31. Dada fe Dehn_twist, tal que f € exata e ndo tem curvas
rotacionais invariantes, existe Z = (z,y) € [0,1]2, tal que f4(Z) =
Z + (s,des), para algum q € IN*, s € Z e des > 2.

Demonstracdo. Inicialmente, vamos tomar constantes K > 0, a > 0
e b > 0 tais que para todo z € IR? valem as seguintes desigualdades:

o Mo f(2) —m2(2) > —a
o 05f(3) > K

O fo(3)| < b

Com f nao possui C.R.I’s, por um argumento andlogo ao da
prova do lema 28, existe w = (7/,9') € [0,1]? tal que 7 o fN(w) >
44 a+ 2744’, para algum N > 1.

Sejar = {(z,9) €[0,1]*: z=7"}

Definindo agora:

C.H.Max(f™(r)) = :;1[13 . ‘m o fM@,a) —m o f(F, b)‘ (4.7)

Fica claro que

C.H.Maz(f*(r)) > ]m o fMF,0) —m o [MF, 1)] —n.  (4.8)

Logo para todo n > 1, existe pelo menos um inteiro s tal que
T +sem (f"(r)) :

A prova sera feita agora, por contradicao. Assim vamos supor
que, V z € r, tal que

T 0 f*(2) =7 (mod 1), para algum n > 0, (4.9)
entao

T o f(Z) < 4 (4.10)

Seja agora w; € r, tal que:
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m o fN(@) =4+a
e’
vV z € { segmento de r entre w e w1},
mofN(Z) >4+a

E claro que tal wy existe, pois, como j4 foi dito, existe pelo menos
um inteiro s tal que & + s € m ( fN(r)). E de (4.9) e (4.10), fN(r)
cruza a reta [ dada por:

1={(z,4+a), com T € R}
Definindo agora I = {intervalo de extremos m2(W) e ma(wy)},

temos (também de (4.9) e (4.10)):

sup |m o fN@, 7)) —mo fNE, )| < 1
y1,92€1

Seja agora vy : I — IR? a seguinte curva :
() = fN@, 1), comt € 1
Entao temos:

(2+0b)
K

T 0 YN (w2 (W)) — 2 0 Y (w2 (wr)) >
Agora vamos observar que:

Proposicao 20. Seguindo a notagao anterior, dada wma curva 7y :
J = [a,b] — R?, tal que :

sup |moy(t) —mony(s)| <1 (4.11)
t,seJ

(2+0)
K

|2 0 v(b) — w2 0 y(a)| > (4.12)

Entao, existe s inteiro tal que T’ + s € w o f(y(J)).
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Demonstragao.

Py e |1 © (1)) 7 0 f(v( >>\ =

= supyes | 2 (0(0) = F(1(9)] 2 |Lr(@) = Foly(®)] 2
> b+ K2 =9

Assim, a proposicao estd provada.
O
E claro que, v (t) satisfaz as hipdteses da proposigao (20), por
construgao. Assim, existe s inteiro tal que # + s € m o f(yn(I)) =
mof N—H( ).
Por outro lado, como

inf s 0 (1) = m2 0 (ma(1)) = 4+ a,

da escolha de a > 0 temos:

inf Flyn(t) > 4
inf w3 0 f(yn(t))
Assim, estd provado que existe t* € I e 2* = (z/,t*) € r, tal que:

m 0 fN‘H(E*) =7 (mod 1)
my o fNFT(EY) > 4

O que contradiz (4.9) e (4.10) e portanto conclui a prova.

O

Observacao :

e E claro que uma demonstragao andloga nos da que existe w =
(z,7) € [0,1]?, tal que fi(w) = w + (s,des), para algum ¢ € IN*,
s € edes < —2.

Ja estamos prontos para provar o teorema 22.

Demonstragao. (do teorema 22)

A demonstracao pode ser dividida em 2 casos:

) 0<p/g<p* ii) p~ <p/g<0

Como os 2 casos s@o anédlogos, analisaremos apenas o 1i).

Ja que f: C — C é exata e nao possui circulos rotacionais in-
variantes, pelo lema 31, existe Z = (Z,9) € [0,1]?, tal que f%(z) =
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Z+ (s,des), para algum ¢ € IN*, s € Z e des > 2. Assim, a Z corres-
ponde um ponto z = (z,y) € K(s,q) C C. Pela definigao das fungoes
ut e vt ver (4.5) e (4.6), temos que vt (z) — p~(z) > des > 2.

Por outro lado, como f é exata, ela satisfaz a propriedade PIC.
Agora basta notar que:

o (z,u (z)) € C(s,q), pelo lema 30
e pela prova do teorema 10, existe z5 € C(s, q) tal que f9(z;) = 2

e (C(s,q) é conexo

Das 3 propriedades acima, segue que a fungao moo f9(e)—mo(e)—1
se anula em pelo menos um ponto de C(s, q), digamos z1. Mas entéo
fq(Zl) =21+ (0, 1)

Vamos agora provar a segunda parte do teorema. Suponhamos
que existe w € C' tal que

i 208" () = 7a(w)

n— o0 n

—w>0. (4.13)

Seja 0 < p/q < w. Suponha que H(e) = 7o o fi(e) — ma(e) —
P lco,q9< 0. Como acima, existe zo € C(0,q) tal que f9(z0) = 20,
Assim caso H néo se anule em C(0,q), como H(z) = —p < 0 e
C(0, q) é conexo, H deve ser negativa em todo ponto de C(0,q).

Assim, para todo x € S, v*(z) < p~(x) + p. Como C(0,q) é
fechado, existe uma funcdo continua # : S* — IR tal que o seu gréfico
separa f1(C(0,q)) de C(0,q)+ (0,p), em outras palavras, f2(C(0,q))
estd abaixo do seu gréfico e C(0,q) + (0, p) estd acima.

Vamos chamar de U a componente conexa de (grafico(f))° que
contém o fim inferior do cilindro. Por construcao, (f4(U) — (0,p)) C
U. Mas isto implica que

lim sup m2 0 f*(r) = ma(r)

n—o00 n

< p/q, paratodo r € C,

o que contradiz (4.13). Assim H se anula e o teorema estd provado.
0
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