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Apresentação:

O estudo qualitativo de algumas equações diferenciais ordinárias
muitas vezes se reduz ao estudo de aplicações induzidas em seções
transversais (aplicações de Poincaré). Este é o caso, por exemplo da
dinâmica em uma vizinhança de uma órbita periódica.

Em seu trabalho pioneiro [16], sobre transformações em superf́ıcies
e aplicações à dinâmica, G.D. Birkhoff ressalta a importância da con-
dicão de ”vorticidade” (”vortical condition”) no estudo das transfor-
mações que preservam área e que possuem um ponto fixo eĺıptico.

Uma condição geométrica semelhante aparece também no chama-
do último teorema geométrico de Poincaré, provado no caso geral
somente por Birkhoff. Este teorema afirma que um homeomorfismo
que preserve área que possui um anel invariante limitado por duas
curvas homotópicas e que restrito às quais suas trajetórias movem-se
em direções opostas (torcem), possui infinitos pontos periódicos.

A condição de torção que aqui será chamada de twist (não ne-
cessariamente em direções opostas, mas com velocidades diferentes)
aparece com frequência em várias situações aparentemente não relaci-
onadas. Por exemplo: o modelo de Frenkel-Kontorova, as geodésicas
no toro, as perturbações periódicas de hamiltonianos em dimensão
dois, as aplicações do tipo bilhar em curvas convexas, os hamiltonia-
nos com dois ou três graus de liberdade, em particular no problema
restrito dos três corpos, a dinâmica numa vizinhança de um ponto
fixo eĺıptico.

Portanto, a teoria da aplicações do tipo twist pode ser considerada
como um modelo teórico unificador para vários fenômenos.

O objetivo dessas notas introdutórias é apresentar alguns resulta-
dos e exemplos básicos sobre a dinâmica de aplicaões do tipo twist,
ilustrando o alcance da teoria e tentando motivar o leitor para as
questões e técnicas tratadas.

A partir dos resultados fundamentais de Birkhoff, obtidos no ińıcio
do século XX e após o grande progresso alcançado nas décadas de 60
e de 80, é posśıvel, hoje, enfrentar o desafio de apresentar a teoria
de modo introdutório e acesśıvel (assim esperamos) aos estudantes
brasileiros do final de graduação.

Estas notas estão organizadas em quatro caṕıtulos. No primeiro,
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são apresentados alguns exemplos e são desenvolvidas as primeiras
ferramentas, em especial, a função geratriz. Estes instrumentos são
aplicados no Caṕıtulo 2 que trata da existência de órbitas periódicas
(conforme Birkhoff), de órbitas heterocĺınicas e da teoria de Aubry-
Mather. Nesta teoria, são obtidos conjuntos invariantes por uma
aplicação do tipo twist que são constitúıdos de órbitas não periódicas,
mas que satisfazem propriedades semelhantes às órbitas de Birkhoff,
isto é, são ”ordenados”. Também é dada uma idéia de métodos pu-
ramente topológicos para a obtenção de tais conjuntos invariantes.

O Caṕıtulo 3 trata das curvas rotacionais invariantes, que são
curvas homotopicamente não triviais invariantes pela aplicação. Um
exemplo de existência de tais curvas ocorre nos bilhares que possu-
em cáusticas. São provados dois resultados: o Teorema da Curva
Invariante de Birkhoff e o Teorema do Twist de Moser (para o caso
anaĺıtico).

Finalmente, o Caṕıtulo 4 trata das regiões (homeomorfas a um
anel) limitadas por duas curvas rotacionais invariantes e que não
contém outra curva rotacional invariante - a região de instabilida-
de. Prova-se a existência de órbitas que se acumulam (no passado
e no futuro) nas duas curvas do bordo do anel. São apresentados
também algumas extensões dos resultados para aplicações do tipo
twist definidas no toro.
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2.4 Órbitas minimais heterocĺınicas . . . . . . . . . . . . . 79
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3.4 Cáusticas e curvas invariantes em bilhares convexos . . 112

5



“impa1”
2005/5/5
page 6

i

i

i

i

i

i

i

i

6 SUMÁRIO
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Caṕıtulo 1

Definições e Exemplos

1.1 A dinâmica da aplicação “standard”

Nesta seção mostraremos de uma maneira informal diversos tipos
de dinâmica que ocorrem em uma famı́lia a um parâmetro de apli-
cações de tipo “twist”, que será tomada como modelo (neste trabalho
não traduziremos a palavra inglesa “twist”, que significa torção, pois
torção é uma palavra que, em matemática, já possui outros significa-
dos). O modelo escolhido é o chamado “Standard Map”, ou aplicação
“Standard”, ou aplicação de Chirikov, ou ainda aplicação standard
de Chirikov, devido aos trabalhos pioneiros do f́ısico Chirikov com
repeito a mesma (veja [22] e referências ali citadas). A aplicação
standard está definida sob o cilindro {(θ, y)} e é dada por:

θ′ = θ + y′,

y′ = y − α

2π
sen(2πθ) (1.1)

onde: θ é o ângulo longitudinal no cilindro, com peŕıodo igual a um,
y ∈ IR é a altura no cilindro e α é um parâmetro real. A aplicação
standard está associada de maneira imediata a uma aplicação do pla-
no no plano, que também será chamada aplicação standard, através
da identificação θ = x(mod 1), onde x ∈ IR. Tal operação que associa
a reta {x} ao ćırculo {θ}, através da função x → x(mod 1) = θ (deno-
minada de aplicação de recobrimento), é chamada de levantamento

7
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8 [CAP. 1: DEFINIÇÕES E EXEMPLOS

do ćırculo na reta (diz-se também que a reta recobre o ćırculo, ver
[50]). Note que a aplicação x → x(mod 1) = θ é um difeomorfismo
local não injetor. Esta é uma das propriedade das aplicações de re-
cobrimento. A aplicação {(x, y)} → {(θ, y)} define um levantamento
do cilindro para o plano. A aplicação standard levantada ao plano
{(x, y)} é dada por

x′ = x+ y′,

y′ = y − α

2π
sen(2πx) (1.2)

À primeira vista pode parecer preciosismo a distinção entre θ e x
apresentada acima. No fim, a fórmula para a aplicação standard em
termos de θ e x é a mesma! Ao longo da leitura o leitor deverá estar
atento ao número de vezes que transitaremos entre as duas “interpre-
tações” da aplicação standard, ora usando propriedades topológicas
do plano, ora do cilindro. Isto será feito tantas vezes que em muitas
não será nem mencionado nem, provavelmente, percebido. Espera-
mos que a ênfase dada neste ińıcio à diferença entre θ e x, aguce
a atenção do leitor neste sentido. A importância da duplicidade de
interpretações ficará evidente.

A aplicação standard aparece em diversos contextos distintos em
f́ısica (ver [56]). Em particular, no contexto da f́ısica do estado sólido,
a aplicação standard está associada ao chamado “Modelo de Frenkel-
Kontorova”, que será apresentado e discutido na próxima seção. No
contexto da matemática a aplicação standard tornou-se o paradig-
ma de aplicação do tipo twist que preserva área. Espera-se que ela
represente para a dinâmica conservativa bi-dimensional o que a apli-
cação quadrática representa para a dinâmica de aplicações unimodais
do intervalo, no sentido de exibir um espectro de comportamentos
dinâmicos que seja t́ıpico na classe das aplicações em que se insere.

Fora a simplicidade, a aplicação standard possui certas proprie-
dades notáveis. Uma delas, a de twist, será tratada na seção 1.3.
Uma outra, muito interessante, é a periodicidade por translações ver-
ticais, quer dizer, na direção y. De fato, da equação (1.1) segue que
as imagens dos pontos (θ, y) e (θ, y + 1) são (θ′, y′) e (θ′, y′ + 1), res-
pectivamente. Então conclúımos que a aplicação standard fica com-
pletamente caracterizada por seus valores no cilindro finito {(θ, y)}
com y ∈ [0, 1). Mais ainda, definindo a aplicação de recobrimen-
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to (θ, y) → (θ, y mod 1), do cilindro no toro, segue que a aplicação
standard induz um difeomorfismo no toro {(θ, y mod 1)}:

θ′ = θ + y′,

y′ = y − α

2π
sen(2πθ)(mod 1)

Portanto, sem perda de generalidade, pode-se restringir o estudo da
dinâmica da aplicação standard a (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1], o que é feito
nas simulações numéricas mostradas abaixo.

A dinâmica da aplicação standard depende fortemente do parâme-
tro α. Veremos que conforme α cresce de zero até infinito a dinâmica
complica-se gradativamente. Primeiramente, para α = 0 temos uma
situação muito simples onde a aplicação standard reduz-se a:

x′ = x+ y

y′ = y

Isso implica que todos os ćırculos paralelos y =constante são invari-
antes pela aplicação, ou seja, o cilindro é folheado por ćırculos invari-
antes. Ćırculos invariantes que dão a volta no cilindro (homotopica-
mente não triviais), são chamados de ćırculos rotacionais invariantes.
Uma aplicação do tipo twist para a qual toda órbita está contida
em um ćırculo rotacional invariante é dita integrável. A Figura 1.1
(α = 0) ilustra esta situação. Note que a dinâmica da aplicação
standard restrita ao ćırculo y = y =constante pode assumir duas na-
turezas muito distintas. Se y é um número racional m/n, então após
n iteradas o ponto (x, y) será transformado em (x+m, y), que quando
projetado no cilindro é igual ao ponto de partida. Neste caso o ponto
rodou m vezes em volta do cilindro após n iteradas, dizemos que seu
número de rotação é m/n = y. Note que, se y é racional então a
órbita de todo ponto do ćırculo y = y possui o mesmo número de
rotação e é periódica com o mesmo peŕıodo (observe que, para con-
tar o número de voltas que o ponto dá no cilindro {θ, y} usamos o
levantamento da aplicação standard ao plano {x, y}, enquanto que a
órbita do mesmo ponto só é periódica quando projetada no cilindro).
Agora, se y é um número irracional, então a órbita de nenhum ponto
do ćırculo y = y é periódica (se alguma o fosse, chegaŕıamos a uma
contradição). De fato, neste caso a dinâmica da aplicação standard
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Figura 1.1: Órbitas da aplicação standard para α = 0, caso inte-
grável.

restrita ao ćırculo y = y é a de uma rotação ŕıgida irracional, e a
órbita de qualquer ponto é densa no ćırculo. Dizemos que tal ćırculo
invariante possui número de rotação irracional.

O próximo grau de complexidade ocorre quando α é pequeno mas
não é nulo. Neste caso um teorema importante devido a Kolmogorov,
Arnold e Moser (KAM) garante que os ćırculos rotacionais invariantes
do caso integrável α = 0, associados à “maioria” dos números de
rotação irracionais, são perturbados em sua forma, mas continuam
invariantes e com a dinâmica de uma rotação ŕıgida associada ao
mesmo número de rotação. O enunciado preciso e a demonstração de
uma das versões do teorema KAM, serão dados no caṕıtulo 3 destas
notas. A dinâmica de uma aplicação do tipo twist nestas condições
é dita quase-integrável. A figura 1.2 (α = 0.1) ilustra tal situação.
Note que quase toda órbita mostrada nesta figura parece estar contida
em uma curva invariante.

O teorema KAM não diz nada quanto ao que ocorre com a dinâmi-
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Figura 1.2: Órbitas da aplicação standard para α = 0.1, caso “quase
integrável”.

ca da aplicação standard próxima aos ćırculos rotacionais invariantes
com número de rotação racional. Observa-se, e em grande parte pode
se demonstrar, que tais ćırculos dão origem a um número finito de
órbitas periódicas, todas com o mesmo número de rotação. A região
entre dois ćırculos rotacionais invariantes, onde situam-se tais órbitas
periódicas, é chamada de região de ressonância (o nome está ligado
à racionalidade do número de rotação). As regiões de ressonância
para quase todos números de rotação racionais são muito pequenas
quando α é pequeno. Por exemplo, para α = 0.1, figura 1.2, a única
região observável na escala da figura é aquela associada ao número de
rotação zero. O ćırculo invariante com número de rotação nulo, que
existia para α = 0, foi substitúıdo por dois pontos fixos. O primeiro,
no centro da figura, é de tipo eĺıptico, o que significa que a derivada
de F no ponto fixo está associada a autovalores complexos λ e λ−1,
com |λ| = 1. Tal ponto fixo é circundado por ćırculos invariantes
que não enlaçam o cilindro (são homotopicamente triviais). O ponto
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eĺıptico mais seus associados ćırculos invariantes são chamados de
“ilha eĺıptica”. O segundo ponto fixo, localizado próximo a (x, y) =
(0.5, 0), é instável e de tipo hiperbólico, ou seja, possui autovalores
reais λ e λ−1 com λ 6= 1.

As zonas de ressonância crescem com o aumento de α. Na Fi-
gura 1.3 (α = 0.8) são mostradas algumas regiões de ressonância
com suas respecticas ilhas eĺıpticas. Note que, agora, a grande re-
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Figura 1.3: Órbitas da aplicação standard para α = 0.8.

gião de ressonância do centro da figura, apresenta uma ilha eĺıptica
circundada por uma coroa espessa de iteradas da aplicação standard.
De fato, tais iteradas podem corresponder a uma única órbita. A
dinâmica nesta coroa, que contém o ponto fixo hiperbólico, próximo
a (x, y) = (0.5, 0), é bastante complexa. Assim como ocorre em uma
vizinhança do ponto fixo hiperbólico, pontos inicialmente próximos
nesta coroa “tipicamente” (de acordo com observações numéricas) se
afastam exponencialmente rápido. Por tal razão esta parte da região
de ressonância é chamada de “zona estocástica”. Note que na figura
1.2 a zona estocástica da região de ressonância central é inobservável
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(apesar de existir). Nesta figura, a ilha eĺıptica praticamente coinci-
de com a região de ressonancia. Já na figura 1.3 tanto a ilha eĺıptica
quanto a zona estocástica dividem o espaço da região de ressonância.

Ao se ultrapassar o valor cŕıtico de α = α = 0.9716.., obtido
numéricamente [34], observa-se que os ćırculos rotacionais invarian-
tes deixam de existir. De fato, como veremos no caṕıtulo 4, após
o rompimento do último ćırculo invariante aparecem órbitas que so-
bem arbitrariamente alto no cilindro. Para α < α a existência de
tais órbitas era impedida pela presença dos ćırculos rotacionais inva-
riantes. A figura 1.4 ilustra como são as t́ıpicas órbitas da aplicação
standard para α = 0.971. Note que com o desaparecimento das curvas
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Figura 1.4: Órbitas da aplicação standard para α = 0.971, próximo
à quebra do último ćırculo rotacional invariante.

rotacionais invariantes ocorre uma fusão das regiões de ressonância.
O elemento separador desapareceu. Na figura 1.4 o espaço ocupado
pelas zonas estocásticas é maior do que na figura 1.3, mas ainda se
observa aquela robusta ilha eĺıptica da zona de ressonância do centro
da figura.
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Conforme aumentamos α a dinâmica da aplicação standard torna-
se mais e mais complexa. O que se nota numericamente é que as ilhas
eĺıpticas perdem espaço para as zonas de ressonância, ao ponto de se
tornarem praticamente inobserváveis. Por exemplo, na figura 1.5
(α = 10) já não se pode observar ilhas eĺıpticas. Nesta figura estão
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Figura 1.5: Uma órbita da aplicação standard para α = 10 e condição
inicial (x0, y0) = (0, 0), “caso aparentemente estocástico”.

mostrados os 105 primeiros pontos de uma única órbita com ińıcio
em (x, y) = (0, 0)!

Resumidamente, podemos dizer que α parametriza, na dinâmica
da aplicação standard, uma disputa entre as curvas invariantes e as
regiões estocásticas. Em α = 0 temos o triunfo absoluto das cur-
vas rotacionais invariantes. Conforme α cresce as curvas rotacionais
invariantes vão sendo substitúıdas por outras curvas invariantes, as
das ilhas eĺıpticas, que são entremeadas por zonas estocásticas cada
vez mais expressivas. Para α > α as curvas rotacionais invariantes
deixam de existir, e para α′s ainda maiores a linhagem das curvas
invariantes, incluindo aquelas das ilhas eĺıpticas, parece totalmente
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extinta. Até que ponto tal cenário obtido numericamente é verda-
deiro? A resposta a essa pergunta ainda não foi dada. A primeira
idéia, que brota da análise acima, de que existe um certo valor de
α a partir do qual não existem ilhas eĺıpticas, como ocorre com os
ćırculos rotacionais invariantes, é falsa. Foi provado por Duarte [28]
que, existe α0 tal que, para α > α0, o conjunto de parâmetros α
para os quais a aplicação standard possui pontos periódicos eĺıpticos
é denso em [α0,∞)! Em que sentido, então, pode-se afirmar que a
zona estocástica é dominante para α′s grandes?

No cerne desta questão está a definição matemática do que se
chama zona estocástica. A definição mais aceita atualmente é que
a zona estocástica é o conjunto de pontos que possuem “expoente
de Liapunov” positivo. O expoente de Liapunov λ(z) de um ponto
z = (x, y) é igual ao seguinte limite, se ele existir,

lim
n→∞

ln ||DF (zn) . . .DF (z1)DF (z0)||
n

onde: DF (z) é a derivada da aplicação em z, zn é a n-ésima iterada
de z0 = z, e ||DF (zn) . . . DF (z1)DF (z0)|| é o módulo do maior auto-
valor do produto de matrizes DF (zn) . . . DF (z1)DF (z0). O expoente
de Liapunov λ(z) é positivo se a dinâmica linearizada da aplicação
próxima à órbita de z é exponencialmente instável. Note que se
λ(z) = 0 não podemos dizer que esta dinâmica linearizada é estável.
Um ponto fixo hiperbólico tem expoente de Liapunov positivo e um
ponto fixo eĺıptico tem expoente de Liapunov zero (mostre isto). Se a
definição acima de zona estocástica é boa, deve se esperar que a mai-
oria dos pontos (no sentido de “área”, ou melhor dizendo, da medida
de Lebesgue) tenha expoente de Liapunov positivo para α grande.
Apesar de ter sido provado que, para todo α > 0, a aplicação stan-
dard possui um conjunto não enumerável de pontos com expoente de
Liapunov positivo, ainda é um problema em aberto provar que tal
conjunto possui medida de Lesbesgue positiva para algum valor de
α!! De fato, pode-se dizer que este é um dos (talvez o) problemas em
aberto mais famosos da dinâmica conservativa.
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1.2 O modelo de Frenkel-Kontorova

Como dissemos, aplicações do tipo twist aparecem em diversos con-
textos, entre eles na f́ısica do estado sólido. Em 1938, Y. Frenkel e
T. Kontorova, no intúıto de entender certos fenômenos associados a
redes cristalinas, introduziram o seguinte modelo. Considere uma ca-
deia unidimensional de part́ıculas, cada uma das quais ligada a suas
vizinhas por uma mola linear com constante elástica igual a um e
comprimento de repouso `. Se xk é a posição da k-ésima part́ıcula
da cadeia, então a energia de interação entre part́ıculas vizinhas é:

1

2
(xk+1 − xk − `)2 +

1

2
(xk − xk−1 − `)2

Suponha agora que a cadeia encontra-se imersa em um cristal unidi-
mensional e que cada part́ıcula da cadeia interage com cada átomo do
cristal (figura 1.6). Isto implica que a part́icula k da cadeia está su-

X

V

Figura 1.6: Cadeia de part́ıculas do modelo de Frenkel-Kontorova.

jeita a um potêncial periódico, devido a periodicidade do cristal, e se
desprezarmos todos os harmônicos da série de Fourier deste potencial,
exceto o primeiro, podemos escrevê-lo como:

V (xk) =
α

4π2
cos(2πxk)
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Sendo assim a energia da cadeia como um todo é dada por:

W =
∑

k

[
1

2
(xk+1 − xk − `)2 +

α

4π2
cos(2πxk)

]

def
=

∑

k

h(xk , xk+1) (1.3)

Cada sequência . . . , x−1, x0, x1, . . ., que descreve as posições das in-
finitas part́ıculas da cadeia, é chamada de configuração do sistema.
Um problema interessante no estudo da f́ısica deste sistema é o de
encontrar as configurações . . . , x−1, x0, x1, . . . que “minimizam” W .
Claramente tal questão precisa ser melhor definida, uma vez que para
quase todas as configurações a série (1.3) que define W deve ter valor
infinito. Isto motiva as seguintes definições:

Definição 1 (Segmento Minimal). Um segmento {xa, . . . , xb} fi-
nito de uma configuração é dito minimal, se para qualquer outro seg-
mento {xa, x̃a+1, . . . , x̃b−1, xb}, com os mesmos extremos, vale a de-
sigualdade:

W{xa, . . . , xb} def
=

b−1∑

k=a

h(xk, xk+1) ≤W{xa, x̃a+1, . . . , x̃b−1, xb}

Definição 2 (Configuração Minimal). Uma configuração é dita
minimal, se qualquer um de seus segmentos finitos é minimal.

Note que, se uma configuração é minimal então cada um de seus
segmentos {xa, . . . , xb} minimiza a função:

(x̃a+1, . . . , x̃b−1) −→ h(xa, x̃a+1)+ . . .+h(x̃b−1, xb) = W{xa, . . . , xb}

Como pontos de mı́nimo de uma função diferenciável no IRn são neces-
sariamente pontos cŕıticos da mesma, então {xa, xa+1, . . . , xb−1, xb},
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18 [CAP. 1: DEFINIÇÕES E EXEMPLOS

deve satisfazer o seguinte conjunto de equações:

∂W

∂xa+1
{xa, . . . , xb} = 0 =⇒

∂h

∂xa+1
(xa, xa+1) +

∂h

∂xa+1
(xa+1, xa+2) = 0,

∂W

∂xa+2
{xa, . . . , xb} = 0 =⇒

∂h

∂xa+2
(xa+1, xa+2) +

∂h

∂xa+2
(xa+2, ya+3) = 0, . . .

Ou seja, de uma maneira mais sucinta, os xk de uma configuração
minimal necessariamente satisfazem as equações:

∂2h(xk−1, xk) + ∂1h(xk, xk+1) = −xk+1 + 2xk − xk−1 −
α

2π
sen(2πx)

= 0 k = 1, 2, 3, . . . (1.4)

onde ∂1h significa a derivada parcial de h com relação ao seu primeiro
argumento e ∂2h o equivalente para o segundo argumento. Note que o
parâmetro ` não aparece na equação (1.4). Como estaremos primari-
amente interessados em configurações que satisfazem (1.4) suporemos
a partir de agora que ` = 0.

Definição 3 (Configuração estacionária). Dizemos que uma con-
figuração . . . , x−1, x0, x1, . . . é estacionária, no sentido de seus seg-
mentos serem pontos cŕıticos de W , se seus elementos satisfazem a
equação (1.4).

Note que configurações minimais são necessariamente estacionári-
as, mas configurações estacionárias podem não ser configurações mi-
nimais. É interessante que dado qualquer par (x0, x1), é posśıvel gerar
uma configuração estacionária que contenha (x0, x1). Para ver isto é
conveniente reescrever (1.4) de uma outra maneira. Primeiramente
definimos, a partir de uma configuração qualquer . . . , x−1, x0, x1, . . .,
a sequência . . . , y−1, y0, y1, . . . através de:

yk = −∂1h(xk , xk+1) = +xk+1 − xk +
α

2π
sen(2πxk)



“impa1”
2005/5/5
page 19

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 1.2: O MODELO DE FRENKEL-KONTOROVA 19

onde usamos a definição de h dada em (1.3). Da equação acima segue
que

xk+1 = yk + xk −
α

2π
sen(2πxk).

Agora, se . . . , x−1, x0, x1, . . . é estacionária, então vale (1.4) e da de-
finição de yk+1 obtemos:

yk+1 = −∂1h(xk+1, xk+2) = ∂2h(xk, xk+1) = xk+1 − xk

Em suma, para uma configuração estacionária, vale:

xk+1 = xk + yk+1

yk+1 = yk −
α

2π
sen(2πxk),

que é exatamente a recursão que define a dinâmica da aplicação stan-
dard, equação (1.2). Quer dizer, as configurações estacionárias do mo-
delo de Frenkel-Kontorova são exatamente as projeções das órbitas
da aplicação standard no eixo x! Tal caracterização das órbitas da
aplicação standard é chamada de “prinćıpio variacional” da aplicação
standard.

Do que foi dito na seção 1.1 pode-se imediatamente concluir que
para certos valores de α, como por exemplo α = 10 (ver figura 1.5), as
configurações estacionárias do modelo de Frenkel-Kontorova podem
apresentar um padrão bastante irregular. Tal correspondência entre
as configurações estacionárias do modelo de Frenkel-Kontorova e as
órbitas da aplicação standard sugerem a seguinte definição.

Definição 4 (Órbita minimizante). Dizemos que uma órbita é
minimizante se a sua correspondente configuração é minimal.

Veremos a seguir que tais órbitas minimizantes possuem diversas
propriedades notáveis. Na f́ısica do modelo de Frenkel-Kontorova
elas são fundamentais, pois em certo sentido minimizam a energia.
No entendimento da dinâmica da aplicação standard elas não são
menos importantes.
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1.3 Aplicações de tipo “twist” e prinćıpios

variacionais

Antes de prosseguir com a análise das órbitas minimizantes, é im-
portante mostrar que os resultados da seção 1.2 não estão restritos
à aplicação standard e ao modelo de Frenkel-Kontorova. De fato to-
das aplicações de tipo twist possuem prinćıpios variacionais. Mais
precisamente, seja C = IR/ZZ × IR o cilindro recoberto pelo plano
{(x, y) ∈ IR2} através de (x, y) → (x (mod 1) = θ, y). Considere ago-
ra um difeomorfismo f de C, cujo levantamento ao plano, denotado
por F , possui as seguintes componentes

x′ = F1(x, y)

y′ = F2(x, y) (1.5)

Suponha que F e f possuam as seguintes propriedades:

a) F1(x + 1, y) = 1 + F1(x, y) e f preserva os fins do cilindro
(portanto f é homotópico a identidade e portanto preserva a
orientação);

b) (∂1F1)(∂2F2) − (∂2F1)(∂1F2) = 1, ou seja, f preserva área;

c) existe uma costante c > 0 tal que

0 < c ≤ ∂2F1(x, y) ≤
1

c

ou seja, F satisfaz uma condição de twist uniforme.

Note que a aplicação standard é um t́ıpico exemplo de aplicação
que satisfaz as condições acima. Para entender geometricamente a
condição de twist consideremos uma reta vertical γ no plano {x, y},
dada por s → (x, y) = (x, s), onde x está fixo e s ∈ IR, ver figu-
ra 1.7. A imagem de tal reta pela aplicação, denotada por γ ′, é
s → [x′, y′] = [F1(x, s), F2(x, s)]. A condição ∂2F1(x, y) > c > 0
implica que o vetor tangente a γ ′ tem sempre uma componente x po-
sitiva maior que c, ou seja, a curva γ ′ projeta-se difeomorficamente
sobre o eixo real x, ver figura 1.7. Note que, somente com a hipótese
∂2F1 > 0 não é posśıvel garantir que tal projeção é sobrejetiva.
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y

x

y

γ
γ

x x

y

Figura 1.7: Método geométrico para resolver a equação x′ = F1(x, y)
para y.

Da hipótese de twist uniforme segue que a equação x′ = F1(x, y)
sempre pode ser resolvida para y, como mostrado na figura 1.7. Seja
y = u(x, x′) tal solução. A propriedade F1(x + 1, y) = 1 + F1(x, y),
implica que y = u(x+1, x′+1) = u(x, x′), e isso implica que a função
u, a prinćıpio definida em IR2, também define uma função no cilindro
C que é obtido do plano {x, x′} através de identificação de pontos
(x, x′) e (x̃, x̃′) que satisfaçam x = x̃ + k e x′ = x̃′ + k, para k ∈ ZZ
(ver figura 1.8).

par

x

retas x − x=constante

pontos equivalentes

pontos equivalentes

retas x + x=inteiro

x

Figura 1.8: Periodicidade de h(x, x′).



“impa1”
2005/5/5
page 22

i

i

i

i

i

i

i

i
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Considere agora o campo de vetores no plano {x, x′} dado por

(x, x′) −→ (−y, y′) = (−u(x, x′), F2(x, u(x, x
′)))

def
= (−u, v)

ou sua forma diferencial associada −udx + vdx′. A preservação de
área, (∂1F1)(∂2F2)− (∂2F1)(∂1F2) = 1, implica que tal campo possui
rotacional nulo, ou seja, ∂x′u+ ∂xv = 0 ou, equivalentemente, que a
forma diferencial −udx+ vdx′ é fechada. Para verificar isso usamos
que x′ = F1(x, u(x, x

′)) implica

∂x′u(x, x′) =
1

∂2F1(x, u(x, x′))
e ∂xu(x, x

′) = −∂1F1(x, u(x, x
′))

∂2F1(x, u(x, x′))

e então:

∂x′u+ ∂xv = ∂x′u+ ∂1F2 + (∂2F2)∂xu

=
1

∂2F1
+ ∂1F2 − (∂2F2)

∂1F1

∂2F1

=
1 + (∂1F1)(∂2F2) − (∂2F1)(∂1F2)

∂2F1
= 0.

Sabemos do cálculo diferencial que um campo com rotacional nulo
no plano (ou uma forma diferencial fechada) é o gradiente (ou o
diferencial) de uma função no plano. Portanto existe uma função
h(x, x′) tal que:

−y = −u(x, x′) = ∂1h(x, x
′)

y′ = v(x, x′) = F2(x, u(x, x
′)) = ∂2h(x, x

′) (1.6)

Note que tal função h, a prinćıpio definida no plano {x, x′}, não ne-
cessariamente satisfaz a condição h(x+1, x′ +1) = h(x, x′), satisfeita
pela função u, e portanto h não necessariamente define uma função
no cilindro C. De fato, para que valha tal propriedade é necessário
e suficiente que a integral de linha do campo (−u, v) sobre qualquer
curva fechada γ, que dá a volta no cilindro C (ou qualquer curva no
plano {x, x′} que comece em (x, x′) e termine em (x+1, x′ +1)), seja
igual a zero (isso é uma consequência do teorema de Stokes). Seja
portanto γ a curva s → (x = s, x′ = F1(s, 0)), com s ∈ [0, 1]. Note
que γ começa em (0, F1(0, 0)) e termina em (1, F1(1, 0) = F1(0, 0)+1),
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devido à propriedade a). A definição de u implica que u(s, F1(s, 0)) =
0, ou seja, sobre γ vale u = 0. Portanto a integral de linha do campo
(−u, v) sobre γ reduz-se a

∫ 1

0

v(s, F1(s, 0))ds =

∫ 1

0

F2(s, u(F1(s, 0)))ds =

∫ 1

0

F2(s, 0)ds.

(1.7)
A interpretação geométrica desta integral é imediata. Se β é a curva
y = 0 que corresponde ao equador do cilindro C e β ′ é sua imagem
pela aplicação F , então a integral acima representa a diferença entre
a área abaixo de β′ e acima de β (área hachurada na figura 1.9) e a
área acima de β′ e abaixo de β (área pontilhada na figura 1.9).

β
�������������
�������������
�����������
�����������

y

β
0 1 x

Figura 1.9: Condição para F ser exata.

A seguir, suporemos que f , ou seu levantamento F , além de pos-
suir as propriedades a), b), c) acima, também satisfaz:

d) F é tal que a integral (1.7) é nula. Uma F (ou sua projeção f
no cilindro) que possui tal propriedade é dita exata.

Portanto a hipótese de F ser exata implica que

h(x+ 1, x′ + 1) = h(x, x′)

ou seja, h também define uma função no cilindro C . O que foi dito
acima está sumarizado no seguinte lema.
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Lema 1 (Função Geratriz). Seja F , dada por (1.5), o levantamen-
to de um difeomorfismo f do cilindro C, que satisfaz as propriedades
a), b), c), d). Então existe uma função duas vezes continuamente
diferenciável h(x, x′), chamada função geratriz de F , tal que:

h(x+ 1, x′ + 1) = h(x, x′), (1.8)

−1

c
≤ ∂12h(x, x

′) ≤ −c < 0, (1.9)

(esta última desigualdade é consequência da propriedade (c) de twist
uniforme) e

y = −∂1h(x, x
′)

y′ = ∂2h(x, x
′) (1.10)

onde x, x′, y, y′ satisfazem a equação (1.5).

Para dar um significado mais geométrico à função h, é conveniente
calcular a integral de caminho que a define usando as variáveis (x, y).
Considere uma curva cont́ınua γ̂ : s → (x, x′), com s ∈ [0, 1], γ̂(0) =
(x0, x

′
0) e γ̂(1) = (x1, x

′
1). Suponha que, exceto por um número finito

de pontos, γ̂ é continuamente diferenciável. Temos então que a função
h satisfaz:

h(x1, x
′
1) − h(x0, x

′
0) =

∫

γ̂

−udx+ vdx′

Para calcular esta integral voltemos às variáveis (x, y) = (x, u(x, x′)).
Denotemos por γ a representação de γ̂ nas novas variáveis e por
γ(0) = (x0, y0), γ(1) = (x1, y1), o valor de γ nos seus extremos.
Nestas novas variáveis a integral de linha

∫

γ

udx =

∫

γ

ydx

coincide com a “área embaixo da curva” γ como aprendemos no
cálculo. Note que esta integral de linha faz sentido mesmo quan-
do γ é vertical, caso em que a integral vale zero. A fim de dar uma
interpretação geométrica para a integral

∫

γ̂

vdx′ =

∫

γ

F2(∂xF1dx+ ∂yF1dy) =

∫

γ

F2dF1
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é conveniente fazer uma nova mudança de variáveis: (x, y) → (x′, y′) =
F (x, y). Nas novas variáveis temos F2dF1 = y′dx′ e γ(s) → F ◦ γ(s).
Portanto ∫

γ̂

vdx′ =

∫

F◦γ

y′dx′

e agora tal integral pode ser interpretada como a área embaixo da
curva F ◦ γ. Com isso podemos dar a seguinte caracterização ge-
ométrica para h. Seja γ uma curva qualquer no plano (x, y) com as
propriedades de continuidade e diferenciabilidade acima, e tal que

γ(0) = (x0, y0), γ(1) = (x1, y1).

Seja x′0 = F1(x0, y0) e x′1 = F1(x1, y1). Então

h(x1, x
′
1) − h(x0, x

′
0) =

∫

F◦γ

y′dx′ −
∫

γ

ydx = A′ −A (1.11)

onde A e A′ correspondem às áreas hachuradas na figura 1.10.

x0 x1

A

x1 x0

γ
γF

FA 

Figura 1.10: Interpretação geométrica de h, a saber: h(x1, x
′
1) −

h(x0, x
′
0) = A′ −A.

Note que para determinar a função h a partir da integral (1.11)
é necessário impor o seu valor em algum ponto do plano {x, x′}.
De fato, é sempre posśıvel fazer uma mudança de coordenadas na
aplicação F , sem alterar as propriedades a, b, c, d, de tal modo
que h possua uma determinação geométrica razoavelmente simples.
Faremos isso a seguir.
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Considere a função x → y = w(x)
def
= u(x, x). Tal função associa

a cada x um y = w(x) tal que a imagem do ponto (x,w(x)) por F
permanece na mesma vertical, ou seja, F1(x,w(x)) = x. Considere
agora a mudança de variáveis que preserva área:

x̃ = x

ỹ = y − w(x)

A aplicação F nas novas coordenadas satisfaz as mesmas propriedades
a, b, c, d, que satisfazia nas antigas. Denotando as novas variáveis
também por (x, y), para não carregar a notação, temos que F nas,
novas variáveis, passa a possuir seguinte propriedade adicional:

e) x = F1(x, 0)

Geometricamente isto significa que todo ponto da curva y = 0 do
plano (x, y) move-se verticalmente pela aplicação F (ver figura 1.11).
Mais ainda, os pontos da curva y = 0 que intersectam sua imagem

y

0 1
x

y = F  (x,0)
2

Figura 1.11: Curva de velocidade angular zero.

por F são pontos fixos, uma vez que nenhuma de suas coordenadas
varia pela ação de F . Ou seja, esta simples construção mostra que
f , a projeção de F no cilindro, tem pelo menos dois pontos fixos,
como ilustrado na figura 1.11 (lembre-se que no cilindro os pontos
fixos correspondentes a x = 0 e x = 1 são idênticos). Note que, com
uma mudança de variáveis dada por uma simples translação de x, é
posśıvel colocar um ponto fixo qualquer de F em x = 0, como na
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figura 1.11. Suponha, portanto, que (x, y) = (0, 0) é um ponto fixo
de F e que h(0, 0) = 0. Dado x, seja γ0 um segmento horizontal no
plano (x, y), com y = 0, que liga a origem a x. Aplicando a identidade
(1.11) a γ0 obtém-se que

h(x, x) = h(x, x) − h(0, 0) =

∫

F◦γ0

y′dx′

que é a integral ilustrada na figura 1.12. Note que os pontos cŕıticos

Area=h(x,x)

γ0

y = F  (x,0)2

y

0 1x

Figura 1.12: Interpretação geométrica de h(x, x).

de h(x, x) correspondem aos pontos fixos de F , uma vez que pelo
teorema fundamental do cálculo a função y′ = F2(x, 0) é a derivada
de h(x, x), e as soluções de F2(x, 0) = 0 correspondem aos pontos
fixos de F (isso também pode ser deduzido das equações (1.10)).
No caso ilustrado na figura 1.12, o ponto fixo em x = 0 é aquele
que corresponde ao mı́nimo da função h(x, x). É sempre posśıvel, e
isto será suposto, que o ponto fixo colocado em x = 0 através da
translação de x, é aquele que corresponde a um mı́nimo da função
h(x, x). Com isso, assegura-se que h(x, x) ≥ 0 para qualquer x. Seja
agora (x, x′) um ponto qualquer, e considere o segmento vertical γ1

no plano (x, y) com extremos (x, 0) e (x, y), onde x′ = f(x, y), ver
figura 1.13. Seja γ a curva no plano (x, y) obtida da concatenação de
γ0 e γ1. Aplicando a identidade (1.11) a γ obtém-se

h(x, x′) = h(x, x′) − h(0, 0) =

∫

F◦γ

y′dx′
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γ0

γ1 

x

Area=h(x,x)

γ1 F(   )

γ0F(   )

x

y

0

Figura 1.13: Interpretação geométrica de h(x, x′).

que é a integral ilustrada na figura 1.13. É fácil ver, a partir desta
interpretação geométrica e da propriedade de twist, que h(x, x′) ≥
0 para qualquer par (x, x′) (note que um segmento vertical com y
negativo e orientado para baixo, sempre entorta para a esquerda, o
que garante a positividade da integral acima quando x′ < x). Para
resumir o que foi dito acima enunciamos a seguinte proposição.

Proposição 1. Existem coordenadas (x, y) onde a aplicação F , além
de possuir as propriedades a, b, c, d , satisfaz x = F1(x, 0) e 0 =
F2(0, 0), o que implica que (x, y) = (0, 0) é um ponto fixo de F . Além
disso F está associada a uma função h com as seguintes propriedades:
h(0, 0) = 0 e h(x, x′) ≥ 0.

Há duas propriedades da função h que serão muito importantes
na próxima seção. Elas são dadas pelas seguintes proposições.

Proposição 2. Se F satisfaz as propriedades a, b, c, d então para
qualquer h associada a F vale a seguinte desigualdade

h(xb, x
′
a) + h(xa, x

′
b) − h(xb, x

′
b) − h(xa, x

′
a) ≥ c(xb − xa)(x

′
b − x′a)

onde c > 0 é a constante de twist dada em c).

Demonstração. Para provar a proposição basta integrar a função
−∂12h em um quadrado e usar que a desigualdade (1.9) implica:

∫ x′
b

x′
a

∫ xb

xa

−∂12hdxdx
′ ≥ c

∫ x′
b

x′
a

∫ xb

xa

dxdx′
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�

Proposição 3. Seja F e h como na proposição (1). Então vale a
seguinte desigualdade

h(x, x′) ≥ c

2
(x′ − x)2

onde c > 0 é a constante de twist dada em c).

Demonstração. Para provar a proposição basta integrar a função
−∂12h em um triângulo, usar que a desigualdade (1.9) implica:

h(x, x′) = h(x, x) +

∫ x′

x

∫ x′

s

−∂12h(s, t)dtds

≥ h(x, x) + c

∫ x′

x

∫ x′

s

dtds

∫ x′
b

x′
a

∫ xb

xa

dxdx′

e finalmente usar que, da propoposição 1, vale h(x, x) ≥ 0. �

Vimos na seção 1.2 que a aplicação standard está associada ao
modelo de Frenkel-Kontorova, que por sua vez é caracterizado por sua
função energia W . De maneira análoga, a aplicação F está associada
a uma função h a partir da qual definimos a função “energia” W ou,
como é mais comumente chamada, a função “ação” W , como

W =
∑

k

h(xk , xk+1)

Da mesma forma que feito na seção 1.2, definimos para o par (F,W ):
segmento minimal, configuração minimal e configuração estacionária.
As relações (1.6) implicam que novamente vale: se (xk, yk), k ∈ ZZ, é
uma órbita de F , então xk, k ∈ ZZ, é uma configuração estacionária
de W , ou seja, valem as relações:

∂2h(xk−1, xk) + ∂1h(xk , xk+1) = 0 k ∈ ZZ. (1.12)

Portanto, neste caso vale a mesma definição de órbita minimizante
que demos para a aplicação standard. Antes de usarmos o prinćıpio
variacional aqui obtido, para estudar o problema de existência de
órbitas minimizantes para a aplicação F , veremos uma série de exem-
plos e circunstâncias onde aparecem aplicações do tipo twist.
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1.4 Bilhares

Considere uma região U no plano IR2 limitada por uma curva γ sim-
ples (sem auto-interseção), regular, de classe Ck , fechada.

Associada a esta região temos uma aplicação bi-dimensional defini-
da do seguinte modo:

Para cada ponto p ∈ γ tomemos a reta r(p, φ) que passa por p e
faz ângulo φ com o vetor tangente a γ em p. Ao par (p, φ) associamos
o par (p1, φ1) formado pelo ponto p1 ∈ γ de interseção da reta r(p, φ)
com γ e o ângulo φ1 entre r(p, φ) e o vetor tangente a γ em p1, de
acordo com a regra de reflexão em um espelho: o ângulo de incidência
é igual ao ângulo de reflexão.

Mais precisamente, se γ(s) é uma parametrização por compri-
mento de arco de γ, orientada positivamente, uma aplicação do tipo
bilhar associado à γ é uma aplicação T (s, φ) = (s1, φ1) tal que se
φ é o ângulo entre γ ′(s) e γ(s1) − γ(s) , então φ1 é o ângulo entre
γ(s1) − γ(s) e γ′(s1), nesta ordem.

Observe que 0 ≤ φ ≤ π e que φ = 0 e φ = π são invariantes.
Podemos, portanto, considerar a aplicação definida no cilindro aberto
A = [0, C] × (0, π), onde C é o comprimento de γ (0 e C estão
identificados).

Esta aplicação possui uma função geratriz:
h(t, s) = ‖γ(t)− γ(s)‖ onde ‖.‖ denota a distância euclidiana isto

é,
h(t, s)

2
=< γ(s) − γ(t), γ(s) − γ(t) >

Cabe-nos ressaltar que, usualmente a função geratriz é definida
como sendo igual a −h, mas isto não afeta em nada a análise futura.

Usando a regra da cadeia,

2h∂1h = −2 < γ′(t), γ(s) − γ(t) >

e

2h∂2h = 2 < γ′(s), γ(s) − γ(t) >

Logo,

∂1h = − 1

h
< γ′(t), γ(s) − γ(t) >= −cos(φ)
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e

∂2h =
1

h
< γ′(s), γ(s) − γ(t) >= cos(φ1)

Portanto, T (t, φ) = (s, φ1) se e somente se cos(φ) = −∂1h e cos(φ1) =
∂2h.

Observe que se γ for estritamente convexa (curvatura positiva,)
então fixado t, a aplicação φ→ s(t, φ) é estritamente crescente, o que
equivale à condição de twist: ∂s

∂φ > 0
Provemos que ∂12h > 0 :

∂12h(t, s) =< γ′(s),
d

dt

(
(γ(s) − γ(t))√

(γ(s) − γ(t)).(γ(s) − γ(t))

)
>=

=
− < γ′(s), γ′(t) >

h(t, s)
− ∂1h

h2
< γ′(s), γ(s) − γ(t) >

=
− cos(ângulo entre γ ′(t) e γ′(s)) + cos(φ) cos(φ1)

h
=

− cos(φ + φ1) + cos(φ) cos(φ1)√
(γ(s) − γ(t)).(γ(s) − γ(t))

=
sen(φ)sen(φ1)

h
> 0,

pois tanto φ como φ1 estão entre 0 e π.
Além disso, se usarmos as coordenadas (s, y) com y = cos(φ),

vemos que o elemento de área dy ∧ ds é preservado ou seja

d(y1ds1 − yds) = 0

De fato cos(φ1)ds1− cos(φ)ds = ∂2hds1 +∂1hds = dh(s, s1). Portan-
to, bilhares associados a curvas regulares estritamente convexas são
exemplos de aplicações do tipo twist que preservam área. A função
geratriz neste caso é o comprimento da corda γ(s1) − γ(s) e órbitas
periódicas estão associadas a poligonais fechadas na região U .

Por exemplo, um diâmetro da curva corresponde a uma órbita de
peŕıodo dois.
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Consideremos o caso simples do bilhar no ćırculo. onde podemos
usar geometria elementar. Tomemos o ângulo θ = π

2 −φ com a normal
(raio do ćırculo). Logo, F (s, θ) = (s+ π − 2θ, θ).

Como a segunda coordenada é preservada, vemos que o espaço de
fase (s, θ) fica totalmente decomposto (folheado) por curvas invari-
antes do tipo θ = θ0.

Restrito a cada uma das folhas a aplicação é uma translação (
rotação no cilindro) de ângulo θ0.

É posśıvel observar também que para cada valor de um ângulo da
sáıda θ0 corresponde um ćırculo centrado na origem que é tangente
a todas as cordas que fazem ângulo igual a θ0 com a normal. Estes
ćırculos são chamados cáusticas do bilhar e correspondem exatamente
às curvas invariantes.

Outra observação de fácil verificação é que um ponto (s, θ) é um
ponto periódico, de peŕıodo q se e somente se existe um número inteiro
k tal que

θ = (
q − 2k

2q
)
π

2
.

Um outro exemplo, mais interessante, com dinâmica simples é o
do bilhar numa elipse, cujo espaço de fase é representado na seguinte
figura.

Figura 1.14: aplicação twist associada ao bilhar na elipse
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É bastante fácil encontrar na Internet páginas onde podemos vi-
sualizar as propriedades do bilhar na elipse, inclusive com animação.

Destacamos algumas propriedades conhecidas do bilhar eĺı-ptico:

1)Existem dois pontos de peŕıodo dois, que correspondem aos ei-
xos da elipse. Apesar de ambos serem pontos periódicos de mesmo
peŕıodo observa-se a grande diferença na dinâmica próxima a estes
pontos.

Para o diâmetro maior o ponto periódico associado é instável (hi-
perbólico do tipo sela) existem condições iniciais bem próximas ao
diâmetro, após um certo tempo se afastam do diâmetro. Além disso,
existe uma curva de condições iniciais cujas órbitas tendem assinto-
ticamente à órbita periódica.

Ao passo que o diâmetro menor corresponde a um ponto periódico
estável, ou seja, pontos suficientemente próximos do diâmetro menor
e com ângulo de sáıda próximo a π

2 permanecerão sempre numa vi-
zinhança deste diâmetro.

2) Raios que passam por um dos focos da elipse quando refletidos
passarão pelo outro foco e com o passar do tempo as cordas corres-
pondentes terão inclinações cada vez menores tendendo (mas nunca
atingindo) ao eixo maior da elipse.

Isto segue da propriedade da elipse: os raios que partem de um
dos focos refletem em raios que passam pelo outro foco.

Esta propriedade geométrica implica as seguintes propriedades
cujas demonstrações são exerćıcios de geometria elementar:

3) Cordas que cruzam o eixo maior da elipse entre os focos quando
refletidas, geram cordas que cruzam o eixo maior entre os focos. As
cordas corespondentes evolvem hipérboles confocais com a elipse do
bilhar.

4) Cordas que cruzam o eixo maior em pontos fora do segmento
entre os focos quando refletidas voltarão a cruzar o eixo maior fora dos
focos. As cordas corespondentes evolvem elipses (cáuticas) confocais
com a elipse do bilhar.

As órbitas correspondentes a tais cordas estão contidas em curvas
homotopicamente não triviais no cilindro. O bilhar na elipse guarda
alguma semelhança com o bilhar no ćırculo: existe um sub-anel que
está totalmente folheado por curvas invariantes restrita às quais a
aplicação de bilhar é uma rotação.
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Figura 1.15: Bilhar na elipse

Uma figura totalmente distinta das que acabamos de ver é obtida
considerando-se o bilhar na imagem da seguinte curva:

α(t) = (cos(t), 3
2−sen(t) ).

Figura 1.16: aplicação do twist associada a α(t)

Estes exemplos ilustram algumas das propriedades que buscamos
descrever quando estudamos a dinâmica de aplicações do tipo twist,
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algumas das quais estudaremos nos próximos caṕıtulos:
a) Existência de pontos periódicos, órbitas de Birkhoff
b) Classificação dos pontos periódicos
c) Existência de curvas rotacionais invariantes - Teoria de

Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
d) Existência de outros conjuntos invariantes que são gráficos so-

bre subconjuntos compactos do ćırculo - Conjuntos de Aubry-Mather.
e) Existência de órbitas que se aproximam, no futuro ou no passa-

do, de outras órbitas - conjunto estável e instável de órbitas periódicas
f) Ergodicidade de bilhares.

1.5 Dinâmica local em torno de uma órbita

periódica

Considere uma função H : IR4 → IR de classe Ck, k ≥ 2, H(x, y)
com x = (x1, x2) e y = (y1, y2). O campo Hamiltoniano associado a
H é, o campo definido por XH(x, y) = J grad H(x, y) onde grad H
denota o campo gradiente de H e J(x, y) = (y,−x)

Em coordenadas, XH = ∂H
∂y1

∂
∂x1

+ ∂H
∂y2

∂
∂x2

− ∂H
∂x1

∂
∂y1

− ∂H
∂x2

∂
∂y2

É claro que H é constante ao longo das órbitas de XH , isto é, se
φt é o fluxo gerado por XH , enão H ◦ φt não depende de t.

Seja (x0, y0) um ponto periódico de φt de modo que a curva γ =:
φt(x0, y0) é fechada.

Como se sabe, as propriedades dinâmicas do fluxo φt, em uma
vizinhança de γ podem ser obtidas tomando-se uma seção transversal
local Σ passando por (x0, y0) e analisando-se a aplicação de primeiro
retorno (aplicação de Poincaré).

De fato, pela conservação de energia, basta observar a aplicação de
primeiro retorno definida numa seção bi-dimensional Σe difeomorfa
a um disco, e contida no nivel de energia H−1(e) que contém γ.

Esta aplicação é um difeomorfismo local que preserva área ( ou
uma forma de grau dois não degenerada, múltipla do elemento de
área) e que possui um ponto fixo em (x0, y0).

Vejamos porque:
Observe que (x0, y0) é um ponto regular do campo XH , em parti-

cular, grad H(x0, y0) 6= 0 e o ńıvel de energia H−1(e) é regular numa
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vizinhança da curva γ.
Suponhamos que ∂H

∂y1
(x0, y0) 6= 0

Então o mapa F (x1, x2, y1, y2) = (x1, x2, H(x, y) − e, y2) é um
difeomorfismo local que leva o nivel H−1(e) no hiperplano y1 = 0.

Além disso, usando o fato que dx1

dt (x0, y0) 6= 0, podemos repara-
metrizar o tempo de modo que a obter um novo campo que se escreve
da seguinte forma:

dx2

dx1
=
∂y2H

∂y1H

dy1
dx1

= −∂x1H

∂y1H

dy2
dx1

= −∂x2H

∂y1H

Definindo K(x1, x2, e, y2) por F−1(x1, x2, e, y2) = (x1, x2,−K, y2)
de modo que H(x1, x2,−K, y2) = e e usando a derivação impĺıcita,
podemos escrever o sistema acima na forma:

dx2

dx1
= ∂y2K

dy2
dx1

= −∂x2K

dE

dx1
= 0

Ou seja, localmente o fluxo hamiltoniano restrito a uma superf́ıcie
de ńıvel regular é o fluxo ψ gerado por um novo Hamiltoniano, não
autônomo (dependente do tempo), associado à função K.

Segue-se que este novo fluxo preserva a área de seções transversais
pois |det dψx1(x2, y2)| = 1.

Em particular, tomando-se a transformação de Poincaré ao longo
da órbita γ, obtemos uma aplicação definida em uma vizinhança de
(x0, y0) na seção Σe, que preserva área e que possui um ponto fixo
em (x0, y0).

Se este ponto fixo for eĺıptico, podemos usar a Forma Normal de
Birkhoff e obter condições (genéricas) para que esta aplicação seja
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do tipo twist. Finalmente, usando o Teorema do Twist de Moser,
pode-se obter uma famı́lia de toros invariantes em torno da órbita
periódica. Para uma discussão mais profunda sobre a dinâmica em
torno de uma órbita periódica, consulte [1].

1.6 Aplicação de primeiro retorno do laço

sela-centro

Nesta parte, apresentaremos um exemplo de aplicação do tipo twist
que provém de um problema mecânico, do estudo de sistemas Ha-
miltonianos com 2 graus de liberdade com singularidades do tipo
sela-centro e órbitas homocĺınicas a estas. Apesar desta análise ser
mais geral, para facilitar o entendimento o estudo será feito a par-
tir de um exemplo. Seja a seguinte famı́lia a um parâmetro de sis-
temas Hamiltonianos em IR4, com a forma simplética usual (ω =
dx ∧ dpx + dy ∧ dpy):

H =
1

2
(p2
x + p2

y + x2 + y2) + bx2y − y3

3
(1.13)

Então a dinâmica deste sistema é regida pelas seguintes equações:





.
px= −x− 2bxy
.
x= px
.
py= −y − bx2 + y2

.
y= py

(1.14)

Para todo valor de b ≥ 0, este sistema tem o seguinte ponto de
equiĺıbrio:

η = (x, y, px, py) = (0, 1, 0, 0). É fácil ver que η é uma singulari-
dade do tipo sela-centro, com um par de autovalores reais ±ν = ±1
e um par de imaginários ±ω = ±

√
1 + 2bi.

Por outro lado, o plano (x = 0, y, px = 0, py) é claramente invari-
ante e nele a dinâmica é regida pela seguinte equação:

..
y= −y + y2
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Assim nesse plano temos um cont́ınuo de órbitas periódicas com
energia menor que 1

6 que se acumulam em uma órbita homocĺınica à
singularidade η, digamos Γ, com H(Γ) = 1

6 .
Seja agora

∑
= {(x, y = 0, px, py > 0)} uma seção de Poincaré

para Γ. Neste caso, como Γ não é órbita periódica, é claro que a
aplicação de Poincaré f :

∑ → ∑
nem sempre está definida, pois

uma trajetória que sai de um ponto de
∑

, próximo a Γ pode, ao se
aproximar de η, acompanhar o ramo não homocĺınico à η de W U (η),
não retornando mais a

∑
(ver [2] e [36]).

Da conservação da energia, é natural definir uma famı́lia a um
parâmetro (E) de aplicações de Poincaré fE :

∑
E →∑

E , onde
∑

E

é a restrição de
∑

à superf́ıcie de energia H−1(E) (para cada valor
de E, tomamos py =

√
2E − p2

x − x2). Assim, (x, px) é um sistema
de coordenadas para

∑
E , desde que 2E − p2

x − x2 > 0.
Como

∑
é seção transversal a Γ em M ,

∑
é 3-dimensional, assim∑

E é 2-dimensional. Pode-se mostrar que para uma classe grande e
interessante de sistemas Hamiltonianos (classe que inclui o exemplo
acima), a aplicação f1/6 :

∑
1/6 → ∑

1/6 está sempre bem definida

(ver [36] e [57]).
Com as escolhas acima, para 0 ≤ E ≤ 1

6 , o ponto (x, px) =

(0, 0)
def
= 0 é fixo para fE . Se E < 1

6 , esse ponto representa a órbita
periódica do plano (x = 0, y, px = 0, py), de energia E. A aplicação
fE é claramente diferenciável no 0. Se E= 1

6 , o ponto 0 representa a
órbita homocĺınica Γ e fE não é mais diferenciável nesse ponto.

Foi mostrado por Lerman [48] e Mielke et al. [57] (veja também
[35] e [36]), que num sistema de coordenadas conveniente, para

| E |, ‖ z ‖ (z = (x, px)) suficientemente pequenos, fE é dada
aproximadamente pela seguinte famı́lia de aplicações (ver [35]):

FE(z) = AR[c− γ log | 1

2
ω ‖ z ‖2 −(E − 1

6
) |]z, (1.15)

onde z = (x, px) ∈ IR2, ‖ z ‖>
√

2
ω (E − 1

6 ) para E > 1
6 , F 1

6
(0)

def
= 0,

c é uma constante e γ =
√

1 + 2b, com

R(θ)
def
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, A

def
=

(
α 0
0 1/α

)
.
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Para o exemplo em questão, pode ser mostrado que α = B +√
B2 + 1, onde B é dado por:

∣∣∣∣∣
cos(π2

√
1 − 48b)

sinh(2π
√

1 + 2b)

∣∣∣∣∣ ou

∣∣∣∣∣
cosh(π2

√
48b− 1)

sinh(2π
√

1 + 2b)

∣∣∣∣∣ ,

para b ≤ 1
48 e b ≥ 1

48 respectivamente.
Mais geralmente, o número α ≥ 1 é obtido a partir de um proble-

ma de espalhamento (ver referências [35] e [36]), sendo uma espécie
de ”coeficiente de Floquet ” para a órbita homocĺınica e γ =

∣∣ω
ν

∣∣ .
A constante c, no caso em que E = 1/6,

∑
1/6 ∩Γ 6= ∅, não afeta a

dinâmica.
Para que

F1/6(z) = AR[−γ log

(
1

2
ω ‖ z ‖2

)
]z

possa ser escrita de uma maneira mais familiar, vamos aplicar a se-
guinte mudança de coordenadas do tipo polar que remove a singulari-
dade logaritimica que existe na origem (vamos supor que z = (z1, z2)):





z1 =
√

2e
Ĩ/(2γ)

cos(Ĩ − φ̃)

z2 =
√

2e
Ĩ/(2γ)

sin(Ĩ − φ̃).

Nessas novas coordenadas a aplicação se escreve como:

f̃ :

{
φ̃′ = µ(φ̃) + Ĩ ′

Ĩ ′ = γ log J(φ̃) + Ĩ
, onde (1.16)

J(φ̃) = α2 cos 2(φ̃) + α−2 sin 2(φ̃)

µ(φ̃) = arctan
(

tan(φ̃)
α2

)
, com µ(0) = 0

Nessas coordenadas, fica fácil identificar o plano z menos a origem,
com o cilindro (φ, I) ∈ S1 × IR onde S1 = IR/πZZ, ou φ = φ mod π.

Seja f a aplicação induzida por f̃ (1.16) nesse cilindro. Claramente
f é um difeomorfismo do tipo twist e do fato de F1/6 preservar área
no plano, obtemos que f preserva a seguinte medida no cilindro:

µ(A) =

∫

A

eI/γdφ ∧ dI (1.17)
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A aplicação f tem mais uma propriedade notável, f(φ, I + π) =
f(φ, I)+(0, π). Assim f induz um difeomorfismo no toro, cujo estudo
elucida diversas propriedades do sistema hamiltoniano original, ver
por exemplo [5] e [7].

1.7 A forma normal de Birkhoff

Um dos exemplos mais importantes de aplicações do tipo twist ocor-
re numa vizinhança de um ponto fixo eĺıptico de uma aplicação que
preserva área. Neste caso, os autovalores da derivada estão no ćırculo
unitário e são não reais e, diferentemente do caso hiperbólico, a deri-
vada é insuficiente para descrever a dinâmica local.

Usando coordenadas polares, obtemos uma aplicação no cilindro
aberto que preserva área e a propriedade de twist depende das de-
rivadas de ordem superior, como pode ser visto a partir do seguinte
resultado:

Teorema 1. (Forma Normal de Birkhoff)
Seja f : (IR2, 0) → (IR2, 0) um germe de difeomorfismo tal que

(a) f preserva área ( f∗(dx ∧ dy) − dx ∧ dy = 0)

(b) Df(0) possui autovalores complexos λ, λ̄ no ćırculo unitário,
λ = e2πiα tal que λn 6= 1 para n ∈ {1, · · · , q}.

Então existe um germe de difeomorfismo h ∈ C∞, que preserva
área, tal que se z = x + iy, z̄ = x− iy são coordenadas complexas
em uma vizinhança U de 0 em IR2 então

h ◦ f ◦ h−1(z) = λe2πiP (|z|2)z + o(| z |q−1) onde P (X) = a1 +
· · · + amX

m é um polinômio real de grau m tal que 2m+ 1 < q.

Corolário 1. Segue da Forma Normal de Birkhoff que se P 6≡ 0,
ou seja se algum coeficiente aj 6= 0 então f satisfaz localmente a
condição de twist.

Demonstração do Coralário. Basta escrever z = reiθ, de modo que

g(θ, r) = h ◦ f ◦ h−1(reiθ) = λreiθ .e2πiP (r2) + 0(| r |q−1)

= (rei(θ+2π[α+P (r2)] + 0(| r |q−1) =
= (θ + 2πα+ 2πP (r2) + θ(| r |q−1), r + θ(| r |q−1)) = (θ1, r1).
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∂θ1
∂r

= 2πP ′(r).2r + o(| r |q−2) 6= 0 se r 6= 0, | r | pequeno.

�

Estamos interessados nas propriedades dinâmicas de f numa vizi-
nhança arbitrariamente pequena de 0. Por isso, utilizamos o conceito
de germe de uma aplicação:

Definição 5. Dizemos que duas aplicações f e f1 são equivalentes
se existe uma vizinhança V de 0 em IR2 tal que f |V = f1|V .
Um germe de uma aplicação em 0 é uma classe de equivalência de
aplicações em 0. Portanto um representante de um germe em 0 é
uma aplicação definida em uma vizinhança de 0.

Definição 6. Dizemos que duas aplicações f e g possuem contato
de ordem maior que k se d(j)f(0) = d(j)g(0) para 0 ≤ j ≤ k, ou
seja se os respectivos k - jatos em 0 (isto é, os polinômios de Taylor
de grau k ) coincidem: jkf(0) = jkg(0)).

Neste caso usamos também a notação f ≡ g mod (zr) para
indicar que a diferença f − g é uma aplicação que possui todas as
suas derivadas até ordem k nulas.
Observação 1: Se f e g são germes de difeomorfismo em 0,
então jkf(0) = jkg(0) se e somente se jk(f ◦ g−1)(0) = id ou seja
f ≡ g mod(xk+1) se e somente se f ◦ g−1 ≡ id mod(xk+1) onde id
é o germe da identidade.

Demonstração. Se jnf(0) = jng(0) então f(x) = Pn(x) +R(x) e
g(x) = Pn(x) +H(x) onde Pn é o polinômio de Taylor de f e g
no ponto 0 e H e R são funções tais que dkH(0) = dkR(0) = 0 para
0 ≤ k ≤ n.

Logo g ◦ g−1 = Pn(g−1(x)) + H(g−1(x)) = x e f ◦ g−1(x) =
Pn(g−1(x)) +R(g−1(x)) = x−H(g−1(x)) +R(g−1(x)). Portanto,

jn(f ◦ g−1)(0) = jnid(0) ou seja f ◦ g−1 = id mod(xn).

A rećıproca é obtida escrevendo f(x) = Pn(x) + H(x) com
dkH(0) = 0 para 0 ≤ k ≤ n. Por hipótese, f◦g−1(x) = Pn(g−1(x))+
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H(g−1(x)) = x mod(xn). Portanto, Pn(g
−1(x)) = x mod(xn).

Fazendo y = g−1(x), obtemos Pn(y) = g(y) mod(yn) ou seja
f(y) ≡ g(y) mod yn. �

Observação 2: Vejamos como caracterizar a conservação de área
nas coordenadas (z, z̄). Se z = x+ iy então z̄ = x− iy e dz∧dz̄ =
−2idx ∧ dy. Logo, se f(x, y) = (X,Y ) e Z = X + iY, então
dx ∧ dy − dX ∧ dY = 0 se e somente se dZ ∧ dZ̄ − dz ∧ dz̄ = 0.

Seja F (z, z̄) = Z( z+z̄2 , z−z̄2i ). Suponha que F (z, z̄) ≡ λz +

Rq(z, z̄) + 0(| z |q+1) onde Rq(z, z̄) = Σk+l=qak,lz
k z̄l é um po-

linômio homogêneo de grau q.
Então se Z = F (z, z̄), Z̄ = F (z, z̄) então dZ ∧ dZ̄ =
(
[λ+ Σak,l kz

k−1z̄l]dz + [Σ ak,llz
kz̄l−1]dz̄

)
∧

∧([Σāk,llz̄
kzl−1]dz + [λ̄+ Σāk,lkz̄

k−1zl]dz̄) = dz ∧ dz̄ mod(zq+1)

se e somente se

(λ+ Σak,l kz
k−1z̄l)(λ̄+ Σāk,l kz̄

k−1zl)−
−(Σak,l lz

kz̄l−1)(Σāk,llz̄
kzl−1) = 1 mod(zq+1).

o que implica

λΣāk,l kz̄
k−1zl + λ̄Σak,l kz

k−1z̄l = 0
ou seja λΣāk+1,l(k + 1)zlz̄k + λ̄Σak+1,l(k + 1)zkz̄l = 0

Trocando os ı́ndices k → l no primeiro somatório obtemos:

λΣāl+1,k(l + 1)zkz̄l + λ̄Σak+1,l(k + 1)zkz̄l = 0

Fixando o par (k, l) ∈ IN × IN, tal que k + l = q obtemos as
condições:

λ(l + 1)āl+1,k + λ̄(k + 1)ak+1,l = 0.

Demonstração. (do teorema 1) A prova do Teorema, que está base-
ada em [46], é feita por indução no grau q. Para q = 2, f(z, z̄) =
λz +O(| z |), a fórmula é válida.

Para o passo de indução escreva

f(z, z̄) = λf0(z, z̄) + 0(| z |q−2) onde f0(z, z̄) = ze2πiQ(|z|2)

com Q um polinômio tal que 2.grau(Q) + 1 < q − 1 e f0(z, z̄)
preserva área.
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Lema 2. Se f ◦f−1
0 (z, z̄) = λz+R(z, z̄)mod (zq) onde R(z, z̄) =

Σk+j=q−1 akjz
kz̄j é um polinômio homogêneo de grau (q−1), então

existe um polinômio homogêneo S(z, z̄) de grau (q− 1) que define
um germe de difeomorfismo h(z, z̄) = z + S(z, z̄) com

h◦f ◦f−1
0 ◦h−1(z, z̄) =

{
λz mod(zq) se q for ı́mpar

λz +Az(n+1)z̄n mod(zq) se q = 2n+ 2

Demonstração. Observe que se h(z, z̄) = z+S(z, z̄) mod(zq) então
h−1(z, z̄) = z − S(z, z̄) mod(z)q . De fato

h(z − S(z, z̄), z̄ − S̄(z, z̄)) = z − S(z, z̄) + S(z − S(z, z̄), z̄ − S̄(z, z̄))
= z − S(z, z̄) + S(z, z̄) mod(zq) = z mod(z)q.

Como estamos resolvendo formalmente a equação, basta escrever
S(z, z̄) = Σk+j=q−1 bkjz

kz̄j e resolver a equação

f ◦ f−1
0 ◦ h−1(z, z̄) = λ(z − S(z, z̄)) +R(z, z̄) mod(zq), de modo que

h ◦ f ◦ f−1
0 ◦ h−1(z, z̄) = λz − λS(z, z̄) +R(z, z̄) + S(λz, λ̄z̄) mod(zq)

= λz − Σλbkjz
kz̄j + Σ akjz

kz̄j + Σ bkjλ
kλ̄jzkz̄j =

λz + Σ(−λbkj + akj + λk−jbkj)z
k z̄j mod(zq).

Basta portanto, resolver akj + λ(−1 + λk−j−1)bkj = 0. Se q for
ı́mpar, isso é sempre posśıvel pois k + j = q − 1 e λk−j−1 = 1
somente se k − j = 1 ou seja q = 2k.

Portanto definimos bkj =
akj

λ(−1+λk−j−1)
para obter a forma dese-

jada.
Se q for par, a fórmula acima define bkj para os ı́ndices tais que

q 6= 2k. O único termo que não pode ser eliminado é o termo a q
2 ,
q
2−1.

Portanto,

h ◦ f ◦ f−1
0 ◦ h−1(z, z̄) = λz +Azn+1z̄n com n+ 1 =

q

2
.

�

Lema 3. Para h encontrado no Lema 2 temos:
h ◦ f ◦ h−1(z, z̄) = λze2πiP (|z|2)mod (zq) onde P (x) = Q(x), se q
for ı́mpar e P (x) = Q(x) + A

2πiλx
n, n = q

2 − 1 para q par.
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Demonstração. De acordo com o Lema 2, se q for ı́mpar, então h ◦
f ◦ f−1

0 ◦ h−1(z, z̄) = λz mod(zq) com h(z, z̄) = z + S(z, z̄).
Mas

f0 ◦ h(z, z̄) = [z + S(z, z̄)]e2πiQ(|z+S(z,z̄)|2) = z e2πiQ(|z|2) + S(z, z̄)
mod (zq) ou seja, f0 ◦ h = h ◦ f0 mod(zq).

Logo (f0 ◦ h)−1 = h−1 ◦ f−1
0 = f−1

0 ◦ h−1 mod (zq), o que implica

h◦f◦f−1
0 ◦h−1 = h◦f◦h−1◦f−1

0 (z, z̄) = f0(z, z̄) = λz e2πiP (|z|2) mod(zq)
no caso em que q é ı́mpar.

Para q par,

h ◦ f ◦ h−1 ◦ f−1
0 (z, z̄) = λz +Azn+1zn mod(zq)

ou h ◦ f ◦ h−1 ◦ f−1
0 (z, z̄) = λz[1 + A

λ | z |2n] mod(zq).

Logo, h ◦ f ◦h−1(z, z̄) = λz e2πiP (|z|2)(1 + A
λ | z |2n) mod(zq) ou

h ◦ f ◦ h−1(z, z̄) = λz e2πi[P (|z|2)+A′|z|2n] mod(zq), onde A′ = A
λ2πi .

Como queŕıamos demonstrar.
�

Lema 4. Se q é ı́mpar, existe H, um germe de difeomorfismo em 0,
que preserva área, tal que H = h mod (zq). Se q for par então
A

2πiλ
é real e podemos escolher o coeficiente bn+1,n imaginário puro

para obter H um germe de difeomorfismo no 0 que preserva área, tal
que H = h mod (zq).

Demonstração. Estamos em condições de aplicar a Observação 2 pois

f◦f−1
0 (z, z̄) = λz+R(z, z̄) mod(zq), comR(z, z̄) = Σk+j=q−1ak,j z

kz̄j

Como f ◦ f−1
0 (z, z̄) preserva área, vale

λ(j + 1)āj+1,k + λ̄(k + 1)ak+1,j = 0

Mas pela definição de h, bk,j =
ak,j

λ(−1+λk−j−1)
. Substituindo na

equação acima temos

λ(j + 1)b̄j+1,kλ̄[−1 + λ̄j−k ] + λ̄(k + 1) bk+1,jλ(−1 + λk−j) = 0
ou (j + 1)b̄j+1,k[−1 + λ̄j−k ] + (k + 1) bk+1,j(−1 + λk−j) = 0.



“impa1”
2005/5/5
page 45

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 1.7: A FORMA NORMAL DE BIRKHOFF 45

Mas λ̄ = λ−1, portanto, λ̄j−k = λk−j e (j+1)b̄j+1,k+(k+1)bk+1,j =
0 o que é exatamente a condição de h preservar área no grau q− 1.

No caso em que q é par, obtemos as mesmas condições exceto
para j = n = k. Como f ◦ f−1

0 preserva área, temos λ(n +
1)ān+1,n + λ̄(n + 1)an+1,n = 0. Logo, λān+1,n é imaginário puro,
isto é, A′ =

an+1,n

λ2πi é real e podemos tomar bn+1,n um número
imaginário puro qualquer.

Em ambos os casos, obtivemos que h(z, z̄) preserva área até
ordem q, ou seja se h(z, z̄) = (Z, Z̄) então dz ∧ dz̄ − dZ ∧ dZ̄ =
0 mod (zq).

Antes de obter H preservando área tal que H = h mod(zq),
provemos um fato geral sobre aplicações que preservam área.
Observação 3: Se f : IR2, 0 → IR, 0 é uma função de classe
Cr, r ≥ 2 tal que df(0, 0) = (0, 0),

então o sistema de equações(E)

{
X = x+ ∂2f(x, Y )
y = Y + ∂1f(x, Y ) define

implicitamente uma aplicacao F (x, y) = (X,Y ) em uma vizinhança
de (0, 0) ∈ IR2, que preserva área.

Demonstração. A existência da aplicação segue do Teorema da Função
Impĺıcita. Para checar que dX ∧ dY = dx ∧ dy basta calcular

dX∧dY−dx∧dy = [1+∂12f(x, y)]dx∧dY −dx∧(1+∂21f(x, Y ))dY = 0.

Podemos fazer um pouco mais: suponha que U(x, y) e V (x, y)
sejam funções que se anulam em (0, 0) assim como os respectivos
gradientes ∇U(0, 0) = ∇V (0, 0) = (0, 0). Além disso, suponha que
∂1U + ∂2V = 0.

Então as equações

{
X = x+ U(x, Y )
y = Y − V (x, Y ) definem localmente

uma aplicação F (x, y) = (X,Y ) que preserva área.
De fato, a forma −V (x, y)dx+U(x, y)dy é uma diferencial exata,

logo, existe uma função f(x, y) definida numa vizinhaça de (0, 0)
em IR2 tal que ∂1f(x, y) = −V (x, y) e ∂2f(x, y) = U(x, y).
Portanto o sistema de equações acima, localmente se escreve como o
sistema (E).
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�

Voltando à conclusão da prova da Forma Normal de Brikhoff,
vimos que o germe de difeomorfismo h(z, z̄) = z + S(z, z̄) que ob-
tivemos no Lema 2 preserva área até ordem q, isto é, S(z, z̄) é um
polinômio homogêneo de grau (q − 1) tal que se (Z, Z̄) = h(z, z̄)
então dZ∧dZ̄ = dz∧dz̄ mod (zq). Voltando às coordenadas (x, y),
isto significa que h(x, y) = (x + U(x, y), y + V (x, y)) com U e V
polinômios homogêneos de grau (q − 1) tais que

det

[
1 + ∂1U(x, y) ∂2U(x, y)
∂1V (x, y) 1 + ∂2V (x, y)

]
= 1

ou
∂1U + ∂2V + ∂1U∂2V − ∂1V ∂2U = 0 mod((x, y)q).

O que implica ∂1U + ∂2V = 0.
Estamos então em condições de usar o argumento da observação

2, aplicando o Teorema da Função Impĺıcita para as equações{
X = x+ U(x, Y )
y = Y − V (x, Y )

e obtendo uma aplicaçãoH(x, y) = (X,Y ),

que preserva área tal que H = h mod ((x, y)q).
Com isso conclúımos a prova do Lema 4 e da Forma Normal de

Birkhoff.
�

Na solução formal da equação do Lema 2, obtivemos coeficientes
do tipo

aij
λ(−1+λk−j−1)

. Portanto, se λn 6= 1 para todo natural n,

sempre será posśıvel resolver a equação dos coeficientes da função
S(z, z̄) do Lema 1 e portanto obter que existe uma mudança de

coordenadas formal tal que f(z, z̄) = λze2πP (|z|2), agora com P (x)
uma série de potências.

Em outras palavras, usando coordenadas polares, vemos que f
é formalmente conjugada a uma aplicação que preserva todos os
ćırculos r = r0 centrados na origem (”ćırculos invariantes”) e que
portanto possui uma dinâmica bastante simples.

Entretanto, a série de potências que define h em geral é divergente
devido à presença de pequenos denominadores onde λn 6= 1 mas
λn − 1 pode ser arbitrariamente pequeno. A obtenção de condições
suficientes para a convergência de h (Teoria KAM) é um dos mais
belos caṕıtulos da história da Matemática do século XX, sobre o qual
falaremos um pouco no Caṕıtulo III, sobre Curvas Invariantes.
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1.8 Hamiltonianos periódicos

As aplicações do tipo twist ajudam a entender a dinâmica do fluxo
gerado por um campo hamiltoniano periódico.

Exemplo 1. Seja H : T ∗S1 × IR → IR, H(θ, p, t) uma função de

classe C3 periódica, de peŕıodo 1 na variável t, tal que ∂2H
∂p2 (θ, p, t) ≥

δ > 0 para todo (θ, p, t) ∈ T ∗S1 × IR e sup ‖ d2H(θ, p, t) ‖< M.

Denotemos por J a matriz

(
0 1

−1 0

)

Então o tempo 1 do fluxo hamiltoniano ϕt gerado pelo campo
XH(θ, p, t) = −Jgrad H = ∂H

∂p
∂
∂θ − ∂H

∂θ
∂
∂p é a composta de apli-

cações do tipo twist que preservam área.
Ou seja existe uma partição 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1 tal

que ϕ1 = ϕδnϕδn−1 · · ·ϕδ1 onde cada ϕδi é uma aplicação do tipo
twist que preserva a área (δi = ti − ti−1).

Demonstração. Observe que o elemento área dθ ∧ dp se escreve

dθ ∧ dp((u1, u2), (v1, v2)) =

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ = u1v2 − u2v1 =< Ju, v > .

Portanto, para provar que ϕt preserva área basta provar

(dϕt)
T Jdϕt = J pois (ϕt)

∗(dθ ∧ dp)(u, v) =< Jdϕtu, dϕtv >

=< (dϕt)
T Jdϕtu, v >=< Ju, v >= dθ ∧ dp(u, v).

Logo, basta provar que d
dt((dϕt)

TJdϕHt ) = 0 ∀ t.
Lembrando que se ∂ϕt

∂t (θ, p, t) = XH(ϕt(θ, p, t)) então sabe-

mos que a matriz dϕt(θ, p, t) satisfaz à equação ∂
∂t [dϕt(θ, p, t)] =

dXH(ϕt(θ, p), t)dϕt(θ, p, t).
Como XH = −J grad H então dXH = −Jd2H(θ, p, t).
Logo ∂

∂t [dϕt(θ, p, t)] = −Jd2H(ϕt(θ, p), t) dϕt(θ, p, t).

Usando isso no cálculo da derivada de dϕTt Jdϕt obtemos:

dϕTt d
2H(−J)TJdϕt + dϕTt J.(−J)d2Hdϕt = 0
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pois − JT = J e J2 = −I.
Como dϕ0 = Id então provamos o que queŕıamos, dϕTt Jdϕt = J.

Passemos agora à condição de twist. Observe que o que está sendo
afirmado é que ϕ1 é a composta de aplicações do tipo twist, podendo
ela mesma não ser uma aplicação twist. Precisamos observar o sinal
do elemento [dϕt]12 da matriz jacobiana do fluxo.

Tomemos uma trajetória φt(θ0, p0, t0), com 0 < t0 < 1, que satis-
faz à condição inicial φt0(θ0, p0, t0) = (θ0, p0, t0). Logo dφt0 (θ0, p0, t0) =
Id.

Queremos mostrar que existe t1 > t0 tal que se φt1 = (Θt1 , Pt1)
são as componentes espaciais, então ∂pΘt1 > 0.

Mas ∂
∂tΘt = ∂pH(θt, Pt, t). Portanto derivando em relação a p

obtemos:

∂

∂t
∂pΘt = ∂Θ∂pH(φt, t) ∂pΘt + ∂ppH ∂pPt

Logo, a expansão em série de Taylor de ∂pΘt, em torno do ponto
t0, se escreve:

∂pΘt(θ, p, t0) = ∂pΘt0(θ, p, t0) + (t− t0)
∂

∂t
∂pΘt0(θ, p, t0) +O(t− t0)

2

Ou seja, usando que dφt0(θ0, p0, t0) = Id:

∂pΘt(θ, p, t0) = 0 + (t− t0)∂ppH(θ, p, t0) +O(t− t0)
2

Finalmente, usando a hipótese de convexidade estrita ∂ppH(θ, p, t0) ≥
δ > 0, obtemos, para t− t0 > 0 suficientemente pequeno:

∂pΘt(θ, p, t0) = (t− t0)δ +O(t− t0)
2
> 0

Como queŕıamos demonstrar. �

Se o Hamiltoniano for da forma H(θ, p) = 1
2p

2 +V (θ), então pela
conservação da energia:

H(Θt(θ, p), Pt(θ, p)) = 1
2Pt(θ, p)

2+V (Θt(θ, p)) = 1
2p

2+V (θ) = E
Derivando esta expressão em relação a p, obtemos:

Pt(θ, p)∂pPt + V ′(Θt)∂pΘt = p
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Mas V ′(Θt) = − ∂
∂tPt e Pt(θ, p) = ∂

∂tΘt

Portanto, substituindo temos:

Pt(θ, p)
∂

∂t
[∂pΘt] −

∂

∂t
Pt [∂pΘt] = p

Ou seja, como vimos acima anteriormente, ∂pΘt satisfaz uma equação
diferencial linear.

Suponhamos que E > maxV (θ). Escolhendo a raiz quadra-
da positiva, p =

√
2(E − V (θ)), vemos que p > 0 de modo que

Pt(θ, p)) > 0, ∀t.
E, usando o método da variação dos parâmetros, obtemos a so-

lução expĺıcita

∂pΘt = Pt(θ, p)

∫
p

Ps(θ, p)
2 ds

que é estritamente positiva.

Suponhamos que V (θ) seja uma função de Morse, isto é, todos os
seus pontos cŕıticos são não degenerados com valores cŕıticos distin-
tos.

Nestas condições, é fácil fazer o retrato de fase do fluxo gerado
pelo campo hamiltoniano. Aos pontos de máximo de V correspondem
selas hiperbólicas.

A condição E > maxV (θ) no ńıvel de energia significa que es-
tamos considerando a região complementar à região do cilindro cujo
bordo é formado pelos ramos das selas. Esta região está totalmente
folheada por ńıveis de energia que são curvas homotopicamente não
triviais no cilindro.

Um dos exemplos da situação que estamos tratando é quando
consideramos uma perturbação periódica do caso autônomo, isto é,

para Hamiltonianos do tipo H(θ, p, t) = p2

2 + V (θ) − g(t) com
| g(t) | suficientemente pequeno. Neste caso, a condição de twist
segue imediatamente por tratar-se de uma condição aberta no espaço
de aplicações que preservam área.

De certa forma, um difeormorfismo definido pelo tempo 1 de um
fluxo Hamiltoniano em T ∗S1 × IR periódico no tempo é o exemplo
mais geral de aplicação do tipo twist exata. Isto é o que nos diz o
teorema de suspensão de Moser.
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Teorema 2. (Moser, 1986) Seja f : S1 × IR → S1 × IR uma apli-
caçãodo tipo twist exata de classe Cr, r ≥ 3.

Então existe uma função H : T ∗S1 × IR → IR de peŕıodo 1 em
t, tal que f = ϕ1 tempo 1 do fluxo gerado por H.

Além disso, existe uma constante d > 0 tal que d−1 < ∂2H
∂p2 (θ, p, t) <

d, para todo (θ, p, t) ∈ T ∗S′ × IR.

A prova deste teorema que é baseada em [52], está descrita em
uma série de lemas, o primeiro deles estabelece condições suficientes
para que um campo periódico seja Hamiltoniano.

Lema 5. Suponha que X(θ, p, t) seja um campo vetorial em T ∗S1

periódico em t, de peŕıodo 1 que gera uma famı́lia de difeomorfismos
ϕt : T ∗S1 → T ∗S1 tal que

(1)ϕt+1(θ, p) = ϕt ◦ ϕ1(θ, p)
(2)ϕt é exata isto é ϕ∗

t (α) − α = dut

onde α é a forma de Liouville, α = pdθ.
Então existe uma função H : T ∗S1 × IR → IR periódica em t tal

que ϕt = ϕHt = fluxo do campo Hamiltoniano XH .
Em outras palavras, ω(Xt, Y ) = dHt.Y para todo campo Y de-

finido em T ∗S1 e iXtω(Xt, Y ) = dHt, onde ω = −dα é a forma
simplética.

Demonstração. Primeiramente prova-se que a 1-forma Y → ω(Xt, Y )
é fechada.

Observe que ϕ∗
tα = dut implica ϕ∗

t (ω) = −ϕ∗
t (dα) = −d(ϕ∗

tα) =

−dα = ω. Logo lims→0
ϕ∗
t+sω−ϕ

∗
tω

s = 0 ou seja LXtω = 0.
Mas LXt(ω) = d(iXtω)+ eXt(dω) = 0 (veja [50]). Como dω = 0,

temos iXt(ω) é uma forma fechada.
Para provar que iXt(ω) é exata, basta provar que para qualquer

curva fechada γ em T ∗S1 temos
∫
γ iXt(ω) = 0 ou

∫
γ iXt(dα) =∫

γ d(iXtα) = 0.
Usando novamente o fato de que ϕt é exata

LXt(α) = lim
s→0

ϕ∗
t+sα− ϕ∗

tα

s
= lim

s→0

dut+s − dut
s

.

Logo
∫
γ LXt(α) = lims→0

1
s

∫
γ dut+s − dui = 0.
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Usando novamente a fórmula

LXt(α) = d(iXtα) + iXt(dα) obtem-se

∫

γ

d(iXtα) +

∫

γ

iXt(dα) = 0.

Como a primeira parcela é nula, conclui-se que
∫
γ
LXt(ω) = 0,

como queŕıamos. Logo existe H(θ, p, t) tal que iXt(ω) = dHt

(Ht(θ, p) = H(θ, p, t)) o que implica Xt = XH
t = −J grad Ht com

H periódica em t. �

Lema 6. Seja f : T ∗S1 → T ∗S1 um difeomorfismo de classe C∞.
Então existem um difeomorfismo vertical S(θ, p) = (θ,Υ(θ, p)) e
uma translação Tc(θ, p) = (θ, p+ c) tais que Tc ◦ S ◦ f é exata.

Demonstração. Primeiramente definimos S de modo que S ◦ f pre-

serve área. d(S ◦ f) = dS ◦ f . df e dS =

[
1 0
∂Υ
∂θ

∂Υ
∂p

]
logo

det d(S ◦ f) = ∂Υ
∂p ◦ f . det df.

Ou seja, queremos ∂Υ
∂p ◦f = 1

det df
. Basta então definir Υ(θ, p) =

∫
dp

det df◦f−1
.

É claro que para qualquer translação Tc a composta Tc ◦ S ◦ f
preserva área. Logo, basta encontrar um valor c para o qual

∫
γ
(Tc ◦

S ◦ f)∗α =
∫
γ
α para uma curva γ homotopicamente não trivial.

Mas T ∗
c (α) = (p+ c)dθ, portanto

∫

γ

(Tc ◦ S ◦ f)∗α =

∫

γ

(S ◦ f)∗(pdθ) + c

∫

γ

(S ◦ f)∗dθ.

Como S é um difeomorfismo vertical, S∗(dθ) = dθ e então

∫

γ

(Tc ◦ S ◦ f)∗α =

∫

γ

(S ◦ f)∗α+ c

∫

γ

f∗dθ.

Basta então definir c =
∫
γ
(S◦f)∗(α)−

∫
γ
α∫

γ
f∗(dθ)

para obter a condição

∫

γ

(Tc ◦ S ◦ f)∗α =

∫

γ

α.

�
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Demonstração. (do teorema de Moser) Tomando um levantamento
f̃ = (f̃1, f̃2) : IR2 → IR2 de f provamos inicialmente que existem
difeomorfismos verticais R̃ e Q̃ tais que f̃ = Q̃ ◦ F̃ ◦ R̃ onde
F̃ (x, y) = (x + y, y). De fato, se R̃(x, y) = (x, f̃1(x, y) − x), como
∂f̃1
∂y > 0 então R̃ é um difeomorfismo. Além disso,

F̃ (R̃(x, y)) = F̃ (x, f̃1(x, y) − x) = (f̃1(x, y), f̃1(x, y) − x).

Queremos encontrar Q̃(x, y) = (x, Q̃2(x, y)) tal que Q̃◦F̃ ◦R̃ = f̃ ,
isto é, Q̃2(f̃1(x, y), f̃1(x, y)− x) = f̃2(x, y). É suficiente definir Q̃2 =
f̃2 ◦ R̃−1 ◦ F̃−1.

Observemos finalmente que

R̃(x + 1, y) = (x+ 1, f̃1(x+ 1, y) − x− 1) = (x, f̃1(x, y) − x) + (1, 0)

F̃ (x + 1, y) = F̃ (x, y) + (1, 0)

Q̃(x+ 1, y) = (x + 1, Q̃2(x+ 1, y)) = (x, Q̃2(x, y)) + (1, 0).

Logo Q̃, F̃ , R̃ projetam-se em aplicações Q,F e R tais que
f = Q ◦ F ◦R.

Consideremos famı́lias parametrizadas de difeomorfismos Qt, Ft
e Rt, dependendo C∞ de t, t ∈ [0, 1] tais que Q1 = Q, R1 = R,
Q0 = Id, R0 = Id e Ft(θ, p) = (θ + tp, p).

Para ε > 0 suficientemente pequeno, fazendo uma reparametri-
zação linear adequada em t, obtemos uma famı́lia Ht de difeomorfis-
mos dependendo C∞ de t, tal que H1−ε = Q ◦F ◦R = f e Hε = F2ε.

Para 0 ≤ t ≤ 1 definimos Ψt = Ft para 0 ≤ t ≤ ε
Ψt = F−ε ◦Ht para ε ≤ t ≤ 1 − ε e
Ψt = Ft−1 ◦ f para 1 − ε ≤ t ≤ 1

E estendemos para t ∈ IR pela fórmula Ψt = Ψt−[t] ◦Ψ
[t]
1 onde

[t] = parte inteira de t e Ψ
[t]
1 = Ψ1 ◦ · · · ◦Ψ1 composição [t] vezes.

Verifica-se então que

Ψt+1 = Ψt+1−[t+1] ◦Ψ
[t+1]
1 = Ψt−[t] ◦Ψ

[t]+1
1 ou seja Ψt+1 = Ψt ◦Ψ1.

Observe que Xt = ∂Ψt
∂t ◦ Ψ−1

t é um campo possivelmente des-
cont́ınuo para os valores t = ε e t = 1 − ε. Usando-se uma função
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auxiliar, podemos modificar Ψt em uma vizinhança desses valores
sem afetar a parte importante da interpolação, isto é, próximo aos
valores inteiros de t.

Este é um detalhe importante que pode ser visto no artigo de
Moser ([60]), onde se consegue diretamente obter a condiçãode con-
vexidade.

Para podermos aplicar o Lema 5, é preciso obter uma famı́lia
de difeomorfismos exatos. Para isso, usando o Lema 6, definimos
uma famı́lia de difeomorfismos verticais St e de translações Tt,
dependendo C∞ de t tais que ϕt = Tt ◦ St ◦ Ψt é exato, com
S1 = Id e T1 = Id pois Ψ1 = f é exato, por hipótese.

Logo ϕt+1 = Tt+1 ◦ St+1 ◦Ψt+1.
Note que, de acordo com a definição do difeomorfismo vertical

St+1(θ, p) = (θ, Vt+1(θ, p)), com Vt+1 =
∫

dp

det dΨt+1◦Ψ
−1
t+1

=

=
∫ dp

det dΨt◦Ψ
−1
t det Ψ1◦Ψ

−1
1

=
∫

dp

det dΨt◦Ψ
−1
t

pois Ψt+1 = Ψt ◦ Ψ1 e det dΨ1 = det f = 1. Portanto Vt+1 = Vt
e St+1 = St ◦ S1, S1 = Id. Analogamente obtemos T1 = Id e
Tt+1 = Tt = Tt ◦ T1, usando a definição da constante de translação
c.

Portanto ϕt+1 = Tt ◦ St ◦ Ψt ◦ Ψ1 = ϕt ◦ Tt ◦ S1 ◦ Ψ1 = ϕt ◦ ϕ1.

Conclúımos que o campo Xt = ∂ϕt
∂t ◦ϕ−1

t que gera a famı́lia ϕt
é Hamiltoniano.

Resta provar que o Hamiltoniano H(θ, p, t) satisfaz à condição

de convexidade estrita nas fibras ou seja ∂2H
∂p2 (θ, p, t) > d.

Escrevendo Ψt+ε ◦ Ψ−1
t = Qt+ε ◦ Ft+ε ◦Rt+ε ◦R−1

t ◦ F−1
t ◦Q−1

t .

Como Ft+ε(θ, p) = (θ + (t+ ε)p, p), Qt+ε, Qt e Rt+ε ◦R−1
t

são difeomorfismos verticais, é fácil ver que, calculando a matriz jaco-
biana da composta, se escrevemos Ψt+ε ◦Ψ−1

t = (At+ε, Bt+ε) então
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existe uma constante C1 tal que C−1
1 ε < ∂At+ε

∂p < C1ε (twist unifor-

me). Da mesma forma,

ϕt+ε ◦ ϕ−1
t = Tt+ε ◦ St+ε ◦ Ψt+ε ◦ Ψ−1

t ◦ S−1
t ◦ T−1

t , Tt+ε e Tt

translações e St+ε e St, verticais. Obtemos que existe uma constante

d > 0 tal que εd−1 < ∂Gt+ε
∂p < εd onde Gt+ε = π1 ◦ ϕt+a ◦ ϕ−1

t ,

primeira coordenada de ϕt+ε ◦ ϕ−1
ε .

Como ∂Gt
∂p = 0 então d−1 < 1

ε

[
∂Gt+ε
∂p − ∂Gt

∂p

]
< d, o que implica,

tomando-se ε→ 0, que d−1 < ∂
∂t

[
∂Gt
∂p

]
< d ou d−1 < ∂

∂p

[
∂Gt
∂t

]
< d.

Isto é, a primeira coordenada X1
t do campo Xt = ∂ϕt

∂t ◦ ϕ−1
t

satisfaz d−1 <
∂X1

t

∂p < d. Mas o campo Xt é Hamiltoniano, logo

X1
t = ∂H

∂p (θ, p, t). Conclúımos então que d−1 < ∂2H
∂p2 (θ, p, t) < d.

�

A convexidade estrita nas fibras da função Hamiltoniana é uma
condição bastante útil e comum, que permite-nos utilizar métodos
variacionais para encontrar órbitas periódicas ou subconjuntos inva-
riantes mais gerais. Esta é uma condição importante para a genera-
lização desses métodos em dimensões mais altas.

1.9 Passando do cilindro para o anel

Os resultados sobre aplicações do tipo twist são válidos para um anel
invariante limitado pelo gráfico de duas funções. Isto é interessante
ao estudarmos, por exemplo, as aplicações do tipo bilhar.

Esta propriedade de extenão decorre do seguinte lema cuja prova
encontra-se em [55]

Lema 7. (Lema de Extensão)
Sejam β−, β+ : IR → IR difeomorfismos de classe Cr−1, r ≥ 1

que satisfazem β− < β+ e β−(x + 1) = β−(x) + 1 .
Seja W = {(x, x′)| β−(x) ≤ x′ ≤ β+(x) }.
Se h : W → IR é uma função de classe Cr+1, tal que h(x+1, x′ +

1) = h(x, x′) e ∂12h < 0 (ou ∂12h > 0), então h possui uma extensão

ĥ de classe Cr+1 em IR2, que satisfaz ĥ(x + 1, x′ + 1) = ĥ(x, x′) ,

∂12ĥ < 0 (ou ∂12ĥ > 0)
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Demonstração. A idéia é estender a função ∂12h a todo o plano e
integrar duas vezes a extensão, levando em conta as condições de
fronteira.

Observe inicialmente que o conjunto W é invariante pela trans-
lação T (x, x′) = (x + 1, x′ + 1), portanto o cilindro quociente C =
IR2mod(T ) contém a superf́ıcie com fronteira Ŵ = Wmod(T ) difeo-
morfa a um anel fechado.

Logo, existe um número δ > 0 tal que ∂12h < −δ em Ŵ .
Seja ρ(x, x′) uma extensão de classe Cr−1 de ∂12h ao IR2 satis-

fazendo ρ(x + 1, x′ + 1) = ρ(x, x′), ρ(x, x′) = −δ no subconjunto
U = {(x, x′)| β−(x) − 1 ≤ x′ ≤ β+(x) + 1 }.

Definimos ∂12ĥ(u, u
′) = ρ(u, u′) de modo que

∂1ĥ(u, x
′) =

∫ x′

0

ρ(u, u′)du′ + τ(u).

A condição

∂1ĥ(u, β−(u)) =

∫ β−(u)

0

ρ(u, u′)du′ + τ(u) = ∂1h(u, β−(u))

define a função τ de modo que

∂1ĥ(u, x
′) =

∫ x′

β−(x)
ρ(u, u′)du′ + ∂1h(u, β−(u)).

Observe que ρ|W = ∂12h implica que ∂1ĥ(u, β+(u)) = ∂1h(u, β+(u)).
Integrando em relação a u :

ĥ(x, x′) =

∫ x

0

[

∫ x′

β−(u)

ρ(u, u′)du′ + ∂1h(u, β−(u))]du+ γ(x′)

e usando novamente a condição de fronteira, juntamente com o
fato de que β− é um difeomorfismo, obtemos a função γ(x′) e

h(x, x′) =

∫ x

(β−)−1(x′)

[∂1ĥ(u, x
′)]du+ h((β−)

−1
(x′), x′)

A condição ĥ(x, β+(x)) = h(x, β+(x)) está também satisfeita. �

Desta forma, usando ĥ(x, x′) como função geratriz, estendemos
qualquer aplicação do tipo twist que preserva área no anel A para
todo o cilindro C.
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Caṕıtulo 2

Órbitas periódicas e

conjuntos de

Aubry-Mather.

2.1 Órbitas periódicas minimizantes

Nesta seção seguiremos a notação e suporemos as hipóteses introdu-
zidas na seção 1.3. Há três referências, entre muitas, na quais o leitor
pode encontrar os resultados provados a seguir: [13] (Bangert), [55]
(Forni-Mather) e [56] (Meiss). A última é a mais elementar e mais
indicada para uma primeira leitura. A referência [13] (Bangert) é,
do ponto de vista matemático, a padrão no assunto. É importante
mencionar que a exposição abaixo é fortemente influenciada por [13]
(principalmente) e [56], que por sua vez foram fortemente influenci-
adas pela exposição original de Aubry [12]. Os resultados principais
desta seção são devidos a Aubry [12] e Mather [53].

Qualquer órbita periódica (xk , yk)k∈ZZ de uma aplicação do tipo
twist F está associada a um par de inteiros m e n, tais que xk+n =
xk + m para qualquer k ∈ ZZ. Chamaremos tal órbita de órbita
periódica tipo (m,n). O inteiro positivo n é o peŕıodo da órbita e
m é o número de voltas, positivo ou negativo, que a órbita dá no

56
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cilindro C. O número de rotação de uma órbita periódica é definido
como a razão m/n. Mais geralmente, vale a seguinte:

Definição 7. O número de rotação de uma órbita (xk, yk)k∈ZZ qual-
quer de F é definido, caso os limites abaixo existam e coincidam,
como:

ρ = lim
k→∞

xk − x0

k
= lim
k→−∞

xk − x0

k

Caso o número de rotação de uma órbita exista, ele mede a veloci-
dade angular média (ângulo/iteração) com que a órbita da voltas no
cilindro. Para uma configuração (xk)k∈ZZ, vale uma definição análoga.

O objetivo principal desta seção é provar o seguinte teorema.

Teorema 3. A aplicação F admite órbitas periódicas minimizantes
com todos os posśıveis números de rotação m/n.

A prova deste teorema será consequência de uma série de resulta-
dos interessantes, que evidenciam diversas propriedades das órbitas
minimizantes.

Seja Wm,n : IRn → IR a função W restrita a configurações finitas
do seguinte modo:

Wm,n(x0, . . . , xn−1) = h(x0, x1) + h(x1, x2) + . . .+ h(xn−1, x0 +m)

Note que a sequência das componentes (xk)k∈ZZ de uma órbita pe-
riódica tipo (m,n) é uma configuração estacionária de W , ou seja
(xk)k∈ZZ satisfaz as equações (1.12). Por sua vez a periodicidade da
sequência (xk)k∈ZZ implica que esta é uma configuração estacionária
de W se, e só se, (x0, x1, . . . , xn−1) é ponto cŕıtico de Wm,n. Por-
tanto, procurar órbitas periódicas tipo (m,n) de F é equivalente a
procurar pontos cŕıticos de Wm,n. Isto motiva o estudo da função
Wm,n. Para entender alguns aspectos de Wm,n é conveniente fazer a
seguinte mudança de variáveis (x0, . . . , xn−1) → (s, η1, . . . , ηn−1):

s = x0

η1 = x1 − x0

η2 = x2 − x1, . . .

ηn−1 = xn−1 − xn−2
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ou

x0 = s

x1 = η1 + s

x2 = η1 + η2 + s, . . .

xn−1 = η1 + . . . ηn−2 + ηn−1 + s

Nas novas variáveis vale:

Wm,n(s, η1, . . . , ηn−1) = h(s, η1 + s) + h(η1 + s, η1 + η2 + s) +

h(η1 + η2 + s, η1 + η2 + η3 + s) . . .

+h(η1 . . .+ ηn−1 + s,m+ s)

Desta expressão e da propriedade , h(x+1, x′+1) = h(x, x′), fica evi-
dente que Wm,n(s, η) é 1-periódica na variável s, ou seja, Wm,n(s +
1, η) = Wm,n(s, η). Portanto, se s → θ = s (mod 1), s ∈ IR, θ ∈
S1, é uma aplicação de recobrimento do ćırculo, então a função

Ŵmn(θ, η)
def
= Wmn(s, η) está definida sobre o cilindro

Cmn
def
= {(θ, η) : θ ∈ S1, η ∈ IRn−1}

Agora, aplicando a proposição 3, na seção 1.3, a cada parcela da
função Wmn(s, η) obtém-se a seguinte desigualdade:

Ŵmn(θ, η) = Wm,n(s, η) ≥
c

2
[η2

1 +η2
2 + . . . η2

n−1 +(η1 +η2+ . . . ηn−1)
2]

(2.1)
Isto implica que sobre cada fibra θ =constante, o gráfico da função
Ŵmn(θ, ·) está acima do parabolóide definido no lado direito da equa-
ção (2.1). Isso e a continuidade de Ŵmn implicam o seguinte lema
(faça a prova).

Lema 8. A função Ŵmn, ou equivalentemente Wmn, possui um ponto
de mı́nimo global, que será denotado por p.

A diferenciabilidade de Wmn implica que p é um ponto cŕıtico
desta função. Portanto, as componentes (x0, . . . , xn−1) de p corres-
pondem a uma órbita periódica tipo (m,n) de F . É posśıvel encontrar
um segundo ponto cŕıtico de Ŵmn, ou deWmn, usando um argumento
“mini-max”, da seguinte forma.
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Lema 9 (Mini-Max). A função Ŵmn, ou equivalentemente Wmn,
possui um segundo ponto cŕıtico distinto do ponto p do lema 8.

Demonstração. Seja A o conjunto de todas as curvas γ : S1 → Cmn:
diferenciáveis, homotópicas à curva ψ → (θ = ψ, η = 0), ψ ∈ S1, e
que passam pelo ponto de mı́nimo p. Seja α o valor mini-max

α = infγ∈Amaxψ∈S1Ŵmn ◦ γ(ψ)

Primeiro consideremos o caso α = Ŵmn(p). Seja θ um valor qual-
quer de θ, distinto daquele que corresponde à coordenada θ de p. Note
que qualquer curva γ de A é homotopicamente não trivial, portanto
possui um ponto cuja coordenada θ vale θ. Então, da definição de α,
existe uma sequência de curvas γk, k = 1, 2, . . ., e uma corresponden-
te sequência de pontos (θ, ηk) ∈ γk tal que limk→∞ Ŵmn(θ, η

k) = α.
Devido à desigualdade (2.1) a sequência (θ, ηk)k∈IN é limitada e por-
tanto possui uma subsequência convergente a um ponto (θ, η). Da
continuidade de Ŵmn conclúı-se que Ŵmn(θ, η) = α = Ŵmn(p), ou
seja, existe um segundo ponto distinto de p que minimiza Ŵmn e, por-
tanto, um segundo ponto cŕıtico. Como a escolha de θ é arbitrária,
conclúı-se que para todo θ ∈ S1, a função Ŵmn possui um ponto
cŕıtico (θ, η(θ)). Ou seja, no caso particular em que α coincide com o
valor mı́nimo da função Ŵmn, a aplicação F possui um cont́ınuo de
órbitas periódicas do tipo (m,n).

Agora consideremos o caso α > Ŵmn(p). Seja ε > 0 suficien-
temente pequeno tal que α − ε > Ŵmn(p), e considere o conjunto

B
def
= {(θ, η) ∈ Cmn : α− ε ≤ Ŵmn(θ, η) ≤ α+ ε}. Mostraremos que,

se Ŵmn não possui nenhum ponto cŕıtico em B, então α não pode ser
o valor mini-max. Isso prova o lema. Portanto, suponha que Ŵmn

não possui ponto cŕıtico em B. Se z = (θ, η) denota um ponto de
Cmn, considere o campo de vetores gradiente ż = −∇Ŵmn(z), onde
∇ = (∂θ, ∂η1 , . . . , ∂ηn−1) é o gradiente usual do Rn. Seja φt(z), t ≥ 0,
a curva integral deste campo de vetores que, para t = 0, passa por z.
Sobre esta curva vale

d

dt
Ŵmn ◦ φt(z) = −||∇Ŵmn(φt(z))||2

Devido à desigualdade (2.1) o conjunto B é limitado e, uma vez que
é fechado, é compacto. Como Ŵmn não possui pontos cŕıticos em B,
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60 [CAP. 2: ÓRBITAS PERIÓDICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

então existe k > 0 tal que k = minz∈B ||∇Ŵmn(z)||2. Agora, seja z
um ponto qualquer em B e T (z) > 0 o valor máximo de t tal que
φt(z) ∈ B para 0 ≤ t ≤ T (z) (a prinćıpio T (z) pode ser infinito).
Para 0 ≤ t ≤ T (z) vale

d

dt
Ŵmn ◦ φt(z) = −||∇Ŵmn(φt(z))||2 ≤ −k =⇒

Ŵmn(z) − Ŵmn ◦ φt(z) ≥ kt

Como Ŵmn(z) − Ŵmn ◦ φt(z) ≤ 2ε para z e φt(z) em B, tem-se que
2ε ≥ kt o que implica T (z) ≤ 2ε/k. Ou seja, um ponto qualquer
em B, quando carregado pelo fluxo φt, permanece em B no máximo
pelo tempo 2ε/k. A definição de α implica a existência de uma curva
γ ∈ A tal que Ŵmn|γ < α + ε. Considere a famı́lia a um parâmetro
de curvas γt = φt ◦ γ, t ∈ [0, 3ε/k]. Qualquer curva nesta famı́lia
pertence a A (lembre-se que p é um ponto cŕıtico de Ŵmn e portanto
não se move sobre a ação de φt). Mas Ŵmn|γt < α − ε se t > 2ε/k,
o que contradiz a definição de α. Logo B tem que conter um ponto
cŕıtico de Ŵmn. Como o valor de ε > 0 utilizado na construção acima
pode ser arbitrariamente pequeno, conclui-se que o valor de Ŵmn no
novo ponto cŕıtico é α.

�

Nosso próximo lema (“lema de cruzamento de Aubry”) é um re-
sultado fundamental no contexto das órbitas minimizantes (ver defi-
nições 1 e 2 na seção 1.2). Ele afirma que duas configurações minimais
podem se “cruzar” no máximo uma vez. Antes de apresentá-lo, é pre-
ciso definir o termo cruzar. Sejam a e b, a < b, dois inteiros, e seja
I = {a, a + 1, . . . , b}. A partir de um segmento qualquer (xk)k∈I
define-se uma função t → xt, com t ∈ [a, b], tal que xt = xk para
t = k, e xt é linear para k ≤ t ≤ k + 1, k ∈ I . O gráfico da função
t→ xt será chamado de gráfico do segmento (xk)k∈I . Substituindo-se
I por ZZ define-se o gráfico de uma configuração (xk)k∈ZZ do mesmo
modo. Dizemos que dois segmentos (xk)k∈I e (zk)k∈I se cruzam
se seus gráficos se cruzam, ou seja, se existem t1, t2, t3 e t4, com
a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 ≤ b, tal que xt < zt para t ∈ [t1, t2), xt = zt
para t ∈ [t2, t3], e xt > zt para t ∈ (t3, t4]. Dizemos que duas con-
figurações se cruzam se elas contém segmentos que se cruzam. No
lado esquerdo das figuras 2.1, 2.2 e 2.3 são mostrados gráficos de
configurações que se cruzam.
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Lema 10. Duas configurações (ou dois segmentos) minimais (ver
definições 1 e 2 na seção 1.2) se cruzam no máximo uma vez.

Demonstração. Para provar o lema basta considerar o caso de cru-
zamento de dois segmentos. Sejam (xk)k∈I e (ξk)k∈I dois segmentos
minimais, I = {a, . . . , b}. Primeiramente mostraremos que, ou estes
segmentos são iguais, ou eles não tem dois pontos consecutivos iguais.
De fato, se, por exemplo, xa = ξa e xa+1 = ξa+1, então da minimali-
dade dos segmentos decorre que as órbitas de F associadas as estes
segmentos possuem a mesma coordenada y em k = a (ver figura 1.7),
e portanto coincidem para todo k ∈ I . Disso, segue que os cruzamen-
tos dos segmentos podem ser de dois tipos, como ilustrados no lado
esquerdo das figuras 2.1 e 2.2, respectivamente. Suponha que os dois

k k+1 k+2

x

tk k+1 k+2

a)
x

t

Figura 2.1: Eliminação de cruzamento.

segmentos minimais se cruzem duas vezes, como no lado esquerdo da
figura 2.3. Nesta figura (xk)k∈I é representada por ćırculos e (ξk)k∈I
por quadrados. Suponha que pelo menos um dos cruzamentos seja do
tipo da figura 2.1, por exemplo o que ocorre entre k = i e k = i+ 1,
e que o outro, em k = j, seja do tipo da figura 2.2. Os casos em que
ambos os cruzamentos são do tipo da figura 2.1, ou em que o primeiro
é do tipo da figura 2.2 e o segundo do tipo da figura 2.1 podem ser
tratados da mesma maneira. O caso em que os dois cruzamentos são
do tipo da figura 2.2 será tratado posteriormente. Então, alterando
os subsegmentos de (xk)k∈I e (ξk)k∈I entre k = i e k = j, como ilus-
trado no lado direito da figura 2.3 (ou no lado direito das figuras 2.1 e
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t

b)

x

k+1 k+2k t

x

k+1 k+2k 

Figura 2.2: Eliminação de cruzamento.

x

i

x

i j j

Figura 2.3: Eliminação de cruzamentos.

2.2), obtém-se dois novos segmentos, denotados respectivamente por
(wk)k∈I e (ηk)k∈I , dados por:

wk = xk, ηk = ξk se k ≤ i

wk = ξk, ηk = xk se i < k < j

wk = xk, ηk = ξk se k ≥ i

Denotando a restrição de W ao segmento {xi, . . . , xj} por Wij(x)
def
=

W (xi, . . . , xj), obtém-se, da definição de configuração minimal, as
seguintes desigualdades:

Wij(x) ≤Wij(w) e Wij(ξ) ≤Wij(η). (2.2)
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Usando a desigualdade da proposição 2, seção 1.3, e que
W =

∑
k h(xk, xk+1), obtém-se:

Wij(x) +Wij(ξ) − [Wij(w) +Wij(η)] = h(xi, xi+1) + h(ξi, ξi+1)

−h(xi, ξi+1) − h(ξi, xi+1) ≥ c(xi − ξi)(ξi+1 − xi+1)

Mas o fato dos gráficos se cruzarem entre i e i+ 1 implica que (xi −
ξi)(ξi+1−xi+1) > 0, o que contradiz as desigualdades (2.2) e portanto
a minimalidade dos segmentos (xk)k∈I e (ξk)k∈I . O ponto crucial
neste argumento foi, que ao mudarmos os segmentos do lado esquerdo
da figura 2.1, para as do lado direito, decrescemos o valor da soma
das suas ações W . Ou seja, eliminar cruzamentos diminui a soma das
ações W .

Para concluir a prova do lema é preciso considerar o caso em que
os dois cruzamentos são do tipo da figura 2.2, ou seja xi+1 = ξi+1

e xj−1 = ξj−1. Neste caso, constrói-se segmentos minimais (wk)k∈I
e (ηk)k∈I de modo semelhante, mas ocorre que Wij (x) = Wij(w) e
Wij(ξ) = Wij(η), e o argumento acima não se aplica. No entanto,
neste caso, tanto (xk)k∈[i,j] quanto (wk)k∈[i,j] são segmentos minimais
que possuem dois elementos consecutivos em comum, a saber xi = wi
e xi+1 = wi+1. Mas, como visto no começo da prova, isto implica
que xk = wk = ξk para todo k. Isto viola a hipótese de cruzamento,
que requer que (xk)k∈I e (ξk)k∈I sejam distintas. �

O lema 10 possui uma variante que será necessária futuramente.
Uma vez que sua prova é praticamente idêntica à do lema 10 ela será
enunciada aqui.

Lema 11. Sejam (xk)k∈I e (ξk)k∈I , I = {a, . . . , b}, duas configu-
rações minimais tais que xa 6= ξa e xb = ξb (ou xa = ξa e xb 6= ξb).
Então (xk)k∈[a,b−1] e (ξk)k∈[a,b−1] (ou (xk)k∈[a+1,b] e (ξk)k∈[a+1,b])
não se cruzam.

Demonstração. Considere o caso xa 6= ξa e xb = ξb , o outro é
análogo. Suponha que ocorra um cruzamento entre (xk)k∈[a,b−1] e
(ξk)k∈[a,b−1] como no lado esquerdo da figura 2.1. Então o mesmo
argumento usado na prova do lema 10, e ilustrado no lado direito
da figura 2.1, mostra que tal cruzamento não pode ocorrer. Agora,
suponha que o cruzamento é como no lado esquerdo da figura 2.2, ou
seja, existe i, a < i < b − 1, tal que xi = ξi. Então, os segmentos
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(xk)k∈[i,b] e (ξk)k∈[i,b] possuem as mesmas ações W . Isso implica que
tanto (xk)k∈[i−1,b], quanto {xi−1, xi, ξi+1, . . . , ξb} são segmentos mi-
nimais, distintos e que possuem dois pontos consecutivos iguais. Mas
isto é imposśıvel. �

O lema 10 possui inúmeras consequências importantes. Uma delas
é o seguinte.

Corolário 2. Duas configurações minimais periódicas de tipo (m,n)
nunca se cruzam.

De fato se elas se cruzassem uma vez, então, devido a periodici-
dade, elas se cruzariam infinitas vezes, o que violaria o lema 10. Um
outro corolário, que de fato implica o corolário acima, é o seguinte.

Corolário 3. Duas configurações periódicas tipo (m,n), que corres-
pondem a mı́nimos globais da função Wmn (ver lema 8), nunca se
cruzam.

De fato, se elas se cruzassem uma vez, por exemplo entre k = 0 e
k = 1, elas teriam que possuir um segundo cruzamento no intervalo
[1, n]. Mas isto violaria o lema 10, pois restrito a estes intervalos
as configurações que minimizam Wmn são segmentos minimais. O
corolário 3 possui a seguinte consequência.

Lema 12. Considere a função Wm′n′ , onde m′ = im, n′ = in, com i
inteiro positivo e (m,n) primos entre si. Seja p um ponto de mı́nimo
global de Wm′n′ , que existe pelo lema (8). Então, p corresponde a
uma configuração periódica tipo (m,n) que minimiza Wmn.

Demonstração. Seja (xk)k∈ZZ uma configuração que corresponde a
um mı́nimo global de Wm′n′ . Então (ξk)k∈ZZ, onde ξk = xk+n −m,
também corresponde a um mı́nimo global de Wm′n′ . Se (xk)k∈ZZ é
igual a (ξk)k∈ZZ, então (xk)k∈ZZ corresponde a uma órbita periódica ti-
po (m,n) e a prova está concluida. Se (xk)k∈ZZ é diferente de (ξk)k∈ZZ

então considere a configuração wk = ξk − xk. Note que, wk+n′ = wk
e que a média de wk é zero, pois

n′∑

k=1

wk =

in∑

k=1

(xk+n −m) −
in∑

k=1

xk = −inm+

n∑

k=1

(xk+in − xk) = 0.
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Portanto, wk muda de sinal pelo menos duas vezes, o que implica
que (xk)k∈ZZ e (ξk)k∈ZZ se cruzam, o que viola o corolário 3. Ou seja,
(xk)k∈ZZ é do tipo (m,n). Agora, se (ηk)k∈ZZ é uma configuração
qualquer do tipo (m,n), então Wm′n′(η) = iWmn(η). Portanto, se
(xk)k∈ZZ minimiza Wm′n′ então ela minimza Wmn. �

Finalmente, usando os lemas 8 e 12 mostraremos o teorema 3. Do
lema 8 segue a existência de uma órbita periódica associada a uma
configuração (xk)k∈Z que minimiza Wmn, com m e n primos entre si.
Vamos mostrar que esta órbita é de fato uma órbita minimizante. Su-
ponha o contrário. Então existem inteiros a e b, b > a, e um segmento
ξa, ξa+1, . . . , ξb, com xa = ξa, xb = ξb, tal que Wab(x) > Wab(ξ). Se-
ja i o menor inteiro tal que i.n > b − a, e considere a configuração
periódica (wk)k∈ZZ que satisfaz wk = ξk se a ≤ k ≤ b, e wk = xk se
b < k ≤ a+in. Note que wa+in = xa+in = xa+im = wa+im, ou seja
(wk)k∈ZZ é uma configuração tipo (im, in). Finalmente, a desigual-
dade Wab(x) > Wab(ξ) implica que Wim,in(x) > Wim,in(w). Isso, no
entanto, é imposśıvel, pois o lema 12 implica que as configurações
minimais de Wim,in são precisamente as configurações minimais de
Wmn, portanto (xk)k∈Z é configuração minimal de W(im,in). Isso
conclui a prova do teorema 3.

2.2 Monotonicidade e órbita minimizante

Nesta seção veremos a força do corolário 2, que essencialmente im-
plica na existência de certas órbitas notáveis das aplicações do tipo
twist. Antes de iniciar tal discussão precisamos apresentar a seguinte
definição.

Definição 8 (Configuração (Órbita) monótona). Uma configu-
ração (xk)k∈ZZ é dita monótona se xi < xi+j+k implica xl < xl+j+k,
para quaisquer inteiros i, j, k, l. Outra maneira de expressar isto é
dizer que, duas “translações” inteiras do gráfico de uma configuração
monótona ou nunca se intersectam ou coincidem. Uma órbita é dita
monótona se sua configuração associada é monótona.

Abaixo, usaremos a seguinte caracterização alternativa de mono-
tonicidade. Uma configuração (xk)k∈ZZ é monótona se, e só se, para
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quaisquer inteiros i, j e k vale:

xi < xj + k =⇒ xi+1 < xj+1 + k (2.3)

Uma generalização desta definição é a seguinte.

Definição 9 (Conjunto invariante monótono). Seja F uma apli-
cação de tipo twist como na seção 1.3. Um conjunto S, invarian-
te por F , é dito monótono, quando ele possui a seguinte proprie-
dade: se (x, y) e (x, y) são dois pontos de S tal que x < x então
F1(x, y) < F1(x, y). Ou seja, a ordem da coordenada x dos pontos de
S é mantida pela ação de F .

Note que se (xk)k∈ZZ é uma configuração minimal periódica tipo
(m,n), então também o é (ξk)k∈ZZ, onde ξk = xk+a + b, com a e b
inteiros quaisquer. Logo os gráficos de (xk)k∈ZZ e (ξk)k∈ZZ nunca se
cruzam, pelo corolário 2. Ou seja, vale a seguinte proposição.

Proposição 4. Uma configuração (ou órbita) minimal periódica tipo
(m,n) é monótona.

Uma consequência fundamental do corolário 2 é o seguinte lema,
que diz que, uma órbita minimizante periódica tipo (m,n) possui seu
gráfico contido em uma estreita faixa como ilustrado na figura 2.4.

x +mk

xk

m
nxkx=    +     ( t −    )k
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Figura 2.4: Região de confinamento de uma configuração periódica
minimal.
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Lema 13. Se (xk)k∈ZZ é uma configuração minimal periódica tipo
(m,n), então para todo k ∈ ZZ vale

∣∣∣xk − x0 − k
m

n

∣∣∣ < 1

Demonstração. Primeiramente provaremos que, se xk−x0 = α então
para todo i ∈ ZZ vale

α− 1 < xik − x(i−1)k < α+ 1 (2.4)

Dado i, existe um inteiro b tal que a configuração (ξj)j∈ZZ, dada
por ξj = xj+(i−1)k − b, é minimal e satisfaz x0 < ξ0 < x0 + 1 ou,
equivalentemente,

−1 < x0 − ξ0 < 0 (2.5)

Logo, pelo corolário 2, o gráfico de (ξj)j∈ZZ fica entre o gráfico de
(xj)j∈ZZ e (xj + 1)j∈ZZ, ver figura 2.5. Mas isso implica que xk <

x +mk

x0+1

ξ 0

x0

k0

Translacao deste segmento~

Figura 2.5: Construção usada na prova do lema 13.

ξk < xk + 1, o que implica xk − x0 < ξk − x0 < xk + 1 − x0, ou seja,
α < ξk − x0 < α + 1. Somando esta desigualdade à desigualdade
(2.5), obtém-se α− 1 < ξk − ξ0 < α+ 1, que é equivalente a (2.4).

Agora, contrariando a tese do lema, suponha que xk−x0 > kmn +1
(o caso xk − x0 < kmn − 1 é análogo). Então da desigualdade (2.4)
segue que para qualquer i vale km/n < xik − x(i−1)k . Portanto,

km = xkn − x0 = (xkn − x(n−1)k) + (x(n−1)k − x(n−2)k) . . .

+(xk − x0) > n
km

n
= km
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o que é uma contradição. �

Agora, enunciaremos o principal resultado desta seção.

Teorema 4. Dado qualquer número de rotação irracional ρ, existe
uma configuração (xk)k∈ZZ que possui este número de rotação, que é
minimal e monótona.

Demonstração. Primeiramente, dado ε1 > 0 qualquer, seja (ρi)i>0

uma sequência de números racionais que converge para ρ, com |ρ −
ρi| < ε1, para todo i > 0. Para cada ρi seja (xik)k∈ZZ uma configuração
minimal periódica com número de rotação ρi e tal que xi0 ∈ [0, 1]. Tal
configuração existe pelo teorema 3. Da compacidade de [0, 1] segue

que existe uma subsequência (x
ip
0 )p>0 de (xi0)i>0, tal que x

ip
0 → x0

quando p → ∞. Portanto, dado ε2 > 0 existe um inteiro J tal que
|xip0 −x0| < ε2 se p > J . Para um j > 0 qualquer seja p = J+j e seja

(x0,j
k )k∈ZZ uma nova notação para a sequência (x

ip
k )k∈ZZ. Note que

x0,j
0 → x0 ∈ [0, 1] quando j → ∞ e |x0,j

0 − x0| < ε2 para todo j > 0.

Do lema 13 segue que para qualquer j > 0 a sequência (x0,j
k )k∈ZZ

satisfaz

|x0,j
k − x0 − kρ| = |x0,j

k − x0,j
0 − kρ+ x0,j

0 − x0|
≤ |x0,j

k − x0,j
0 − kρ| + |x0,j

0 − x0|
< |x0,j

k − x0,j
0 − kρip | + |kρip − kρi| + ε2

< 1 + |k|ε1 + ε2 (2.6)

Ou seja, todos os pontos das sequências (x0,j
k )k∈ZZ, para j > 0, estão

contidos na região ilustrada na figura 2.6. Portanto, para qualquer
k fixo, a sequência (x0,j

k )j>0 está contida em um intervalo compacto.

Em particular, isto vale para a sequência (x0,j
1 )j>0, o que implica

a existência de uma subsequência (x0,ji
1 )i>0 que converge para um

x1. Denotemos a sequência (x0,ji
k )k∈ZZ por (x1,i

k )k∈ZZ. Aplicando o

mesmo racioćınio, a partir de (x1,i
−1)i>0 obtém-se uma subsequência

(x
1,ij
−1 )j>0 que converge para x−1. Denotemos a sequência (x

1,ij
k )k∈ZZ

por (x−1,j
k )k∈ZZ. Repetindo tal operação constrói-se sucessivamente

as sequências de configurações (x2,i
k )k∈ZZ, (x−2,i

k )k∈ZZ, (x3,i
k )k∈ZZ, etc...

Finalmente, a sequência “diagonal” de configurações minimais

(x0,0
k )k∈ZZ, (x

1,1
k )k∈ZZ, (x

−1,2
k )k∈ZZ, (x

2,3
k )k∈ZZ, (x

−2,4
k )k∈ZZ, . . . ...
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x0

ε2

ε2
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Figura 2.6: Construção usada na prova do teorema 4.

é tal que para qualquer k dado vale:

x0,0
k , x1,1

k , x−1,2
k , x2,3

k , x−2,4
k , . . . ... −→ xk

A configuração limite (xk)k∈ZZ é aquela que estávamos procurando.
O método usado para a obtenção da mesma é o chamado “método
diagonal” de Cantor, comumente usado em análise, como por exemplo
na prova do teorema de Arzelá-Ascoli (ver [14]) ou do teorema de
Tikhonov (ver [41]). Um subproduto imediato desta construção é
que, para qualquer k, vale a desigualdade (2.6) para o valor limite
xk, ou seja,

|xk − x0 − kρ| ≤ |k|ε1 + 1 + ε2

Como ε1 e ε2 podem ser escolhidos tão pequenos quanto o desejado,
segue que, para qualquer k, vale:

|xk − x0 − kρ| ≤ 1

Isso implica que o número de rotação de (xk)k∈ZZ (ver definição 7) é
ρ.

A prova que (xk)k∈ZZ é minimal será por absurdo. Suponha que
(xk)k∈ZZ não é minimal. Então existem inteiros a e b e um segmento
(ξk)k∈[a,b], com xa = ξa e xb = ξb, tal que Wab(x) = Wab(ξ)+ε1, para
algum ε1 > 0. Como (xk)k∈ZZ é o limite de configurações minimais
e h é cont́ınua, para qualquer ε2 > 0 dado, existe uma configuração
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minimal (xik)k∈ZZ tal que:

|Wab(x) −Wab(x
i)| < ε2,

|h(xa, ξa+1) − h(xia, ξa+1)| < ε2,

|h(ξb−1, xb) − h(ξb−1, x
i
b)| < ε2 (2.7)

Considere agora o segmento (ηk)k∈[a,b], que é uma pequena variação
de (ξk)k∈[a,b], dado por: ηk = ξk se a + 1 ≤ k ≤ b − 1, ηa = xia, e
ηb = xib. Então, escolhendo ε2 < ε1/3 vale:

Wab(x
i) −Wab(η) = Wab(x

i) −Wab(x) +Wab(x) −Wab(ξ)

−h(ηa, ξa+1) + h(ξa, ξa+1)

−h(ξb−1, ηb) + h(ξb−1, ξb)

> ε1 − |Wab(x
i) −Wab(x)|

−|h(xia, ξa+1) − h(xa, ξa+1)|
−|h(ξb−1, x

i
b) − h(ξb−1, xb)|

> ε1 − 3ε2 > 0,

o que viola a minimalidade de (xik)k∈ZZ.
Finalmente, provemos a monotonicidade de (xk)k∈ZZ. Dados i e k

existe uma sequência de configurações minimais (xjp)p∈ZZ, j = 0, 1, . . .,

tal que xjp → xp, quando j → ∞, para p = k, k + 1, k + 2, i, i+ 1, i+

2. Logo da monotonicidade de (xjp)p∈ZZ, ver equação (2.3), segue

xjk < xji + a ⇒ xjk+1 < xji+1 + a e, portanto, vale xk < xi + a ⇒
xk+1 ≤ xi+1 + a. Queremos mostrar que na última desigualdade não
pode valer xk+1 = xi+1 + a. De fato, se esta igualdade vale então
é posśıvel mostrar que xk+2 > xi+2 + a. Mas isso implica que para
valores de j suficientemente grandes vale xjk+2 > xji+2 + a, o que

viola a monotonicidade de (xjp)p∈ZZ. Portanto para concluir a prova
da monotonicidade de (xk)k∈ZZ, bastar mostrar que, se xk < xi + a
e xk+1 = xi+1 + a então xk+2 > xi+2 + a. Provemos esta afirmação
de uma forma geométrica. A configuração (xk)k∈ZZ é minimal, e
portanto está associada a uma órbita de F . Então, o que queremos
provar decorre facilmente da propridade de twist como mostrado na
figura 2.7 (se voce não se convenceu escreva a prova). �

A configuração minimal (xk)k∈ZZ, garantida pelo teorema 4, está
associada a uma órbita (θk, yk)k∈ZZ de f no cilindro C (lembre-se que
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xk xk+1

x i+1

F
−1

xi+a xk+2x i+2
x

y

F

+a

+a

Figura 2.7: Argumento geométrico usado na prova da monotonicida-
de de (xk)k∈ZZ.

θ = x(mod 1)). O fecho de tal órbita, que será denotado por AC , é
formado pela união da órbita mais seus conjuntos α e ω-limite. Logo
AC é invariante por f . Seja A o levantamento de AC para o plano.
Denotaremos por A1 a projeção de A na reta {x}. O conjunto A1

também pode ser caracterizado como o fecho de todas as translações
inteiras de (xk)k∈ZZ, ou seja:

A = fecho {xpqk
def
= xk+p + q : k ∈ ZZ, p ∈ ZZ, q ∈ ZZ}

Lema 14. O conjunto A é monótono.

Demonstração. Sejam x0 e ξ0 as componentes x de dois pontos quais-
quer de A com x0 < ξ0 e, (xpiqiki

)i>0 e (xrisiji
)i>0, duas sequências de

aproximantes de x0 e ξ0, respectivamente, tais que xpiqiki
< xrisiji

, para
todo i > 0. Uma vez que (xpqk )k∈ZZ é monótona para todo par (p, q),
então usando as desigualdades na definição 8 obtém-se xpiq11+ki

< xrisi1+ji
,

o que implica

lim
i→∞

xpiqi1+ki
= x1 ≤ lim

i→∞
xrisi1+ji

= ξi+1,

onde x1 e ξ1 denotam as componentes x da imagem por F dos pontos
associados a x0 e ξ0. Novamente, para mostrar a monotonicidade de
A basta mostrar que não ocorre a igualdade na desigualdade acima.
De fato, se ocorrer a igualdade então, assim como ilustrado na figura
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2.7 e na prova do teorema 4, vale que x2 > ξ2. Novamente, isto
contradiz o fato que x2 = limi→∞ xpiqi2+ki

, ξ2 = limi→∞ xrisi2+ji
, e que

(xk)k∈ZZ é monótona. �

Os conjuntos monótonos invariantes por F possuem a seguinte
interessante propriedade geométrica.

Teorema 5. Seja S um conjunto invariante e monótono de F . Su-
ponha que S está contido entre os paralelos y = a e y = b. Então não
existem dois pontos de S sobre a mesma vertical (ou seja, a projeção
de S no eixo x é injetora) e se (x̃, ỹ), (x, y) são dois pontos distintos
quaisquer de S então vale:

|y − ỹ|
|x− x̃| < L,

onde L é uma constante que só depende dos valores de a e b e de-
rivadas da aplicação F . Uma maneira mais sintética de expressar a
tese, é dizer que: S é o gráfico de uma função Lipshitz x → y, cujo
domı́nio é a projeção de S no eixo x.

Demonstração. Se S é monótono então não pode conter dois pontos
(x1, y1) e (x1, y1), na mesma vertical com x1 = x1 e y1 < y1, pois,
como ilustrado na figura 2.7, isto implicaria x0 < x0, o que contradiz
a propriedade de monotonicidade de S.

A idéia para provar a desigualdade da tese do teorema é simples.
Sem perda de generalidade, suponha que x̃ < x. Então como mostra
a figura 2.8, se ỹ for muito maior que y, então a propriedade de twist
implica que x̃1 = F1(x̃, ỹ) > F1(x, y) = x1 o que viola a propriedade
de monotonicidade. Para provar a desigualdade acima suporemos,
primeiramente, que ỹ > y. Note que para todo y ∈ [a, b] e x ∈ IR
existe uma constante α tal que |∂1F1(x, y)| < α, pois F1 é conti-
nuamente diferenciável e F1(x + 1, y) = F1(x, y) + 1. Isso implica
que

|F1(x, y) − F1(x̃, y)| < α|x − x̃|
Lembrando que y− ỹ < 0 e usando a hipótese c ≤ ∂2F1(x, y) de twist
uniforme obtém-se:

F1(x̃, y) − F1(x̃, ỹ) =

∫ y

ỹ

∂2F1(x̃, s)ds < c(y − ỹ)
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x x1 x1
x

y

x

F

~ ~

Figura 2.8: Argumento geométrico para mostrar o teorema 5.

Portanto, usando que x > x̃⇒ F1(x, y)−F1(x̃, ỹ) > 0 , obtém-se das
desigualdades acima

0 < F1(x, y) − F1(x̃, ỹ) = F1(x, y) − F1(x̃, y) + F1(x̃, y) − F1(x̃, ỹ)

< |F1(x, y) − F1(x̃, y)| + c(y − ỹ) < α|x− x̃| + c(y − ỹ)

que é a desigualdade desejada no caso ỹ > y. O caso ỹ < y é provado
de maneira análoga, trocando F por F−1 e usando desigualdades co-
mo as acima. Lembre que F−1 também é uma aplicação de tipo twist
que desvia a vertical para a esquerda. A constante L do enunciado é
a maior das constantes que aparece nos casos ỹ > y e ỹ < y (o caso
y = ỹ é trivial). �

Aplicando o teorema 5 ao conjunto A definido acima, e usando
que A é fechado, obtém-se que sua projeção no eixo x, denotada por
A1, também é um conjunto fechado. Logo o complementar de A1 é
uma união de intervalos abertos. A fim de entender a topologia de
A e a dinâmica de F restrito a A, faremos a construção auxiliar de
um homeomorfismo do ćırculo que, “essencialmente”, possui a mesma
dinâmica que F quando restrito a A. De acordo com o teorema 5, tal
construção começa com a definção de uma função Y : A1 → IR, dada
por

x → y = Y (x) tal que (x, Y (x)) ∈ A. (2.8)

A partir desta função e da invariância de A por F , constrói-se uma
outra função v : A1 → A1 dada por x′ = v(x) = F1(x, Y (x)). O
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teorema 5 garante que v também é uma função Lipscitz, a monoto-
nicidade de A garante que v é monótona e a periodicidade de A1 e
F1 garantem que v(x + 1) = v(x) + 1. Agora a função v é estendida
a toda a reta da seguinte forma: se x não pertence a A1 então v(x)
possui o valor linearmente interpolado entre aqueles que v possui nos
pontos de A1 mais próximos a x, ver figura 2.9. Tal extensão de v,

x

xa xb

xav(    )

xbv(    )

x

Intervalo fora de A

Valor de v(x)

x

1

Ponto de A1

Figura 2.9: Extensão da função v.

que continuará a ser denotada por v, é um homeomorfismo Lipshitz
da reta e v(x + 1) = v(x) + 1, o que implica que v induz um homeo-
morfismo do ćırculo dado por θ = x(mod 1), θ ∈ S1. Além disso, por
costrução, v deixa invariante o conjunto A1. Note que o gráfico da
função Lipshitz

x→ y = u(x, v(x))
def
= Y (x),

onde u é definida por x′ = F1(x, u(x, x
′)), define uma curva que passa

pelos pontos de A. O homeomorfismo v desempenhará um papel
fundamental no entendimento da dinâmica de F restrito a A, o que
será feito na próxima seção. Concluimos esta seção com o seguinte
lema.

Lema 15. Toda órbita em A é minimizante.

Demonstração. O argumento usado nesta prova é muito semelhante
àquele usado na parte da minimalidade na prova do teorema 4. Seja
(x0, y0) um ponto qualquer de A e (xk)k∈ZZ a configuração associada
à sua órbita. Queremos mostrar que (xk)k∈ZZ é uma configuração
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minimal. Se x0 é um ponto de (xk)k∈ZZ, onde (xk)k∈ZZ é a configu-
ração do teorema 4, então não há o que provar. Suponha que isso não
ocorre ou seja, contrariamente ao que queremos provar, (xk)k∈ZZ não
é minimal. Então existem inteiros a e b, e um segmento (ξk)k∈[a,b],
com ξa = xa e ξb = xb, tal que Wab(x) −Wab(ξ) > ε2, para algum
ε2 > 0. Da continuidade de h e F , e do fato que A é o levantamento
de AC (que é o fecho da órbita (xk, yk)k∈ZZ projetada no cilindro C),
segue que dado qualquer ε1 > 0 existem inteiros p e q tais que, a
configuração minimal (x̃k)k∈ZZ dada por x̃k = xk+p + q, satisfaz:

|Wab(x̃) −Wab(x)| < ε1,

|h(x̃a, ξa+1) − h(xa, ξa+1)| < ε1,

|h(ξb−1, x̃b) − h(ξb−1, xb)| < ε1

Considere agora o segmento (ηk)k∈[a,b], que é uma pequena variação
de (ξk)k∈[a,b], dado por: ηk = ξk se a + 1 ≤ k ≤ b − 1, ηa = x̃a, e
ηb = x̃b. Então, escolhendo ε1 < ε2/3 vale:

Wab(x̃) −Wab(η) = Wab(x̃) −Wab(x) +Wab(x) −Wab(ξ)

−h(ηa, ξa+1) + h(ξa, ξa+1)

−h(ξb−1, ηb) + h(ξb−1, ξb)

> ε2 − |Wab(x̃) −Wab(x)|
−|h(x̃a, ξa+1) − h(xa, ξa+1)|
−|h(ξb−1, x̃b) − h(ξb−1, xb)|

> ε2 − 3ε1 > 0,

o que viola a minimalidade de (x̃k)k∈ZZ. �

2.3 Homeomorfismos do ćırculo e conjun-

tos de Aubry-Mather

Antes de prosseguir com o estudo da dinâmica de F restrita ao con-
junto A, é necessário apresentar alguns resultados sobre homeomor-
fismos do ćırculo (ver [11], [38]). Seja v como na seção anterior, um
homeomorfismo v : IR → IR com a propriedade v(x + 1) = v(x) + 1,
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que induz um homeomorfismo v̂ : S1 → S1 do ćırculo θ → v̂(θ)
através de θ = x(mod 1).

Se x1, x2, . . . denotam as iteradas de um ponto x0 então o número
de rotação ρ(x0) de x0, é definido exatamente como na definição 7.
Como v induz um homeomorfismo do ćırculo, também o faz sua k-
ésima iterada vk. De fato, vk(x + 1) = vk(x) + 1. Isso implica que
se x̃ e x são dois pontos quaisquer de IR com |x̃ − x| < 1, então
|x̃k − xk| < 1. Isso por sua vez implica:

Proposição 5. O número de rotação ρ(x) de v no ponto x independe
do valor de x. Ou seja, ρ depende apenas do homeomorfismo v.

Demonstração. De fato, se x̃ e x são dois pontos quaisquer de IR com
|x̃− x| < 1, então |x̃k − xk| < 1. Isso por sua vez implica:

ρ(x̃) − ρ(x) = lim
k→∞

x̃k − xk − (x̃0 − x0)

k

≤ lim
k→∞

|x̃k − xk| + |x̃0 − x0|
k

≤ lim
k→∞

2

k
= 0

Ou seja, ρ é constante em intervalos de comprimento um, e portanto
constante em IR. �

Da proposição 5, segue imediatamente que se v possui uma órbita
periódica tipo (m,n), ou seja vn(x0) = x0 + m, então o número de
rotação de v é ρ = m/n. A rećıproca de tal afirmação também vale.

Proposição 6. O homeomorfismo v possui número de rotação raci-
onal ρ = m/n, com m e n primos entre si, se, e só se, v possui uma
órbita periódica tipo (m,n).

Demonstração. Se v possui uma órbita periódica tipo (m,n), então
tal proposição é imediata. Resta provar que, se ρ = m/n então v
possui uma órbita periódica de tipo (m,n), ou equivalentemente, se
v não possui órbita periódica de tipo (m,n) então ρ 6= m/n. Portanto,
supondo que v não possui órbita periódica de tipo (m,n), para todo
x ∈ [0, 1] vale, vn(x) > x +m ou vn(x) < x +m. Considere o caso
vn(x) > x + m, o outro é análogo. Neste caso existe ε > 0 tal que,
devido a periodicidade de v, para todo x ∈ IR vale, vn(x)−x > +m+ε.
Isso implica que para qualquer i > 0 inteiro vale:

vin(x)− x = vin(x)− v(i−1)n(x) + v(i−1)n(x)− . . . v(x)− x > im+ iε
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Portanto

ρ = lim
i→∞

vin(x) − x

in
>
m

n
+
ε

n
,

ou seja, ρ 6= m/n. �

Provemos agora o resultado acerca de homeomorfismos do ćırculo
que mais nos interessa. Lembramos que um conjunto de Cantor em
IR pode ser caracterizado como: um conjunto fechado, perfeito (ou
seja todo ponto do conjunto está arbitrariamente próximo de outros
pontos do conjunto) e que não contém nenhum intervalo.

Teorema 6. Suponha que o número de rotação de v é irracional.

Então o conjunto ω-limite E de qualquer ponto θ ∈ S1, E
def
= ω(θ), é

o mesmo para qualquer θ, e E, ou é todo o ćırculo, ou é um conjunto
de Cantor.

Demonstração. Começaremos provando o seguinte resultado auxiliar.
Seja θ um ponto qualquer de S1, e a e b dois inteiros positivos quais-
quer. Então a semi-órbita positiva de qualquer ponto θ ∈ S1, passa
dentro do intervalo fechado com extremos v̂a(θ) e v̂b(θ) ( de fato, há
dois destes intervalos em S1 e o resultado vale para ambos). Para
mostrar isso basta provar que as pré-imagens de I = [v̂a(θ), v̂b(θ)]
pela aplicação v̂ cobrem S1. A fim de simplificar a prova é conve-
niente analisar não as pré-imagens deste intervalo por v̂, mas sim
por v = v̂i onde i = b − a. Se as pré-imagens de I por v co-
brem S1, então o mesmo vale para as pré-imagens por v̂. Note pri-
meiramente que I, v−1(I), v−2(I), . . . são intervalos adjacentes, pois
v−1(v̂b(θ)) = v̂a(θ), etc. Portanto se estes intervalos não preenchem
o ćırculo então existe um ponto θ−∞ tal que limk→∞ v−k(θ) → θ−∞.
Da continuidade de v̂ segue que v(θ−∞) = θ−∞, o que por sua vez
implica que o número de rotação de v é inteiro, o que viola a hipótese
de irracionalidade de ρ(v).

Seja θ um ponto qualquer de S1 e p um ponto qualquer no con-
junto ω(θ). Então existe uma sequência de inteiros (ki)i>0 tal que
v̂ki(θ) = θki → p, quando i→ ∞. Seja z um outro ponto qualquer de
S1. Pelo resultado acima, dado qualquer i > 0, existe um elemento
da semi-órbita positiva de z que entra no intervalo [θki , θki+1 ]. Logo
o ponto p também está em ω(z). Isto mostra que E = ω(θ) = ω(z),
ou seja o conjunto ω-limite de qualquer ponto de S1 é E.
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Note que E é o único conjunto fechado, não vazio, invariante
por v̂ e minimal (aqui, por minimal entendemos que, E não contém
estritamente nenhum outro conjunto fechado não vazio invariante por
v̂, ou equivalentemente, a órbita de todo ponto de E é densa em E).
De fato, seja B um conjunto não vazio, fechado e invariante por v̂.
Se θ ∈ B então E = ω(θ) ⊂ B, pois B é fechado e invariante. Agora,
como a fronteira ∂E do conjunto E também é um conjunto fechado
invariante, conclúımos que ∂E ou é vazio ou é igual a E. No primeiro
caso temos que E = S1. No segundo caso temos que E não contém
nenhum intervalo, pois caso isso acontecesse então ∂E seria diferente
de E. Como a órbita de qualquer ponto θ em E se acumula em todos
os pontos de E, pois ω(θ) = E, e v̂k(θ) 6= θ para todo k, pois de outro
modo ρ seria, pela proposição 6, racional, segue que E é perfeito. Ou
seja, se ∂E = E então E é um conjunto de Cantor. �

Voltemos agora a analisar o particular homeomorfismo v cons-
trúıdo no fim da seção anterior, com o objetivo de estudar a dinâmica
de F restrita a A. A notação segue aquela anterior ao lema 15. A
configuração minimal (xk)k∈ZZ, obtida no teorema 4, está contida
em A1 e possui número de rotação irracional ρ. Pela proposição
6, como (xk)k∈ZZ é uma órbita de v, então o número de rotação de
todas as órbitas de v é ρ. Seja v̂ a aplicação em S1 induzida por
v. Se Ê denota o conjunto ω-limite de qualquer órbita de v̂, como
no teorema 6, seja E1 o levantamento de Ê para a reta {x}. Pelo
teorema 6 o conjunto Ê é o conjunto ω-limite da órbita (θk)k∈ZZ.
Portanto, o conjunto A1 é a união de E1 mais o levantamento da
órbita (θk)k∈ZZ para a reta, ou seja, (xk+i+ j)k∈ZZ,i∈ZZ,j∈ZZ. Note que,
não necessariamente A1 e E1 coincidem, pois a órbita (θk)k∈ZZ pode
ser errante, ou seja, nenhum ponto da órbita é ponto de acumulação
da própria. Seja E ⊂ A o levantamento de E1 para o plano {x, y}
através de E = {(x, y) : x ∈ E1, y = Y (x)}, onde Y é definida na
equação (2.8). Como o número de rotação de qualquer ponto em E1

é ρ, o mesmo vale para E (e também para A). O conjunto E ⊂ A é
invariante por F , monótono, pelo lema 14 e minimizante, pelo lema
15. Agora, do teorema 6 segue que E pode assumir duas naturezas
distintas. Primeiramente se Ê = S1, o que implica A1 = IR, então
E é o gráfico da função Lipshitz x → Y (x), x ∈ IR, dada na equação
(2.8). Ou seja, neste caso f possui um ćırculo invariante que é o
gráfico de uma função Lipshitz θ → y = Y (θ), e toda órbita neste
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ćırculo é minimizante e possui o mesmo número de rotação irracional.
Finalmente, se Ê é um conjunto de Cantor, E também o é. Neste

caso E está estritamente contido no gráfico de uma função Lipshitz
x → Y (x), x ∈ E1. Ou seja, F (e consequentemente f) possui
um conjunto de Cantor invariante, chamado conjunto de “Aubry-
Mather”, tal que toda órbita neste conjunto é minimizante e possui
o mesmo número de rotação irracional. Em suma, vale o seguinte
notável teorema.

Teorema 7 (Aubry-Mather). Seja ρ um número irracional qual-
quer e f uma aplicação de tipo twist que satisfaz as hipóteses a, b, c
da seção 1.3. Então f possui um conjunto invariante E no qual toda
órbita é minimizante e possui número de rotação ρ. Tal conjunto E
possui uma das duas seguintes caracterizações:

ou E é uma curva rotacional invariante dada pelo gráfico de
uma função Lipshitz θ → y = Y (θ);

ou E é um conjunto de Cantor invariante que está contido no
gráfico de uma função Lipshitz θ → y = Y (θ). Neste caso E é
chamado um conjunto de Aubry-Mather.

2.4 Órbitas minimais heterocĺınicas

Nesta seção voltaremos a estudar órbitas minimizantes com número
de rotação racional. Na seção 2.1 foi provada a existência de órbitas
minimizantes periódicas com número de rotação racional ρ = m/n.
Considere o conjunto de todas essas órbitas, para um dado par de
inteiros m e n > 0 primos entre si, e seja Pmn o conjunto de todas as
suas configurações minimais associadas. Pelo corolário 2 duas confi-
gurações de Pmn nunca se cruzam. Isso implica que, se w e z são duas
configurações em Pmn e w0 < z0, então wk < zk para todo k ∈ ZZ.
Neste caso diz-se que w é menor que z, w < z.

Definição 10 (Configurações, ou órbitas, vizinhas). Duas con-
figurações w e z de Pmn são ditas vizinhas se não existe nenhuma
outra x ∈ Pmn tal que w < x < z. Duas órbitas minimizantes de tipo
(m,n) de F são ditas vizinhas se suas respectivas configurações são
vizinhas.
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Note que, se os gráficos de todas as configurações de Pmn são
representados simultaneamente, como ilustrado na figura 2.10, então
w e z são vizinhas se entre os gráficos de w e z não passar o gráfico
de nenhuma outra configuração de Pmn. A prinćıpio, pode ocorrer

W
Z

Figura 2.10: Duas configurações vizinhas.

que haja um cont́ınuo de órbitas minimizantes (ou configurações mi-
nimais) de tipo (m,n) de modo que os gráficos das configurações em
Pmn preenchem o plano. Neste caso, que ocorre para a aplicação stan-
dard com α = 0 (ver figura 1.1), não existem configurações vizinhas
em Pmn.

Dizemos que uma configuração x é heterocĺınica entre duas con-
figurações w e z se limk→−∞ |xk − wk| → 0 e limk→∞ |xk − zk| → 0.
Note que, se w, x e z são todas configurações minimais e x é hetero-
cĺınica entre w e z, então a órbita associada a x é heterocĺınica entre
as órbitas associadas a w e z, no sentido de ser assintótica à órbita
de w para k → −∞ e assintótica à órbita de z para k → ∞. Nosso
objetivo nesta seção é provar o seguinte teorema.

Teorema 8. Se W e Z são duas órbitas periódicas minimizantes de
tipo (m,n) de F , então existe uma órbita heterocĺınica minimizante
entre W e Z e uma outra entre Z e W .

Demonstração. Sejam (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ as configurações minimais
associadas a W e Z, respectivamente. Iremos mostrar que existe uma
configuração minimal, (xk)k∈ZZ, que é heterocĺınica entre (wk)k∈ZZ e
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[SEC. 2.4: ÓRBITAS MINIMAIS HETEROCĹINICAS 81

(zk)k∈ZZ. A prova da existência de uma outra, heterocĺınica entre
(zk)k∈ZZ e (wk)k∈ZZ, é essencialmente a mesma. A prova será feita
através da combinação de diversos resultados já apresentados e alguns
outros a serem apresentados nesta seção. O primeiro destes resultados
é análogo ao teorema de Tonelli do cálculo das variações.

Proposição 7 (Existência de segmentos minimais). Dados um
par de inteiros a, b, e um par de números reais xa, xb, existe um
segmento minimal {xa, xa+1, . . . , xb−1, xb} que “conecta” xa a xb.

Demonstração. Da definição 1 de segmento minimal segue que, para
provar a proposição, basta mostrar que existe (xa+1, . . . , xb−1) ∈ IRp,
p = b− a− 1, que minimiza a função

(r1, . . . , rp) → h(xa, r1) + h(r1, r2) . . .+ h(rp, xb)
def
= Wab(r)

Da proposição 3 decorre a desigualdade

Wab(r) >
c

2
[(r1 − xa)

2 + (r2 − r1)
2 + . . . (xb − rp)

2]

Se Wab(0) = A então existe R > 0, suficientemente grande, tal que
o lado direito da desigualdade acima é maior do que A se ||r|| ≥ R.
Logo a função Wab possui um ponto de mińımo global na bola ||r|| <
R. �

Sejam a1 e b1 um par de inteiros positivos. A proposição 7 implica
que existe um segmento minimal ξ1 que conecta os pontos w−na1 e
znb1 . Dado outros dois inteiros a2 ≥ a1 e b2 ≥ b2, existe um outro
segmento minimal ξ2 que conecta w−na2 a znb2 , e assim sucessiva-
mente. Sejam xj , j = 1, 2, . . ., as seguintes configurações: xjk = ξjk
se naj ≤ k ≤ nbj , x

j
k = wk se k < −naj , e xjk = zk se k > nbj

(ver figura 2.11). A idéia central na prova do teorema 8, é mostrar
que a sequência de configurações (xj)j>0 possui uma subsequência,
que converge para a desejada configuração heterocĺınica. Esse é o
conteúdo do seguinte lema.

Lema 16. Existem duas sequências de inteiros (aj)j>0, e (bj)j>0,
tais que a sequência de configurações (xj)j>0 possui uma subsequência
que converge para uma configuração minimal (xk)k∈ZZ. A configu-
ração (xk)k∈ZZ : é distinta de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ; seu gráfico está
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X 1

X 2

x

k0−2n 2nn−n

config. Z

config.

config.

config. W

Figura 2.11: Idéia da prova de existência de uma configuração hete-
rocĺınica.

contido entre os gráficos de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ; satisfaz a proprieda-
de xk−n +m ≤ xk, para qualquer k ∈ ZZ; e possui número de rotação
m/n.

Demonstração. Suponha que as sequências (aj)j>0 e (bj)j>0 sejam
escolhidas, a priori, como aj = bj = j, j = 1, 2, . . .. O lema 11,
seção 2.1, implica que o gráfico do segmento minimal ξj não intesec-
ta os gráficos de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ, para |k| < j − 1 e j = 1, 2, . . ..
Portanto, o gráfico de todas as configurações xj , j = 1, 2, . . ., está
contido entre os gráficos de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ, e do mesmo argu-
mento de compacidade usado na prova do teorema 4, envolvendo o
método diagonal de Cantor, segue que existe uma subsequência de
configurações (xji )i>0 que converge a uma configuração (xk)k∈ZZ,para
i → ∞. Tal configuração possui, por construção, número de rotação
m/n. A configuração (xk)k∈ZZ é minimal. O argumento para provar
isto é o mesmo usado na prova do teorema 4. Ou seja, se (xk)k∈ZZ

não é minimal, então ela possui um segmento não minimal. Mas tal
segmento pode ser arbitrariamente bem aproximado por segmentos
minimais, e isso leva a uma contradição (ver o argumento envolvendo
a equação (2.7) na prova do teorema 4). O problema com esta natural
escolha de sequência de configurações (xj)j>0 é provar que a a confi-
guração limite obtida, (xk)k∈ZZ, não coincide nem com (wk)k∈ZZ nem
(zk)k∈ZZ. Infelizmente, para demonstrar este fato precisamos modi-
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ficar (e complicar) a escolha da sequência de configurações (xj)j>0.
Neste ponto, deve-se enfatizar que a idéia central na prova do teore-
ma 8 está contida neste parágrafo e na figura 2.11. O leitor não deve
se esquecer disso durante, e após, a leitura do particular e intrincado
racioćınio que segue abaixo.

Seja ξ1 o segmento minimal que liga w−a1n a zb1n, onde a1 =
b1 = 1. Se ξ10 ≥ (z0 + w0)/2 então defina os segmentos A1 e B1

como A1
k = ξ1k , k ∈ [−a1n, b1n] e B1

k = ξ1k−n + m, k ∈ [−(a1 −
1)n, (b1 + 1)n]. Neste caso defina a2 = a1 e b2 = b1 + 1, ver figura
2.12 (para simplificar, nas próximas figuras m é sempre igual a zero).
Por outro lado, se ξ0 < (z0 + w0)/2 então defina os segmentos A1

0z w0+

x

k0−2n 2nn−n

Α =ξ

2 Β

config.    Z

config.    W

ξ2

1 1

1

Figura 2.12: Algoritmo para a construção dos segmentos ξj .

e B1 como A1
k = ξ1k+n −m, k ∈ [−(a1 + 1)n, (b1 − 1)n] e B1

k = ξ1k,
k ∈ [−a1n, b1n]. Neste caso a2 = a1 + 1 e b2 = b1, ver figura 2.13.
Agora, seja ξ2 o segmento minimal que liga w−a2n a zb2n. Note que:
A1

−n < (z0+w0)/2−m, B1
n > (z0+w0)/2+m e A1 e B1 são minimais e

não se cruzam (consequência do lema 10). O lema 10 também implica
que o gráfico do segmento ξ2 esta abaixo do gráfico de A1 (ξ2k ≤ A1

k)
e acima do gráfico de B1 (ξ2k ≥ B1

k), ver figuras 2.12 e 2.13. Se
isso não ocorresse estes segmentos teriam que se cruzar duas vezes.
Disso decorre que ξ2−n < (z0 + w0)/2 −m e ξ2n > (z0 + w0)/2 +m.
Agora, repitamos o procedimento feito com ξ1 para obter ξ2. Se
ξ20 ≥ (z0 + w0)/2 então defina os segmentos A2 e B2 como A2

k = ξ2k,
k ∈ [−a2n, b2n] e B2

k = ξ1k−n +m, k ∈ [−(a2 − 1)n, (b2 + 1)n]. Neste
caso defina a3 = a2 e b3 = b2 + 1. Note que A2

−n < (z0 + w0)/2 −m
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0z w0+

x

k0−2n 2nn−n

2

Β

ξconfig.     Z

config.     W

Α ξ=
1

1 1

2

Figura 2.13: Algoritmo para a construção dos segmentos ξj .

e B2
n > D1(z0 + w0)/2 + m. Se ξ20 < (z0 + w0)/2 então defina os

segmentos A2 e B2 como A2
k = ξ1k+n −m, k ∈ [−(a1 + 1)n, (b1 − 1)n]

e B2
k = ξ1k, k ∈ [−a1n, b1n]. Neste caso a3 = a2 + 1 e b3 = b2.

Agora, seja ξ3 o segmento minimal que liga w−a3n a zb3n. Pode-se
repetir a construção acima e obter a4, b4 e ξ4, etc. Ao final obtém-se
uma sequência infinita de segmentos minimais (ξj)[aj ,bj ], j = 1, 2, . . .,

tais que: ξj−n < (z0 + w0)/2 − m, ξjn > (z0 + w0)/2 + m, ξj−naj =

w−naj e ξjnbj = znbj , para todo j. Além disso, aj → ∞ e bj → ∞,
para j → ∞. Destas propriedades as únicas que não são facilmente
obtidas da construção acima são aj → ∞ e bj → ∞, para j →
∞. Elas serão provadas abaixo. Seja agora (xj)j>0 a sequência de

configurações definida por: xjk = ξjk se aj ≤ k ≤ bj , x
j
k = wk se

k < aj , e xjk = zk se k > bj . A minimalidade de dos segmentos

ξj e o lema 10 implicam que o gráfico de (ξjk)k∈[aj ,bj ] está acima do

gráfico do seu transladado (ξjk−n + m)k∈[aj ,bj ], pois estes segmentos

não se cruzam. Logo vale xjk ≥ xjk−n + m. Para a sequência de

configurações (xj)j>0 pode-se repetir o racioćınio feito no primeiro
parágrafo desta prova, e obter uma configuração minimal (xk)k∈ZZ,
com número de rotação m/n e tal que wk ≤ xk ≤ zk. Além disso,
por construção x−n < (z0 + w0)/2 − m e xn > (z0 + w0)/2 + m
ou seja (xk)k∈ZZ não coincide, nem com (wk)k∈ZZ, nem com (zk)k∈ZZ.
Finalmente, a propriedade xjk ≥ xjk−n+m implica que a configuração
(xk)k∈ZZ satisfaz xk ≥ xk−n +m, k ∈ ZZ.
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Para concluir a prova do lema é necessário provar que vale aj → ∞
e bj → ∞, para j → ∞. Da construção dessas sequências segue que
an ≤ an+1 e bn ≤ bn+1. Contrariando a tese, suponha que uma das
sequências, por exemplo (bj)j>0, seja limitada. Neste caso existe um
valor J de j, tal que bj = bJ e aj+1 = aj + 1, para todo j > J .
Mais ainda, do lema 11 segue que, para todo j > J , o gráfico de
ξj+1 está acima do gráfico de ξj , uma vez que ξjbJ = ξj+1

bJ
, ver figu-

ra 2.14. Isso implica que a sequência das configurações (xjk)[−∞,bJ ],

bJ

x

k

config.     Z

config.    W

Figura 2.14: Sequência de configurações convergindo para (xk)−∞,bJ .

covergirá a uma configuração minimal (xk)[−∞,bJ ]. Novamente, o le-

ma 10 implica que o gráfico de (ξjk)k∈[aj ,bJ ] está acima do gráfico do

seu transladado (ξjk−n +m)k∈[aj ,bJ ], pois estes segmentos não se cru-
zam. Disto decorre que a configuração limite satisfaz xk ≥ xk−n+m,
k ∈ [−∞, bJ ]. Para terminar a prova do lema precisamos da seguin-
te proposição, onde finalmente será usada a hipótese que (wk)k∈ZZ

e (zk)k∈ZZ são configurações vizinhas. Tal proposição será também
usada na finalização da prova do teorema 8.

Proposição 8. As configurações (xk)k∈ZZ e (xk)[−∞,bJ ], dadas na
prova do lema 16, se existirem, satisfazem as seguintes desigualdades:
xk < xk−n + m, k ∈ ZZ e xk < xk−n + m, k ∈ [−∞, bJ ]. Além
disso, existem inteiros a, b e c tais que valem os seguintes limites:
limk→−∞ xk − wk+a = 0, limk→∞ xk − zk+b = 0 e limk→−∞ xk −
wk+c = 0.
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Demonstração. Vamos provar apenas que xk < xk−n +m, k ∈ ZZ, e
limk→−∞ xk −wk+a = 0. As outras afirmações são provadas usando-
se os mesmos argumentos. Da prova do lema 16 segue que xk ≥
xk−n +m. Suponha que exista k tal que xk = xk−n +m. Uma vez
que (xk)k∈ZZ é uma configuração minimal, isso implica que (xk)k∈ZZ é
uma configuração tipo (m,n). Como o gráfico de (xk)k∈ZZ está entre
os gráficos de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ, e não coincide com nenhum desses,
obtém-se que (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ não são configurações vizinhas, o
que é imposśıvel. Logo vale xk < xk−n + m, k ∈ ZZ. Considere
agora a sequência de configurações x̃jk = xk−jn + jm, k ∈ ZZ e j =
1, 2, . . .. Note que, para todo j > 0, o gráfico de x̃j está acima
do gráfico de x̃j+1, que está acima do gráfico de (wk)k∈ZZ, e vale
x̃j0 > x̃j+1

0 = x̃j−n+m > w0. Isso, como antes, implica que a sequência
de configurações minimais (x̃j)j>0 converge para uma configuração
minimal (x̂k)k∈ZZ, que satisfaz x̂−n+m = x̂0 ≥ w0. Ou seja, (x̂k)k∈ZZ

é uma configuração minimal periódica do tipo (m,n), cujo gáfico está
entre os gráficos de (wk)k∈ZZ e (zk)k∈ZZ, podendo coincidir apenas com
(wk)k∈ZZ, pois a sequência (x̃j)j>0 é decrescente. Como (wk)k∈ZZ e
(zk)k∈ZZ são configurações vizinhas, (x̂k)k∈ZZ tem que coincidir com
(wk)k∈ZZ. Isso implica o limite enunciado na proposição. �

Voltemos a prova do lema 16. Seja x̃k = xk−n+m, k ∈ [−∞, bJ +
n]. A proposição 8 implica que as configurações (xk)[−∞,bJ ] e
(x̃k)[−∞,bJ+n] satisfazem: xk > xk−n + m = x̃k, k ∈ [−∞, bJ ],
limk→−∞ xk −wk+c = 0 e limk→−∞ x̃k −wk+c = 0. Considere agora
a configuração (x̂k)[−∞,bJ+n], dada pela colagem de (xk)[−∞,bJ ] com
um peŕıodo da configuração (zk)k∈ZZ, ou seja, x̂k = xk, para k ≤ bJ e
x̂k = zk para bJ < k ≤ bJ +n, ver figura 2.15. Abaixo será mostrado
que a configuração (x̂k)[−∞,bJ+n] é minimal. Mas isto é imposśıvel,
pois (x̂k)[−∞,bJ+n] possui um segmento que coincide com (zk)k∈ZZ, e
como ambas são minimais deveriam coincidir, pois geram a mesma
órbita da aplicação F . Isso por sua vez mostra que (bj)j>0 não pode
ficar limitada quando j → ∞.

Portanto, para concluir a prova do lema basta mostrar que se
a configuração (x̂k)[−∞,bJ+n] existe ela é minimal. Para simplificar
a notação, façamos uma translação nas configurações envolvidas de
modo que k = bJ seja levado em k = 0. Seja a < 0 um inteiro
qualquer e considere as funções (η → Ŵa(η) e η → W̃a(η), η =
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x~

x

1 periodo de w

1periodo de z

x

k
0a

Figura 2.15: Construção usada para mostrar que (xk)−∞,0 não pode
existir.

ηa+1, . . . , η−1), dadas por:

Ŵa(η) = h(x̂a, ηa+1) + h(ηa+1, ηa+2) + . . . h(η−1, z0)

W̃a(η) = h(x̃a, ηa+1) + h(ηa+1, ηa+2) + . . . h(η−1, z0)

Note que para qualquer η dado:

|Ŵa(η)−W̃a(η)| = |h(x̂a, ηa+1)−h(x̃a, ηa+1)| → 0, para a→ −∞,
(2.9)

uma vez que lima→−∞ |x̂a − x̃a| = 0, ver figura 2.15. Note também
que (ver figura 2.15):

|Ŵa(x̂) − W̃a(x̃)| = |h(z−n, z−n+1) + . . .+ h(z−1, z0)

−h(x̃a, x̃a+1) + . . .− h(x̃a+n−1, x̃a+n)

→ 0 para a→ −∞, (2.10)

pois, limk→−∞ x̃k − wk+c = 0 implica que, para a→ ∞, vale

h(x̃a, x̃a+1) + . . .+ h(x̃a+n−1, x̃a+n) →
h(wa+c, wa+c+1) + . . .+ h(wa+c+n−1, wa+c+n)

e

h(wa+c, wa+c+1) + . . .+ h(wa+c+n−1, wa+c+n) =

h(z−n, z−n+1) + . . .+ h(z−1, z0)
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pois ambas configurações periódicas minimizam globalmente a mesma
função Wmn, definida na seção 2.1. Agora suponha, ao contrário do
que queremos provar, que (x̂k)−∞,0 não é minimal. Então existem
inteiros negativos p e q, um ε > 0, e uma variação η de (x̂k)[−∞,0],
dada por, {. . . x̂p, ηp+1, . . . ηq−1, x̂q , . . . x̂0}, tal que para todo a < q

vale Ŵ (η) < Ŵa(x̂)− ε, onde ε independe de a. Dessa desigualdade e
da minimalidade de x̃ segue que (na desigualdade abaixo “η” denota
as devidas restrições da configuração η):

Ŵa(η) − W̃a(η) < Ŵa(x̂) − ε− W̃a(η) < Ŵa(x̂) − W̃a(x̃) − ε

Tomando o limite a → −∞ dos dois lados desta desigualdade, e
usando os limites (2.9) e (2.10), obtém-se a contradição desejada. Ou
seja, se a configuração (x̂k)[−∞,0] existe ela é minimal. �

Finalmente, o teorema 8 é uma consequência imediata do lema 16
e da proposição 8. �

2.5 A Fórmula de MacKay-Meiss

A classificação dos pontos periódicos (hiperbólico, eĺıptico ou pa-
rabólico) de uma aplicação que preserva área depende apenas do traço
da derivada. Isto ocorre porque o determinante da derivada é igual
a 1.

Nesta seção, apresentamos uma fórmula, devida a Mackay e Meiss,
que relaciona o traço da derivada da aplicação de twist num ponto
periódico com o determinante hessiano da função geratriz ao longo
da configuração associada à órbita.

Suponha que uma aplicação do tipo twist F que preserva área
tenha função geratriz h(x, x′).

Sabemos que uma sequência (xi)i∈ZZ está associada a uma órbita
F (xi, yi) = (xi+1, yi+1) se e somente se yi = −∂1h(xi, xi+1) =
∂2h(xi−1, xi).

Ou seja, a sequência (xi)i∈ZZ é um ponto cŕıtico do funcional
W (x) = Σi∈ZZh(xi, xi+1) : ou ∂1h(xi, xi+1) + ∂2h(xi−1, xi) = 0.

Escrevendo zi = (xi, yi) e

(
ui
vi

)
∈ Tzi(C), espaço tangente de

C em zi,
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dF (zi)

(
ui
vi

)
=

(
ui+1

vi+1

)
então

vi = −∂11h(xi, xi+1)ui − ∂12h(xi, xi+1)ui+1 e

vi = ∂21h(xi−1, xi)ui−1 + ∂22h(xi−1, xi).ui

Isto significa que a sequência de vetores

(
ui
vi

)
é um campo

de vetores ao longo de uma órbita de F então satisfaz à equação de
Jacobi:

∂22h(xi−1, xi)+∂11h(xi, xi+1)]ui+∂21h(xi−1, xi)ui−1+∂22h(xi, xi+1)ui+1 = 0

Em particular se (zi) é uma órbita periódica, de peŕıdo q então
F q(zi) = zi + (p, 0), ou seja, existe um inteiro p tal que xi+q =
xi + p, ∀i ∈ ZZ, e a equação de Jacobi acima nos permite relacionar
a natureza de ponto cŕıtico (x) com o tipo de órbita periódica.

Teorema 9. (MacKay-Meiss )

tr dF q(z0) − 2 =
(−1)q Hess W (x)

Π∂12h(xi, xi+1)
.

Como det dF q(z0) = 1 então a classificação das órbitas periódicas
(hiperbólica, eĺıptica ou parabólica) depende apenas do sinal de
|tr dF q(z0)| − 2, pois a condição de twist nos garante que
∂12h(xi, xi+1) < 0 e o sinal do produto no denominador é igual a
(−1)q.

Corolário 4. Se Hess W (x) > 0 então (z0, · · · , zq−1) é uma
órbita periódica eĺıptica ou hiperbólica .

Se Hess W (x) < 0 então (z0, · · · , zq−1) é hiperbólica

Se Hess W (x) = 0 então (z0, · · · , zq−1) é parabólica

Demonstração. Se λ é um autovalor de dF q(z0) e

(
u0

v0

)
é o

autovetor associado então dF q(z0)

(
u0

v0

)
= λ

(
u0

v0

)
.
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Usando a regra da cadeia e a periodicidade da órbita (zi, · · · , zq)
temos dF q(zi)

(
ui
vi

)
= λ

(
ui
vi

)
onde

(
ui+1

vi+1

)
= d F (zi)

(
ui
vi

)
.

Isto significa que λui = ui+q .
Substituindo esta igualdade na equação de Jacobi para i = 1 e

i = q respectivamente, obtemos:

∂21h(x0, x1)λ
−1uq + [∂11h(x1, x2) + ∂22h(x0, x1)]u1 + ∂12h(x1, x2)u2 = 0

∂21h(xq , xq+1)λu1 + [∂11h(xq , xq+1) + ∂22h(xq−1, xq)]uq + ∂12h(xq−1, xq)uq−1 = 0

Escrevendo na forma matricial M(λ).u = 0 com




ui
...
uq


 e a matriz

M(λ) tem as seguintes entradas Mij :
M11 = ∂11h(x1, x2) + ∂22h(x0, x1),
M12 = ∂12h(x1, x2) e M1q = ∂21h(x0, x1)λ

−1

Para i = 2, ...q − 1:
Mi i−1 = ∂21h(xi−1, xi) e Mi i+1 = ∂12h(xi, xi+1)
Mii = ∂11h(xi, xi+1) + ∂22h(xi−1, xi)
Mq1 = λ∂12h(xq , xq+1) e Mq q−1 = ∂12h(xq−1, xq)
Mqq∂11h(xq1 , xq+1) + ∂22h(xq−1, xq) e as demais posições são to-

das nulas.
Portanto, λ é um autovalor de dF q(z1) se e somente se detM(λ) =

0.
Se D(λ) = detM(λ), então

D(λ) = D(1)+(λ−1)(−1)
q−1

Π
q
i=1∂12h(xi, xi+1)+(λ

−1
−1)(−1)

q−1
Π
q
i=1∂12h(xi, xi−1)

Portanto D(λ) = 0 se somente se

D(1) = (−1)q(λ + λ−1 − 2)Πq
i=1∂12h(xi, xi+1).

Lembrando que λ−1 também autovalor de dF q(Z1), se λ o for,
podemos escrever

tr(dF q(z1)) − 2 =
(−1)qD(1)

Πq
i=1∂12h(xi, xi+1)

Pela condição de twist o denominador não se anula, em particular
com as nossas hipóteses temos ∂12h < 0. Obviamente zi é ponto
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periódico simples (λ 6= 1) se e somente se D(1) 6= 0. Escrevendo
W (x1, · · ·xq) = h(x1, x2) + · · · + h(xq , x1+p) (lembre-se que xq+1 =
x1 + p) de modo que

grad W (x1, · · · , xq) =

(∂1h(x1, x2) + ∂2h(xq, x1 + p), ..., ∂2h(xq−1, xq) + ∂1h(xq, x1 + p))

e calculando a derivada segunda conclui-se que d2W (x1, x2, ..., xq) =
M(1).

Portanto detM(1) = det d2W (x1, · · · , xq) = HessW (x1, · · · , xq)
para uma sequência que é o ponto cŕıtico deW e, que satisfaz (xi+q =
xi + p).

Com isto fica provada a fórmula. �

De acordo com o corolário 4, a fórmula de Mackay e Meiss nos
ajuda a classificar os pontos periódicos de aplicações do tipo twist
que preservam área usando a função geratriz.

Por exemplo, se a configuração é um ponto de mı́nimo não dege-
nerado então a órbita periódica O(p) correspondente é hiperbólica e
o Teorema de Hartman e Grobman [24] nos garante que existe uma
vizinhança U do ponto p tal que fn|U é topologicamente conjugada
à sua parte linear Dfn(p).

Por outro lado, se a órbita periódica for eĺıptica, ou seja se os au-
tovalores λ e λ−1 são complexos com | λ |= 1, a derivada, cuja matriz
é semelhante a uma rotação, é insuficiente para dar informações sobre
a dinâmica local em torno do ponto periódico.

Para tratar desta questão, o primeiro passo é dado pela Forma
Normal de Birkhoff, cuja consequência fundamental é dar condições
suficientes para que a aplicação restrita a uma vizinhança de um
ponto fixo eĺıptico seja do tipo twist. Este é um dos exemplos mais
importantes de aplicações do tipo twist que preservam área.

2.6 Métodos topológicos

2.6.1 Órbitas periódicas

Nesta subseção demonstraremos a existência de órbitas periódicas
para as aplicações do tipo twist de uma maneira construtiva, através
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da análise da intersecção de certos conjuntos e de suas propriedades.
Suporemos apenas que f : A → A ou f : C → C satisfaz, além da
propriedade de twist, a seguinte propriedade de intersecção de curvas:

PIC : Dada qualquer curva fechada simples γ ⊂ int(A) ou γ ⊂ C,
cujo complementar não contenha um disco (intuitivamente, γ
circunda o anel ou cilindro), então f(γ)∩ γ 6= ∅. É claro que se
f preserva área no anel ou é exata no cilindro, então f satisfaz
PIC.

No que se segue, denotaremos o anel A ou o cilindro C por M
e um levantamento F de f está fixado. No caso do anel, como f é
um homeomorfismo que fixa as componentes do bordo de A, em cada
componente do bordo f age como um homeomorfismo do ćırculo.
Assim podemos associar um número de rotação a cada uma destas
componentes. Denotando as componentes do bordo de A por ∂a e ∂b,
vamos supor que

ρa = ρ(f restrita a ∂a) < ρ(f restrita a ∂b) = ρb.

Se f preservar área, então é posśıvel mostrar que a desigualdade
abaixo é consequência disso mais a propriedade de twist, ver cap. 3,
corolário 6.

Vamos agora considerar o seguinte conjunto

K(p, q) = {(x, y) ∈ M : (F q)1(x̃, ỹ) = x̃+ p} , (2.11)

onde (x̃, ỹ) ∈ IR2 é um levantamento qualquer de (x, y). Então vale a
seguinte:

Proposição 9. Para todo racional ρa < p/q < ρb (se M for o
cilindro, vale para todo racional), K(p, q) contém um compacto co-
nexo C(p, q), cujo complementar possui pelo menos 2 componentes
conexas, uma contendo o fim inferior de M e outra contendo o fim
superior.

Demonstração. Para q = 1, a prova é imediata a partir da condição
de twist, pois para cada x ∈ S1, existe um único ponto de K (K é
conexo e é gráfico sobre S1).
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Se q > 1, K pode não ser mais um conjunto conexo, assim é
preciso procurar um compacto conexo, contido em K, que separe
M como no enunciado da proposição. Primeiramente, definamos o
seguinte conjunto aberto:

O1 = {(x, y) ∈ M : (F q)1(x̃, ỹ) < x̃+ p} ,

onde (x̃, ỹ) ∈ IR2 é um levantamento qualquer de (x, y).

Se M for o cilindro, vamos observar que para qualquer x̃ ∈ IR
fixado, temos o seguinte:

lim
t→±∞

(F q)2(x̃, t) = lim
t→±∞

(F q)1(x̃, t) = ±∞ (2.12)

Onde (2.12) é consequência da condição de twist e do fato de que
as nossas hipóteses implicam

lim
t→±∞

F2(x̃, t) = ±∞.

Assim, existe Const > 0 suficientemente grande, tal que :

O1 ⊃ S1×] −∞,−Const[ e O1 ∩ S1×]Const,+∞[= ∅

No caso de M ser o anel é fácil ver que O1 contém uma vizinhança
do ∂a e O1 não intersecta ∂b.

Agora, seja O2 a componente conexa de O1, que contém

S1×] − ∞,−Const[, ou no caso do anel, a que contém ∂a. E, seja
O3 a componente conexa de M\O2, que contém o fim superior de M.
Então é claro que ∂(O3) é um compacto conexo C, como no enunciado
da proposição. Além disso, da definição de O1 temos que para todo
z pertencente à fronteira de O3:

(F q)1(z̃) = (z̃)1 + p⇒ C ⊂ K(p, q).

�

Vamos agora lembrar a seguinte:

Proposição 10. Se z ∈ f(C(p, q)) ∩ C(p, q) ⇒ z é ponto (p, q) pe-
riódico para f
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Demonstração. Para cada z̃ ∈ IR2, seja Vz̃ a reta vertical por z̃.
Como F é do tipo twist, F (VF−1(z̃)) ∩ Vz̃ = z̃. Agora suponha que
z ∈ f(C(p, q)) ∩ C(p, q) :

F q(z̃) = F (VF q−1(z̃)) ∩ VF q(z̃) =
= F (VF−1(z̃)+(p,0)) ∩ Vz̃+(p,0) = F (VF−1(z̃+(p,0))) ∩ Vz̃+(p,0) =
= z̃ + (p, 0)

Assim, z é ponto (p, q) periódico para f .
�

Finalmente estamos prontos para mostrar a existência de órbitas
periódicas com todos os números de rotação posśıveis:

Teorema 10. Dado um racional ρa < p/q < ρb (se M for o cilindro,
p/q é qualquer), f possui ao menos uma órbita q-periódica com esse
número de rotação.

Demonstração. Pela proposição 10, é suficiente mostrar que

f(C(p, q)) ∩ C(p, q) 6= ∅.
Assim, por absurdo, vamos supor que tal intersecção é vazia. Nes-

te caso, como C(p, q) é o bordo de um aberto homeomorfo a M, existe
uma curva fechada simples γ ⊂ M, que circunda M, tal que C(p, q)
pertence a uma componente conexa de γc e f(C(p, q)) pertence a ou-
tra. Mas isso implica que f(γ)∩ γ = ∅, o que contradiz a hipótese de
intersecção de curvas.

�

Tudo o que foi feito anteriormente pode ser encontrado em [43] e
[47].

O teorema acima não nos dá certas propriedades importantes que
as órbitas periódicas das aplicações do tipo twist muitas vezes tem.
Lembremos a definição de órbita bem ordenada (ver sec. 2.2):

Definição: Dizemos que uma órbita q-periódica {z, f(z), ..., f q−1(z)}
de uma aplicação do tipo twist f é do tipo Birkhoff, ou bem
ordenada se:

- para z̃ = (x̃, ỹ), z̃
′

= (x̃′, ỹ′) ∈ π−1({z, f(z), ..., f q−1(z)}) com

x̃ < x̃′, então F1(z̃) < F1(z̃
′), onde π : M̃ → M é a aplicação

de recobrimento e M̃ é o recobrimento universal de M .
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Finalmente citaremos, sem demonstração, o seguinte teorema de-
vido a G. R. Hall [42]. Este teorema diz que se uma aplicação do
tipo twist tem uma órbita periódica com um determinado número de
rotação, então ela tem uma órbita bem ordenada com esse número
de rotação.

Teorema 11. (Hall) Dada uma aplicação do tipo twist f : M → M
e um racional p/q, se f possui ao menos uma órbita q-periódica com
número de rotação p/q, então f possui uma órbita periódica do tipo
Birkhoff com esse número de rotação.

Para uma demonstração quase elementar desse resultado, ver [9].
Finalmente, se f satisfaz a propriedade de intersecção PIC acima
citada, ela tem, pelos teoremas 10 e 11, órbitas periódicas bem orde-
nadas com todos os números de rotação posśıveis. Agora aplicando
os métodos de aproximação vistos anteriormente, sec. 2.2, obtemos a
existência dos conjuntos de Aubry-Mather com números de rotação
irracionais.

2.6.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff

O teorema de Poincaré-Birkhoff, ou ”último teorema geométrico de
Poincaré” é um resultado muito importante, não só porque foi moti-
vado por aplicações mecânicas (problema restrito dos 3 corpos), mas
também porque deu ı́nicio a uma importante área de pesquisa dentro
dos sistemas dinâmicos. Basicamente, ele consiste numa generali-
zação do teorema 10 sem a hipótese de twist. Vamos então a um
enunciado.

Suponha que h : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1] seja um homeomor-

fismo que preserva área, homotópico a identidade, isto é, se h̃ :
IR×[0, 1]→ IR × [0, 1] é um levantamento de h, então h̃(z̃ + (1, 0)) =

h̃(z̃) + (1, 0) para todo z̃ ∈ IR×[0, 1] e h(S1 × {i}) = S1 × {i}, para
i = 0, 1. Do fato de h ser um homeomorfismo, segue que h |S1×{i} é
um homeomorfismo do ćırculo, para i = 0, 1. No que se segue vamos
supor que os números de rotação desses homeos do ćırculo satisfazem
a seguinte condição:

ρ(h |S1×{0}) < 0 < ρ(h |S1×{1})
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O teorema que será demonstrado nessa seção nos diz que, dadas
as hipóteses acima, então h tem pelo menos 1 ponto fixo. Na verda-
de é posśıvel provar a existência de pelo menos 2 pontos fixos, mas
isso não será feito aqui. Existem diversas versões desse teorema, des-
de ”correções” das primeiras demonstrações feitas por Poincaré, até
provas modernas, que dão mais informação sobre as órbitas.

Uma tendência muito importante que se iniciou com o trabalho
de Kerekjarto foi a ligação entre essa teoria e o estudo dos chamados
homeomorfismos de Brouwer, que são homeomorfismos do plano que
preservam orientação, sem pontos fixos, ver [40], [37], [65] e [32] por
exemplo.

Podemos citar como referências básicas as seguintes: Poincaré
[62] e os trabalhos de Birkhoff [15] e [17], no primeiro provando a
existência de apenas um ponto fixo e no segundo com uma prova
mais topológica, garantindo os 2.

Para mais algumas versões interessantes do teorema de Poincaré-
Birkhoff, ver por exemplo [20], [21], [8], [31] e [43].

A demonstração apresentada aqui é a que aparece em [15].

Demonstração. A prova será feita por absurdo. Assim, vamos supor
que existe h satisfazendo as hipóteses acima, sem pontos fixos. Nesse
caso, como A = S1 × [0, 1] é compacto, existe δ > 0 tal que

distância(h(z), z) > δ, para todo z ∈ A.

Seja h̃ : IR×[0, 1]→ IR× [0, 1] um levantamento de h. É óbvio que

podemos estender h̃ ao plano todo da seguinte maneira:

dado z̃ = (x̃, ỹ) /∈ IR×[0, 1], definimos

h̃ext(z̃) =





h̃(x̃, 1) + (0, ỹ − 1), se ỹ > 1
e

h̃(x̃, 0) + (0, ỹ), se ỹ < 0

É claro que h̃ext é um homeomorfismo do plano, sem pontos fixos
tal que distância(h̃ext(z̃), z̃) > δ para todo z̃ ∈ IR2. Vamos agora

chamar h̃ext simplesmente de h̃ e consideremos a seguinte perturbação
de h̃: Para 0 < ε < δ, seja h̃ε(z̃) = h̃(z̃) + (0, ε).
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Da escolha de δ > 0, é claro que h̃ε não tem pontos fixos. Mais ain-
da, como h̃(IR×{0}) =IR×{0}, temos que h̃ε(IR×{0}) =IR×{ε}. Co-

mo h̃ε preserva área na faixa IR×[0, 1] e h̃ε(IR×[0, ε[)∩IR×[0, ε[= ∅, te-

mos que para algum inteiro n > 0, h̃nε (IR×[0, ε[)∩IR×{1} 6= ∅. Assim,

existe k > 1 tal que h̃kε (z̃0) = z̃k, com z̃0 ∈ IR×{0} e z̃k ∈ IR×{1}.
Vamos agora considerar o segmento de reta r0 de extremos z̃0 e

z̃1 = h̃ε(z̃0). É claro que r0 ⊂ IR×[0, ε] e r0 ∪ h̃ε(r0) ∪ ... ∪ h̃k−1
ε (r0) é

um arco simples cont́ınuo Γε que começa em z̃0 ∈ IR×{0} e termina
em z̃k ∈ IR×{1}.

Agora é necessário apresentar a seguinte definição:

Definição (Ind́ıce de uma curva): Dada uma curva simples γ :
[0, 1] → IR2 definimos o seu ı́ndice com relação a um homeo-

morfismo h̃ da seguinte forma; seja H : [0, 1] → S1 dada por

H(t) =
h̃(γ(t)) − γ(t)∥∥∥h̃(γ(t)) − γ(t)

∥∥∥
, para t ∈ [0, 1].

Vamos agora tomar um levantamento de H, denominado H̃ :
[0, 1] → IR. Então o ı́ndice é definido como ind(γ |h̃) = H̃(1)−
H̃(0). É claro que o ı́ndice não depende da particular escolha
do levantamento, pois 2 levantamentos distintos diferem por um
inteiro.

É fácil ver que h̃ε(Γε) ⊂ Γε ∪ h̃kε (r0). Assim, para ε→ 0, o ı́ndice
da correspondente Γε orientada com ińıcio em z̃0 e fim em z̃k satisfaz
ind(Γε |h̃ε) → −1/2.

Seja agora β um arco simples, tal que
◦

β⊂ IR×]0, 1[ e um extremo
de β pertence a IR×{0} e o outro pertence a IR×{1}. Tomando um
transladado de Γε podemos supor que Γε ∩ β = ∅. Seja agora Ω a
curva fechada simples formada por β, Γε e dois segmentos horizontais,
η0 ⊂ IR×{0} e η1 ⊂ IR×{1}. Como h̃ε não possui pontos fixos,

ind(Ω |h̃ε) = 0. Como h̃ε(z̃+(1, 0)) = h̃ε(z̃)+(1, 0) para todo z̃ ∈ IR2,
obtemos que o ind(β |h̃ε) → −1/2, quando ε→ 0 e β é percorrida de
baixo para cima, isto é, de IR×{0} até IR×{1}.

Assim, ind(β↑ |h̃) = −1/2. Seja agora α = h̃(β). Fazendo a análise

anterior utilizando h̃−1 ao invés de h̃ e α ao invés de β obtemos que
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ind(α↑ |h̃−1) = 1/2. Mas isto contradiz a seguinte propriedade sobre
ı́ndices, de fácil verificação:

ind(β↑ |h̃) = ind(h̃(β)↑ |h̃−1)

O que garante a existência de pelo menos um ponto fixo para h̃.
�
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Caṕıtulo 3

Curvas Invariantes

Este Caṕıtulo trata da noção de curva rotacional invariante por uma
aplicação do tipo twist e de suas propriedades.

Definição 11. Dizemos que Γ é uma curva rotacional invariante
por uma aplicação do tipo twist f se Γ é a imagem de uma cur-
va parametrizada cont́ınua, fechada e simples (sem auto-interseção),
homotopicamente não trivial, tal que f(Γ) = Γ.

Por exemplo, o cilindro está completamente folheado por cur-
vas rotacionais invariantes pela aplicação que no recobrimento, se
escreve:F (x, y) = (x+y, y) e restrita a cada uma das curvas (y=const.)
temos uma rotação.

Vale portanto, perguntar se aplicações suficientemente próximas
a f possuem curvas rotacionais invariantes. Birkhoff [18] provou é
posśıvel destruir as curvas invariantes rotacionais com número de
rotação racional.

A existência de curvas rotacionais invariantes com número de ro-
tação irracional é parte dos resultados obtidos por Kolmogorov, Ar-

99
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nold e Moser, num contexto m-dimensional, que fornecem condições
suficientes para a existência de toros invariantes ( Teoria KAM).

O caso bidimensional é particularmente interessante, pois o com-
plementar de uma curva rotacional invariante tem duas componentes
conexas homeomorfas ao cilindro que são invariantes por f e, portan-
to, as órbitas ficam confinadas à essas regiões.

Em particular, se existem curvas invariantes contidas em todas as
vizinhanças de um ponto fixo eĺıptico, então este ponto é estável.

De fato, este exemplo é uma das motivações históricas para a
investigação da existência de curvas invariantes, conforme pode ser
visto no livro de Moser, Stable and Random Motions in Dynamical
Systems [60].

De acordo com Moser, esta motivação vem da Mecânica Celeste
e trata do problema da estabilidade do sistema solar. Este proble-
ma fundamental dos sistemas dinâmicos envolveu matemáticos como
Laplace, Lagrange, Poisson, Weierstrass, Poincaré, Birkhoff, entre
outros e tema de intensa pesquisa até hoje.

3.1 O Teorema da Curva Invariante de

Birkhoff

Iniciaremos com a prova do Teorema da Curva Invariante de Birkhoff,
cuja consequência mais importante é que toda curva rotacional inva-
riante projeta-se injetivamente sobre S1 e portanto, é um gráfico.

As referências que usamos aqui são [29] e [38]

Teorema 12. Seja f : S1× IR → S1× IR uma aplicação do tipo twist
que preserva área. Suponha que U ⊂ S1 × IR seja um subconjunto
aberto tal que

(i) U é homeomorfo ao cilindro S1 × IR
(ii)U é invariante por f
(iii) existem números a < b tais que
S1 × (−∞, a] ⊂ U ⊂ S1 × [b,∞)
(iv) int(Ū) = U
Então ∂U , a fronteira de U , é o gráfico de uma função Lipschitz

g : S1 → IR
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Corolário 5. Se γ é uma curva invariante rotacional, isto é, não
homotopicamente trivial, por uma aplicação do tipo twist que preserva
área então γ é o gráfico de uma função de Lipschitz.

Demonstração. (do teorema 12) Observemos inicialmente que:
(a) U e Ū são conexos
(b) O complementar U c = S1 × IR − U é conexo
(c) ∂U é conexo (para a prova disso veja Newman [61]) e se uma

curva simples fechada (de Jordan) contida em U limita uma região
simplesmente conexa, então não há pontos de ∂U no interior da curva.

Provaremos inicialmente que a restrição da projeção canônica π1 :
S1 × IR → S1 ao subconjunto ∂U é injetiva ( pois já é sobrejetiva).

Em seguida provamos que a função g(θ) = sup{y ∈ IR|{θ} ×
(−∞, y] ⊂ U} é uma função de Lipschitz.

Vamos trabalhar no recobrimento universal π : IR2 → S1 × IR do
cilindro e fixar um levantamento F : IR2 → IR2 de f .

Considere o subconjunto U1 = π−1(U), aberto conexo e simples-
mente conexo, invariante por F e invariante por translações horizon-
tais (T (x, y) = (x, y) + (1, 0).

Seja V = {(x, y)|(x, y1) ∈ U1, ∀y1 ∈ [a,≤ y]} subconjunto de
pontos de U1 acesśıveis por semi-retas verticais.

Então V é um aberto em IR2 conexo por caminhos. Provaremos
que U1 = V usando uma sequencia de lemas.

Lema 17. Sejam I = [x1, x2] um intervalo e y ∈ IR tais que (x1, y)
e (x2, y) pertencem a V e I × {y} ⊂ U1 , então I × [a, y] ⊂ U1.

Demonstração. SeDi(x, y) denota a semi-reta vertical {x}×(−∞, y).
Considere a curva ∆ ⊂ U1 simples e fechada, formada por I × {a} ∪
I ×{y} e por segmentos verticais contidos em ∪Di(x1, y)∪Di(x2, y)
e acima de y = a. Então ∆ separa o aberto U1.

Se ∆ contém um ponto da fronteira de U1 no seu interior, então,
como ∂U1 é conexa, toda a fronteira de U1 está contida no interior
de ∆, o que é um absurdo.

Mas se interior de ∆ contém um ponto do complementar a U1 no
então contém também um ponto da fronteira, o que, como acabamos
de ver, não ocorre.
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Logo, todo ponto do interior de ∆ está em U1. Isto significa que
I × [a, y] ⊂ U1. �

Denotemos por ∂U1V a fronteira de V em U1 ou seja, o subcon-
junto de pontos p de U1 tais que todo aberto que contém p, intersecta
V e o seu complementar em U1, U1 − V .

Lema 18. ∂U1V é a união disjunta (possivelmente enumerável) de
segmentos verticais Si com extremidades em ∂U .

Além disso, se p ∈ Si então toda bola centrada em p é subdividida
por Si em dois abertos U+

i e U−
i um dois quais é disjunto de V .

Demonstração. Para cada x ∈ IR, considere a interseção {x}×[a,∞)∩
U1 da semi-reta vertical, denotada por Ds(x), que passa por x com
o aberto U1.

Seja S uma componente de Ds(x) que contenha um ponto (x, y) ∈
∂U1V . Podemos escrever S = {x} × (y1, y2) com (x, y1) e (x, y2)
pertencentes a ∂U1 e V ∩ S = ∅. Note que qualquer ponto de ∂U1V
está contido em um intervalo S

Provemos que S ⊂ ∂U1V . Para isso, basta provar que S ∩ ∂U1V é
aberto e fechado em S

Tomemos uma vizinhança aberta de (x, y) em U1 da forma W =
I × (y − ε, y + ε) onde I é um intervalo aberto que contém x.

Observe que se (x′, y′) ∈ W ∩ V então {x′} × (y − ε, y + ε) ⊂ V .
Logo V ∪W = ∪{x′}×(y−ε, y+ε)) é a união de segmentos verticais

e {x}× (y− ε, y+ ε) ⊂ ∂U1(V ∩W ). Portanto S ∩ ∂U1V é aberto em
S. Como é também fechado em S, conclúımos que S ∩ ∂U1V = S, ou
seja S ⊂ ∂U1V , como queŕıamos demonstrar.

Observe agora que se (u, y) e (v, y) pertencem aW∩V , com u < v,
então pelo Lema anterior [u, v]× (y− ε, y+ ε) ⊂ V . Isto significa que
se W contém pontos de V em ambos os lados de W − S então toda
a faixa ( incluindo os pontos de S) estará contida em V , o que é um
absurdo.

Portanto, existe um número δ > 0 pequeno tal que (x−δ, x+δ)×
(y − ε, y + ε)) − [{x} × (y − ε, y + ε)] possui duas componentes, uma
contida em V , outra em U1 − V .

Como existem no máximo uma quantidade enumerável de inter-
valos do tipo S ⊂ ∂U1V acima, conclúımos a prova do Lema 18. �

Denotemos por Si os ”portões verticais”: sub-intervalos verticais
que formam o conjunto ∂U1V .
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Lema 19. Para todo i, U1 − Si é a união de duas componentes
conexas, uma das quais é disjunta de V e tem fronteira disjunta de
Sj , para j 6= i.

Segue então que a componente de U1 − Si, disjunta de V , tem
fronteira formada por Si e um subconjunto da fronteira de U1 (uma
”bolsa” inacesśıvel por segmentos verticais contidos em U1)

Demonstração. Vimos, no Lema 18, que todo ponto p de Si contém
uma vizinhança Zp tal que Zp − Si = V ′ ∪ U ′ com V ′ ⊂ V e U ′ ⊂
U1 − V .

Seja Ai a componente contida em U1 − V . Ai é uma ”bolsa”
inacesśıvel por verticais que situa-se à esquerda ou á direita de Si.

Suponha, por absurdo, que exista um caminho em U1 iniciando em
algum ponto de Ai e finalizando em um ponto no interior do segmento
Sj , para j 6= i sem passar por nenhum portão Sk. Prolongando este
caminho até o interior de Si, constrúımos um caminho γ em U1−∪kSk
ligando Si com Sj .

Prolongando um pouco mais γ para a esquerda ou para a direita,
de modo a entrar no subconjunto V e finalmente, usando duas verti-
cais, obtemos uma curva fechada Γ que liga dois pontos de S1 ×{a},
passa pelos portões verticais Si e Sj e é disjunta de ∂U1.

Pelo Teorema de Jordan, esta curva separa o plano em duas com-
ponentes conexas.

Mas as extremidades dos segmentos Si e Sj , que ficam em compo-
nentes distintas de IR2 − Γ pertencem à fronteira ∂U1, que é conexa.
Obtemos assim uma contradição.

Com isso conclúımos que a fronteira de cada bolsa Ai é a união
de Si com um pedaço da fronteira de U1. �

Segue do Lema 18 que clU1Ai = Ai ∪ Si e V ∩ clU1Ai = ∅.
Designemos por Ri, i ∈ J , todas as componente conexas de U1 −

clU1V que situam-se à direita de Si e por Ei aquelas que se encontram
à esquerda de Si.

Observe que se R = ∪Ri e E = ∪Ei então, U1 = clU1R∪clU1E∪V .

Vamos agora observar como se comportam os subconjuntos V ,R
e E em relação à aplicação F , que estamos supondo é do tipo twist
para a direita.
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Lema 20. Nas hipóteses do Teorema de Birkhoff (Teorema 12), e
usando a notação definida nos Lemas 18 e 19 temos:

(1) F (V ) ∩ clU1Ek = ∅
(2)F−1(V ) ∩ clU1Rk = ∅
(3) F−1(clU1Ek) ∩ V = ∅
(4) F−1(clU1E) ∩ clU1R = ∅
(5) F (clU1R) ∩ clU1E = ∅

Demonstração. (1) Se (x, y) ∈ V então, por definição (x, sy) ∈ U1,
para s ≤ 1, e segue da invariância deste conjunto, que F (x, sy) ∈ U1.
Como F é do tipo twist para a direita, a curva F (x, sy) intersecta
cada reta vertical no sentido da esquerda para a direita.

Mas, por definição as bolsas Ei estão sempre à esquerda de Si
e portanto, se houvesse um ponto de F (x, sy) em Ei então, usando
uma construção semelhante à feita no Lema 4, isto é, conectando um
ponto de Ei a um ponto de V , obteŕıamos uma curva que separa
pontos da fronteira de U1, o que é um absurdo.

O mesmo é válido para a intersecção da imagem de V com clU1Ek
A prova de (2) segue de modo análogo aplicando a F−1, que é do

tipo twist para a esquerda.

A prova de (3) é imediata a partir de (1), uma vez que se (x, y) ∈
F−1(clU1Ek) ∩ V então F (x, y) ∈ F (V ) ∩ clU1Ek = ∅.

(4) Se F−1(clU1E) ∩ clU1R 6= ∅ então F−1(clU1Ek) ∩ clU1Ri 6= ∅
para algum par i, k.

Como as bolsas clU1Ai são disjuntas duas a duas e conexas, em
vista do item (3) do Lema acima, devemos ter F−1(clU1Ek) ⊂ clU1Ri.

Porém, F−1(Sk) intersecta Si transversalmente, no sentido da
direita para a esquerda. Portanto,F−1(Sk)∩Ri 6= ∅ e F−1(Sk)∩V 6=
∅.

Pela monotonicidade de F−1 restrita a cada segmento vertical,
vemos isso implica que F−1(V ) ∩ Rj 6= ∅. O que é um absurdo.

Logo F−1(clU1E) ∩ clU1R = ∅ isto é, F−1(clU1E) ⊂ E

Analogamente obtem-se que F ((clU1R)∩ clU1E = ∅, concluindo a
prova do Lema 20. �

Usando a invariância de U1 e a decomposição U1 = clU1R∪clU1E∪
V , obtemos, em particular que

F−1(clU1E) ⊂ E e F (clU1R) ⊂ R
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Mas se isso ocorresse, então o aberto F−1(R − F (clU1R)) seria
um subconjunto errante, contradizendo o Teorema de Recorrência de
Poincaré (veja [10]).

De fato, se p ∈ F−1(R−F (clU1)R) então, como F preserva área, o
Teorema de Poincaré nos diz que para toda bola aberta Bp contendo
p, existe um inteiro n tal que F n(Bp) ∩ Bp 6= ∅.

Tomemos Bp ⊂ F−1(R − F (clU1R)) de modo que F (Bp) ⊂ (R −
F (clU1R), F 2(Bp) ⊂ (F (clU1R)−F 2(clU1R)), e assim por diante, até
n para chegar à conclusão de que F n(Bp) ⊂ Fn(clU1R) ⊂ F (clU1R) ⊂
R

Logo se q ∈ F n[Bp] ∩Bp, então, F (q) ∈ F (clU1R) ⊂ R ao mesmo
tempo que F (q) ∈ R− F (clU1R). Uma contradição.

Podemos desta forma concluir que R = ∅ e analogamente E = ∅.
Segue-se que U = V , ou seja, todo ponto de U é acesśıvel por

retas verticais.
Para concluir a prova do Teorema de da Curva Invariante de

Birkhoff, basta provar que ∂U1 não contém segmento vertical.
Mas isto segue da condição de twist pois se S ⊂ ∂U1 é um seg-

mento vertical, então pontos de U1 à direita (ou à esquerda) de U1

seriam levados por F em pontos de U não acesśıveis por verticais.
Um absurdo.

Conclúımos assim que ∂U1 é gráfico de uma função cont́ınua
φ1(x) = sup{y|(−∞, y) ⊂ U1}, tal que φ1(x + 1) = φ1(x). �

Lema 21. φ1(x) é uma função de Lipschitz.

Demonstração. Suponhamos que F seja do tipo twist para a direita,
de modo que existe um número δ tal que ∂2F1 > δ em uma vizinhança
de ∂U1 = graf(φ1).

Tomemos um par de pontos (x0, φ1(x0)) e (x′0, φ1(x
′
0)) com x0 <

x′0.
Se φ1(x0) > φ1(x

′
0), então

F1(x
′
0, φ1(x0)) − F1(x

′
0, φ1(x

′
0)) > δ[φ1(x0) − φ1(x

′
0)].

Mas pela continuidade da derivada e da função φ1, existe uma
constante positiva L tal que
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F1(x
′
0, φ1(x0)) − F1(x0, φ1(x0)) < L[x′0 − x0]

Usando a monotonicidade da função x → F1(x, φ1(x)) temos
F1(x

′
0, φ1(x

′
0)) > F1(x0, φ1(x0)).

Juntando todas essas desigualdades obtemos:

F1(x
′
0, φ1(x0)) − L[x′0 − x0] < F1(x0, φ1(x0)) < F1(x

′
0, φ1(x

′
0))

< F1(x
′
0, φ1(x0)) − δ[φ1(x0) − φ1(x

′
0)].

Isto é:

[φ1(x0) − φ1(x
′
0)] < Lδ−1[x′0 − x0]

Se φ1(x0) < φ1(x
′
0), procedemos analogamente usando F−1 para

obter

[φ1(x
′
0) − φ1(x0)] < L′δ′

−1
[x′0 − x0],

para outras constantes L′ e δ′, concluindo assim a prova do Lema.
�

Usando a periodicidade de φ1 obtemos que ∂U também coincide
com o gráfico de uma função de Lipschitz, φ, definida em S1.

Com isso, fica conclúıda a prova do teorema 12 �

3.2 Propriedade variacional das curvas

invariantes

No Caṕıtulo 2, utilizamos a função geratriz (ou prinćıpio variacional)
para obter órbitas periódicas e os conjuntos de Aubry-Mather.

Provaremos nesta seção que as órbitas contidas em curvas rotaci-
onais invariantes estão associadas a configurações minimizantes.

Proposição 11. Seja Γ uma curva invariante rotacional por uma
aplicação do tipo twist que preserva área f : S1 × IR → S1 × IR.

Então toda órbita em Γ é minimizante global, isto é, se (xi, yi) =
f(xi−1, yi−1), i ∈ ZZ é uma órbita contida em Γ e h é a função
geratriz de f , então dados quaisquer dois números inteiros n < m
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e uma sequência qualquer zn, zn+1, ..., zm com zn = xn e zm = xm
vale:

Wnm(zn, ..., zm) =

m−1∑

i=n

h(zi, zi+1) ≥
m−1∑

i=n

h(xi, xi+1) = Wnm(xn, ..., xm)

Demonstração. Pelo Teorema da Curva Invariante de Birkhoff, exis-
te uma função de Lipschitz φ : S1 → IR tal que Γ = graf(φ) =
{(x, φ(x))}

Seja h∗(x, x′) = h(x, x′) −
∫ x′

x φ(t)dt, onde h é a função geratriz
da aplicação f .

Observe que pela invariância de Γ obtemos uma função g(x) =
π1 ◦ f(x, φ(x)) (π1 é a projeção no primeiro fator) que é um homeo-
morfismo de Lipschitz.

Portanto f(x, φ(x)) = (g(x), φ(g(x))).

Logo, h∗(x, g(x)) = h(x, g(x)) −
∫ g(x)
x φ(t)dt. Mas o Teorema de

Rademacher nos diz que φ, e portanto g é diferenciável exceto num
conjunto de medida de Lebesgue zero.

Portanto, tomando a derivada total na expressão acima temos:

d

dx
h∗(x, g(x)) = ∂1h(x, g(x))+∂2h(x, g(x))g

′(x)−φ(g(x))g′(x)+φ(x)(11)

Mas pela definição de função geratriz, f(x, φ(x)) = (g(x), φ(g(x)))
se e somente se φ(g(x)) = ∂2h(x, g(x)) e φ(x) = −∂1h(x, g(x)).

Susbstituindo estas expressões em (11) temos

d

dx
h∗(x, g(x)) = −φ(x) + φ(g(x))g′(x) − φ(g(x))g′(x) + φ(x) = 0

Ou seja h∗(x, g(x)) é uma função de Lipschitz com derivada nula
(onde existir).

Logo, h∗(x, g(x)) = constante = c.
Usemos agora a condição de twist que, nas nossas hipóteses, impli-

ca ∂12h < 0, para obter que fixado x ∈ IR a aplicação x′ → h∗(x, x′)
tem valor mı́nimo igual a h∗(x, g(x)).

De fato, g(x) é um ponto cŕıtico pois ∂2h
∗(x, g(x)) = ∂2h(x, g(x))−

φ(g(x)) = 0.
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Além disso, como ∂12h
∗(x, x′) = ∂12h(x, x

′) < 0, a função x′ →
∂1h

∗(x, x′) é decrescente.
Portanto, x′ > g(x) implica ∂1h

∗(x, x′) < ∂1h
∗(x, g(x)) = 0 e

x′ < g(x) implica ∂1h
∗(x, x′) > ∂1h

∗(x, g(x)) = 0.
Ou seja, para (x, x′) acima (abaixo) do gráfico de g, ∂1h

∗(x, x′) <
0 (respectivamente ∂1h

∗(x, x′) > 0). Isso claramente implica que o
mı́nimo de x → h∗(x, x′) ocorre exatamente quando x = g−1(x′).
Analogamente, a função x → ∂2h

∗(x, x′) é decrescente. ou seja,
x′ > g(x) implica ∂2h

∗(x, x′) < ∂2h
∗(x, g(x)) e x′ < g(x) implica

∂2h
∗(x, x′) > ∂2h

∗(x, g(x)).

Geometricamente isto significa que o vetor gradiente ∇h∗(x, x′)
aponta para fora do gráfico de g.

Portanto c = h∗(x, g(x)) ≤ h∗(x, x′) para todo par (x, x′).
Dados dois números inteiros n < m considere uma sequência qual-

quer zn, zn+1, ..., zm com zn = xn e zm = xm, onde, como no enunci-
ado da proposição, a sequência (xi, φ(xi)) corresponde a uma órbita
em Γ.

Então

Wnm(zn, ..., zm) =
m−1∑

n

h(zi, zi+1) =

m−1∑

i=n

h∗(zi, zi+1) +
m−1∑

i=n

[

∫ zi+1

zi

φ(t)dt] =

=

m−1∑

i=n

h∗(zi, zi+1) +

∫ zm

xn

φ(t)dt

A segunda parcela só depende das extremidades.
Mas h∗(x, x′) ≥ h∗(x, g(x)) = c = h∗(xi, xi+1), donde conclúımos

que

Wnm(zn, zn+1, ..., zm) ≥ (m− n)c+

∫ xm

xn

φ(t)dt =

m−1∑

i=n

h∗(xi, xi+1) +

∫ xm

xn

φ(t)dt = Wnm(xn, xn+1, ..., xm)

como queŕıamos demonstrar. �



“impa1”
2005/5/5
page 109

i

i

i

i

i

i

i

i
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3.3 Inexistência de Curvas Invariantes

Vejamos algumas aplicações do Teorema da Curva Invariante de Birkhoff.
A referência para esta seção é [39].

Proposição 12. Suponha que F seja uma aplicação do tipo twist e
z um ponto tal que

lim sup
π1(F

k(z))

k
= b

lim inf
π1(F

k(z))

k
= a com a < b

Então não existe curva invariante Γ cujo número de rotação ρ(Γ)
satisfaz

a < ρ(Γ) < b

Demonstração. Escreva z = (x0, y0) e seja Γ uma curva invariante
que é o gráfico de uma função periódica de Lipschitz, φ.

Suponha que z esteja abaixo da curva Γ isto é, y0 < φ(x0). Seja
C0 = (x0, φ(x0)).

Usando a condição de twist δ-uniforme em um compacto (∂2(π1 ◦
F ) > δ) e o Teorema Fundamental do Cálculo aplicado à função
π1(F (x0, (1 − λ)y0 + λφ(x0)) obtemos

π1◦F (C0)−π1◦F (z) =

∫ 1

0

∂2π1(F (x0, (1−λ)y0+λφ(x0))(φ0(x0)−y0)dλ

π1 ◦ F (C0) − π1 ◦ F (z) > δ(φ(x0) − y0)

Defina x1 = π1 ◦ F (z) , C1 = (x1, φ(x1)) e, por indução xk =
π1 ◦F k(z), Ck = (xk , φ(xk)) de modo que os pontos Ck e F k(z) estão
sobre a mesma reta vertical.

Aplicando o mesmo racioćınio acima obtemos

π1 ◦ F (Ck) − π1 ◦ F k(z) > 0

Mas o homeomorfismo g(x) = π1 ◦ F (x, φ(x)) definido pela res-
trição de F à curva Γ, é crescente. Logo, g(x0) > x1 implica g2(x0) >
g(x1).
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E x2 < g(x1) < g2(x0) e assim por diante, provamos por indução
que xk < gk(x0):

xk+1 = π1 ◦ F k+1(z) < π1 ◦ F (Ck+1) = g(xk) < gk+1(x0)
Conclúımos assim que

xk
k
<
gk(x0)

k

O que implica

lim sup
π1(F

k(z))

k
≤ ρ(Γ)

Analogamente se o ponto z estiver acima da curva invariante Γ,
obteremos

ρ(Γ) ≤ lim inf
π1(F

k(z))

k
�

Corolário 6. Suponha que φ1 < φ2 sejam duas funções definidas no
ćırculo cujos gráficos Γ1 e Γ2 sejam curvas invariantes rotacionais
por um aplicação F do tipo twist que preserva área.

Se ρ(Γ1) e ρ(Γ2) denotam os respectivos números de rotação,
então ρ(Γ1) < ρ(Γ2)

Demonstração. Segue imediatamente da Proposição 12 que ρ(Γ1) ≤
ρ(Γ2). Vejamos como usar a condição de preservar área para obter a
desigualdade estrita.

Caso A: Número de rotação irracional
Se ρ(Γ1) ou ρ(Γ2) é irracional, então ρ(Γ1) < ρ(Γ2).
Suponha que ρ(Γ1) seja irracional. Sejam g1 e g2 os homeomor-

fismos crescentes definidos pela restrição de F a Γ1 e Γ2 respectiva-
mente. É claro que ρ(gi) = ρ(Γi), para i = 1, 2. Além disso, como
estamos supondo que F é do tipo twist, a hipótese φ1(x) < φ2(x)
implica a desigualdade g1(x) < g2(x).

Seja m > 0 tal que para todo x ∈ IR, g2(x) ≥ g1(x)+m. Tomemos
um convergente ı́mpar por frações cont́ınuas de ρ(g1), p/q ∈ Ql tal
que 1/q < m. Então, pq − m

q < ρ(g1) <
p
q .

Observe que existe um ponto x0 tal que gq1(x0) − x0 > p − m.
Caso contrário, para todo x ∈ IR teŕıamos gq1(x) − x ≤ p−m, o que
implicaria, usando indução e uma soma telescópica,
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gnq1 (x) − x ≤ np− nm

Dividindo tudo por n e tomando o limite quando n → ∞ teŕıamos
uma contradição

ρ(g1) ≤
p

q
− m

q

Portanto, segue por indução e da definição do número m, que
gq2(x0) > gq1(x0) +m > p +m pois, para todo k temos que gk2 (x) >
gk1 (x) implica gk+1

2 (x) > g1(g
k
2 (x)) +m > gk+1

1 (x) +m.
Logo, gq2(x0) > g1(g

q−1
2 (x0)) +m > gq1(x0) +m > p+m

Usando o mesmo argumento anterior, isso implica que ρ(g2) ≥
p/q > ρ(g1) como queŕıamos demonstrar. Se ρ(g2) for irracional,
procedemos analogamente. Observe que até agora apenas usamos a
condição de twist.

Resta provar o caso onde os dois números de rotação são racionais.
Aqui, usa-se que F preserva área.

Caso B: Número de rotação racional
Suponha que ρ(Γ1) = ρ(Γ2) = p/q e que Γ1 6= Γ2. A idéia é

contruir um quadrilátero Q de área não nula, limitado por curvas
cont́ınuas, que contém estritamente a sua imagem por uma aplicação
que preserva área. Isso é obviamente imposśıvel.

Escreva, como acima, Γi = graf (φi), com φ1 < φ2. Nesse caso,
existe um ponto (x1, φ1(x1)) tal que F q(x1, φ1(x1)) = (x1, φ1(x1)) +
(p, 0).

Ou melhor, z1 = (x1, φ1(x1)) é um ponto fixo da aplicação
T−p ◦ F q , onde T−p(x, y) = (x, y) − (p, 0) é a translação.

Seja z2 = (x2, φ1(x2)) o primeiro ponto fixo de T−p ◦ F q situado
em Γ2 à direita de z1. Não está descartada à priori a coincidência
x1 = x2.

O quadrilátero Q é limitado pelas seguintes curvas:
os segmentos verticais V1 =: [(x1, φ1(x1)); (x1, φ2(x1))] e
V2 =: [(x2, φ1(x2)); (x2, φ2(x2))]
o arco em Γ1 entre (x1, φ1(x1)) e (x2, φ1(x2))
o arco em Γ2 entre (x1, φ2(x1)) e (x2, φ2(x2)).
Provemos então que a imagem de Q por T−p ◦F q está contida em

Q. Para ver isso, basta verificar as imagens dos segmentos verticais Vi
são curvas inteiramente contidas no interior de Q. De fato, a imagem
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de V1 é um caminho negativo (veja Cap. 4), portanto, está sempre
à direita de V1, mais precisamente, se γ(t) é uma parametrização de
T−p ◦ F q(V1) com γ(0) = z1 então π1(γ(t)) > x1, para todo t 6= 0.

Além disso, x1 < π1 ◦ T−p ◦ F q(x1, φ2(x1)) < x2.
Analogamente, a imagem de V2 é também um caminho negativo

que termina no ponto fixo z2 e que está inteiramente à esquerda de
V2 e inicia em T−p ◦ F q(x2, φ1(x2)).

Pela definição de número de rotação, e pela invariância por F ,
conclui-se que os arcos em Γi, i = 1, 2 são invariantes por T−p ◦ F q .
Dessa forma, conclui-se que imagem de Q está inteiramente contida
em Q, absurdo. No caso em que x1 = x2, também chegamos a um
absurdo, pois a imagem de uma vertical por T−p ◦ F q é um caminho
negativo, portanto um arco vertical não pode ser invariante. �

3.4 Cáusticas e curvas invariantes em bi-

lhares convexos

No Caṕıtulo 1, vimos o exemplo do bilhar eĺıptico, cujo espaço de
fase é totalmente folheado por curvas invariantes, algumas rotacionais
outras homotopicamente triviais. Como vimos, as curvas invariantes
rotacionais estão associadas aos raios que intersectam o eixo maior
da elipse em pontos fora do segmento entre os focos.

As curvas homotopicamente triviais estão associadas aos raios que
intersectam o segmento entre os focos.

Separando estes dois subconjuntos de curvas, temos os raios que
passam pelos focos, e que correspondem a duas curvas invariantes
rotacionais que se intersectam na órbita periódica de peŕıodo dois
correspondente ao diâmetro (eixo maior).

As curvas invariantes rotacionais definem uma famı́lia de raios que
tangenciam uma elipse confocal com a elipse bordo do bilhar. Esta
bela propriedade, é válida em geral para os bilhares convexos. Em
outras palavras, cada curva rotacional invariante define uma famı́la
de raios que tangenciam uma curva, denominada cáustica, no interior
do bilhar. Esta seção, que é baseada em [27] e [64], descreve algumas
propriedades das cáusticas nos bilhares.

Definição 12. Uma cáustica no bilhar definido por uma curva Γ é
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uma curva γ situada no interior de Γ tal que todo raio tangente a γ
se reflete em Γ em um raio tangente a γ.

Proposição 13. A cada curva rotacional invariante e diferenciável,
contida no anel S1 × (0, π2 ) ou em S1 × (π2 , π) , está associada uma
cáustica no interior do bilhar.

Demonstração. Seja Λ uma curva rotacional invariante que é o gráfico
de uma função diferenciável ϕ definida no bordo do bilhar Γ. Se α(s) é
a parametrização de Γ por comprimento de arco, então Λ = (s, ϕ(s)).
Vamos supor 0 < ϕ(s) < π

2 de classe C1.

Seja vϕ(s) = cos(ϕ(s))α′(s) + sen(ϕ(s))η(s), onde η(s) é o vetor
normal a Γ no ponto α(s). vϕ(s) é um campo de vetores unitário que
faz ângulo ϕ(s) com a tangente a Γ.

Considere a famı́la de raios definida por r(s, λ) = α(s) + λvϕ(s).
Queremos calcular a envoltória desta famı́lia ou seja queremos en-
contrar uma função λ(s) tal que a curva β(s) = α(s) + λ(s)vϕ(s) é
tangente ao raio r(s, λ) no ponto β(s).

Mas, usando as fórmulas de Frenet, α′(s) = k(s)η(s) e η′(s) =
−k(s)α′(s) temos:

β′(s) = α′(s) + λ′(s)η(s) + λ(s)[k(s) + ϕ′(s)]vϕ
⊥(s),

onde vϕ
⊥(s) = −sen(ϕ(s))α′(s) + cos(ϕ(s))η(s).

A condição de tangência implica

< β′(s), vϕ
⊥(s) >= 0

ou seja:

−sen(ϕ(s)) + λ(s)[k(s) + ϕ′(s)] = 0

Esta é a chamada condição de focalização de famı́lia de raios.

Se [k(s) + ϕ′(s)] 6= 0, então obtemos uma cáustica associada à

curva invariante β(s) = α(s) + sen(ϕ(s))
[k(s)+ϕ′(s)]vϕ(s).

Se [k(s0) + ϕ′(s0)] = 0, então a condição de focalização implica
que sen(ϕ(s0)) = 0, ou seja (s0, ϕ(s0)) é um ponto da fronteira do
anel, ϕ(s0) = 0 ou π, contradizendo a hipótese. �
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Assim como as evolutas das curvas planas, em geral as cáusticas
de bilhares podem não ser curvas regulares. Entretanto, é fácil des-
crever condições para que se a curva invariante estiver suficientemente
próxima do bordo do anel então a cáustica é uma curva regular.

Observe também que a aplicação do bilhar é invariante pela re-
flexão em torno da reta θ = π

2 . Isto implica que se uma curva invari-
ante cruza esta reta então a cáutica pode não ser regular.

Vejamos novamente o caso do caso do bilhar na elipse: seja O
a órbita periódica, de peŕıodo dois, correspondente às extremidades
do eixo maior. Esta órbita é hiperbólica e as variedades estável e
instável, W s(O) e W u(O), respectivamente, são duas curvas invari-
antes que contém O. A cáustica associada a essas curvas coincide
com os dois focos da elipse.

A próxima proposição trata de uma das propriedades interessantes
das cáusticas. Ela nos ensina a desenhar a fronteira Γ de um bilhar
a partir de uma curva convexa C dada, de modo que C seja uma
cáustica. Para isso, faça um laço, com folga, em torno de C, estique-
o com um lápis e faça-o deslizar, bem esticado, em torno da curva.
A curva traçada Γ é o bordo de um bilhar com cáustica C.

Proposição 14. (O parâmetro de Lazutkin) Seja C uma cáustica
de um bilhar convexo com fronteira Γ ambas orientadas positivamente
(sentido anti-horário).

Dado um ponto y ∈ C, considere o raio positivo ry tangente a C
em y. Sejam x ∈ ry ∩Γ e z ∈ C o ponto da cáustica tangente ao raio
refletido em x.

Se m(y, z) = comprimento de arco em C entre y e z, | y − x |=
dist(y, x), | x− z |= dist(x, z) então:

| y − x | + | x− z | −m(y, z) = constante

Chama-se parâmetro de Lazutkin a constante associada à cáustica.

Demonstração. Utilizando a notação da proposição anterior, seja α(s)
a parametrização do bordo Γ. Uma parametrização de C é dada por
γ+(s) = α(s) + λ(s)v(s), onde v(s) é um vetor unitário.

Portanto, como γ+
′(s) é paralelo ao vetor unitário v(s) e se s1 <

s2, temos
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m(γ+(s1), γ+(s2)) =

∫ s2

s1

| γ+
′(s) | ds =

λ(s2) − λ(s1) +

∫ s2

s1

< α′(s), v(s) > ds

Por outro lado, a cáustica pode ser parametrizada no sentido con-
trário, γ−(s) = α(s)+δ(s)v̂(s), usando-se o raio refletido v̂(s) tal que
< α′(s), v(s) >= − < α′(s), v̂(s) > e
< η(s), v(s) >=< η(s), v̂(s) >.

Portanto,

m(γ−(s1), γ+(s1)) −m(γ−(s2), γ+(s2)) =

m(γ−(s1), γ−(s2)) +m(γ−(s2), γ+(s1))

−m(γ−(s2), γ+(s1)) −m(γ+(s1), γ+(s2))

Mas

m(γ+(s1), γ+(s2)) = λ(s2) − λ(s1) +

∫ s2

s1

< α′(s), v(s) > ds

m(γ−(s2), γ−(s1)) = δ(s1) − δ(s2) +

∫ s1

s2

< α′(s), v̂(s) > ds

E como, m(γ−(s2), γ−(s1)) = m(γ−(s1), γ−(s2)) e
< α′(s), v(s) >= − < α′(s), v̂(s) >, obtemos:

m(γ−(s1), γ+(s1)) −m(γ−(s2), γ+(s2)) =

λ(s1) − λ(s2) + δ(s1) − δ(s2)

Isto é:

λ(s2)+ δ(s2)−m(γ−(s2, γ+(s2)) = λ(s1)+ δ(s1)−m(γ−(s1), γ+(s1))

Para concluir a prova da proposição, basta usar o fato de que
λ(si) = |γ+(si) − α(si)| e δ(si) = |γ−(si) − α(si)|. �

O próximo teorema é conseqüência do Teorema da Curva Invari-
ante de Moser. De acordo com R. Douady, este teorema foi provado
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inicialmente exigindo-se um alto grau de diferenciabilidade para a
curva do bordo do bilhar, esta versão encontra-se em [27]. Na seção
3.6, provaremos uma versão mais simplificada do teorema de Lazut-
kin.

Teorema 13. (Lazutkin) Se a curva do bilhar for estritamente con-
vexa (curvatura positiva) e suficientemente diferenciável ( de classe
Ck,k ≥ 6), então existe uma famı́lia de cáusticas numa vizinhança
do bordo do bilhar, cuja união tem área positiva.

3.5 Bilhares sem curvas invariantes

Nesta seção, mostraremos que para um bilhar em uma região convexa
limitada do plano, cujo bordo é uma curva C2 com pelo menos um
ponto de curvatura zero, não existem cáusticas. Ou seja, o twist
mapping associado não possui curvas rotacionais invariantes. Essa
análise está baseada no trabalho [54].

Considerando agora esse resultado juntamente com o teorema 19,
obtemos:

Teorema 14. Seja Γ uma curva C2 com pelo menos um ponto de
curvatura zero, tal que a componente conexa limitada do seu comple-
mentar é convexa. Então o bilhar a ela associado possui a seguinte
propriedade:

Existe (p0, φ0) ∈ Γ×]0, π[ tal que se (pn, φn) denota a órbita de

(p0, φ0), então φn
n→∞→ 0 e φn

n→−∞→ π.

Como já foi dito, é natural definir a aplicação do bilhar no anel
(s, r = cos(φ)) ∈ S1 × [−1, 1], onde p = Γ(s). O que o teorema diz,
é que existe uma órbita cujo ω-limite está contido no bordo superior
e o α-limite está contido no bordo inferior. Geometricamente, do
ponto de vista da bolinha quicando na curva, esta condição é bastante
surpreendente. Convidamos o leitor a fazer alguns desenhos para
entendê-la corretamente.

A prova do teorema consiste em verificar que a existência de pelo
menos um ponto de curvatura zero implica na não existência de curvas
rotacionais invariantes. Isto será feito exibindo uma condição geral
sobre as funções geratrizes de aplicações do tipo twist.
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Lema 22. Seja f : S1 × [−1, 1] → S1 × [−1, 1] um difeomorfis-
mo C1 do tipo twist, com função geratriz h. Se para algum x real,
∂22h(x

∗, x) + ∂11h(x, x
#) > 0 para quaisquer x∗, x#, então f não

possui curvas rotacionais invariantes.

Demonstração. Para que esse resultado possa ser mais facilmente
aplicado ao problema do bilhar, faremos as seguintes convenções:

• ∂12h > 0 em todo ponto

• se (x1, y1) = f(x, y), então y = −∂1h(x, x1) e y1 = ∂2h(x, x1)

Por absurdo, vamos supor que existe uma curva rotacional invari-
ante contida em S1×(−1, 1). Então, pelo teorema da curva invariante
de Birkhoff, temos que ela coincide com o gráfico de uma certa função
Lipschitz γ : S1 → (−1, 1). Assim, f(x, γ(x)) = (s(x), γ(s(x))), on-
de s(x) é um homeomorfismo do ćırculo. Como f é pelo menos C1,
preserva orientação (consequência trivial de det[Df ] ≡ 1 > 0) e γ
é Lipschitz, segue que s também é Lipschitz e s(x + 1) = s(x) + 1.
Fixado x, vamos definir x1 = s(x) e x−1 = s−1(x). Do fato do gráfico
de γ ser invariante, segue que

∂2h(x−1, x) + ∂1h(x, x1) = 0, para todo x ∈ S1.

Vamos agora lembrar que apesar de uma função Lipschitz não
ser necessariamente diferenciável em todo ponto, ela é diferenciável
em quase todo ponto (q.t.p.), com respeito a medida de Lebesgue.
Assim, podemos escrever, para quase todo x:

∂12h(x−1, x)
ds−1(x)

dx
+∂22h(x−1, x)+∂12h(x, x1)

ds(x)

dx
+∂11h(x, x1) = 0,

o que nos dá

∂12h(x−1, x)
ds−1(x)

dx
+∂12h(x, x1)

ds(x)

dx
= −(∂22h(x−1, x)+∂11h(x, x1)).

Agora note que:

• para todo ponto (x, x′), ∂12h(x, x
′) > 0
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• as funções s(x) e s−1(x) são ambas estritamente crescentes (le-
vantamentos de homeomorfismos do ćırculo) e Lipschitz, assim

como elas são deriváveis q.t.p., segue que ds−1(x)
dx > 0 e ds(x)

dx > 0
para quase todo x

Assim, ∂22h(x−1, x) + ∂11h(x, x1) < 0 para quase todo x. O que
implica que ∂22h(x−1, x) + ∂11h(x, x1) ≤ 0 para todo x. Mas isto
contradiz a hipótese do lema e portanto termina a prova.

�

Vamos agora voltar ao problema do bilhar. Para que possamos
aplicar o lema 22, codificaremos o problema da seguinte maneira, já
explicada anteriormente: Seja Γ(t) uma parametrização do bordo por
comprimento de arco. Dado um ponto W pertencente a curva Γ e
um ângulo de sáıda φ, seja W1 o ponto de encontro da semi-reta que
tem W como origem e forma ângulo φ com a tangente a Γ em W.
Seja φ1 o ângulo que a semi-reta anterior forma com a tangente a Γ
em W1. Então a nossa aplicação do bilhar fica:

(t, u) → f(t, u) = (s, w), (3.1)

onde Γ(t) = W, u = cos(φ), Γ(s) = W1 e w = cos(φ1). Já foi mostrado
que f tem a seguinte função geratriz:

h(t, s) =
√

(Γ(s) − Γ(t)).(Γ(s) − Γ(t))

Isto decorre de

∂1h(t, s) =
−Γ′(t).(Γ(s) − Γ(t))√

(Γ(s) − Γ(t)).(Γ(s) − Γ(t))
= − cos(φ) = −u (3.2)

∂2h(t, s) =
Γ′(s).(Γ(s) − Γ(t))√

(Γ(s) − Γ(t)).(Γ(s) − Γ(t))
= cos(φ1) = w (3.3)

Assim, como Γ é suposta C2, f é C1. Também já vimos que
∂12h > 0.

Portanto, para concluir a prova, vamos mostrar que se Γ(s) é um
ponto de curvatura zero, então podemos aplicar o lema 22. Como
estamos tomando uma parametrização da curva por comprimento de
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arco, a hipótese de Γ(s) ser um ponto de curvatura zero se reduz
a Γ′′(s) = (0, 0). Portanto, derivando as expressões (3.2) e (3.3),
obtemos:

∂11h(s, w) =
‖Γ′(s)‖2 ‖Γ(s) − Γ(w)‖2 − ‖Γ′(s).(Γ(s) − Γ(w))‖2

‖Γ(s) − Γ(w)‖3

∂22h(t, s) =
‖Γ′(s)‖2 ‖Γ(s) − Γ(t)‖2 − ‖Γ′(s).(Γ(s) − Γ(t))‖2

‖Γ(s) − Γ(t)‖3

Como as expressões acima são iguais, nos concentraremos em ape-
nas uma delas. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ∂22h(t, s) ≥ 0.
A única maneira de ∂22h(t, s) = 0 é se Γ′(s) e Γ(s) − Γ(t) forem ve-
tores paralelos (φ1 = 0 ou π). Mas como estamos considerando um
bilhar convexo, isso só ocorre se o ângulo φ entre Γ′(t) e Γ(s) − Γ(t)
for 0 ou π. Assim, o ponto de sáıda (t, cos(φ)) ∈ S1 × {−1 ou 1}.
Como estamos buscando curvas invariantes em S1 × (−1, 1), pois os
bordos do anel já são invariantes, este caso não interessa.

Caso a aplicação do bilhar f (3.1) possua uma curva rotacional
invariante em S1 × (−1, 1), que pelo teorema da curva invariante de
Birkhoff coincide com o gráfico de uma função Lipschitz γ : S1 →
(−1, 1), temos como antes, que f(s, γ(s)) = (g(s), γ(g(s))), onde g(s)
é um homeomorfismo do ćırculo que preserva orientação. Como o
gráfico de γ está contido em S1 × (−1, 1), finalmente obtemos que

∂22h(g
−1(s0), s0) + ∂11h(s0, g(s0)) > 0,

onde s0 é o parâmetro onde a curvatura vale 0. Assim o lema 22 se
aplica e a demonstração está completa.

3.6 Existência de Curvas Invariantes

Apresentamos, nesta seção, uma versão do Teorema da Curva Invari-
ante de Moser também conhecido como o Teorema do Twist [59], que
segue de um resultado sobre perturbações de aplicações integráveis.
A versão aqui exposta vale para o caso anaĺıtico e está baseada na
referência [49] de Levi e Moser.
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O objetivo é provar a existência de curvas rotacionais invariantes
numa vizinhança de um ponto fixo eĺıptico genérico, isto é, que possui
algum invariante de Birkhoff não nulo.

Teorema 15. Suponha que f : U ⊂ (IR2, 0) → (IR2, 0) , U aberto
de IR2 seja uma aplicação anaĺıtica real que preserva área com ponto
fixo eĺıptico na origem. Se a Forma Normal de Birkhoff de f, numa
vizinhança de 0, se escreve em coordenadas complexas (z, z̄), ϕ(z) =

eiP (|z|2).z + 0(| z |q) onde P é um polinômio real de grau ≤ q
2 − 1 e

não constante, então 0 é um ponto fixo estável.
Mais precisamente, para todo ε > 0 suficientemente pequeno existe

uma curva (anaĺıtica) γ, contida num anel em torno de 0, homoto-
picamente não trivial e invariante por f, f(γ) = γ.

Demonstração. Este teorema é consequência de um resultado de
existência de curvas invariantes para pequenas perturbações de
aplicações do tipo twist suficientemente próximas de aplicações inte-
gráveis. A formulação do problema dessa maneira é conseguida após
uma mudança de coordenadas numa vizinhança da origem.

Escrevendo P (x) = α+βxm +P1(x) com grau P1 > m, onde, β
é o primeiro invariante de Birkhoff não nulo, obtemos

ϕ(z) = ei(α+β|z|2m).z+ϕ1(z, z̄) onde ϕ1(z, z̄) ∈ O(| z |2m+2
), isto

é | ϕ1(z, z̄) || z |−(2m+2) é limitado.

Observe que ϕ−1(w) = ei(−α+β|w|2m)w + O | w |2m+2 de modo
que trocando ϕ por ϕ−1, se necessário , podemos supor β > 0.

Provaremos a existência de curva invariante contida no anel

Γε =: ε2(1 − εν) <| z |2< ε2(1 + εν)

para ε > 0 suficientemente pequeno e ν = 1
3 (por exemplo).

Escreva as ”coordenadas polares” com mudança de escala no anel
Γε, z = ε

√
1 + ενy e2πix de modo que | z |2= ε2(1 + ενy), assim o

anel Γε transforma-se no anel | y |< 1.
É fácil verificar, usando a equação de conjugação, que a aplicacão

(x, y) 7→ ε
√

1 + εν y(cos(2πx), sen(2πx)) tem determinante jacobia-
no constante, portanto a aplicação ϕ̃ igual a ϕ restrita ao anel Γε
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escrita nas coordenadas (x, y) é exata, isto é, existe uma função S
periódica na variável x, tal que ϕ̃∗(ydx) − ydx = dS(x, y).

Afirmação: Se γ = βm
2π ε

2+ν > 0, a(γ) = 1
2π (α + ε2m) então

podemos escrever:

ϕ̄(x1, y1) = (x1 + a(γ) + γy1 + f(x1, y1, γ), y1 + g(x1, y1, γ))

com f e g anaĺıticas em | y1 |< 1 e | Im(x1) |< r, f, g ∈ O(ε2(m+ν)),
onde ν = 1

3 , r é uma constante positiva e | Im(x1) | significa o módulo
do argumento do complexificado da coordenada x1.

Isto é, a restrição de ϕ ao anel Γε é uma aplicação do tipo twist.
ϕ̃(x1, y1) = (x1 + a+ γy1 + 0(ε2(m+ν)), y1 + 0(ε2(m+ν)).

Demonstração. Escreva ϕ̃(x1, y1) = (x2, y2) de modo que

ε
√

1 + ενy2e
2πix2 = ei(α+β|z|2m)z +O(| z |2m+2)

tomando o quadrado do módulo desta expressão obtemos:

ε2(1 + ενy2) = ε2(1 + ενy1) + 0(| Z |2m+3) o que implica

y2 = y1 + 0(ε2m+1−ν).
.

Por outro lado,

2πx2 = α+ 2πx1 + βε2m(1 + ενy1)
m + 0(| z |2m+2)

ou x2 = x1 + 1
2π (α + βε2m) + β

2πmε
2m+νy1 +O(ε2m+2ν)+

+O(ε2m+1−ν). Como ν = 1
3 temos 1 − ν = 2ν isto é

x2 = x1 + 1
2π (α + βε2m) + β

2πmε
2m+νy1 + 0(ε2m+1−ν).

Fazendo a = 1
2π (α + βε2m) e γ = βm

2π ε
2m+ν > 0, obtemos a

expressão de ϕ̃(x1, y1). �

Portanto o Teorema 15 da Curva Invariante de Moser para o caso
anaĺıtico segue do seguinte:
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Teorema 16. Seja F (x, y) = (x+a(γ)+γy+f(x, y, γ), y+g(x, y, γ))
onde f, g são funções anaĺıticas em | y |< 1, | Im(x) |≤ r, tal que F
preserva área e 0 < γ < 1.

Existe uma constante δ > 0, independente de γ, tal que se |
f |r,1 + | g |r,1< γδ então F possui uma curva invariante anaĺıtica
x = u(θ), y = v(θ) com | v |< 1 e u′(θ) > 0, û(θ) = u(θ) − θ e
v(θ) periódicas de peŕıodo 1.

Aqui | f |r,s= sup | f | para | y |< s, | Im(x1) |< r. (Veja o 2o

passo na demonstração abaixo).

A prova deste teorema será apresentada no final desta seção. Ire-
mos mostrar a existência de curvas invariantes dentro do contexto
Lagrangiano, tal como apresentado no artigo de Levi e Moser [49].

Apesar das hipóteses aqui utilizadas serem bem mais fortes do que
as usuais da Teoria KAM, vários aspectos interessantes desta teoria
podem ser ressaltados.

O primeiro deles, é o uso de um ”método variacional ”para achar
a curva invariante, isto é, usando a função geratriz da aplicação do
tipo twist, o problema de achar uma curva invariante traduz-se em
encontrar uma solução para uma equação de diferenças (equação ho-
mológica).

O segundo aspecto é a modificação do Método de Newton para
encontrar aproximações para a solução. Isto significa que em cada
etapa do processo iterativo ao invés de resolver a equação linearizada,
como no método de Newton usual, resolve-se a mesma a menos de
um erro quadrático.

Finalmente, mostra-se como associar a um problema de existência
de curva invariante numa vizinhança de um ponto fixo eĺıptico um
problema perturbativo.

Estes três aspectos por si só justificam, se não por razões estéticas,
a escolha da exposição que fizemos.

Para outras abordagens e para uma ampla discussão sobre a teoria
KAM referimos ao artigo [25] de R. de La LLave.

Passos preparatórios para a prova do teorema 16: Após
reformular a questão da existência de curvas invariantes em termos
da função geratriz, a idéia é usar um método de aproximações su-
cessivas para resolver uma equação de diferenças não linear. Para
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isso, usa-se um métdodo de Newton modificado em que ao invés de
resolver a equação linearizada usual, esta é resolvida a menos de um
erro quadrático. Além do controle deste erro em cada etapa do pro-
cesso, há necessidade de acompanhar uma diminuição do domı́nio de
analiticidade da solução em relação aos dados iniciais. Este é o con-
teúdo do Lema de Aproximação (Lemma 23). Finalmente prova-se
o resultado principal, Teorema 17, que prova a existência de solução
única, desde que iniciemos com uma ”quase solução”.

1o Passo: Reformulação do problema da existência da curva invari-
ante usando a função geratriz h (prinćıpio variacional ).

Seja h(x1, x2) uma função geratriz da aplicação, isto é, h é uma
função anaĺıtica que satisfaz h(x1+1, x2+1) = h(x1, x2), ∂12h(x1, x2) <
0 e f(x1, y1) = (x2, y2) se somente se ∂1h(x1, x2) = −y1 e ∂2h(x1, x2) =
y2.

Suponha que θ 7→ (u(θ), v(θ)) seja uma curva δ, de classe C1, tal
que u é crescente e u(θ + 1) = u(θ) + 1 .

Podemos usar a função geratriz h para descrever a condição de
invariância de δ de modo que f | δ é conjugada a uma rotação de
ângulo ω, isto é

f(u(θ), v(θ)) = (u(θ + ω), v(θ + ω)).

Em termos da função h isto significa:

{
v(θ) = −∂1h(u(θ), u(θ + ω))
v(θ + ω) = ∂2h(u(θ), u(θ + ω))

ou

{
v(θ) = −∂1h(u(θ), u(θ + ω))
v(θ) = ∂2h(u(θ − ω), u(θ))

Portanto, estamos procurando uma função θ 7→ u(θ) tal que

∂1h(u(θ), u(θ + ω)) + ∂2h(u(θ − ω), u(θ)) = 0

Se usarmos a seguinte notação u+(θ) = u(θ+ω), u−(θ) = u(θ−ω)
podemos escrever a equação acima como E(u(θ)) = 0, onde
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E(u(θ)) = ∂1h(u(θ), u
+(θ)) + ∂2h(u

−(θ), u(θ)).

Observação: a função u
′

(θ)E(u(θ)) tem média zero, isto é,

∫ 1

o

u
′

(θ)E(u(θ))dθ = 0.

Demonstração. Se denotarmos ∇G(θ) = G(θ+ω)−G(θ) e ∇∗G(θ) =
G(θ) −G(θ − ω) então

u
′

(θ)E(u(θ)) = u
′

(θ)∂1h(u(θ), u
+(θ)) + u′(θ)∂2h(u

+(θ), u(θ))
= d

dθh(u(θ), u
+(θ)) −∇[(u′(θ)∂2h(u

−(θ), u(θ))].

Portanto ∫ 1

0

u
′

(θ)E(u(θ))dθ =

∫ 1

0

d

dθ
h(u(θ), u+(θ))dθ −

∫ 1

0

∇ [u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))]dθ =

h(u(1), u+(1)) − h(u(0), u+(0)) −
∫ 1

0

∇ [u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))]dθ.

Mas h(u(1), u+(1)) = h(u(0)+1, u+(0)+1) = h(u(0), u+(0)), ou
seja, o primeiro termo é nulo. Quanto ao segundo,

∫ 1

0

u′(θ + ω)∂2h(u(θ), u(θ + ω))dθ −
∫ 1

0

u′(θ)∂2h(u(θ − ω), u(θ))dθ

fazemos a mudança θ + ω = ϕ na primeira integral para obter:

∫ ω+1

ω

u′(ϕ)∂2h(u(ϕ− ω), u(ϕ))dϕ −
∫ 1

0

u′(θ)∂2h(u(θ − ω), u(θ))dθ

Como
∫ ω

0

u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))dθ =

∫ 1+ω

1

u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))dθ
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Então reescrevemos

∫ ω+1

ω u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))dθ +

∫ ω
0 u′(θ)∂2h(u

−(θ), u(θ))dθ−
−
∫ 1

0 u
′(θ)∂2h(u

−(θ), u(θ))dθ −
∫ 1+ω

1 u′(θ)∂2h(u
−(θ), u(θ))dθ = 0

�

2o Passo: Definição de um espaço de funções onde procurar a solução
de E(u) = 0.

Se g : IR → IR é uma função periódica, de peŕıodo 1 e anaĺıtica
real então usando a expansão de Taylor, podemos estendê-la a uma
vizinhança do eixo real em IC. Vale também a seguinte estimativa: se
sup | g(n)(θ) |= Mn então, ∃R > 0 tal que Mn ≤ n! Rn

Além disso, g =
∑
gke

2πikθ onde gk =
∫ 1

0 g(θ)e
2πikθdθ e existem

constantes K > 0 e a > 0 tais que

| gk |≤ Ke−a|k|

Demonstração. Se g(z) é anaĺıtica em | Im(z) |< λ então mudando

o caminho de integração
∫ 1

0 g(θ)e
2πkiθdθ em IC para a curva

ψ = {tδi}0≤t≤1 ◦ {t+ δi}0≤t≤1 ◦ {1 + (1 − t)δi}0≤t≤1

com | δ | < λ de modo que

gk =

∫ 1

0

g(t+ δi) e2πkδ e−2πiktdt.

Logo

| gk |=
∫ 1

0

| g(t+ δi) | e2πkδdt.

Seja 0 < σ < λ. Se k > 0 definimos δ = σ − λ e se k < 0
façamos δ = λ − σ, de modo que e2πkδ = e−2π|k|(λ−σ) e | gk |≤| g |λ
e−2π|k|(λ−σ), onde | g |λ= sup | g(z) | em | Im(z) |< λ.

Fazendo σ → 0 obtemos o decaimento exponencial do coeficiente
de Fourier de uma função anaĺıtica:
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| gk |≤| g |λ e−2π|k|λ. onde | g |λ= sup | g(z) | em | Im(z) |< λ.
�

Observe que a função g(z) = Σgke
2kπiz é anaĺıtica em um domı́nio

| Im(z) |< λ
2 pois,

| gke2πikz |=| gk || e−2πky |≤| g |λ e−2π(|k|λ+ky)

Mas

| k | λ+ ky >| k | λ− | k | λ
2

=| k | λ
2

para | y |< λ

2
.

De modo que | gke2πikz ≤| g |λ e−π|k|λ e portanto a série acima
converge uniformente.

Obtemos então, que se Wr é o espaço das funções anaĺıticas
periódicas, de peŕıodo 1, em | Imz |< r então para todo g ∈ Wr

vale: | gk |≤| g |r e−2π|k|r.
O próximo resultado, Teorema 17, diz que se iniciamos com uma

função u0(θ) tal que E(u0) é suficientemente pequeno, então existe
uma solução (única com média nula) para o problema E(u) = 0
descrito no 1o Passo, para u próxima de u0.

Suponhamos que a função geratriz h(x1, x2) seja anaĺitica e que
se estenda a h(z1, z2) em um domínio D ⊂ IC2.

Fixemos um número R > 0 tal que ∅ 6= DR ⊂ D está definido por

DR = {(z1, z2)/dist((z1, z2), Dc) > R},
isto é, DR é o maior subconjunto de D cuja R-vizinhança está contida
em D.

Teorema 17. Suponha que minD | ∂12h |> N1 e que exista M > 0
tal que | h |C3< M em D (todas as derivadas até ordem três limitadas
por M).

Suponha que exista uma função u0(θ) tal que: u0(θ)−θ ∈Wr para
algum 0 < r < 1 e que a curva (u0(z), u

+
0 (z)) esteja inteiramente

contida em DR para | Im(z) |< r.
Além disso, suponha que exista No > 0 tal que | u′

0 |r< No,
| (u

′

0)
−1 |< No.

Se α é um número que satisfaz à Condição Diofantina (CD): exis-
tem K > 0, σ > 0 tais que
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| α− p

q
|≥ K

q2+σ
∀p, q > 0 inteiros.

Então existe δ = δ(r, R,M,No,K, σ,N1) > 0 tal que se | E(u0) |r<
δ , existe uma única função u próxima de u0, tal que E(u) = 0 com

u(θ) − θ ∈ Wr/2 e
∫ 1

0 (u(θ) − θ)dθ = 0.

Exemplo: Se (h(x1, x2) = 1
2 (x2−x1)

2+V (x1) então E(u) = 2u(θ)−
u+(θ)−u−(θ)+V ′(u) e a condição | E(u0) |r < δ depende fortemente
da norma | V ′(x1) | .

No caso da aplicação standard, V (x1) = k
4π2 cos(2πx1), assim

começando com função u(θ) = θ, basta tomar k suficientemente pe-
queno.

Os próximos passos e lemas são dedicados à prova do Teorema 17.
3o Passo: Modificação do Método de Newton

Escrevendo E(u + v) = E(u) + E ′(u).v + Q(v) com | Q(v) |≤
c | v |2 para |v| pequeno, o método de Newton consiste em resolver
sucessivamente a equação linear tipo E(u) +E ′(u).v = 0, para obter
uma sequência convergente à solução de E(u) = 0.

Ao invés disso, Levi e Moser propõem uma outra equação linear
(Equação Homológica) que se escreve na forma:

u′E(u) + u′E′(u).v − vE′(u).u′ = 0

Lembrando que u+(θ) = u(θ + α) e u−(θ) = u(θ − α), temos

E′(u).v =

= ∂11h(u, u
+)v + ∂12h(u, u

+)v+ + ∂21h(u
−, u)v− + ∂22h(u

−, u)v

e

u′.E′(u)v − v.E′(u)u′ =
u′∂11h(u, u

+).v + u′∂12h(u, u
+)v+ + u′∂21h(u

−, u)v−

+u′∂22h(u
−, u)v − v∂11h(u, u

+)u′ − v∂12h(u, u
+)(u′)+

−v∂21h(u
−, u)(u′)− − v∂22h(u

−, u)(u′)− =
∂12h(u, u

+)(u′v+ − v(u′)+) + ∂21h(u
−, u)(u′v− − v(u′)−)
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Fazendo v = u′w, de modo que v+ = (u′)+w+ etc..., tem-se

u′E′(u)v − vE′(u)u′ =
∂12h(u, u+)(u′(u′)+w+ − u′w(u′)+) + ∂21h(u−, u)(u′(u′)−w− − u′w(u′)−)
= ∂12h(u, u+)u′(u′)+.(w+ − w) − ∂12h(u−, u)u′(u′)−(w − w−)

Lembrando que

∇G(θ) = G(θ + α) −G(θ) = (G+ −G)(θ)

∇∗G(θ) = G(θ) −G(θ − α) = (G−G−)(θ)

Escrevemos:

∂12h(u, u
+)u′(u′)+∇w − ∂12h(u

−, u)u′(u′)−∇∗w

Mas

∇∗(∂12h(u, u
+)u′(u′)+) =

∂12h(u, u
+)u′(u′)+ − ∂12h(u

−, u)u′(u′)−

e
∇∗(∂12h(u, u

+)u′(u′)+∇w) =
∂12h(u, u

+)u′(u′)+∇ω − ∂12h(u
−, u)u′(u′)−∇∗w

Isto significa que podemos reescrever a equação homológica na
seguinte forma:

∇∗(∂12h(u, u
+)u′(u′)+∇w) = −u′E(u).

Esta equação pode ser então resolvida em duas etapas:

{
∇∗(ψ) = −u′E(u)
∂12h(u, u

+)u′(u′)+∇w = ψ + η, η constante

a ser determinada.
Como ∂12h(u, u

+)u′(u′)+ < 0, a segunda equação se escreve na
forma ∇w = g.

O próximo lema afirma a existência da solução para o sistema
acima, mas com uma perda no domı́nio da analiticidade.
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Lema 23. (de Aproximação)
Suponha que α satisfaça à condição diofantina (CD)

| αq − p |≥ K

qσ+1

e g ∈Wr tenha média zero. Então, para todo 0 < r′ < r, a equação

∇ϕ = g tem solução única, com ϕ ∈ Wr′ , e
∫ 1

0
ϕdθ = 0 (média

zero) tal que existe uma constante C(K,σ)

| ϕ |r′≤ C(K,σ)
| g |r

(r − r′)
τ , τ = 2 + σ

Demonstração. Escreva as séries de Fourier ϕ(θ) =
∑
ϕn e2nπiθ e

g(θ) =
∑
gne

2nπiθ

∇ϕ(θ) = ϕ(θ + α) − ϕ(θ) =
∑

ϕne
2nπiθ(e2nπiα − 1).

Para que ∇ϕ(θ) = g(θ) devemos ter ϕn =
gn

e2nπiα − 1
e ϕ0 = 0.

Esta última condição é necessária para que ϕ tenha média zero e
é posśıvel porque este coeficiente fica indeterminado na equação.

A condição Diofantina (CD) nos dá a existência de uma constante
K tal que escolhendo m com | nα−m |< 1

2 , temos

| e
2nπiα−1 |= 2 | sen(nπα) |= 2sen(π | nα−m |) ≥ 4 | nα−m |>

4K

| n |σ+1

Além disso, | gn |≤ | g |r e−2π|n|r, pois g ∈ Wr.

Logo, | ϕn |≤ |g|re
−2π|n|r.|n|1+σ

4K

Se 0 < r
2 < s < r,

| ϕn |≤| g |r (4K)−1 . e−2πs|n|e−2π(r−s)|n| . | n |1+σ

usando que xe−x ≤ e−1 e fazendo x = 2π(r−s)|n|
1+σ obtemos:
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2π(r − s) | n |
1 + σ

. e
−2π(r−s)|n|

1+σ < e−1

ou

(
2π(r − s)

1 + σ

)1+σ

| n |1+σ e−2π(r−s)|n| < e−(1+σ)

isto é,

| ϕn |≤| g |r (4K)
−1
e−2πs|n| . (1+σ)1+σ

(2π)1+σ
1

(r−s)1+σ
e1+σ

ou seja: | ϕn |≤| g |r C(K,σ) e
−2π|n|s

(r−s)1+σ

Portanto, se r′ > 0 é tal que s = r+r′

2 obtemos

| ϕ |r′≤ Σ | ϕn | e2|n|πr′ ≤ Σ |g|rC(K,σ)e2π|n|(r′−s)

(r−s)1+σ

ou | ϕ |r′ ≤ 2|g|rC(K,σ)
(r−s)1+σ . Σ e2π|n|(r

′−s).

| ϕ |r′ ≤
2 | g |r C(K,σ)

(r − s)1+σ
.

1

1 − e2π(r′−s)
.

Usando que 1
1−e−2πx <

1
x para 0 < x < 1

2 temos

| ϕ |r′≤
2C(K,σ)

(r − s)1+σ
.

| g |r
(s− r′)

=

2C(K,σ) | g |r
(s− r′)2+σ

=
2(3+σ)C(K,σ) | g |r

(r − r′)2+σ

Conclúımos assim a demonstração do Lema de Aproximação 23. �

Analogamente procedemos para a equação ∇∗ψ = g onde g tem
média zero e ∇∗ψ(θ) = ψ(θ) − ψ(θ − α).

∇∗ψ(θ) = Σψn e
2nπiθ[1 − e−2πinα] e obviamente

| 1 − e−2πinα |=| e2nπiα − 1 | .
Voltemos nossa atenção agora para o sistema

{
∇∗ψ = g(u) = −u′ E(u)
p−1∇w = ψ + η
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Onde p−1 = ∂12h(u(θ), u
+(θ))u′(θ)(u+)′(θ) e o parâmetro η é deter-

minado pela condição
∫ 2π

o p(ψ + η)dθ = 0

isto é η = −
∫
pψdθ∫
pdθ

.

Primeiramente resolvemos ∇∗ψ = −u′E(u) com u satisfazendo
as hipóteses do Teorema 16:

u(θ) − θ ∈ Wr, | (u′)−1 |r< N, | u′ |r< N.

Pelo Lema 23 de Aproximação,

| ψ |r′≤
C(K,σ) | u′ |r| E(u) |r

| r − r′ |τ

≤ C(K,σ,N)
| E(u) |r
| r − r′ |τ .

Para obtermos uma estimativa para a solução de ∇(w) = p(ψ+η),
observemos que ∇∗(ψ + η) = ∇∗ψ = −u′E(u) e

| η |≤
∫
| pψ |

|
∫
p | ≤| ψ |r′

∫
| p |

|
∫
p | =

| ψ |r′
∫

1
|∂12hu′(u+)′|

|
∫

1
∂12hu′(u+)′ |

.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

1

|
∫

1
∂12hu′(u+)′ |

≤|
∫
∂12hu

′(u+)′ |≤ N2.

Portanto | η |≤| ψ |r′ N2M.N2N1 =| ψ |r′ MN1N
4

isto é: | η |≤ C(k, σ,N,N1,M)
| E(u) |r
| r − r′ |τ

Usando o Lema 23, de Aproximação, conclúımos que existe uma
constante C ′

1 tal que a solução de ∇w = p(ψ + η) satisfaz

| w |ρ≤ C ′
1(K,σ)

| p(ψ + η) |r′
| r′ − ρ |τ ≤ C1.

| E(u) |r
| r − r′ |τ | r′ − ρ |τ .
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para todo 0 < ρ < r′ < r com C1 = C ′
1(K,N1, σ,N,M)

Fazendo r′ = ρ+r
2 , obtemos | w |ρ≤ C1

|E(u)|r
|r−ρ|2τ

Finalmente, se v = u′w então obtemos uma solução para u′E(u)+
u′E′(u)v − vE′(u)u′ = 0 anaĺıtica, que satisfaz:

| v |ρ≤ C2(K,σ,N1, N,M)
| E(u) |r
| r − ρ |2τ

e usando a estimativa de Cauchy, provamos que:

| v′ |ρ≤ 2C2
| E(u) |r

| (r − ρ) |2τ+1

Com efeito, se v(z) = 1
2πi

∫
γ
v(w)
w−zdw, então v′(z) = 1

2πi

∫
γ

v(w)

(w−z)2
dw

Para z tal que | Im(z) |< ρ, tomemos o ćırculo γ =: {| w − z |=
r − ρ} para obter a seguinte estimativa:

| v′(z) |≤ 1

2π

∫

γ

| v(w) |
| w − z |2

| dw |

≤| v ||Im(z)|+r−ρ
1

| r − ρ | ≤ C2
| E(u) |r

| r − ρ | || Im(z) | −ρ |2τ

Isso significa, que para verificar a estimativa para a derivada de v
é suficiente que se tenha | Im(z) | +r − ρ < ρ.

Conclúımos assim que, dado ρ < r seja ρ̃ = ρ+r
2 . Então vale:

| v |ρ≤| v |ρ̃≤ C2
| E(u) |r
| r − ρ̃ |2τ

= 22τC2
| E(u) |r

| r − ρ |2τ+1

e

| v′ |ρ≤| v |ρ̃
1

| ρ̃− ρ | ≤ 22τ+1C2
| E(u) |r

| r − ρ |2τ+1 .

Logo, fazendo C = 22τC2 valem as seguints desigualdades para a
soluçãode u′E(u) + u′E′(u)v − vE′(u)u′ = 0:

| v |ρ≤ C
| E(u) |r
| (r − ρ)2τ
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| v′ |ρ≤ 2C
| E(u) |r
| (r − ρ)

2τ .

4o Passo: Estimativa do erro quadrático

Lema 24. Suponha que v = u′w com w ∈ Wρ (0 < ρ < r) seja
uma solução da equação u′E(u) + u′E′(u)v − vE′(u)u′ = 0, tal que

| w |ρ≤ C1
|E(u)|r
|r−ρ|2τ .

Então | E(u+ v) |ρ ≤ C6
| E(u) |2r
| r − ρ |4τ

para C6 = C6(k, σ,N1, N,M)

Demonstração. Vimos que a equação u′E(u) + u′E′(u).v = vE′(u)u′

equivale a:

E(u) +E′(u).v = (u′)−1vE′(u)u′ = w
d

dθ
[E(u)].

Pela estimativa de Cauchy | d
dθ [E(u)] |ρ ≤ D |E(u)|r

|r−ρ| para alguma

constante D.
Logo, | E(u) +E′(u).v |ρ ≤| w |ρ D |E(u)|r

|r−ρ| .

Por hipótese, | w |ρ ≤ C1|E(u)|r
|r−ρ|2τ . Portanto, existe uma constante

C3 > 0 tal que

| E(u) +E′(u).v |ρ ≤ C3
| E(u) |2r

| r − ρ |2τ+1
.

Pela Fórmula de Taylor, E(u + v) = E(u) + E ′(u).v + Q(u, v)
com | Q |ρ≤ C̃ | v |2ρ, e além disso | v |ρ=| u′w |ρ ≤ N | w |ρ ≤
NC1|E(u)|r

|r−ρ|2τ .

Donde conclúımos que

| E(u+ v) |ρ ≤ C3 | E(u) |2r
| r − ρ |2τ+1

+
C̃N2C2

1 | E(u) |2r
| r − ρ |4τ .
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Lembrando que τ = 2 +σ, existe uma constante C6 > 0 tal que,

| E(u+ v) |ρ ≤ C6
|E(u)|2r
|r−ρ|4τ . �

5o Passo: Convergência do processo iterativo para uma solução de
E(u) = 0.

Se r > 0 é dado como nas hipóteses do teorema 17, fixado r∞ <
r, definimos a sequência rn = rn−1+r∞

2 , com r0 = r. É claro
que em cada etapa a distância entre rn e r∞ é dividida por 2,
rn − r∞ = rn−1+r∞

2 − r∞ = rn−1−r∞
2 de modo que rn → r∞ e

rn − rn+1 = (r0−r∞)
2n+1 .

Vamos supor que resolvemos sucessivamente a equação u′
nE(un)+

u′nE
′(un).vn = vnE

′(un)u
′
n com u0 satisfazendo as hipóteses do Teo-

rema 17, e un+1 = un + vn, un ∈ Wn e vn satisfazendo as seguintes
estimativas:

| vn |rn+1 ≤ C1
| E(un) |rn

| rn − rn+1 |2τ e

| v′n |rn+1 ≤ 2C1 | E(un) |rn
| rn − rn+1 |2τ+1

.

De modo que pela estimativa quadrática do erro (4o Passo) temos:

| E(un+1) |rn+1≤ C6

| E(un) |2rn
| rn − rn+1 |4τ =

C6(2
4τ )n+1 | E(un) |2rn
| r0 − r∞ |4τ

Sejam εn =| E(un) |rn e a = 24τ , temos então uma expressão
tipo εn+1 ≤ C7a

nε2n para alguma constante C7.
É preciso encontrar um número δ > 0 tal que iniciando com uma

condição | E(u0) |r0= ε0 < δ , como no enunciado do Teorema 17 ,
temos ε2n → 0 suficientemente rápido de maneira que o produto anε2n
convirja a zero.

Escrevendo ηn = C7a
n+1εn temos

ηn+1 = C7a
n+2εn+1 ≤ C2

7a
2n+2εn

2 = η2
n.

De modo que se escolhemos ε0 tal que C7aε0 < 1, então ηn ≤ η2n

0 ,
que converge a 0 e obviamente εn → 0.
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Mas

un = u0 + Σnj=1(uj − uj−1) = u0 + Σn−1
j=0 vj

e

| vn |r∞≤| vn |rn+1≤ C1
εn

| rn − rn+1 |2τ =
C1(2

2τ )n+1εn
(r0 − r∞)2τ

Como acabamos de ver, o lado direito é o termo geral de uma
série convergente.

Logo Σvn converge absolutamente em | Im(z) |< r∞.
O mesmo pode ser afirmado sobre un e além disso, E(lim(un)) =

limE(un) = 0. Isto é un converge uniformemente a uma solução de
E(u) = 0 no domı́nio | Im(z) |< r∞.

6o Passo: Resta apenas provar que em cada passo do processo itera-
tivo obtemos uma função un, para a qual valem as hipóteses usadas
no 3o Passo e no Lema 23 (de Aproximação).

Isto é, resta provar que un ∈ Wrn com

(un, u
+
n ) ⊂ DR para | Im(z) |< rn e

| u′n |rn< N, | (u′n)
−1 |rn< N.

Lema 25. Suponha que u0(θ) seja uma função (condição inicial)
tal que u0(θ) − θ ∈ Wr para algum 0 < r < 1. Suponha que
(u0, u

+
0 ) ∈ DR para | Im(z) |< r e que | u′0 |r< N, | (u′0)

−1 |r< N
onde R e N são dados na hipóteses do Teorema 17

Se un = un−1 + (u′n−1)wn−1 com wn−1 ∈ Wrn a solução da
equação homológica então

| un − u0 |rn<
R

2
e | u′n − u′0 |rn<

2

N
para todo n = 1, 2 · · ·
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Demonstração. Usando a notação da prova do Lema 23, a = 24τ ,
ηn = C7a

n+1εn, rn − rn−1 = 2−(n+1)(r0 − r∞), se λ ≤ 4τ então

Σ εn
(rn−rn−1)λ

= Σ εn2λ(n+1)

(r0−r∞)λ
≤

≤ (r0 − r∞)−λC−1
7 ΣC7εna

n+1 =

(r0 − r∞)−λC−1
7 Σηn ≤

≤ 2η0
C7(r0−r∞)λ

=

2aε0
(r0−r∞)λ

para η0 <
1
2 .

Logo

| un − u0 |rn≤ Σn−1
k=0 | vk |rk≤ Σ C1εk

|rk−rk+1|2τ

≤ 2aC1ε0
|r0−r∞|2τ

e | u′n − u′0 |rn≤ Σn−1
k=0 | v′k |rk≤ Σ | v′k |rk

≤ Σ C1εk
|rk−rk+1|2τ+1 ≤ 2C1ε0a

|r0−r∞|2τ+1 .

Basta portanto, escolher ε0 =| u0 |r suficientemente pequeno para
obtermos as desigualdades enunciadas. �

Lema 26. Nas mesmas condições do Lema 25, se | u0 |< N então

(un(z), u
+
n (z)) ∈ DR

2
em | Im(z) |< rn

| u′n |rn< 2N, | (u′n)
−1 |< 2N, ∀n = 1, 2, ...

Demonstração. Podemos supor que N > 2. Suponha que (z1, z2)
sejam tais que

dist ((z1, z2), (un(θ), u
+
n (θ)) < R

2 para todo θ tal que | Im(θ) |<
rn. Então
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dist ((z1, z2), (u0(θ), u
+
0 (θ))) ≤

dist ((z1, z2), (un(θ), u
+
n (θ)) + dist ((un(θ), u

+
n (θ)), (u0(θ), u

+
0 (θ)) <

R
2 + R

2 = R, para todo n suficientemente grande.

Como (u0, u
+
0 ) ∈ DR, segue que (z1, z2) ∈ D. Isto quer dizer que

se dist ((z1, z2), (un(θ), u+
n (θ))) < R

2 , então (z1, z2) ∈ D. Logo, por
definição do subconjunto DR

2
, segue que (un, u

+
n ) ∈ DR

2
.

Além disso, pelo lema 25, | u′n |rn≤| u′n − u′0 |rn + | u′0 |rn≤
≤ 2

N +N < 2N.

E ainda, | (u′0)
−1 |rn≤| (u′0)

−1 |r< N , o que implica

| u′0 |rn>
1

N
.

Isso, juntamente com a desigualdade | u′n − u′0 |rn< 1
2N , nos fornece

1
2N <| u′n |rn ou | (u′n)

−1 |< 2N .

Dete modo, conclúımos a prova do Lema 26 e do Teorema 17. �

Passemos à prova do Teorema 16 (Teorema da Perturbação).
Este resultado não é consequência direta do que acabamos de

provar mas sim da sua demonstração. A partir da construção de um
prinćıpio variacional adequado prova-se que todos os passos descritos
na prova do Teorema 17 podem ser dados.

Em particular, mostramos que é posśıvel escolher um número α
que satisfaz à condição diofantina (CD), de modo que a restrição
da aplicacão F ao ćırculo invariante seja conjugada (no nosso caso
analiticamente conjugada) à rotação de ângulo α

2π .
Iniciamos escrevendo o prinćıpio variacional em coordenadas con-

venientes: F (x1, y1) = (x1+a(γ)+γy1+f(x1, y1, γ), y1+g(x1, y1, γ))
Se p = γ−1(x2−x1−a(γ)), então p = y1+γ−1f(x1, y1, γ).Vamos

escrever a função geratriz nas coordenadas (x1, p). Por hipótese
γ−1 | f |r,1< δ < 1, logo a aplicação (x1, y1) 7→ (x1, p) é um

difeomorfismo global de modo que y1 = p + f̃(x1, p, γ) com γ−1 |
f̃ |< δ em aberto | Im(x1) |< r e | p |< δ1.
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Isto segue da seguinte propriedade das funções anaĺıticas reais,
cuja prova pode ser vista, no Lema A.3 da página 730 de Poschel
[63]:

Lema 27. Seja G uma função anaĺıtica real que se estende a uma
vizinhança Uh da forma | Im(y) |< h no plano complexo, tal que
| G(y) − id |≤ δ ≤ h

4 . Então G possui uma inversa anaĺıtica real ϕ,
definida em uma vizinhança Uh

4
que satisfaz

| ϕ− id |< δ,
h

4
| dϕ− Id |< δ.

Demonstração. Seja η = h
4 . Tomemos dois pontos u, v ∈ U2η tais que

G(u) = G(v). Então u−v = u−G(u)−v+G(v) e | u−v |≤| G(u)−u |
+ | G(v) − v |≤ 2δ < 2η. Portanto o segmento [u, v] = (1− s)u+ sv,
s ∈ [0, 1] está contido no aberto U3η.

Pela estimativa de Cauchy para funcões anaĺıticas reais, ao longo
de [u, v] temos

| dG− Id |3η ≤ 4| G− id |h
h

≤ δ

η
< 1.

Ou seja G é uma perturbação da identidade e pelo Teorema do
Valor Médio, | u − v |≤| dG − Id |≤ δ

η | u − v |. O que implica

u = v, isto é, G é injetiva em U2η. Além disso, G(U2η) contém Uη,
tendo em vista que, dado z ∈ Uη a equação G(y) = z se escreve
y + (G(y) − y) = z com | G− id |≤ δ.

Logo, se z ∈ Uη então a aplicação Tz(y) = y − G(y) + z é uma
contração em uma vizinhança compacta contida em U2η.

Encontramos assim ϕ : Uη → U2η tal que ϕ = G−1.
Como | G − id |≤ δ em U2η , valem as estimativas: | ϕ − id |≤ δ

em Uη e

| dϕ− Id |η ≤ | (dG)
−1 − Id |2η =

= | (dG)
−1 |2η | dG− Id |2η ≤

| dG− Id |2η
1 − | dG− Id |2η

≤ δ

η
.

�
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Continuando, de modo análogo, para y2 = y1 + g(x1, y, γ) com
γ−1 | g |r,1< δ < 1, obtemos y2 = p+ g̃(x1, p, γ) com γ−1 | g̃ |r1,δ1<
δ < 1.

Seja h(x1, x2) a função geratriz da aplicação F ou seja, tal que
F (x1, y1) = (x2, y2) se somente se dh = y2dx2 − y1dx1. Como
dx2 = γdp+ dx1 temos

γ−1(y2dx2 − y1dx1) = γ−1(y2γdp+ y2dx1 − y1dx1) ou
γ−1(∂1h+ ∂2h)dx1 + ∂2hdp = y2dp+ γ−1(y2 − y1)dx1.

Portanto, se l(x1, p) = γ−1h(x1, x1 + γp + a(γ)) conclúımos que
f(x1, y1) = (x2, y2) se somente se y2 = ∂2l(x1, p), y2 − y1 =
γ∂1l(x1, p).

Finalmente, observe que l(x1, p) = p2

2 +l∗(x1, p, γ) com l∗ anaĺıtica
satisfazendo | l∗ |r1δ1< δ em | p |< δ1.

Vejamos agora como ficam os passos para a obtenção de uma
curva invariante x1 = u(θ) = θ + û(θ) e y1 = v(θ) com û e v
periódicas e com número de rotação β a ser determinado, tal que
x2 = u(θ + β).

Substituindo em p = γ−1(x2−x1−a(γ)) obtemos p(θ) = γ−1(u(θ+
β)−u(θ)−a(γ)).Usando a notação da prova do Teorema 17, (∇g(θ) =
g(θ + β) − g(θ) = g+(θ) − g(θ) etc...), podemos escrever:

p(θ) = γ−1∇û(θ) + γ−1(β − a(γ)).

Definindo α = γ−1(β − a(γ)) obtemos p(θ) = γ−1∇û(θ) + α.

A equação E(u) = ∂1h(u, u
+) + ∂2h(u

−, u) = 0, usando o novo
prinćıpio variacional l(x1, p) = γ−1h(x1, x1 + γp+ a(γ)), se escreve:

γ∂1l(u, u
+ − u− a(γ)) − ∂2l(u, γ

−1(u+ − u− a(γ)))+
+∂2l(u

−, γ−1(u− u− − a(γ))) = 0

Substituindo γ−1(u+ − u − a(γ)) = γ−1∇û(θ) + α = p(θ) e
γ−1(u − u− − a(γ)) = γ−1∇û(θ − β) + α = p(θ − β) na expressão
acima tem-se que:

γ∂1l(u(θ), p(θ)) − ∂2l(u(θ), p(θ)) + ∂2l(u(θ − β), p(θ − β)) = 0
γ−1[∂2l(u(θ), p(θ)) − ∂2l(u(θ − β), p(θ − β))] − ∂1l(u(θ), p(θ)) = 0
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Como mudamos as coordenadas do prinćıpio variacional, agora deno-
tando ∇∗g(θ) = γ−1[g(θ) − g(θ − β)], podemos escrever

E(u) = ∇∗∂2l(u(θ), p(θ)) − ∂1l(u(θ), p(θ)).

Portanto, se p(u) = γ−1(u+ −u− a(γ)) então p(u−) = γ−1(u−u−−
a(γ)) e p′(u).v = γ−1(v+ − v).

Derivando e fazendo as simplificações, chegamos à seguinte ex-
pressão para o método de Newton modificado:

u′.E′(u)v − v.E′(u).u′ = γ−2l22(u, p(u))[u
′v+ − v(u′)

+
]−

γ−1l21(u
−, p(u−))[u′v−+v(u′)

−
]+γ−2l22(u

−, p(u−))[u′v−−v(u′)−]−
−γ−1l21(u, p(u))[u

′v+ − v(u′)
+

], onde lij = ∂ij l

As substituições v = u′w, v+ = (u′)
+
w+ , etc. na equação u′.E′(u)v−

v.E′(u).u′ = −u′E(u) resultam na seguinte equação:

u′.E′(u)v − v.E′(u).u′ =

[γ−2l22(u, p(u))u
′(u′)

+ − γ−1l21(u, p(u))u
′(u′)

+
](w+ − w)+

[γ−2l22(u
−, p(u−))u′(u′)

−−γ−1l21(u
−, p(u−))u′(u′)

−
](w−−w) = −u′E(u)

Que é equivalente à equação:

∇∗[[l22(u, p(u)) − γl12(u, p(u))]u
′(u′)

+∇w] = −u′E(u)

e ao sistema
∇∗(ψ) = −u′E(u)

[l22(u, p(u)) − γl12(u, p(u))]u
′(u′)

+∇w = ψ + η

Antes de prosseguir imitando a prova do Teorema 17, precisamos
escolher um número β tal que α = γ−1(β−a(γ)) esteja no domı́nio
de l, por exemplo | w − a(γ) |< γ

2 , de modo que | α |< 1
2 . Para

o Lema de Aproximação, como as equações obtidas anteriormente
dependem do fator de escala γ, a condição diofantina também sofre
uma dilatação e supomos que | β − p

q |≥ γk
qσ+2 .

É preciso, portanto, mostrar que podemos fazer uma escolha de
β satisfaz a estas duas condições.

A possibilidade desta escolha segue do fato de que o conjunto dos
números que satisfazem à condição diofantina tem medida total em
[0, 1], ver [58].
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Demonstração. Provemos que o complementar no intervalo [0, 1] dos
números que não satisfazem à condição diofantina (CD) tem medida
nula.

De fato, se α não satisfaz à condição diofantina, então ∀ε,K > 0
a inequação |nα − m| < Kn−(2+ε) tem sempre uma solução com
n > 0,m inteiros.

Considere o conjunto B(K, ε) = {α ∈ [0, 1]|nα−m| < Kn−(2+ε)}.
O conjunto B dos números que não satisfazem à condição diofantina
se escreve B = ∩KB(K, ε)

Para n,m fixos, a inequação acima define um intervalo I(K, ε, n)
em torno do número m

n de tamanho 2Kn−(3+ε). Além disso, a ine-

quação |nα −m| < Kn−(2+ε) implica que −K < m < K + n e este
intervalo contém, no máximo, 2K + n+ 1 números inteiros.

Portanto, denotando por m(A) a medida de Lebesgue de um sub-
conjunto A, obtemos

m(B(K, ε)) ≤
∞∑

n=1

m(I(K, ε, n)) ≤
∞∑

n=1

(2K + n+ 1)2Kn−(3+ε)

Mas 2K + n+ 1 < 2(K + 1)n, portanto

m(B(K, ε)) < 4K(K + 1)
∞∑

n=1

n−(2+ε) = 4K(K + 1)S(ε)

onde fizemos S(ε) =
∑∞
n=1 n

−(2+ε).
Portanto, m(B) ≤ 4K(K + 1)S(ε), ∀K > 0 ou seja, m(B) tem

medida nula. Como queŕıamos demonstrar. �

Escolhido o número β, resta observar que pelo fato de l(x1, p) =
p2

2 + 0(δ), podemos iniciar com a função u0(θ) = θ de modo que
û0(θ) = 0, p(u(θ)) = α e ∂2l(θ, α) = α + 0(δ), ∂1l(θ, α) = 0(δ) e
E(u0) = 0(δ). Além disso, ∂22l = 1 + 0(δ) o que implica que o sis-
tema associado ao método de Newton modificado pode ser resolvido
de modo análogo ao descrito na prova do Teorema 17.

Com isso, conclúımos a prova do Teorema 16 e do Teorema 15 da
Curva Invariante de Moser.

Exemplo: Voltando às aplicações do tipo bilhar em uma cur-
va convexa, sabemos que existem pelo menos dois pontos periódicos
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de peŕıodo dois, que correspondem à largura e ao diâmetro. Neste
pontos, o ângulo de partida com a tangente é igual a π

2 .
Nas coordenadas (s, p), com p = cos(φ), vemos que (s0, 0) é um

ponto periódico do tipo eĺıptico se e somente se

L0 −R0 −R1 < 0 e (L0 −R0)(L0 − R1) > 0,

onde L0 é o comprimento da corda, R0 e R1 são os raios de curvatura
nas respectivas extremidades.

Para verificar se (s0, 0) é um ponto fixo de f2 que possui o pri-
meiro invariante de Birkhoff não nulo, e que portanto satisfaz às
hipóteses do Teorema de Twist de Moser, é necessário calcular a de-
rivada terceira de f2 em (s0, 0). Na referência [26], este cálculo é
feito e é demonstrado que para curvas convexas genéricas com pon-
tos periódicos de peŕıodo dois eĺıpticos, existem curvas invariantes
que circundam estes pontos (”ilhas eĺıpticas”).
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Caṕıtulo 4

Região de instabilidade

Nesta parte, suporemos que f : S1×[0, 1] → S1×[0, 1] é uma aplicação
do tipo twist que preserva área, tal que para qualquer função cont́ınua
ψ : S1 → [0, 1] não identicamente nula nem identicamente igual a 1,
o gráfico de ψ não é invariante por f.

Pelo teorema da curva invariante de Birkhoff, ver caṕıtulo 3, os
resultados que obtivermos aqui poderão ser aplicados para a região
entre duas curvas rotacionais invariantes disjuntas de uma aplicação
do tipo twist qualquer, que preserve área, desde que não existam
outras curvas invariantes no interior da região.

Mas dada f : S1× IR → S1× IR, o conjunto das curvas invariantes
rotacionais para f é um conjunto fechado. Então, se f possuir pelo
menos duas destas curvas e a região entre elas não for folheada por
curvas rotacionais invariantes, poderemos encontrar um anel, cujo
bordo é formado pela união de duas curvas rotacionais invariantes,
em cujo interior não existe nenhuma outra.

Inicialmente, vamos introduzir um pouco de notação para este
caṕıtulo:

1. A = S1 × [0, 1], C− = S1 × {0} and C+ = S1 × {1}

2. D = funções cont́ınuas ψ : S1 → [0, 1] que verificam 0 < ψ < 1

3. dado z = (x, y) ∈ A, V −(z) = {x}× [0, y] e V +(z) = {x}× [y, 1]

143
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4. dada ψ ∈ D, seja U
−(+)
ψ = {(x, y) ∈ S1 × [0, 1] : 0 ≤ y ≤ ψ(x)

(ψ(x) ≤ y ≤ 1)}

5. π1, π2 : IR2 → IR são as projeções canônicas, dadas por π1(x̃, ỹ) =
x̃ e π2(x̃, ỹ) = ỹ

6. os levantamentos para IR2 ou para IR × [0, 1] de aplicações e
conjuntos do cilindro ou anel serão denotados com um ˜

Vamos agora enunciar um teorema que é apenas uma outra forma
de escrever o teorema da curva invariante de Birkhoff.

Teorema 18. Seja V ⊂ A ⊂ S1 × IR um conjunto fechado conexo,
tal que (S1× IR)\V tem ao menos 2 componentes conexas, uma delas
contendo o fim inferior do cilindro e a outra contendo o fim superior,
e ainda f(V ) = V. Então:

i) V = C−

ii) V = C+

iii) V ⊃ C− ∪ C+

O teorema acima implica o seguinte resultado:

Lema 28. Dada ψ ∈ D, C+ ⊂ fecho(∪∞
n=0f

n(
◦

U−
ψ )).

Demonstração. Seja V = fecho(∪∞
n=−∞f

n(
◦

U−
ψ )). Então V é fecha-

do, conexo, f -invariante, contém C− e não é igual a C−, logo pelo
teorema acima contém C+. Vamos agora notar o seguinte:

∪∞
k=−∞f

k(
◦

U−
ψ ) = ∪∞

m=0f
−m(∪∞

n=0f
n(

◦

U−
ψ ))

É imediato ver que f−(m+1)(∪∞
n=0f

n(
◦

U−
ψ )) ⊃ f−m(∪∞

n=0f
n(

◦

U−
ψ )), as-

sim o conjunto ∪∞
k=−∞f

k(
◦

U−
ψ ) pode ser escrito como uma reunião

crescente de abertos, todos com a mesma área, pois f preserva área.
Assim, como

∪∞
k=−∞f

k(
◦

U−
ψ ) ⊃ ∪∞

n=0f
n(

◦

U−
ψ )

e ambos os conjuntos são abertos com a mesma área, os seus fechos
coincidem e portanto o lema está provado.
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�

Vamos agora introduzir um conceito bastante importante no es-
tudo de aplicações do tipo twist.

4.1 Caminhos positivos e negativos

Definição: Um caminho positivo partindo de C− (resp. C+) é um
arco simples γ : [0, 1] → A de classe C1 tal que:

i) γ(0) ∈ C− (resp. C+)

ii) o levantamento a IR do ângulo que a tangente em γ(t) faz
com o vetor (0, 1) (resp. (0,−1)) é sempre estitamente positivo,
para t ∈ [0, 1]

Observação: Para definir um caminho negativo, basta trocar es-
tritamente positivo por estritamente negativo na definição anteiror.

−γ

γ +

Figura 4.1: Caminhos Positivos e Negativos.

Vamos agora enunciar dois resultados, cujas demonstrações serão
deixadas como exerćıcio para o leitor (ambas podem ser encontradas
em [19] e em [45]).
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Proposição 15. A imagem por f−1 de um caminho positivo é um
caminho positivo e a imagem por f de um caminho negativo é um
caminho negativo.

Apenas como comentário, gostariamos de dizer que o argumento
que prova esse resultado é bastante semelhante ao da demonstração
da proposição 19.

Proposição 16. Seja U um conjunto fechado conexo cujo comple-
mentar possui pelo menos 2 componentes conexas, uma contendo C−

e disjunta de C+. Suponha que existam caminhos γ− e γ+ saindo de
C−, respectivamente negativo e positivo, que terminam num mesmo
ponto z sem intersectar U . Nesse caso, V −(z) ∩ U = ∅.

4.2 Teorema fundamental

Nesta seção iremos demonstrar o teorema fundamental sobre regiões
de instabilidade. Existem alguns enunciados distintos, mas um dos
mais interessantes é o seguinte:

Teorema 19. Existe um ponto em A cujo conjunto α-limite está
contido em C− e o ω-limite está contido em C+. Em outras palavras,
existe um ponto de A cuja órbita positiva converge para C+ e a órbita
negativa para C−.

Após introduzir uma série de lemas e proposições auxiliares que
serão utilizados na demonstração deste teorema, citaremos outros
resultados que podem ser provados com as mesmas idéias e técnicas.

Comecemos com uma função ψ ∈ D e vamos considerar os seguin-
tes conjuntos fechados

α−
ψ ⊂

(
∩∞
n=0f

n(U−
ψ )
)

e ωψ
+ ⊂

(
∩∞
n=0f

−n(U+
ψ )
)

que são definidos da seguinte forma:

• como C− ⊂
(
∩∞
n=0f

n(U−
ψ )
)

e C+ ⊂
(
∩∞
n=0f

−n(U+
ψ )
)

e ambas

as intersecções anteriores são fechadas, vamos chamar de α−
ψ a

componente conexa de
(
∩∞
n=0f

n(U−
ψ )
)

que contém C− e de ω+
ψ

a componente conexa de
(
∩∞
n=0f

−n(U+
ψ )
)

que contém C+.
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Temos então a seguinte proposição:

Proposição 17. Para toda ψ ∈ D valem as seguintes propriedades:
i) f−1(α−

ψ ) ⊂ α−
ψ e f(ωψ

+) ⊂ ωψ
+

ii) limn→∞ f−n(α−
ψ ) = C− e limn→∞ fn(ω+

ψ ) = C+

iii) o gráfico de ψ intersecta α−
ψ e ωψ

+

Demonstração. Como f−1
(
∩∞
n=0f

n(U−
ψ )
)
⊂
(
∩∞
n=0f

n(U−
ψ )
)
, C− ⊂

α−
ψ e f(C−) = C− ⇒ f−1(α−

ψ ) ⊂ α−
ψ . Um argumento análogo serve

para mostrar que f(ωψ
+) ⊂ ωψ

+. Assim i) está provado.
Para provar ii) vamos observar que f−(n+1)(α−

ψ ) ⊂ f−n(α−
ψ ) para

todo n > 0 e portanto quando n→ ∞, f−n(α−
ψ ) converge a(

∩∞
n=0f

−n(α−
ψ )
)

⊂ U−
ψ , que é fechado, conexo, contém C− e é f -

invariante. Como U−
ψ é disjunto de C+, pelo teorema 18,

(
∩∞
n=0f

−n(α−
ψ )
)

= C−.

O outro limite se prova de maneira análoga.
Para provar iii) notemos que se para 0 < ε < 1 definimos ψε(x) =

ε, para todo x ∈ S1, do lema 28 temos que

C+ ⊂ fecho(∪∞
n=0f

n(
◦

U−
ψε

))

e portanto o conjunto ∪∞
n=0f

n(
◦

U−
ψε

) encontra o gráfico de ψ. Suponha-
mos que ε > 0 seja suficientemente pequeno de maneira que ψε < ψ.

Seja então Nε > 0 o primeiro inteiro tal que fNε(
◦

U−
ψε

) encontra o

gráfico de ψ. Como fNε(
◦

U−
ψε

) é um aberto conexo, é conexo por ca-

minhos, assim existe um arco Γε ⊂ fNε(U−
ψε

) ∩ U−
ψ cujos extremos

estão, um em C− e o outro no gráfico de ψ. Da escolha de Nε, temos

que fNε−k(
◦

U−
ψε

) não intersecta o gráfico de ψ para k = 1, 2, ..., Nε.

Assim, f−k(Γε) ⊂ U−
ψ , para k = 1, 2, ..., Nε. Portanto

Γε ⊂ ∩Nεk=0f
k(U−

ψ ). (4.1)

Agora vamos notar o seguinte:
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1. quando ε→ 0, Nε → ∞

2. como o anel S1× [0, 1] é compacto, o conjunto dos subconjuntos
fechados do anel é compacto na topologia de Hausdorff (ver
[23]). Assim, existe uma sequência εn → 0 tal que Γεn → Γ, um
fechado conexo que intersecta C− e o gráfico de ψ. Da expressão
(4.1), Γ ⊂∩∞

k=0f
k(U−

ψ ) e portanto α−
ψ intersecta o gráfico de ψ.

A outra intersecção é demonstrada de maneira análoga.

�

Uma consequência simples das definições acima é que o conjunto
α-limite dos pontos de α−

ψ está contido em C− e o conjunto ω-limite

dos pontos de ω+
ψ está contido em C+. Vamos agora definir as seguin-

tes funções de S1 em [0, 1]:

gα−
ψ
(x) = sup{π2(z) : z ∈ α−

ψ e π1(z) = x}

gω+
ψ
(x) = inf{π2(z) : z ∈ ω+

ψ e π1(z) = x}
(4.2)

Uma das posśıveis formas de conclúırmos a demonstração do teo-
rema seria mostrar que os gráficos das duas funções definidas acima
se intersectam (verifique!). No entanto, por razões técnicas, faremos
algo um pouco diferente.

Lema 29. Para toda ψ ∈ D valem as seguintes propriedades:
1) os gráficos de gα−

ψ
e gω+

ψ
intersectam o gráfico de ψ e gα−

ψ
≤

ψ ≤ gω+
ψ

2) gα−
ψ

é semi-cont́ınua superiormente e gω+
ψ

é semi-cont́ınua in-

feriormente
3) gα−

ψ
e gω+

ψ
são ambas cont́ınuas pela esquerda

4) existem ϕ, φ ∈ D tais que gα−
ϕ
≥ ψ e gω+

φ
≤ ψ

Demonstração. A propriedade 1) acima se verifica trivialmente a par-
tir da definição de α−

ψ e ωψ
+ e da propriedade iii) da proposição 17.

Dizemos que uma função real g é semi-cont́ınua superiormente
(inferiormente) em x, se dado ε > 0, existir δ > 0 tal que para
|x− y| < δ ⇒ g(y) < g(x) + ε (g(y) > g(x) − ε).
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Como os conjuntos α−
ψ e ωψ

+ são fechados, a definição das funções
gα−

ψ
e gω+

ψ
(4.2) implica na validade da propriedade 2). Vamos agora

enunciar uma proposição que será usada na prova de 3).

Proposição 18. Seja z = (x, y) ∈ A tal que gα−
ψ
(x) < y ≤ ψ(x).

Então, existe z′ = (x, y′) verificando gα−
ψ
(x) < y′ ≤ y tal que

f(V +(f−1(z′))) ∩ α−
ψ = ∅.

Observação: A hipótese desta proposição é bastante razoável por-
que caso gα−

ψ
(x) = ψ(x) para todo x ∈ S1, então pela propriedade

iii) da proposição 17 os gráficos de gα−
ψ

e gω+
ψ

se intersectariam e o

resultado fundamental, teorema 19, estaria provado.

Demonstração. Seja z = (x, y) como no enunciado da proposição e

vamos considerar o conjunto α−
ψ ∪

(
{x} × [gα−

ψ
(x), y]

)
. Como ele é

conexo e é distinto de α−
ψ , ele não está contido em ∩∞

n=0f
n(U−

ψ ). Por-
tanto existe z′ = (x, y′) tal que gα−

ψ
(x) < y′ ≤ y ≤ ψ(x) e um inteiro

k ≥ 0 tal que f−k(z′) /∈ U−
ψ . Como y′ ≤ ψ(x), k é estritamente po-

sitivo. Deste modo, f−1(V +(z′)) define um caminho positivo γ1 que
começa em C+ e chega em f−1(z′), que não intersecta f−1(α−

ψ ). Por

outro lado, como f−k(z′) /∈ U−
ψ , temos que V +(f−k(z′)) ∩ α−

ψ = ∅
e como f−k(α−

ψ ) ⊂ α−
ψ , finalmente V +(f−k(z′)) ∩ f−k(α−

ψ ) = ∅.
Desta forma, fk−1(V +(f−k(z′))) ∩ f−1(α−

ψ ) = ∅. Agora temos 2

casos, se k > 1, fk−1(V +(f−k(z′))) define um caminho negativo
γ2 que também começa em C+ e termina em f−1(z′) e se k = 1,
fk−1(V +(f−k(z′))) = V +(f−1(z′)). Em ambos os casos, graças a
proposição 16 temos que V +(f−1(z′)) ∩ f−1(α−

ψ ) = ∅, assim

f(V +(f−1(z′))) ∩ α−
ψ = ∅ o que prova a proposição.

�

Vamos agora continuar a demonstração da propriedade 3) do lema
29. Fixemos x ∈ S1 e seja xn uma sequência que converge para
x pela esquerda tal que gα−

ψ
(xn) → r. Como gα−

ψ
é semi-cont́ınua

superiormente, então r ≤ gα−
ψ
(x). Vamos supor que r < gα−

ψ
(x).

Como chegaremos a um absurdo, concluiremos que r = gα−
ψ
(x) e

portanto gα−
ψ

é cont́ınua pela esquerda.
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Como r < gα−
ψ
(x) ≤ ψ(x) e ψ é função cont́ınua, se n > 0 for

suficientemente grande, gα−
ψ
(xn) < ψ(xn). Seja agora z = (x, r) e

zn = (xn, rn), tal que para todo n ≥ N, (para uma escolha conve-
niente de N), gα−

ψ
(xn) < rn ≤ ψ(xn) e rn → r. Vamos agora apli-

car a proposição 18 e notar que existe uma sequência z ′n = (xn, r
′
n)

tal que gα−
ψ
(xn) < r′n ≤ rn e f(V +(f−1(z′n))) ∩ α−

ψ = ∅. Como

gα−
ψ
(xn) → r, rn → r, fica claro que z′n → z. Como estamos supon-

do que gα−
ψ
(x) > r, se n > 0 for suficientemente grande, o ponto

(x, gα−
ψ
(x)) esta acima da curva f(V +(f−1(z′n))), o que contradiz a

conexidade de α−
ψ , pois V +(z′n)∪f(V +(f−1(z′n))) não intersecta α−

ψ .
A demonstração de que gω+

ψ
é cont́ınua pela direita é análoga.

gα ψ
− (x)(x,            )

.
z =(x , r )

nn n

z ń

z=(x,r)

.

.

.
.

Figura 4.2: Contradiz a conexidade de α−
ψ .

Por fim, vamos provar a propriedade 4). Para cada x ∈ S1, vamos
definir os seguintes conjuntos:

Γx = f−1(V +(x, ψ(x))) e Hx = {z ∈ A : V −(z) ∩ Γx 6= ∅}

A sequência de conjuntos fn(α−
ψ ) é crescente, assim o
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fecho(∪∞
n=0f

n(α−
ψ )) é um fechado conexo que separa o anel, não re-

duzido a C− e f -invariante. Portanto, pelo teorema 18 ele contém
C+.

Vamos agora tentar entender geometricamente o que é o conjunto
Hx. Se pensarmos no levantamento de Γx para a faixa IR×[0, 1], como

f tem a propriedade de twist, Γ̃x se projeta injetivamente em IR e H̃x

é o conjunto dos pontos acima deste gráfico. Entendido isso, fica fácil
de ver que, como fecho(∪∞

n=0f
n(α−

ψ )) ⊃ C+ e a sequência fn(α−
ψ ) é

crescente, para todo x0 ∈ S1 existe n > 0 tal que interior(Hx0) ∩
fn(α−

ψ ) 6= ∅. Mas então para todo x próximo de x0, interior(Hx)

também intersecta fn(α−
ψ ). Desta forma, da compacidade de S1,

segue que existe um natural N > 0 (a compacidade garante que N
não vai para infinito) tal que fN(α−

ψ ) ∩ interior(Hx) 6= ∅ para todo

x ∈ S1.
Vamos agora escolher ϕ′ ∈ D tal que fN (α−

ψ ) está abaixo do

gráfico de ϕ′. Isto claramente é posśıvel, pois fN(α−
ψ ) é um fechado

que não intersecta C+. Seja agora α−
ϕ′ a componente conexa de

∩∞
k=0f

k(U−
ϕ′) que contém C−. Vamos mostrar que α−

ϕ′ intersecta Γx,

para todo x ∈ S1. Inicialmente vamos notar que f−k+N (α−
ψ ) ⊂

fN (α−
ψ ) ⊂ U−

ϕ′ , para todo k ≥ 0. Assim, fN (α−
ψ ) ⊂ fk(U−

ϕ′) e por-

tanto fN (α−
ψ ) ⊂ ∩∞

k=0f
k(U−

ϕ′). Como fN (α−
ψ ) ⊃ C−, então α−

ϕ′ ⊃
fN (α−

ψ ).

Seja agora o seguinte conjunto, para x ∈ S1 fixado:

B = {z ∈ Γx : V +(z) ∩ α−
ϕ′ = ∅}

Como α−
ϕ′ é fechado, B é um aberto de Γx. Mas B não pode ser to-

do Γx, pois α−
ϕ′ ⊃ fN (α−

ψ ) e fN (α−
ψ ) ∩ Hx 6= ∅. Assim, uma das

componentes conexas de B se escreve como f−1({x}×]r, 1[), com
ψ(x) < r < 1. Como gα−

ϕ′
é cont́ınua pela esquerda, se gα−

ϕ′
(π1 ◦

f−1(x, r)) > π2 ◦ f−1(x, r), então para algum r < r1 < 1, teriamos
(π1 ◦ f−1(x, r1), gα−

ϕ′
(π1 ◦ f−1(x, r1))) ∈ V +(f−1(x, r1)), o que con-

tradiz a escolha de r. Assim, gα−

ϕ′
(π1 ◦ f−1(x, r)) = π2 ◦ f−1(x, r)

porque da escolha de r, V +(f−1(x, r)) ∩ α−
ϕ′ 6= ∅. Desta forma, Γx 3

f−1(x, r) ∈ α−
ϕ′ o que nos diz que f(Γx) = V +(x, ψ(x)) intersecta
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f(α−
ϕ′) para todo x ∈ S1. Seja agora ϕ ∈ D tal que f(α−

ϕ′) esteja

abaixo do gráfico de ϕ. Como feito anteriormente, a definição de α−
ϕ

como sendo a componente conexa de ∩∞
k=0f

k(U−
ϕ ) que contém C−

implica no seguinte, para todo k ≥ 0:

f−k+1(α−
ϕ′) ⊂ f(α−

ϕ′) ⊂ U−
ϕ ⇒ f(α−

ϕ′) ⊂ fk(U−
ϕ ),

assim como f(α−
ϕ′) ⊃ C−, obtemos que α−

ϕ ⊃ f(α−
ϕ′). Portanto α−

ϕ

intersecta cada um dos conjuntos V +(x, ψ(x)), x ∈ S1 e gα−
ϕ
≥ ψ. A

existência de φ é provada de maneira análoga.
�

Agora, finalmente estamos prontos para provar o teorema princi-
pal.

Demonstração. (do teorema 19)
Dada ψ ∈ D, mostraremos que existe ϕ ∈ D tal que α−

ϕ intersecta

ω+
ψ em pelo menos um ponto. Como já foi visto, o α-limite de um

ponto em α−
ϕ está contido em C− e o ω-limite de um ponto de ω+

ψ

está contido em C+, assim isto concluirá a demonstração do teorema.
Vamos fixar ψ ∈ D e supor que para toda ϕ ∈ D, α−

ϕ ∩ ω+
ψ = ∅.

Assim, dada ϕ ∈ D vamos considerar os seguintes conjuntos:

K1 = {x ∈ S1 : gα−
ϕ
(x) < gω+

ψ
(x)}

e
K2 = {x ∈ S1 : gα−

ϕ
(x) > gω+

ψ
(x)}

Do fato de estarmos supondo que α−
ϕ ∩ ω+

ψ = ∅, obtemos que

S1 = K1 ∪K2. No que se segue, mostraremos que obrigatoriamente
um dos conjuntos acima é vazio.

Assim, por absurdo vamos supor ambos não-vazios. Como gα−
ϕ

é

semi-cont́ınua superiormente e gω+
ψ

é semi-cont́ınua inferiormente, K1

é aberto. Por outro lado, como gα−
ϕ

e gω+
ψ

são ambas cont́ınuas pela

esquerda, obtemos que se x2 ∈ K2 então todo ponto suficientemente
próximo, a esquerda de x2, também pertence a K2. Vamos agora
considerar o levantamento destes conjuntos para o plano, isto é, se
definirmos a seguinte aplicação de recobrimento

p : IR →S1,
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então K̃1 = p−1(K1) e K̃2 = p−1(K2) satisfazem IR = K̃1∪K̃2. Vamos

agora considerar x̃2 ∈ K̃2 e seja x̃0 = sup K̃1∩]−∞, x̃2]. Temos então
duas possibilidades:

i) x̃0 ∈ K̃2. Neste caso, como já comentamos acima, todo ponto,

suficientemente próximo, a esquerda de x̃0, também pertence a K̃2, o
que é uma contradição, pois existem pontos arbitrariamente próximos
de x̃0, à sua esquerda, que pertencem a K̃1.

ii) x̃0 ∈ K̃1. Como K1 é aberto, existe uma vizinhança de x̃0

inteiramente contida em K̃1, mas isto contradiz a definição deste
ponto.

Logo um dos elementos de {K1,K2} é vazio.
Portanto podemos particionar o conjunto D da seguinte maneira:
D = D〉 ∪ D∫ , onde:

D〉 = {ϕ ∈ D : gα−
ϕ
< gω+

ψ
} e D∫ = {ϕ ∈ D : gα−

ϕ
> gω+

ψ
}

A demonstração será conclúıda ao mostrarmos que D〉 e D∫ são
ambos não-vazios e abertos de D na topologia da convergência uni-
forme. Mas isto é uma contradição, pois D é claramente um conjunto
conexo na topologia da convergência uniforme. Assim, existe ϕ ∈ D
tal que α−

ϕ ∩ω+
ψ 6= ∅ e portanto o teorema está provado. Vamos então

a prova de que D〉 e D∫ são ambos não-vazios e abertos.

1. sobre D〉. As funções gα−
ϕ

e ϕ coincidem em pelo menos um

ponto. Assim, se ϕ ∈ D〉, existe x ∈ S1 tal que gω+
ψ
(x) >

ϕ(x). Claramente esta desigualdade vale para todas as funções
ϕ′ pertencentes a uma vizinhança suficientemente pequena de
ϕ. Assim, como gα−

ϕ′
≤ ϕ′ e ϕ′ ∈ D〉 ∪ D∫ , obtemos que ϕ′ ∈ D〉

e portanto D〉 é aberto. Claramente D〉 é não vazio, pois da

definição de α−
ϕ e de ω+

ψ , gα−
ϕ
≤ ϕ e gω+

ψ
≥ ψ. Assim se ϕ < ψ,

então ϕ ∈ D〉.

2. sobre D∫ . Seja ϕ ∈ D∫ . Como α−
ϕ e ω+

ψ são ambos fechados que
estamos supondo disjuntos, existe η > 0 tal que gω+

ψ
< gα−

ϕ
−η.

Como gα−
ϕ
≤ ϕ, então gω+

ψ
< ϕ− η. Seja agora uma vizinhança

de ϕ em D tal que para toda ϕ′ nessa vizinhança vale gω+
ψ
<
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ϕ′ − η/2. Como gα−

ϕ′
e ϕ′ coincidem em pelo menos um ponto

x′ ∈ S1, então gω+
ψ
(x′) < gα−

ϕ′
(x′) = ϕ′(x), o que implica que

ϕ′ ∈ D∫ . Assim D∫ é aberto. Como ψ e gω+
ψ

coincidem em pelo

menos um ponto, se ϕ ∈ D for tal que gα−
ϕ
> ψ (tal ϕ existe pela

propriedade 4 do lema 29), então como ϕ ∈ D〉 ∪ D∫ , obteremos
que ϕ ∈ D∫ e portanto este conjunto também é não vazio.

Isto conclui a prova do teorema.
�

4.3 Um pouco mais sobre a região de ins-

tabilidade

Através de argumentos semelhantes aos desenvolvidos acima é posśıvel
mostrar também o seguinte resultado:

Teorema 20. Dada uma vizinhança de C+, existe um ponto nessa
vizinhança cujos conjuntos α e ω-limite estão contidos em C− e vice-
versa.

No fundo, estes resultados mostram que existem órbitas passeando
pelo anel todo, com os comportamentos mais diversos posśıveis.

Tudo que foi feito acima pode ser encontrado em [44].

4.4 Extensões para o cilindro infinito

Inicialmente, vamos salientar que os resultados acima podem ser es-
tendidos para difeomorfismos do tipo twist definidos no cilindro. Va-
mos enunciar uma destas extensões, cuja demonstração pouco difere
da do teorema 19 e depois vamos analisar o caso de difeomorfismos
do cilindro que induzem aplicações no toro com detalhe.

Seja f : C → C um difeomorfismo do tipo twist no cilindro, que
preserva área e é exato, isto é:

• para todo aberto A ⊂ C, homeomorfo a C e com bordo conexo
e compacto, temos que

Área(f(A)\A) = Área(A\f(A))
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Note que esta definição de exatidão coincide com a da sec. 1.3. Então
vale o seguinte:

Teorema 21. Se f não possui curvas rotacionais invariantes, exis-

tem z, w ∈ C tais que π2 ◦ fn(z) n→±∞→ ±∞ e π2 ◦ fn(w)
n→±∞→ ∓∞.

No que se segue, vamos considerar uma classe especial de dife-
omorfismos do toro, que num certo sentido generaliza a aplicação
Standard.

4.4.1 Aplicações do tipo twist no toro

Seja Dehn twist o conjunto dos difeomorfismos f̃ do plano tais que:

f̃(x̃, ỹ) tem a propriedade de twist, isto é: ∂ỹπ1 ◦ f̃(x̃, ỹ) > K > 0, e{
f̃(x̃ + 1, ỹ) = f̃(x̃, ỹ) + (1, 0)

f̃(x̃, ỹ + 1) = f̃(x̃, ỹ) + (1, 1)

É fácil ver que f̃ ∈ Dehn twist induz difeomorfismos f e f respecti-
vamente no cilindro S1×IR=(IR/ZZ)×IR e no toro T2 =IR2/ZZ2.

O resultado que provaremos para essa classe de aplicações pode
ser pensado como uma extensão do teorema 21. Ele tem algumas apli-
cações interessantes no estudo de certos problemas sobre aplicações
do tipo twist no toro, como por exemplo o estudo da ruptura de curvas
rotacionais invariantes para famı́lias e o problema da ergodicidade.
Para mais detalhes, ver por exemplo [3], [4] e [6].

Teorema 22. Dada f̃ ∈Dehn twist tal que a aplicação f : C → C
induzida por f̃ é exata e não possui ćırculos rotacionais invariantes,
então existem dois números, ρ− < 0 < ρ+ tais que para todo racional
p/q, com ρ− < p/q < ρ+, existe z ∈ C tal que f q(z) = z + (0, p).

Observações:

1. É claro que à órbita de z corresponde uma órbita q-periódica
para f

2. para um irracional ω entre ρ− e ρ+ também podemos associar
um conjunto compacto invariante para f, que quando levantado
para o cilindro, possui a seguinte propriedade: a órbita de seus
pontos percorrem C verticalmente com velocidade ω, ver [3]
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Para provar esse teorema, inicialmente vamos apresentar alguns
resultados auxiliares.

Para cada q ≥ 1, x̃ ∈ IR, vamos definir:

µq(t) = f̃ q(x̃, t), para t ∈ IR (4.3)

Diremos, para µq(t) definida como em (4.3), que o primeiro en-
contro de µq com a vertical por x̃0, se dá para

tP ∈ IR, tal que:

tP = min{t ∈ IR : π1 ◦ µq(t) = π1 ◦ f̃ q(x̃, t) = x̃0}
Analogamente, o último encontro de µq com a vertical por x̃0, se

dá para

tU ∈ IR, tal que:

tU = max{t ∈ IR : π1 ◦ µq(t) = π1 ◦ f̃ q(x̃, t) = x̃0}

É claro que, para todo x̃, x̃0 ∈ IR, tP ≤ tU .
Então, vale (ver [47]):

Proposição 19. Para todo x̃0, x̃ ∈ IR, seja µq(t) = f̃ q(x̃, t), como
em (4.3). Então valem as seguintes desigualdades: π2 ◦ µq(tU ) ≤
π2 ◦ µq(t) ≤ π2 ◦ µq(tP ), para todo t ∈ IR tal que π1 ◦ µq(t) = x̃0.

Demonstração. Para q = 1 é evidente, pois µ1(t) encontra cada ver-
tical em um único ponto (da condição de twist).

Para q > 1, a prova será feita por indução, assim, suponha que o
resultado seja válido para 1, 2, ..., q − 1.

Seja z̃0 = (x̃0, ỹ0) = µq(tP ), o primeiro ponto de encontro de µq
com a vertical por x̃0.

Seja z̃1 = (x̃1, ỹ1) = µq−1(tP ) = f̃−1(z̃0). Então, vale :

µq−1 (] −∞, tP [) ∩ f̃−1 (x̃0, [ỹ0,+∞[) = ∅. (4.4)

Vamos agora provar (4.4).

Suponha, por absurdo, que z̃ ∈ µq−1 (] −∞, tP [)∩f̃−1 (x̃0, [ỹ0,+∞[) .

Então, seja w̃ = f̃−q+1(z̃) ⇒ w̃ = (x̃, T ), com T < tP . Mas então,

µq(T ) = f̃ q(w̃) = f̃(z̃) ∈ vertical por x̃0, absurdo, pois T < tP .
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Suponha agora que existe w̃ ∈ µq−1 (] −∞, tP [) , com π1(w̃) > x̃1.
Como limt→−∞ π1 ◦ µq−1(t) = −∞, temos que existe t̂ < tP , tal que
π1 ◦ µq−1(t̂) = x̃1 e, da hipótese de indução, π2 ◦ µq−1(t̂) > ỹ1 =
π2 ◦ µq−1(tP ).

Por outro lado, como f̃ ∈ Dehn twist, temos que :

π1

(
f̃−1(x̃0, ]ỹ0,+∞[)

)
=] −∞, x̃1[

π2

(
f̃−1(x̃0, ]ỹ0,+∞[)

)
⊇]ỹ1,∞[

f  (z )
0

−1~ ~

0
(V+(     ))z~f

−1~

0
z~

µ q−1

. .

Figura 4.3: último ponto de encontro.

O que implica que, existe t∗ < t̂ < tP , tal que :

µq−1(t∗) ∈ f̃−1 ((x̃0, ]ỹ0,+∞[)) ,

absurdo, pois contradiz (4.4). Dessa forma, µq−1 (] −∞, tP [) está a
esquerda da vertical por x̃1 e portanto µq−1(tP ) é o primeiro ponto
de encontro de µq−1 com a vertical por x̃1, sendo assim o de altura
máxima, pela hipótese de indução.
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Suponha agora, que existe t# > tP , tal que π1 ◦ µq(t#) = x̃0 e,
π2 ◦ µq(t#) > ỹ0 = π2 ◦ µq(tP ).

Mas então, µq−1(t#) ∈ f̃−1 ((x̃0, ]ỹ0,+∞[)) ⇒ existe t∗ > tP , tal que
π1 ◦ µq−1(t∗) = x̃1 e, π2 ◦ µq−1(t∗) > π2 ◦ µq−1(tP ), o que contradiz
µq−1(tP ) ser o ponto de altura máxima na vertical por x̃1. Assim,
µq(tP ) é o ponto de máxima altura na vertical por x̃0. A prova da
proposição para o último ponto de encontro (tU ) é análoga.

�

Vamos agora relembrar a proposição (9). Dados s inteiro e q
natural não-nulo, C(s, q) ⊂ K(s, q), onde K(s, q) é como em (2.11)
e C(s, q) é um compacto conexo que separa o cilindro. Definamos
agora, para cada x ∈ S1, as seguintes funções:

µ−(x) = min{π2(z) : z ∈ K(s, q) e π1(z) = x}
e

µ+(x) = max{π2(z) : z ∈ K(s, q) e π1(z) = x}
(4.5)

Podemos associar funções análogas a f q(K(s, q)) :

ν−(x) = min{π2(z) : z ∈ f q(K(s, q)) e π1(z) = x}
e

ν+(x) = max{π2(z) : z ∈ f q(K(s, q)) e π1(z) = x}
(4.6)

Um corolário trivial da proposição 19 é o seguinte:

Corolário 7. f q(x, µ−(x)) = (x, ν+(x)) e f q(x, µ+(x)) = (x, ν−(x)).

O corolário acima, juntamente com o próximo resultado são um
exemplo da enorme rigidez que a condição de twist acarreta.

Lema 30. Para todo x ∈ S1, (x, µ±(x)) ∈ C(s, q).

Demonstração. É uma consequência trivial do corolário 7 juntamente
com o fato de C(s, q)c ter pelo menos duas componentes conexas,
uma contendo o fim inferior do cilindro, denotada por U, e a outra
contendo o fim superior, V . No caso de, por exemplo (x, µ−(x)) /∈
C(s, q), então (x, µ−(x)) ∈ U, o que implica que (x, ν+(x)) =
f q(x, µ−(x)) ∈ f q(U), absurdo. O outro caso é análogo.

�

O lema que se segue é a base da prova do teorema 22.
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Lema 31. Dada f̃ ∈ Dehn twist, tal que f é exata e não tem curvas
rotacionais invariantes, existe z̃ = (x̃, ỹ) ∈ [0, 1]2, tal que f̃ q(z̃) =
z̃ + (s, des), para algum q ∈ IN∗, s ∈ ZZ e des > 2.

Demonstração. Inicialmente, vamos tomar constantes K > 0, a > 0
e b > 0 tais que para todo z̃ ∈ IR2 valem as seguintes desigualdades:

• π2 ◦ f̃(z̃) − π2(z̃) > −a

• ∂ỹf̃x(z̃) > K

•
∣∣∣∂x̃f̃x(z̃)

∣∣∣ < b

Com f̃ não possui C.R.I.’s, por um argumento análogo ao da
prova do lema 28, existe w̃ = (x̃′, ỹ′) ∈ [0, 1]2 tal que π2 ◦ f̃N (w̃) >
4 + a+ 2+b

K , para algum N > 1.
Seja r =

{
(x̃, ỹ) ∈ [0, 1]2 : x̃ = x̃′

}

Definindo agora:

C.H.Max(f̃n(r)) = sup
a,b∈[0,1]

∣∣∣π1 ◦ f̃n(x̃′, a) − π1 ◦ f̃n(x̃′, b)
∣∣∣ (4.7)

Fica claro que

C.H.Max(f̃n(r)) ≥
∣∣∣π1 ◦ f̃n(x̃′, 0) − π1 ◦ f̃n(x̃′, 1)

∣∣∣ = n. (4.8)

Logo para todo n > 1, existe pelo menos um inteiro s tal que

x̃′ + s ∈ π1

(
f̃n(r)

)
.

A prova será feita agora, por contradição. Assim vamos supor
que, ∀ z̃ ∈ r, tal que

π1 ◦ f̃n(z̃) = x̃′ (mod 1), para algum n > 0, (4.9)

então

π2 ◦ f̃n(z̃) < 4 (4.10)

Seja agora w̃1 ∈ r, tal que:
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π2 ◦ f̃N(w̃1) = 4 + a
e,

∀ z̃ ∈ { segmento de r entre w̃ e w̃1} ,
π2 ◦ f̃N(z̃) > 4 + a

É claro que tal w̃1 existe, pois, como já foi dito, existe pelo menos

um inteiro s tal que x̃′ + s ∈ π1

(
f̃N (r)

)
. E de (4.9) e (4.10), f̃N (r)

cruza a reta l dada por:

l = {(x̃, 4 + a), com x̃ ∈ IR}

Definindo agora I = {intervalo de extremos π2(w̃) e π2(w̃1)},
temos (também de (4.9) e (4.10)):

sup
ỹ1,ỹ2∈I

∣∣∣π1 ◦ f̃N (x̃′, ỹ1) − π1 ◦ f̃N(x̃′, ỹ2)
∣∣∣ < 1

Seja agora γN : I → IR2 a seguinte curva :

γN (t) = f̃N (x̃′, t), com t ∈ I

Então temos:

π2 ◦ γN (π2(w̃)) − π2 ◦ γN (π2(w̃1)) >
(2 + b)

K

Agora vamos observar que:

Proposição 20. Seguindo a notação anterior, dada uma curva γ :
J = [a, b] → IR2, tal que :

sup
t,s∈J

|π1 ◦ γ(t) − π1 ◦ γ(s)| < 1 (4.11)

|π2 ◦ γ(b) − π2 ◦ γ(a)| >
(2 + b)

K
(4.12)

Então, existe s inteiro tal que x̃′ + s ∈ π1 ◦ f̃(γ(J)).
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Demonstração.

supt,s∈J

∣∣∣π1 ◦ f̃(γ(t)) − π1 ◦ f̃(γ(s))
∣∣∣ =

= supt,s∈J

∣∣∣f̃x(γ(t)) − f̃x(γ(s))
∣∣∣ ≥

∣∣∣f̃x(γ(a)) − f̃x(γ(b))
∣∣∣ ≥

≥ −b+K. (2+b)K = 2

Assim, a proposição está provada.
�

É claro que, γN (t) satisfaz as hipóteses da proposição (20), por

construção. Assim, existe s inteiro tal que x̃′ + s ∈ π1 ◦ f̃(γN (I)) =

π1 ◦ f̃N+1(x̃′, I).
Por outro lado, como

inf
t∈I

π2 ◦ γN (t) = π2 ◦ γN (π2(w̃1)) = 4 + a,

da escolha de a > 0 temos:

inf
t∈I

π2 ◦ f̃(γN (t)) > 4

Assim, está provado que existe t∗ ∈ I e z̃∗ = (x̃′, t∗) ∈ r, tal que:

π1 ◦ f̃N+1(z̃∗) = x̃′ (mod 1)

π2 ◦ f̃N+1(z̃∗) > 4

O que contradiz (4.9) e (4.10) e portanto conclui a prova.
�

Observação :
• É claro que uma demonstração análoga nos dá que existe w̃ =

(x̃, ỹ) ∈ [0, 1]2, tal que f̃ q(w̃) = w̃ + (s, des), para algum q ∈ IN∗,
s ∈ ZZ e des < −2.

Já estamos prontos para provar o teorema 22.

Demonstração. (do teorema 22)
A demonstração pode ser dividida em 2 casos:
i) 0 < p/q < ρ+ ii) ρ− < p/q < 0
Como os 2 casos são análogos, analisaremos apenas o i).
Já que f : C → C é exata e não possui ćırculos rotacionais in-

variantes, pelo lema 31, existe z̃ = (x̃, ỹ) ∈ [0, 1]2, tal que f̃ q(z̃) =
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z̃ + (s, des), para algum q ∈ IN∗, s ∈ ZZ e des > 2. Assim, a z̃ corres-
ponde um ponto z = (x, y) ∈ K(s, q) ⊂ C. Pela definição das funções
µ± e ν±, ver (4.5) e (4.6), temos que ν+(x) − µ−(x) ≥ des > 2.

Por outro lado, como f é exata, ela satisfaz a propriedade PIC.
Agora basta notar que:

• (x, µ−(x)) ∈ C(s, q), pelo lema 30

• pela prova do teorema 10, existe zs ∈ C(s, q) tal que f q(zs) = zs

• C(s, q) é conexo

Das 3 propriedades acima, segue que a função π2◦f q(•)−π2(•)−1
se anula em pelo menos um ponto de C(s, q), digamos z1. Mas então
f q(z1) = z1 + (0, 1).

Vamos agora provar a segunda parte do teorema. Suponhamos
que existe w ∈ C tal que

lim
n→∞

π2 ◦ fn(w) − π2(w)

n
= ω > 0. (4.13)

Seja 0 < p/q < ω. Suponha que H(•) = π2 ◦ f q(•) − π2(•) −
p |C(0,q)< 0. Como acima, existe z0 ∈ C(0, q) tal que f q(z0) = z0,
Assim caso H não se anule em C(0, q), como H(z0) = −p < 0 e
C(0, q) é conexo, H deve ser negativa em todo ponto de C(0, q).

Assim, para todo x ∈ S1, ν+(x) < µ−(x) + p. Como C(0, q) é
fechado, existe uma função cont́ınua θ : S1 → IR tal que o seu gráfico
separa f q(C(0, q)) de C(0, q)+(0, p), em outras palavras, f q(C(0, q))
está abaixo do seu gráfico e C(0, q) + (0, p) está acima.

Vamos chamar de U a componente conexa de (gráfico(θ))
c

que
contém o fim inferior do cilindro. Por construção, (f q(U) − (0, p)) ⊂
U. Mas isto implica que

lim sup
n→∞

π2 ◦ fn(r) − π2(r)

n
≤ p/q, para todo r ∈ C,

o que contradiz (4.13). Assim H se anula e o teorema está provado.
�
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