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INTRODUCTION

Dans [2] H. Poincaré reprend un travail de M. Fuchs (voir [1]) et étudie les
équations différentielles implicites de la forme

@ Flxyy’)=0,
avec Fe([x,y,z] un polynéme de la forme

F(x,y,2)=cy(x,y)z" +¢ )z™ e, (), m21, cy(x,y) 20,
tel que I’ensemble des x=a ou il existe des solutions locales posseédant un point
de ramification est fini: dans le langage classique on se refére a cette situation en
disant qu’il n’y a pas de singularité mobile; nous dirons dans ce cas que (i) est
dans la classe de Fuchs. Poincaré définit le gemre de (i) et classifie
birationnellement ces équations en fonction de celui-ci.

Le but de cette monographie est d’abord de reécrire [2] dans un langage plus
moderne et rigureux en sorte de comprendre les équations dans la classe de
Fuchs en termes de feuilletages analytiques sur des surfaces complexes;
deuxiémement et & partir de ce nouveau contexte, de donner des définitions
précises et des démonstrations completes, de corriger quelques erreurs et de
démontrer quelques affirmations dans [2] qui s’y trouvent sans preuve;
finalement, et en poussant un peu plus loin les idées de Poincaré, d’obtenir
quelques résultats nouveaux: en effet, on constate qu’il est possible de
comprendre la situation de Poincaré comme un cas particulier d’une construction
plus générale qui donne, en plus, des nouvelles intuitions sur les feuilletages de
type Riccati. Pour atteindre cet objectif on se servi aussi de [3, chap. XIII] ou on
expose des résultats de [1] et [2].

Afin que notre travail puisse étre lu aussi par des éventuels étudiants intéressés
dans ce sujet, nous avons fait un effort, d’une part pour que notre texte soit
essentiellement auto-contenu, et, d’autre part, pour que les téchniques utilisés
soient les plus élémentaires que possibles. Plus precisément, on a inclus, a la fin
du livre, un annexe contenant une petite introduction a I’étude des feuilletages
analytiques qui sert surtout a fixer les notations utilisées dans le tout et a évoquer
certains des résultats qu’on utilisera par la suite, ce qui aidera principalement les
non-spécialistes; on supposera pourtant que le lecteur est familiarisé avec les
notions et résultats fondamentaux de la géométrie algébrique et des plusieurs
variables complexes, qui se trouvent d’ailleurs dans la plupart des livres sur ces
sujets et dont on donnera des références précises.

Le texte est divisé en quatre chapitres, numérotés I, II, III et IV et dont le
contenu est détaillé ci-dessous.
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Dans le chapitre I on donne d’abord une définition de solution locale qui
contemple le cas des “‘solutions ramifiées’” et on utilise le théoréme de la
séparatrice de Camacho-Sad ([5]) et une généralisation du théoréme des
fonctions implicites pour établir un théoréme d’existence pour I’équation (i};
puis on caractérise le fait que I’équation (i) est dans la classe de Fuchs ou (ce qui
généralise cette notion) est dans la classe de Fuchs faible; ce dernier concept a
été défini par Bruno Scardua.

Finalement, on introduit une notion d’intégrale premiére rationnelle pour
I’équation (i) qu’on caractérise de plusieurs mani€res.

Comme exemple d’application de la caractérisation de la classe de Fuchs, on
étudie le cas de I’équation dite binomiale, c’est-a-dire, le cas ou le polyndme
F(x,y,z) est irréductible et de la forme

Fxy,z)=z" = P(x,y).

C’est dans le chapitre II qu’on se détache du contexte de Poincaré et on se place
dans un autre plus général: on considére des équations de la forme

L. P(x,y,z)dx—Q(x,y,z)a’y=O
@) F(x,y,2)=0

ou P,QeClx,y,z] sont premiers entre eux et tels que F ne divise pas Q. Cela
correspond a étudier le feuilletage défini par la forme holomorphe w= Pdx+Qdy
sur la surface d’équation F(x,y,z) =0; le cas oul P=z, Q=1 correspond exactement
au cas de I’équation (i). On étend les notions de solution, solution ramifiée,
intégrale premiére rationnelle, classe de Fuchs, etc, pour ce type d’équation.

On montre d’abord que I’étude de I’équation ci-dessus correspond en-dehors
des singularités de la surface F(x,y,z) =0, a I’étude d’un feuilletage analytique
sur une fibration 4 :X—B ou X est une désingularisation d’une compactification
de cette surface et B est une surface de Riemman qui est un revétement ramifié
de la droite projective avec un nombre de feuilles égal au nombre de
composantes de la courbe F(a,y,z) =0, pour a générique; on définit le genre de
I’équation différentielle comme étant le genre de la fibre générique de 4. Puis on
dit que le feuilletage est de Riccati par rapport a 4 si les fibres génériques sont
transverses au feuilletage et on montre que I’équation est dans la classe de Fuchs
si et seulement si le feuilletage associé est de Riccati par rapport a h. Apres, on
utilise le théoréme de Jouanoulou sur I’existence d’intégrale premiére rationnelle
([6]) pour démontrer un analogue de celui-ci, dans le cas de notre équation
différentielle. Finalement, on donne une preuve simple du fait qu’il n’existe pas
de singularité essentielle mobile.

Les chapitres III et IV sont consacrés a la classification birationnelle des
équations de Fuchs: dans le premier on traite les cas de genre 0 et genre plus
grand que 1 et dans le deuxiéme le cas elliptique. D’apres les résultats des
chapitres precédents, cela revient a classifier les feuilletages de Riccati par
rapport & une fibration avec fibre générique de genre 0, plus grand que 1 et 1
respectivement.



Pour le cas de genre 0 on montre que, quitte a faire un changement de
variables, on peut réduire I’équation de départ a une équation de Riccati avec des
coefficients des fonctions algébriques de x: 1’outil essentiel ici est le théoréme de
Noether-Enriques [11, chap.IIl]. Pour le cas de genre plus grand que 1, on
montre que 1’équation différentielle possede une intégrale premiére rationnelle:
dans ce cas, l'utilisation des variétés hyperboliques permet d’une part de
simplifier considérablement la preuve de Poincaré, et d’autre part d’obtenir un
résultat un peu plus général. Cela a été repris et développé par Bruno Scardua
dans un contexte plus général ([18]).

Enfin, dans le cas de genre 1 on montre que 1’équation différentielle se rameéne
a une équation a variables séparées qui dépend des données d’une courbe
elliptique attachée naturellement a 1’équation donnée: ici on démontre un
analogue du théoréme de Noether-Enriques pour le cas des fibrations elliptiques
de module constant ce qui nous permet de reutiliser les idées introduites dans le
cas de genre 0.

Les sujets développés ici sont traités algébriquement dans [23].

Cette monographie fait partie d’un plan de travail qui nous a été proposé par
Etienne Ghys & qui nous exprimons ici toute notre reconnaissance pour ses
orientations et encouragements.

Ivan Pan Marcos Sebastiani

Instituto de Matematica-UFRGS Instituto de Matematica-UFRGS
Av. Bento Gongalves, 9500 Av. Bento Gongalves, 9500
91501-970 Porto Alegre/RS 91501-970 Porto Alegre/RS

e-mail: pan@mat.ufrgs.br
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

1) Conventions:

Dans ce travail, toutes les variétés algébriques et les espaces analytiques sont
considérées sur le corps C des nombres complexes; on entend par surface un
espace analytique de dimension 2 et par surface de Riemann un espace
analytique de dimension 1 qui est régulier (ou lisse) et connexe.

On dira pour aeC générique, pour signifier pour tout a complexe sauf un
nombre fini. Plus généralement la notion de générique sera toujours utilisée au
sens algébrique.

Avec la seule exception trouvée dans 1’annexe, ou on introduit la topologie
fine associée avec un feuilletage, on utilisera des fois la topologie transcendente,
des fois la topologie de Zariski ; pour la derniére on parviendra toujour le lecteur
lors de son utilisation tandis que la premiére sera utilisée sans aucun
commentaire.

2) Notations:

m(X,p) : le groupe fondamental de I’espace topologique X centré en p.

deg.H : le degré du polyndme H en la variable z.

F.: ladérivée de F par rapport a z.

(X.p) : ’espace topologique X pointé en p.

Sing W . I’ensemble des points singulier de |’espace analytique W.
poids H : le poids du germe de polynéme H.

pgcd(4, B) : le plus grand commun diviseur des polynémes A et B.

AP,Q) : le feuilletage associé a la forme différentielle Pdx+Qdy sur la
surface d’équation F(x,y,z)=0.

C(W) : le corps de fonctions méromorphes sur I’espace analytique .



T,(W) : I'espace tangent a | ’espace analytique ¥ en le point régulier pe .

dh(p) : différentielle d’une aplication analytique en le point p.

a(p) : valeur, comme application linéaire, de la forme différentielle w en
le point p.

Ker T : noyau de I’application linéaire 7.
K/L : P’extension des corps LcK.
[K:L] : le degré de I’extension de corps K/L

w Arw’ . produit exterieur de deux formes différentielles.

D(3,3°) : diviseur de tangence entre les feuilletages Fet 7.

vii






Chapitre I - L’EQUATION POLYNOMIALE F(x,y,y")=0.

1. Introduction. Soit FeC[xyz] un polynéme irréductible et qui dépend
effectivement de z . Ecrivons:

m=1

+e (0, )z" +.4c,(x,y), m=z1, c,(x,y)=0.

m

n

F(xay7z) = co(xa)’)z

Désignons par DeClx,y] le discriminant de ce polynéme en z, c’est-a-dire

celui obtenu par élimination de z entre F e sa dérivée partielle par rapport a z ;

notons AcC® ’ensemble d’équation D(x,y) =0 , appelé le lieu discriminant.
Nous allons étudier localement I’équation différentielle

(1) FlxyyH=0.
Dans ce chapitre, nous ferons toujours référence a cette équation.

Cet exposé suit, en partie, I’exposé des résultats de Fuchs [1] et Poincaré [2]
donné par Ince dans [3], mais nous donnons des énnoncés précis et des
démonstrations complétes. Ince corrige et complémente Poincaré. En particulier,
I’affirmation 3éme de la page 6 de [2] est fausse en I’absence de ramification
(voir I’exemple (4.14) ci-dessous).

La notion de classe de Fuchs faible est due & Bruno Scéardua (voir (4.3) et
(4.15)).

Il faut d’abord donner un sens a I’expression: '‘solution au voisinage de
acC . En premiére acception, ce serait une fonction analytique y = y(x) au
voisinage de a qui satisfait I’équation. Définie de cette maniére, cette notion
demeure assez restreinte; plus precisément, on voudrait pouvoir dire d’une part
que y = ¥ est une solution de 2yy’'— 1 = 0 au voisinage de 0 pour contempler
le cas des ““solutions multiformes’’, et d’autre part que y = 1/x est une solution
de y’+)* =0 au voisinage de 0 pour faire autant avec des "solutions passant
par I’infini”". Il est naturel, alors, d’introduire la notion suivante.

(1.1) DEFINITION.- Une solution locale en aeC est un couple de fonctions
définies au voisinage de 0eC :x = a(t), y = f{t) oit oft) est analytique el
A1) est analytique en dehors de 0 pouvant avoir, au plus, un pole en 0 et
telles que:

a(0) = a, "a non-constante et Fla(t), (1), (t)/a’(1)) =0 si t=0.



Si 0)=beC U{x}, ondit que le couple est une solution par (a,b).

Un changement analytique de parametre ¢ = #(s) avec #0)=0 et #(s) non-
constante, produit une autre solution et on dira que ces deux solutions sofit
équivalentes. 11 est clair que toute solution est équivalente a une solution du
type: x=a+ My =) . Sichaque terme non-nul de la série de Laurent de
A1) aun exposant multiple de M , alors on peut prendre A =1 et la solution
peut s’écrire  y=y(x). Dans ce cas, on dit que la solution est uniforme. Dans le
cas contraire, on dira que elle est ramifiée.

On notera:

P a)=limmefu{oo}
da =0 ' (1)

(cette valeur est invariante par équivalence). On appelera cette valeur la pente
de la solution. Une solution uniforme de pente finie sera appélée réguliére
(comme on verra dans (3.13) cela équivaut a dire que c’est une solution
uniforme par (a,b) avec beC).

La raison pour ne pas admettre de singularité essentielle de [(f) est qu’on
s’intéresse aux solutions analytiques; c’est a dire, possédant une relation
analytique entre (1) et A(f) au voisinage de (a,b) . (Voir, pourtant, II§5).

En général, on n’a ni existence ni unicité (a équivalence pres) de solutions
locales par (a,b) .

(1.2) EXEMPLE.- a) xy’— 1=0. Il n’existe pas de solution locale par (0,0) .
b) yy'—x=0.1ly adeux solutions non-équivalentes par (0,0) .

¢) xy ' —2y=0.Toutes les solutions y = ax’ passent par (0,0) avec pente 0.
d) x’y’+y=0.Laseule solution localeen 0 est y =0, a équivalence pres.

(1.3) PROPOSITION.- Supposons que a,b,ceC, Fla,bc)=0, F.abc)=0.
Alors, il existe une solution réguliéere par (a,b) de pente c. En plus, toule
solution par (a,b) de pente c¢ est équivalente a celle-la.

Preuve. Soit z = flx,y) analytique au voisinage de (a,b) telle que fla,b) =c,
implicite dans F{(x,y,2)=0 .

La premiére assertion découle du théoreme d’existence appliqué a I’équation
explicite y'=fx.y) .
Pour la deuxiéme, supposons que x = «(f) , y = f(f) définissent une solution
par (ab) de pente ¢ et considérons le systeme différentiel:

E oy Yo
—=a() o =d(0f(x.y)



au voisinage de (0,a,b) . Alors x = a(t), y = S(f) en est une solution avec
a0)=a et fO)=b.
D’autre part, il existe y = g(x) , analytique au voisinage de a, telle que
g =flxglx) et g@a=5b.
Alors, x = a(f), y = g(a(t)) est aussi une solution du systéme qui passe par
(0,a,6) . Donc, Af) = g(a(t)) . Alors x = o) , y = B(f) est une solution
équivalente a x =a +1, y = g(a+1) .[]

(1.4) COROLLAIRE.- Si (a, el , coa, b) # 0 et D(ab)+0 alors il existe
exactement m solutions par (a,b) (a équivalence prés) et elles sont toutes
réguliéres.

Preuve. Si x = a(f), y = f(t) estune solution par (a,b), alors

ap
a®

est une racine de 1’équation F(a,b,z)= 0 .[]

Cela résout le probleme de I’existence et du nombre de solutions locales par

(a,b) quand ce point appartient a I’ouvert de Zariski de C* défini par:
co(x,)D(x,y) = 0.

Nous n’avons pas d’exemple de non-existence de solution par (a,b) dans le
cas co(a,b) # 0 et D(ab) = 0 . Nous verrons au §3 du chapitre II que ce
probléme est en rapport avec le probleéme de I’existence de séparatrices locales
pour un champ de vecteurs dans une surface, au voisinage d’un point singulier
de la surface [4] .

Pour étudier le probléme de I’existence et de la ramification des solutions dans
des conditions plus générales, nous avons besoin du théoréme généralisé des
fonctions implicites, qui revient a construir des paramétrisations locales de la
surface F(x,y,z) = 0 au voisinage d’un point (a,b,c) pour a générique et
(a,b)eA .

2.- Le théoréme généralisé des fonctions implicites. Si peC" , I’anneau local
de C" en p est, par définition, I’anneau des germes de fonctions holomorphes au
voisinage de p.

Pour étudier ’existence de solutions en-dehors du lieu discriminant, on s’est
servi du théoréme des fonctions implicites combiné avec le théoréme d’existence
et unicité des equations différentielles (explicites). Pour I’étude correspondant
en des points de A, on va remplacer le premier résultat par sa “version
généralisée” et le deuxiéme par le théoréme d’existence de séparatrice locale de
Camacho-Sad.

(V)



Nous allons considérer le théoréme généralisé des fonctions implicites sous la
forme suivante:

(2.1) THEOREME.- Soit q = (a,b)eA . Supposons que le polynome F(a,b.z)
n’est pas nul et qu'il existe ceC tel que F(ab,c) =0 . Supposons aussi qu'au
voisinage de q, A est le graphe d'une fonction y = n(x) analytique au
voisinage de a ( n(a)=b ). Alors, pour chaque facteur irréductible H de F
dans I'anneau local de C° en p = (ab,c) il existe un entier k, m2k>0, et une
fonction z =fx,v) analytique au voisinage de (a,0) tels que: a) I'équation en
z: H(x,yz)=0 posséde, au voisinage de c, exactement k racines différentes
pour tout (x,y) au voisinage de q avec y# n(x);
b) fa0)=c;
c) H(x, n(x) + VEAx,v)) =0 au voisinage de (a,0) ;
disi p(t) = (a(t),[1), A))eC®  est holomorphe, avec of) non-constante, au
voisinage de 0eC, p(0)=p et H(p(f)) =0 alors, il existe v(t) holomorphe au
voisinage de 0eC telle que v(0)=0, ,B(t)—n(a(t))-v(t) et

A =Rat), (1)) .
e) Si u est une racine primitive k- éme de l'unité et v=0 alors,

fxvy, fox w) ..., fix ;/‘"v)

sont tous différents.

Preuve. Soit X le germe d’ensemble analytique irréductible défini par H = 0
au voisinage de p . Considérons I’application locale:

7 (Xp) = (Chg) , mxyz)=(xy).

Alors 7 est finie; donc, propre et ouverte. Soit k le degré de 7 . Comme
O0F/0z ne s’annulle pas sur X — n"(A) ,

m:X-7'(A)> U~ A
est un revétement fini non-ramifié¢ connexe d’ordre &k, ou U, estun V01smage
convenable de ¢ qu’on peut supposer de la forme:

U,={(x,y)|x—al<e|y-n(x)l<e}, €>0
En particulier, le groupe fondamental m(U, — A)de U, — A est isomorphe a
Z . Soit
PP U, , plxv)=(xnx) +v) ou:

={(x,v):|x—al<e&lvi '{/;}.
Alors,
p:P-{v=0} >U,-A

est un revétement fini connexe non-ramifié d’ordre k. Comme m(U,—A)=Z,
il existe un difféomorphisme analytique:

@ P-{v0} > X- 7(A)



tel que o(u) = () pour tout ue P — {v=0}. On voit tout de suite que ¢ se
prolonge a une application analytique ¢: P — C telle que
AP)c X, {(v=0}"P)= 71" (A).
On définit la fonction cherchée z = flx,v) par:
Pxv) = () + Vi)
Les conditions (a),(b),(c),(e) sont immédiatement vérifiées. Pour prouver (d)
supposons, d’abord, que A(f) = n(a(t)) . On prend v(#) =0 . Si
A0 # fladh),v(1))

alors p(f) et (a®),f(0)f(a),0)) seraient deux courbes différentes par p
contenues dans 77 '(A) = ({v=0}"P) , ce qui est absurde.

Supposons, maintenant, que S(f) # n(a(f)) . Alors, p(H)e X — 7HA) si t£0.
Appliquant @' on voit qu’il existe r(f)eP holomorphe au voisinage de 0eC
telle que 7(0) = (a,0) et @(r{r)) = p(t) . Soit r(r) = (a(D),¥(r)) . Comme

or(1) = (). (0) + v(1)' L) v(1)))

on obtient les égalités voulues.[]

plojestion

Figora L1

Un anneau d’intégrité 4, avec corps de fractions disons K, est dit factoriel
lorsque tout élément dans 4 qui n’est ni zéro ni inversible peut s’écrire comme
un produit d’éléments irréductibles de fagcon unique a permutation des facteurs
prés. Dans ce cas, pour un polyndme monique F(z)eA[z], tout facteur
irréductible monique P(z) de F(z) dans K[z] a ses coefficients dans 4 (voir [16,

chap. V, § 6)]).



Un résultat bien connu (voir [9, vol. II, A 7]) montre que ’anneau local de C"
en un point p est un anneau factoriel.

(2.2) PROPOSITION.- Dans les mémes hypothéses et avec les mémes notations
du théoréme (2.1), supposons, en plus, que co(a,b) =0 . Soit A [’anneau local
de C* en q et soit K son corps de fractions. Soit B I'anneau local de C en
p . Alors, les facteurs irréductibles moniques de F comme éléments de
l'anneau Kl[z] ont leurs coeffcients dans A . Si H(x,y,z) est un tel facteur et
H(a,b,c) =0 alors H est un facteur irréductible de F comme élément de B ,
¢ est 'unique racine de H(a,bz)=0 et k=deg. H.

Preuve. La premiére assertion résulte du fait que 4 est un anneau factoriel.

Soit X une composante irréductible du germe d’ensemble analytique défini
par H = 0 au voisinage de p. Alors X = {G=0} ou G est un élément
irréductible de B de la forme ([9, vol. II A 4]):

n-1

Gx,y,z2)=z"+e(x,)z"" +..+e,(x,y), e;€ 4, 1<j<n, n>0.
Effectuons la division de polyndmes:

H=GQ+R, QReA[z].

Alors, RIX=0.Comme deg.R<n et que I’application locale
Xp) = (C9), (xy.2) > (xy)

est de degré n,onaque R=0.Donc, H=G , H estirréductible dans B et
deg.H = n . Nous avons vu, au cours de la preuve du théoréme (2.1) que k=n.
Donc, deg.-H = k. La multiplicité de ¢ comme racine de G(a,b,z) =0 est
n =k .Donc, ¢ est!’unique racine de H(a,b,2)=0.]]

(2.3) EXEMPLE - a) xz* -—y3 =0 auvoisinagede (g,0), a0 et ¢c=0.0n
a: nx)=0, k=2 , z=(1~xW.
b) x3z3—y=0 au voisinage de (a,0), a#0 et c=0. Ona:
nx)=0, k=3 , z={1/x)v.
¢) z2—x(y —x)*=0 au voisinage de (a,a), a#0 et c=0.0Ona:
2 —x(y —x) = (z - Vx(y —x)) (z + Vx(y —x)),

nx)y=x et k=1 pour chaque facteur.
Dans le résultat suivant, et plusieurs fois dans la suite de ce travail, nous
utiliserons la notion de fonction algébrique aussi bien que ses propriétés

fondamentales ; pour cela nous renvoyons le lecteur a [15, chap. §8].

(2.4) PROPOSITION.- Dans les mémes hypothéses et notations de (2.1) on a,
pour acC générique:

f(x,v)—r]‘(x)=iej(x)v’, rz0 avec e (a)#0



Preuve. Il n’y arien a démontrer si D(x,y) ne dépend pas de y . On supposera,
donc, que deg,D(x,y)>0 , ce qui entraine deg,F(x,y,2)>0 .

Comme la dérivée par rapport & x de la fonction algébrique de x définie par
D(x,)=0 est aussi une fonction algébrique, il existe P(x,))eC[x,y] tel que
deg,P>0 etquesi &x) est holomorphe et D(x, &x))=0 alors P(x, 6’(x))=0 .

Soit L le sous-ensemble analytique de €° défini par:

L = {F(x,y,2)=D(x,y)=0}U{F(x,y,2)=P(x,2)=0} .

Comme F dépend effectivement de y etde z, L est une courbe algébrique.
On supposera que a n’est pas dans I’image par la projection (x,),z)— x des
points singuliers de L . Alors, a est générique.

Si P(a,c)#0 alors P(a,fa0))=0.Donc, fa,0)# n'(a) etona r=0 et
eo(a) # 0 . Supposons P(a,c)=0. Alors p est un point non-singulier de [ . Par
absurde, supposons que ¢;=0 pour tout ; ou que e=0 et e a)=0 . Cela
implique que le germe d’ensemble défini au voisinage de (a,0)eC* par:

Sxv) - n'x)=0
n’est pas contenu dans {v=0} . L’image de ce germe par la transformation:
x=x , y=nx)+y z=flx,v)

n’est pas contenue, alors, dans {F(x,y,z)=D(x,y)=0} mais elle est contenue dans
L, puisque P(x,fx,v))=P(x,77'(x))=0 . Alors, le germe de L en p n’est pas
irréductible — contradiction.[]

(2.5) DEFINITION.- Dans les conditions de (2.1) et (2.4), [’entier non-négatif
r = poids H est le poids de H en p=(a,b,c).

Lorsqu’il n y aura pas lieu & confusion nous omitirons le point (a,b,c) et
parlerons tout simplement du poids de A.

(2.6) LEMME.- Dans les conditions de (2.1) et (2.4), pour acC générique,
poids H > 0 équivaut a que y = n(x) soit une solution par (a,b) de pente c .
En plus, dans ce cas ona H(x,n(x),17'(x))=0.

Preuve. Si poids H>0,onaque fix,0)=n'(x). Alors ¢=fla,0)=7'(a) et
H(x, n(x), 7°(x))=0 ce qui implique F(x, n(x), n’(x})=0 .
Supposons que y = n(x) est une solution par (a,b) de pente ¢ . Alors
Fx,n(x),n'(x))=0 et c=mnia).

11 suffit de prouver que H(x, 17(x), 77°(x))=0 . En effet, par (2.1)d on aura que
1’(x)=f(x,0) ce qui entraine poids >0 .

Si H(x, n(x), 7’(x))#0 il existe un facteur irréductible G de F dans I’anneau
local de € en p . non-associé¢ a H , tel que G(x, (x), 7'(x))=0. Soit z=g(x,v)
défini pour G comme z=f{x,v) pour H dans(2.1). Onaque 7'(x)=g(x0)
d’aprés (2.1)d.

Puisque a est générique, on peut supposer que p est un point non-singulier a
tangente non-verticale de la courbe F=F.=0 . Alors, cette courbe admet une
paramétrisation locale au voisinage de p de la forme: y=n(x), z=&x) .



Comme chaque point de I’ensemble G=H=0 est singulier dans la surface
F=0, cet ensemble est la courbe y=7(x), z=€&x) . Donc,
G(x, m(x), &x)) = Hx, n(x), Ax)) =0 .
Par (2.1)d on a que &x)=g(x,0)=7(x) , ce qui prouve H(x, 7(x), 7°(x))=0 .

3. Détermination des solutions. Soient ab,ceC tels que F(abc) = 0 .
Supposons que D(a,b) = 0, que le polyndme F(a,b,z) n’est pas nul et que A
admet une équation locale analytique y = 7(x) au voisinage de (a,b) ( 7(a)=b ).
D’aprés (2.1), la détermination des solutions locales par (a,b) de pente ¢ se
réduit a étudier, pour chaque facteur irréductible H de F dans I’anneau local
de C en (ab,c), les solutions par (a,0) d’une équation du type:

N av
v — = g(x,
; g(x,v)

ol g(x,v) est analytique au voisinage de (4,0) (au moyen du changement de la
variable dépendante: y = n(x) + v*). On a, dans les notations de (2.1):

N=k-1 e g=%(f(x,V)-r7‘(x))

En particulier, nous avons le théoréme d’existence suivant dont la preuve est une
application directe du lemme (3.2) plus bas.

3.D THEOREME.- Soit E(x,y) = 0 une équation minimale de A . Soient
a,beC tels que E(a,b)=0, Efab)+0 et quele polynome F(ab,z) ne soit
pas nul ; prenons ceC tel que F(ab,c) =0 . Alors, il existe une solution par
(a,b) de pente c.

(3.2) LEMME.- Considérons [ 'équation:

n dV
v —=g(x,v
e g(x,v)
o1 n21 est un entier et g est holomorphe au vosinage de (a,0), acC. Alors,

il existe des fonctions x = a(t) et v = [}f) holomorphes au voisinage de 0
telles que a(0)=a, P0)=0, a n'est pas constante et:

BO)" B'(0) = gla(®), pt)a'(t)

Preuve. Supposons g(x,0) # 0 . Considérons le systéme autonome:

da " apg
—_ = > - = a,
7 B " ga.p)
au voisinage de (a,0) . Par le théoréme de Camacho-Sad [5] il en existe une



solution locale (séparatrice) non-constante x = o(f) , y = f(¥) de ce systéme
telle que «(0) = a, A0)=0; en particulier & n’est pas constante. Si g(x,0)
=0 onprend a=a+t, f=0.[]

(3.3) EXEMPLE.- Si F =xz*>+2(xy + y)z +y* , alors:

Dixy) =22/ +1) . Exy) =y’ +1).
Donc, E(0,0) =0, Ey0,0) 20 mais F(0,0,z) = 0 . Il est facile de voir qu’il
n’existe pas de solution par (0,0) de pente 1 pour ce polyndme F'.

(3.4) COROLLAIRE.- Pour acC générique et pour tout b,ceC tels que
F(a b,c) =0, il existe une solution par (a,b) de pente c.

Preuve. Si E(a,b) # 0 on applique (1.3). Si E(a,b) =0 on applique (3.1).[]

(3.5) OBSERVATION.- Il est immédiat de voir que si co(a,b) = 0 il n’existe
pas de solution par (a,b) de pente oo . Pour étudier des telles solutions dans le
cas co(a,b) =0 on considére y comme nouvelle variable indépendante et on
étudie les solutions par (a,b) de pente 0 et x non-constant de I’équation:

m

o, )+ (L y)x'+.+c, (x, ()" =0

(3.6) OBSERVATION.- Pour étudier les solutions par (a,) on fait le
changement de variable dépendante y = 1/y; et , en éliminant les
dénominateurs, on obtient une équation du type

do(x,y))" +d, (e, y)3)" + et d,, (x,3) =0

de laquelle on étudie les solutions par (a,0) différentes de I’éventuelle solution
y1 = 0 (celle-ci correspondant a la *“solution”” y =0 de (1)).

(3.7) EXEMPLE. Considérons I’équation différentielle
(r=x)’ () +2y-x*)y+y’ =0

Un calcul direct montre que

D(x,y) =4x*(y-x2)(x* =2y) , E(x,y)=x(y-x>)(x" -2y)

Si a®#2b,d#b et a=0de(1.4) suit qu’il existe une solution par (a,b). Si
@ =2beta=0 il est de méme par (3.1). Si @ =b et a=0 il existe une
solution par (a,b) de pente o d’apres (3.5) et (3.1). Par (0,0) nous avons la

solution y = 0. D’apres (3.6) et (3.1), il existe solution par (a,») sia#0.



(3.8) THEOREME.- Soient acC générique et bceC tels que F(a,b,c)=0 et

D(a,b)=0. On a les assertions suivantes .

1) A admet une équation locale analytique y = 1(x) au voisinage de (a,b) ; -

2) si y = n(x) n’est pas solution par (a,b) ou si n’(a) # c alors il existe
exactement n solutions par (a,b) de pente c (a équivalence prés), ou n
est le nombre de facteurs irréductibles de F dans l’anneau local de C en
(a,b,c) .

Preuve. 11 est évident que I’assertion 1) est vérifiée pour a générique, ainsi que
la condition F(a,b,z)# 0 . D’aprés le début de ce paragraphe et (2.4), pour
chaque facteur irréductible H de F dans ’anneau local de C en (a,b,c) nous
devons considérer les solutions par (a,0) d’une équation de la forme

ot y= fv) =1 (x) = Se, ()’

J=r

ou les ¢; sont des fonctions analytiques au voisinage de a et e, (a) #0 .

L’hypothése de (2) implique » = 0, d’apres (2.6). Si k=1, on a existence et
unicité.

Soit k> 1 . 1l suffit de considérer v comme nouvelle variable indépendante et
nous avons, encore, existence et unicité, puisque v = 0 n’est pas solution de
pente ¢, car r=0.

Si n=1 iln’y a plus rien a démontrer. Si »>1, nous devons prouver que les
solutions correspondantes a des facteurs irréductibles non-associés ne sont pas
équivalentes ; notons G un tel facteur non-associé¢ a H .

Il est clair que F. s’annulle sur I’ensemble défini par

H(x,y,z2)=G(x,,2) =0,
parce que cet ensemble est constitué de points singuliers de la surface
F(x,y,2)=0.
Donc, y = n(x) sur cet ensemble.
Supposons que x = (), y = B(f) définissent une solution par (a,b) de pente
¢ telle que:
H(@0, 80,20 = 6(a). p). 28y =0
a'(h) a'(h)
Alors, A1) = n(a(t)) d’ou suit, par (2.1)d, que B'(t)/a’() = fa(t),0) . Donc,
n’(a(f)) = fa(1),0) , ce qui contredit I’hypothese de (2).[]

(3.9) COROLLAIRE.- Soient aeC générique et beC tels que co(ab) #0 et
D(a,b)=0. On a les assertions suivantes :

1) A admet une équation analytique locale y = 1(x) au voisinage de (a,b) .

2) Si y = n(x) n'est pas solution par (a,b) alors il existe n solutions par
(a,b), a équivalence prés, ou n est le nombre de facteurs irréductibles de F
dans K][z], avec K le corps de fractions de [’anneau local de C? en (ab).

Preuve. Suit de (3.8), (3.5) et (2.2).



(3.10) EXEMPLE.- a) x(»)* — 33 =0.8i a=0, laseule solution par (a,0) est

y=n{x)=0 (voir (2.3)a).

b) XY -y =0.8i a=0 il existe deux solutions (4 équivalence prés) par

(a,0) dont I'une est y=7(x)=0 (voir (2.3)b).

c) (y’)2 —x(y =x)*=0.Si a#0,ily adeux solutions (4 équivalence prés)

par (a,a) et y = r(x) n’est pas solution (voir (2.3)c).

d V=2 +1-x(y -x*=0.Si a#0, D(aa)=0 et laseule solution par
(a,a) est y = x, (a équivalence pres), tandis que F est le produit de deux
facteurs irréductibles non-associés dans K[z] .

(3.11) THEOREME.- On a les assertions suivantes :

(a) Pour aeC générique et pour b,ceC tels que F{(a,b,c)=0 il n’existe qu'un
nombre fini (G équivalence prés) de solutions par (a,b) de pente c.

(b) Pour aeC générique et pour tout beC il existe une solution par (a,b).

Preuve. (a) Si D(a,b)=0 il n’en existe qu’une d’aprés (1.3). Si D(a,b)=0 nous
devons considérer, comme au début de la preuve de (3.8), une equation du type

= e (v e (a) =0
Jj=r

pour chaque facteur irréductible de F" dans I’anneau local de C en (a,b,c). Si
k=1< r, on a une ou deux solutions (dans le deuxiéme cas v=0 est solution). Si
k—1> r on considére v comme nouvelle variable indépendante et on a la méme
chose.

(b) Pour aeC générique et pour beC tel que co(a,b)=0 il suffit d’appliquer
(3.4). Si co(a,b)=0 on peut supposer co(a,y)=0 pour a générique. Alors, par (3.4)
et (3.5) il existe une solution par (¢, b) de pente co.

Nous finirons ce paragraphe avec deux lemmes qui seront utiles plus tard.

(3.12) LEMME.- Soit aeC tel que c,(ay)=0.Alors, pour beC générique il
existe une solution x=ao(t), y =/Xt) par (a.b) de pente 0 telle que [Kt) n’est
pas constante.

Preuve. Pour beC générique, c,(x,h) # 0 . Cela implique que si x=o(f) ,
y=/Xr) est une solution par. (a,b) alors f(r) n’est pas constante. Il reste a
prouver I’existence d’une solution par (a.b) de pente 0 pour beC générique.

ler cas). D(ay)=0.Pour beC générique, D(a.b) =0 . Alors F(a,h,0)=0,
F-(a,b,0) =0 et il suffit d’appliquer (1.3).

2¢me cas). D(ay) =0 .Pour beC générique le polyndme F(a,b,z) n’est pas
nul et A est donné localement au voisinage de (a,b) par I’équation x=a . On



applique (2.1) en interchangeant x et y . Il en résulte qu’il existe &k > 1 et
z=flu,y) , holomorphe au voisinage de (0,b) , tels que:

f0,6)=0 et F(a+uk, yfuy))=0 auvoisinagede (0,0).

La solution y = g(u) telle que g(0)=>5, de ’équation

b _ddx

_ k-1
du dxdu_kf(u’y)u s

nous donne la solution x = a + «*, y = g(u) de F(xyy)=0, qui est une
solution par (a,b) de pente 0 .[]

(3.13) LEMME .- Toute solution par (a,b) , ou beC, de pente o, est ramifiée.
Preuve. Si

r

x=a+™ | y=b+Y bt* 1<r<M b, %0
k=r
est une solution par (a,b) de pente « , M ne divise pas 7.

(3.14) EXEMPLE.- Considérons I'équation (y)" + A(x,y) = 0, appelée
équation binomiale.
Nous supposerons
A@xy) =Pi(x,y) ... Pu(x.y)

ou les P; sont des polynémes irréductibles non-associés et aucun d’entr’eux
n’est indépendant de x . Alors le polyndme F(x,y.z) = 2" + A(xy) est
irréductible pas seulement dans C[x,y,z] mais aussi dans K[z] , ou K est le corps
de fractions de ’anneau local de C* en n’importe quel point de A : en effet, il
suffit d’appliquer le critére de Einsenstein, puisque D(x,y) = A(x,) .

Supposons que y = n(x) est une solution telle que D(x, 77(x)) = 0 . Alors,
77’(x)=0 . Donc n(x)=5b constante et A(x,b) = 0, contradiction.
De ce qui precéde et de (1.3), (2.2) et (3.8) on déduit que pour acC générique
et pour b,ceC tels que F(ab,c) =0, il existe une et une seule, a équivalence
pres, solution par (a,b) de pente c .

Supposons que FeR[x,y,z] et a,beR . Soit

x=a+i™ | y=p)=b+3 b1’
j=1
une solution par (a,b) de pente ceR . Alors
x=a+t" y=b+zb_jf'/=%
j=1

est aussi une solution par (a,b) de pente ¢ . Donc, elle est équivalente a la
premiére, d’aprés ce qui précéde. On voit tout de suite que cela implique qu’il
existe ¢eC tel que:



g" =1 et be'=b j=12,..

Soit &= 7" . Alors 7 = £1 . En plus, bjnjeR pour j=1,2.... En faisant
t=ns dans la premiére on obtient la solution analytique réelle:

x=axs" | y=b+> (bn')s’
j=1

Par exemple, par chaque point (a,a)eR* passe une solution analytique réelle
de (y")*+x—=0 qui a un point de rebroussement & tangente horizontale en (a,a)
(faire y=x+v* ).

4. La classe de Fuchs. Dans certains équations les solutions locales ramifiées
n’apparaissent que dans certains points fixes ; par exemple, les solutions locales
en aeC de I’équation

4x(y ) =1=0
ne sont pas ramifiées 4 moins que a = 0 . Par contre, dans d’autres cas, le point
ou se présente la ramification dépend de la solution (dans la littérature classsique
on se référe a cette situation en disant qu’on a des “singularités mobiles™) ; par
exemple, pour tout aeC |’équation

2y’ —1=0
possede la solution ramifiée par (4,0):

x=at!", y=t

(4.1) DEFINITION.- On dit que acC est un_point de ramification de I'équation
s'il existe une solution locale en a qui soit ramifiée.

(4.2) DEFINITION.- On dit que ['équation est dans la classe de Fuchs s’il
n'existe qu 'un nombre fini de points de ramification.

C’est-a-dire, ’équation est dans la classe de Fuchs si pour aeC générique,
toute solution locale en a est uniforme (méme les solutions par (a,20) s’il en
existe).

D’aprés (1.4) on sait que si a,beC et co(ab)D(a b)#0 alors toute solution
par (a,b) estuniforme.

(4.3) DEFINITION.- On dira que [ 'équation est dans la classe de Fuchs faible si
pour aeC générique et tout beC, toute solution par (a,b) est uniforme.

Cela veut dire que les éventuelles ramifications “mobiles” ne se présentent pas a
distance finie.

(4.4) EXEMPLE.- a) x(y')*—~)°=0. D’aprés (2.3)a et (3.6), pour aeC, a=0,
la seule solution par (a.0) est y=0 et il n’y a pas de solution ramifiée par
(a,). Cette équation est dans la classe de Fuchs.
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b) x*(y)’ —y =0 .D’aprés (2.3)b, cette équation n’est pas dans la classe de
Fuchs faible puisqu’elle a la solution ramifiée par (a,0), a=0.

3

x = ae? y=r

On vérifie qu’il n’existe pas de solution locale en a=0. Donc, pour cette
équation, I’ensemble des points de ramification est C—{0}.

¢) 2y’ +3°=0 estdans la classe de Fuchs faible mais elle n’est pas dans la
classe de Fuchs.

Dans ce qui suit on va chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour
que I’équation soit dans la classe de Fuchs.

(4.5) LEMME.- Pour aeC générique et pour beC tel que co(a,b)=0 et
D(a,b)=0,o0naque (a)=>(b) et (b)=(c):

a) toute solution par (a’,b’) est uniforme pour a’ au voisinage de a et
b'=n(a’).

b) poids H>deg. H -1

pour chaque facteur irréductible monique H de F dans K[z] , ou K estle
corps de fractions de 'anneau local de C* en (ab) (poids H est bien défini;
voir (2.2) et (2.5));

¢) toute solution par (a,b) est uniforme.

Preuve. 1) (a)=>(b). Soit D, un petit disque de centre a . Nous pouvons
supposer que toute solution locale par (a,b’) est uniforme si a’eD, et
b'=n(a’) et que A est défini localement, au voisinage de (aq,b) , par une
équation y = n(x) analytique dans D, avec b=rn(a) . En reprenant le début du
§3, pour chaque A on a une équation

. d , N j
R = [ = () = e, (v

ou les ¢; sont analytiques dans D,, avec efa’) # 0 pour tout a’'eD, (voir
(2.4)ou r=poids H et k=deg.H (Voir(2.1) et (2.2)).

On peut supposer que c¢o(a’b’) # 0 pour tout a’eD, ou b’ = na).
Supposons, par absurde, que k> r+1.

En prenant v comme nouvelle variable indépendante on est amené a une
équation de la forme

ﬂ:v"h(x,\i) R O<n=k-1-r<k-1
dv



ou & est holomorphe et jamais nulle dans D,xD, D étant un disque de centre
0 dans C . Soit a’eD, etsoit x = a(v) la solution de cette équation au
voisinage de 0 telle que a(0)=a’. Alors,
x=a() , y=nam) -+
est une solution locale par (a’,b’) de I’équation F(x,y,y)=0 ou b’=n(a’).
Donc, elle est uniforme (et de pente finie), ce qui veut dire qu’il existe y = ¢(x)
holomorphe au voisinage de a’ telle que
Ka)=b" et 7pla)+=ga®).
Alors: (¢ —n(a(v) = v
D’apreés (4.6) ci-dessous il existe un diviseur /> 1 de & tel que
alev)=a(v) ou g=e™
Comme «a(v) —a’ s’annulle en 0 avec multiplicité » + 1, [ divise n+1
(donc, divise r).
D’aprés (4.7) ci-dessous, h(x,ev) = h(x,v) . On en déduit que flx,ev) = flx,v)
puisque / divise r . Cela contredit (2.1)e.
2) (b)=(c). On commence comme dans 1) et on obsérve que quand r>k-1
I’équation

S dv
vt = jz:r:ej(x)v’

n’admet que les solutions v=0 (éventuellement) et une autre v=v(x)
analytique. Comme co(a,b) # 0, il n’y a pas de solution de pente oo par (a,b).
Cela montre que toute solution par (a,b) est uniforme.[]

(4.6) LEMME.- Soit u une fonction holomorphe au voisinage de 0eC felle
que u'(0) =0 . Soit a = u(0) et supposons qu'il existe un fonction w
holomorphe au voisinage de a telle que w(u(z)) = 2 o k>1. Alors, il existe
un diviseur I>1 de k tel que u(ez) =u(z) pour tout & racine [-éme de 1.

Preuve. Si z,z', au voisinage de 0, sont tels que u(z) = u(z’) , alors il existe &,
racine k-émede 1, telleque z'=6z. Soit z, > 0, z,#0 . Il existe z', 2z, ,
z,#0, z, = 0 avec u(z’y) = u(z,) , car u'(0)=0. Alors, z'’, = 6,2z, ou
(6,)'=1 et =1 .Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de racines k-émes de 1, on
peut supposer 6, = & constante. Alors u(z) — u(ez) =0 et & est une racine
primitive /-¢éme de 1 pourun />1 diviseur de & .[]

(4.7) LEMME.- Soit aeC et considérons ['équation différentielle

dw

d-
ot g est holomorphe au voisinage de (0.a) . Soit w = w(z,u) , holomorphe au
voisinage de (0,a), la solution telle que w(0u) = u . Supposons qu'il existe &
racine l-éme de 1 telle que w(ez,u) = w(z.,u) . Alors g(ez,w) =gz, w) .

Zg(zow) . 1>1
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Preuve. En dérivant nous avons

;—“Z”(ez, w)e = %f(zuL

ce qui entraine
g(ez, w(z,u)) = g(z,w(z,u)).
Pour finir la preuve on observe que I’application locale
(C*(0,0)) > (C(0,a)), (zu) > (zw(zu))

est surjective: en effet, puisque w(0,u) = u, nous avons w,(0,a) = 1 et donc le
jacobien de I’application est non nul en (0,a).[]

OBSERVATION. Si poids H < deg. H — 1, le lemme (4.5) implique 1’existence
d’une suite (eventuellement constante) de points de ramification de I’équation
(1), qui tend vers a.

(4.8) PROPOSITION.- Si I'équation est dans la classe de Fuchs faible, alors
co(x,y) ne dépend pasde y.

Preuve. Supposons que co(x,y) dépend effectivement de y . Nous allons
montrer que pour aeC générique et pour un beC convenable, il existe une
solution par (a,b) de pente oo . 1l suffira, alors, d’appliquer (3.13).

Soit L = C* la courbe algébrique définie par co(x,y) =0 . Alors L contient
une composante irréductible M qui n’est pas une droite verticale.
Cas 1). M n’est pas une droite horizontale. En procédent comme dans (3.5) on
considére 1’équation:

m

co(x,y)+e (x,y)x+...+c,(x,y)x)" =0

Pour beC générique on peut assumer que: a) b appartient a I'image de M
par la projection (x,y) — y mais pas & I’image de Sing L et b) si (a,b)eM il
existe une solution par (a,b) de pente 0 de cette équation 1a (voir (3.4)). Si
cette solution était x=a on aurait co(a,y)=0 . Mais alors {x=a}c L et (a,b)
serait un point singulier de L ; contradiction. Donc, cette solution nous donne
une solution de F(x,y,y’) =0 par (a,b) de pente co . L’affirmation de plus haut
en résulte tout de suite.
Cas 2). M est une droite horizontale. On fait de méme que dans le premier cas
et on applique (3.12).[]

(4.9) PROPOSITION.- Si ['équation est dans la classe de Fuchs alors

degycx(x,y) <2k ( k=0,1,...m ).



Preuve. Nous avons déja prouvé dans (4.8) que co(x,y)=co(x) . Soit:
sg=degyci(x,y) pour k=0.1,..m.
En faisant y = 1/y; on obtient I’équation:

m m-1
Co (x)(— y—’zj +¢ (x,—l—)(— y—‘,J +...+c, (x,-l—) =0
N Y Y 3
Soit N = supy(sy+2m—2k) . En multipliant par ()" cette équation on obtient
une équation du type Fi(x,y1,y1’) =0 ou

F(x,y,,2,)=dy(x, )z +d,(x,¥, Yz d, ()
est un polynéme irréductible. Toute solution ramifiée par (a,0) de
Fi(x,y1,y1”) =0 donne lieu a une solution ramifiée par (a,«) de F(x,y.y)=0.
Si s¢ > 2k pour quelque k& alors N> 2m , ce qui entraine dy(x,0)=0 . Par
(3.5) et (3.12) on sait qu’il existe, pour aeC générique, une solution par (a,0)
de pente o de Fi(x,yi,y1’) = 0. D’apres (3.13), cette solution est ramifiée.
Donc, I’équation F(x,,y’) =0 n’est pas dans la classe de Fuchs.[]

Les quatre résultats qui suivent résument les renseignements refférents a
I’équation (1) obtenus jusqu’au moment.

(4.10) THEOREME.- L équation est dans la classe de Fuchs faible si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

A) co(x,y) ne dépend que de x ;

B) pour aeC générique et beC tel que D(a,b)=0 ona:

poids H > deg.H -1

pour tout facteur irréductible monique H de F dans K[z],ou K est le corps
de fractions de I'anneau local de C en (ah).

Preuve. Si I’équation est dans la classe de Fuchs faible, alors A) résulte de (4.8)
et (4.5).

Supposons vérifiées A) et B). Pour aeC générique, co(a)=0.

Si beC et D(a,b)=0 toute solution par (a,b) est uniforme par (1.4). Si beC et
D(a,b)=0 on a la méme conclusion d’apres (4.5).[]

(4.11) PROPOSITION.- Supposons que [ 'équation est dans la classe de Fuchs
faible. Pour acC générique et beC tel que D(ab) =0, soit y = nx) une
équation locale de A au voisinage de (a,b) ( n(a)=b ). Supposons que F
admet un facteur irréductible monique H dans 'anneau K[z], ou K est le
corps de fractions de |l 'anneau local de C* en (ab), avec deg. H> 1. Alors y
= n(x) est une solution réguliére et H(x,n(x),n'(x)) = 0.

Preuve. D aprés (4.8), co(x.y)=co(x) et on peut supposer co(a)#0 . Par (2.2) et
(4.5) on conclut que poids A > 0 . La proposition suit de (2.6).[]
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(4.12) THEOREME.- Supposons que 1’équation est dans la classe de Fuchs
faible. Alors elle est dans la classe de Fuchs si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites:

A’) degye(x,y) <2k (k=1,2,...m);
B’) sile discriminant, comme polynéme en z\, de

m m m- 1 n- m l
F(xy,z0) =D e (x)z) +(=1) ‘ylzcl(x’_)zl |+-~-+J’12 ¢, (x,—)
1 1
(qui est un polynéme irréductible) contient le facteur y| alors, pour aeC
générique
poidsH >deg. H -1

pour chaque facteur irréductible monique H de F) dans K[z] ot K estle
corps de fractions de I'anneau local de C en (a,0).

Preuve. De maniére analogue a ce qu’on a fait lors de la preuve de (4.10),
’assertion suit aisément de (1.4), (4.9), (3.5), (3.6) et (4.5).

Gardons les notations de (4.12).

(4.13) PROPOSITION.- Supposons que I"équation est dans la classe de Fuchs.
Si le discriminant de F) contient le facteur y; et il existe un facteur irréductible
H de F\ dans K[z|] dontle degré en z, est >0, alors,

degycm-i(xy) <2m-2 et degycm(x,y) <2m.

Preuve. Par le méme raisonnement de la preuve de (4.11) appliqué a I’équation
Filx,y1,»1) = 0, on a que H(x,0,0) = 0 . Alors, d’aprés (2.2), z=0 est une
racine multiple de Fi(q,0,z;) = 0 . Comme ceci vaut pour a générique, le
coefficient de z, et le terme indépendant dans /) s’annullent lorsque y=0. La
proposition en résulte aussitot.

(4.14) EXEMPLE.- (y’)2 - yx - y)2 = 0 . Nous allons vérifier que cette
équation est dans la classe de Fuchs. On a

D(xy)=4y(x -y)’ ,  A={y=0}u{y=x}.
On distingue trois cas :
1)a=0 et b#0,a Toute solution par (a,b) est uniforme d’apreés (1.4) et (3.5).
2Ya#0 et b=0.Le polyndme

Fyz)=2"—yy -x)’

est irréductible dans K[z] ol K est le corps de fractions de I’anneau local de
C? en (a.b).Onfait y =1 et on obtient

poids F=1 et degf=2.
3)a#0 et b=a.Lepolyndme F se factorise alors en deux facteurs linéaires
dans K][z].

D’aprés (4.10) I’équation est déja dans la classe de Fuchs faible.



Considérons maintenant:

Fin2) = 9 (25) 2 (x=2)?) = 22 =y, (g~ )?
b Y Y
Alors F) estirréductible dans K[z] pour a=0 et b =0 .En faisant y; = (v;)*
on voit que
poids F=1 et deg.F =2.
Donc, I’équation est dans la classe de Fuchs par (4.12).
Observons que y = x est implicite dans
Fx,y,z)=FAxyz)=0
et pourtant y = x n’est pas solution. Cela montre que I’affirmation 3éme de la
page 6 de [2] est fausse (F' est irréductible, comme polyndme en 3,z sur la
cloture algébrique de C(x)).

(4.15) EXEMPLE.- Si m =1 alors I’équation est dans la classe de Fuchs faible
si et seulement si c¢g(x,y) ne dépend pas de y et elle est dans la clase de Fuchs
si et seulement si degyci(x,y) <2j pour j=0,1 . Dans ce dernier cas on a une
équation de Ricatti.

(4.16) EXEMPLE.- On considére 1’équation binomiale
@) =Pxy)=0
ou PeClx,y]; nous en avons déja considéré un cas particulier dans (3.14) (voir
aussi [3, §13.8]). On suppose que
F(x,y,z)=z" - P(x,y)
est irréductible et que I’équation (1) est dans la classe de Fuchs. Si m=1,
I’équation est de Riccati d’apres (4.15). On supposera m>1 . Par (4.12), deg, P
< 2m . Supposons pour un instant que deg, P <2m ; soit ceC tel que P(x,c)=0.
Le changement de variable

y=—+c¢
n
raméne |’équation au cas ou deg, P = 2m . ce qu on supposera désermais.

En décomposant P en facteurs premiers on obtient

P(x,y)=B(x)B,(x. )" . B, (x. " . Kk 2..2k >0,

avec BeC[x], BeClxy]. j=l...,r.oules B, sont premiers et deux a deux
non-associés; de plus on doit avoir

Dk deg B =2m et deg B;>0,1<j<r.

En particulier, ki< 2m.
Supposons d’abord que, pour un j particulier, &; # m, 2m. Notons
d=pede(mk) . a=m/d; . = k/d,
Soit (a,b)eC* avec B{(a,b)=0. Pour a générique, soit y=n(x) I’équation
locale de I’ensemble des zéros de B; au voisinage de (a,b) . Le polyndme F



20

admet un facteur sur le corps de fractions K de I’anneau local 4 de C’ en
(a,b) delaforme

H,(x,y,2)=z" —a(x,y)B,(x,)"

ou aed et a0,0)%0. Puisque pgdc(a;l)=1, ce facteur est irréductible sur K
(voir [16,chap. VIII, § 9).

Comme a;>1, de (4.11) suit que y=7)(x) est une solution de I’équation, ce qui
implique que 7(x) est constante. Donc, on peut supposer Bj(x,y)=y-b; ou
byeC. En plus, on vérifie tout de suite que poids H; =/; . Alors, par (4.10), ;2
a; — 1; en particulier,

k. I,
J_zizl__l_zl_
m a; a; 2
Si kj<m, ona ;<a;;donc, j=a;—1 et
kj_aj—l

m aj

En résumé, on a les propriétés suivantes:
1) 2m= k2.2 k>0 et

r k,
Y ——deg, B, =2,

_I_
7 m

K1
m 2

Ed

iii) si k;# m2m alors Bi(x,y)=y —b; , byeC etles b; sont tous différeﬁts.
iv) si k;<m alorsil existe ¢;eN, a;>1 tel que ki/m= (a;-1)/q; .

Or; distingue plusieurs cas.

A) ky=2m . Alors, par i), r=1 et deg, B; =1 . L’équation est:

)" = BE)(ax)y + b(x)"" =0



ou a,beCx] et a=0.
B) ki =m et deg, By =2 .Pari), r=1 etl’équation devient
)" = BE)(a@)y’ +b(x)y + c(x)" =0
ou a,b,ceClx] et a#0.
C) ky=ky=m.Pari), r =2 et deg, B; =deg, B, =1 . L’équation est alors
)" = B)(ax)y + bx))"(c(x)y + d(x))" =0
ou a,b,c,deClx], ac#0 et ad—bc=0.
D) ky=m, deg,Bi=1, r>3 et k;<mpour2<;<r.
D’aprés i) on obtient la relation

=2 " =1.

Par ii) on a que r =3 et m=2k;, j=2,3 . Donc I’équation devient
)" =BE@EY + g@)" (v - b2)"(y ~b3)" = 0,
ou neN, by,bseC, byzbs, p,qeClx], p=0 et q(x)/p(x)#— br—b3.

E) 2m>ki>m, r22 et k,<mpour 2 <j<r D’aprési) et iii) on obtient

k
st oo,

=
Parii)ei), r=2 et k + ka=2m; c’est-a-dire

ki=m+n et ky=m-n neN, 0<n<m.
Par iv) » divise m et I’équation est de la forme

(y;)dn —B(X)(y _ b‘)n(dﬂ)(y _ bz)n(d-l) =0.
ou dneN, bi.boeC, b#by.

F) k;<m pour j=1,..,r . Comme dans le cas précédent:

o L=2.

='m

Parii), » =3 ou 4. On considére les deux sous-cas suivants.
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F1) r=4.Alors m =2k;, 1<j <4 .L’équation s’écrit sous la forme
)" =B —b1)'(y = b2)'(y = b3)"(v —ba)" = 0,
ol neN etles b;eC sont tous différents.

F;) r=3 .Pariv)ona:

3 aj—l

Zj:l
J

On voit que @=a;=2 est impossible. Alors a;>2 , ce qui entraine ;<7 . Une
discussion directe donne:

a=6, =3, m3=2 ; a1=4, m=4,0:=2; a1=3,m=3,03=3.
On obtient les équations suivantes:

=2, gza,2a;22.
a

Fa1) ) =By b)Y = b2)""(y —b3)" =0
F2) 0" = B)(y —b1)"(y —b2)”"(y —b3)" =0
F23) 0" =By — b)) (v = b2)" (v — b3y =0

ol neN et by,by,b3eC sont différents.

Dans les chapitres suivants on considérera ’integration de ces équations.

5. Solutions algébriques et intégrales premiéres. Dans certains cas on peut
exprimer la “solution générale” de I’équation par une seule relation R(x,y,4)=0
ou R estun polyndome et 1 un parametre. Cela veut dire que les fonctions
implicites dans cette relation sont des solutions de I’équation. Plus précisément:

(5.1) DEFINITION.- On dit que ReC[x)y,A] est une_intégrale premiére
rationnelle de 1'équation (1) si R est irréductible, dépend effectivement de y et
A et si pour tout x=a(t) holomorphe et non-constante et y=[(t) méromorphe
au voisinage de 0 tels qu’'il existe ApeC avec

R(a(t), (1), 20) =0 pour tout t =0,
onaque x=a(t)y, y=[1) est une solution locale.

(5.2) OBSERVATION.- L’exigence de que R soit irréductible est inclue pour
éviter des situations comme R=(x—A)y pour I’équation y’'=0.

(5.3) PROPOSITION.- Soit  ReClx,y,A]  irréductible et qui dépend
effectivement de y et A. Supposons que pour tous a,b, Ay tels que
R(abA)=0 e Ryably)=#0,



la fonction y=y(x) implicite dans R(x,y,A0)=0 avec y(a)y=b est une solution.
Alors, R(x,y,A) est une intégrale premiére.

Preuve. Soient x=a(f) holomorphe et non-constante et y=£(f) méromorphe au
voisinage de 0eC telles qu’il existe Ape C avec:
R(a(t), (1), 20) =0 .

Nous devons prouver:

**) Fla(n),fi).p 0/ (1) =0.
1° cas). Supposons Ry((f), f),Ag)#0 . Pour t;€C non-nul et prochede 0, ona
que  Ry(a(t), A1), Ap)#0 . On déduit aussitdt de I’hypothése que (**) est
satisfaite au voisinage de ¢, ce qui compleéte la preuve dans ce cas.
2° cas). Supposons Ry(a(?), A1), A9)=0 . Comme dans le premier cas, il suffit de
prouver (**) au voisinage d’un point f;€C non-nul et proche de 0 . Alors, il
suffit de prouver (**) pour h=£(0)eC et a=a(0)eC générique.

Soit  K(x,A) le discriminant de R comme polyndéme en y . Alors
K(a(1), A40))=0 et on peut supposer que ’équation locale au voisinage de (a,b) de
I’ensemble {K(x,)=0} est A=A, . Nous sommes en mesure d’appliquer (2.1)
au point (a,b,Ao) . Il en résulte qu’il existe y=g(x,u) analytique au voisinage de
(a,0) telle que g(a,0)=b et que

R(x,g(xu) Agtu¥)=0 ou  k>1;
en plus, on a At)=g(a(),0) . En particulier, B'(f)=g/(c(£),0)c’(¢) .
Si up=0 alors Ry(a,g(a uo), AoH(u0)¥)#0 . On en déduit, par hypothése, que
F(x,g(x,u0).8x(x.u0)) = 0 .
Alors, F(x,g(x,0),g(x,0)) =0 etil suffit de faire x=a(r) .[]

(5.4) EXEMPLE.- Considérons 1’équation différentielle
() (1=2xp)y” +57 = 0.
Comme on vérifie par (5.3), elle admet I'intégrale premiére:
RxyA)=x+ Ay + A
Les droites R(x,y,4)=0 sont les tangentes a ["hyperbole 4xy+1=0.
Observons que les solutions y=0 et y=-1/4x ne sont pas comprises dans la
relation R(x,y,A)=0.

Cet exemple montre que, en général, la connaissance d’une intégrale premiere
ne donne pas immédiatement toutes les solutions.

(5.5) COROLLAIRE.- Soit ReClx,y.A] irréductible et qui dépend effectivement
de y et A. Définissons:

D(x,yu,v) =v"Fxyuhv).
Alors R(x,y,A) est une intégrale premiére si et seulement s il divise

Dx,y, Ru(x, 3, A), —Ry(x, 3, A)) .

23
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Preuve. Supposons que R est une intégrale premiére. Soient a,b,4eC tels
que R(ab,A0)=0 et Ry(ab,Ao)#0 . Alors la fonction y=y(x) implicite dans
R(x,y,A0)=0 avec y(a)=b est une solution. En particulier:

R (a,b,1y)

F(a,b,—
R (a,b,Ay)

)=F(a,b,y'(a))=0

Alors,
@ (a,b,R(a,b, ), —R,(a,b, 1)) =0 .
La conclusion suit du fait que R est irréductible et dépend effectivement de y .
La réciproque est analogue en appliquant (5.3).[]

(5.6) EXEMPLE.- Considérons I’équation différentielle
279(y) = 12xy’ + 8y = 0.
On vérifie, par (5.5), que le polyndome
RGx,y,A) =y — Ax=A)*
est une intégrale premiére pour celle-l4. On observe aussi que la solution y=0

satisfait:
R(x,0,0) = R\(x,0,0)=0

(5.7) PROPOSITION.- Soit  ReClx,y 4] irréductible et qui dépend
effectivement de y et de A . Supposons qu’il existe un ouvert non-vide U de
C* tel que si y=y(x) est une solution réguliére par qeU , il existe AgeC el
que R(x,y(x),A)=0. Alors, R(x,y,A) est une intégrale premiére.

Preuve. On peut supposer que (x,y)e U implique co(x,y)D(x,»)=0 . Alors, pour
chaque ¢=(a,b)eU il existe une solution réguliére y=y(x) par g (1.4). Soit
c=y(a) . Par I’hypothese, il existe ApeC tel que:
R(a,b,A))=0 et R(a,b, o) + cR(a,b,Ap)=0.
Dans les notations de (5.5) on a:
a,b,R(a,b, Ao), —R(a,b,A0)) =0 .

En effet, si R(a,b,Ag)=0 alors R.(ab Ay)=0 et c’est trivial. Si Ry(a.b, A0)#0
alors

N a,b,Ri(a,b, L), —R,(a,b, Ao)) =

R (a,b,4y)
R},(a, b: /,{'0)
Cela montre que I'image par la projection (x,y,4)—(x,y) de ’ensemble
algébrique défini par
ROy 2) = By Ry, ), Ry (., 7)) = O

contient U . Donc, cet ensemble est de dimension >1 . Alors, il coincide avec
I’ensemble {R(x,),4)=0} . Il résulte de ceci et de (5.5) que R(x,y,A) est une
intégrale premiére.[]

= (=R, (a,b,2))" F(a,b,~ )= (~R, (a,b,2))" F(a,b,¢) = 0.

Pour la réciproque de (5.7) voir II(3.18).



(5.8) PROPOSITION.- Soir  ReClx,y,A]  irréductible et qui dépend
effectivement de y et A. Alors, il existe FeCl[xyz] irréductible et qui dépend
effectivement de z tel que R(x,y,A) est une intégrale premiére de I'équation

Fx,y,y)=0.

Preuve. Soit TcC' 1’ensemble défini par:
Rxy,A)=0 et  RdlxyA)+zR(xyA)=0.
C’est une surface algébrique. Soit UcC® ’ensemble défini par:
Rxy,A)=0 et Ry(x,y,A) # 0.
Alors U est une variété analytique, connexe, non-vide, de dimension 2 (voir [9,
vol. I1 E, thm.19]). Considérons I’application ¢ :U—>C" définie par

R, (x,y,4)
R, (x,y,2)

On vérifie, par le critére jacobien, que @U)c T—Sing T . Puisque U est
connexe, il existe une composante irréductible 7y de 7 qui contient ¢(U).

Etant donné que dim7,=2 , il existe F(x,y,z)eC[x,y,z] irréductible tel que
F7y=0 . Donc,

qo(x,y,/'t)z(x,y,— aﬂ')

LN NN
R,(x,y,2)"
ceci entraine, en particulier, que F dépend effectivement de z.
Soient a,b,AgeC tels que:
R(a,b,A)=0 et  R(abAy)=#0.
Soit y=y(x) la fonction implicite dans R(x,y,49)=0 avec p(a)=b . Alors
(x,y(x), A20)e U . Donc,

(x,y,A)elU implique F(x,y,—

Rx (xs }.’(X), /1())

0= e e () )

)= F(x, y(x), y'(x)).

Pour finir la preuve, il suffit, alors, d’appliquer (5.3).[]

(5.9) OBSERVATION.- On voit, dans la preuve de (5.8), que F(x.y,z) est
obtenu des équations .

R(xy, 1) =0, R{xpA)+:zR(xy,1)=0
par élimination de 4.

(5.10) EXEMPLE.- Prenons R(x,y.A) = x + A’y + 2. On élimine A entre les
équations

x+2y+a=0et 1+22=0
et on obtient I’équation de (5.4).

25
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(5.11) DEFINITION.- Soit C < C° une courbe algébrique irréductible. On dit
que C est une_solution algébrigue de [’équation (1) si C n’est pas une droite
verticale et si tout couple de fonctions x=o(t), y=ft), ot « est holomorphe
non-constante et 3 méromorphe, au voisinage de 0€C, tels que

(a(t), f()eC si t#0,
est une solution locale.

(5.12) EXEMPLE.- xy -y —x = 0 est dans la classe de Fuchs par (4.15). Si
a#0, toute solution locale en a est réguliere de la forme y=x(log x+c), ou logx

est une branche du logaritme au voisinage de a. Comme une branche du

logaritme ne peut pas étre algébrique, cette équation n’admet pas de solution
algébrique.

(5.13) LEMME.- Soit C une courbe algébrique irréductible. Supposons qu'il
existe y=y(x) holomorphe au voisinage de acC telle que:

a) y=y(x) est une solution locale en a et

b) (x,yx))eC pour x auvoisinage de a.

Alors, C est une solution algébrique.

Preuve. 11 est évident que C n’est pas une droite verticale.

Soit Cy I’ensemble des points réguliers de C ou la tangente n’est pas
verticale. L’ensemble Cy est connexe. Soit UcCy I’ensemble des g=(a,b)eCy
tels que si y=mn(x) est ’équation locale de C en g, alors y=7(x) est une
solution locale en « . On voit tout de suite que U est ouvert et fermé dans Cj .
Comme Cj est dense dans C , ’hypothése implique que U n’est pas vide.
Donc, U=Cy.

Soient x=o(t) holomorphe non-constante et y=/(f) méromorphe au vosinage
de 0eC telles que

(a(t), f))eC si t#0.
[l existe 1,e€C proche de 0 tel que (a(f)),fn))eU . Par définitionde U,
Fla(0). 0, () a()) = 0 .
pour ¢ au voisinage de ¢, . Cela entraine immédiatement que x=a(¢) , y=/4(t)
définissent une solution locale.[]

Pour la proposition suivante on garde les notations de (5.5).

(5.14) PROPOSITION.- Soit  fix,y)eClx,yl irréductible et qui dépend
effectivement de 'y . Soit C la courbe d'équation fix,y)=0 . Alors C est une
solution algébrique si et seulement si f{x,y) divise le polynéme

Dxy flx.y), —Hxy)) .

Preuve. 11 suit de (5.13) comme dans la preuve de (5.5).[]

(5.15) LEMME.- Soit ReClx.y,A] irréductible et qui dépend effectivement de y
et A . La condition nécessaire et suffisante pour que R soit une intégrale



premiére est que pour AeC générique, I'équation R(x,y,Ag)=0 définisse une
courbe de C* dont toutes les composantes irréductibles soient de solutions
algébriques.

Preuve. Comme R dépend de y, R(x,),4¢) n’est constant que pour un nombre
fini de valeurs de A .
D’autre part, comme R est irréductible et R#0 , le sous-ensemble de C°
défini par
Ry 2) = Ry, 2) =0,
est de dimension <1 . Alors, pour Ao générique, I’ensemble C* défini par
R(x.y.20) = Ry(x.3,20) = 0,
est fini. Cela implique que R(x,y,49) n’est pas divisible par le carré d’un
polyndme non-constant en x,y .

Supposons que, pour Ay générique, chaque composante irréductible de la
courbe de € définie par R(x,y,20)=0 est une solution algébrique. Alors, de ce
qui precéde et de (5.14) il résulte que R(x,y, Ay) divise le polynome

Dy, R(x, ¥, Ao), —Ry(x,, Ap)).
Donc I’ensemble de € défini par
R(x,y,A) = Dx,y, R(x,y,4), = Ry(x,y,4)) = 0,
est de dimension >2 . L’assertion suit de (5.5).[]

(5.16) OBSERVATION.- Supposons que 1’équation est dans la classe de Fuchs
et qu’elle admet I’intégrale premicre rationnelle R(x,y,A)eClx,y,z] .

Soit p=(a, bDeC® tel que R(a,b,1)=0.8Si Ry(ab)=0 et R«(a b0, le germe
Z d’ensemble analytique en (a,b) défini par R(x,),/)=0 est non-singulier et &
tangente verticale en (@ b). Par la définition (5.1), 2 est le support d’une
solution par (a,b) . Alors, il existe une solution ramifiée par (a,b) (voir(3.13)).
Dong, si a est générique,

R(abl)=Ry(abl)=0 implique Rdabl)=0.
D’aprés la Nullstellensatz (voir [9]) on en déduit qu’il existe meN tel que:
R(x,y, AY" = A(x.y, DR(x,y, A) + B(x,y, DR,(x,y,4)
ou A, B sont des polynémes en y A a coefficients des fonctions rationnelles de
x . Cette condition nécessaire, pour que ['équation qui admet I’intégrale premiére
R(x,y,A) soit dans la classe de Fuchs, n’est méme pas suffisante pour qu’elle soit
dans la classe de Fuchs faible : en effet. il suffit de regarder I’équation
8(y) —27y=0.
dont une intégrale premicre est:
Ry 2) = (x+A) =¥

* ok ¥
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Chapitre I - EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
ET FEUILLETAGES.

1.- Introduction. Dans ce chapitre nous reprenons 1’étude des équations
polynomiales sous un point de vue un peu plus général. Comme au chapitre I on
se donne FeCl[x,y,z] irréductible,

m-1

F(x,y,2)=c,(x,)z" + ¢, (x,)z"" +..+c,(x,¥) , m=1, cy(x,») =0

et DeClx,y] dénote son discriminant comme polyndme en z .

On se donne aussi P,QeClx,y,z] premiers entre eux et tels que F ne divise
pas Q. Cela implique que

Fxy,2)=Q(xyz2) =0

définit un sous-ensemble algébrique de C® de dimension pure 1. On définit
AcC® comme étant ’union de 1’adhérence de I’image de cet ensemble par la
projection (x,3,z)—>(x,y) avec I’ensemble défini par D(x,y)=0 . Alors A est un
sous-ensemble algébrique de dimension < 1.

On considére I’équation différentielle:

{P(x’ Y, Z)dx - Q(xa Ys Z)dy = O}

) F(x,y,z)=0

(’équation F(x,,y )=0 en est le cas particulier ou P=z, O=1).

(1.1) DEFINITION.- Une solution locale en aeC de (*) est un couple de

Jonctions x=a(t) , y=p(t) ou «a est holomorphe et non-constante et [ est

méromorphe au voisinage de 0eC telles que o(0)=a et que les équations en z

Pla(t). f(1),2)a (1) = Qa). B2 ) =0, Fla)A1),2)=0
ont une racine en commun pour tout 120 au voisinage de 0 .

(1.2) EXEMPLE.- a) Z2dx—dy=0 , 2 +(@=x)z—2x=0.

Une solution locale en 0 est x=f, y=r" . Observons qu’il n’existe pas de
fonction (uniforme) z=x1) qui soit solution des deux équations de (1.1) pour
t#0.

b) dx—dy=0, xz—1=0 . Une solution locale en 0 est x=f, y=t. Observons qu’il
n’existe pas de racine en z commune aux équations 1-1=0, tz—1=0 sir=0.

(1.3) LEMME.- Si x=a(t) , y=/1) est une solution locale de (*) alors, il existe
t=t(s) , holomorphe et non-constante au voisinage de 0€C , avec K0)=0 , et
z=xs) , méromorphe au voisinage de 0€C, telles que



P(a(s),(s),As) e (s) = O ads), ), As)B (s) = Fleds), As),/s)) = 0
(o afs)=a(t(s)) , Bs)y=[Ft(s)) ) pour tout s20 au voisinage de 0 .

Preuve. Soit Eyc D*xC P’ensemble analytique défini par:
Pla(n),f0),2)a () = X(a(0),K0).2) (1) = F(e(t),A0).2) = 0
ot D dénote un petit disque de centre 0eC et D*= D—{0}.

Il est clair que I’adhérence £ de E; dans DxP(C) est aussi un ensemble
analytique. Comme F est irréductible, F((f),/X¥),z) n’est pas identiquement
nul. Alors, dim £ <1 . De la définition (1.1) il résulte qu’il existe un germe
irréductible ScE  d’ensemble analytique de dimension 1 en un point
ue {0}xP(C) tel que S—{u}cD*xC . On définit r=£(s) , z=)s) comme étant
une paramétrisation de ce germe définie au voisinage de 0eC .[]

Les notions de solution par (a,b) , solutions équivalentes, pente d’une
solution, solution uniforme ou ramifiée, solution réguliére, définies au chap. I §1
se généralisent immédiatement a I’équation (*).

(1.4) LEMME.- Toute solution par (a,b)eC* de pente « est ramifide.
Preuve. Voir I(3.13).

Les notions de point de ramification, classe de Fuchs, classe de Fuchs faible
définies au chap. I §4 se généralisent aussi au cas de I’équation (*), ainsi que
celle de solution algébrique 1(5.11).

On va donner une définition légérement plus générale d’intégrale premicre
rationnelle mais qui est équivalente & [(5.1) dans le cas de I'équation F(x,y,y")=0
(voir I(5.15)).

(1.5) DEFINITION.- Soit ReClx,y,A] irréductible et qui dépend effectivement
de y etde A.Onditque R estune intégrale premiére rationnelle de (*) si
pour toul ApeC générique, R(x,y.A0)=0 définit une courbe algébrique de c
dont toutes les composantes irréductibles sont des solutions algébriques de (*).

(1.6) EXEMPLE.- dx —zdy=0 . yz—-x=0.
R =y — Ax est une intégrale premiére, mais y = 0 n’est pas solution.

En général, le sous-ensemble EcC’ défini par I’équation
P(x,y,2)=0(x.y,2)=F(x,y.2)=0
est fini. Si, par contre, I’ensemble E est de dimension > 1, alors tout couple de
fonctions x=a(f), y=/(t) méromorphes au voisinage de 0 C avec « holomorphe
et non-constante tel que (a(?), (1)) appartient a la projection de E sur c pour
10, fournit une solution locale de (*). Ceci justifie la définition suivante.
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(1.7) DEFINITION.-Une solution locale x=a(t), y=/4t) de (*) est triviale si
pour tout 10 au voisinage de 0, les équations en z :

P(a(0), 1),2)=0 , O(a(0), f(1),2)=0 , F(a(1),A1),2)=0
ont une racine en COmmun.

Considérons maintenant une équation différentielle de la forme
(**) I)I(xayaz)dx—Q](x5y9Z)dy:O
F(x,y,z)=0

ou P, et O sont premiers entr’eux et F ne divise pas 0.

(1.8) DEFINITION.- Les équations (*) et (**) sont équivalentes si F divise
PO -QP;.

(1.9) LEMME.- Si (*) et (**) sont équivalentes alors toute solution locale non-
triviale de ['une est une solution locale de [’autre.

Preuve. Supposons que F divise PO;—QP; . Soit x=a(f), y=4(f) une solution
locale non-triviale de (*). Notons 7' I’image de I’ensemble

{(x2)eC: F(x,2)=P(x,2)=0(x,2)=0}

par la projection (x,y,z)—>(x,) sur C°. Comme cet ensemble est de dimension <
1, on a que le complementaire de 7" dans son adhérence Zariski dans Py(C) est
fini. Il en résulte que (a(?), A(1))e T pour tout =0 au voisinage de 0. De ceci et
de la définition (1.1) on déduit que x=a(f), y=£() est une solution locale de

(**).1

(1.10) EXEMPLE.- a) Prenons F=z, P=y+z, O=y, Pi=1, Q=1 . Alors F divise
PQO,—0P, et y=0 est une solution de (*) mais pas de (**). '
b) Les équations

zdx—dy =0, xty+2=0 et zdxtdy=0, x+y+z°=0
ont les mémes solutions mais elles ne sont pas équivalentes.

(1.11) PROPOSITION. Soit DcC un disque ouvert de centre 0 et soient
a:D—->C, D'=D-{0}— C holomorphes, avec a non-constante, ou 0 est, au
plus, un pole de 5 Supposons qu'il existe 1oeD" tel que pour tout t#ty assez
proche de ty, les équations en z

P(a(t),f(0).2)a (-O(a(0).B0),2) B (1)=0, F(ad1),/X1),2)z=0



ont une racine en commun. Alors x=a(t), y=[Xt) est une solution locale de (*) en

a=a(0).

Preuve. Considérons les expressions

M(1,2)=P(a(t),f0).2) e (- a(0),1),2) (1), N(t.2)= F(a(t).,[X1),2)z,

avec teD", zeC. Ce sont des polyndmes en z analytiques en ¢ avec N non-
identiquement nul (parce que F(x,y,z) est irréductible). Soit Sc D" I’ensemble
des zéros du coefficient du terme de plus haut degré en z dans N. Alors S est un
sous-ensemble discret et fermé de D.

Soit 7<D 'xC le sous-ensemble analytique défini par

M(t,2)=0, N(t,z)=0.

Alors, si p:D*xC—>D* est la projection canonique, sa restriction au sous-
ensemble analytique 7rp™'(D"=S) est propre. Donc p(Trp {(D”=S)) est un sous-
ensemble analytique de D'—S. Par hypothése, cet ensemble contient un ouvert
non-vide; d’ou que p(7)> DS, ce qui entraine tout de suite I’assertion. ]

Dans la suite de ce chapitre on motrera qu’on peut réduire 1I’étude globale de
(*) a celui d’un feuilletage d’une surface fibrée. Comme on verra, 1’équation (*)
est dans la classe de Fuchs si et seulement si le feuilletage est génériquement
transverse aux fibres. On profitera du théoréme de Jouanolou [6] pour prouver
que (*) posséde une infinité de solutions algébriques si et seulement si elle
admet une intégrale premiére rationnelle. Dans (3.17) on corrige la condition
nécessaire 4 de {2].

2.- L’équation polynomiale associée. On peut ramener (*) a une équation
polynomiale en éliminant z des équations:

. P(x,y.2)

yl=

O(x.y.2)

Plus précisément, notons 7 wcC' T'ensemble algébrique de dimension pure 2

défini par les équations
Pxy.z) —wQxyz)=0 . Flxyz) =0,

3 F(xay’z):o

et SocC la surface irréductible définie par F(x,y,z)=0 ; désignons par U
I’ensemble des points réguliers de Sy . L’application

U-{0=0} > C" ., (xy.2)— (x3.zPxyz)/0xy2)



L

N

est un plongement. Comme ’ensemble {QO(x,y,z)=F(x,y.2)=0} est de dimension
<1, ’image de ce plongement est un sous-ensemble dense de 7. Alors, 7, est
irréductible.

On en déduit qu’il existe GeClx,y,w] irréductible tel que:

(xy.zw)eT, implique Glxyw)=0.

Comme I'image de Ty par la projection (x,y,z,w)—>(x,y) est dense dans c,
G dépend effectivement de w. Cela montre aussi que G est determiné a
multiplication par une constante non-nulle prés.

2.1) DEFINITION.- On dira que G(x,y,y)=0 est une équation polynomiale
associée a (*).

Si Y est un espace analytique et peY est un point régulier, 7,(Y) dénote I’espace
tangent de Yen p.

(2.2) PROPOSITION.- a) Toute solution locale de (*) est une solution locale de
G(xy,y)=0.
b) 1l existe un ouvert de Zariski non-vide WeC? tel que toute solution de

" G(x,y,y)=0 par ge W est réguliére et est une solution de (*).

¢) L’équation (*) est dans la classe de Fuchs si et seulement si G(x,y,y)=0 est
dans la classe de Fuchs. '

Preuve. (a) C’est une conséquence immédiate de la définition (1.1).
(b) Soit RocC® la surface d’équation G(x,y,w)=0 . Il existe un sous-ensemble
algébrique Z de Ry tel que dimZ<1 etquesi (x,y,w)eRo—Z, alors il existe
zeC tel que (x,y,z,w)eT . Soit 2 un sous-ensemble algébrique propre de c
qui contient I'image de Z par la projection (x,y,w)—(x,y) . Soit WeC-Z un
ouvert de Zariski non-vide tel que toute solution de G(x,y,y)=0 par geW est
réguliére (I(1.4)). Ce W satisfait les conditions voulues.[]
(c) SiG(x,y.y)=0 est dans la classe de Fuchs, alors (*) I’est aussi d’aprés (a).
Réciproquement, supposons que G(x,y,y )=0 n’est pas dans la classe de Fuchs;
notons Y I'adhérence de C°—W dans P> ou W est ’ouvert de (b): est un sous-
ensemble analytique de P,* de dimension (pas forcément pure) <1. Pour aeC
générique, si p=(ab) appartient a Y, (beCu{w}), on peut supposer que
dim,Y=1, que p est point régulier de Y et que 7,,(}) n’est pas verticale. Alors, si
x=a(1), y=/X1) est une solution ramifiée par p, on aura que (a(t), Ar))eW pour
tout /20 assez proche de 0. D’apres (b) et (1.11), x=a(t), y=£(t) est une solution
locale de (*). Alors (*) n’est pas dans la classe de Fuchs, d’ou suit la preuve. []

(2.3) COROLLAIRE.- a) Toute solution algébrigue de (*) est une solution
algébrique de G(x,3.y =0 .

b) Il existe un nombre fini Cy, Cs, ..., Cy de courbes algébriques irréductibles
dans C* telles que si C est une solution algébrique de G(x,y,y")=0 avec C#(C;,

j=1.2.....k, dalors C est une solution algébrique de (*).



Preuve. (a) Elle découle immédiatement de (2.2)a.

(b) Soient Cy, C, ..., C; les composantes irréductibles de C-W ,ou W est
I’ouvert donné par (2.2)b. Soit Cz C), Ca, ..., C; une solution algébrique de
G(x,y,y)=0 . Alors CA(C*-W) est un ensemble fini. Soit x=a(r), y=f(f) une
solution locale de G(x,y,y")=0 contenue dans C . Alors, (a(f),A(t)eW si 10 .
De ceci et de (2.2)b il résulte que x=a(r), y=/t) est une solution locale de(*)

(voir (1.11)).[]

(2.4) EXEMPLE.- On consideére I’équation
dx —zdy=0
y22 -x=0|

L’équation associée est donc

() x=y=0.

Alors y=0 est une solution algébrique de celle-ci qui n’est pas solution de
I’équation donnée.

(2.5) COROLLAIRE.- Soit ReClx,y,A). Alors R est une intégrale premiére de
(*) si et seulement si R est une intégrale premiére de G(x,y,yy=0 .

Preuve.1l découle de la définition (1.5), de [(5.15) et de (2.3).[]

Ce qui précéde permet d’appliquer les résultats du chapitre I a I’équation (*).
En particulier on a la proposition suivante.

(2.6) PROPOSITION.- Soit  ReClx,y, ] irréductible et qui dépend
effectivement de y et de A. Supposons qu'il existe un ouvert non-vide U de
C? tel que si y=y(x) est une solution réguliére de (*) par qeU, il existe AyeC
tel que R(x,y(x),A0)=0 . Alors, R est une intégrale premiére.

Preuve. Cela résulte de 1(5.7), (2.2) et (2.5).[]

Pour la réciproque de (2.6) voir (3.18).

3.- Construction du feuilletage. Il est bien connu, quoique un résultat profond
et difficile a démontrer, que si Z est une variété algébrique projective avec
ensemble de singularités X il existe une variété projective lisse 7" et une
application analytique birrationnelle 7:7Z'>Z qui induit, par restriction, un
isomorphisme

77 - ﬂ'"l(Z) - -2
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Ce résultat a été démontré par Hironaka en 1963 et la variété 7° s’appéle une
désingularisation de Z . Dans le cas ou la variété est une surface, c’est-a-dire de
dimension 2, on peut faire une démonstration différente a celle d’Hironaka et
plus élémentaire : voir [12,chap.IIl, § 6]. Le cas ol Z est une courbe est
classique et se trouve dans plusieurs livres de geométrie algébrique ; pour une
preuve assez constructive on peut regarder [12, chap.2, § 7] ou on traite le cas
(qui nous suffit pour les applications qu’on en fera) d’une courbe contenue dans
une surface lisse; une preuve trés directe mais intrinséque consiste a prendre la
normalisation de la courbe (indépendemment du fait d’étre plongée dans une
surface lisse). Finalement, il faut dire que la désingularisation n’est pas unique
(2 isomorphisme prés) en général pour des variétés de dimension plus grande ou
égal a 2 ; en revanche, il n’y a qu’une désingularisation, a isomorphisme pres,
pour chaque courbe algébrique : celle-ci est appelée des fois le modéle lisse de la
courbe.

On appelera surface fibrée une surface analytique complexe compacte,
connexe, non-singuliére X munie d’une application holomorphe surjective
h: X—B ou B est une surface de Riemann.

Si beB est une valeur réguliére de # on dira que K '(b) est une fibre
réguliere.

Si C est une courbe algébrique irréductible (affine ou projective) on appelera
genre de C le genre de la désingularisation projective de C.

On identifiera toujours la droite projective complexe P;=P;(C) avec CU{w}.
Alors,

CJ(C P| X A XP] =P1k .

(3.1) DEFINITION.- Le germe de sous-ensemble analytique de P\ au point
geP® défini par 'image (ou graphe) d'une solution par q de (*) sera appelé
le support de cette solution.

Si X est le support d une solution par ¢g=(a,b) , alors I’application locale
(Zg)—>(Ca) , ((xy)—>x
est finie. D aprés les définitions on a le résultat suivant.

(3.2) LEMME.- Le degré de cette application est plus grand que 1 si et
seulement si la solution est ramifiée.

Soit So=C® la surface algébrique irréductible d’équation F(x,y,z) =0 . Soit S
I’adhérence de Sy dans P;>. C’est une surface projective et irréductible.



FigoraIl.1

Soit 7 : X—S une désingularisation de S'. Considérons les applications
S So>C L fixyz)=x et go:Se—>C,  go(xy2)=(xy) .
Alors fy, go se prolongent & des applications holomorphes f:S—P; et g:S—P?
respectivement ; posons f'=f°z, g'=g°w.
On sait que 1~ se factorise a travers un revétement ramifi¢ ¢: B—P; et définit
une surface fibrée 4. X—B dont les fibres sont connexes ([21, chap. III, §11,

cor. 11.5]).
Considérons, finalement, les ouverts de Zariski non-vides:

V=g (C-a) , U=z"'(M.
On a le diagramme commutatif:

C?C__——;-}))Z
8 8 N
yc - S -5 ) U
fo f / | h
Ce p~— 9% B

Considérons la 1-forme holomorphe sur C* définie par



w = P(x,y,z)dx — Q(x,y,2)dy,
ol P,Q sont les polyndmes de la définition (*).

(3.3) LEMME.- a) 7lU: U=V estunisomorphisme.
b) |V est holomorphe et jamais nulle.

Preuve. Par définition de A, F. ne s’annulle jamais sur V. Alors, les points de
V' sont non-singuliers dans S, ce qui prouve (a).

D’autre part, @ | ¥ est holomorphe. Si aeV, on peut prendre x,y comme
coordonnées locales dans V' au voisinage de p. Puisque Q(p)=0, il en suit

(o] V)(p)=0. 0

- (3.4) LEMME.- Pour aeC générique, w:f ~N(a) > C, est une application
birationnelle ot C, = C* est la courbe définie par F(ay,z)=0.

Preuve. S —Sp est composé d’un nombre fini de courbes irréductibles. On peut
supposer qu’aucune de ces courbes n’est contenue dans f~ Ya) . Alors, f'(a)
est I’adhérence de ;"' (a) .

D’autre part, on peut supposer que f (a) ne contient aucune composante
irréductible de X-U . Cela implique que 7: f (@) = f7(a) est un morphisme
birationnel par (3.1)a.[]

(3.5) PROPOSITION.- Pour acC générique le genre de chaque composante
irréductible de la courbe F(ay,z) =0 est égal au genre de la fibre générique de
h . En particulier, toutes ces composantes ont le méme genre g qui ne dépend
pasde a.

Preuve. En effet, par (3.4) les désingularisées projectives de ces composantes
sont des fibres génériques de 4 .[]

(3.6) DEFINITION.- L ‘entier g0 est appélé le genre de 1'équation (*).

(3.7) EXEMPLE.- Revenons & 1’équation binomiale 1(4.16). Dans les cas A) B)
e C) on voit tout de suite que les composantes irréductibles de la courbe
F(a,y,z)=0 sont toutes rationnelles, pour aeC générique. Donc, le genre de ces
équations est 0. Dans les cas D) et E) on a encore genre 0 par la formule de
Hurwitz. Cette méme formule nous permet de montrer qu’on a genre 1 dans les
cas restants.

Considérons @=P(x,y,z)dx— Q(x,y,z)dy comme 1-forme méromorphe sur PS.
Alors 7*(w) est 1-forme méromorphe non-nulle sur X . L’équation de Pfaff
7 (w)=0 définit un feuilletage analytique de X & singularités isolées (voir



annexe §3); il est différent du feuilletage défini par la fibration 4. On note
F(P,Q) ce feuilletage associé a I’équation (*).

Si W est un espace analytique irréductible, on note C(W) le corps des fonctions
méromorphes sur .

(3.8) THEOREME.- On a les assertions suivantes.

(a) Tout feuilletage analytique a singularités isolées sur X, différent de celui
défini par h, est de la forme F(P,Q) pour P, QeClx,y,z].

(b) Les équations (*) et (**) définissent le méme feuilletage sur X si et
seulement si elles sont équivalentes.

Preuve. (a) Comme X est une variété algébrique, tout feuilletage de X est défini
par une équation de Pfaff & = 0, ot « est une 1-forme méromorphe non-nulle
sur X (voir annexe §3).

Soient & ,neC(X) les fonctions obtenues par composition de g’ avec les
projections canoniques de P? sur le premier et le deuxiéme facteur
respectivement. Comme g’ est dominante, & et 7 sont algébriquement
indépendantes. Alors,

a=udévdn, uveCX).

Puisque 7 est birationnelle, il existe 4,B,CeClx,y,z] tels que F ne divise

pas C et
u:[A&JGﬂ]o”’ v:[BQJA@JO”
C(x,y,z) C(x,y,2)

En plus, comme o0, F ne divise pas 4 ou B.
Soit R=pgcd(A, B). Posons
A(x,y B
Plr.y.2y= AL E gy y 5= DD
R(x,y,z) R(x,y,2)
Considérons la 1-forme rationnelle sur P;> définie par

@ =P(x,y,2)dx—0(x,y,z)dy,

On voit que
ﬂ*(a))/\a =0 et 7 (w)=0.

Donc, a=0 et ﬂ*(a))=0 définissent le méme feuilletage analytique de X a
singularités isolées (voir annexe §3); en plus F ne divise pas O, car ce
feuilletage est différent de celui défini par h. Pour ces polyndmes P,Q le
feuilletage F(P,Q) défini par (*) est identique a celui défini par a=0.



(b) 11 suit de la définition (1.8) et (2 nouveau) du fait que deux équations de Pfaff
a=0, 4=0 définissent le méme feuilletage & singularités isolées si et seulement si

a =0 []

(3.9) DEFINITION.- Un germe A  d'ensemble analytique irréductible de
dimension 1 en peX est une séparatrice locale de F(P,Q) en p si A —{p}
est contenu dans une feuille de F(P,Q) .

(3.10) LEMME.-  Soit A une séparatrice locale de F(P,Q) en peX .
Supposons que:

i) f(p)=aeC;ii) f|A n’est pas constante ; iii) A~{p}c U.

Alors g'(A) est le support d’une solution locale en a de (*) et cette solution
est ramifiée si et seulement si le degré de [’application locale f’: (A,p) — (Ca)
est plus grand que 1.

Preuve. Le germe m(A) admet une paramétrisation:

x=a), y=p0n, z=A)
ol « est holomorphe non-constante et [,y méromorphes au voisinage de
0eC , a(0)=a et:

FlaH),f0),[())=0 si t#0.
Par (3.1), #*(w)|U est holomorphe est jamais nulle. Alors, par hypothese:
7 (@)(A—{p})=0. '
Donc, o [((A)={n(p)})=0.
Il en résulte: - P(a(t), 5(1), (D))’ () — Q(a(6), O, ANF' () =0  si t#0.
On en déduit tout de suite que x=a(f) , y=f(f) est une solution locale en a
dont le support est g(a(A))=g’'(A).
La derniére affirmation découle de (3.2) et (2.2)a et du fait que:
glV: V- lon

est un isomorphisme local.

(3.11) LEMME.- Soit X le support d’une solution locale par qe CxP, de (*).
Supposons que Z—‘{(]}'CCZ —A . Alors il existe un point peX et une séparatrice
locale A de F(P,Q)en p telsque g'(p)=q et g'(A)=2.

Preuve. Soit x=a(r) , y=f(t) la solution dont X est le support. D’apres (1.3) on
peut supposer qu’il existe z=p1) telle que
1= (a(0), /1), ()

est un germe L de courbe analytique irréductible en p’=((0),40),/0))eS
avec

L-{picV e o|(L-{p'})=0.

D’apres (3.1)a:

z  (L~{py)=A~1{p}
ol A est un germe de courbe analytique irréductible en peX avec a(p)=p’
([9] chap. K thm.7). Alors,



wl(L —{p’})=0 implique z*x(w)|(A-{p})=0.
D’aprés (3.1), cela entraine que A est une séparatrice locale de F(P,Q).[]

(3.12) LEMME.- Soit Cy @ A une solution algébrigue de (*). Alors, il existe
une courbe algébrique projective Ec X invariante par F(P,Q) telle que g'(E)
est I'adhérence C de Cy dans Pi*.

Preuve. g’ ~(C) c X est une courbe algébrique projective. D’apres (3.11) cette
courbe contient une composante irréductible E invariante par F(P,Q) telle que
g'|E n’est pas constante (voir annexe (4.3)).{]

(3.13) DEFINITION.- Un feuilletage analytique & singularité isolées F de X est
de Riccati relativement a h si F est transverse a une fibre réguliére de h
(comparer avec [8] §4).

(3.14) PROPOSITION.- Si F est de Riccati, il existe un ensemble fini Ec B tel

que:

a) pourtout be B—-E, W (b) est une fibre réguliére transverse a F;

b) les fibres qui ne sont pas transverses & F contiennent des composantes
irréductibles invariantes par F.

Preuve. En effet, si F est de Riccati, le support du diviseur de tangence entre F
et la fibration % est contenu dans un nombre fini de fibres de h ([8] §1 et
annexe §5).[]

(3.15) THEOREME.- L équation (*) est dans la classe de Fuchs (I(4.2)) si et
seulement si F(P,Q) estde Riccati.

Preuve. Supposons que F(P,Q) n’est pas de Riccati. Pour seB générique on

peut supposer que :

i) X, =h'(s) est une fibre réguliere et a=g(s)e C;

ii) X, n’est pas invariant par F(P,(Q) et ne contient pas de point singulier
de F(P.0);

iii) X, n’est pas contenue dans la courbe 7T=X~U;

iv) chaque point de X; N7 est non-singulier dans 7',

V) d(WT)(u) = 0 pourtout ve X;NT.

Il existe peX; tel que le germe A de courbe analytique irréductible en p
invariant par F(P,Q) esttangenta X; et Az X;.De plus A n’est pas contenu
dans 7T, car autrement il serait transverse a X;. Alors, A-{p}cU . D’aprés
(3.10) il existe une solution locale en ¢ ramifiée.

Donc, I’équation n’est pas dans la classe de Fuchs.

Supposons que 1’équation n’est pas dans la classe de Fuchs. Soit [
’adhérence de A dans P,” . Pour aeC générique et heP,, oubien g=(ab)g
I ou bien I’équation locale de /~ au voisinage de ¢ est de la forme y=7(x) ou
n(x) est méromorphe au voisinage de « .
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Soit X' le support d’une solution locale par ¢ ramifiée. Alors,
2-{q}c G-A. :
Par (3.11) et (3.10) il existe une séparatrice locale A de F(P,0) en peX
telle que f'(p)=a et f: (Ap) — (Ca) est finie et de degré >1 . Alors F(P, 0)
n’est pas transverse a la fibre de 4 par p . Donc, F(P,Q) n’est pas de Riccati.[]

(3.16) EXEMPLE.- Supposons qu’il existe des fonctions rationnelles

y=Ax1t) , z=BXx0
telles que, pour aeC générique,

y=A(at) , z=DB(al)
est une paramétrisation de la courbe F(a,y,z)=0 (tout point générique de la
courbe correspond & une seule valeur du paramétre).

Par ce changement de variable dépendante 1’équation (*) se transforme en une
équation explicite de la forme
¢ LeHwn,

X

Si 'on suppose, en plus, que (*) est dans la classe de Fuchs, alors (***) est
une équation de Riccati; c’est- a-dire
H(x,0) = a(x)f* + b(x)t + ¢(x)
ou a,b,c sont des fonctions rationnelles.
En effet, soit p;: P\> — P, la projection sur le premier facteur. Alors,
x=x , y=Ax1t , z=BXx1)
définit une application birationnelle &: P’ - S telle que fO=p; .

Dans cet exemple, F(a,y,z)=0 est une courbe irréductible de genre 0 pour
aeC générique ; alors, dans les notations du début du ce paragaraphe, B=P;,
@ =1d., f’=h et les fibres régulieres de A sont isomorphes a P; . On en déduit
que pu=r"'°0 estune application birationnelle P;>—.X telle que 4°u=p; .

L’équation (***) définit un feuilletage de P;* qui se correspond avec F(P,Q)
par i . D’aprés (3.15) F(P,O) est de Riccati. Comme les courbes qui se
contractent par g ne peuvent étre que des composantes des fibres de p; , on
voit que ce feuilletage de P> est de Riccati relativement 4 p; dans le sens de
(3.13). Cela implique que ’équation (***) est de Riccati ({10, thm. 3.3.3]).

Par exemple, pour obtenir I'intégrale premiere de ’exemple [(5.4) on fait le
changement:

5

! 1

)= A(x, ) =—-———-— z=B(x,t)=————
? X% =2x1+1 (0 X =2xt+1
et on intégre I’équation

dr )

="

dx

ainsi obtenue.



(3.17) OBSERVATION.- Supposons que I’équation F(x,y,y)=0 est dans la
classe de Fuchs. Soit p=(a,b,¢) un point non-singulier de S . Comme 7' est
un isomorphisme au voisinage de p qui commute avec f, f , on a que
(dx|S)(p)=0 pour a générique. Par la méme raison et d’aprés (3.13), (3.14) et
(3.15), st (@ |S)(p)=0 alors (dx|S)(P)A(@ |S)(p)20 pour a générique. Donc,
(dxrno AdF)(p)=0 1implique (w AdF)(p)=0;
c’est a dire,
FAabc)=0 implique cFy(ab,c)+ Ffabc)=0

pour a générique.

Il est clair que si p est un point singulier de S alors

cFab.c)+ Flabc)=0.
En conclusion,

F(a,b,c)=F.(abc)=0 implique cF)(ab,c)+ Fabc)=0

pour a générique, car w=zdx-dy dans ce cas-ci. De ceci et de la Nullstellensatz
on déduit qu’il existe melV tel que

(ZFy(x,y,2) + F(x.y,2)" = A(xy,2)F(x,2) + B(x,y,2)F:(x,,2)

ou A, B sont des polynémes en ),z a coefficients fonctions rationnelles de x .
Cela remplace la condition nécessaire 4 de [2] qui est fausse comme le montre

I’équation ()’ —x3*=0.

A continuation on donnera quelques applications aux intégrales premieres et
aux solutions algébriques.

(3.18) PROPOSITION.- Soit R(x,y,A) une intégrale premiére rationnelle de (*).

Alors, il existe un ouvert de Zariski non-vide W de C* tel que:

a) toute solution par geW est réguliére et

b) si  y=y(x) est une solution par qeW , il existe AeC tel que
R(x,y(x), 49)=0.

Preuve. En considérant I’équation polynomiale associée (2.1) on voit qu’il suffit
de considérer le cas de I’équation F(x,y,y)=0 (voir (2.2) et (2.5)). Soit WcC?
I’ouvert de Zariski défini par:
co(xy)D(xy) # 0.

Soient Sy et go: Sy—>C° définis comme au début de ce paragraphe et soit
|14 =g0'l(W) . Alors go: V1—W est un revétement fini connexe non-ramifié.

Notons 7cC® la surface définie par R(x,y,A)=0 et h: T—C* , I’application
définie par A(x,y,A)=(x,y) . En prenant ¥ éventuellement plus petit on peut
supposer d’une part que /h: V2—W est aussi un revétement fini connexe non-
ramifié, ou Va=h"'(W) ; d’autre part que R, ne s’annulle jamais sur V5 .

Soit

@o: V> ¢ définie par  @xy,A) = (x.y,—R(x,y, A/R(x, ¥, A)) .
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Par 1(5.5), ¢(V3)cSo. Alors, comme gy°p =h, on a que @(V3)cV; el que
¢:Vy—>V; est un isomorphisme local, propre et ouvert, en particulier, il est
surjectif.

Soit ge W . L’affirmation (a) découle de I(1.4).

Soit y=y(x) une solution réguliére par g . Si g=(a,b) et c=y’(a) ona:

(a,b,c)eV, .

De ce qui précéde il résulte qu’il existe A(x) holomorphe au voisinage de a
telle que:

| Yy AUX)EV2 et @xy(x),Ax) = (xyx)y (X)) .
Alors,

R, (x, y(x), A(x))
R, (x, y(x), A(x))
En dérivant la premiére égalité et en utilisant la deuxieme on obtient:
RaGey(x), A)A'(x) =0 .
Comme h est un isomorphisme local, R; ne s’annulle jamais sur V5 . Alors
A°(x)=0 . Donc, A(x)=cte.=AyeC .[]

R(x, y(x),A(x))=0 et  y'(x)=-

(3.19) THEOREME.- Il existe une infinité de solutions algébriques si et
seulement s’il existe une intégrale premiere rationnelle.

Preuve. Si R(x,y,A) est une intégrale premiére alors, pour AyeC générique,
R(x,y,20)=0 définit une courbe algébrique dont les composantes irréductibles
sont des solutions algébriques.

Réciproquement, supposons qu’il existe une infinité de solutions algébriques.
Il en résulte, d’aprés (3.12), qu’il existe une infinité de courbes algébriques
irréductibles invariantes par F(P,Q). Par [6], F(P,Q) admet une intégrale
premiére rationnelle. La preuve de (3.19) suit, alors, du lemme suivant.]]

(3.20) LEMME.- Si le feuilletage F(P,Q) posséde une intégrale premiere
rationnelle, alors il existe une intégrale premiére rationnelle de I’équation (*).

Preuve. Soit @ une intégrale premiere rationnelle de F(P,Q). Posons I =6 o
C’est une fonction rationnelle non constante sur Sp on peut représenter /° par
un quotient

Axy,2) 4,BeClx, y,7]

B(‘x’ y’ z)
ol A,B sont premiers entre eux et F ne divise pas B . Le sous-ensemble
algébrique de C® défini par:

Fx,y,z) = B(x,y.z) =0

est de dimension <1 . Alors, il existe L(x,y)eC[x,y] non-nul qui s’annulle sur
cet ensemble. Notons:

W= {(xyz2)eSo: coxy)L{xy) #0 et (xy)gA };



I’ensemble W est une variété analytique complexe non-vide de dimension 2,
connexe.
Par ailleurs, notons Y=C' D’ensemble algébrique de dimension pure 2 défini
par:
A(y.z) — AB(x,y,z) = F(x,3,2) =0 .
Considérons maintenant I’application analytique ¢ : W—C* définie par:

A(x’ y’ Z)
B(x, y,2)

Par le critére jacobien on a que @ W)cY-SingY . Comme W est connexe,
(W) est contenu dans une composante irréductible Y’ de Y . Puisque
dimY’=2 , il existe R(x,y,A)eC[x,y, A} irréductible qui s’annulle sur Y’ . C’est-
a-dire, :

@(x5y’z)=(x9y7z’

Ree.y, 2022

X, ¥, si x,v,z)eW.
yB(x’y’Z) (x,3,2)

11 est évident que R dépend effectivement de 4 etde x ou y, puisque [~
n’est pas constante.
Soient a,beC tels que:
cola,b)L{ab) =0 et (xy)eA.

Soit x=a(t), y=p(t) une solution de (*) par (a,b) . Par le lemme (1.3) on peut
supposer qu’il existe z=xr) méromorphe au voisinage de 0eC telle que

P(a(n), B0, () a (1) = O(aln), f1), A)B (1) = Fa(), BN, {0) = 0.

Comme c¢o(a,b)20, ©0)eC . 1l enrésulte que le germe de courbe:

1= (a(0), K1), A0))
est contenu dans W et satisfait a 1’équation @w=0. En plus, comme W est non-
singuliére, la restriction de 7 a 7 ~'(W) est un isomorphisme sur W (voit
diagramme du début de ce paragraphe). Alors, d’apres (3.3)b, la courbe

1=z~ (a0, B /D)),

est invariante par F(P,Q), car WcV; elle est contenue dans ’ouvert ou & est
holomorphe, d’apres la définition de W. Donc,
X~ (a), (1), A1) = constante,

d’ou suit qu’il existe AyeC tel que
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Ala®), Oy ) _ 4
B(a(n), B0,y (1)

0

On en déduit que
0= R(a(t), (), 0. SO, 7 (1)

B(a(n), B(1), 7 (1))

)= R(a(t), (1), 4¢)

Il en résulte que R dépend effectivement de y et, par (2.6), que R est une
intégrale premiére de (*).[]

(3.21) COROLLAIRE.- Si C;,C,,C3,... est une suite de solutions algébriques
de (*) toutes différentes, alors le genre de C, ne dépend pas de n pour tout n
assez grand.

Preuve. Par (3.19), il existe une intégrale premiére rationnelle R(x,»,A) de (*).
Soit W D’ouvert de la proposition (3.18). Alors, C,NW n’est pas vide si »
est assez grand. Supposons que y=y,(x) soit I’equation locale de C, au
voisinage d’un point geC, N . Alors, il existe 4,eC tel que R(x,yn(x),4,)=0 .
Alors C, est une composante irréductible de la courbe D, définie par
R(x,y,A4,)=0 . Comme les C; sont toutes différentes, on peut supposer que, pour
n assez grand, A, est générique dans le sens de (3.5) appliqué a R . Alors, les
composantes irréductibles de D, ont toutes le méme genre qui ne dépend pas de

n.[]

(3.22) EXEMPLE.- (»)* = 2yy’ +* —y =0 . On vérifie, par 1(4.10), I(4.12) et
[(2.6), que I’équation est dans la classe de Fuchs. Son genre est 0 . Suivant
(3.16) on prend

1 !
=3 > = 2
(=17 (=1

Y

et on trouve I’équation de Riccati

IO
dx

On la résout par le changement de variable u=1/t et on obtient finalement la
solution générale:

(1+ce™'?)?
e e



On voit tout de suite que cette équation n’admet pas d’intégrale premicre
rationnelle; elle posséde pourtant la solution algébrique =1, qui n’est pas
contenue dans A.

4. Solutions méromorphes. Considérons 1’équation de Riccati

y =px)y* +q(x)y+r(x),

avec p,q,r€ C(x) (comparer avec 1(4.15)).

Notons ScC I’ensemble des poles de p,g et r. Soient aeC— S et y=y(x) une
solution locale uniforme de cette équation en a. Soit U un ouvert simplement
connexe tel que ae U< C—S. L’une des propriétés remarquables des équations
de Riccati (voir [10, § 3.2 et § 3.3]) nous dit que y=y(x) se prolonge a une
solution méromorphe dans U tout entier. Dans ce paragraphe nous généralisons
cette propriété aux équations différentielles (*) qui sont dans la classe de Fuchs.

(4.1) DEFINITION. Soit fe C(U) avec Uc C un ouvert connexe. Alors y=fx) est
une solution méromorphe de (*) dans U si elle détermine une solution uniforme
locale de (*) en chaque point ac U. Dans le cas ou f est holomorphe on dira que
la solution est holomorphe.

(4.2) LEMME. Soit feC(U) avec UcC un ouvert connexe. Alors y=f(x) est une
solution méromorphe de (*) dans U si et seulement s'il existe un sous-ensemble

discret S de U, contenant les péles de f, tel que pour tout xe U=S les équations
en z suivanites:

P(x,flx).z) = O(x,fx).2)f (x) = 0. F(x,fix).2)=0,
ont une racine en Comniun.
Preuve. 11 résulte immédiatement des définitions du §1. []
(4.3) EXEMPLE. La fonction flx)=x/2 est une solution holomorphe dans C de
I’équation .
dx—xzdy =0, (y—-x)z+1=0

avec S={0} non-vide.

(4.4) PROPOSITION. Soit feC(U) avec UcC un ouvert connexe. Supposons
qu'il existe ae U tel que y=flx) détermine une solution locale uniforme de (*) en
a. Alors y=£(x) est une solution méromorphe de (*) dans U.

Preuve. Considérons le sous-ensemble algébrique S de C défini par
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P(x,y,2)u—Q(x,y,2)v=F(x,5,2)=0 ;
notons 7<C” I'image de S par la projection (x,3,zu,v)—>(x,y,u,v).
Par ailleurs, considérons I’application analytique injective ¢:U—>P* définie
par -
Hx) = (x.fx),1.1(x)).
D’aprés le lemme (4.2), il suffit de démontrer que U-¢(T) est un sous-
ensemble discret et fermé de U.

Puisque T est un sous-ensemble constructible de P* ([17, thm. 3.16]), ’'un des
sous-ensembles U-¢ ' (T) ou ¢"(T) doit étre discret et fermé dans U. Or, par
hypothése, il existe un voisinage V,cU de a tel que & V,—{a})cT, et donc ¢ "
n’est pas discret, d’ou I’assertion. []

(4.5) THEOREME. Supposons que 1'équation (*) est dans la classe de Fuchs. 1l
existe un ensemble fini ScC tel que si £2=C=S est un ouvert simplement connexe
et ac£2 alors toute solution locale de (*) en a est uniforme et se prolonge a une
solution méromorphe de (*) dans (2

Preuve. On reprend les notations et définitions du début du §3. Soit I°

I’adhérence dans CxP) de A (voir §1).
Soit S un sous-ensemble fini de C tel que:

i) si ae C=S, toute solution locale de (*) en a est uniforme ;

(i1) si aeC-S et g=(a,b)e [, alors g est un point régulier de /" a tangente
non-verticale;

(iii)  tout ae C=S est une valeur réguliére de ¢ (voir diagramme du début du
§3).

(iv)  si aeC=S, tout e '(a) est une valeur réguliére de h et h'(&) est
transverse a F (P, Q) (voir (3.15) et (3.13)).

Notons 2= C-S. Prenons ae {2’ et soit y=y(x) une solution locale de (*) en a.
Posons ¢=(a,b) avec b=y(a)eP; et notons 2 le support de cette solution. On
distingue deux cas:

1 cas. Z—{q}cC’—A.. Soit Fla restriction de F(P,Q) a h™' (¢ '(£2"); de (iv) suit
que F est régulier. D apres (3.11), il existe une séparatrice locale A de F telle
que g'(A)=2"; en particulier A est contenue dans une feuille de F. Puisque les
feuilles de F sont transverses aux fibres de 4 au-dessus de ¢ '(£2”), il existe une
surface de Riemman L et une application analytique « L—X telles que
ha :L—>@ '(£2’) est un revétement non-ramifié et Aca (L). Alors, g'(a (L))o
(voir annexe (4.1) et (6.4)).
On a le diagramme commutatif suivant



N

o
o9
S

b
-G
S

ou A’ est la projection sur le premier facteur. De ceci et du fait que la restriction
de @ a ¢ '(£2’) est un revétement fini non-ramifié, on déduit que I’application

h'°g °a L
I’est aussi,

Prenons maintenant un ouvert simplement connexe {2 tel que aefz(2’. Il
existe un ouvert Wcl tel que Aca(W)et h'°g’° a applique isomorphiquement
W sur £2. Alors g’ (a(W))c{2xP; est le graphe d’une fonction méromorphe sur £2
qui prolonge y=y(x). On conclut par (4.4).

2°™ cas. ST Soit K la composante irréductible de /™ qui contient X, Posons

Ko ={(xy) eK : xe}.

Alors K est une surface de Riemann ([9, vol II(E) thm. 19]) contenant X telle
que la restriction de 4" a Ky induit un isomorphisme local propre sur £2°; en
particulier #’ est un revetément fini non-ramifié. On compléte la preuve comme
dans le premier cas.[]

5. Singularités essentielles. Un fait remarquable pour I’équation (*) est que sa
solution générale ne posseéde pas de « singularité essentielle mobile » (comparer
avec [3, 3.16] et [10, thm. 3.3.2}). Plus précisément, on a la définition et le
théoréme suivants.

(5.1) DEFINITION.- Soit aeC . Alors a est une singularité_essentielle de (*)
s'il existe un disque ouvert DcC de centre O et des fonctions

a:D—>C ., p:D*>C (D*=D-{0})
telles que a0)=a, « est holomorphe et non constante, 3 est méromorphe, 0
est une singularité essentielle de [ et les équations en z

Pla () fn.a' () - NAaO.fnNp =0 .  Fla@)pnz)=0

ont une racine en commun pour tout t€D* qui ne soit pas un péle de f.
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(5.2) THEOREME .- Il n’existe qu’un nombre fini de singularités essentielles de
[’équation (*).

La preuve de ce théoréme suivra du lemme (5.4) ci-dessous.

(5.3) LEMME.- Soit J un feuilletage analytique a singularités isolées de la
surface analytique non-singuliere X . Soit Mc X un sous-ensemble analytique,
compact, de dimension pure 1 . Supposons que py ,....p, Sont des points non-
singuliers de M tels que T et M sont transverses en chaque p; (j=1,...,n).
Alors, il existe un ouvert U de X contenant M tel que si F est une feuille de
T |(U - M) dont I’adhérence, disons F* dans U contient un point p; alors
F'a M= {p;} .

Preuve. La structure produit de J au voisinage de chaque p; (voir annexe
(1.7)) implique que, pour U convenable, une telle feuille F doit €tre un germe
de courbe analytique transverse & M au point p; , moins le point p; .[]

Pour le lemme qui suit on garde les notations des §1 et §3.

(5.4) LEMME .- Soit aeC tel que co(ay)#0 et que la droite x=a n’est pas
contenue dans A . Supposons que a est une singularité essentielle de (*). Alors,
['une (au moins) des composantes irréductibles de (f Y Na) est invariante par

F(P,Q).

Preuve. Supposons, par absurde, qu’aucune des composantes irréductibles de
(f)'(a) n’est invariante par £ (P,Q) ; notons D le diviseur de tangence entre le
feuilletage défini par f° et AP, Q). Alors, I'intersection de (f° YV Ya) avec le
support de D est finie (voir annexe (2.4),(5.1),(5.2)). Cela implique qu’il existe
beC tel que co(a,0)#0 , (a.b)gA et que (g ’)_'(a, b) est disjoint du support de
D (voir début du §3).

Soit g=(a,b) . Des deux premiéres conditions il résulte que g '(q) est fini et
contenu dans V. Alors, (g°)7'(¢g) est fini. De la troisiéme on déduit que si
pe(g)'(g) alors p est un point non-singulier de () @) etde F(P,Q); de
plus (f)"'(a) et FAP,Q) sont transverses en p (voir annexe (5.2)).

D’aprés (5.3), il existe un voisinage ouvert V, de a tel que si F est une
feuille de

FRO| (Y (Va*) (V*=V,~{a})

et si ’adhérence F* de F dans (f)"'(V,) contient un point pe(g’) “Hgq) , alors
Fio) ™ (a=p}.

Soient x=a(t), y=/t) comme dans la définition (5.1). On peut supposer que
D)=V, , a'(a)=0 et que le morphisme a: D—V, est propre; en particulier
a| D*: D*>V,* est propre. Donc, ’application analytique



I: D*> VP P2, T = (o), A1) , teD*

est aussi propre. Alors Y=/{D*) est un sous-ensemble analytique irréductible

de dimension 1 de V,*xP, . Comme 0 est une singularité essentielle de /S,

’adhérence Y* de Y dans V.xP, contient {a}xP;.En particulier, Yz A.
L’application

g1 V) (O (VA)=(g ) (Va*xPr) — V*xP

est analytique, propre et surjective. On en déduit que (g’)™'(¥) est un sous-
ensemble analytique de dimension 1 de (f° ’)"'(Va*) .Comme Yz A, il résulte de
(3.11) qu’il existe une composante irréductible Z de (g YY) invariante par
AP,Q) et telle que dim g(Z) = 1 (voir annexe (4.3)). Comme Y est
irréductible, g'(Z) =Y.

Finalement, notons Z' ’adhérence de Z dans ()”'(V,) . On voit que g’(Z# )
est fermé dans V,xP; . Comme qu# , Z' contient un point pe(g)'(q) .
L’ensemble des points réguliers de Z est contenu dans une feuille de
RP,ONY ' (V.*) . Alors, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, Z'n() @) ne
contient d’autre point que p . Cela implique que Y#m({a}xPl)={q} , ce qui est
une contradiction.[]

Preuve de (5.2). S’il existait une infinité de singularités essentielles de (*) il
existerait une infinité de valeurs régulieres y de % (dans les notations du début
du §3) telles que 4~ '(y) est invariante par £ (P,Q), ce qui est absurde: en effet,
autrement le diviseur de contact entre F (P,0) et le feuilletage défini par 4
contiendrait une infinité de fibres de A.[]

* k%
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Chapitre 111 — LES EQUATIONS DE GENRE 0 ET DE GENRE >1
DANS LA CLASSE DE FUCHS

1. Introduction. Dans ce chapitre on reprend I’étude de I’équation

(*) {P(anaZ)dX—Q(xsy,Z)dy=0}

F(x,y,2)=0

dans les conditions et avec les notations du §1 du chap. II.

Dans 11(3.6) on a défini la notion de genre de 1’équation (*). Dans cet exposé
on va considérer les équations de la classe de Fuchs (voir chap. I §4 et chap. II
§1 et §3) de genre 0 et de genre >1. Dans le premier cas, on montrera qu’elles
se raménent a des équations de Riccati a coefficients algébriques [2] (I’exemple
I1(3.16) en est un cas particulier). Comme application on donnera un critére pour
I’existence d’une intégrale premiére rationnelle (voir (5.7) et (5.8)). Dans le
deuxiéme cas, on montrera qu’elles admettent toujours une intégrale premicre
rationnelle ((6.4) et [2]); I'utilisation des variétés hyperboliques simplifie
considérablement la preuve de cette derniere assertion. Ceci a été généralisé par
Bruno Scardua dans [18].

Comme exemple, on montre que les tangentes a une courbe plane irréductible
de degré >1 sont les solutions d’une équation dans la classe de Fuchs de genre
égal a celui de la courbe.

2. L’image réciproque réguliére. Soient 4. X—B une surface fibrée, dans le
sens du §3 chap. II et dont les fibres sont connexes, 4 une surface de Riemann
compacte et y. A—>B une application analytique surjective. En général,
I'image réciproque de 4 par y n'est pas une surface fibrée a cause de
I’apparition de singularités. '

(2.1) DEFINITION.- Une image réciproque réguliére de h par y est un triple

(Y kD) ou:

a) k: Y—A est une surfuce fibrée,

b) I Y—=X est une application analytique telle que h°I"= Yk ;

c) il existe un ouvert de Zariski non-vide V de B tel que si acA et fa)eV
alors |k (a) kK '(a) > W™ '(Ka)) est un isomorphisme.

y—1 . x

h

A— TV . B




(2.2) LEMME .- I existe toujours une image réciproque réguliére de h par y.

Preuve. Soit h’: X’—A I’image réciproque usuelle de /4 par y et soit

y': X’—>X D’application canonique. Prenons une désingularisation p: Y—X" de
X etposons I'=y°p et k=h’p . Alors (Y,kI) estune image réciproque
réguliére de 4 par y;on a le diagramme commutatif

\ 5 B
3 X , -X
Y
R’ h
A1 .B

Pour vérifier (¢) de (2.1), prenons par VB ’ouvert de Zariski formé par les
points qui sont des valeurs réguli¢res de 7 etde y. Alors W=h’ ) est
formé par des points non-singuliers de X" . Donc,

plp” ) p W
est un isomorphisme. ]

On attire I’attention du lecteur sur le fait que ’application /= Y—X du lemme
ne contracte que des composantes irréductibles des fibres de la surface fibrée
k: Y—A, car la surface X°, obtenue comme image réciproque, n’est singuliere
que le long d’un nombre fini de fibres de 7' X' —A4.

(2.3) LEMME.- Soit (Y,k,I) une image réciproque réguliére de h par y. Soit

Kc X une courbe analytique fermée telle que h|K: K—B est finie. Alors,
r(Ky=K' UK,

ou K' et K, sont des courbes analytiques fermées, kK': K'—A est finie et

Kick’(E) oii EcA est un ensemble fini. Cette décomposition est unique el

deg(hK)=deg(k|K’) . En particulier, si K est une section de h, alors K’ est

une section de k.

Preuve. 11 découle de la définition (2.1) puisque [/~ ne contracte que des
composantes irréductibles des fibres de £ .[]
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(2.4) DEFINITION.- On dira que K’ est l'image réciproque de K dans Y.

(2.5) LEMME .- Soit K X une courbe analytique fermée telle que h|K: K—B
est finie de degré d21. Alors, il existe une surface de Riemann A, une
application analytique surjective y:A—B et une image réciproque réguliere
(Y,kI) de h par y telle que I'image réciproque K’ de K dans Y estla
réunion de d sections différentes de k.

Preuve. Soit LcK une composante irréductible qui n’est pas une section.
Considérons une désingularisation a: A—L de L et notons y = h°c . Soient
(Y,kI) une image réciproque réguliére de 42 par y et VB [Douvert de la
définition (2.1); posons U=y"Y(¥) . On peut supposer que tout point de U est
une valeur réguliére de k et tout point de V' est une valeur réguliere de % et de
. Dans ces conditions on peut définir une section s: U—Y de k par:

Ts(x)=ax) , xeU.
1l suit de (2.1) que

' Wy: K'O)— (1)

est un isomorphisme local. Il en résulte que s est analytique.

Soit L’ I’image réciproque de L dans Y. Alors, s(U)cL’. Donc, si xeU et
x—>aed , alors s(x) = L'~ k'(a), qui est un ensemble fini. On en déduit que s
se prolonge & une section analytique 7: 4—Y de k et #(4)c L', puisque 4 est
lisse et L’ fermée.

Puisque I’image réciproque d’une section est une section, il suffit d’itérer le
procédé ci-dessus et d’appliquer (2.3) pour compléter la démonstration.[]

(2.6) PROPOSITION.- Supposons que X est une surface projective. Soit d un
entier positif Alors, il existe une surface de Riemann A, une application
analytique surjective y :A—>B et une image réciproque réguliére (YkI) de h
par y telle que k: Y—>A posséde d sections analytiques différentes.

Preuve. Puisque X est une variété projective, il résulte du théoréme de Bertini
(voir [21, chap. II, thm. 8.18]) qu’il existe dans X une infinité de courbes
irréductibles dont I’autointersection dans X est positive. Aucune de ces courbes
n’est contenue dans une fibre de 4 , par le lemme de Zariski ([13, chap.IlI
lemma (8.2)]).

De ce qui précéde on déduit qu’il existe une courbe algébrique projective
KcX telle que hlK: K—B est finie de degré > d . La proposition découle, alors,
de (2.5).]

Si T est un espace analytique irréductible, on désigne par C(T) le corps des
fonctions méromorphes sur 7.

(2.7) LEMME.- Soit (Y,k.I) wune image réciproque réguliére de h par y.
Comme y I hk sont surjectives et h°I=y°k , on peut supposer que C(A4), C(B)



et C(X) sont des sous-corps de C(Y). Alors C(Y) est engendré, comme corps,
par les éléments de C(A) et C(X).

Preuve. Soit d = deg y. D’apres la définition (2.1), 7~ est génériquement finie
et deg I'=d . Alors,

[C(D):CX)] =d.

Par ailleurs, il est clair que C(B) est algébriquement clos dans C(X) . Si
feC(4) un élément primitif de C(4)/C(B) , on en déduit que

d=[CB).CB)] = [CXN:CX)] < [CN):CX0] =4 .[]

(2.8) DEFINITION.- On dira que la surface fibrée h:X—B est
birationnellement triviale s’il existe une surface de Riemann compacte F et une
application birationnelle f- BxF—X telle que p=hf ou p. BxF—>B est la
projection canonique. On dit que [ est une trivialisation birationnelle.

(2.9) OBSERVATION.- Cela implique que f ne contracte que des composantes
irréductibles de quelques fibres et que les fibres de %4 sont génériquement
isomorphes a F .

3. Résultats geométriques. Soit K le diviseur canonique d’une surface
projective lisse X et soit CcX une courbe algébrique projective irréductible.
On rappele les résultats suivants:

A) 20(C) -2 = C(K + C) - 2&C)

ou g(C) estle genre de C, le point dénote I'indice d’intersection dans X et
AC)=0 est un entier qui s’annulle si et seulement si C est non-singuliére ([11,
1-15 et I-16]).

B) Sih: X — B est une surface fibrée et Cc W (b) pourun beB, alors C.C<0
et C.C=0 implique C=Fk"'(b). De plus, I'autointersection de chaque fibre, en
tant que diviseur, de 4 est nulle [13, chap. IIl Lemma (8.2)]).

(3.1) PROPOSITION.- Soit h: X — B une surface fibrée telle que:

a) il existe une fibre réguliére isomorphe a Py et

b) aucune fibre ne contient de courbe isomorphe a P et d’autointersection —1.
Alors h est un fibré localement analytiquement trivial de fibre type P .

Preuve. Prenons beB et posons F=h4(b).
Fixons Fy=h"'(by) une fibre réguli¢re isomorphe a P ; par (A) et (B),
—2=F0.K .
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11 existe une fonction f méromorphe et non-constante sur B dont le seul pole
est b et dont les zéros by,...,b; sont tous simples et sont aussi des valeurs
réguliéres de 4. Si Cj,...,Cyx sont les composantes irréductibles de F alors,

div(fol) =Y h'(b)-s>, nC, avec n >0
On en déduit que le diviseur

Dzzk nC.

i=l i

est numériquement équivalent & Fj . Donc,

1) S¥ nC,.K=DK=F,K=-2

i=1""1
On distingue deux cas :

Cas 1. Supposons que ’'une des C; a une auto-intersection nulle. Par (B), k=1
et D=nC avec C.C=0.Comme nC.K=-2 ona n=1 ou n=2.
Si n=1 alors C.K=-2.Par (A), g(C)=&C)=0 et F estisomorphea P;.
Si n=2, C.K=—1.Mais (A) implique que C.K est pair; contradiction.

Cas 2. C;.C; <0 pour tout i=1,2,....,k, d’apres (B) . Par (A) et (1) on a:

~2=3" n,2g(C,)-2-C,C, +25(C))).

Si C;.Ci<-1 alors le terme correspondant de cette somme est >0 . Si
Ci.Ci=-1 et g(C)=&C)=0, C,cF serait isomorphe a P; , ce qui contredit
I’hypotheése. Si C;.C; = -1 et g(C)+XC;)>0 , le terme correspondant dans la
somme est encore >0 . On obtient -2 >0 ; contradiction.

En définitive, on a démontré que D=C ou C est une courbe isomorphe a Pj.
C’est-a-dire, toutes les fibres sont réguliéres et isomorphes a P; . Cela implique
la proposition, d’apres [7]. []

Si ab,cd sont quatre poinfs d’une surface de Riemann de genre zéro, on
dénote [a.b,c¢,d] leur rapport anharmonique.

(3.2) LEMME.- Supposons que la surface fibrée h: X—B admet trois sections
analytiques différentes so , 5152 et que ses fibres réguliéres sont isomorphes a
P, . Alors, il existe une trivialisation birationnelle f: BxPy—X de h telle que
les images de Bx{0}, Bx{l}, Bx{w} par [ sont syoB), s1(B), s2(B)
respectivement.

Preuve. En contractant les éventuelles composantes irréductibles des fibres
isomorphes a P; et d’autointersection —1 on peut se réduire, par (3.1), au cas



ou A est une fibration analytiquement localement triviale. Dans ce cas on
définit une application birationnelle g: X— BxP; par:

[S()(y), Sl(y)s Sz(y),X] = [O,I,OO,g(X)]
ou xeX , y=h(x). L'inverse f de g est la trivialisation birationnelle
cherchée.[] :

L’existence de sections pour une surface fibrée est, en général, difficile a
constater ; en plus, il n’est pas toujours vrai qu’une surface fibrée, méme qu’elle
n’ait pas de fibres singuli¢res, posseéde des sections. Cependant, dans le cas ou
les fibres réguliéres son isomorphes a P, , il existe toujours une section : ceci est
la version géometrique d’un résultat connu comme Théoréme de Tsen (on peut
consulter [10, pag.24]). Par un argument standard de cohomologie de faisceaux
on peut montrer que 1’existence d’une section implique celle d’une infinité de
sections ; du lemme suit alors le résultat suivant, connu comme Théoréme de
Noether-Enriques (voir [11, chap. III]). '

(3.3) THEOREME .- Soit h: X—B une surface fibrée dont les fibres réguliéres
sont isomorphes a Py et supposons que X est une variété algébrique. Alors h
est birationnellement triviale.

(3.4) OBSERVATION.- Si KcX est une section de 4 on peut choisir la
trivilisation birationnelle en sorte que Bx{w} corresponde avec X .

4. Les équations de genre nul. Dans ce paragraphe on montrera que si
I’équation (*) est de genre O alors son étude se ramene a celui d’un feuilletage
d’un produit AxP,,ou A4 est une surface de Riemann compacte, différent de
celui donné par les fibres de la projection canonique AxPi—A (c’est-a-dire
qu’elle se ramene au cas des équations étudiées dans [10 chap. 3]). Si, en plus,
I’équation est dans la classe de Fuchs, ce feuilletage est de Riccati relativement a
cette projection canonique (dans le sens de II(3.13)). Dans le paragraphe suivant
on étudiera ces feuilletages.

(4.1) PROPOSITION.- Supposons que I’équation (*) est de genre 0. Alors, il
existe une surface de Riemann compacte A, une application analytique
surjective y: A—>P\ et une application rationnelle I AxP\—> P2 telles que

AxPLa g"

!
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commute, ot les fléches verticales sont les projections canoniques sur le premier
facteur. En plus, pour acA  générique, Ha)eC et I applique
birationnellement  {a}xP sur une composante irréductible de la courbe

{F@».2)= 0} < (H@)}xP/".

Preuve. Considérons la surface fibrée h: X—B introduite au §3 du chapitre II
duquel on reprend les notations et définitions ; on prend A=B. Par hypothése, les
fibres réguliéres sont isomorphes 2 P; . On est, donc, en mesure d’appliquer
(3.3). Tenant compte de II(3.4) et de (2.9), on voit que (4.1) en suit
immédiatement.[]

(4.2) OBSERVATION.- On peut exprimer (4.1) de facon informelle en disant

que si ’équation est de genre nul, alors on peut paramétriser birrationnellement

la courbe F(x,y,z)=0, ol I’on considére x constant, par des fonctions:
y=AxtH , z=DBx1)

rationnelles en ¢ et a coefficients des fonctions algébriques en x . Cette

paramétrisation est birationnelle pour x générique.

(4.3) EXEMPLE.- F(x,y,z) = 2> — x)* . Il n’existe pas 4,B comme dans (4.2)
qui soient des fonctions rationnelles en ¢ et en x, car autrement on aurait
B(x,)* = xA(x, 1),

ce qui est absurde : le probléme ici est que la courbe F(a,y,z) = 0 est réductible
pour a générique ; aprés prendre une image réciproque par une application de
degré 2, selon le théoréme de factorisation de Stein ([21, chap. III, cor. 11.5]),
on trouvera de telles A,B, rationnelles en ¢ mais avec des coefficients des
fonctions algébriques (d’ordre 2).

Reprenons les notations et définitions du début du §3 du chapitre II et
supposons que 1’équation est de genre zéro. Soient 4, y et I  comme dans
(4.1). Soit

I: AxP\—P;’
la composition de 7~ avec la projection canonique:
P’ = P’xP, > P?.

(4.4) THEOREME - a) I'équation de Pfaff dans AxP,
T¥(P(x,y,z)dx — Q(x,y,z)dy) =0

n’est pas triviale ; notons G le feuilletage analytique de AxPy a singularités

isolées défini par cette équation.

b) G est différent du feuilletage défini par les fibres de la projection canonique
AXP|—)A N

¢) pour aeC générique et pour tout beP,, si X a A est le support d’une
solution de (*) par g=(ab), il existe une séparatrice locale A de G en
peAxP) telle que I est définieen p, I (p)y=q et I" (A)=2;



d) si Cz A est une solution algébrique de (*), il existe une courbe algébrique
projective irréductible K AxPy invariante par G telle que l'image de K
par I est 'adhérence de C dans P\’ ;

e) s’il existe dans AxPy une infinité de courbes algébriques. fermées
irréductibles invariantes par G , ['équation (*) posséde une intégrale
premieére rationnelle;

P sil’équation (*) est dans la classe de Fuchs, G est de Riccati relativement a
la projection canonique AxP)—A .

Preuve. (a) Par construction, [~ est une application rationnelle dominante:
I AXP] —>S.
De ceci est de 11(3.3) on déduit que 7*(P(x,y,z)dx — Q(x,y,z)dy) est une 1-forme
méromorphe et non nulle sur AxP;.
(b) L’assertion résulte du fait que F ne divise pas Q.
(¢) Considérons le diagramme commutatif (voir chap. II, §2)

2

. P
l“ / 1 \\g)

ot m estla projection canonique.
Comme 7 '°I" ne contracte que des composantes de quelques fibres de 7 , il
existe un ouvert de Zariski non-vide W,cCcP, tel quesi W=y '(W>) alors:
O=rx"r n W) : o W) - (W)
est analytique, propre et finie. D’aprés (4.1), pour aeW, générique, I |z '(a)
est une désingularisation d’une composante irréductible de la courbe F{(a,y,z)=0
tandis que 7| ~'(7(a)) est une désingularisation de cette courbe (1I(2.2)). Il en
résulte que @ |m~'(a) est injective. On en déduit que @ est un isomorphisme
local, a condition de prendre W, plus petit si nécessaire.
Rappelons que AP, Q) est le feuilletage de X' associé a I’équation (*) (voir §3
du chapitre II).
D’aprés les définitions, I’image réciproque par @ de AP, Q)| f° (W) est
Glm ™ (W) (voir 11(3.3)). Il suffit, alors, d’appliquer II(3.11).
(d) Il est analogue a (c) au moyen de I1(3.12).
(e) D’aprés ce qu’on a vu dans la preuve de (c), si Cc AxP; est une courbe
irréductible invariante par G et telle que m(C)=A4 , alors son image par wler
est une courbe irréductible invariante par AP,Q) (voir annexe (4.3)). Par le
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théoréme de Jouanolou [6], I’hypothése entraine que AP,Q) posséde une
intégrale premiére rationnelle. On conclut par 11(3.20).

(f) Si I’équation est dans la classe de Fuchs, AP,Q) est transverse aux fibres
génériques de [ (1I(3.15) et 11(3.14)). Comme @ est un isomorphisme local,

cela implique que G est transverse aux fibres génériques de 7 .[]

5.- Les équations de Riccati. Soit 4 une surface de Riemann compacte et
supposons donné un feuilletage analytique a singularités isolées G de Y=AxP,
différent de celui défini par les fibres de la projection canonique p: Y—4 .

Comme Y est une variété algébrique, G est donné par une équation de Pfaff
globale 6 =0, ou & estune l-forme méromorphe non-nulle sur Y (voir
annexe (3.4)). Soit #- Y—>P; 1’autre projection canonique. Choissisons /e C(4)
non-constante et soit x=[°0 . Alors,

60 =udx + vdt

ou uveC(Y) et v#0.On peut, donc, écrire I’équation sous la forme:

dt U
E_f , f——;EC(Y)-

(5.1) LEMME.- Si G est de Riccati relativement a p alors
f=alt+bt+c
ou ab,ce C(4).
Preuve. Voir [10, thm. 3.3.3].
(5.2) OBSERVATION.- Supposons que I’équation est de genre nul et soient
y=Ax1t z = B(x,0)
comme dans (4.2). L’équation du feuilletage G de Y défini au théoreme (4.4)
est:

P(x, A(x,0), B(x, 1))dx — OCx, A(x, 1), B(x, 1)) Ax(x, dx — O(x, A(x, ), B(x, ))A/(x, {)dt = 0

Il en résulte 1’équation explicite:

dx O(x, A(x,t), B(x,1))A4,(x,1)

di _ P(x, A(x,1), B(x, 1)) = O(x, A(x,1), B(x, 1) 4, (x,1)

Si, en plus, I’équation (*) est dans la classe de Fuchs, celle-1a est une équation de
Riccati, d’apreés (5.1) et (4.4)f (comparer avec 11(3.16)).

(5.3) EXEMPLE.- (') — xp(x —y)* = 0 . Comme F(x,y,2)=2"-xy(x—») , la
courbe F(a,y,z)=0 est une cubique avec un point double en y=a , z=0 .
L’équation est, donc, de genre nul.



Comme =0 est une solution, il résulte de 1(4.10), 1(4.12) et 1(2.6) que
I’équation est dans la classe de Fuchs. On fait:
y=PxhH= F, z= Ox,1) = \x(x — tz)
et on obtient ’équation de Riccati:
di_ _Axp wx
dx 2 2
Observons qu’on perd la solution y=0, contenue dans A .

(5.4) LEMME.- Supposons que G est de Riccati relativement a p . Soit UcA
un ouvert et soient y=y(x), 1<j <4, des fonctions analytiques a valeurs dans
P, telles que leurs graphes dans UxP\CY sont disjoints deux a deux et
invariants par G . Alors, la raison anharmonique

1), ya(x), y3(x), ya(x)] est constant pour xelU.

Preuve. D’aprés 11(3.14), on peut supposer que G est transverse a p_l(x) pour
tout xeU . Comme le probléme est local, on peut prendre U assez petit pour
que G trivialise le fibré p| p~'(U) . Cest a dire, il existe
A:p N (U) - Py

analytique telle que A p~'(x) est un isomorphisme pour xeU et que A(x)=A(v)
si et seulement si u,vep '(U) sont dans la méme feuille de G| p~'(U) (voir
annexe (6.3)). Alors,

D), y2(x), y3(x), ya(x)] = [Ax, y1(x)), A0, 200, A%, y3(x)), A%, ya(x))] = cte.
parce que A(x, yj(x))=cte. pour j=1,2,3,4 []

(5.5) EXEMPLE.- Dans les hypothéses et notations de (5.1) supposons que
Ax{oo} est invariante par G . Alors a=0 ; c’est a dire, on a une équation
linéaire.

(5.6) LEMME.- Supposons que G est de Riccati relativement a p et qu'il existe
une courbe algébrique projective K'Y telle que:

a) Kmp"(x) est fini pour toul xe4,

b) ledegréde p|K: K— A est 23,

¢) K estinvariante par G .

Alors il existe dans Y une infinité de courbes algébriques projectives
irréductibles invariantes par G .

Preuve. 11 est évident qu’on peut supposer que Ax{w}z K . Alors, I’hypothése
implique qu’il existe Uc A , ouvert connexe non-vide, et y=y(x) (=1,2,3)
analytiques sur U a valeurs dans C dont les graphes dans UxPicY sont
disjoints deux a deux et invariants par G . On peut aussi supposer que G| ()
n’a pas de point singulier.

Dans ces conditions, il suit de (5.4) et du théoréme d’existence et unicité pour
les équations différentielles analytiques, que le graphe de la fonction analytique
y=y(x) définie, pour ceC générique, par I’équation:
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1(x), y2(x), y3(x), y)] =¢ ,  xel
est invariant par G .

Finalement, puisque les y(x)eC(U) sont algébriques sur C(4)cC(U) , la
fonction y(x)eC(U) D’est aussi. Donc, il existe une courbe algébrique fermée
irréductible dans Y qui contient ce graphe; cette courbe est invariante par G,
d’ot suit le lemme.[]

(5.7) THEOREME .- Supposons que:

a) ['équation (*) est de genre nul et appartient a la classe de Fuchs,

b) il existe une courbe algébrigue CcC* dont toutes les composantes
irréductibles sont des solutions algébriques telle que son équation minimale
estde degré >3 en y et que CNA est fini.

Alors ['équation (*) admet une intégrale premiére rationnelle.

Preuve. Cela résulte de (4.4)f, (4.4)d, (5.6) et (4.4)e.

(5.8) EXEMPLE.- (»)* —*(1 =3%) =0 . Comme F(xy2)=z"—*(19°), la
courbe F{(ay,z)=0 est une quartique irréductible avec deux points doubles.
L’équation est, donc, de genre nul. De 1(4.10), 1(4.12) et 1(2.6) on déduit que
cette équation est dans la classe de Fuchs. Suivant (5.2) on prend:

2t 2t(1-1%)
L z=0(nn ="
1+¢7 z=00x0) (1+1%)?

y=Px0)=

et on obtient I’équation: dt/dx=t . On en déduit que la solution générale est:

X

__2ce , ceC et y==I

1+c?e™

11 est facile de voir que y=0,%f1 sont les seules solutions algébriques.
Cette équation posséde trois solutions algébriques différentes mais n’admet
pas d’intégrale premiére rationnelle.

(5.9) COMPLEMENT .- Supposons que ’équation (*) appartient a la classe de
Fuchs faible (I(4.3)), que son genre est 0 et que
deg, ci(x,y) > deg, ci(x,y) , 2<j<m.

Si degyci(x,y)=0 , ’équation est dans la classe de Fuchs puisque, pour aeC
générique il n’existe pas de solution par (a,).

Supposons degyci(x,¥)>0 . Dans ce cas Lc S, dans les notations de chap.
11,§3, ou L est la droite:

L=P, x {(0,0)} c P

En plus, pour aeC générique, (a,0,0)el est non-singulier dans S . Il en
résulte que 7 '(L) est composé d’une section 7 de f° et d’éventuelles courbes
contenues dans des fibres de f (I’existence de cette section entraine B=P; et
¢=ld.; c’est a dire, F(a,y,z)=0 est une courbe irréductible pour aeC
générique).



D’apres (3.3) et (3.4) il existe une trivialisation birationnelle a: PyxP;—X de
A’ telle que I'image de Ax{wo} par « est’image réciproque de 7 (défs. (2.1)
et (2.4)). De ceci on déduit que le feuilletage G de P;xP; défini dans (4.4)
est transverse a la fibration P;xP;—A en-dehors d’un ensemble de la forme:

Px{oo} U ExP)
ou FEc P, est fini. Il en résulte, comme au début de ce paragraphe, que
I’équation se raméne a une équation de la forme:

-g—x{ =a,(x)}t" +a, (x)t"ul + o +a,(x)

ou les a;(x) sont des fonctions algébriques, au moyen d’un changement de
variable du type:

y=A@xrt , z=BXx1
ou A,B sont des fonctions rationnelles en ¢ a coefficients des fonctions
rationnelles en x .

(5.10) EXEMPLE.- On reprend 1’équation binomiale, dans la classe de Fuchs,
considérée dans I’exemple 1(4.16) (voir [3, §13.8]). On a vu dans I1(3.7) que
cette équation est de genre 0 dans les cas (A), (B), (C), (D), (E).

Dans les cas (A), (B), (C), I’équation se ramene immédiatement a une équation
de Riccati dont les coefficients sont des fonctions algébriques de x . Dans le cas
(D), suivant ce qu’on vient de voir, on doit paramétriser la courbe :

2" = B)(px)y + g0 (v = b2)'(v — b3)"

comme dans (4.2). L’égalité

s
22 =4/BG)(p(x)y + q(x)) i 2 (y=by)*

—by
suggere de faire

£= ~b)ly ~b3)

Un calcul direct montre que, en effet, ce changement de variable dépendante
rameéne 1’équation a I’équation de Riccati:

dr _

dx %2\/” B(x)((b; p(x) + g(x))i* = (by p(x) + (x)

On traite (E) analoguement en faisant

=y =b)(y —b2)

et on obtient I’équation de Riccati en variables séparables:
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gﬁ — dn| B(X)M 2
dx d

6. Les équations de genre plus grand que 1. Le théoréme suivant est un cas
particulier du théoréme (6.2) plus bas compte tenu de I1(3.14).

(6.1) THEOREME.- Soit h: X—B une surface fibrée et soit ¥ un feuilletage
analytique de X, de Riccati relativement a h (voir §3 du chap. 1I). Si la fibre
générique de h est de genre 22, alors F posséde une intégrale premieére
méromorphe.

(6.2) THEOREME .- Soient h: X—B une surface fibrée et S ¢ B un ensemble
fini ; notons V=B-§, U= W\V) . Soit ¥ un feuilletage analytique de U
transverse a F,= ') pour tout yeV . Si les fibres réguliéres de h sont de

genre > 2 , alors F se prolonge a un feuilletage analytique G de X qui
posséde une intégrale premiére méromorphe.

Preuve. On peut supposer que S contient toutes les valeurs critiques de 7 .
Fixons ae V. Comme les fibres de 4 sont compactes, ’holonomie de F nous
donne un homomorphisme 7,(V,a) — Aut(F,) . Etant donné que ce dernier
groupe est fini, puisque le genre de F, est > 2 [21, chap. IV Ex. 5.2], il existe
un revétement fini non-ramifié o: V'— V tel que ’holonomie du relévement
F' de F a U’ soittriviale, ou g: U'— V'’ est I'image réciproque par « de
AlU. U~ V . Ce revétement peut étre complété a un revétement ramifié fini
B:B'— B ;notons h': X'— B’ I'image réciproque de 7: X— B par .

Soit ¢ Y—X  une désingularisation de X' . Comme I’holonomie de F’ est
triviale, ce feuilletage induit une trivialisation analytique du fibré g: U'—V";
c’est-a-dire, il existe une application analytique p: U’—> F, qui identifie chaque
fibre de g avec F, et qui est constante sur chaque feuille de F’ . D’aprés [14,
cor. 4.13 (chap. IV) et théor. 4.1 (chap. VI)], p°qlg™'(U’)) se prolonge a une
application analytique r: Y— F, .

Prenons une fonction méromorphe # non-constante sur F, et considérons
v=1"r . Alors v est une fonction méromorphe qui est, d’une part, non-constante
sur- Y, donc aussi sur X', et, d’autre part, constante sur chaque feuille de F’.

Puisque X~ est un revétement fini de X, le corps C(X’) est une extension
algébrique finie de C(X) . Comme ve C(X’) n’est pas constante, au moins [’un
des coefficients, disons f, de son polyndme caractéristique sur C(X) n’est pas
constant. Alors df=0 définit un feuilletage de X (annexe §3) qui prolonge F,
parce que f est constante sur chaque feuille de F, d’ou la fin de la preuve.[]



(6.3) EXEMPLE.- Soit B=Cu {»}, X=BxB, h: X—> B la projection sur le
premier facteur. Dans CxC c X le champ de vecteurs:

2 z a
z'—+te —

cz ow
engendre un feuilletage qui se prolonge & CxB en ajoutant la feuille C'x{w} et
le point singulier (0, «) . Ce feuilletage est transverse aux fibres de 4|C xB .
Mais le champ de droites tangentes aux feuilles n’a pas de limite lorsqu’on tend

vers un point quelconque de {«}xC. Donc,ce feuilletage ne se prolonge pas & X.

(6.4) THEOREME.- Supposons que I'équation (*) est dans la classe de Fuchs et
que son genre est >1 . Alors, il existe une intégrale premiére rationnelle de (*).

Preuve. Résulte de I1(3.15), 11(3.20) et (6.1).[]

(6.5) EXEMPLE.- Soit CocC* une courbe irréductible de degré d>1 . Soit
UcCy I’ensemble des points réguliers g de Cp tels que la tangente a Cy en ¢
n’est pas verticale. Soit y=y,(x) I’équation de cette tangente. L application:

T:CxU—C ,  T(xq) = (xy,x)y, (%)
définit une application rationnelle:

T:PixC—> Py,

ou C est Padhérence de Cy dans Py(C) , dont 'image est une surface
algébrique irréductible fermée Sc P;° . Soit Sy=SNC° et soit F(x,,2)=0 une
équation irréductible de So . Si  aeP; , Dapplication 7 [{a}xC est
génériquement injective. C’est-a-dire, pour aeC  générique C  est
birationnallement équivalente a la courbe F(a,y,z)=0 .

On déduit de ce qui précéde que F(x,y,¥)=0 est une équation de genre égal au
genre de C . Si geU alors y=y,(x) est une solution. On va montrer que
I’équation est dans la classe de Fuchs.

Il existe un ouvert de Zariski non-vide V de S tel que pour tout pel ., il
existe xeC et geU avec:

P = (Y (x).yg (%)) .

Soit W Dintersection de V' avec 'ouvert {F.(x,y,z)=0} . Alors, par [(1.3) et
ce qu’on vient de voir, pour tout p=(a,b,c)eW , la seule solution par (a,b) de
pente ¢ est ’équation d’une droite, a équivalence pres.

Considérons, d’autre part, la courbe X=S—I . Soit f° S—P; la projection sur
la premiére coordonnée. Pour aeC générique, si pel et fip)=a , alors p est
régulier dans 2 et d(f|2)(p)=0 .

Soit x=a(t), y=p£(¢t) une solution locale en aeC . Posons

A = (a@).fn.p D/ a (D) € S.
Alors, pour aeC générique, si {r)eZ pour tout 7, la solution est non-ramifiée
(I1(3.2)). Si, par contre, il existe ¢y tel que Hto)eW alors:
By =ka(r) +1

ol k et [ sont des constantes. La solution est encore non-ramifiée.
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Par conséquent, pour chaque entier non-négatif g il existe une équation de
genre g dans la classe de Fuchs.

* % k



Chapitre IV — LES EQUATIONS DE GENRE 1 DANS
LA CLASSE DE FUCHS

1. Introduction. Dans ce chapitre on étudiera les équations du type (*) (chap. II
§1) de genre 1 dans la classe de Fuchs (définitions 1(4.2) et chap. II §1) et on
montrera qu’elles se raménent & une équation aux variables séparées [2]. Comme
application on donnera un critere pour l’existence d’une intégrale premiere
rationnelle (voir (4.5) et (4.3)).

2. Résultats géométriques. Si 7 est un espace analytique irréductible, on
notera C(T) les corps de fonctions méromorphes sur 7°. Si T est non-singulier
et geC(T), g=0 alors,

‘ divg=divog - dive g
ou divy g est le diviseur des zéros et div., g celui des pdles de g.

Une surface fibrée (voir §3 du chap. II) est relativement minimale si aucune de
ses fibres ne contient de courbe lisse rationnelle d’auto-intersection —1 [13,
chap. III §10]; quitte a collapser un nombre fini de ces courbes, on peut
factoriser h a travers une surface fibrée relativement minimale.

(2.1) LEMME.- Soit X une surface algébrique, soit h: X—>B une surface
fibrée dont les fibres réguliéres sont elliptiques et supposons qu'il existe une
section holomorphe o: B—>X de h . Alors, il existe t,veC(X) felles que:

div, t=20(B)+ D et div,. v=30(B) + D’
otl les supports des diviseurs D,D’ sont contenus dans | 'union d'un nombre fini

de fibres de h.

Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer # relativement minimale.
Soit K un diviseur canonique de X . Par la formule de Kodaira ([13, chap. V
(12.3)] le support de K est contenu dans 4 '(E), o ECB est un ensemble fini,
et KK=0 (ou le point indique indice d’intersection dans X' ). Soit F une fibre
régulicre de 4, Fz W '(E) . Considérons le diviseur:
Dy =mC+ K+ nF

ou m,n sont des entiers positifs et C=0o(B) . Alors, par la dualité de Serre:

¥(Dmn) = hO(D,,,,n) - h’(—mC -nf)+ ho(—mC -nF)
ou y dénote la caractéristique d’Euler-Poincaré et # les nombres de Betti du
faisceau associé au diviseur; évidemment, ho( -mC-—nF)=0.

On vérifie facilement que, si m est donné, alors le diviseur mC+nF est 1-
connexe (dans le sens de [13. Chap. II §12.1]) et son auto-intersection est
positive pour tout » assez grand. Il en résulte que:

h'(-mC-nF)=0
[13, chap. I'V cor. (8.2)]. On en déduit que pour chaque meN :
hO(Dm.n) = Y(Dyn)
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pour tout ne/N assez grand.
D’autre part, par Riemann-Roch:

x(D,.)= %[mZC.C +m(2n+ K.C)]+ x,
ou le dernier terme est la caractéristique du faisceau structurel de X . Done,

2m+1

Z(Dnul,n ) - I(Dm‘n) =

Alors, pour chaque meN , W(Dyi1n)>h(Dyn) pour tout neN assez grand.
En particulier, il existe neN tel que:

W(D3,) > K (D2) > H(D1n)
d’ou aussitot, qu’ils existent: £ veC(X) tels que

divt+D,, et divv+D;,

C.C+n+%K.C

sont effectifs mais
divt+Dy, et divv+D,,
ne le sont pas. On voit facilement que ¢ v satisfont les conditions voulues.[]

(2.2) LEMME.- Dans les mémes hypothéses de (2.1), on suppose encore
C(B)cC(X) par composition avec h. Alors, il existe tLueC(X) tels que:
a) si F est une fibre générique de h, t|F: F—>P) est holomorphe de degré 2
et « est['un de ses valeurs critiques;
b)  u*=P@), oi P(f) est un polynéme séparable de degré trois & coefficients
dans C(B);
¢) C(X) estengendrépar t et u sur C(B):
CX) = CB)D)[u] .

Preuve. Soient v comme dans (2.1). Alors {|F: F—P; est holomorphe de
degré 2 (avec un seul pole) si F est une fibre générique de 4 .Donc,
I’application rationnelle:
) hxt: X — BxP,
est dominante de degré 2 . On en déduit que:
[CX):CB)N]=2.
Alors, C(X)=C(B)Y([v]
car vg C(B)(¢) : en effet, le pdle de v|F est d’ordre 3 d’aprés (2.1).
Soit v’ le conjugué de v comme élément de ’extension C(X)/C(B)(?) ;
posons u=v—v'. On voit que:
CX)=CB)D[u] et u* e CB)I);
de plus, si F est une fibre générique de / etsi x,x’eF sont tels que #x)=t(x’)
alors:
u(x) +u(x)=0.
Ecrivons:
ut = P(1)/O(1) avec P(1),0(HeC(B)[1] .
Puisque F est elliptique, (u|F)* est un polyndme séparable de degré 3 en (f|F)
a coefficients complexes. On en déduit, d’abord, que le reste de la division de P



par Q dans C(B)[{] est nul. On peut, donc, supposer que u*=P(t) . On voit,
ensuite, que P est séparable et de degré 3 .[]

(2.3) THEOREME .- Soit h: X—>B une surface fibrée dont les fibres génériques
sont isomorphes et de genre I et telle que X est une variété algébrique. Alors, il
existe une surface de Riemann compacte A, une application analytique finie

y: A—>B et une image réciproque réguliere (Y,kI) (déf IlI(2.1)) de h par y

avec les propriétés suivantes:

a) il existe teC(Y) et 6eC, 60,1, tels que si F est une fibre générique de
k alors t|F: F—>P; est holomorphe de degré 2 et ses valeurs critiques sont
0,1,6,0;

b) il existe ueC(Y) tel que

ut = 1(1-1)(1-0) ;
¢) sion considere C(A)cC(Y) par composition avec k, C(Y) est engendré par
t et usur C4):
) = CA)D[u].

Preuve. Par I11(2.6) on peut supposer que /# admet une section analytique
o: B—X . Soient t,u les fonctions méromorphes données par (2.2). Choisissons
le C(B) non-constante et posons g=I[°h . Alors,
t,g.' X—)Pl
sont des applications rationnelles, holomorphes sur un ouvert UcX tel que
X-U est un ensemble fini. Considérons:
L={xeU:di(x) et dg(x) ne sont pas indépendantes} .
Alors L est un sous-ensemble analytique de U dont ’adhérence dans X est un
sous-ensemble analytique de X . Il en résulte qu’il existe une courbe algébrique
projective KcX telle que:
i) hlK: K—B est finie et
i) si F estune fibre générique de 4 . alors FNK est I'ensemble des points
critiques de 1|F .

Par la formule de Hurwitz, #|F" a quatre points critiques. Donc, deg #|/K =4 .

D’aprés III(2.5), il existe une surface de Riemann compacte A4 , une
application analytique finie - A—B et une image réciproque réguliere (Y,k.[)
de 4 par y telle que 'image réciproque K' de K dans Y (déf. III (2.4)) est
formée par quatre sections différentes oy,01.03,0,, de k. Par abus, on désigne
t°I" et u°l" encore par { et u respectivement; ona f,ueC(Y). Maintenant, si
F,=k'(a) avec acd générique, alors

IIF(,.' F,—P,
est holomorphe de degré 2 et ses points critiques sont:
ov(a),o1(a),0x(a),0x(a) ou  H(on(a)) = 0.
En plus,
C(Y) = CA)[u]
d’aprés III (2.7), et
i’ :p13 + ql2 +rt+s

avec p,q,r,seC(4) et p=0.Puisque F, estelliptique, les racines de:
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p@)r +g(@)f + ray +s(a) = 0
sont op(a),o1(a),o(a) .

Soit 1, = °cpeC(Y) . En remplagant ¢ par (—#° on voit qu’on peut
supposer que fo= 0; posons f = t°c; . En remplagant ¢ par #/(+,°k) on voit
qu’on peut supposer que # =0 et # =1 . Alors, d’aprés ’hypothese et [21,
chap. IV §4]:

L=1t°0=0
ol ¢ est une constante différente de O et 1. Donc,
u? = pt(1-1)(1-6) .
En prenant éventuellement une nouvelle image réciproque réguliére on peut
supposer que p=m2 avec meC(4) (voir I (2.7)). Pour compléter la preuve on
remplace u par u/m .[]

3. Les équations de genre 1 dans la classe de Fuchs. Dans ce paragraphe on
montrera comment ramener les équations de genre 1 dans la classe de Fuchs a
des feuilletages d’un produit AxE (ou A est une surface de Riemann compacte
et E est une courbe elliptique) qui sont de Riccati relativement a la projection
canonique AxE—A . Dans le §4, on déterminera ces feuilletages.

(3.1) PROPOSITION.- Supposons que ['équation (*) est de genre 1 et
appartient & la classe de Fuchs. Alors, il existe une surface de Riemann
compacte A, une application holomorphe finie A: A—>P), un nombre complexe
5= 0,1 et une application rationnelle A: AxE—P? | oit EcPy(C) est la
courbe elliptique d’équation affine:

u? = 1(t-1)(1-0) .
avec les propriétés suivantes:
le diagramme

commute, ou les fleches verticales sont les projections canoniques sur le premier

facteur, et pour tout acA générique, Aa)eC et A applique birationnellement

E = {a}xE sur une composante irréductible de la courbe

{F({a)yz) =0} < {{a)}xP:’.

Preuve. On reprend les considérations de II, §3. La surface fibrée h. X—B
satisfait aux hypothéses de (2.3) parce que les fibres réguliéres sont elliptiques



(II(3.4) et II(3.5)) et que le feuilletage est transverse aux fibres génériques
(I1(3.13), II(3.14) et 1I(3.15); voir aussi annexe §6). Soient 4,70 et (Yk[)
donnés par (2.3). Considérons ’application rationnelle:
O Y—>AxE ,  &y)=*k).(0)u®))) .
D’aprés (2.3)c, & est birationnelle. On définit:
A= g°reg™! , A=0%
(voir diagramme du chap. I §3). On conclut par 11(3.4).[]

(3.2) OBSERVATION.- La proposition (3.1) nous dit qu’on peut paramétriser
les courbes F{(x,y,z)=0, ou I’on considére x=cte., par des fonctions:

y=A(x,1)+ Blx,)Jtt =D -S6) , z=C(x,t)+ D(x,t)Jt(t =1)(t =)
ou A,B,C D sont des fonctions rationnelles en ¢ a coefficients des fonctions
algébriquesen x .

Reprenons les notations et définitions du chap. II §3 et supposons que
I’équation est de genre 1 et qu’elle appartient a la classe de Fuchs. Soient
A4 A 6 et E comme dans la proposition (3.1). Soit

A’ AXE — P
la composition de A avec la projection canonique:
PP =P’xP — P’

P ,0e(Clx,y,z] désignent encore les polyndémes considérés dans 1’équation (*)
du chap. IT §1.

(3.3) THEOREME.- @) [’équation de Pfaff

A¥(P(x.y.2)dx — Q(x,y.z)dy) =0
n’est pas triviale; notons G le feuilletage analytique a singularités isolées de
AxE défini par cette équation.
b) G est de Riccati relativement a la projection canonique AxE—A;
¢) pour aeC générique et tout beP,, si X A est le support d'une solution
par g=(a,b) de (*), il existe une séparatrice locale 2 de G en un point peAxE
tel que A’ est définieen p. A'(p)=q et A(£)=2";
d) si Caz A est une solution algébrique de (*), il existe une courbe algébrique
projective irréductible Kc AxE invariante par G telle que l'image de K par
A’ est I'adhérence de C dans Py?:
e) s'il existe dans AxE ‘une infinité de courbes algébrigues projectives
irréductibles invariantes par G , ['équation (*) admet une intégrale premiére
rationnelle.

Preuve. On déduit (3.3) de (3.1) par le méme raisonnement de la preuve de
111(4.4).[]
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4. Séparation de variables. Soient 4 une surface de Riemann compacte,
EcP,(C) la courbe elliptique définie par 1’équation affine:
P =1t-1)-6) , SeC-{0,1}.

et G un feuilletage analytique a singularités isolées de Y=AxE .
Soient p: YA, g: Y—>E les projections canoniques. Par composition avec p,q
on considére C(4)cC(Y) et C(E)cC(Y) (dans la notation du début du §2).

Comme Y est une variété algébrique, G est défini par une équation de Pfaff
6=0 ou @ estune 1-forme méromorphe sur Y, non-nulle.

Rappelons que dt/u est une 1-forme holomorphe sur E.

(4.1) PROPOSITION.- Soit xeC(4) non-constante. Si G est de Riccati
relativement a p (déf. 11(2.8)) alors:

9=fdx-—£ avec feC(4)
u

Preuve. On a:

«9=gdx—h—c—i£ , g,heC(Y)
u
Comme G n’est pas la fibration p, A0 . Alors, on peut supposer:
o9=fa’x—gZ , feC)
u

Prenons aeA générique. D une part, x est holomorphe au voisinage de a et a
n’est pas un point critique de x ; d’autre part, la fibre E;= p'(a) est transverse
aux feuilles de G (II(3.14)), n’est pas contenue dans le support du diviseur de
pdles de f et ne contient aucun des points ou I’application rationnelle f: Y—P,
n’est pas définie.
Par ailleurs, supposons que £eF, estun pble de f|E, . Alors,

(ANOIENE =0,
ce qui implique que G esttangenta E, au point &; contradiction.
Il en résulte que f|E, est constante. Donc, feC(4) .[]

(4.2) OBSERVATION.- On déduit de (4.1) et (3.3) qu'un changement de
variables de la forme indiquée dans (3.2) ramene 1’équation (*) & une équation
de la forme:

dt

P P —
S () NTET)

ou f est une fonction algébrique de x .

SeC—{01}

(43) EXEMPLE.- xX*(yY = 2xpy’ + (0P =4y’ +x)=0.
On a:
D(x,y) = 4x2y(4y2 -x%).



Comme 3=0, x/2, —x/2 sont des solutions de I’équation, de 1(4.10), I(4.12) et
1(2.6) suit que celle-ci est dans la classe de Fuchs. Si aeC et a#0, la courbe
plane d’équation
22 2 3. 2.0
az =2ayz+( -4y +ay)=0
est une cubique non-singuliére. Donc, 1’équation est de genre 1. On fait y=tx et

on obtient:
y=tx , z=t+xV4r>-1.

Par ce changement de variables on obtient I’équation:

dc dt

Vx  ar -
Si g(z) est la fonction de Weierstrass associée a I’équation

W =4r —1
I’intégration de 1’équation précédente nous donne:
t=px+¢) , ceC.
Dongc, la solution générale de 1’équation donnée est:
y =xgo(2\fx +¢), ceC, y=0, x/2, =x/2.

La double périodicité de la fonction g(z) implique que ’équation donnée n’a
pas d’intégrale premiére rationnelle.

(4.4) LEMME.- Supposons qu’il existe une courbe algébrique projective
irréductible KcY invariante par G et telle que p\K est finie. Alors, il existe
une infinité de telles courbes.

Preuve. D’aprés (4.1), I’équation de définition de G est invariante par les
transformations:

(a.b) = (a,1(b))
ou 7 estune translationde £ .

(4.5) THEOREME .- Supposons que [ 'équation (*) est de genre 1 et appartient &
la classe de Fuchs. S'il existe une solution algébrique qui n’est pas contenue
dans A, alors ['équation posséde une intégrale premiére rationnelle.

Preuve. La preuve suit de (3.3)c, (4.4) et (3.3)d.{]

(4.6) EXEMPLE.- (1 -x")'-(1-»H=0.
Puisque y=1,~1,i —i sont des solutions, on vérifie par 1(4.10), 1(4.12), 1(2.6)
que ’équation donnée est dans la classe de Fuchs. Si ¢#0 la quartique:
-1 +y4=0
n’a qu’un point singulier a I'infini. On voit tout de suite que son genre est 1.
Par ailleurs, on a la solution algébrique y=x qui n’est pas contenue dans A .
Par séparation de variables on obtient:
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5[ \/161”144 + 5[ ‘/l{uw = cte.
La formule d’addition d’Euler ([20, chap. I §2] nous donne I’intégrale premiére:
4%y (1) (1" = (214" = x(15) = (1= = 0.
(4.7) EXEMPLE.- On reprend 1’équation binomiale dans la classe de Fuchs de

I’exemple 1(4.16) (comparer avec [3, §13.8]). Dans II(3.7) on a observé que ces
équations sont de genre 1 dans les cas Fi,Fa1,F2,Fo3 .

F}) On fait
‘= y—b bz _bs'
y—b3 bz _bl

qui est la transformation de M&bius telle que :
b1—->0 R bz—-)] s b3—)OO

Avec ce changement de variable dépendante, I’équation devient:
dt
= /¢4 B(x)dx
Nt =1t =8)
ou:

b by by — b,
= > 1 = (b, = b, (b, — b
b3—b4 bz—bl € ¢ =(b; 4 )(by 2)

F,1) D’aprés ce qu’on a vu dans ce chapitre, on cherche a paramétriser la courbe:
o _ n 4n 3n
2= Bx)y-b1)"(y—b2) " (y—b3)

comme dans (3.2). L’identité:

5 3y=b 3
(y—b.)'(y—bz)%y—b;f=(y—b1>; b2[<y—b1)<y—bz)<y—b3>]
|

suggére de faire:



ce qui donne, en effet, une paramétrisation essentiellement du type (3.2). Ce
changement de variable dépendante raméne 1'équation a I’équation en variables
séparées:

di
d = 16, - by) X[B(x)dx

By =03 + by —by)

qui est essentiellement du type (4.2).

F2;) Considérant I’identité:

-b
=5 (r=b) (y=b;) = (y=b) 2 (y=by)* (y—by)? 2=
— U
on fait;
2 = y_bl
y—b,

et I’équation devient:

d
! = L6, - b)) 2[B(x) dx

by b)) +(by =y
F23) Considérant I’identité:

(Y‘bz)(J’“bﬂT
(y_bl)z

=5 (y=b)* (3= b3)’ =<y—b|>"{
on fait:
M) =)y =by) =1’ (y=b)’
Le discriminant de cette équation en y est:
D = 4(b)% + bobs — biby — bib3)® + (by—b3)?
Alors,

2by7 = (by +b3)+D
217 1)

)
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et

3) z=%[B) (v k)1
En dérivant (1) par rapport & x on obtient:

2y —=by = b3)y’ =200 —b)y =374 —b)t .

En remplagant (2) dans cette équation il résulte:
VDy'=3t*(y-b)*r

Finalement, puisque y’=z, de (3) on déduit:

ar |,
—— =13 B(x)dx .
NGRS

* 3k %k



Annexe: FEUILLETAGES ET EQUATIONS DE PFAFF
SUR LES SURFACES ANALYTIQUES

1. Feuilletages réguliers. Soit X une surface analytique complexe, réguliére.
Pour pe X, on dénote Tp(X) I’espace tangent de X en p.

(1.1) DEFINITION. Un champ analytique L de_droites tangentes a X est une

correspondance p—L,, peX, ou L,c T,(X) est un sous-espace vectoriel de

dimension 1, telle que pour tout geX il existe une 1-forme @ holomorphe et

Jjamais nulle sur un voisinage ouvert U de q telle que L,=Ker aXp) pour tout

peU. Dans cette situation, on dit que =0 est une équation locale de L.

Le probléme qui se pose quand on a un tel champ L est d’étudier la famille
des courbes analytiques de X tangentesa L.

(1.2) DEFINITION. Une courbe tangente & L est un couple (5 ¢) ou X est
une surface de Riemann et @ :2—X est une application analytique et injective
telle que dp(u)(TA2))=Lyu pour tout uel (c’est-a-dire ¢ est une immersion).

(1.3) LEMME. Soit (21, ¢1) une courbe tangente a L et soit ¢ :2—X une
immersion injective de la surface de Riemann 2. Supposons que
»(2)c (). Alors V="' 0y(2) est un ouvert de X et l'application
O :V—23, définie par restriction de @ ' a V est holomorphe et bijective. En
particulier (2, ¢;) est une courbe tangente a L.

Preuve. Que O est bien définie et bijective résulte du fait que ¢ et ¢, sont
injectives. Comme ¢, est une immersion, elle admet une inverse locale a gauche,
holomorphe au voisinage de chaque point de ¢@(2). Cela implique que
I’application @ @y 15—, est holomorphe; comme elle est aussi injective, son
image est un ensemble ouvert. Finalement, © est holomorphe parce que ¢, étant
une immersion, admet une inverse locale a gauche qui est holomorphe au
voisinage de chaque point de ¢:(2). []

(1.4) OBSERVATION. Dans le cas ou ¢(21)=¢(23), le lemme précédent nous
dit qu'une courbe tangente a L est essentiellement déterminée par son image

dans X.

(1.5) DEFINITION. Un sous-ensemble F de X est une_feuille tangente & L s'il
est 'image d'une courbe tangente a L et il n'est strictement contenu dans
l'image d’aucune courbe tangente a L. L'ensemble des feuilles tangentes a L est

un feuilletage régulier de X (défini par L). Si peF, L, est la droite tangente a F
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en p. Le champ L est le champ tangent aux feuilles du feuilletage. Une courbe
tangente au feuilletage est une courbe tangente a L .

(1.6) EXEMPLE. Soient S une surface de Riemann et g .X—S une application
analytique telle que dg(p) est surjectif pour tout peX. Alors, ’application qu’a
peX associe L;,=Ker dg(p), définit un champ analytique de droites tangentes a X
dont les feuilles sont les composantes connexes des fibres de g.

(1.7) PROPOSITION. Pour chaque peX il existe un voisinage U de p et un
difféomorphisme analytique a: AxA—U, ou ACC est un disque ouvert, tel que

a) pour chaque veA, l'application a,. A—X définie par a(u)=a(u,v),
ueA, est une courbe tangente a L ;
b) si (X @) est une courbe tangente a L et ((2)cU, alors il existe veA

tel que X D)ca(Ax{v}) et () est ouvert dans o Ax{v}).

Preuve. Soit =0 une équation locale de L au voisinage de p. Si (x,y) est un
systéme de coordonnées locales de X centré enp on a
o = a(x,y)dx+b(x,y)dy
ou a,b sont des fonctions holomorphes au voisinage de 0eC? et
| a(x,y) |+ 5(x,y) |>0.
Supposons, par exemple, que 5(0,0)#0 . Alors toute solution analytique
y=y(x) au voisinage de 0 de I’équation

M dy __alx.y)
dx b(x,y)

détermine une courbe tangente a L. Par conséquent, a) suit du théoréme
d’existence, unicité et dépendance analytique des conditions iniciales des
solutions d’une équation différentielle analytique ordinaire (voir [10] ou [3]).

Par un argument de connexité, pour prouver la premiere affirmation de b), il
suffit de considérer le cas ou 2 =DcC est un disque de centre 0. Soient (x(£),)(¢))
les coordonnées de ¢(1). teD, ot x=x(¢), y=y(¢) sont des fonctions analytiques
sur Det |x (1) |+ |y () | >0. Alors

a(x(O) (O () +bx().y(N))y () =0, teD.

Comme on peut supposer b(x,))#0 en tout point de U, on a que x (#)=0
pour tout feD. Pour chaque #peD, la fonction x=x(f) admet une inverse locale
analytique r=1(x) au voisinage de xo=x(fp). On voit tout de suite que y=y(#(x)) est
une solution de (1). D’aprés le théoréme d’unicité cité plus haut, il existe un
voisinage U(tp)c D de 19 et vyeA tels que le point de U coordonnées (x(£),3(7))
appartient a a(Ax{vo}) pour tout te U(ty).

La premiére affirmation de b) en résulte aussit6t.

D’apres (1.3). I'ensemble a”  (D)=a (D)) est un ouvert de Ax{v}.

Comme « est un homéomorphisme, ¢(2) est un ouvert de a(Ax{v}). []



(1.8) COROLLAIRE. Soient (£, 1), (23, 1) deux courbes tangentes a L. On

a les assertions suivantes :

a) lensemble V = (/)1"(@(22)) est un ouvert de X\ ;

b) l'application (¢, )(@i|V): V=3, est analytique ;

¢) lintersection @\(21)N@a(2,) est une réunion disjointe d’images de courbes
tangentes a L.

Preuve. a) Soit eV ; notons p=¢(&) et n=,” ' (p). Prenons un disque ouvert
AcC, un voisinage U de p dans X et un difféomorphisme analytique o -:AxA—U
satisfaisant a) et b) de la proposition (1.7). Soit ve A un point tel que
pea(Ax{v}).

Soient V), V> des voisinages ouverts de &, 7 dans 2, 2, respectivement,
tels que @(V)cUet go(Vy)cU.

) L 32
- <
v, v,
~ /
@ . Y
N /
} .
< ( ;: po
,\\\(P : ¢ 2‘
Figura A1

Comme (Vy, @1|V1) et (Vo, ¢o|V2) sont des courbes tangentes a L, on a

oMoV a(Ax{v}).
Par ailleurs, puisque ¢,(7>) est ouvert dans a(Ax{v}), I’ensemble
o1 (V)N @pa(V2) est ouvert dans ¢ (V). Alors,

W= (") (@ (VDN @a(V2))
est ouvert dans V;; donc il I'est aussi dans 2. En plus, £e WV, ce qui prouve
(a).
b),c). Soit V={W;}c; la décomposition de } en composantes connexes. Chaque
paire (W;, g W)), avec iel, est une courbe tangente a L. Alors, il suit de (1.3) que
(") |W; est holomorphe pour tout iel car I'inverse d’une application
holomorphe bijective est holomorphe. Ceci implique b). Finalement, on a
évidemment

o(ZD)N@A ) = (V) = Ujer (W),
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ce qui entraine c). []
(1.9) THEOREME. On a les assertions suivantes :

a) Les feuilles d’un feuilletage régulier de X sont des ensembles connexes par
arcs, deux-a-deux disjoints et dont la réunion est X. L’image d’'une courbe
tangente aux feuilles est contenue dans une feuille.

b) La relation d’équivalence définie par la décomposition de X en feuilles est
ouverte.

Preuve. On définie sur X une nouvelle topologie, et on note X’ I’ensemble X
muni de celle-ci. Une base d’ouverts de X est formée par les images de toutes
les courbes tangentes au champ L qui définissent le feuilletage.

Il résulte de (1.7) et (1.8)c que la famille des images des courbes tangentes a L
satisfait les conditions pour étre une base d’ouverts d’une topologie sur X et que
cette topologie est plus fine que celle donnée sur X.

(a) 1l suffit de démontrer que les feuilles sont les composantes connexes de
X’ (que chaque feuille soit connexe par arcs résulte du fait que les feuilles sont
des images continues de surfaces de Riemann, par définition).

Observons d’abord que si (2, @) est une courbe tangente a L, alors ¢ - 2—>.X" est
continue d’aprés (1.8)a. Donc ¢(2) est connexe dans X', en particulier, toute
feuille est contenue dans une composante connexe de X'. Pour compléter la
preuve de a) il suffit de prouver que toute composante connexe de X’ est 'image
d’une courbe tangente & L.

Soit F une composante connexe de X’ munie de la topologie induite par celle

de X”. On va munir F d’une structure de surface de Riemann telle que (F7) est
une courbe tangente a L ou i- F—X dénote I’inclusion. Pour ce faire, on prend
comme cartes locales de cette structure, les couples (A, @) ot AcC est un disque
ouvert avec ¢(A)c F et (A,p) est une courbe tangente. D’apres (1.7)a et ce
qu'on vient de voir, ces cartes locales sont des homéomorphismes sur des
ouverts de F et recouvrent F. Par (1.8)b, les fonctions de transition sont
analytiques. Ceci compleéte la preuve de de I’assertion a).
b) On note ~ la relation d’équivalence et pour tout Sc X on désigne par S~ le
saturé de S par ~. Il résulte de la proposition (1.7) que X peut €tre recouvert par
une famille % d’ouverts telle que si Ue % alors pour tout p,ge U avec p~y et
pour tout voisinage ouvert V,cU de p, on a que g est intérieur a V,".

Considérons, maintenant, un ouvert quelconque UcX et soit peU, gelX, p~q.
Par (a) il existe un chemin continu y: [0,1]— X tel que (0)=p, (1)=g et f{t)~p
pour tout r€[0,1]. Il existe une partition 0=fy<¢; <---<t,=1 telle que

Altr (DU % 15j<n.
On voit par récurrence que ¢ est intérieur a U~ pour j=1,..,n. Donc, ¢ est
aussi un point intérieur a U™ []

(1.10) EXEMPLE. Soit XcC? un ouvert connexe et soit @ une 1-forme
holomorphe jamais nulle sur X. Alors p—Ker a{p) définit un champ analytique



de droites tangentes a X. Supposons que dw=0. Par intégration de w on obtient
une fonction multiforme f sur U. Les composantes connexes des courbes de
niveau de chaque détermination uniforme locale de f'sont des images de courbes
tangentes a L. On peut intérpreter les feuilles du feuilletage défini par L comme
étant les ““courbes de niveau’’ de f.

(1.11) DEFINITION. Soit F une feuille du feuilletage défini par L. Soit (% @)
une courbe tangente a L telle que ¢{2)=F. On définit la topologie fine de F
comme étant celle dont les ouverts sont les ensembles ¢{(U) pour U ouvert de X
(elle est bien définie : voir Obs. (1.4)). Si la topologie fine de F coincide avec
celle induite par X on dit que F est une feuille propre.

(1.12) LEMME. Soit WX un ouvert. Alors les feuilles du feuilletage de W
défini par LIW sont les composantes connexes, pour la topologie fine, de
lintersection avec W des feuilles du feuilletage de X défini par L.

(1.13) DEFINITION. Dans les condition de (1.12), on dit que le feuilletage de
W est la restriction de celui de X.

Preuve de (1.12). Soit F une feuille de X. Il est claire, par définition, que chaque
composante connexe F; de FnIW, pour la topologie finie de F, est I'image d’une
courbe tangente a L|IV.

Si C est I’image d’une courbe tangente a L et FicCcW alors C est ouvert et
connexe dans FNW pour la topologie finie de F par (1.7)a et (1.8)a. Alors F;=C,
ce qui complete la preuve.[]

D’aprés les définitions ci-dessus on obtient tout de suite le lemme
suivant.

(1.14) LEMME. Soit {U,}e; un recouvrement de X par des ouverts connexes.
Supposons donné un feuilletage régulier J; de chagque U, de tel fagon que

IWUNU)= 3(UNUy), pour tout i,jel.
Alors, il existe un feuilletage régulier I3 de X tel que J\U=C37, pour tout i€l

(1.15) OBSERVATION. X est une variété réelle de dimension 4. Tout
feuilletage régulier de X définit un feuilletage réel de X de dimension 2 (voir

[19D.
Le lemme suivant sera utilisé plus tard.

(1.16) LEMME. Supposons donné un feuilletage régulier de X. Soit Y un espace
topologique localement connexe et soit f:Y—X une application continue telle
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que AY) est contenu dans une feuille F. Alors f:Y— F est continue pour la
topologie fine de F.

Preuve. On peut supposer que Y est connexe et que f{Y)cU ou U est un ouvert
comme dans la proposition (1.7).

Par définition de la topologie fine, Fna({0}xA) est un sous-ensemble discret
de F pour la topologie fine. En particulier, cet ensemble est dénombrable. Alors

FNU=c(AxS)
ou Sc A est un ensemble dénombrable. Il en résulte que chaque composante
connexe de FNU, pour la topologie induite par celle de X, est de la forme
a(Ax{v}), veA. Alors, AY)c a(Ax{vo}) pour un voeA. Comme la toplogie fine
de F et la topologie de M induisent la méme topologie sur a(Ax{vo}) le lemme
en résulte aussitot.[]

2. Feuilletages a singularités isolés. Comme au § 1 X dénote une surface
analytique réguliére.

(2.1) DEFINITION. Un feuilletage & singularités isolées de X est un feuilletage
régulier 3 de X=S, ou S est un sous-ensemble discret et fermé de X.

(2.2) DEFINITION. Un point peS est un point singulier de Js’il n’existe pas
de feuilletage régulier sur (X=S) {p} dont la restriction a X=S soit 3.

D’aprés (1.14), on peut supposer que chaque point de S est un point singulier
de . Si Sest vide, on a donc un feuilletage régulier de X.

(2.3) THEOREME. Soit p un point singulier de 5. Alors, il existe un voisinage
ouvert connexe V de p et une 1-forme holomorphe w sur V tels que:

a) sigel et g=p alors q est non-singulier pour J

b) ap)=0;

¢) aq)=0 si geV. g=p et le champ de droites L,=Ker aq) (qeV—-{p})
est celui de droites tangentes aux feuilles de T |(V—{p}).

Preuve. Soit Usp un ouvert connexe, domain d’un systtme de coordonnées
locales (x,y) de X centré en p et tel que J|(V—{p}) est une feuilletage régulier
défini par un champ de droites L. Alors

U={p}=\Yie1 Ui,
ou les U; sont des ouverts connexes, et dans chaque U; on a une 1-forme

holomorphe jamais nulle w; telle que
L,=Ker w(p), pour tout ge U,.



Cecti entraine que
Ker w{q)=Ker w{q) si ge UNU; (ijel).
Donc wine=0 sur UNU;.
Ecrivons
wi=afx,y)dx + bi(x,y)dy ;
alors ab;ab=0 sur UnU,. Supposons, par exemple, b;#0. Par connexité de
U-{p} on a que b;=0 pour tout iel. Alors h=a;/b; est une fonction méromorphe
sur U et
b (UnUp= Bl (UNU), ijel
Dong, il existe # méromorphe sur U-{p} tlle que 4; | U;=h pour tout iel. On sait
que 4 se prolonge a une fonction méromorphe sur U, qu’on notera encore % [9,
vol. II theor. O6).
11 existe un voisinage ouvert et connexe V' de p tel que / i V=flg ot f.g sont des
fonctions holomorphes sur Vet ne s’annulent pas simultanément en-dehors de p.
Considérons la 1-forme

o=fx,y)dx+g(x,y)dy ;

qui est holomorphe sur ¥ et non nulle sur V~{p}. Par construction on a @A®=0
sur UV, ce qui implique

Ker aq)=Ker wig)=L, si ge UNV.
On en déduit que
Ker aXq)=L, pour ge V—{p}.
Finalement, a(p)=0 parce que p est un point singulier de J. []

(2.4) EXEMPLE. Supposons X connexe , soit B une surface de Riemann et soit
h :X—B holomorphe, propre et non-constante. On note X,=h"'(b) la fibre de h

au-dessus du point be B.
Si p est un point régulier de la courbe X} on pose

Lp: T/)(Xb)

Soit z une coordonnée locale de B centrée en b et soit p=2"h. Comme le germe
en p de Pensemble ¢=0 est régulier, =6 ou @ est holomorphe au voisinage de
p. s’annule en p et d6(p)=0. Alors. les ensembles O=cie. sont réguliers au
voisinage de p. Donc. ¢ est un point régulier de Xj(,) pour tout ¢ au voisinage de
p et L,=Ker d&q).

Le fait que & est propre montre tout de suite que I’ensemble S des points
singuliers des courbes Xj. beB. est fermé et discret dans X, et que L est un
champ analytique de droites tangentes a X=S.
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Enfin, nous avons un feuilletage & singularités isolées de X dont les points
singuliers sont les singularités des fibres de # et dont les feuilles sont les
composantes connexes des ensembles des points réguliers des celles-ci: c’est.le
feuilletage défini par h. -

(2.5) OBSERVATION. On définit, comme dans (1.13), la notion de restriction a
un ouvert de X d’un feuilletage a singularités isolées et on a un lemme analogue
a (1.14). Le lemme suivant suit directement des définitions.

(2.6) LEMME. Soient J et 3’ deux feuilletages a singularités isolées de X et
supposons qu'il existe un ouvert connexe et non-vide WcX tel que J|\W=3"|W.
Alors, si X est connexe, J=3".

3. Les équations de Pfaff. Soit w#0 une I-forme méromorphe sur la surface
analytique complexe, réguliére et connexe X.

(3.1) PROPOSITION . [l existe un sous-ensemble S discret et fermé de X et un
champ de vecteurs analytique L de droites tangentes a X=S tels que si w est
holomorphe au voisinage d’un point pe X et aXp)#0, alors, p¢S et L,=Ker a(p).

Preuve. Notons UcX Douvert de Zariski constitué des points ou @ est
holomorphe et non-nulle; on sait que U est dense dans X. On pose

L,=Ker axp), peU.

Puisque U est connexe et dense, il existe un ouvert maximal W, avec UcWcX,
sur lequel L se prolonge. 11 suffit de prouver que S=X-W est discret.

Soient peS et (x,y) un systéeme de coordonnées de X centré en p. Au voisinage
de p on peut écrire w sous la forme

w=a(x,y)dx+b(x,y)dy

ot a,b sont des fonctions méromorphes. Par ailleurs, I’anneau local de X en p est
factoriel; on note g le plus grand diviseur commun aux germes de ¢ et b en p. On
en déduit que w=gw’ ol @ est holomorphe au voisinage de p et ne s’annulle pas
en-dehors de p .

On définit L,=Ker w’(g), pour g=p au voisinage de p et on obtient un
prolongement de L, car Ker @’ (¢)=Kerw (¢) dans I’ouvert non-vide ou ¢, b,g sont
holomorphes et ot g et a ou b ne s’annullent pas. Donc p est isolé dans S, ce qui
termine la preuve. []

(3.2) DEFINITION. Dans les conditions de (3.1), on dit que le feuilletage &
singularités isolées défini par L est le feuilletage de X défini par [’équation de

Pfaff «=0.



(3.3) EXEMPLE. Soit X=C° ¢t @ = (*=1)dx—~[A(y+1}+B(y-1)]dy ot 4,BeC
sont tels que le sous-groupe aditif de C engendré par 1, 4, B soit dense dans C.
(Voir [22]).

Soient z1=exp(27id), zo=exp(27iB). Observons que z,"z," =1 si n’+m’>0 pour
nmeZ et que I’ensemble

D={z\"z": nmeZ}
est dense dans C, car il est I'image du sous-ensemble aditif engendré par 1, 4,8
par I’application w = exp(27iz).

Choisissons une détermination locale, au voisinage de 0, de Alog(y—I) et de
Blog(y+1). Leur somme admet un prolongement analytique le long de chaque
courbe de origine 0 contenue dans U=C—-{1,-1}.

Alors, la surface de Riemann 2 de la fonction

) Alog(y-I1) + Blog(y+1)

est un revétement non-ramifié 7: F—U et il existe f:2—C holomorphe tel que
toute détermination locale de (1) est de la forme f °z7 avec 7' une inverse
locale de 7 ; considérons I’application ¢ : 2—X donnée par

A O=(exp &), n(S)).

Alors {2)cCxU, qui est I'ouvert ou @ est holomorphe et jamais nulle. Nous
allons vérifier que (2, ¢) est une courbe tangente au champ L de droites tangents
a CxU, défini par

L{x,yy=Ker a{x,y), (x,y)e CxU.

1) @ est injective. Soient & ¢&'e avec (E)=¢(E). Alors m(&)-n(£)=0 et
exp(RE-AEN)=1. Mais m(&=mn(&) entraine AE-AL)=2mind+2mnB pour
certains n,meZ. Donc z,"zy""=1, d’ou suit aussitét m=rn=0. On conclut que &, &’
correspondent a la méme détermination locale de la fonction (1); c’est-a-dire,
&=¢.

2) @ est une immersion. Cela suit du fait que 7 est un difféomorphisme local.

3) d(TA2))cL x5 parce que (p*(a)):O. En effet, si 7' : W—2X est une inverse
locale de 7 défini sur l'ouvert WcU, on vérifie tout de suite que

(7Y (¢ (@))=0.

Maintenant on va vérifier que ¢(2) est dense dans X ; cela veut dire que le
feuilletage de X défini par I’équation de Pfaff «=0 posséde une feuille dense.

11 suffit de voir que () est dense dans CxU.

Prenons ye U. L ensemble
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{(exp f().y): fe Let A()=y}
est donc contenu dans ¢(Z2). D’autre part, il existe ae C tel que
{exp A&): EeTet (&)=} = {exp(a)z"z™: nme Z}
Cet ensemble est donc dense dans C, d’ou suit 1’assertion.

(3.4) THEOREME. Supposons que X est une variété algébrique projective et
soit J un feuilletage & singularités isolées de X. Alors, il existe une 1-forme
méromorphe non-nulle @ sur X telle que  est défini par I'équation de Pfaff
a=0.

Preuve. Soit S un sous-ensemble fermé et discret de X et soit L un champ de
droites tangentes a X=S qui définit J . Prenons deux fonctions méromorphes
f,geC(X) qui soient algébriquement indépendantes ([13, chap. I, § 7 et chap III,
cor. 5.5]) ; un calcul direct montre que dfadg=0. Il existe un ouvert de Zariski
non-vide UcX tel que f|U et g|U sont holomorphes, dfadg ne s’annulle jamais

sur U et Uc X=S. Alors U=U;U;, ot les U; sont des ouverts connexes sur
lequels il existe une 1-forme holomorphe et jamais nulle w; telle que

L,=Kerw{(q), pour geU; (iel).

On écrit
w=adf+bdg

ou a;,b; sont holomorphes sur U; pour ie/. Comme wA@;#0 sur UNU;, on a

aibj—a;b;=0 sur UNU,, pour ijel.
Supposons, par exemple, b;=0. Alors, par la connexité de U, on obtient que ;20
pour tout ie/. Ceci permet de définir, pour chaque 7€/ une fonction méromorphe
hi=a;/b; sur U; en sorte que

hl (UnU) =k (UNY), ijel.

Donc, il existe une fonction méromorphe / sur U telle que A | Ui=h; pour tout
iel. Considérons la 1-forme méromorphe sur U définie par

w = hdf+dg

alors b;(a)| U)=w; pour tout iel.
Soit pe U, tel que b(p)#0. Alors w est holomorphe au voisinage de p et



KeraXp)= Kerw(p)=L,.

Supposons que /2 soit méromorphe sur X. Ce qui précéde nous dit que
I’équation de Pfaff w=0 définit le feuilletage I (voir (2.6)). Il reste donc a
démontrer que A est méromorphe sur X.

Soit pe X— U. Par le théoréme (2.3) et les définitions, il existe un voisinage
ouvert connexe V' de p et une 1-forme &holomorphe sur V telle que Ker &g)=L,
pour tout g€ V—{p}. Soit W=VnU. Alors

on@=0 sur W.
On en déduit que
h(dfnG) = —dgn@ sur W.

11 suffit, alors, de prover que (df{I)~8 = 0.
Si (dfiV)A6 =0, on aurait

Ker dfig)=Ker &q)=L, pour tout g W.

Soit jel tel que UV n’est pas vide. Il existe re UV tel que b;(r)#0. Comme
on a vu plus haut, @ est holomorphe au voisinage de » et Ker a{r)=L,. Donc
(wndf)(r)=0. Ceci implique dg(r)=0, ce qui est absurde. []

4. Séparatrices et intégrales premiéres. On suppose donné un feuilletage
analytique 7 a singularité isolées sur une surface analytique réguliére X.

(4.1) DEFINITION. Un germe irréductible X~ d'un ensemble analytique de
dimension 1 en un point pe X est un_séparatrice locale de T en p si 2—{p} est
contenu dans une feuille de 3. On dit aussi que 2 est invariant par 3J.

(4.2) DEFINITION. Un sous-ensemble analytique Y de X, fermé, irréductible, de
dimension 1, est une séparatrice de J si pour tout peY chaque composante
irréductible du germe de Y en p est une séparatrice locale de 5. On dit aussi que
Y est une courbe invariante par 3.

(4.3) LEMME. Soit YcX un sous-ensemble analytique fermé, irréductible de
dimension 1. Supposons qii'il existe pel tel que ['une des composantes
irréductibles du germe de Y en p est une séparatrice locale de 3. Alors, Y est
une séparatrice de 3.

Preuve. Soit L un champ analytique de droites tangentes a X—S (ou ScX est
fermé et discret) qui définit 7. Notons }, ’ensemble des points singuliers de Y;
posons Y;=Yy=S : ¢’est une surface de Riemann en sorte que I'inclusion j:Y—X
est une immersion injective.

Par hypothése, il existe un ouvert non-vide UcY) tel que (voir (1.3))
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2 di(T(11)) = Ly, pour tout ueU.

Par analyticité, (2) vaut en fait pour tout u€Y), et donc Y; est contenu dans uhe
feuille de J. Alors (Y1) est une courbe tangente a L. Le lemme en découle
aussitot. []

(4.4) EXEMPLE. Les séparatrices du feuilletage défini dans (2.4) sont les
composantes irréductibles des ensembles K '(b) pour beB.

(4.5) DEFINITION. Soit X connexe et feC(X) non-constante;, notons UcX
['ouvert de Zariski constitué des points ou f est holomorphe. Alors f est une
intégrale _premiere méromorphe de J si f | (FNU) est constante pour toute
feuille F de 3.

(4.6) PROPOSITION. Soient I un feuilletage analytique sur X connexe et

feC(X) non-constante. Supposons que 3 est défini par une équation de Pfaff
w=0. Alors, fest une intégrale premiére méromorphe si et seulement si

dfirw=0.

Preuve. Supposons que fest une intégrale premiére de J.

Soit pe X un point non-singulier de Jtel que w et f'sont holomorphes en p et
@(p)=0. Une application directe de la proposition (1.7) montre qu’il existe un
voisinage ouvert U de p tel que

dflg)(L,)=0 pour tout ge U,

ou L est le champ analytique de droites défini par J.

D’autre part, quitte a retrécir U, nous pouvons supposer que aXq)(L,)=0 pour

tout ge U, par la définition (3.2); donc (dfrw) / U=0, d’ot suit I’assertion directe.
Réciproquement, supposons que dfaw=0. Soit peX un point non-singulier de

J en lequel f est holomorphe et U un voisinage ouvert et connexe de p.

L’ensemble des points ge U tels que o est holomorphe et non-nulle en ¢ est

dense dans U; pour un tel point g on a: Ker a{g)=L, et alors df{(q)(L,)=0. Donc

dfip)(Lp)=0.

Soit (Z,¢) une courbe tangente a L. Désignons par W I’ouvert de Zariski ou fest
holomorphe. Alors

dife el (W) =0.



Comme ¢'/ (X—W) est un sous-ensemble analytique de 2, nous devons avoir ou bien
d(f° p)=0 ou bien p(2)cX-W; dans le premier cas f°¢ est constante. .’assertion
suit de maniére évidente.[]

~

5. La tangence de deux feuilletages. Soient J et J° deux feuilletages
(analytiques) a singularités isolées sur une surface analytique réguliére et
connexe X. Dans ce paragraphe on supposera que J=J".

Désignons par L, et L’ les champs de droites tangentes aux feuilles de Jet J’
respectivement. D’aprés (2.3), on peut couvrir X par une famille {U;, (x;3,)}/es
d’ouverts coordonnés connexes tels que, pour tout indice jeJ, il existe des
équations locales

a?/:o, a?/ ':0
sur U; de Jet 3’ respectivement. Alors

oA =g dxndy;,  JEJ,

ou g; est une fonction holomorphe sur U; et g;=0 (voir (2.6)).
=0, o=0

On déduit de (2.3) que {U;, gj}jes définit un diviseur de Cartier effectif D(J, J3”)
de X qui ne dépend pas des choix réalisés.

(5.1 DEFINITION. Le diviseur D(3J,J°) est le diviseur de tangence entre Fet
(voir [8]).

(5.2) PROPOSITION. On a les assertions suivantes :

a) Un point peX n’appartient pas au support de D(3,3°) si et seulement si p
n’est pas un point singulier ni de J ni de T et les droites tangentes, en p, aux
feuilles de Fet T par p sont différentes.

b) Si C est une séparatrice de J contenu dans le support de D(3,3°), alors C est
une séparatrice de J'. ’

Preuve. a) 11 suit immédiatement des définitions.

b) Il existe peC qui n’est pas un point singulier ni de C ni de J ni de J".
D’aprés 'hypothése et (1.3), la droite tangente 7,(C) est tangente a la feuille de
T par g, pour tout ge C au voisinage de p. Par a), il en est de méme pour J". On
conclut par (4.3).[]

6. Feuilletages sur les fibrations. Soit #: X—B une application analytique ou X

est une surface analytique réguliére connexe et B une surface de Riemann. On

suppose que /4 est propre et qui est une fibration localement triviale au sens C~.
On se donne un feuilletage a singularités isolées Jde X.
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(6.1) DEFINITION. On dit que 3 est transverse aux fibres de h si J est régulier et,
pour chaque peX, la droite tangente en p a la feuille de I par p n’est pas tangente
a la fibre de h qui contient p.

(6.2). OBSERVATION. Prenons pour J le feuilletage défini par 4 (exemples
(1.6) et (2.4)). Alors J est transverse aux fibres de % si et seulement si
D(5,.3)=0.

Pour £>0 on note D, le disque de centre 0 et rayon p.

(6.3) THEOREME. Supposons que J est transverse aux fibres de h. Alors h est
une fibration localement analytiquement triviale. Plus précisément, pour chaque
beB, il existe un voisinage ouvert V de b, une variété analytique complexe,
compacte, de dimension 1, X, et un difféomorphisme analytique ¢:
VxXy—h (V) tel que le diagramme suivant

VaX—2 —a'(V)

A

commule, ot désigne la projection canonique, et en sorte que pour chaque pe X,
I'image de Vx{p} par ¢ est contenue dans une feuille de 3.

Preuve. Notons L le champ de droites tangentes aux feuilles de 7. 7. Soit heB.
Soit z: W—D; une coordonnée locale de B avec W un voisinage ouvert de b telle
que z(b)=0. Comme ’application

dh(]))'L/) N Lp_")Th(P)(B)

est un isomorphisme pour tout pe X, le champ de vecteurs J/¢% se releve a un
champ de vecteurs & sur U=h™"(W) tel que

&e L, et dh(p)(&,) = &/cz(h(p)) pour tout pelU.
De la définition (1.1) il suit que £ est analytique.
Le théoréeme d’existence, unicité et dépendence analytique des conditions
initiales pour les équations analytiques (voir par exemple [10]) et la compacité

de X, entrainent I’existence de &, avec 0<g<I1, et d’une application analytique

w: DxXp—U



telle que, pour chaque peX;, Iapplication t—yAt,p) est la trajectoire de & telle que
w(0,p)=p. Du fait que & releve &/¢% il suit que le diagramme

Dxx—Y - x

est commutatif, ou 7 désigne la projection canonique.

Par ailleurs, la restriction de wa Dx{p} est une courbe tangente a L pour tout
peX,. Alors y(Dx{p}) est contenu dans une feuille de JF pour tout pelXj,.
Comme y(0,p)=p et dy(0.p)(T(D,))=L,, on voit que dy(0,p) est bijective pour
tout peX, . Alors i est un isomorphisme local au voisinage de (0,p). Quitte a
considérer ¢ suffisament petit, de cela et de la compacité de X, on déduit que
est injective. Puisque toutes les fibres de 4 sont difféomorphes, il en suit

w(Dxip})y=h (V).

ot V=z"(D)).
On définit @: VxX;— U par

ov.p)=( 2" (V)p). vel,peX,
ce qui compleéte la preuve.[]

(6.4) COROLLAIRE. Supposons que T est transverse aux feuilles de h, notons
F une feuille arbitraire de J. Alors, ['application

hF . F-B
est un revétement non-ramifié¢ pour la topologie fine de F.

Preuve. Soit beB. Soient X;: V et ¢ comme dans (6.3). Alors, d’aprés (6.3),
’ensemble Fnh™' (V) est homéomorphe, pour la topologie finie de F, & ¥'xS ou
ScX, et sur S on a pris la topologie discréte. De plus, cet homéomorphisme
commute avec 4 et la projection canonique FxS—>V.[]

(6.5) COROLLAIRE. Supposons que J est transverse aux fibres e h. Fixons
beB et choisissons xeh™\(b): notons F la feuille passant par x. Alors, tout
chemin continu y:[0,11> B avec ©{0)=b admet un relévement continue unique
y":.[0,1]— X tel que
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Ry'=y, y'(O)y=x et y([0,1]D= F.
En plus, A1) ne dépend que de la classe d homotopie a extremités fixes de y.

Preuve. 11 découle de (6.4) et (1.16).[]

Le corollaire (6.5) nous dit que si y est fermé, alors il induit une application
x—y'(1) de Xp=f ~1(b) dans lui-méme et que ceci définit un homomorphisme de
m(B,b) dans le groupe des transformations bijectives Xp—.X,, qu’on appele
["holonomie.

(6.6) PROPOSITION. L’holonomie est un homomorphisme de m(B,b) dans le
groupe Aut(Xy) des automorphismes analytiques de Xp. Si cet homomorphisme
est trivial, alors il existe un isomorphisme analytique @ :X—BxX) tel que :

(a) le diagramme

AN

x — 2 -BxX,
B

commute;
(b) les feuilles de 3 sont de la forme
¢ (Bx{x}). xeX,.
Preuve. On définit
A2)=(h(z)x2). zeX

ou x>€.X; est dans la méme feuille que z. La preuve suit de (6.3).[]

* % 3k
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INDEX DE NOTATIONS

. anneau local

factoriel

. champ analytique de droites tangentes

classe de Fuchs
faible,
corps de fonctions méromorphes
courbe invariante par un feuilletage
tangente & un champ de droites
tangente a un feuilletage

. degré d’une extension de corps

désingularisation
diviseur de tangence
de zéros
de poles
droite tangente a une feuille

. équation binomiale

de Pfaff
de Riccati
équations équivalentes
espace analytique
tangent

. feuille tangente & un champ de droites

feuille d’un feuilletage
feuilletage analytique
a singularités isolées

définie par une équation de Pfaff

régulier

de Riccati relativement a une surface fibré
transverse par rapport & une fibration

fibration localement triviale

chap, 1, §2, pag. 3
chap. I, §2, pag. 5

annexe, §1, pag. 75
chap. I, §4, pag. 13
chap. I, §4, pag. 13
chap. 11, §3, pag. 37
annexe, §4, pag. 85
annexe, §1, pag. 75
annexe, §1, pag. 75

chap. 1V, §2, pag. 66
chap. 11, §3, pag. 34
annexe, §5, pag. 87
chap. 1V, § 2, pag. 65
chap. IV, § 2, pag. 65
annexe, §1, pag. 76

chap. I, §4, pag. 19
annexe, §3, pag. 82
chap. I, §4, pag. 19
chap. 11, §1, pag. 30
conventions et notations, pag. vi
conventions et notations, pag. vi

annexe, §1, pag. 75
annexe, §1, pag.76
chap. II, §3, pag. 37
annexe, §2, pag.80
annexe, §3, pag. 82
annexe, §1, pag. 76
chap. 11, §2, pag. 39
annexe, §6, pag. 88
annexe, §6, pag.87



fibre réguliére,
fonction algébrique
de Weierstrass

G. genre d’une courbe algébrique
d’une équation différentielle

H. holonomie

I. Image réciproque réguliere chap.
d’une courbe
Intégrale premiére méromorphe
rationnelle

M. modéle lisse d’une courbe algébrique

P. poids d’un germe de polynoéme
point de ramification de 1’équation

R. rapport anharmonique

S. séparatrice locale
singularité essentielle
solution algébrique

holomorphe

locale

méromorphe

ramifiée

réguliére

uniforme
solutions équivalentes
surface fibrée

birationnellement triviale

T. trivialisation birationnelle

chap II, §3, pag. 34
chap. 1, §2, pag. 6
chap. IV, §4, pag. 71

chap. II, §3, pag. 34
chap. 11, §3, pag. 36

annexe, §6, pag. 90

I11, §2, pag. 50
I, §2, pag. 52
annexe, §4, pag.86
chap. [, §5, pag. 22

chap. II, §3, pag. 34

chap. I, §2, pag. 7
chap. I, §4, pag. 13

chap. I1I, §3, pag. 54

annexe, §4, pag. 85
chap. II, §4, pag. 48
chap. I, §5, pag. 26
chap. II, §4, pag. 45
chap. 1, §1, pag.2 et chap. 11, §1, pag. 28
chap. 11, §4, pag. 45
chap. 1, §1, pag. 2
chap. I, §1, pag. 2
chap. 1, §1, pag. 2
chap. I, §1, par. 2
chap. Il, §3, pag. 34
chap. 111, §2, pag. 53

chap. 111, §2, pag. 53
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