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1 Prefacio

A estrutura algébrica dos andis de grupo é particularmente rica. Para ex-
plord-la é necessdrio recorrer ndo somente a técnicas da teoria dos ETupos
e da teoria dos anéis como também A teoria dos mimeros algébricos, das
representagoes de grupos e dlgebras e, &s vezes até, & dlgebra homolégica.

Esta é uma das principais razées que nos levaram a oferecer o presente
curso, uma vez que acreditamos que o jovem estudante se beneficiars grande-
mente de abordar um assunto que mostra a integracdo entre os diversos
ramos da ilgebra.

Nestas notas demos especial atencdio a0 estudo do grupo das unidades.
Os principais resultados aqui incluidos podem ser considerados j4 cldssicos.
Porém, optamos por adotar uma abordagem recente que se apéia em técnicas
que estdo sendo utilizadas na pesquisa atual. -

O primeiro capitulo é inteiramente dedicado a motivar o estudo. Na
primeira se¢io damos uma visio histérica das razdes que levaram & in-
trodugdo de prério conceito de anel de grupo para mostrar que sua definicio
€ inteiramente natural e surgiu como consequéncia de determinadas cir-
cunsténcias histéricas. Na segunda, mostramos porque o chamado Probiema
do Isomorfismo é talvez o problema central da 4rea e como ele leva natu-
ralmente o pesquisador a se intere grupo dos elementos inversiveis deste
anel.

O segundo capitulo é dedicado a estudar alguns aspectos concretos do
grupo das unidades. Finalmente, no terceiro capitulo damos rapidamente
uma visao do estado atual da pesquisa em relagio a dois problemas intima-
mente relacionados com a determinacéo da estrutura do grupo das unidades.

Agradecemos 4 Comissao organizadora da XTIV Escola de Algebra pelo
convite para ministrar este curso e 4 Profa. Sénia P. Coelho pela leitura
atenta dos ariginais.
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Parte I
Anéis de Grupo

2 Antecedentes histdéricos

Em 1833, Sir William Rowan Hamilton formulou a primeira teoria formal
dos niimeros complexos definindo-os, tal como é frequente fazer hoje em dia,
como pares ordenados de mimeros reais, acabando assim com quase trezen-
tos anos de diividas quanto a real existéncia destes mimeros. Ele Jjé conhecia
a interpretagio geométrica dos complexos como vetores do plano, formulada
poucos anos antes por autores como Wessel, Argand e Gauss, de modo que
percebia que o que tinha feito, na verda onstruir uma algebra que permitia
trabalhar com os vetores do plano. Tinha também total consciéncia de que
o maijor desafio para a matemaética da época era construir uma linguagem
apropriada para desenvolver a dindmica; algo semelhante ao que tinha sido
feito antes por Newton ao criar o cdlculo, dando condi¢bes para o desen-
volvimento da cinemética. Para isso, seria necessario criar uma algebra que
permitisse trabalhar com os vetores do espago.

Apds muitos esforgos, ele percebeu que néo era possivel criar uma tal es-
trutura e, por consideragdes essencialmente geométricas, chegou & conclusao
de que poderia descrever operadores que agem sobre os vetores do espago,
trabalhando com uma 4lgebra de dimenséo quatro.

Passou ento a considerar elementos da forma o = a + bi + cf + dk,
que chamou gquatérnios, onde os coeficientes a, b, ¢, d representam ndmeros
reais. Era claro para ele que a soma de dois elementos desta forma devia ser
definida somando coeficiente a coeficiente; isto é, na forma:

(a+bi+cj+dk)+(a'+¥i+cj+d'k) = (a+a)+ (b4 )i+ (c+c)j+(d+d)k.

A grande dificuldade era definir adequadamente o produto de dois destes
elementos. E claro que, se era de se esperar que esse produto tivesse as
propriedades usuais das operagdes, como a propriedade distributiva, entio
seria suficiente definir apenas os produtos dos simbolos 4, 4k, dois a dois
e estender depois a defini¢io de forma natural, usando a distributividade.
Isto levou ainda muito tempo porque, de inicio, Hamilton assumiu que esse
produto seria comutativo ( o qu feitamente razodvel, uma vez que ele nio
sabia que estava por descobrir a primeira dlgebra nio comutativa na histéria



da matematica). Finalmente, em outubro de 1843 ele descobriu as férmulas
fundamentais para a multiplicagio de quatérnios:

=i =k=ijk=-1

No dia seguinte, ele apresentou uma extensa memdria sobre ¢ cdlculo
de quatérnios & Académia Real da Irlanda. A descoberta destes nimeros
causou um grande impacto na época, por diversas razdes. Entre outras
coisas, porque abria as possibilidades para novas extenstes dos campos de
niimeros, justamente num momento em que a descoberta relativamente re-
cente do Teorema Fundamental da Algebra parecia indicar que todos os
campos numéricos realmente necessirios se esgotavam com o os complexos.

Em dezembro desse mesmo ano, numa resposta a uma carta do préprio
Hamilton, o matematico inglés John T. Graves introduz ainda um outro
conjunto, os octénios, que podem ser definidos como elementos da forma
ag +a1e1 +ages + - - - +ayeq, onde os coeficientes a;, 1 < 1 < 7, sa0 niimeros
reais e os simbolos e;, 1 < 7 < 7, sdo chamados unidades bidsicas. Novamente,
a soma. se define coeficiente a coeficiente e o produto se define nas unidades
basicas, uanto vale o produto de unidades, tomadas duas a duas. Graves
néo chegou a publicar esta descoberta e este nimeros foram redescobertos
por Arthur Cayley em 1845, razdo pela qual eles sio chamados, as vezes, de
nimeros de Cayley.

O préprio Hamilton percebeu as possibilidades de generalizagio e definiu
primeiro os chamados biguatérnios, que sdo elementos da forma o = a+bi+
cj + dk, onde os coeficientes a,b,¢,d se tomam agora nos nimeros com-
plexos. Mais adiante, ele deu uma defini¢do geral: introduziu os nimeros
hipercomplezxos, que sio elementos da forma a = a1e; + ases + -+ - + aqey.
Novamente, dois destes elementos se somam coeficiente a coeficiente e se
multiplicam defini odutos das unidades basicas duas a duas, e extendendo
distributivamente. Como o produto de duas unidades bdsicas deve ser no-
vamente um elemento do mesmo conjunto, deve ser da forma:

n
eie; = > (i, e
k=1

Resulta assim que para dar a estrutura de algebra a este conjunto basta
escolher adequadamente os valores dos coeficientes (i, §). Por causa disso,
estes coeficientes sdo chamados de constantes estrufurais.

Os fatos que relatamos até aqui constituem os primeiros passos no desen-
volvimento da teoria de anéis. Paralelamente, outros desenvolvimentos es-



tavam sendo feitos no continente. Na sua célebre memdria sobre a resolucgéo
de equagdes algébricas de 1771, Joseph Louis Lagrange tinha ressaltado a
importancia singular do estudo das permutagdes. Apés as contribuigdes de
Niels Heinrich Abel ¢ Paolo Ruffini, coube a Evariste Galois, em 1832, no
trabalho que deu origem & t hoje leva seu nome, introduzir efetivamente o
conceito de grupo de permutagdes e definir algumas das nog¢oes fundamentais
da drea. Posteriormente, no periodo entre 1844 e 18486, Agustin Cauchy pub-
licou uma sequéncia de trabalhos sobre grupos de permutagdes que deram
a esta drea uma vida independente da teoria das equagoes,

Finalmente, inspirado por estes trabalhos, e seguindo a tendéncia & ab-
stragdo que era mais marcada na Inglaterra, Arthur Cayley publicou em
1854 un trabalho com o titulo On the theory of groups as depending on the
symbolic equation §™ = 1 [7] que é considerado hoje como o artigo que deu
origem & teoria abstrata de grupos. Trata-se de um trabalho relativamente
curto, mas que introduz uma série de fatos fundamentais:

* D3 uma defini¢do abstrata de grupo, utilizando uma notagdo multi-
plicativa,

o Introduz as tebelas da operacio.

® Mostra que existem dois grupos nio isomorfos de ordem quatro, e di
exemplos explicitos dos mesmos.

» Mostra que existem dois grupos nio isomorfos de ordem seis, um deles
comutativo e o outro néo, provando que este tiltimo é isomorfo a Ss,
o grupo das permutacdes de trés elementos.

» Prova que a ordem de todo elemento ¢ um divisor da ordem do grupo.

No inicio do artigo, quando est4 enfatizando que num grupo se trabalha
com uma unica operacéo, ele observa que, como est4 utilizando a notacdo
multiplicativa, simbolos tais como 0 ou + nio tem sentido neste contexto.
Jé no fim do artigo ele retoma esta questdo e mostra como, a partir de
um grupo, é possivel construir um outro conjunto onde estes simbolos tém
sentido. Para isso, ele imita, de certa forma, a construcio dos sistemas

hipercomplexos.
Vamos examinar sua idéia empregando uma notagao atualizada. Dado
0 grupo G, enumera os seus elementos indexando-os: gi,gs,... yGn. De-

pois considera combinagdes lineares formais destes elementos; isto &, algo
semelhante a “polinémios”, ndo em poténcias de uma varidvel mas usando



os elementos do grupo: aig; + asgs + - - + angn. Note que se trata essen-
cialmente da mesma construgdo dos sistemas hipercomplexos, com a tinica
diferenca que, em vez lizar simbolos quaisquer para as unidades basicas, ele
se utiliza dos elementos de um dado grupo. Trata-se da primeira construgio
concreta de um anel de grupo. Claro que, como a teoria de anéis nao estava
ainda adequadamente desenvolvida, a nogéo de anel de grupo nao tinha uma
utilidade visivel e caiu, por um tempe, no esquecimento. Vamos dar agora
a definigdo explicita.

Definicao 2.1 Dados um grupo finito! G = {g1,92,...,9n} € um anel com
unidade R, o anel de grupo de G sobre R € o conjunio

n
RG={> rgi|ri € R},

i=1
com as operacdes definidas por:

n T n
Z Tigi + Z Sigi = Z(Ti + 8i)9i,

i=1 i=1 i=1

Z”"gt ZSJhJ) = Z(”HSJ)(Q:

i=1

verifica-se facilmente que, com estas operagdes, RG resulta um anel, com
unidade.

Podemos definir ainda ¢ produto de um elemento de RG por um escalar
A € R Por:

n n
A rag) = Y (Ari)gs
i=1 t=1
Também é facil verificar que, com a soma definida acima e este produto
por escalares, define-se em RG uma estrutura de R-médulo.
Note que a fun¢io ;G — RG definida por:

geEG— plg)= Zr,gIERG
i=1

!Esta nogio pode-se definir também no caso geral dos grupos infinitos, apenas nos
restringimos ao caso finito para simplificar a exposigao.



onder;=0segi#ger;=1seg = ¢ € um monomorfismo. Identificando
G com sua imagem (@), nossas defini¢des implicam imediatamente que G
¢ uma base de RG quando considerado como médulo sobre R.

Dado um elemento o = >ia7igi € RG, chama-se suporte de o ao
conjunto de elementos de G que comparecem efetivamente na expressio de
a; le.:

sup(a) = {g; € G | a; # 0}.

O conceito de anel de grupo reaparece nos trabalhos de Theodor Molien
que, em 1898, dd um critério para decidir quando um sistema hipercomplexo
pode se decompor como a soma direta de sistemas simples. Ao buscar
aplicagdes para seu critério, ele redefine anéis de grupo e aplica esta nogio
para desenvolver a teoria de representagdes de grupos, chegando a descobrir
inclusive as relagdes de ortogonalidade de caracteres por esta via. Mais uma
vez, estas descobertas néo ti nde impacto na coletividade matematica pois
foram eclipsadas pelas descobertas simultineas de resultados importantes
na teoria das representagdes por William Burnside e Georg Frobenius cujos
trabalhos tiveram ampla aceitacio.

Finalmente, entre os anos de 1927 e 1929, numa série de trés trabalhos
(31], [6], [5] (sendo um deles em conjunto) Emmy Noether e Richard Brauer
revolucionaram a teoria das representagdes ao descobrir sua intima relagio
com a teoria de estrutura de 4lgebras. Justamente a conexio fundamental
entre ambas as teorias é feita através do conceito de anel de grupo. A
partir deste momento, esta nocio veio a se tornar de grande importancia na
ilgebra.

Cabe mencionar ainda que, em 1963, Ian G. Connell [9] publicou um
trabalho em que trata de propriedades dos anéis de grupo do ponto de vista
especifico da teoria de anéis. A partir dali, esta nogio adquiriu também
importancia como fonte de exemplos - e também de problemas - para a
teoria de anéis.

3 O Problema do Isomorfismo

Fundamentalmente por causa da conexfo com a teoria das representagoes,
€ muito natural se perguntar até que ponto o conhecimento da estrutura
e propriedades de um dado anel de grupo pode determinar a estrutura do
grupo dado. Mais formalmente, podemos nos colocar a seguinte pergunta:



Dados dois grupos G ¢ H e um anel R, serd que a ezisténcia de um
isomorfismo RG = RH implica que G = H?.

Esta questfio tem, em geral, uma resposta negativa. Mostraremos, por
exemplo, que se B = C, o corpo dos niimeros complexos e G e H sio
dois grupos abelianos de ordem n, mesmo que ndo isomorfos, tem-se que
CG=CH.

Consideremos primeiro o caso em que G =< a | " = 1 > é um grupo
ciclico e seja K um corpo tal que car(K) | |G|. Considere a fungio ¢ :
K[X]— KG dada por:

fe K[X]~ f(a) € KG.
E muito facil verificar que ¢ é um epimorfismo de anéis. Logo,

K[X]
KG= ‘-
Ker(¢)
onde Ker(¢) = {f € K[X]|f(a) =0}

Como K[X] é um dominio principal, Ker(¢) é o ideal gerado pelo
polindémio ménico fo, de minimo grau, tal que fo(a) = 0. E importante notar
que, neste isomorfismo, ¢ elemento a corresponde com a classe X + (fo) €
KX

Jo) *

Como a™ = 1, segue que X" — 1 € Ker(¢). Note também que, se f =
2i=1 kX" € um polindnio de grau r < n temos que f(a) = YL, ko' # 0
porque os elementos {1,a,a2,...,a"} séo linearmente independentes sobre
K. Logo Ker(¢) = (X™ — 1), donde:

K[X]
(Xn-1)

Seja X™ -1 = fif2... ft a decomposigio de X™ — 1 como produto de
polinémios irredutiveis em K[X]. Como estamos assumindo que car(K) }n,
este polinbmio é separdvel em K[X] portanto, f; # f; se i # j. Usando o
Teorema Chinés do Resto, podemos escrever:
~ K[X] _ K[X] K[X]

B Y YR TN

Neste isomorfismo, o elemeto a corresponde com a t-upla

KG=

KG

(X4 (i), X+ (F)
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Agora, seja (; umaraiz de f;,1 <i < ¢ Entdo, temos que: %’2(71 = K(G).
Consequentemente: .

KG=K(Q)oK(() & & K((.)

Como todos os elementos ¢; , 1 <i < t, sdo raizes de X™ — 1, provamos
que KG € isomorfo e uma soma direta de ertensées de K por raizes da
unidade. Neste isomorfismo final, o elemento a correésponde com o elemento
(Cl? €200, Ct)

Lembramos que, no caso particular em que K = Q, o corpo dos niimeros
racionais, a decomposicio em fatores irredutiveis de X" — 16 X* —1 =
I gn9a(X) onde o produto se toma sobre todos os divisores positivos d de nn
e ¢4(X) indica o polinémio ciclotémico de indice d que é o polindémio cujas
raizes complexas séo todas as rafzes primitivas d-ésimas da unidade. Como
cada quociente da forma Q[X]/(¢a(z)) é isomorfo ao corpo Q(¢g), onde (y
indica uma raiz primitiva d-ésima da unidade, provamos a seguinte.

Proposicdo 3.1 Seja G=<a|a®=1> um grupo ciclico de ordem finita
n. Entdo tem-se que:
X]

QG = %ma% 2 B4, Q(Ca).

onde (g indica uma raiz primitiva d-ésima da unidade, para cade divisor d
de n. Neste isomorfismo, o elemento a corresponde ao elemento {fd}d|n S

®djn Q(Ca)

Antes de explorar mais um pouco estas observagbes, vamos computar
alguns exemplos concretos.

Exemplos 3.2 G=<a|a"=1>,K=Q.
Neste caso, a decomposigio de X7 — 1 em Q[X] ¢
X —1=(X-1)(X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1).
Logo, se { denota wma raiz primitiva da unidade de ordem 7, temos que:
QG = Qa8 Q(()

Exemplos 3.3 G=<a|af=1>K=Q.



A decomposicio de X® — 1 como produto de polinémios irredutiveis de

Qlx] ¢

X 1=(X - 1)(X+D)(X?+ X +1)(X2 - X +1).
Logo:

Q= qeqe = ti¥h gl tivs)

Aqui, '—1"'255 é uma raiz de X2+ X +1e %ﬁ é umaraiz de X2 - X +1.
O leitor deverd notar que, na verdade, os dois tltimos somandos s&o iguais.

Note agora que, se K = C, o corpo dos niimeros complexos, entio todo
polinémio irredutivel de C[X] é de primeiro gran e todos os quocientes da
forma C[X]/(f;) sao isomorfos a C donde, se G é ciclico e |G| = n, temos
que:

CG=Cog.---aC.
————
n VeZes

Para estender este resultado para os grupos abelianos finitos em geral,
precisamos de mais uma observagdo. Seja G um grupo que pode se escrever
como produto direto de dois subgrupos G = H x N e seja K um corpo
qualquer. Dado um elemento a € K@, enumerando os elementos de cada
um destes subgrupos na forma H = {hy, hs,...hr} e N = {n1,n2,...,n¢},
podemos escrever o na forma o = Z;-:l (2 =1 Tijhi) ny, com zi; € K.
Chamando o = 31 ijhi temos que & = Y5 ajn;, com oy € KH. A
partir desta observacio ¢é facil demonstrar que:

K(H x N) = (KH)N.

Em outras pélavras, o anel de grupo sobre K do produto direto H x N
¢ isomorfo ao anel de grupo do grupe N com coeficientes no anel K H.

Uma outra observagio de que iremos necessitar e que decorre diretamente
da defini¢io de anel de grupo é a seguinte: se R é um anel que é soma direta
de uma famflia de anéis R = ®;czR; tem-se que:

RG = &;e1(RiG).

Finalmente estamos em condigbes de demonstrar a seguinte.
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Proposigdo 3.4 Sejo G um grupo abeliano de ordem finita n. Entdo:

CG=Cq---aC

n Vezes

Demonstragido. De acordo com o teorema de estrutura para grupos
abelianos finitos, podemos escrever G na forma G = G1 x -+ x Gy onde G;
é um grupo ciclico, 1 < ¢ < £. Faremos a demonstragio por indugio em t.

Se t = 1 entdio G é ciclico e o resultado ja foil demonstrado nesse caso.
Suponha entéo que o resultado vale para um grupo que é um produto direto
de ¢ — 1 grupos ciclicos. Escrevendo G = G1 % -++ X Gy—y x Gy temos que:

CG =~ (C(Gl X X Gt__]_))Gt =4 (C@"'@C)G{
= CGtd- - CG,.

Isto mostra que CG ¢ isomorfo a uma soma. direta de cdpias de C. Como
a dimensdo de CG como espago vetorial sobre C é precisamente n = |G|,
segue imediatamente que o mimero de somandos diretos & igual a n. &

Corolario 3.5 Sejam G e H dois grupos abelianos do mesma ordem finita
n. Entdo CG = CH.

Demonstragio. Com efeito, basta observar que:

CG=Ca---aC.
n Vezes

Como € ficil determinar grupos abelianos da mesma ordem, que nio
s&o isomorfos, o coroldrio acima mostra que o problema do isomorfismo tem
resposta negativa quando se trabalha sobre C.

Em 1950 S. Perlis e C. Walker [32] provaram que grupos abelianos finitos
estéo de fato determinados pelo seu anel de grupo sobre o corpo dos numeros
racionais. Pouco depois, em 1956, W.E. Deskins [11] demonstrou que p-
grupos abelianos finitos estavam determinados pelos seus anéis de grupo
sobre quaisquer corpos de caracteristica p. Houve também alguns resultados
parciais sobre grupos néo comutativos devidos a D.B. Coleman (8] e D.S.
Passman (34] e [35].

Isto parecia sugerir que, para familias especificas de grupos poder-se-ia
determinar algum corpo adequado onde a resposta a questdo tivesse sempre
uma resposta positiva. Porém, em 1972, E. Dade [10] publicou um exemplo
de dois grupos (que tém uma estrutura razoavelmente simples, j4 que sdo

11



grupos metaciclicos) ndo isomorfos, mas que t&m anéis de grupo isomorfos
sobre qualquer corpo K!

Isto levou a centralizar as atengdes sobre os anéis de grupo sobre os
inteiros, formulando-se a seguinte conjectura para grupos finitos quaisquer:

(ISO) ZG=ZH — G = H.

Uma razio fundamental para voltar as atengbes para esta questfo é que
pode-se demonstrar facilmente que se para dois grupos G e H tem-se que
ZG = ZH, entao também tem-se que RG 22 RH para tedo outro anel com
unidade R. Resulta assim que esta hipdtese é a mais forte que se pode
formular, neste contexto.

Em apoio a esta conjectura sabia-se que em 1940, Graham Higman [17]
tinha demonstrado que ela é verdadeira no caso dos grupos abelianos fini-
tos e também no caso dos 2-grupos que sio Hamiltonianos (isto é, quando
todo subgrupo é normal). Até agora a conjectura, em todo sua generali-
dade, continua em aberto, mas ela jd foi demonstrada numa série de casos
particulares:

e Os grupos metabelianos finitos [49].

o Grupos simétricos e grupos alternados.

Grupos finitos que sdo grupos de unidades de algum anel, por exemplo,
os grupos do tipo GL{n, F'), onde F indica um corpo finito [47).

Grupos nilpotentes finitos [50].
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Parte II
O Grupo das Unidades

4 Introducao

Para motivar adequadamente a necessidade de estudar o grupo das unidades
de um anel de grupo vamos fazer primeiro algumas consideragdes. Para isso,
precisamos definir novos conceitos,

Definigdo 4.1 A aplicagéo ¢ : ZG — Z dada por 1 rigi— 3% Ty (que
€ um homomorfismo) chama-se @ funcio de aumento de ZG.

Definigdo 4.2 Um isomorfismo ¢ : ZG — ZH diz-se wm isomorfismo nor-
malizado se, para todo elemento o € ZG tem-se que wla) = e(p(a)) (ou,
equivalentemente, se para todo elemento g € G tem-se que e{p(g)) = 1).

Se existe algum isomorfismo ¢ : ZG — ZH entdo também existe um
isomorfismo normalizado entre estes anéis. De fato, basta definir uma
nova aplicagdo 1 : ZG — ZH da seguinte forma: para cada elemento
o = Yiairigi € ZG definimos y(a) = T ;e 0 p(g;)lrigi. (Note que,
como g € G ¢ inversivel e como ¢ é um epimorfismo, tem-se que £ o ¢{g)
é inversivel em Z: i.e., p(g) = *1). E facil verificar que 9 é, de fato, um
isomorfismo normalizado. Assim, toda vez que consideramos o problema do
isomorfismo, néo perdemos generalidade se supomos que o isomorfismo com
que estamos trabalhando é normalizado.

Seja entdo ¢ : ZH — ZG um isomorfismo normalizado. Note que se
v(g) € H, para todo elemento g € G, entéo o proprio ¢ d4, por restricso,
um isomorfismo entre os grupos H e G. Alids, esta foi Jjustamente a técnica
empregada por Higman para demonstrar seus resultados que mencionamos
na se¢do anterior. A grande dificuldade consiste precisamente em que, em
geral, no temos maiores informagdes sobre os elementos da forma w(h),
h € H , porém, afirmar algumas coisas. Note que, como |H| = n, temos
que A" =1 para todo h € H e, como ¢ é um morfismo, segue que também
w(h)* = 1. Isto significa que p(h), h € H, é sempre um elemento inversfvel,
de ordem finita em ZG. Isto justifica nossa préxima definicio.

Definicao 4.8 Seja G um grupo finito. Definimos entdo:
U(ZG) = {a € ZG | a € inverstvel},
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U (ZG) = {a e UZG) | ela) = 1}.

O primeiro conjunto é chamado de grupe das unidades de ZG e o se-
gundo, que é um subgrupo normal do primeiro, de grupo das unidades nor-
malizadas de ZG.

E natural se perguntar entao que informacdes podemos obter sobre o
grupo das unidades normalizadas de ZG uma vez que um conhecimento
adequado deste grupo poderia nos levar a solugdes do problema do isomor-
fismo.

5 Unidades de ordem finita

Comegaremos nosso estudo com um resultado, publicado em 1955 por S.D.
Berman [3], que permite dar uma demonstragio muito simples do teorema
de G. Higman sobre isomorfismos de anéis de grupo abelianos e que tem
também outras aplicagbes importantes.

Teorema 5.1 Seja G = {g1 = 1,g3,...9n} um grupo finito e seja p =
2im1 aigi € U(ZG) uma unidade de ordem finita. Se a1 # 1 entdo p = +1.

Demonstragao. Vamos considerar ZG incluido em CG. Para cada
elemento o € ZG, consideramos a func¢io T, : CG — CG definida por
To(x) = az, Yz € CG. Claramente, esta é uma fungio linear; i.e., ela
verifica que Tp(rz + sy) = rTo(z) + rTaly),vr,s € C, Vz,y € CG.

Vamos calcular o trago de T}, a partir de sua matriz na base G de CG.
Para isso, devemos estudar a agdo de T, em cada um dos elementos da
base. Note que T,(1) = pl = p = 3 % a;9:;. Logo, o elemento que estd na
posi¢do 1,1 da matriz de T, é precisamente o coeficiente a;. Em geral, se
consideramos um elemento g; # 1 temos que Ty,(g;) = pug; = Ti; ai(g:ig;)-
Para conhecer o elemento que estd na posigdo j,j precisamos determinar o
coeficiente de g; na expressio de T,(g;). Note que gig; = g; 56 quando g; =
1; logo o elemento procurado é novamente a;. Este argumento mostra que
todos os elementos da diagonal desta matriz séo iguais a a; donde tr(T,) =
nay.

Agora, vamos calcular o mesmo valor tr(7),) de outra forma. Note que
como ¢ € de ordem finita, existe um inteiro positivo m tal que ™ = 1; logo
(T;n)™ = Tym = 1. Resulta assim que T}, ¢ raiz do polinémio X™ — 1 =
(X =&}z ~&).- - (X —&m), onde &1, &, ... &n denotam as raizes m-ésimas
da unidade. Isto implica que T, é diagonalizdvel e que existe uma base de
CG onde a matriz de T, é da forma:
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&1
A= 62
&n

Logo, comparando ambos os valores obtidos para tr(T,), temos que:

n

nay =Y &,

i=1
donde
T T
fnea| =3 &| <3 6| = n.
i=1 i=1
Como |na;| = nlai| > n deve ser jo;| = 1 e ainda, deve-se ter que
| 325=1 &l = T |&il, o que s6 acontece se & = €2 = -+ = &,. Neste caso,

temos que A = {17 é uma matriz diagonal e, consequentemente, a matriz de
T} na base G também é essa matriz diagonal.

Finalmente, ¢ facil ver que se fosse a; 0 para algum indice ¢ # 1,
na i-ésima coluna da matriz de T, ter-se-ia um elemento nao nulo fora da
diagonal, o que é uma contradigso. Logo, deve ser a; =0 paratodoi # 1 e
segue que ¢ = a191 = a1l. Como Ja;| =1 temos que ¢; = £1. &

Corolario 5.2 Seja G um grupo finito. Se p = 2oim1aig; € U(ZG) € tal
que, para algim elemento g; € Z(G) onde Z(G) denota o centro de G,
tem-se que a; # 0, entdo p = +g;.

Demonstragao. Basta observar que pg; ! é sinda uma unidade de
ordem finita cujo coeficiente de 1 é a; £ 0 e aplicar o Teorema acima. ¢

Em geral, as unidade da forma &g, g € G chamam-se unidades triviais
de ZG. No caso particular em que G é abeliano, todo elemento de G é
central; isto nos permite concluir imediatamente o seguinte.

Corolario 5.3 Seje G um grupo finito, abeliano. Entéo, tode unidede de
ordem finita de ZG € trivial.

Em outras palavras, se G é um grupo finito, temos que:
U(ZG) = {£1} x G,
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UW(ZG) =G.

Podemos dar agora uma demonstracdo muito simples do Teorema de
Higman sobre isomorfismos de anéis de grupos abelianos.

Teorema 5.4 Seja G um grupo finito e seja H um outro grupo tal que
ZG=ZH. Fntao G= H,

Demonstracgio. E claro que, se G é um grupo abeliano, entdo o anel
ZG é comutativo, portante o anel ZH é comutativo e segue que H também
é um grupo abeliano. Devido a invaridncia da dimensao dos médulos livres
sobre Z, segue imediatamente que H também ¢ finito e que |G| = |H]|.

Se ZG = ZH, tal como observamos anteriormente, podemos supor que
existe um isomorfismo normalizado ¢ : ZG — ZH. Para cada elemeto
g € G temos que (g) é uma unidade normalizada, de ordem finita, de
ZH. Pelo lema anterior, segue que p(g) € £H e como ¢ é normalizado,
segue que ¢(g) € H. Isto mostra que ¢(G) C H e como |G| = |H| temos
que p»(G) = H. Em outras palavras, a restrigio de ¢ a G estabelece um
isomorfismo de grupos entre G e H. &

6 Unidade ciclicas e biciclicas

Tendo em vista os resultados da segfo anterior e suas aplicagoes ao prob-
lema do isomorfismo, é natural se perguntar também quais s8o os grupos G
tais que todas as unidades de ZG sfo triviais. A resposta a esta pergunta
também é devida a G. Higman [17]. Os métodos que ele emprega na sua
demonstragio precisam de sofisticados resultados da teoria dos nimeros e,
em particular, do Teorema das Unidades de Dirichlet. Existe uma demon-
stracdo mais recente, devida a E. Jespers, M. Parmenter e P. Smith [25] que
tem a vantagem adicional de utilizar um certo tipo de unidades especiais
que tém sido de utilidade no estudo de muitos outros problemas da drea.
Na sec@o §3.2 mencionamos a mais importante destas aplicacdes. Vamos
introduzir agora essas unidades e estudar algumas de sus prorpiedades.

Seja g um elemento de um grupo G, de ordem n. Denotaremos por § o
elemento:

G=1l4+g+¢*+-.-g" e ZG.

Definicdo 6.1 Seja G um grupe finite. Uma unidade biciclica do anel de
grupo ZG € um elemento da forma:
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Hgh =1+ (1 - g)hg

onde g, h sdao elementos de G.

Note que g(1 — g} = 0. Isto permite demonstrar facilmente, mediante
um cdiculo direto, que Hg,n € de fato uma unidade, cujo inverso é:

Hgp =1-(1—g)hg.

Estas unidades desempenharam um papel fundamental no estudo de
subgrupos de indice finito nos grupos de unidades de anéis de grupo. Veja,
por exemplo, [39], [20] e [21].

Serd muito importante saber quando estas unidades sio triviais.

Lema 6.2 Sejem g, h elementos de um grupo finito G. Entdo o unidade
biciclica pgp € trivial se e somente se existe um inteiro positive j tal gue
hlgh = ¢,

Demonstragao. Suponhamos que h=1gh = 97, para algum j. Note que
4’5 = §. Como temos que gh = hg’ resulta que ghg = hg. Substituindo na
expressio de g, 5 vem diretamente que bgh = 1.

Reciprocamente, suponhamos que fg,h € trivial. Como esta é uma unida-
de normalizada, deve existir um elemento z € G tal que pgp = z. Temos
entao que:

1+(1-g)hg ==z,
donde

1+h(1+g+g°+--+g" ) =2+ gh(l+g+ g%+ + g™ ).

Como o elemento 1 comparece no primeiroc membro desta igualdade, ele
deve aparecer também no segundo membro; logo, deve existir um inteiro
Positivo ¢ tal que 1 = ghg®. Isto implica que h = g=(+1) ¢ segue que h~1gh
¢ uma poténcia de g. &

Para introduzir mais um tipo de unidades, lembramos que o simbolo
¢ denota a chamada funcéo phi de Euler; ie., para um inteiro positivo n
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define-se ¢{n) como sendo o nimero de inteiros positivos menores que n e
relativamente primos com ele. Lembramos que para calcular o valor de ¢
num inteiro positivo n basta decompor n como produto de fatores primos:
n=p'..-.p{*. entdo, tem-se que:

$(n) =p* o1 — 1) P (pe - 1)

Uma propriedade interessante desta funcio é dada pelo chamado Teo-
rema de Fuler: se i e n sio inteiros relativamente primos entéo i) = 1
(meod n).

Definicao 6.3 Seja g um elemento de ordem n de um grupo finito G. Uma
unidade ciclica de Bass € wm elemento do anel de grupo ZG da forma:

1 —4®(n)

pi=(L4gte+g )P+ —p,

onde i € um inteiro tal que 1 < i < n e mde(i,n) =1.

Naturalmente, deve-se mostrar que uma unidade ciclica de Bass é, de
fato, uma unidade. Isto pode ser feito diretamente exibindo sua inversa,
que é da forma:

) 1— k®m)
U= (1 + g 4. +gt(k—1))¢(ﬂ) + _..._.7.?:........._9,

onde k é um inteiro tal que 1 < k < n e n|(1—:k). Damos a seguir uma outra
demonstracdo que € mais informativa e mostra a relagio destas unidades com
unidades de anéis de inteiros ciclotémicos. Para isso, vamos introduzir mais
alguns conceitos ¢ demonstrar alguns fatos razoavelmente elementares.

Definicao 6.4 Seja A uma Q-dlgebra. Um subanel unitdrio R de A diz-se
uma Z-ordem, ou simplesmente uma ordem em A se R € finitamente gerado
como Z~-mddulo e QR = A. :

Exemplos

¢ Se G ¢ um grupo finito, entdo ZG ¢é uma ordem em QG.

e Se O ¢ o anel dos inteiros de um corpo de nimeros algébricos K, entio
O é uma ordem em K e M3(0) ¢ uma ordem em M3(K).
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Lema 6.5 Sejam Ry C Ry ordens de uma Q-dlgebra A. Entdo, existe um
inteiro d tal que dRo C Ry. Ainda, considerando Ry e dRy como grupos
aditivos, tem se que o indice [Ry : dRy] € finito.

Demonstragao. De acordo com a defini¢do, Ry é finitamente gerado
como Z-modulo; seja {m,...,¥} um conjunto de geradores. Como A =
QR; podemos escrever cada elemento +; na forma:

=3,
G Yij
onde r; € Ry. Chamando d; = IL;3; temos que v; = %Ei g d;—f;irj onde
%1 € Z. Assim, se denotamos a; = Ei‘j %irj, resulta que y; = diiai com
a; € Rj.

Seja agora d = II;d;. Temos entdo que dv; € Ry, 1 <4 < t. Finalmente,
note que dado um elemento arbitririo o € Ry, ele pode-se escrever na forma
a = Zf=1 zivi, onde z; € Z&, 1 < i < ¢t. Desta forma tem-se que da =
22=1 x;dy; € Ry;isto é, dRy C Ry.

Como Rj é um Z-médulo finitamente gerado, considerado como Erupo
aditivo ele é da forma Ry = F @ T onde F é um Z-médulo livre de posto
finito e T um grupo abeliano finito; logo, podemos escrever:

R=Z20. - -©Z@T,

onde os somandos diretos isomorfos a Z estio em nuimero finito. Temos
entdo que:

dR; 2 dZ & --- & dZ @ dT,

donde
Ry | Z YA T
ar; 2% ' %°Z %
Isto mostra que [Ry : dRy] = |Ry/dRs| é finito. Finalmente, como
Ry C Ry temos que [R; : dRy] < [Ry : dRy] também é finito. o

Vamos resumir uma série de fatos bem conhecidos sobre as ordens no
nosso préximo lema. Como antes, dado um anel R, o simbolo 2/(R) denotars
o grupo das unidades de R; i.e., o conjunto de todos os elementos inversiveis
de R,
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Lema 6.6 Sejamn Ry e Rp duas ordens de uma Q-dlgebra A. Entao:
1. Bi N Ry € uma ordem em A.
2. O indice [U(Ry) : U(R; N Ra)] € finito.

3. Se um subanel unitdrio R de A € finitamente gerado como Z-modulo
e Ry C R, entdo R ¢ uma ordem em A.

4. Se Rp C Ry eu € Ry € inversivel em Ry, entdo v~ € Ry.

Demonstragado. A demonstragdo dos itens (1) e (3) é imediata.

Para demonstrar (2) vamos denotar R; N Ry = R. De acordo com o
lema 6.9, existe um inteiro d tal que dR; C R e, quando tomamos R e dR;
como grupos aditivos, temos que [R : dR;] é finito. Consideremos entéo
os grupos multiplicativos U(R;) e U(R). Para demonstrar que o indice
[4(Ry) : U(R)] é finito, vamos provar que ele é limitado pelo indice [R : dR;].
Com efeito, sejam z,y € U(R;) tais que 2 + dR; = y + dR;. Entdo temos
que z—1 € dR; C R e portanto ¥ 1z € U(R) o que implica que z € yU(R).
Este argumento mostra que se dois elementos estdo na mesma classe aditiva
moédulo dR; entdo também estdo na mesma classe multiplicativa médulo
U(R); portanto, as classes laterais de U/(R) estdo formadas por reunido de
classes aditivas mddulo dRy, o que prova nossa afirmacgio.

Finalmente, vamos demonstrar (4). Note que, se © € Rp é inversivel
em Fj entdo temos que R = uR;. Considerando estas dlgebras com sua
estrutura aditiva, temos que [R; : uRs] = [uR; : uR»]. Agora, dados =,y €
Rj, se ur € uy + uRy, j4 que u é inversivel em R) segue que x € y + Ha.
Isto mostra que, se z1,..., T, 530 todos os representantes de classes de Ry
em R,, os elementos uxy, ..., uxr, certamente representam classes diferentes
de uRy em v, donde

[R1 : Rg] < [Rl : ‘U.Rz].

A desigualdade de sentido contrédrio ¢ imediata, logo uRs = Ry. Como
1 € R» segue facilmente que u é inversivel em Ra. $

Seja agora g um elemento de ordem n num grupo finito G. Sejam ainda
1 um inteiro tal que 1 < i < n com mde(i,n) = 1 e & uma raiz primitiva
n-ésima da unidade. Como antes, vamos denotar por Q(£,) & extensdo de
Q pelo elemento &, e vamos indicar por Z[¢,] o subanel de Q(&,} gerado
por &,. Note que o elemento
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i

‘Eﬂ. ~1

é‘n -1

pertence a Z[£y] e é inversivel nesse anel, ja que seu inverso é:

=lt+ént--+&7

=1 _ & -1
G-1 &-1

onde k ¢ um inteiro tal que ik =1 (mod n).
De acordo com a Proposicio 3.1 podemos escrever:

=148+ -+ 45,

Q < g>= B4, Q(£2).

(Note que &2 é uma raiz primitiva da unidade de ordem n/d; assim,
quando d percorre o conjunto de todos os divisores positivos de n tem-se
que £2 também percorre o corjunto de todas as raizes primitivas da unidade
de ordens divisores de n). No isomorfismo acima, o elemento g corresponde
ac elemento:

{‘Erctl}dln € ®din.Q(§g)'

Vamos denotar R = @y, Z[£]. Seja v=1+g+---+¢' € ZG. Entio a
projegao de v em cada componente de R é uma unidade, exceto no caso em
que d = n quando vale precisamente i. Como mdc(i,n) = 1, do Teorema de
Euler segue que i#*™ = 1 + tn para algum t € Z. Consideramos entio

u={(1+g+ -+ g 1)*M _43.

Note que a projecdo de § em qualquer componente Q(¢d), comd #n, é
0, logo a projegdo de u continua sendo uma unidade. Ainda, a projegio de
g no caso d = n ¢ precisamente n donde a projeco de u é i*(®) —¢n = 1,
Assim, a projegiio de u € Z < g > em todas as componentes de Q@ < g > é
uma unidade; logo » € Z < g > é uma unidade em Q < g > e, de acordo
com o lema 6.6 também é uma unidade de Z < g > 2G.

Como ¢ = (1 — i%(")) /n, este argumento prova que, de fato, as unidades
ciclicas de Bass siio unidades de ZG.

Vamos dar agora um critério para decidir quando as unidades ciclicas de
Bass sdo ndo triviais.

Lema 6.7 Seja g um elemento de ordem n num grupo finito G e seja i um
inteiro tal que 1 < i < n e mde(i,n) = 1. Sei # £1 (mod n) entio a
unidade ciclice de Bass
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. — i#(n)
u = (1+g+...+gl—1)¢(")_1+"

ndo € trivial.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que u é trivial. Como o
suporte de « s6 contém poténcias de g, se u € trivial deve existir um inteiro
positivo 7 tal que v = ¢7. Seja m = ¢(n). Se

1-:m

i=¢

multiplicando por (1-—-g™) temos que (1—g™)(1+g+-- g = (14¢4)™
e (1—g™)g = 0, obtemos que (1—g 1™ = (1—g*)g’ donde segue a igualdade:
1= mg'+ ()g% + -+ (-1)g™
=g’ —mgitl 4 (T)g™? + .o + (-1) It

Como 1 < i < n claramente temos que n > 2 donde m = ¢(n) € par.
Ainda, note que a hipétese ¢ 2 £1 (mod m) implica que n > 4 e portanto
m > 2,

Como as poténcias de g no primeiro membro desta igualdade sdo todas
diferentes, resulta que o elemento 1 aparece efetivamente nesse primeiro
membro, com coeficiente igual a 1. Logo, deve comparecer também no
segundo membro e também com coeficiente igual a 1. Temos portanto duas
possibilidades: ou g = 1 ou g™ = 1.

Consideremos primeiro o caso em que ¢ = 1. Comparando entio os
elementos de ambos os membros que tém coeficiente igual a m segue que
g' = g ou g* = g™, Porém, nossa hipétese sobre i implica que a primeira
possibilidade nfo pode acontecer; logo, deve ser g* = g™ !, Nesse caso,
temos que g% = ¢?™~2. Comparando agora somandos com coeficiente igual
a (), e lembrando que g*™~2 3 g™~? (pois n }m), conclui-se que g2™ 2 =
g% = ¢° Isto que n | (2m —4). Como 2 < m < n deve ser n = 2m — 4;
logo n ¢ par e tem-se que m = ¢(n) < 2. Como m = "'4 > § temos uma
contradicao.

No caso em que ¢/*™ = 1, comparando novamente termos com coefi-
ciente igual a m em ambos membros da igualdade, temos que g* = ¢#+! =
gitmHl=m = gl=m oy gt = gi+m-1 = g=1  Como nossa hipétese sobre i
implica que este 1iltimo caso ndo pode acontecer, deve-se ter que g = g1~™
o que implica que g% = g*%™ £ g™, Logo comparando agora os termos
que tém coeficiente igual a ( ) segue que g% = g2, Novamente isto implica
que 7 |5 0 que leva & mesma contradigdo. &

(L+g+--+g7H" =
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7 Unidades triviais

Com os elementos introduzidos na segao anterior, estamos agora em condi-
¢oes de caracterizar os grupos finitos (7 tais que o ane] de grupo ZG tem
apenas unidades triviais. O primeiro passo nesse sentido tem agora uma
demonstragio muito simples.

Lema 7.1 Seja G um grupo finito tal que U (ZG) = G. Entéo todo sub-
grupo de G € normal.

Demonstragio. Para demonstrar a afirmacgo bastard provar que todo
subgrupo ciclico de G é normal. Suponhamos, por absurdo, que existe um
subgrupo ciclico < g > que n&o é normal .Entdo existe h ¢ @ tal que
h~lgh ¢< g > e segue do Lema 6.2 que a unidade biciclica, u=1+(1~g)hg
nao € trivial. ' e)

Obviamente, se um grupo é abeliano entdo todos 0S seus subgrupos sio
normais. Lembramos que um grupo nao abeliano tal que todo subgrupo
€ normal chama-se um grupe Hamiltoniano e que estes grupos sao bem
conhecidos. Em particular, sabe-se que se G é um grupo finito Hamiltoniano
entdo ele é da forma:

G=Q3XAXB,

onde A é um grupo abeliano 2-elementar (ie., todo elemento a 5£ 1 de 4 é de
ordem 2), B é um grupo abeliano de ordem impar e Qg é 0 grupo quatérnio
de ordem &; isto é, o grupo

Qs =< a,b| a? = 1,42 = babl=al>.

Note que um grupo Hamiltoniano é um 2-grupo se e somente se B — {1},
ou seja, se é da forma G = Qg x A.

Proposigdo 7.2 Seja G um grupo finito tal que U (ZG) = G. Entio G ¢
um grupo abelano de expoente igual 0 1,2,3,4 ou 6 ou um 2-grupo Hamilto-
niano. '

Demonstragao. Do lema anterior segue que (G é abeliano ou Hamil-
toniano. Suponhamos inicialmente que G é abeliano. Se o seu expoente é
diferente de 1,2,3,4 ou 6 entdo G conterh um elemento de ordem 7 tal que
n =35 oun > 6 em ambos os casos tem-se que é(n) > 2 e 0o Lema 6.7
mostra que G contém uma unidade ciclica de Bass que néo € trivial.
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Da mesma forma, se G' ¢ Hamiltoniano mas néo é um 2-grupo entdo G
contém um elemento = € B de ordem p # 2. Entio o elemento g = az tem
ordem n = 4p e novamente temos que ¢(n) > 2, logo também neste caso G
contém uma unidade ciclica de Bass que néo é trivial, &

Na verdade, a condig3o obtida na proposicio acima também ¢ suficiente.
Isso serd demonstrado numa série de passos.

Lema 7.3 Seja G um grupo finito tal que as unidades de ZG sdo triviais
e seja Oy um grupo ciclico. Entdo as unidades de Z(G x Cs) também sio
triviais.

Demonstragfo. Seja Cy =< a|a?=1>. Como Z(GxCy) = (ZG)Cs,
um elemento u € Z{G x C;) pode-se escrever na forma v = a + Ba onde
o, 0 € ZG,

Se » é uma unidade, existe um outro elemento u™! = v + e tal que

(@ + Ba)(v + ba) = (ay + BS) + (@b + By)a =1,

logo,

ay+pB6=1
ab+pPBy=0

Ento, temos que:

(e+B8)v+8) =ay+B6+ab+py=1
(a=B)y~8)=ov+ P —(ab+ fvy) =1

0 que mostra que  + 3 e v+ sdo unidades de ZG e consequentemente sio
triviais. Devem existir entdo dois elementos gy, g2 € G tais que:

atf==%g, a-fF=ddg.
Portanto temos que o = %(:I:gl + g2) e como os coeficientes de o devem
ser inteiros, segue que g = gp e o = Lgy,
Assim, temos que:

a+ﬁ=a""ﬁ=i‘gla
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ou

a+f=—~(a-38)=+g.

No primeiro caso vem que & = +g; e B =0enosegundo que o = 0 e
B = £g1. Em ambos os casos temos que u é trivial. &

Lema 7.4 As unidades do anel de grupo ZQy sio triviais.

Demonstragao. Podemos escrever explicitamente todos os elementos
de Qg:
Qs = {1,a,b,ab,a?, a®, a?b, ab3}.

Logo, todo elemento o de ZQg é da forma:

a =z + 210 + Tob + x3ab + yga2 + y1a3 + y2a2b + y3a36.

Consideremos agora o anel dos quatérnios inteiros; isto é, o anel:

H = {m; + myi + maj + mgk | Mo, m1, Mz, m3 € Z}.

E facil demonstrar que as unicas unidades de H sio -1, Fi, +4, £k
(veja por exemplo [16, Lema 7.12)). :
Pode-se definir um epimorfismo ¢ : ZQs — H por

o= (20 — o) + (1 — 91)i + (T2 — y2)j + (23 — y3)k.

Se a é uma unidade de ZQj entdo p(a) é uma unidade de H; logo, para
algim indice 4, 0 < i € 3, deve ser:

Ti—y = =,
rj—y; = 0 se {74

Por outro lado, é facil ver que a? é central e que O3/ < a? > Cy x Cy.
Se denotamos por g a classe de um elemento g € 93 no quociente e por ¢ :
2Qs — Z(Qs/ < a? >) a extensio da projegao canédnica Qs — Qg/ < a? >
a todo ZQg, por linearidade, temos que:

ple) = (zo+ o) + (1 + y1)i + (T2 + 12)F + (73 + ya)k.
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Do lema anterior temos que as unidades de Z(C2 x C2) sao triviais, logo,
para algum indice A, 0 < h <€ 3, deve ser:

ch+yn = =1
T+ = 0 se h#k

Como os coeficientes sdo nimeros inteiros, comparando os sistemas de
equacoes obtidos acima é facil ver que deve seri=h e

=41, yi=0, z;=9y;=0sej4

ou

z;=0, yi==x1, z;=y;=0sej#i
Em ambos os casos temos que ¢ é uma unidade trivial de ZQs. &

Note que os lemas 7.3 e 7.4 j4 mostram que se G é um 2-grupo Hamil-
toniano ou um 2-grupo abeliano elementar entdo as unidades de ZG sdo
triviais,

Lema 7.5 Seje G =< a | a® = 1 > um grupo ciclico de ordem 3. Entio
UHZG) =G.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que se £ denota uma raiz
ciibica da unidade, entdo as tnicas unidades do anel Z[¢] sio 1, £¢£, ££2.

Note que o polindmio minimal de £ é X% + X + 1; logo todo elemento
e € Z[¢] é da forma o = a + b€, com a,b € Z. Suponhamos que o é uma
unidade de Z[¢]. Como a funcéo f : Z[£] — Z[£] definida por f(z + y&) =
x + €2 é um automorfismo, segue que o = a + b¢2 também é uma unidade
e portanto

acd = (a+b8)(a+ be?) = a® + b% + ab(£ + £2)
= a?+b% —ab
é uma unidade. Como ao’ € Z deve ser a® 4+ b* — ab = %1. Suponhamos
que & > b. Se b # 0,1 tem-se que a® +b* > ab+ 1. Se b = 0 segue que

a = a € Z é uma unidade, logo o = 1. Seb=1temosa’+1=azxlo
que implica a® = a ou a? — a4+ 2 = 0. No primeiro caso temos que a = 0
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ou ¢ =1 e no segundo caso a equagio ndo tem solucbes inteiras. Se a = 0
temos que o = b§ e como |a] = 1, segue que @ = +£. Se e = b = 1 temos
que a=1+¢ = —£2, O caso leva a um resultado semelhante,

Agora consideremos o epimorfismo v : ZG — Z[£] definido por zp +
z1a + T20? — To + z1€ + TpE2.

Seja v = zp+z10+z90” uma unidade de G. Como e(v) = Zo+x+xp = 1,
temos que:

v—1 = m0+x1a+z2a2—(mo+a:1+.r2)=m1(a—1)+m2(a2—1)
= (e —1)+a2(a - 1)a+ 1) = (a — 1)(21 + z2 + z20)

Assim, chamando yp = 71 + 29, ¥1 = 3 podemos escrever v na forma:

v=1+(a— 1)y +pa).

Agora calculamos:

Pv) =1+ (1 - &)yo+118) = £1 + (yo + 11) + (2y1 — vo)€.

Como ¢{v) deve coincidir com uma das unidades de Z[£], asaber 1, £, +£2
= &(~£ — 1) temos trés possibilidades:

Caso(7)
1+ (yo+wm) = =1,
(2y1~3) = O
Somando ambas as equagdes temos que 3y1 = —2 ou 3y; = 0. A primeira

equagao ndo tem solugio em Z e a segunda implica #1=0,donde yp =0 e
portanto £1 = x9 = 0, consequentemente v = 1,

Caso(ii)
1+ (ywo+m) = 0,
(2y1 —g0) = 1
Neste caso, uma anélise semalhante mostra que v = .
Caso(47)
1+ (yo+y) = (2n - wo).
(251 — wo) = +1.
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Da primeira equagao vem que y; — 2yg = 1 €, somando com a segunda,
temos que 3(y1 — yo) = 2 ou y — yo = 0. Novamente, a primeira equacio
nao tem solugao em Z, a segunda implica que y1 = yo e, voltando ao sistema
inicial, segue que y; = —1; donde z; = 0 e z2 = —1. Isto implica que v = a2,
o que completa nossa demonstragio. &

Lema 7.6 Seja G = C3 x -+ x (3, onde C3 denota um grupo ciclico de
ordem 3. Entio U1 (ZG) = G.

Demonstragéo. Faremos a demonstragdo por indugio no miimero de
fatores diretos de GG, que denotaremos por ¢t. Se # = 1 a afirmacio é ver-
dadeira, pois foi provada no lema anterior.

Suponhamos entdo que o resultado vale para grupos que podem se escr-
ever como ¢ produto direto de no médximo ¢ — 1 grupos ciclicos de ordem 3.
Vamos escrever G naforma G=A X <a> X <b>ondea® =¥ =1e A
€ um produto direto de £ — 2 grupos ciclicos de ordem 3 (ou, eventualmente,
A={1}).

Seja v € ZG uma unidade. Como no lema anterior, podemos escrever v
na forma

v=1+(1-8)(yo+ nb),
onde 0,1 € ZAX < a > (ZA) < a >. Consequentemente, existem
7i,6; € ZA, 0 <14,j £ 2, tais que:
v =1+ (1= b)[{(70 + via + ¥26?) + (0 + 610 + 624%0).

O grupo G/ < @e,b > tem posto t — 1, logo a imagem de v em
Z(G/ < a,b >) deve ser trivial. Como b = a’ab, essa imagem &:

1+ (1= B)[(v0 + me + 120?) + (60 + S10 + 820%)a?]
= l4+y+m+o—8+(n—v2+8+ba+(ve—v+8— b

<l
]

Consequentemente, dois destes coeficientes devem ser iguais a 0. Temos
que considerar entdo trés casos possiveis.
Caso (1): m —mat+bd—bop=v2—v+8—-6=0

Como G/ < a®b > também tem posto t — 1, a imagem de v em
Z(G/ < a®b >) também deve ser uma unidade trivial. Essa imagem é
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v = 1+(1~a)fw+me+ 126 + (6 + 610 + 620%)a)
= l+yv—r+b—-86+(n =%+ 60— b2)a + (y2 — y1 + 6 — &)a?
= (148~ 281+ &)+ (v +m — 262)a + (~27 + 11 + y2)a.

Como s6 um destes trés coeficientes pode ser diferente de 0 sabemos que
ou o segundo ou o terceiro coeficiente seguramente é 0. Note que ambas
as situagbes implicam que o primeiro coeficiente & congruente a 1, médulo
3. Logo tanto o segundo como o terceiro coeficientes devem ser iguais a
0 e isto implica que v = 91 = o donde segue também que &y = &) = §,.
Finalmente, notamos que a imagem de v em Z(G/ <e>)é1+(1-b)(3y+
36ob) e, como nos casos a , deve ser trivial. Segue entdo que vg = =0, o
que implica v = 1.

Caso (ii): 14+ p—m+6—8r=v — 12 +8 — b
Neste caso, a imagem de v em Z(G/ < a2 >) é

U=%-2n+7-2+(1+g+m —20)a+ (290 + g1 + g2)a.
Como no caso anterior, concluimos que Yo—2v1+7y2 = 0= ~2v9+7;+70.
Segue que yp = v; = 72 e que & = b9 = 14 6. A imagem de v em
Z(G/ < a >)éagora 1+ (1 — b)(2+ 370 + 360b); concluimos entio que
bo=-1,v=0ev=0,
Caso (#1): 1+ —m+8 — 8=~ — 0+ g — 6; = 0.
Agora, a imagem de v em Z(G/ < a?b >) é

t=1l+v-—2n+n+1+v+7—27)a=(-1—2v+7 +72)al.

Novamente, como no primeiro caso, temos que 1+ + 2% + v =
0 =1+ + 71 — 272 e assim obtemos vy — y; = l+yweda=6=1+6.
Finalmente, a imagem de v em Z(G/ < ¢ >) é 14+(1-8)[24+3v0+(2+3v)b],

de modo que concluimos que v = 8y = —1, 0 que implica que v = b2
Em todos os casos temos provado que v é uma unidade trivial, o que
completa nossa demonstracio. o

Lema 7.7 Seja Cy4 um grupo ciclico de ordem4 e G = Cyx -+ X Cy. Entdo
U(ZG) =G.
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Demonstragac. Mais uma vez, vamos proceder por indugéo no numero
de fatores diretos de G, que denotaremos por . Se ¢ = 1, entdo G é um
grupo ciclico de ordem 4. Como o elemento a € Qg € de ordem 4, o anel
de grupo ZG é isomorfo a0 anel Z < a >C ZQg. Como este ultimo tem sé
unidades triviais, segue nossa afirmacéo neste caso.

Suponhamos agora que o resultado vale para grupos que sio produto de
t — 1 fatores diretos iguais a C4. Vamos escrever G = Ax <z > X <y >,
onde z* = 3* = 1. Seja v uma unidade de ZG. Podemos escrevere v na
forma v = 7g+71y+72y2 + 13y com y; € ZAXx <z >, 0< i< 3.
Se denotamos por 7 & classe de y em < y > / < y* > temos que i é um
elemento de ordem 2 e a projecio de v em ZAx <z > x(<y >/ <y? >)
é:

T=(y+7v)+ (m)+71)7

Pela hipétese de indugio, toda unidade de Z(Ax < z >) é trivial e, pelo
Lema 7.3, temos que também as unidades de Z(Ax < z > x(<y >/ <
y® >)) sdo triviais. Portanto temos dois casos possiveis:

Ou temos que p+v2=0em+y=louypw+r=len+y=1

No primeiro caso, escrevende -y2 = —yp e y3 =1 — v — 1 temos que v
é da forma v = ¥® + (70 + my)(1l — ¥*); no segundo, procedendo de forma
analoga obtemos que v = y? + (70 + my)(1 — %), de modo que, em ambos
os casos, multiplicando v por uma poténcia conveniente de y temos outro
unidade v’ que é da forma v' = y? + (v + m¥)(1 — ¥?). Isto implica que v’
pode se escrever também na forma:

v =1+ (ag + a1 + aoz? + azzs + foy + auxy + Pazly + Bszy) (1 — o),

onde oy, 3; € ZA, 0 < 4,7 < 3. Como a projegio de v’ em Z(G/ < x? >)
também deve ser trivial, obtemos que a1 + o3 = Go+ G2 = ,61 +pB3=0e
ag+as=0o0uaoay+ar=-1

De forma ansloga, a projecio de v’ em Z(G/ < 2%y? >) deve ser trivial,
e obtemos assim que a1 —a3 = Gp— =P - Pz =0eap—az =0o0u
og — ag = =1,

Combinando ambos resultados obtemos que ey = az =G = fo=H =
B3 =as=0ea,=00uay=—1. Isto implica que ' = 1 ou v’ = 4%, Em
ambos os casos v’ é trivial, o que implica que v também é trivial. &

Finalmente estamos em condicdes de enunciar o resultado principal desta.
segdo.
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Teorema 7.8 Se¢ja G um grupo finito. Entdo todas as unidedes de ZG sdo
triviais se e somente se G e um grupo ebeliano de expoente igual a 1,2,3,4
ou 6 ou um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstragdo. Em uma diregdo a afirmacéo ja foi provada na Proposi-
¢ao 7.2. Para demonstrar a reciproca, note que, se (¢ é um 2-grupo Hamil-
toniano, o resultado é uma consequéncia dos lemas 7.3 e 7.4. Finalmente,
se G é abeliano e seu expoente € um 1,2,3,4 ou 6, sua decomposicio como
produto direto de grupos ciclicos deve ser de uma das seguintes formas:

G502X---X02,

G=C5%x--xCy,

GEC4X"'XC4;
GECQX"‘XC2XC3X"'XC3.

Em todos os casos, os lemas acima mostram que as unidades de Z( sio
triviais. o.
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Parte I1I
Alguns problemas

8 A conjectura de Zassenhaus

No inicio da década de setenta, H.J. Zassenhaus formulou diversas conjec-
turas sobre as unidades e os isomorfismos normalizados de um anel de grupo.
Nés as listamos a seguir, junto com o0 nome com que elas sdo conhecidas na
atualidade.

® (Aut) Seja ¢ : ZG — ZG um automorfismo normalizado. Entdo
existem uma unidade o € QG e um automorfismo ¢ € Aut(G) tais
que #(g) = a7 lo(g)e, Vg €.G.

e (ZC1) Seja v € U(ZG) um elemento de ordem finita. Entdo existe
uma unidade & € QG tal que o~ lua € G (neste caso, dizemos que u
é racionalmente conjugado a um elemento de G).

s (ZC2) Seja H um subgrupo finito de U; ZG) tal que |H| = |G|. Entdo
existe uma unidade o € QG tal que a"'Ha = G.

e (ZC3) Seja H um subgrupo finito de UHZG). Entlio existe uma
unidade o € QG tal que o~ 'Ha C G.

Note que (ZC2) ¢ obviamente um caso particular de (ZC3). Também
(ZC1) ¢ (ZC3) no caso particular dos grupos ciclicos. Infelizmente, esta
conjectura ndo é verdadeira, como foi recentemente demonstrado por K. W,
Roggenkamp e L. Scott. O contraexemplo destes autores é particularmente
dificil e foi simplificado por L. Klinger em 1993 [27]. Mesmo assim, o con-
traexemplo apresentado é de dois grupos de ordens iguais a 26,3.5.7. '

Damos, a seguir, uma lista dos grupos para os quais vale (ZC1).

e 53 (I. Hughes e K.R. Pearson [18]).
¢ D, (C. Polcino Milies [36]).

e Grupos metaciclicos da forma G =< z > x < y > onde ofz) =
P, o{y) = g com p, g primos diferentes (A.K, Bhandari e 1.S. Luthar

[4])-
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* Grupos metaciclicos da forma G =< £ > x < Y > onde mde(o(z), o(y))
=1 (C. Polcino Milies, J. Ritter e S.K. Sehgal [37], (37), [39].)

Sy (N.A. Fernandes [31]).
* As (LS. Luthar e 1.B.S. Passi [28)).
Ss (LS. Luthar e P. Trama [29]).

Grupos da forma G =< z > xH onde H é um grupo abeliano tal que
mdc(o(z), |H[) = 1 (LS. Luthar e P. Trama (30)).

Ja a validade da conjectura (ZC3) foi estabelecida para os seguintes
grupos.
e Grupos nilpotentes {A. Weiss [501).

» Grupos metaciclicos da forma G =< z > x < ¥ > onde mdc{o(z), o(y))
=1 (A. Valenti [48)).

¢ S5, As e SL(2,5) (M. Dokuchaev, 8.0. Juriaans e C. Polcino Milies
[13]).

Finalmente, cabe mencionar que recentemente foi formulada uma versio
mais fraca da conjectura:

* (p-ZC) Seja H um p-subgrupo finito de UZG). Entdo existe uma
unidade a € QG tal que a~1Ha C G.

Note que esta conjectura ¢, em certo sentido, semelhante ao Teorema de
Sylow. Esta versdo da conjectura, até a presente data, foi estabelecida para
as seguintes familias de grupos.

» Grupos nilpotentes-por-nilpotentes.

e Grupos sohiveis tais que todo p-subgrupo de Sylow é abeliano ou
quatérnio generalizado.

¢ Grupos soltiveis cujas ordens ndo sdo divisiveis pela quarta poténcia
de um primo.

® Grupos de Frobenius em geral para p > 2 e grupos de Frobenius que
nédo tém imagem homomorfa a S5, no caso p = 2.

Os primeiros trés resultados foram estabelecidos por M. Dokuchaev e
S.0. Juriaans [12] e o dltimo por M. Dokuchaev, S.0. Juriaans e C. Polcino
Milies [13).
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9 Subgrupos de indice finito

No caso geral, resulta muito dificil descrever completamente o grupo das
unidades de um anel de grupo sobre os inteiros. Uma fentativa recente
tem sido a de determinar, mediante familias de geradores, pelo menos um
subgrupo “grande”, isto é, um subgrupo que seja de indice finito em U(ZG).

As unidades ciclicas de Bass, que definimos na segfio anterior, foram
intruduzidas por esse autor em [1] e utilizadas por H. Bass e J. Milnor em
[2] para mostrar que elas geram um subgrupo de indice finito no anel U{ZA),
onde A é um grupo abeliano.

No caso nédo abeliano é necessario introduzir novas unidades, as unidades
biciclicas que também definimos na se¢io anterior e que foram assim denom-
inadas por J. Ritter e S.K. Sehgal em [41], embora nem sempre estas duas
familias de unidades sejam suficientes para gerar subgrupos de indice finito.
Nés daremos aqui uma idéia dos resultados obtidos em torno deste problema,
seguindo essencialmente a primeira parte de [26]. O leitor interessado nes-
tas questis geralmente, na estrutura e propriedades dos grupos das unidades,
pode consultar os surveys recentes de J. Ritter [44] e S.K. Sehgal [45]. Uma
visdo mais abrangente sobre o assunto pode-se obter em [46]

A pesquisa sobre este problema foi iniciada numa série de artigos por J.
Ritter e S.K. Sehgal, [40}, [41], [42] e [43]. Muitos dos resultados por eles
obtidos seguem agora do seguinte resultado recente de E. Jespers e G. Leal
[21].

Teorema 9.1 Seja G um grupo finito tal que a algebra de grupo QG néo
tem componentes simples de nenhum dos seguintes tipos:

1. uma dlgebra com divisdo ndo comutativa, diferente da digebra de quater-
nios totalmente definida.

2. o anel M(Q).

5. um anel da forma My(F), onde F € wma extensdo gquadrdtica ima-
gindria dos racionais.

4. um enel da forma Mo(D), onde D € uma digebra com divisdo, ndo
comutativa.

Para cada idempotente primitivo central e; tal que a componente (QG)e;
ndo € um anel com divisdo, seja f; um idempotente ndo central de (QG)e;
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€ Ny um inteiro positivo tal que n;f; € ZG. Entdo, o subgrupo gerado pelas
unidades ciclicas de Bass e as unidades da forma :

1 +n;?f,-h(l -fi} e 1 +n?(l —ff)h_fi,
h € G, € de indice finito em U(ZG).

Lembramos que um grupo diz-se livre de pontos firos, se existe uma rep-
resentacao complexa irredutivel p tal que para todo elemento z #Flem G
tem-se que p(x) tem todos seus valores préprios diferentes de 1. Estes gru-
Pos sao precisamente os complementos de Frobenius e sio bem conhecidos.
Veja, por exemplo [33]. Como consequéncia deste resultado pode-se provar
0 seguinte.

Corolario 9.2 Seje G wm grupo finito tal gue QG satisfaz as condigoes
(2), (3), e (4) do teorema acima. Se G tem uma tmagem homomorfa ndo
abeliana que € livre de pontos firos entio o subgrupo gerado pelas unidades
ciclicas de Bass € as unidades dao forma:

1+gh{(l-g) e 14 (1-g)hg,

g,h € G, € de indice finito em U(ZG). Se ainda QG ndo contém compo-
nentes simples que seje dlgebras com divisdo nio comutativas, entdo vale
também a reciproca.

Um resultado andlogo j4 tinha aparecido em [40].
* Alguns exemplos que satisfazem as condigdes deste coroldrio sio os seguintes:

e Grupos simétricos S,, n > 5. Neste caso pode-se demonstrar que as
unidades dadas no coroldrio, junto com uma transposicao geram um
subgrupo de indice finito.

* Grupos metaciclicos da forma : < a,b | a™ = b° = 1,b~lgb = o7 >,
onde s é impar, mdc(s,m) =1e

774 =i (mod m) implica 74 = ¢ (mod m),

paracadal <i<m, 1 <j<s~—1.
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Numa série de artigos, E. Jespers, G. Leal e M.M. Parmenter [19],
[20], [22], [23], [24] caracterizaram completamente o grupo das unidades
de U(ZG), quando G é um grupo néo abeliano de ordem menor o igual a
16. Destes resultados segue, em particular, que se denotamos por Dg, o
grupo dihedral de ordem 2n, entdo Dig e Dg x Cy séo 0s inicos grupos de
ordem 16 para os quais as unidades ciclicas de Bass junto com as unidades
bi cas geram um subgrupo de indice finito. Eles mostraram também que
essas unidades geram subgrupos de indice finito em S3 e Sy.

Ainda, em [19] se prova que as unidades ciclicas de Bass junto com as
unidades biciclicas geram um subgrupo de indice finito en U(Z D3y ).

Finalmente, em [26) se prova que estas unidades também sio suficientes
para gerar um subgrupo de indice finito em U(Z(G), quando G é um p-grupo
finito tal que G/Z(G) = Cp x Cp.
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