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FREFACIO

Os cgrébs de Cdlculo Diferencial e Integral minig
trados peios.institutos ou Departamentos de Matemdtica de
nossas unifersidades destinam-ée a um mimero muito grande
de estudantes pertencentes ds mais diversas dreas, como as.
engenharias, as ciénqiagréxatas, as ciéncias bioldgicas,

e as ciéncias humanas. .Numa universidade, como a de Bra-
sflia, a maior parté dos alunos admitidos tomam pelo me-
nos um curso semestral de cdlculo. Portanto, apenas uma
percentagem muito pequena da populagfo estudantil do Cdl-
culo € constitufda por alunos da drea de Bacharelado e Li
cenciatura em Matemdtica. A compreens3o desse fato & es-
sencial para que se decida o modo eomo o Célculo deve ser
ensinado. Nio & correto, para.oé objetivps a que se des-
tina fal curso, tentar ensind-~lo com um rigor que cabe
mais em um curso de Andlise. Por outro lado, nfo se deve
cair no estilo "Dona Bénta". E possivel escolher um cur-
so.médio entre os dois extremos, apresentando (sempre) os
conceitos corretamente, demonstrando alguné teorémas, e
fazendo muitas aplicagles is diversas dreas do conhecimen
to.

Ndo ¢ de esperar.que um aluno apds um curso de cdl

I

culo saiba demonstrar os fatos que conduzem ao teorema do
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valor médio, digamos. No entanto, serd imperdodvel se
e v - Y
ele nio souber aplicar esse teorema na pesqulsa dos pon-

tos criticos de uma fungSo. Julgamos que, para s estu-

dantes do Cdlculo, € mais importante saber utilizar os

teoremas do gue propriamente demonstrd-los. As aplica-
¢Ses sfo muito importantes por que d¥o um sentido prdtico
ao que o aluno aprende. Afinal de contas, o Calculo foi
criado por Newton, tendo em vista uma aplicagfo: a mecd-
nica.

Os estudantes da drea de matematica ficariam pre-
judicades em ser "submetidos" a um curso de Cdlcule como
propomos? Cremos que 20, Em primeiro lugar, o nosso
curso secunddrio &, via de regra, deficiente, o gue forga
o aluno de primeiro semestre na universidade a gastar par
te de seu tempo preenchendo lacunas, e um curso de Cdlcu-
lo, como propomos, estd mais ao nivel desse estudante.

Em segundo lugar, € muito salutar, para gualquer um, ter
uma visfdo geral 'das questles tratadas no Cdlculo, ter um
sentimento de sua importAncia no corpo da matemdtica e
das outras ciéncias, ter o manejo adequado de algumas fer
ramentas, como a derivada e a integral, tudo isso vale a
pena ter, antes de descer aos detalhes delicados (e, via
de regra, diffceis) da formalizagdo 16éica, rigorosa e de

dutiva da teoria & qual essas questBes pertencem.
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0 curso de Andlise cobre praticamente o mesmo
material do Cdleculo, mas com uma diferenga essencial, A
atitude perante as vdrias situagBes & outra. Na Andlise
a base axiomdtica € estabelecida com detalhe, os teoremas
sfo, a partir dai, demonstrados com rigor, e, principal-
mente, a atitude critica e inquisitiva diante das ques-
t3es deve estar sempre presente. A Andlise € um ramo da
matemdtica, com sua vida prdpria, gerando seus prdéprios
problemas, com ou sem influéncia das outras cidncias gque
a aplicam,

Houve no passado, e talvez ainda hoje, certa con-
fusfo entre Cdlcule e Andlise. Por exemplec, em escolas
de engenharia, as vezes um curso de Andlise era forgado
em vez de um de Cdlculo, com conseqﬂéncias desastrosas:
nem o estudante dominava propriamente a andlise, nem a-
prendia o Cdlculo que necessitava para sua vida acadéﬁi—
ca. Quando uma situagfo desse tipo prevalece, as cadei-
ras do curso profissional dfo a matemdtica que eles vio
utilizar. NJs vemos essa situagio andmala com grande
preocupacgfo, pois ela representa um certo perigo para o
prestigio e importéncia dos departamentos de matemdtica
nas universidades. Muitos cursos de matemdtica, e parti-
cularmente o de Cdlculo, devem ser pensados tendo em vis-

ta o servigo gue prestam i comunidade universitdria.
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Um curso de Andlise deve compreender duas partes:
a Andlise de fungles de uma varidvel, e a de fungles de
vdrias varidveis. Cada parte deve ocupar um semestre,
com noventa horas de aula. A primeira parte € o objeto
da presente monografia; dois capitulos adicionais, inte-
grais imprdprias e sucessdes de fungBes, serfio acrescen-.
tados na prdxima edigdo. Julgamos que o aluno dessa ge-
qﬁéncia de Andlise deva ter feito antes o curso correspon
dente de Calculo. Assim, o cdlculo de fungdes de uma va-
ridvel deve preceder o curso de Andlise de uma varidvel,

N8o faremos, neste prefdcio, um detalhamentoc do
contelddo da presente monografia. Uma vista d'olhos no
Indice fornecerd toda a informagfio gque alguem desejar.

A preparag@o dessa monografia tem consumido muito
tempo do autor, o gual teve de usar a tdcnica de permane-
cer em casa, e, simultaneamente, estar ausente! Agradeci
mentos & Maruja, por compreender esse paradoxo. O Cold-
quio deve ser sempre um pesadelo para o Wilson que, em
tempo pinimo, tem que datilografar todos os cursos, a par
tir de manuscritos dificeis. Apesar diéso, ele faz um
trabalho excelente, e com isso sé tornou uma instituigio
na comunidade matemdtica, A ele nossos agradecimentos,
também,

Brasilia, abril de 1973
DJATRC GUEDES DE FIGUEIREDO
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CAPTTULO 1

0S NUMEROS REAIS

1,1 - Conjuntos e Fungdes

Os conceitos de conjunto e fungdo pertencem aos
fundamentos da matemdtica moderna. Portanto, ao iniciar
o0 nosso trabalho, sentimos a mecessidade de fazer algumas
consideragdea sobre tais conceitos a fim de evitar seu

uso inadegquado posteriormente.

A formalizagio da teoria dos conjuntcs em um con-
texto logicamente rigoroso € obra de grandes matematicos
deste e do sdculo passado. As contribuigSes de Cantor,
Hilbert e Gbdel sfo decisivas e profundas. Mencionamos
também © nome do matemdtico contemporﬁneo, Paul Cohen,
que féz uma contribuigio extremamente importante a teoria

dos conjuntos.

No presente trabélho, nio utilizamos nenhum dos as
pectos delicados da teoria dos conjuntos. Na verdade, ne
cessitamos apenas definir alguns termos. A palavra con-
Jjunto ¢ usada para designar uma colegdo qualguer de obje-

tos. Por exemplo, o conjunto das carteiras em uma sala
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de aula, o conjunto das criangas menores de 10 anos, o
. rd .

conjunto dos nuUmeros pares. Lidaremos, em geral, com

conjuntos numéricos, isto &, conjuntos constituidos por

i .
nimeros. Como, por exemplo: o conjunto N dos nimeros

. . . . +
naturais, o conjunto R dos numeros reais, o conjunto R
o

dos numeros reais positivos, etc. Chamamos a atengdo do
leitor para o fato de que consideramps a nogdo de conjun-

r oy

to como primitiva e que, portanto, mié & passivel de defi
nigdo,

Os objetos que constituem um dado conjunto sdo cha
mados os elementos do conjunto, Usamos a notagdo x € A
para dizer que um elemento x estd em um conjunto A, e
lé-se x ‘"pertence a" A. Uma propriedade P caracteri
za um Qonjunto A, se todo elemento de A satisfaz a pro
priedade P e se, reciprocamente, todo elemento que satis
faz 4 propriedade P pertence ao conjunto. Via de regra,
um conjunto é dado através de propriedades que o caracte-
rizam,

Por exemplo: R* ¢ o conjunto dos elementos x de

R tais que x > O, ou, em simbolos
+
R™ = {x € R: x > 0}.

Cada parte B de um conjunto A € chamado um sub-
conjunto de A. Mais precisamente, B € um subconjunto

de A (em simbolos, Bc A ou A D B) se todo x € B
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é tal que. x € A. A.expréSSﬁo Bc A lé-se B ."contido

em" A e AD B 1lé-se A "contém" B.

Usamos as seguintes notagSes: A U B para designar
o conjunto dos elementos que estd3o em A ou’'em Bj;
AN B para designar o conjunto dos elementos que estdo
simultdneamente em A e em B; A\B para designar o con

junto dos elementos que estdoc em A mas ndo em B,
L3

Uma fungao £f de um conjunto A em um conjunto
B € uma regra que a cada elemento x .€ A associa um ele
mento f(x) em B. f(x) & chamado o valor de f no
elemento x. O conjunto A & chamado o domfnio (conheci

do também por campo de definigfo) da fungdo f, e o con-

junto B € chamado o contradominio. Usamos a seguinte

definig¢8o que explicita o dominio e o contradominio da
fungdo: f: A 4 B, Ndo € demais repetir que, dada uma
fungfo f: A+ B, o valor da fungdo em um elemento x € A

€ univocamente determinado.

Exemplos de FuncgJes

(i) A=B =R e f(x) = x2, isto é, a fungdo que a
cada real x assotia o seu qﬁadrado x2.
(ii) A=B=R" e f(x) = wx, isto &, a fungﬁo\que
a cada real positivo x associa sua raiz quadra-
da positiva.

(141) A =R', B =R e f(x) = «/x, isto &, a fungdo



ho

que a cada real positivo x associa sua raiz gqua

drada negativa.

1
fws]
]

(:i_v) A R e

v
<

x, para x
£f(x) =¢1, para x =0
3 0

x”, para x <

(v) A =8B R* e f(x) = 1/(1+x).

(vi) (A fungdo de Dirichlet). A =B =R e f a fun-
gdo gque a cada racional associa o ndmero 0, e a ca

da irracional associa o ndmeroc 1.

Uma fungdo entre conjuntos numéricos nioc € neces-
sariamente definida por uma férmula algébrica, cf. exem-

plos (iv) e (vi) acima.

Dada uma fungdoc f3 A -+ B, o conjunto dos elemen-
tos y de B tais que existe {pelo menos) um x € A tal
que f(x) = y, é chamado a imagem de A pela fungfo f,

e & designado por f(A).

A imagem do dominic pela f nio &€ necessariamen-
te o contradominio todo, cf. exemplos (i), (iii), (iv),
(v), (vi) acima. No exemplo (ii), a imagem do dominio
coincide com o contradominio. TUma fungdo f: A+ B tal

4

que f£(A) =B & chamada de sobrejegdo, ou fungdo sobre-

jetiva.
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Elementos distintos do dominio de uma fungdo f
pPodem ter o mesmo valor no contradominio. Em outras pa-
lavras, pode-se ter a seguinte situacgfo: Xy # x, e
f(xl) = f(xz). No exemplo acima (i), a fungdo f(x) = x°
tem o mesmo vaior nos pontos 1 e -1. No .exemplo (vi) to-
dos os racionais vd8o no mesmo ponto pela fungdo de

Dirichlet. Uma fungdo f{ que leve elementos distintos

em valores distintos & chamada de injegfio, ou fungfo in-

jetiva. Em outras palavras, f: A + B & uma injegio se,
para todo par de pontos X, e x, em A  tais que xq #

X,, tem-se f(xl) # f(xz). As fungSes (ii), (iii), (v)
acima sfo injetivas.
Uma fun¢Zo que €, ac mesmo tempo, uma injegdo e

uma sobrejeg¢fo € chamada de bijegdo ou fungfo bijetiva.

A fungfo (ii) acima & bijetiva.
Sejam f: A+ B e Cc A dados. A fungfo f:caB
definida por f(x) = f(x), para tode x € C, & chamada a

,

restrigdo de f ao subconjunte C. Essa fungédo f e,

geralmente, designada por f[C. Por exemplo, a fungdo
F: R" 4+ R definida como ©(x) = x & a restrigfo da fun-
¢do (iv) ao conjunto RT.

0 leitor interessado encontrard um tratamento de-
talhado das ideias aqui apresentadas na referéncia [9].
O artigé de Paul Cchen e Reuben Hersh na referéncia Ehj_

faz um tratamento completo da axiomatica da teoria dos
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conjuntos.

1.2 - Os nimeros racionais

Usamos as seguintes notagSes:

N - conjunto dos ndmeros naturais 1,2,3,...
Z - conjunto dos nimeros inteiros ..., -2, -1, 0, 1, 2,..:
@ - conjunto dos numerocs racionais, isto ¢, dos muimeros

da forma ©p/q, onde p e q sdo inteiros e q £ 0.

NTo estd no nmosso programa fazer um estudo sistemd
tico dos trés conjuntos numéricos acima. Faremos apenas
alguns comentdrios rdpidos.

Como o leitor deve observar o0s nimeros racionais
nada mais s8o que as fragdes da aritmética do curso pri-

- r . i ~
mario. Quando lhe ensinaram a cperar Ccom as fragoes, a

- = . L d
rigor, o que se estava fazendo era definir as operagoes
de adigfo e multiplicagdo. As propriedades (1) a (6)
dessas operagles enunciadas abaixo, apesar de usadas fre-
qllentemente, ndo receberam maior atengfo. Isso parece

. . . .

explicdvel porque os nNnuUmeros inteiros gozam de quase to-
das essas propriedades. E, na verdade, se construirmos
os racionais a partir dos inteiros, tals propriedades po-
dem ser deduzidas facilmente de propriedades andlogas pa-

ra Z. Também foram ensinadas relagSes do tipo 8/6 =

= 4/3 e 3/1 = 3. No fundo, essas duas relagdes sdo es~-
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critas por definigfo e, portanto, nio se demonstram.,
A primeira define a relagfo de igualdade entre as fragdes,
isto €&, p/q = r/s se Pps = qr. A segunda igualdade fagz
uma identificagfo do conjunto Z com um subconjunto de

@, isto €, com o subconjunto

{p/q € @: q

1}.

Portanto, com um certoc abuso de linguagem, dizemos qué Z

¢ um subconjunto de @,

Um corpo F ¢ um conjunto de elementos X,V ,Zj...
onde se acham definidas as operagdes de adigf8o (i.e., a
cada par de elamentos x e ¥y em F corresponde um ele~
mento de F que se designa por x+y) e de multiplicagfo
(i.e., a cada par de elementos X e ¥y em F correspon
de um elemento de F gque se designa por xy) satisfazen

do as seguintes propriedades:

(1) Leis comutativas x + ¥y = ¥y + X, Xy = ¥X.
(2) Leis associativas (x+y) + z = x + (y+z), (xy)z =
= x(vz).

(3) Existéncia de um zero: existe um elemento O € F tal
que x + 0 = x para todo x € F,

(4) Existéncia de uma unidade: existe um elemento 1 € F
tal que x1 = X.

(5) Existéncia de inversos: d%do X € F existe -x €& F

tal que x + (~x) = 0, e dado X € F, x £ 0, existe
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x~1 € F tal gque xx~1 = 1,

(6) Lei distributiva: (x+y)z = xz + vyz.
E imediato verificar que o conjunto € dos racio-

nais ¢ um corpo.

0 leitor deve ser familiar com a interpretacgio geo
métrica dos racionais utilizando uma reta R, onde se es-

colhem dois pontos, o O e o 1:

Fig. 1

Os inteiros sdo marcados, facilmente, usando o
segmento de extremidades O e 1 como unidade. Os racio-
nais s&o obtidos Por subdivisSes adequadas do segmento
unidade. Se imaginarmos os ndmeros racionais marcados 50
bre a reta, veremos que eles formam um subconjunto da re-
ta que é denso no sentido que esclarecemos a seguir.

Dado um ponto qualquer da reta poderemos obter racionais
tdo perto dele gquanto se queira; basta tomar subdivisdes
cada vez mais finas da unidade. Pode parecer, pois, gque
0s racionais cobrem a reta R, isto é, a cada ponto de R
corresponde um racional. Que isso nfo € verdade, jd era
conhecido pelos matemdticos da Escola Pitagdrica. Sabiam

eles que a hipotenusa de um triﬁngulo retﬁngulo isdsceles
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ndo ¢ comensurdvel com os catetos, isto é,’se os catetos

tém comprimento igual a 1, entf@o a hipotenusa nfo & racio
nal. Portanto, o ponto P da reta R, obtido tragando-se
a circunferéncia centrada em 0 e raio igual & hipotenusa,

[ = = =
nac corresponde a um racional; veja figura 2.

Fig. 2.

Demonstracdo de que a hipotenusa ndo € racional,

Suponhamos, por contradiggo, que a hipotenusa seja um ra-
cional p/q. Podemos supor que p e q sdo0 primos en-

tre si. Pelo Teorema de Pitdgoras (p/q)2 =14+ 1, ou

2 2 I s LY - -
‘seja p2 = 2q . Logo, P € um inteiro par, o que impli
. . . 2
ca que p € par, istoc é p = 2r. Portanto, i4r" = 2q2
ou seja q2 = 2r2, de onde se segue que gq € par. Ora,

P e q sendo nimeros pares, ndo podem ser primos entre

si. Essa é a contradigfo.

0 fato acima demonstrado de que existem pontos de
R que nao correspondem a elementos de QJ indica uma dew
ficiéncia dos racionais. Procederemos agora mo sentido
de obter um conjunto numérico mais amplo que ¢ dos racio-

. . . i - - -
nais e cujos elementos estejam em correspondencia biunivo
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ca com oS pontos de R, (Dois conjuntos A e B estdo
em correspondéncia biunivoca se a cada elemento de A cor
responde um e somente um elemento de B, e vice-versa).

0 conjunto gue vai resolver essa questfio é o corpo dos nﬁ

meros reais.

EXERCICIO 1 - Demonstre ¢ seguinte fato, o qual foi utili
zado na demonstragfo de que a hipotenusa

) P A . .
do triéngulo retangulo isdsceles de cateto 1 ndo & racio

. . 2
nal. Um inteiro p &€ N e par se e so se p for par.

EXERCYCIO 2 - (Unicidade do zero de um corpo F). Se
Ot ¢ F € tal gque x+0' = x para todo
x € F, entfo 0% = 0. {Sugestfo: use a igualdade prece-

dente para x = O).

EXERCICIO 3 - (Unicidade da unidade de um corpo F). Se
1' € F & tal que x1' = x para todo

x ¢ F, entdo 1% = 1.

]

EXERCICIO 4 -~ Dados a e b em um corpo F, mostre que

L d o Fd »
a equagdo a+x = b tem solugao unica.

EXERCTCIO 5 - Dados a # O e b  em um corpo F, mostre

que a equagfio ax = b tem solugdo unica.
EXERCICIO 6 - Ox = 0, gualguer que seja x € F.

EXERCICIO 7 - 1 = O se e somente se F = {0}.
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EXERCICIO 8 - Dois corpos F; e F, sdo chamadns isomar- -

fos se existe uma fungfo T: F, + F, bije-
tiva e tal que T(x+y) = T(x) + T(y), T(xy) = T(x)7(y)

para todos x e ¥ em F A aplicagdo T € chamada

1-
um isomorfismo. Mostre que T(O) =0 e T(l) = 1, onde
estamos utilizando o mesmo simbolo O para os zeros de

F e F

1 o1 bem como 1 para as duas unidades.

1.3 - INF e SUP

Un corpo F € ordemado se contém um subconjunto P

com as seguintes propriedades

(Pl) x¢€ P, y€P implica x + ¥ € P e xye P,
(P2) dado x € F, entfo uma e somente uma das trés

possibilidades ocorre: x€ P, -x € P, x = O,

0 leitor verd imediatamente gque @ € um corpo or-
. + . . s
denado, onde P & o conjunto @ dos racionais positi-

vos., Isso motiva o nome de elementos positivbs para os

elementos do subconjunto P de um corpo ordenado qualquer
F., Em um corpo ordenado F, pode-se introduzir uma rela-

gdo de ordem entre seus elementos do seguinte modo:
X >y 8e X -y € P,

No caso dos racionais essa & precisamente a ordem usual,
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pois x € Q+ se x > 0,

EXERCICIO 1 -~ Seja O o© zero de um corpo ordenado F.
Demonstre que: (i) x € P se, e sd se,
x> 03 (ii) 0> x se, e s6 se, x £ 0 e x¢g P.
Deixamos ao leitor a verificagdo das seguintes pro
priedades, que sfioc vdlidas em gqualguer corpo ordenado:

(1) x

(2) X > Vv, z>t=x+z >y + t

v

¥ YV > Z = X > Z

(3) x>y, z>0> xz>yz

() x>0, xy>0=73>0

(5) x>0, 0>vyv=0>Xxy

(6) 0>x, O>y=xy>0

(7) x>y, =z qualquer = X + 2 > ¥ + =
(8) se F #£ {0}, entio 0 < 1.

(9) 0O<ca<b = 0< = é

b
{(10) a< b = ~a> -b

1 1

(ll)a<b<0=¢0>-5>s

1 1

(1) a<0<b =< 0<%
(0 sfmbole = , que se 1& "implica", & usado para expres-

sar que as asserg¢des do lado esquerde acarretam ¢ gue vem
escrito do lado direito. Nos enunciados de teoremas, "="

substitui a palavra "entZo'".)

Usamos ainda os seguintes simbolos: =z, <, £, que
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tém o seguinte significado:

X2z2Y se x>y ou X =Yy
X <y se ¥ > X

Xs Y se ¥ =z x.
Além disso, utiliza-se a seguinte terminologia:

X >y 1l8-se x maior que vy
x 2y lé-se x maior ou igual a y
X < y 1lé-se x menor que Yy

~ .
X<y le-se x menor ou igual a ..

Cota superior. Seja F um corpo ordenado e A um sub-

conjunte de F. Um elemento x ¢ F € uma

cota superior de A se x 2 ¥, para todo v € A. Existem

conjuntos que nfo tém cota superior. Por exemplo, consi-
dere o corpo ordenado § dos nuimeros racionais; & fdeil
de ver gque o subconjunto N dos numeros naturais nfc tem
cota superior (cf. Exercicio 2, seg¢fo 1.4). Esse fato mo
tiva a seguinte definigdo. Um subconjunto A de F se

diz limitado superiormente se ele possui cota superior.

Cota inferior. De modo andlogo, introduzimos os conceitos

de cota inferior e conjunto limitado infe-

riormente. Um elemento x € F & uma cota inferior se

x £ ¥, para tode y € A. Existem conjuntos que nfo pos-

suem cota inferior. O conjunte #Z dos numeros inteiros
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~r . - rd 3 .
nac tem cota inferior no corpo ® dos numeros racionais.
Um subconjunto A de um corpo ordenadoc F se diz limi-

tado inferiormente se ele possui cota inferior.

Supremo de um conjunto limitado superiaermente. Seja F

um corpo
ordenado e A c F um subconjunto limitado superiormente.
0 supremo do conjunto A, gue designamos por sSupi, € de-
finido como a menor das cotas superiores de A (gquando
existe!). Em outras palavras, x € F & o supremo de A
se

(i) x for cota superior de A, e

(ii) x =2 z, onde z & uma cota superior de A, impli-

que X = Z.

0 Exercicio 2 no final desta segdo mostra um con-

junto limitado superiormente que ndo possui supremo.

EXEMPLO 1 - Considere o corpo ordenado @}, e o subconjun-
toc A dos racionais maiores que (O e menores
que 1, i.e.

A=fye g 0<y<1}.

Qualquer racional maior ou igual a 1 é cota superior, e
supA = 1. E fdcil de ver que supB = 1, onde
B={y€ @ 0g y < 1l}. Por esses exemplos, vemos que o

sup (quando existe!) pode pertencer ou nfo ao conjunto.
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Infimo de um conjunte limitado inferiormente. Seja F um

corpo orde
nade, ¢ A C F um subconjunto limitado inferiormente.
0 infimo de um conjunto A, que designamos por infA, &
definido como a maior das cotas inferiores {quando exis-

te!). Em outras palavras, x € F € o infimo de A se

(i) x for cota inferior de 4, e
(ii) x < 2z, onde z & uma cota inferior de A, impli-

que X = Z.

0 Exemplo 3, abaixo, mostra um conjunte que nfo

possui inf.

EXEMPLO 2 - Con5idére no corpo ordenado dos racionais os
conjuntos A e B definidos no Exemplo 1

acima. Vé-se gue inf A = 0 e dinf B = 0. Como no caso

do sup, o inf {quando existe) pode pertencer ou ndo ao

conjunto,
EXEMPLO 3 - Considere o seguinte subconjunto deos racionais
: 2
A=fx€e Qx> 2, x> 0}.
Demonstraremos que A ndo tem inf (em Q). Seja
2
B=1Iixe€eq x“<2, x>0},

Como ndo existe racionmal tal que x2 = 2, segue-se que da

do um racional positivo 1, entdo ou T € A ou r € B.
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Em primeiro lugar, provamos

(8) se x€ A = existe y € A tal que y < x.

(9) se x€ B = existe y € B tal que x < y.

A
Para provar (8) escrevemos x = p/a. A idéia & procurar

um inteiro n tal que ¥y = (np-l)/nq pertenga a A,

Isso ocorre se (np-l)z/nzq2 > 2, i.e.,

2

(10) (p®-29°)n® - 2pn + 1 > O.

2
Como x £ A temos que p -~ 2q2 > 0. Logo, (10) se verji
fica para n- suficientemente grande (qudo grande?). De
medo andlogo provamos (9). A seguir, suponhamos que A

tenha infimo, que designamos por x . Entdo x, € x pa-

ra todo x € A. A vista de (8), x nio pode pertencer
a A, pois, de outro modo haveria y € A tal que ¥y < X
¢ qgue seria absurdo. Logo, Xq deve pertence a B. A
vista de (9), existe pois =2z € B tal X, < z. Como

2

Z < 2, segue~se que =z € cota inferior para A. Isso,
porém, contradiz o fato de X, ser o inf de A.

Conclusfo: A nfo tem 4inf.

EXERCICIO 2 - Usando um argumento andloge ao empregado no
Exemplo 3, o leitor pode demonstrar que o

conjunto B definido ne Exemplo 3 nfo possui supremo.

EXERCICIO 3 - Um subconjunto de um corpo ordenado se di=z

limitado se € limitado superiormente e li-



-17-

mitado inferiormente. D& um exemplo de um conjunto limi-

tado que nflo possui nem sup nem inf.

1.4 - 0s nimeros reais

Agora definimos o conjunto R dos numeros reais

como sendo um corpo ordenado onde se verifica a seguinte

propriedade:

Postulado de Dedekind. Todo subconjunto nfo vazio de R
constituido de elementos positi-

vos tem um infimo.

O Postulado de Dedekind realmente determina o cor-
po dos reais entre todos os corpos ordenados. (A rigor
essa determinagdo € feita a menos de isomorfismos.) O
corpo R assim definido contém um subconjunto que estd
em correspondéncia biunivoca com o conjunto €@ dos ra-
cionais. Na realidade, essa correspondéncia goza da pro-
priedade de preservar as operagles de adigfo e multiplica
gdo; correspondéncias biunivocas desse tipo tomam em élgg
bra o nome de isomoifismos. Para todos os efeitos, pode-
mos simplificar essa questdo do isomorfismo e simplesmen-
te dizer que R contém Q: @ R. A reta R & um belo
modelo geométrico para o corpo IR: cada ponte de R re-

pPresenta um real, e vice-versa, a cada real corresponde
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um ponto de R. As afirmagles feitas no presente pardgra
fo requerem demonstragdo. O leitor poderd encontrd-las,

por exemplo, na referéncia [2].

Deixamos ao leitor as verificages dos seguintes

fatos que decorrem diretamente do Postulado de Dedekind.

EXERCTCIO 1 - Se um conjunto A de R +tem uma cota infe
rior, entdo A +tem inf. (Sugestdo: seja d

uma cota inferiorrde A, considere o conjunto

A-d = [x € R: x = a-d, a € A}, isto €, a translagfo do

conjunto por =-d, de modo qQue o nove conjunto é constitui

do de reais positivos.)

EXERCICIO 2 - Se B & um conjunto que tem uma cota supe-
rior, entdoc sup B = - inf(-B), onde
-B={x€R: x =-b, b€ B}]. Dai se segue que todo con-

junto nfo vazio, que tem cota superior, tem um sup.

EXERCICIO 3 - Mostre que o conjunto N dos mimeros intei
ros positivos n&o tem sSup. (SugestEo: su-
ponha que m & o sup de N e mostre que existe mgN

tal que m - 1 < n,)

EXERCICIO 4 - Mostre que dado um real positiveo a, existe

. . g 1
um inteiro positive n tal que = < a.

EKERCfCIO 5 - Mostre gque o corpo dos reais € arquimedianco

isto &, dados dois reais a, b, com
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0 < a< b, existe um inteiro n tal que na > b.

EXERCICIO 6 - Sejam x € R e A= {r € Rt r € Qe x< r}.
Mostre que x = inf A. (Sugestdo: chame b

0 infimo de Aj primeiroc mostre que a assergdo b < x

nfo pode gser verdadeira; a seguir admita que b > x e

use o Exercicio 5 para tomar n tal que %—< b-x. Tome

x € A tal gque b< r< b+ %—, e mostre que x < 1 -

- %-< b, chegando a uma contradigfo).

EXERCICIO 7 - Mostre que o conjunto € € denso em R.
Em outras palavras, dados dois nimeros reais
quaisquer x < ¥y, existem racionais r tais que x<r <Y.

(Sugestdo: use o Exercicio 6).

Os ndmeros reais, que nfo sfo racionais, sdo chama
dos irracionais. Um modo de produzir exemplos de mimeros
reais € tomar inf de subconjuntos nfo vazios de racio-
nais positivos. Por exemplo, o cenjunte A do Exemplo 3
da segdo 1.3, olhado como um subconjunto dos nimeros
reais, tem um infime b € R, em virtude do Postulado de
Dedekind, Provamos na segdo 1.3 que b mndo &€ racional.
Eis pois, um exemplc de um nimero irracional; esse mimero
& designado por 2. A justificagfo dessa notagdo jaz no

seguinte resultado.
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A equacgdo x* = 2 tem uma e s& uma solugdo real
positiva®,.

Esse € um resultado soYre a existéncia e unicida-
de de solugfo para uma equagdo. A unicidade & facilmente
provada supondo que existem duas solugdes reais positivas
a e b: a2 =2 e b2 = 2 ©0 que acarreta a2-b2 =0
ou seja (a-b)(a+b) = 0. Como a >0 e b >0 temos
a+b > 0 o que implica a-b = 0, ou seja a = b,

A existéncia de solugfo real positiva para x2 = 2

€ obtida provando-se que b = inf. A (4, o conjunto do e-

xemploc 3 da segﬁo 1.3) satisfaz & equagaoz b2 = 2. Bas-
2

2 facd ~ I
ta mostrar que b7 < 2 ou b > 2 ndo sfo verdadeiras.

Primeiro suponha que b2 < 2. Como

1.2 2 2b 1 2 2b+1
(b+?1_) =b -!-—""ﬁ"-l-?sb o ’
vé-se que (b + £)2 < 2 se n 3> EEi%. Isso mostra que
H 2-b
b + é— é uma cota inferior do conjunto A3 portantoe b

ndo poderia ser o infimo de A. Por ocutro lado, suponha
que b2 > 2. E fdcil de ver, como se fez acima, que se
2
n € N for tomado adequadamente, teremcs (b - %) > 2.
Em virtude do Exercicio 7, existe r € @ tal que
1 2 2 .
b -~ E—< r<b. Logo 2 < r” <« b” o que contradiz o fato

de b ser o infimoc de A.

EXERCICIO 8 - Mostre por indugdo que
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n-1 n-=2 ~1 n-l)

x"-y™ = (x-y) (x +Xx y+...+xn-jyj ooty .

onde n€N e x,¥vy € R.

EXERCICIO 9 - Seja a um mimero real positivo e p um
inteiro positivo. Mostre que a equagfo

x = a tem uma ¢ s uma solugdo reil positiva. Essa so-

lugfo que se designa por '53 'ou aﬁ‘, é chamada a rajiz

p (ou p-dsima) de a. (Sugestfo: use o Exercicio 8 para

provar a unicidade. A existéncia € demonstrada de modo

andlogo ao que se fez para a raiz quadrada).

Poténcias. Se a & um real positivo e p €& um inteiro
fotencias

positivo, aP designa o produto de a por

1
si mesmo p vezes. Usando o Exercicio 9, aP designa a
solugdo positiva (dnica) da equagfo x® = a. Definimos

agora dg-= (ap)l/q para p e q dinteircs positivos.

-

Finalmente se r €& uma racional negativo definimos

r -ry=-1 . r . -r .
a” = (a™)7", isto a’ & o inverso do real a » que jd

estd definido pois -r > 0. Adiamos para o Capitulc 6 a

V2

questf{o de atribuir um sentido a expressSes como 2 .
X - - g
1dJ§; ¢, em geral a , onde a & um real positivo e x

é um numero irracional.

EXERCICIO 10 - Mostre que se r e s sdc racionais e a

r_s r
a_a-l-S

€ um real positivo, ent3oc a
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GComentdrios sobre a definigdo de nmimero real. No comego

desta se-
Py - . ” -
gdo definimos os numeros reails como sendo um corpo ordena
b
. ~ . N

do onde vale o Postulado de Dedekind., Poe-se, imediata-

N ~ .
mente, a guestfio da existencia de um tal corpo. Essa
gquestdo deve receber uma resposta positiva para que a de-
finigdo dada de numero real tenha sentido. Ndo & fdcil

. - . .

provar que existe um corpo nas condigdes pedidas. Do pon
to de vista histdrico, essa questfo foi resolvida relati-
vamente tarde. Coube aoc matemdtico alemfo Richard Dede-
kind, fazer a primeira apresentagfio rigorosa do conceito
de numero real. Isso foi feito em um pequenoc livro "Con-
tinuidade e Numeros Irracionais'", publicado em 1872. A
ele se deve a nogido de "corte', com a qual & possivel pro
var que existe um corpo ordenado onde vale o postulado de
Dedekind, veja abaixo, Hd um outro modo de introduzir os
reais, através das chamadas sucessoes de Cauchy, cf. se-

950 1.11.

A atitude adotada no presente trabalho, além da
vantagem de introduzir os nimeros reais sem maiores de-
longas, fornece-nos os elementos de prosseguir com abso=-
luto rigor. Cremos que essa é a melhor atitude a tomar

em ecursos introdutdérios de cdlculé ou andlise.



-23-

Somente a titulo de ilustrac¢fo, faremos alguns co-
mentdrios sobre o método de Dedekind. O leitor interessa

do poderd ver os detalhes na referéncia L10].

Cortes de Dedekind. O método consiste em partir o corpo

ordenado @ dos ndmeros racionais e
construir um outro corpo do seguinte modo. Primeiramente,
um subconjunto A dos racionais € chamado um corte se as
trés condigdes seguintes sfo satisfeitas: (i). A & nfo
vazio e ndo contém todos os racionais, (ii) se r € A,

s € Q@ e s<r entfo s € A, (iii}) dade r ¢ A, existe
t € A tal que r < t. Considere o conjunto € de todos
0os cortes. (Um tvlemento de € & um subconjunto de Q.)
Em € , pode-se definir operacgdes de adigdo e multiplica-
gdo e provar gue, com essas operagBes, C € um corpo.
Define-se, também, uma relagdo de ordem e prova-se, entio,
que € € um corpo ordenado. Finalmente, demonstra-se que
esse corpo satisfaz o Postulade de Dedekind., Observe que,
seguindo essa apresentaggo, 0 dito postulado deve ser cha

mado: Teorema de Dedekind!

1.5 - Desigualdades

. + . .
Designemos por R 0o conjunto dos elementos posi-

tivos do corpo ordenade R. O conjunto R* contém todos
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08 racionais positives.

0 valor absoluto de um numero real a, que se desig

na por |a|, ¢ definido do seguinte modo:

lal =
-a, se a < 0,
Por exemplo, o valor absoluto de 3 € 3, e o valor absclu-
to de -3 também € 3. Vé-se que, em geral, temos para
qualgquer real a:

la| = |-a

Seja a um ndimero real positive, Observamos na 5
. - ~ 2 d - b d
gdo anterior que a equagdoc x = a tem uma unica soclugdo
s . . . + 2
positiva, isto e, existe b € R tal que b = a. Este

valor € chamado a raiz gquadrada positiva (ou simplesmente

a raiz quadrada) de a, e serd representada por +a. Se
. b 2 I

considerarmos a equagdae x = 0, vemos que x = 0 ¢é soln

gdo; logo, a raiz quadrada de 0 € 0. Se considerarmos a
~ 2 ~

equagao X = a, como a < 0, vemos que ela nao pode ter

solugdo, pois, o quadrado de um ndmerc real, positive ou
. . . . .

negativo, nunca € negativo. Logo, um numerc real negati-

vo ndo tem raiz quadrada. Provaremos agora ©os seguintes

fatos relativos a raiz quadrada,

TEOREMA 1.1 - Seja ¢ wum real qualquer. Entdo |c| = ch.
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Demonstragfdo: Imediato se ¢ 2 O, Se ¢ < 0, entdo
c® = |c|2 e, portanto, Jc> = J|c|2 = |c|,

onde se usou na udltima igualdade o resultado jd provado

para o caso de <c¢ E O,

TEOREMA 1.2 - Sejam a e b reais positivos, tais que

a < b. Entio +~a < J/b.

Demonstragao: Escrevamos x =+a e v =4+b. Dai x° = a

e y2 = b. Como a < b, entdo x" < y~.

. 2 2
Isto €, ¥~ - x>0, ou {(y-x){yv+x) > O. Sendo x e v
positiveos, temos que vy+x €& positivo. Pela propriedade
{4) da seclo 1.3, segue-se que ¥y - x > 0. Dafi x < v,

como quer:ifamos provar.

Temos as seguintes propriedades do valor absoluto:

(1) lab] = |a][b]
(ii) la+b| 2 |a|+|b| (desigualdade do tridngulo)
(iii) | fa] - |b| ]| s |a-b] {2¢ desigualdade do tridngulo)

quaisquer que sejam o5 reais a e b,

Demonstragdo de (i): Consideremos os trés casos possiveis.

Primeiro, a =2 O e b 2 0; entdo (i)

se reduz a ab = ab, Segundo, a = 0 e b < 0; entio
ab < 0, e temos |ab] = -ab, |a| =a e |[b] =-b, o
que implica (i). Terceiro, a < 0 e b < 0; entdo ab >

> 0, e temos |ab| = ab, |a] = -a, |b| = -b, e daf (i).
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Ndo hd necessidade de analisar um gquarto caso, a < 0 e
b > O, pois, os papeis de a e b na relagfo (i) sdo
perfeitamente simétricos, em virtude da comutatividade do

produto de reais.

Demonstragfo de (ii): A demonstragfo poderia ser feita,

como no caso anterior, pelo exame
das diversas possibilidades, Preferimos, porém, dar ou-
fra demonstragdo, a fim de ilustrar um outro método. Da
definig8o de wvalor absoluto, segue-se que para qualquer
real ¢, temos que

c < |ef,
a igualdade ocorrendo se c¢ = 0. Portanto, temos
ab < |ab] = |a]|b],

onde utilizamos (i) para escrever a igualdade. Multipli-
cando ambos os membros por 2 e somando a2 + b2 a cada

membro temos

a® + 2ab + b < a4 2 la| |v] + b2
ou

(a+b)? s (]a] + |b])?

2
em virtude de a2 = Ia[ + Tomando a raiz quadrada de am-

bos os membros, e usando os Teoremas 1.1 ¢ 1.2 obtemos a

desigualdade (ii), que querfamos demonstrar.
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EXERCICIO 1 - Usando (ii) acima demonstre (iii).

. + . P
O conjunto R ¢ chamado a semi-reta positiva.

Por analogia, o conjunto {x € R: x < 0} & a semi-reta
negativa. Em geral, uma semi-reta & um conjintoc de uma

das formas seguintes.

(a,») = {x € R: x> a}, (-=,b) = {x¢€ Rt x < b}

1]

[a,=) {x € R: x= a}l, (-»,b] = {x € R: x s b}

[ - Y - . »
onde a e b sda0 reais quaisquer. Nos dois primeiros
casos, a semi-reta nfo inclui a extremidade, e entfo &

chamada semi-reta aberta. Nos dois 1iltimos casos, ela

inclui a extremidade, e, entfo, ¢ chamada semi-reta fe-

chada. Veja figura 3 abaixo:

semi-retas abertas

semi~retas fechadas

Fig. 3

Dados dois reais a e b, como a < b, um conjunto

de uma das gquatro formas abaixoc € chamado um intervalo.

(a:b)

I

{x € Rt a<x<b}, [a,b] ={x€ R: a < x < b}

[a,b) = {x € R: a< x< b}, (a,b] = {x€ R: a < x < b}.
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C intervalo (a,b) ndo inclui suas extremidades e &€ chama-

do um intervalo abertoc. O intervale [a,b] dinclui suas
extremidades e € denominado fechado. Veja figura 4 abai-~
A
xo: .
a b a b a b a b
intervalo aberto intervalo fechado
Fig. 4

O interior de um intervaloc de um dos quatro tipos

s - . I 3 A
acima €, por deflnlgﬁo, o intervalo aberto (a,b). Ve-se
dque o interior do intervalc pode coincidir com o prdprio

intervalo,

Por uma questdo de uniformidade na nomenclatura,
as semi-retas e a reta inteira sfo chamadas tambdm inter-

valor ou, mais precisamente, intervalos infinitos.

Definimos interior de um intervalo infinito de mo-
do andlogo a interior de um intervalo (finito). Por exem
plo, o interior de f[a,=) & (a,=).

- Intervalos também podem ser descritos em termos do

valor abscluto. Por exemplo:

(-3,3) = {x € R: |x| < 3]
(-4,4] = {x € R: |x]| < 4,

Nestes exemplos, o centro do intervalo (i.e., o ponto mé-

dic do intervalo) € a origem O da reta. Mostraremos ago-
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ra que intervalos, ndlo necessariamente com centro na ori-
gem, também podem ser descritos usando o valor absoluto.

Por exemplo, consideremos o conjunto
A= {x € R: |x-1] < 2},

Pela definigdo de valor absoluto, temos que se x € A, en

tdo hd duas possibilidades:

1) x - 1= 0 e, neste caso, x - 1 < 2. Estas duas
desigualdades ddo x = 1 e x < 3. Logo, neste

caso, x pertence ao intervalo [1.3).

2) x - 1< 0 e, neste caso, «~(x-1) < 2. Estas desi
gualdades dizem que x < 1 e x > =1. Logo, nes~

te caso x pertence ao intervalo (-1,1).

Juntando os dois casos, vemos que A € precisamen

te o intervalo (-1,3).

Pelo mesmo argumento desenvolvido acima, o leitor

pPode provar que:

{x € R: |x+3] < 1] (~4,-2)

{x ¢ R: [x=3]

A

2} L1,5) .

Trace uma figura e observe que no primeiro caso o
nimero -3 & o centro do intervalo e 1 & a metade do co—
primento do intervalo. O comprimento de um intervalo (de

qualguer um dos tipos acima) com extremidades a < b &




-30-

por definig¢fo o mimero real positive b-a. ‘A metade do
comprimento de um intervalo € chamado o raio do intervalo.
Assim no intervalo [1,5] o centro € 3 e o raio 2. Em
geral, o leitor poderd provar que se a e T sdo reais

quaisquer, com 1 > 0O, entdo

{x € R: |x+a| < 1} (-a - r, -a + 1)

{x € R: |x+a| s r} (wa = r, -a + )

fx € R: [x-a| < T} (a -1, a+r) .

Dados dois ndmeros reais a e b, dizemos que
|a-b] & a disténcia entre eles. Tal conceito tem um sig
nificado geométrico evidente,se lembrarmos a correspondég
cia entre os mimeros reais e os pontos da reta. O compri
mento de um intervalo [a,b], (ou (a,b), (a,b), (a,b]) €

. fag - .
entfo a distancia entre suas extremidades.

EXERCICIO 2 - Usando valor absoluto escreva expressoes

para os seguintes conjuntos:

(i) ¢ conjunto dos pohtos cuja distancia a 1 € menor
ou igual a k.
(ii) o conjunto dos pontos cuja distancia a -5 é menor
que 2. 7
(iii) o conjunto dos pontos cuja distancia a 6 € maior

que 3.
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EXERCICIO 3 - Descreva geometricamente o conjunto
{x € R: |x-2| < |a-2]|},
considerando os vdrios casos possiveis para o parametro a.
EXERCTCIO 4 - Mostre que os dois conjuntos abaixo sdo
iguais
[x:ix < 4} e ([x:]x-2| < [x-6]}

(Observe que usando a nogfdo de disténcia, o segundo con-
junto pode ser descrito como o conjunto dos pontos cuja

distidncia a 2 & menor que sua distancia a 6.)
EXERCICIO 6 - {A desigualdade do trifdnguloc generalizada.)
Sejam a, b e ¢ mimeros reais. Prove gque
a+b+c| < |a| + |b| + |cl.

(Esse resultado pode ser provado, usando indugfo, para

qualguer niumexro (finito) de termos, i.e.

n n
Z a,l =< I a.f).
| ol B legD

EXERCTICIO 7 - Descreva geometricamente os seguintes con-

juntos:
{x ¢ u=1<%< 2}
{(xe R: $<1}
{XE‘R=9<x2<16]
{x e R: 0« x3].
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IXERCICIO 8 - Descreva geometricamente os conjuntos:

2

{x € R: x* - x - 6 < 0}

[x e m: x>

- 2x + 1> 0}
S
[x € R: 2 6 x s lc< 0}

{x € R: (x-1)(x-2)(x-3) =z 0}

EXERCICIO 9 - Se a < x < b, mostre que |x| < |a| + |b

(Sugestfo: x < b implica x < bl a < x

implica -x <« -a < |a[).

EXERCICIO 10 - Mostre que a2 + ab + b2 z 0 quaisquer

que sejam os reais a e D.

EXERCICIO 11 - Se a e b sio reais positivos mostre
que J;;'s %~(x+y). (Sugestao: use 0s pro
dutos notdveis da dlgebra do curso secunddrio). Essa de-
sigualdade diz que a média geométrica de dois mimeros
reais positivos (Vxy) "¢ menor ou igual que a mdédia arig
mética (E%XJ desses mesmos numeros. Mostre que geoe-
tricamente essa desigunldade éxpressa o fato gque a altura
de um triangulo retidngulo tendo por base a hipotenusa &
menor ou igual que metade da hipotenusa. Quando € que as

médias aritmética e geométrica sfo iguais? Que quer di-

zer isso geometricamente?

EXERCICIO 12 - A média harmdnica de dois mimeros reais ro

sitivos a e b & definida como sendo o
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nimero h tal que h™' = l-(a-l

> + b_l). Mostre que a mg

- [ad . - v .
dia harmonica € menor ou igual gque a média geométrica.

Quando € gque essas duas médias s3o iguais?

EXERCICIO 13 - (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

Se KyseeosXy © Fipeeesy, sfo nimeros
n n n
reais mostre que ( I x.y.)2 s I x? - Z y? .
n=1 171 i=1 1 i=1 1
~ A n 2 .
(Sugestdo: o trindmio em t, _Zl (xi-tyi) y € sempre = O,
i=

Qual € seu discriminante?)

EXERCICIO 14 - Se Ajrese,a sdo reais positivos mostre

I

que

l
ﬂal...an < E»(al teeat a ).

1.6 ~ Sucessdes numéricas

Uma sucessfo numérica (ou simplesmente, sucessﬁo)

€ uma fungdo s: IN % R definida no conjunto dos nidmeros
inteiros positivos tomando valores reais. Assim a cada
n &€ N corresponde um real a . Observamos que os an's

ndo sdo necessariamente diferentes. Os elementos a,

s&o chamados os termos da sucessfo, e a notagio (an) e

usada para designar a sucessdo.
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EXEMPLOS:
(i) 1, 1/2, 1/3,...,1/n,...
(i) 1, 3, 1/2, 3, 1/3, 3, 1/4, 3,...
(iii) -1, 1/2, 1/2%, 1/23,....
(iv) 1, 2, 1, b,...
{(v) 2,2, 2,....

(vi) 1, 2, 3, 4,...

Atengdo: A notagfo (an) nfo deve induzir o leitor a pen
sar que uma sucessao ¢ um conjunto de reais. E

essencial ter uma definig&o de sucessao que impligue que

a sucessdo (i) acima seja diferente de 1, 1/2, 1, 1/3,

1, 1/4, 1, 1/5; l1,.... Quando nos referimos ao ccenjunto

formado pelos termos da sucessfo, usaremos a notagio [an}.

Uma sucessdo (an) ¢converge para um ndimero real
r, se, para qualguer real e > 0 dado, existir um mimero

natural n (que pode depender de e } tal que

(1) : jr - a | <e,

para todo n 2'n0.

" Na verdade,'ao testar a convergéncia de uma suces-
sdo, nds nos interessamos somente no que se passa quando
580 dados "pegquenos" e's., Isso porque se a desigualdade
(1) se verificar para um dado e, > 0, ela necessariamen-

te se verificard para todo e > €, O mimerc r €& chama-
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do o limite da sucessdo, e toda sucessdo que converge &
denominada convergente. Usamos as notagdes a +r, e

r = lim a_.,
n

OBSERVAGOES: 1) A sucessdo (i) acima converge para O.
De fato, dado um e > 0, tomaremos um
o

n > l/e. Entao, para todo n > n_, teremos n > l/e, o

que implica 1/n < e ou | - O] < €.

BiF

2) A sucessdo (ii) acima nfo converge, pois, por um lado,
hd termos da sucessdo iguais a 3, para n's tdo gran-
de quanto se queira e, por outro lado, os termos a  pa-
-* -~ .
ra n impar convergem para ©O. Poderiamces formalizar

esse argumento do seguinte modo: seja dade e = 13 entdo,

qualquer que fosse o real r, o intervalo [ xeR:

x-r] < 1}
ndo poderia conter o mimero 3 e algum termo a_ para n

”
impar.

3) Por um argumento semelhante ao de 1) acima podemos pro

Var que a SUcCessao (iii) converge para O.
L)Y E imediato que a sucessfo (iv) nf#o pode convergir.

5) A sucessfo (v) obviamente converge para 2.
!

Quando uma sucessdo ndo converge, diz-se que diver-

ge e ela é entfo chamada uma sucessio divergente. Uma su

cessfo ao divergir pode fazé-lo de modo gue os termos a_

se tornam "arbitrariamente grandes". Formalmente, isso
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quer dizer que dado qualguer real M > 0, existe no
(que pode depender de M) tal que para todo n » n, te-
mos a > M. DNeste caso, dizemos que a sucessdo (an)
tende para +o. Usamos a notagdo a_ - +» ou lim a =
= 4w,

Por exemplo, a sucessdo (vi) tende para +=. De

modo andlogo podemos definir o conceito de uma sucess&o

tender para -w=: a =+ -= se dado qualguer M > 0 existe

nO (que pode depender de M) tal que, para todo n = n o

temos a_ < =M,

n

Uma sucessdo pode divergir sem que seus termos se
tornem arbitrariamente grandes, como por exemplo, a su-

- = s . A 3
cessio (11) acima. A divergencia, neste caso, decorre de
1l . . .

que os termos se "acumulam® junto a dois pontos diferentes,
3 e 0.

Seja A = {nl < n, < ...} um subconjunto infinito

2
de WM. A restrigfo s|A de uma sucessfo s: Na R
(s: n 4+ an) a A & chamada uma subsucessf®o. Portanto

a subsucessao SIA € uma sucessfo definida do seguinte

modo: a cada j& N corresponde o real S(nj) = ap

EXERCICIO 1 - Seja k um ndmero real positivo dado. Prove
gque uma sucessdo (an) converge para r
se, dado e >» 0 existe o, € N tal que |aIl - r| < ke

para n 2z n_.
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EXERCICIO 2 - © limite de uma sucessdo convergente ¢ uni-
co, isto €, se para uma dada sucessdo (an)

tem-se lima =T e 1lim a, = s, entdo r = s,

EXERCICIO 3 - Mostre que as sucessdes (ii) e (iv), apesar
. "
de nfo convergirem, contem subsucessdes con
-~ A~ b d g
vergentes, De um exemplc de uma sucessdoc que ndo contém

nenhuma subsucessio convergente.

EXERCICIO 4 - Seja (an) ‘uma sucessdo convergente. Mos-
tre que qualquer, subsucessdoc ¢ também con-
vergente. Aldm disso, se o limite de (an) é r, o li-

mite de qualguer subsucessdoc & também r.

. ~
EXERCICIO 5 - De exemplo de uma sucessfo que contém sub-
[ d
sucessodes convergentes para cada mn € N,
(Em outras palavras, os termos da sucessfo se "acumulam"

em torno de todos os inteiros positivos).

*EXERCTCIO 6 - D& exemplo de uma sucess3o que contém sub-
sucessdes convergentes para cada real “do

intervalo (0.1).

*EXERCTCIO 7 - (1lim sup). Dada uma sucessio (a,), defi-

ne-se o limite superior de (an) {0 qual

se representa por lim sup an) .como o nimero real s
que goze da seguinte propriedade: dade e > 0O existe

apenas um nuimero finito de termos de (an) maiores que
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s+e, e existe um numero infinito de termos de (an) maip
res que s-e. Para entender bem esse conceito, determine
os 1im sup das sucessOes exemplificadas acima., Observe
-~ Pt v 3 £y -
que se a sucessdo converge, entfo seurlimite coincide com
3 Py . - » b d -

o 1im sup. As sucessdes (iv) e (vi) nfo tem 1lim sup.
Mostre que se uma sucessfio tem 1lim sup, entHo existe uma

subsucessdo que converge para esse lim sup.

*EXERCTCTIO 8 - (1lim inf). Dada uma sucessdo (an) define-
se o limite inferior de (an) (o qual se
representa por 1lim inf an) como sende o mimero O que
goze da seguinte propriedade: dado e > O existe apenas
um mimero finito de termos (an) menores que UJ-g, €
existe um mudmerc infinito de termos de (an) menores que
C+e. Analise os exemplos. Prove resultados andlogos aos

do 1im -sup.

1.7 = Propriedades do limite

Propriedade 1. Se. (an) e (bn) sfo duas sucessOes con

vergentes, entdo a sucessfo (an ¥ bn) é

convergente, e

lim{a_ + b
n n
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Observagdo: DE um exemplo para mostrar que (a,) e (b))

podem divergir, mas (an + b_) converge.

Propriedade 2. Se (an) e (bn)

sdo sucessfes conver-
gentes, entfo a sucessfo (anbn) € con-
vergente, e

.lim(aan) = (lim a ) (1lim b ).

Observagdo: Em particular, se (bn) fosse uma sucessfo

constante, isto &, bn = b para tode n, a
Propriedade 2 se reduziria ds seguintes assergles:

n rd Ll - .

se (an) ¢ convergente, entdo ,(ban) € convergente,

onde b & um real gqualquer; além disso, tem-se

lim(ba_) = b lim a_ ",
n n
Decorre, pois, que lim(-an) = -lim a_. E isso, juntamen
te com a Propriedade 1, implica que a diferenga (an—bn)

de duas sucessdes convergentes ¢é convergente, e

lim(a_=b_)} = lim a_ - lim b_.
n n TL TL

Propriedade 3. Se (an) ¢ uma sucessfo convergente, en-

tdo a sucessfo (Ian|) dos wvalores absow-

lutos € também convergente, e

lim|a | |1im a_|.
n n

Propriedade 4. Se (an) € uma sucessdo convergente tal

que a ﬁ 0O para tode mn, e 1lim a, ﬁ o,
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entdo a sucessdo (1/an) é convergente, e
lim(1/a ) = 1/lim a .

Propriedade 5. Se (an) € uma sucessfo convergente tal

que a >0 e lima =0, entio (1/an)

tende para +«. Reciprocamente, se (bn) tende para 4w,

>,

. T
e bn > 0 para tode n, entdo a dlicessdo (l/bn) conver

ge para O.

Observagido: Uma propriedade andloga pode ser enunciada
e o~ .
com relagdo a -=, Pondo as duas assergoes

em um enunciado unico teremos: 'se a < 0O para todo n,

entfo lima = 0 se, e sé se, lim(l/an) = -2 ",

0 leitor pode concluir facilmente que ndo € neces-

sdrio supor a > 0 para todo n na Propriedade 5 {ou

a < 0 para todo n na abservagdo acima). De fato, co-

A . s .
mo a convergéncia ou ndo de uma sucessdo € consegiflencia

do comportamento da sucessfo a partir de um certo n

0’

0 que se passa em um numero finito de termos da sucessfo

nEp perturba as questdes de convergéncia. Entfo, no pre-
sente caso, poderiamos pedir a, # 0 para todo n e

an > 0 para n maior que um certo n,. Exemplo: a su~
cessio -10, -3, 10, -1, 1, 1/2, 1/3, 1/4,... converge
para O, e sua inversa -1/10, -173, l/lO, -1, 1, 2, 3,

4,... tende para +=,.
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Propriedade 6. Se (an) e (bn) sdo duas sucessGes con

vergentes e an =< bn’ para todo mn, entdo
lim a_ < lim b_ .
ol n
Observagdo: Do que foi dito acima, a conclusfo da Proprie

dade 6 &€ ainda wvdlida se a < bn se verifi-

ca somente a partir de um certo no.

Propriedade 7. BSe (an) e (bn) s8o sucessdes tais que
a = b, para todo n (ou para m maior
gue um certo no), e (an) tende para +o, entdo (bn)

também tende para +.

As Propriedades 6 e 7 tem bastante utilidade no
cdlculo explicito de alguns limites. Por exemplo, supo-
nhamos que queremos calcular o limite de uma sucessdo
(an), e que podemos determinar &uas outras sucessdes (bn)
e (Cn) que tém o mesmo limite r, e tais que b s a <
< ¢ Entfdo, pela Propriedade 6 acima, 1lim a = rT. Uma

tal situacdo ocorre na segdo 1,8, Uma outra situagfo que

requer o uso de Propriedade 7 também 1ld ocorre.

Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar as pro-
priedades actima. Apenas para ilustrar o tipo de argumen-
to gue é!usado nessas demonstragdes, daremos a seguir a

demonstragdo da Propriedade 2. Utilizaremos o seguinte
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teorema que € também importante em outras ocasides.

TEOREMA 1.3 - Seja (an) uma sucessdo convergente. Entdo

existe k > 0 tal que |an| < k para todo

Observacgdo: Quando um tal k existe a sucessfo & dita
limitada. Portanto, o Teorema 1.3 poderia ser
assim enunciado "toda sucessfo convergente ¢ limitada,
Comparando os conceitos de sucessao limitada e de conjun-
to limitado (cf.‘segﬁo 1.3), o leitor verd que uma suces-

s30 & limitada se o conjunto {an] for limitado.

Demonstragfio do Teorema 1.3 - Seja r o limite da suces-

sfo. Entdo, dado e, digamos e = 1, existe

n_ tal que |an -r| <1 para todo n =2 n_. Usando a

2¢ desigualdade do triingulo temos

la | - Izl = [lagl « |ril's |a -r] < 1.
Logo, |anl < lrl + 1 para tode n =2 n_ . * Seja agora k!
o maior dos mimeros [al|,]a2i,-..,|an -1|. E claro, pois,
o

que se tomarmos k como sendo a maiar dos dois nimeros,
k' e |r| + 1, entdo, lanl < k para todo n, como que-
~ ]

riamos provar.

Demonstragio da Propriedade 2: Dado e > O existem nime-

ros n! e n" tais que
o o



—43-
[an -r| <e para n = n!

- a n
|bn sl < &€ Dpara n = n0
onde r = lim a, e s = lim bn' Agora para provar quo o

I

limite de (anbn) € rs, deveremos obter uma majoracgfo
para a b« rs:
nn

anbn - rs| = ianbn - as + ans - rsl <

s la_||b

n—Sl + |an—r||s

Pelo Teorema 1.3 temos

lab, - »s| s k|b - s| + |a, - r[]s],

onde k € tal gue |an| % k para todo n. Logo para n

maior que =n _, onde n ¢ o maior dos dois mimeros n!

e ng, temos

]anbn - rs| £ ke + |s|€.

Como k e |s| sfo constantes, temos, a vista do Exerci

cio 1 (segdo 1.6), que a.b -+ rs.

EXERCICIO 1 - Se (an) € uma sucessdo convergente tal

que a # 0 para todo n e 1lim a £ 0,

mostre que existe & > 0 tal que Ia >0 para todo n.

nl

Use esse resultado para demonstrar a Propriedade 4 acima.

EXERCICIO 2 - Se p & um inteiro positivo e (an) € uma

sucessfo convergente, mostre que (ag) 8
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também convergente e lim aﬂ = {1lim an)p. Observe que a
sucessdo (aﬁ) pode convergir sem que (an) convirja.

Dé um exemplo.

EXERCICIO 3 - Se (an) é uma sucessfo de termos positi-

it - I’ 4 .
vos converglndo para 0, e q e um intei-

/q _ o,

ro positivo, mostre que lim a = (Sugestgo: racio-

cine por contradigde suponha que dade e > 0, existe uma

sucessdo de inteiros positivos n, < n, < ... tal que

1 2
al/a > e).
B

EXERCICIO 4 - Se (an) € uma sucessdo de termos positi-

vos convergindo para r > 0, e g € um ni-

. . - . 1
mero inteiro positivo, mostre que 1im an/q =T .

{sugest&o: use o Exercicio 8 da segdo 1.4 para escrever

a -r = (a3/9 - pY/ayala-1)/a ,(a=2)/a _1/a

I

r +...). Em
vista do Exercicio 1 acima, obtemos (an—r) =

= const(ai/q - rl/q) > 0 e dafi o resultado se segue).

”
EXERCICIO 5 - Se (an) ¢ uma sucessfo de termos positi-
vos convergindo para r =z 0 e s & um mi-
. P ., . _S s .
mero racional positivo mostre que linm a =71, Discuta
os casos de s negativo, € de s nuleo. Por que consi-

derar apenas a > 07

EXERCfCIO 6 - Estude a convergehcia de (ai) onde (an)

€ uma sucessB8o0 tendendo para +» e 5 = O
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EXERCICIO 7 - Calcule os limites das sucess3es

3 :
( 3 = )s ( 3n ), (nr-n.) onde r ;é 1,
n o+ 2 4n” 4+ 1

@l oy,
A n+2 ’ ,/E

EXERCTCIO 8 - Calcule o limite das sucessSes

(/n¥3 - ¥n), (J:F’m - n).

EXERCTCIO § - Se (an) converge para a mostre que

A, +.st a

(c) = (2

a. D& um exemplo para mostrar que (an) pode diverginr

n .
—~ )  também converge para

e -
e a sucessdo (Cn) correspondente pode convergir.

EXERCICIO 10 - Se- (an) converge para 0O e (bn) € li-

mitada mostre que (anbn) converge para O.

1.8 - Exemplos de sucessdes

n ' . .
1) Sucessf8o (a”) onde a & um real. Necessitamos da

seguinte desigualdade.

IEMA 1.1 - Se r ¢ um real tal que r > =1, entdo

(1) 1 +nrs (l+ar)® ne w,
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Demonstragfo por indug8o: A desigualdade € verdadeira pa-

ra n = 1. Suponhamos que seja verdadeira
para um n_ e provemos que ¢ também verdadeira para
n_ o+ 1. {Isso feito, o principio.da indugfo nos dird que
a desigualdade & verdadeira para todo n.) Tomemos, entfo,
a desigualdade (l) com n = no, e multipligquemos ambos os

membros por l+r, que € um numero positivo:

n +1
(l + nor)(l + r) < (l + r) ° ’

que fornece

P n0+l
(2) 1+ (ng+1)r +nr" s (L + r) .

Como nor2 & positivo, o primeiro membro de (2) € maior
que 1 + (n0+l)r, de onde se segue a desigualdade (1)

para n = n_ + 1. Logo, o lema estd provado.

Observacfo: Obviamente, a desigualdade (1) & vdlida para

r = -1. De fato, neste caso (1) se reduz a
desigualdade 1 - n < 0, a qual se verifica, pois, n =z 1.
Ve jamos - agora a andlise da convergéncia de (an).

Caso 1. a > 1, Entfo, a=1+r onde r > 0. Pela de-

sigualdade (1) acima temos
a = (L + )21 + nr.

Pela Propriedade 7 da segdo 1.7, segue-se que a a4 4w,
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Caso 2. a < -1. 0Os termos da sucessfoc alternam de sinal,
de acordo com a paridade de n, e tendem em va=

lor absoluto para +o. A sucessdo também diverge neste

caso,
Caso 3. a = =1. A sucessfo é: -1, 1, -1, 1,..., e diver-

ge .
Caso 4, a = 1. A sucessdo é: 1,1,1,1,..., e converg:.
Caso 5. a = O, A sucessfo é: 0,0,0,0,..., e converge.
Caso 6. 0 < a < 1, Entdo a = I%F onde r > 0. Entdc.

pela desigualdade (l) escrevemos:

0<an= lns 1 .
(l+r) l+nr

Pela Propriedade 6, seglo 1.7, segue=-se gue 1lim a = o,

Caso 7. -1 < a< 0, 0Os termos da sucessdo alternam de

sinal, mas a sucessfo converge para O,

2) Sucessfo C?E), onde a & um real positivo.

Caso 1. a > 1, Neste caso Ba > 1 e escrevemos

(3). 1;.1/;=l+b

n

onde b > 0, e varia para cada n. De (3) obtemos

a= {1+ bn)n 2 1+ nb_,

onde usamos a desigualdade (1) acima. Daf bbtemos



-L8-

a=1

0< b =<
n

Pela Propriedade 6, segdo 1.7, concluimos gque 1lim bn = 0,

Portanto, a sucessao (ﬁa) converge Eara 1, pois

Il
lim J/a = 1 + 1lim b = 1.
Caso 2, 0 < a < 1. Neste caso 9; < 1 e escrevemos

(4) Va = e

n
onde ¢_ > 0, e varia com n. De (4) e (1) obtemos
1 1
a = o *
(L + ¢ ) 1 + nc
n n

De onde se segue
1 1
0 < ¢ = (—a- - l)E-

I

. n
Portanto, ¢ -+ 0. quandoc n + . E dai (J/a) con-

. .
verge para 1, também neste caso, pois,

1 1
11““/5—TTmcn-1-

3) Sucessfo C}H). Necessitamos da seguinte desigualdade.
LEMA 1.2 - Se r €& um nudmero real tal que r 2 0, entio,
(5) (1 +r)"21+nr+na(n - 1)r7/2,

Demonstragdo por inducfo: A desigualdade (5) € verdadeira

para =n = 1, Suponhamos (5) vdlida para
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n=n, 2 e provemos que ela é também vdlida para n = n0+l.

Feito isso, a desigualdade estard provada para todo n.)
Tomemos (5) com n = n0 e multipligquemos ambos os membros
relc mimeroc positive 1 + r., Teremos

n0+l P
(6) (1+r) 21 + (n0+l)r + no(n0+l)r /2 +

+ n_(n_-1)r/2.

Como o Udltimo termo no segundo membro de (6) € po-
sitivo, podemos elimind-lo e a desigualdade em (6) fica
preservada. Mas, entdo, teremos precisamente (5) para
n=n_ +1. O lema estd provado.

Observagdo: E claro gque sendo r 2 0, a desigualdade (3)
implica

(7) (1 + )™ 2 n(n - 1)r%/2.

Voltando 4 sucessdo (95), escrevemos
(8) Vo= 1+ n, h_>o.
Aplicando (7):

n=(1+nh)"2 n(n - 1)s/2.
n ok
Daji se segue
2 \1/2

0 < hn < (E:I .

Pela Propriedade 6, segfo 1.7, temos que lim hn = 0.
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Exemplos de sucessdes crescentes sio (an) =1n e (a ) =

= (223).

TEOREMA 1.4 - Seja (an) uma sucessdo nfo decrescente

tal que o conjunfo [an] tem uma cota supe-

rior (cf. secfo 1.3). Entfo, (an) é convergente, e seu

limite & o supremo do conjunto {an].

Demonstragdo: Seja m o sup do conjunto [an], o qual
existe em virtude do Postulado de Dedekind.
‘Provaremos que (an) converge para m. Suponhamos, por:
contradigdo, que (an) nfo convirja para m. Isso quer
dizer que existe um e > 0O com a propriedadé que, para
todo n_, existe n > n_  tal que Ian—m] > e. (Isso &
a negagfo da afirmativa: a, = m Quando selfaz uma he-
gagdlo, uma expressfic como "dado'" ou "para todo" & substi-
tuida por M"existe um", e a expressfo "existe‘um" € substi
tuida por "para todo".) Observemos que a desigualdade
lx-ml > e quer dizer que o intervalo Em - é, m + €] n&o

contém x:

a m=e m m+e

Fig. 5 i.

Pertanto, a negagifo acima diz que para todo on, existe
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um n > n, tal que an ndo estd no intervalo [m-e,m+e].
Como a sucessfo {an} € nfo decreécente, concluimos que
nenhum a, Pode estar nesse intervalo. Logo, m-e &
uma cota superior para [an}. Sendo m~e < m, isso con-
tradiz o fato de que m & o supremo de {an}. 0 absurdo
pr;veio da suposigdo de que m nfo fosse o limite de (an)
Logo, m €& o limite de (an) e a demonstragdo estd com-

pleta,

EXERCICIO 1 - Demonstre o seguinte resultado: "Seja (an)
uma sucessdo ndo crescente tal que ¢ conjun
to {an} tem cota inferior. Entdfo, (an) é convergente

e seu limite € o infimo do conjunto {an}.

EXERCICIO 2 - Usaremos o resultado do Exercicio 1 acima
para dar uma outra demonstraggo de que

n n -, e

r + 0, gquando 0 < r < 1. Ora, (r ) & uma sucess3o

decrescente e 0 € uma cota inferior para ela. Pelo coro-

ldrio, existe mz= O tal que o + m. Pela Propriedade 2

P n n+l n
de limites, segue-se que r r = T -+ rm. Mas, (r } e
n+1 A - - . Y e . .
(r ) tem o mesmo limite m, pois & excegao do primeiro
n . . n+l
termo de (r ) ambas coincidem. Como, ento, (r )

converge para m e para Irm, segue-se- que rm = m, o0 que

implica m = O, pois r < 1,

EXERCICIO 3 -~ (Teorema dos intervalos encaixantes). Seja




5l

La,b] D [a2,b2] D.,..2 Ean,bn] S... uma sucessdo de inter
valos fechados, cada um contendo o seguinte. Suponha que
a sucessdo (bn—an) dos comprimentos de tais intervalos

tende a 0., Demonstre que existe um dnico ponto ¢ comum
a todos esses intervalos. (Sugestao: Considere as suces-

sGes mondtonas (an) e (bn) e aplique o Teorema l.4.)

~
EXERCICIO 4 - D& um exemplo para mostrar gue & conclusfo
do exercicio precedente nfo se verifica se
N
os intervalos forem abertos. Mostre também que se os com
primentos dos intervalos nfo tenderem a zero, a intersec-

¢do pode ser vaszia; para tal use intervalos infinitos.

EXERCICIO 5 - Mostre que a sucessfo V2, /2 s 2,0,

24/24/2, .. converge para 2. (Sugestfo:

seja s, © termo geral da sucess8o. E claro que S+l =

= 42+5n. Mostre que s, < 2, para todce n, do seguinte

modo: admita que s > 2 e conclua que (s,) ¢ decres-
cente, o que ndo & possivel., Use o Teorema l.4 para con-

cluir que sh + s, Portanto s = +2+s, de onde se segue

s=2.)

n
a

EXERCTCIO 6 - Mostre lim _—~= O, onde a & real positi-

vo dado. (Sugestfo: mostre que a partir de

um certo 1n & sucessfdo torna-se decrescente. Representa

a
por bn o termo de ordem n. Tem=-se bn+1 = bn el
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Como (bn) converge em virtude do Teorema 1.4 obtemos o

resultado).

1.10 - 0 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Diz-se que um subconjunte A de R 1limitado se
existe um k > O tal que Ix] < k para todo x € A. Em
outras palavras, um conjunto & limitado se ele esta conti

do em algum intervalo. Ou ainda, se ele tem cota infe-~

T

rior e cota superior. Dizemos que uma sucessao (an)
limitada se ela estd contida em um conjunto limitado A,
isto &, se a € A para todo n. (H um certo abuso

de linguagem, pois, como chamamos a atengdo anteriormente,

o o d ” +
uma sucessao nao € um conJunto.)

TEOREMA 1.5 - (Bolzano-Weierstrass). Toda sucessfo limita-

da (an) contém um subsucessdo convergente.

Demonstragfo: Definimos um conjuntoe B de reais do seguin

te modo: "x € B se existe no mdximo um mi-
mero finito de termos de (an) que sfo méiores que x ",
Por exemplo, se M & o sup de A, onde 4 & um conjun
to limitado contendo (an), entdo gqualquer ponto x > M
Pertence a B. Exemplifiquemos ocutra possibilidade: seja

(an) = (1/n); entfo, qualquer real positivo T pertence
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a B, pois, apenas um ndmero finito de termos de (an)
sfo maiores que 1r; nesie exemplo, B seria precisamente
o conjunto dos reais positivos. Um terceiro exemplo se-
ria (an) a sucessfo 1, 1/2, 1, 1/3, 1. 1/4,...; neste
caso x € B se, e s se, x = 1l; observe que pontos

x < 1 e perto de 1 nfio pertencem a B, pois, apesar de
apenas ©0s termos iguais a 1 serem maiores que Xx, eles
sfo em mimeroc infinito. Voltemos ao caso geral. B € um
conjunto com cota inferior, pois, qualquer cota inferior
de A & obviamente cota inferior de B. Portanto, pelo
Postulado de Dedekind., B tem infimo, seja m tal infi-
mo., Agora vamos construir uma subsucessdo (anj) de (an)
tal que anj + m. O intervaloe (m-1, m+l) contém um ni-

mero infinito de termos da sucessfo (an), pois, de outro

modo, m~1l estaria em B, e portanto, m nfo seria o in
fimo de B; tome um desses termos de a anl, entdo
a - m| < 1.
g, -l
0 intervalo (m - 1/2, m + 1/2) contdm um nidmero

infinito de termos da sucessdo (an), ¢ que se prova do

mesmo modo que no caso precedente; seja an2 um tal ter-

mo e tal que n, > n,. (Observe que an2 pode ser igual

a anl!). Entfo,

]a - ml < 1/2.

o

Assim por diante, tomamos a, € (m - 1/5, m + 1/3) e
J
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Sseey N, » n.. Deste modo constroi-se

ﬁal que n‘j > n 2 1

j-1

uma subsucessdo (a, ) de (ah) tal que a, - m quan-
J J

de Jj -+ =, pois

|anj - ml < 1/,

Se ja (an) uma sucessfo e ¢ um nmimerc real. Di-

, ~ ol
zemos que c¢ € um ponto de acumulacfo da sucessfo (an)

se, para cada e > 0 dado, existe um mimero infinito de
inteiros n tais que lan—c| < ¢. 'E fdeil de ver que ¢
¢ um ponto de acumulagdo da sucessdo {a ) se e somente
se ela contém uma subsucessfic convergindo para ¢, O teo
rema de Bolzano-Weierstrass pode ser também enunciado
assim: "Toda sucessfio limitada tem pelo menos um ponto de
acumulagdo.” E claro que tal ponto pode ser ou nio um

termo da sucessdo.

EXEMPLOS: (i) a sucessfioc 2,2,... tem um dnico ponto de
acumulagdo: 2.
(ii) a sucessio 1, 1/2, 1, 1/3, 1, 1/4,... tem dois
pontos de acumulagfio: 1 e O.
(iii) a sucessio 1, 2, 1, 3, 1, 4,... tem um ponto de

acumulagfio: 1.

Seja A um subconjunto de R. Umnmal c &€ um

pontoc de acumulagﬁo do conjunto A se, para cada e > O,

existe um ndmero infinito de ¥ € A +tais que |y-x| < e.
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E claro que conjuntos A com um mimero finito de pontos
ndo podem ter pontos de acumulagfo. Hd, por outro lado,
conjuntos infinitos que nfo tém pontos de acumulagfo; por

exemplo {1,2,3,...}. Entretanto vale o seguinte resulta

do.

PROPOSIGAC 1.1 - Todo conjunto infinito limitado A de
numeros reais tem pelo menos um ponto

de acumulagdo.

Demonstragdo: Temos falado tanto em conjunto infinito,

mas até agora nio o definimos. Bom, ndo o
fizemos porque todo mundo tem uma nog§0 intuitiva do que
queremos dizer. Mas, jd que vamos dar uma demonstracgiio
em que esse conceito entra de modo essencial, serd neces-
sdrio formalizd-lo. Um conjunto A € infinito se existe
uma aplicagdo injetiva de W em A, ou seja, existem
x € A, n€ N, distintos dois a dois, isto <, x # x
para n # m. Agora demonstramos a Proposigdo 1.1 sim-
plesmente considerando a sucessdo (xn) e aplicando o
teorema de Bolzano-Weierstrass para concluir que existe
um ponto de acumulagdio ¢ da sucessfo (xn). E fdcil de

ver que tal ¢ € também um ponto de acumulagdo de A4,

EXEMPLOS: 1) Os pontos de acumulagdo do conjunto [0,1] =

= {x€ R: 02 x< 1} s#o todos os pontos de
fo,1].
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2) Os pontos de acumulagfo do conjunto [x€Q: 0 < x < 1}

s8o todos os pontos de [0,1].

3) 0 conjunto {l, 1/2, 1/3,...} tem um udnico ponto

de acumulagio, 0.

Observagdo: Vé-se pelos exemplos acima gue o conjunto dos
pontos de acumulagdio de um conjunto dado pode

3 > . - . fag
ou ndo interseccionar o conjunto, Pode inclusive conte-lo,

EXERCICIO 1 - Dé um exemplo para mostrar que uma sucessio
(an), como no teorema de Bolzano-Weiérstrass

pode conter mais de uma subsucessdo convergente.

EXERCICIO 2 - Sem a hipdtese de (an) ser limitada nio
se pode concluir gque ela contenha uma sub-

sucessio convergente. D& um exemplo. Entretanto pode-se

concluir gue, quando tal coisa ndo ocorrer, entfo existe

uma subsucessf@ic convergindo para -« ou 4®.

EXERCICIOC 3 - Releia a demonstragfo anterior e se conven-
ga que m € o limite superior da sucess8So

(an). Mostre que uma sucessfo (an) limitada tem limite

inferior. (Veja as definig8es de 1im sup e 1im inf,

nes Exercicios 7 e 8 da segdo 1.6).

EXERCICIO 4 - Seja S o conjunto dos pontos de acumula-
950 de uma sucessfo (an). 0O exemplo gque

A - a =
voce construiu no Exercicio 2 acima serve para mostrar
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que S pode ser vazio. Supondo (an) limitada mostre

que sup S = lim sup a e inf 5§ = lim inf S,

EXERCTICIO 5 - Demonstre as seguintes propriedades dos

lim inf e 1im sup de sucessSes limitadas:

(1) 1lim inf a = -lim sup (—an).

(ii) 1im sup(an+bn) < 1im sup a_ + lim sup b .

(SugestEO'para (ii): seja s = 1lim sup(an+bn) e seja
(anj + bnj) uma subsucessdo convergindo para s. Pelo
teorema de Bolzano-Welerstrass existem subsucessdes de

(anj) e (bn.) convergindo para =r e T

1 respectiva-

2!

mente. Logo s = r; + T,. Use o Exercicio 4 acima para

concluir a demonstragio).

EXERCYCIO 6 - Através de um exemplo mostre que desigual-
dade estrita pode ocorrer em (ii) do Exer-
cicio 5.
EXERCICIO 7 - Prove gue lim inf(an+bn) z lim inf a_ +
| + lim. inf b e
EXERCICIO 8 = Analise (i) e (ii) do Exercicio 5 no caso

de sucessoes ndo limitadas.
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1.11 - 0 critdric de Cauchy

A presente segfo trata de um critério que caracte=-
riza a convergéncila de uma sucess&o. Ele oferece uma ma-
neira de saber se uma dada sucessfo & convergente sem se
ter o conhecimento prévio do limite. Isso €& importante
Pois se em alguns casos se tem uma indicagdo dbvia do que
venha a ser o limite, em outros casos o nudmero que € o 1i
mite da sucessdo & definido precisamente pela sucessfo e
ndo se tem para ele uma representagfo decimal ou fraciond
ria simples. Tal limite € um mimero real, que pode ser
determinade aproximadamente tomando-se um termo da suces-—
sfo; quanto maior fér a ordem de tal termo melhor serd a

aproximagao.

TEOREMA 1.6 - (Critério de Cauchy). Uma sucess3o (a)) €

convergente se, e s se, dado e > Q exis-

te n, € N +tal que a_ - < € para m, n > n .

=3
m

Demonstragdo: Suponhamos, primeiramente, gque (an) seja

convergente e seja r seu limite. Entfo,
dado e > O existe n_  tal que [a - r| < ¢/2 para
nzmn_. Logo, se n e m sdo maiores que n_  temos,

usandoe a desigualdade do triéngulo:

a -a_| < lan-rl + |a_-r] < e/2 + /2

i}
O
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i

Reciprocamente, suponhamos que a condigdo do teorema seja
satisfeita e provemos que (an) é convergente. Devemos,
pois, descobrir o limite r. Pela hipdtese, dado ¢ =1

existe n, tal que

Ia -8 < l, para I, m = Il_.
LOgO’

a_=a < 1 ara o n .
n nol s P z 0,

Da desigualdade do tridngulo segue-se entdo:

la | = [anol + |an-an0] < 1 + |an0[ para n =z n_.
Seja agora k' o maior dos mimeros ]al],|a2|,...,]an -1/,
o
e seja k o maior dos dois mimeros, k' e 1 + lag |-

Portanto,

(1) |]a | ¢ k, para todo n.

Aplicando o teorema de Bonzano~Weierstrass, segue-
se que (aﬁ) céntém uma subsucessfo convergente (anj)“
e seja r seu limite. Logo, dado e > 0 existe né eEN
tal que

(2) . anj - 1| € €

para nj z nt. Por outro lado, em virtude da hipdtese,

temos que dadoe e > O existe ng € N tal que

a_ =-a | < e
n m

para T, m 2 ng. Agora, pela designaldade do triangulo,
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temos

(3) lay-rl < Ja -2 | + |a -r|

para quaisquer termos a, e ag de (an). Lpgo, ée em

‘(3) tomamos m =z max(né,ng) e n = nj P2 max(né,ng) temos
|am—r| < e + e = 2¢,

fag .
0 que prova a convergencia de (an).

Sucessfes de Cauchy. (i) Uma sucessfo (an) de mimeros

reais ¢ denominada uma sucessfo
de Cauchy se, dado e > 0, existe n, (que pode depen-
der de e) tal gque an-am < e para todos n, m > n,.
0 Teorema 1.6 diz que uma sucessdo (an)- de nimeros
reails € convergente se, e s¢ se, ela é de Cauchy. Em vir
tude deste fato, que toda sucessiq de Cauchy tem um limi-
te, o conjunto dos reais é chamado completo. A nogdo de
completo, como o leitor vé, depende somente das distdn-
cias {cf. seéio 1.5) entre os elementos da sucessdo; em
virtude disso, tal nogdo pode ser estudada em outros con-
juntos onde se pode medir "distincias" de pontos. Esses

conjuntos sfc chamados espagos métricos; ao leitor inte-

A r
ressado recomendamos a referencia E?].

) fad [ + . 4 .
(ii) Uma sucessdo (an) de numeros racionais ¢ denomina-

da uma sucessao de Cauchy se, dado e > 0, existe

n0 (que pode depender de e) tal que an—am < & para
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todes n, m=z n . (E a "mesma" defini¢fo acima, exceto
que consideramos apenas racionais.) Considerando apenas
racionais, vemos que eXistem sucessdes de Cauchy de ni-

meros racionais que nio convergem para um numero racional.

Exemplo: a sucessfio 1, 1,4, 1,41, 1,414,... que conver-

ge (no conjunto dos reais) para +2. Em virtude de haver
[ v - fad

sucessbes de Cauchy de racionais que nZo convergem para

um racional, dizemos que o conjunto dos racionais ndo €

completo.

i) 0 conjunto dos reais pode ser construido a partir

(i

-

dos mimeros racionais, do seguinte modo. Daremos,
a seguir, um esbogo do método, cujos detalhes paodem ser
encontrados na referéncia [2], cf. também [7]. A impre-
. ~ g # .
cisdo desse esbogo sera perdoavel, se conseguirmos desper
tar o interesse de algum leitor para estudar a questdo

i

mais a fundo!

Considere o conjunte € de todas as sucessOes de
Cauchy de ndmeros racionais. (Um elemento de C €& uma
sucessfo de nimeros racionais!) Como n¥o desejamos dis-

tinguir entre sucessdes que estao "perto" uma da outra

’
(por exemplo: (1 + %) e (1 - %)) consideramos um novo
conjuntoe C?!', cujos elementos sfo classes ou subconjuntos
de C. (Um elemento de C!' & um conjunte de sucessoes de

Cauchy de racionais!)} Nesse conjunto C?, define-se ope-
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ragdes de adigfo e multiplicagl8o e demonstra-se que C? &
um corpo. Define-se também uma ordem em C', e prova-se
que, com essa ordem C?' & um corpo ordenado. Finalmente,
demonstra-se que ¢ corpo ordenado C' satisfaz o Postula
do de Dedekind., Esse corpo C! & definido como o corpo

dos reais.

1.12 - Séries numéricas

Nesta segdo trataremos de atribuir um sentido &
"soma infinita'

=]

(1) nEl a = a; + 3, +eee;

onde os termos a, s8o numeros reais dados. Uma expres-

s8o da forma (1) ¢ chamada uma série numérica.

Associamos A sucessio (an) dada acima, uma nova

sucessido (An), chamada sucessfo das reduzidas ou das so-

- . d - - -
mas parciais, que € assim definida

b
1l
4
o
u

a Feast A .

Se a sucessdo (An) tem um limite S, dizemos que

”~ - rd b d

a série (1) converge, e que sua soma € S, Se a sucessio
(An) nfo tem limite, dizemos que a série (1} diverge. No

A x
caso de convergencia, escrevemos
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5 = E a_ .
n=1 n
i n
EXEMPLO 1 - El 2 . A soma parcial A & igual a
Il=
1 -271

, cf. Exercicio 2 da segdo 1.8. E cla

ro que © limite de An € 1. Logo, a série em pauta con

verge e sua soma € 1,

EXEMPLO 2 - I r", onde |r| < 1.
n=o

Deixamos ao leilor a
- . o~ “~ . i TS
verificagdo da convergencia dessa serie, e a
a ~ . -1 P
emonstragdo gque sua soma & (l-v) ~. Cf. Exercicio 2 da

fad N -
segdo 1.8, Essa € a chamada série geométrica.

@
Observagio: A série I a  converge sec, e s6 se, a série
n=1
o

I ba_ também converge, onde b & um mime-
n=1

ro real qualquer. De fato, se A ¢ a reduzida de ordem

da primeira s€rie e B ¢ a reduzida de ordem mn da

segunda série, temos qué B = bA . Portanto 1lim B =

!

«©
b lim A . Podemos, portanto escrever £ Dba

In n=1 n
o
=b E a_ .
n=1 1
[--1
TEOREMA 1.7 - A série z a_ converge se, e sé se, dado

n=1

e » 0, existe n_ (que pode depender de ¢}
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n
tal que | £ a.| < e para todos n, m= n_.
e P P 2z o

Deixamos a demonstragio a cargo do leitor e suge-
. ) . “ A N
rimos o uso do critério de Cauchy para convergencia de
e s
sucessoOes, i.e., Teorema 1.6.

o
COROLARIO 1.1 - Se a série El a ~ converge, entdo
=€ a serie -

lim a_ = 0O,
n

fad +
Observagio: O Teorema 1.7 mostra gque a convergéncia ou nfo
de uma série ndo € influenciada pelo gque se
passa em nuimero finito de termos. Mais precisamente:

. 4 - L3 I} v - b d I
seja p um numeroc inteiro positivo fixado, entdo, a sé-

=
rie z a_  converge (ou diverge) se, e s6 se, a série
n=1
[=2]
Z a converge (ou diverge).
= n .
P
o l -
EXEMPLO 3 -A série harmonica, El 5 » diverge. De fato,
=
temos
S N A RO S SRS S
j=n J n o+l terrt 3 7 3ttt 3 < 2

e aplicando o teorema acima, o resultado se segue.

@« )
EXEMPLO & -~ As séries L1 e Z n divergem.
n=1 n=1

Vé-se que a sucessfo das reduzidas tende para
+o. Neste caso a sucessio das reduzidas torna-se ilimita
£ n . -
da. A série El(-l) ¢ um exemplo de uma série diver-
=

gente cujas reduzidas se mantém limitadas; de fato a su-
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cessfo das reduzidas §& {(-1,0,-1,0,...).

Observagdo: O Exemplo 3 acima mostra que o Coroldrioc 1.1
fornece apenas uma condig8c necessdria para a

[ad 3 - .
convergencia de uma série. Em outras palavras, a sédrie

o

nEl an pode divergir e, apesar disso, pode-se ter

lim a, = 0. Entretanto, se os termos a, alternarem de
sinal, entfo a condigfdo 1lim a, = 0 & "quase" suficiente
para a convergéncia da série. Mais precisamente, temos o

seguinte resultade, que & conhecido como o Teste de

Leibniz.

TEOREMA 1.8 - (Série alternadas). Se ja (an) uma suces-

fad rd - ol - .
sdo _de numeros reais nado negativos, tais

Que a; 2 a, % ... 2 a = ... e lima_ =0, Entdo a

” .
serie a, =~ a, + a - a; + . converge
i 1 a2 3 g * *

Demonstracgio: Primeiramente, observamos que as reduzidas

de ordem par formam uma sucessaoc ndo de-

crescente. De fato

S, = (aj=a,) + (aj-aq) aaet (a2n-l-a2n)’
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A~ A . P - s
onde as expressoOes em cada parentesis sfo ndc negativas.

Analogamente, a sucessdo das reduzidas de ordem

- s
impar e nao crescente:

Sane1 = 21 (aE*aS) - (ah-a5 T (a2n_a2n+l)’
onde as expressSes em cada paréntesis sfo ndo negativas.

A seguir, observamos que a sucessfo (SZn) é limitada

superiormente, pois S <

2n 5 Sl’ e dai S, . uma

S2n+l 1

cota superior para essa sucessfdo. Do mesmo modo, a su-

cessio (S ¢ limitada inferiormente, pois

2n+l)

= 5 = 5

52n+l 2n+2 o e dai 52 € uma cota inferior para

a sucessfo das reduzidas de ordem impar. Aplicande o
Teorema 1.4, conclufimos que existem mimeros reais r e

s tais que

- ﬁ”‘

1im SEn =1r e lim 52n+l = 8. .
Como 1im S2n+l = 1lim SZn + ldim Bone1? © A, o,
segue=-se que I = s, 0 que demonstra o tecrema.

EXERCICIO‘l -~ Use o Teorema 1.4 para provar o seguinte

teorema: "Uma série de termos nfo negativos

€ convergente se, e 8¢ se, as reduzidas formam uma suces-

s8o limitada",
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EXERCTCIO 2 - Use o exercicio precedente e demonstre:

"Seja (an) uma sucessdo de mnimeros reais
.

nio negativos e tais que a; =z a, = a3 Z e Entdo, a

@©
série z a ~ converge se, e 56 se, a série abaixo con-
n=1 '

verge

nil 2 a2j =a; + 2a2 + i-;aL‘L + 8a8 + .

[=-]
Una série I a é majorada por uma série de ter
mos positivos z bn’ se existe n, tal que, para todo
n=1

n = n,, tenhamos |an| < b, E comum dizer-se que a sé-

[ -3
rie z b é uma majorante da série L a_.

w
TEOREMA 1.9 - A série Zl a_ € convergente se ela possui
I=

@

uma_sdrie majorante £ b, gue convers
n=1

Demonstragdo: Basta observar que

m m m
£ a. < = Ja;/s I by,
j=n 4 j=n -J j=n J

para n.0 < ns m, e aplicar o Teorema 1.7.
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COROLARTIO 1.2 - Suponhamos que a série de termos positi-

[=-]
vos b ¢ uma majorante de uma série

[=2] n=l n f==]

LI a divergente. Entdo a série L b € também di-
n=1 I n=1 n — "™
vergente.

=]
Demonstragao: Suponha que El bn converge e aplique o
=

teorema anterior para chegar a uma contra-
dig#o.

COROLARIO 1.3 - Se a série Z ]an| converge, entdo a

=]

s .
série I a também converge.
n=1 N

A demonstragdo do coroldrio precedente & imediata.

- e # . = -1 pus n =1
A reciproca ndo é verdadeira: I n e bX (—l) n .
n=1 n=1

EXERCICIO 3 - Aplique o Coroldrio 1,2 e mostre que a sé-
=]

rie Z nP diverge, se p < 1.
n=1

EXERCICIO 4 - Aplique o Teorema 1.9 e o Exercicio 2 acima

e mostre que a série Eln-p converge, se
=
r > 1.
o
DEFINIGX0O: Uma série nEl a, converge absolutamente (ou,
€ absolutamente convergente} se a sdérie
nil[anl conjerge. 0 Coroldrio 1.3 mostra que toda série

absoclutamente convergente € também convergente.

Apresentaremos a seguir dois tester para a conver~

" - ] *
géncia absoluta de séries numéricas.
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TEOREMA 1.10 - (Teste da razfio). Congideremos uma série
=]

a

. n+l
I a_ e suponhamos que lim |
n=1 N« n

te. Seja 4 tal limite. Entfo: (i) a série converge abso-

| exis-

AS
lutamente se 4 < 13 (ii) a série diverge se 4 > 1;

(iii) o _teste nfo fornece informagdo se 4 = 1.

a
Demonstragfo: (i) Do fato que 4 = 1imL—%il4, segue-se
n

que existe n, tal que

a
(l) i—%i;4 <= b , pdra n 2 s

onde b = (1+4)/2. Observe que b < 1. De (1). cbtemos

ol = Ol |
ian +2| < blan +lI
o )
no+pI bian0+p-lI !
e dai se segue:
|an . | bp|an .
otP o

oo
A desigualdade acima mostra que a série & |a

p=1 n0+p]

o <

¢ majorada pela série geométrica I |a, |bF = |ap | Elbp.
o} Q p=1.

Como b < 1, segue-se, pelo Toorema 1.9, que a série

[--]
pEl]an| converge.

(ii) como ¢ > 1, segue-se que existe n  tal que, pa



=-73=-

ra n =2 ns tem=-se

Logo |a 2 Iani, para n 2 n . Portanto, Gﬁg

n+l|

ndo pode convergir para 0. Logo, pelo Coroldrio 1.1, a

[+]
série I a deve divergir.
n=1 o
. =1 o .2
(iii) Para as séries I n e I n", temos 4 = 1.
n=1 n=1

Por ocutro lado, a primeira série diverge, enquan
to a segunda converge.

o

TEOREMA 1.11 - Consideremos a série El a, e suponha-
n=

mos que lim glanl existe. Seja 4 esse

limite. Entfo: (i) a série converge absolutamente se

L < 1; (ii) a série diverge se 4 > 1; (iii) o teste

nfo dd informagfo se 4 = 1.

Demonstragfo: (i) Pela definigio de limite, segue-se que

existe n, tal que, para n 2 I, te=-

mos
(2) Vla | = b,
onde b = (l+£)/2a Observe que b < 1. De (2) obtemos

]anl < b%, para =n 2 ng.

-]
A desigualdade acima mostra que a série El |an|
n=

o
6 majorada pela série geomdtrica L b, Como b < 1,
n=1
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segue~se, pelo Teorema 1.9, que a sdrie ngl ]an| conver
ge .

(ii) Se 4L » 1, concluimus que existe n, tal que,

para n z n_, temos 9T;;T = 1, Dai lanl z 1,

para n =z n_, e portanto, a sucessdo (an) nao tende a O.
Pelo Corglério 1.1, concluimos que a série ngl a,  diver
ge.

(iii) ¥ fdcil ver, usando resultados da seg¢fo 1.8, que

@ -1 @ -2
£ = 1 para as séries L n e I n”. A

n=1 n=1
primeira série diverge, enquanto a segunda converge.

EXERCICIO 5 - Beja (xn) uma sucessdo de termos positi-

vos convergindo para 1 > 0. Mostre que

lim %xn = 1,

EXERCICIO 6 - Sejam SRR TL mimerocs reais positivos.
Mostre que

1lim

= max{al,. . .,ap} .
N-So

Ja]
[
Ilﬂ
=
[
[T

Sugestfo: chame m maior dos mimeros Bireresd, @ seja

; n/ P n
b. = aj/m. 0 problema ¢ mostrar _Zl bj + 1),

J J=
r x I
EXERCICIO 7 - Demonstre que as séries El nr e
=
fod
Ei n{n=1)r" convergem se |r| < 1.
In=
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=]
EXERCICIO 8 - Se nél a ~converge e a = 0, mostre que

=]

. 2 a

a série El a. também converge. De um
n=

exemplo para mostrar que a condigdo a, z 0 ndo pode ser

dispensada,

[--]

EXERCICIO 9 - Demonstre que se asdrie El a ~de termos po-
n=

» N L4 o gl - Iy
sitivos e convergente, entao a serie

-

também &. (Sugestﬁo: use o Teorema 1.7 e a desi

s Mn
n=1
gualdade de Cauchy-Schwarz para obter uma estimativa da

diferenga de duas reduzidas).

1.13 -~ Representacfo decimal

Nesta segdo0 mostraremos como os numeros reais po-
dem ser representados por expressOes decimais. Restrin-
gir-nos~emos aos reais do intervalo EO,l); os demais se-
r8o reduzidos a esses mediante translagdo conveniente por

- - - s L = -
um numero inteiro. Uma decimal € um conjunto enumeravel
. o 2 ’
cujos elementos sdo os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9;
uma decimal serd representada assim: -3, a, a3 +es, onde
o ponto antes dos a's € para indicar que estamos consi-
derando apenas o intervalo Lo,1), e a; é um dos dez al

garismos acima. Seja & o conjuntoc de todas as decimais.

~
Nosso objetivo serd estabelecer uma correspondencia entre

® e o conjunto dos reais no [0,1).
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Definimos a fungdo 1: § + R pela expressdo

= a
n -
f(.a A,ess) = Z —— o+ Inicialmente observamos que essa
172 n=1
= 10

série € convergente; de fato ela € majorada pela série geo

[=1]
métrica El-I%E cuja soma € 1. A seguir observamos

n=

gque f ndo € injetiva pois,
(1) f(.al...aj_l(aj—l)99...) = f(.al...ajOO...)

Por outro lado, se 61 = .8 8geen, 6, = .bl LPREE
e f(ﬁl) = f(62) mostraremos que & e & devem ser

1 2

da forma das decimais que aparecem em {1). De fato seja

j o primeiro indice onde o a €& diferente de b: supo-

@ a_-b
nhamos a., < b.,, Entfo de I 0.2. 0 obtemos
J J n=1 lon
1 bj-aj @ an-bn @ g 1
() —ge—7= L —5-% L —g=—7;
10 109 n=j+l1 10 n=j+1 10 10

e logo em (2) sd temos igualdades e dai se segue que

bj = a'j + 1, a, = g9 e bn =0 para nz j+l.

5¢ definirmos #£%* como o subconjunto de & for-
mado por decimais que nfo tém todos os elementos iguais a
9 a partir de uma certa ordem, entfo a fungdo f, defini-
da acima, restrita a 8% & injetiva. Mostraremos agora
que f & sobre [0,1), e portanto temos a correspondén-

cia biunivoca
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8% «= [0,1)

[+ a

n
B, A reewd I —
1 "2 n=1 10"
Seja pois 1 € [ ). Consideremos a decomp031950

9
[0,1) = U io

) e portanto r pertence a um e sd

1 R N
um desses subintervalos: r € Il [10’ 10 ). A seguir
9 .
1 ‘ 1 el
consideremos 16’ l LJ 32 y— 4 5) e
j=0 - 10 10 10
a a a a_ +1
selecionemos a tal que r ¢ I, = [—i-+ -EE’ 1 .2 2%
2 10 10 10 10

E assim por diante. DPelo teorema dos intervalos encaixan
[+

tes, rw I consiste de um dnico ponto} in designa o
n=1

intervalo fechado que tem as mesmas extremidades que In'
Comao r} I 3> r, segue-se que a sucessio formada pelas

exiremidades esquerdas dos In converge para I, € pPOTr-

@ a.
n

n=1 ;o™

tante r = s € a decimal que se toma para corres-

ponder a r @& .al az...
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capITULO 2

AS FUNGOES REAIS

2,1 - Fungdes Reais

Na gegdo 1,1 definimos o conceito geral de fung#o.
Neste trabalho, porém, estamos interessados em um tipo eg
pecial de fungBes, as fungdes reais. Diz-se que uma fun-
gdo f & real se seu campo de definigdo € o conjunto R
ou um subconjuntc dele, e seu contradominioc € o conjunto
R. Usamos a notagfo 8(f) para designar o campo de de-
finigfo da fungdo f.
EXEMPLOS:
x para todo X € R. Aqui #&(f) = R.

(1) £(x)
(11) £(x)

I

X para X € [0,1]. B(f) = [0,1].

(iii) f(x) = x + 1 para x € (0,1)

0 para x = 0. #8(f) =L[0,1).

(iv) £(x)

2x-1 para x € (1,2]. 8(f) = (1,2].

(v) f£(x) x? para x € R. #(f) = R.
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(vi) f£(x) = /x para x =2 0. 8(f) = [0,+=).
(vii) f£(x) = |x| para todo x ¢ R. BO(f) = R.
(viii) f(x) =1, para x> 0

0, para x = 0

-1, para x< 0., B(f) = R.

(ix) rf(x) = Ix], para todo x € R, onde [x] designa

0 major inteiro menor ou igual a x. 8(f) = R.

(x) f(x) = 1/x, para x £ 0. B(f) € o conjunto R

menos o pontoe x = 0,

Um modo de interpretar geometricamente uma funggo
€ tragando seu grdfico. Para isso tomamos um sistema car
tesjiano de coordenadas, isto &, um par de retas perpendi-

culares onde se marce o O e o 1, como se indica na figu-

ra 6,
1
R, 0 1
R?.
Fig. 6
Assim, como jd se viu na segdo l.4, cada ponto da
reta R é representdvel por um real, o mesmo acontecen-

1

do com os pontos da reta R2. Vé~se entfo que dado um
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ponto P do plano podemos determinar um nudmero real x

como & intersegdo da reta Rl com a reta perpendicular

a Rl e passandb por P, Um outro real ¥y & também de=-

terminado como a intersegfo da reta R, com a reta per-

pendicular a 'R2 passando por P,

Pig, 7

Com esse procedimento,'associamos a cada ponto P
do plano um par (x,y) de reais, que sfo chamados as
coordenadas de P. Reciprocamente, dado um par (x,y)
de reais, determinaremos um ponto P como a intersegio

da reta perpendicular a Rl passando por x com a reta

perpendicular a R2 passando por ¥y. VeJja os exemplos
da figura 8. 4
L3
2., 02
-z,3/2)

i
M S

-4 -3 -z T
Fig, 8 !
i

(-1,-5/2) [ 3
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Pelo que acabamos de expor, vé-se que hd uma cor-
respondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pa-
res (x,y) de reais. A primeira coordenada, x, € sem-
pPre marcada sobre a;. reta Rl, que € chamada o eixo dos x.
A segunda coordenada, ¥y, € marcada sobre a reta R2, que

¢ chamada o eixo dos 7¥.

Voltemos a questdo da interpretagfo grdfica de uma
fungdo., O grdfico de uma fungfo f & o subconjunto do
plano formado pelos pontos (x,f(x)), quando X percorre
o campo de definigfo da fungdo. Tracemos o grdfico das

fungdes definidas acima. (Veja fig. 9.)

@) (vii)

1
W
]
(o]
1
—
Wheserasnaa

i i 01 2
-1 1 i :
: i — -1
i ..__i. ........ -2
(viii) : '
i ] -3 {ix)
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fard - > ) . -
N&o € diffcil ver que o grdfico de 1/x & simdtrico em

relagdo & diagonal A indicada na figura 12.

2.2 - Limites laterais de uma funcfo

Consideremos uma fungfo real f: A 4+ R definida

em um subconjunto A dos nudmeros reais.

DEFINIGEO 1 - Seja ¢ um ndmero real tal Qque, para algum

d » ¢, o intervalo aberto {c,d) esteja
contido em A, Esta situagfdo ocorreria, por exemplo, se
A = (a,b] e ¢ fosse um ponto do interior do intervalo
(a,b] ouse ¢ =a. A fungfo f: A+ R tem limite & di-

reita no ponto ¢ se existir um real r tal gque, para

qualguer sucessdo (xn) contida em A, com X, > C, e
convergindo para ¢, tenha-se que a sucessido (f(xn))
converge para T, isto &, lim f(xn) = r. Tal mimero T

é chamado o limite & direita de f no ponto ¢, o qual €

geralmente designado pelas notagdes f{c+) ou 1im f{x).
X4C+
Observe que a fungdo nfo precisa estar definida no ponto

¢ para o limite & direita existir, pois ¢ podia ser

jgual a a no caso A = (a,b] exemplificado acima,
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DEFINICXO 2 - Seja agora ¢ wum real tal que, para algum
c' < c, o intervalo aberto {c',c) este-

ja contido em A. Por exemplo, A [a,b) e Cc um pon-

to interior do intervalec A ou ¢ b.. A fungfo f:4 + R

tem limite & esquerda no ponto ¢ se existir um real s

tal que, para qualquer sucessio (xn) contida em A, com

]
)
M

X, < ¢, e convergindo para ¢, tenha-se 1lim f(xn)
Tal nimero s €& chamado o limite & esquerda de f no
ponto ¢, o qual € geralmente designado por f(c.) ou
1im f(x). Como no caso do limite 3 direita a existancia
x4C-

do limite & esquerda no ponto ¢ nada tem a ver com a

fungdo estar ou nio definida no ponto c.

DEFINIGAO 3 - Seja agora ¢ um real tal gque existam in-
tervalos abertos (c',c) e (c,d) contidoes %

em A. Por exemplo, isso seria o caso se A contivesse E

um intervaleo I e ¢ fosse um ponto do interior de I;

ou ainda, se A fosse composto de dois intervalos conse-

cutivos, como por exemplo, [0,1) e (1,2) e c = 1.

Vé-se, no primeiro exemplo, que ¢ pertence a A, e no

segundo, que ¢ nfo pertence a A. A fungfo f: A4 R

tem limite em um tal ponto ¢ se existem os limifes a di

reita e a esquerda, f(c+) e f(c-), e s¥o iguais. Esse

valor comum & chmado o limite de f no ponto ¢ & desig

nado por %ig £{x}.
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As definigSes dos limites laterais de uma fungdo
f no ponto ¢, usando sucessJes (xn) convergindo para
¢, foram preferidas no presente trabalho por dois moti-
vVos: (l) parece-nos mais fdcil entender tais limites re-
lacionando-os diretamente com os limites de sucessSes jd
estudados, (2) as demonstragfes dos teoremas e dos exer-
cfcios da segdo 2,3 sfo mais simples usando essas defini-
gdes, Entretanto o problema de, dada uma fungfo, provar.
que certo ndmero ¢ seu limite lateral, problemas dessa na
tureza s3o mais facilmente resolvidos usando os resulta-
dos abaixo, os gquais d3o condigles necessdrias e suficien
tes para ser limite lateral. Em alguns textos essas con-

digBes sdo as prdprias definigSes dos limites laterais.

TEOREMA 2.1 - Seja f: A+ R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que o intervalo (c¢,d) c A para

algum d > c. Entdo, a condic@io necessdria e suficiente

para que T seja o limite lateral & direita de f no

ponto ¢ & que dado € > O, exista § > O (8 depen-

dendo de e€) tal que lf(x)-r| < € para c < X < c+b.

Demonstracdo: 1) A condigfo & suficiente. Dada (xn)

tal que XL € (c,d) e x. + c, e dado
e > 0 segue-se que existe n fal que x e (c,c+b)

para n 2 nO.Orb é aquele do enunciade. Portante usando
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a hipdtese obtemos |f(xn)—r| < € para n = n_. Mas
isso quer dizer que f(xn) 4+ r. 2) A condigdo € necessd-

ria. Suponha, por contradigao, que exista eo > 0 tal
que para todo 8 > O se tenha‘ |f(x)—r| > e_ para algum
x tal que ¢ < x < c+b, Tomando-se para & os termos
da sucessdo (%), obtemos uma sucess3o (xn) tal que

x_ 4+ c¢c e |f(x )=} > € . Mas isso contradiz o fato de
n n o

r ser o limite lateral & direita de f no ponto c.
Assim fica estabelecida a necessidade da condig¢fo do teo-
rema, |

De modoc andlogo demonstram-se os resultados se-

guintes:

TEOREMA 2.2 ~ Seja f: A+ R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que o intervalo (c',c) C A para

algum c¢' < ¢. Entdo, a condicHo necessdaria e suficiente

para que T seja o limite lateral 4 esquerda de f no

ponto ¢ € que, dado € > 0, exista 6 > 0 tal que

|£(x)-r| < ¢ para c-8 < x< c.

TEOREMA 2.3 - Seja f: A -+ R uma fungdoc real e ¢ um

ponto tal gue os intervalos (c',c) e

(c,d) estejam contijdos em A para alsum c¢c?' < ¢ e al-

gum d > c. Entdo a condigfo necessdria é suficiente

para que I seja o limite de f no ponto c¢ & gue dado
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e >0 exista 6 > 0 tal que |f(x)wr| < e para

0 < |x-c| < 6.

Usando esses teoremas podemos estudar eficiente-
mente os limites laterais das fungEes exemplificadas na

segfo 1.2,

(i Para a funcgfo (i) temos f(0+) = £(0-) = 0, e
¢

portanto lim f(x) = O.
x40 ‘

(ii) Para a fungfo (ii), 1im f(x) =nfo existe, ape-
x40
sar de f(0+) existir,

(iv) Para a fungfo (iv), f£(1+) =1, e f nfo & de-
finida para x = 1,
(v) Para a fungfo (v) temos 1lim f(x) = 4 pois
xrd 2
[x*-u| = |x+2]|x-2| < 5|x-2|

para O < |x-2| < & « 1. Portanto dade e > 0,

tomemos § = €/5.

(viii) Para a fungdo (viii), f(0+) =1 e f(0-) = -1,

enquanto f(0) = 0,
(ix) Para a fungfo (ix), f(3+) =3 e f(3-) = 2.
(x) Para a fungfio (x), f(0+) e f(0-) nioc existem.

0 leitor pode facilmente ver que para 0s exem-

plos (ii), (iii) e (iv), as fungles tém limite & direita
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em certos pontos, mas ndo limite A esquerda, ou vice=ver-
sa,

O exemplo (x) € de uma fungdo para a qual f£(0+) e
£{0-) ndo existem. Neste caso, a nio existdncia desses
limites decorre do fato que a fungﬁo se torna ilimitadar
nas proximidades de 0., Nas circunstancias do exemplo (xi
¢ comum dizer que o limite lateral € +o ou -o confor—
me o caso. O leitor deve, porém, compreender que isso &
uma convengdo e que de nenhum modo essa situaglo estd in-
corporada na definigfo. (De fato, +® e -=» nfo sfo
nﬁmeros!). Daremos agora um exemplo de uma fungio cujos
limites laterais em um ponto nfo existem, apesar de a fun

gHo se manter limitada:
1
f(x) = sen < » para x £ 0.

Para esta fungfo, f£(0+) e T£(0-) nio existem.

O cardter local do limite. Nas trés definig8es acima pe-
.diu—se a existéncia de inter-

valos adjacentes ao ponto ¢ onde a fungdo f fosse de-

finida e uma certa propriedade fosse vdlida. FE fdcil de

ver qﬁe, no caso da Definigdo 1, poderiamos tomar, em vez

do intervalo (c¢,d), qualquer intervalo (c,d'), com

c < d!'< d. Em outras palavras, f{c+) existe se, e so=

mente se, existe um real r tal que, para qualquer d!
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com c¢ < d!' £ 4, temos que: dada (xn) c (c,d') e con-
vergindo para ¢, entdo f(xn) converge para T. 1sSo
mostra que a questdo da existéncia dos limites em um pon-
to depende tdo somente do comportamento da fungfo “"perto"

dagquele ponto.

+

TEOREMA 2.4 - Seja f: A2 R uma fungfo real, e suponha-

mos que ¢ seja um real tal que existam in-

tervalos (c',c) e (c,d) contidos em A. Entfo, f

tem limite no ponto ¢ sSe, ¢ sd se, existe um mimero

real r, tal gue f(xn) » r, para qualguer sucessdo (xn),

contida nos intervalos (c',c) e (c,d), e convergindo

para C.

Observagfoi Como antes ndo se requer que ¢ pertenga a
A. As sucessdes (xn) nf¥o estfo necessaria-
mente em um mesmo intervalo (¢',c) ou (c,d); elas po-

dem oscilar de um lado e¢ outro de c.

Demonstragio: Deixamo-la ao leitor. Como sugestio lem-

bramos que hd trés possibilidades quanto a

localizagf@o dos termos Xt 1) existe um n tal que
para todo nzn_, x € {ct,c); 2) existe n_  tal que
para tedo n =z mn_, x € (ec,d); 3) x, se comp3e de duas

subsucessdes (xn ) e (xm ) satisfazendo respectivamen
J J
te 4s condig¢8es postas nas Definigl8es 1 e 2 'acima.
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Observagi : 0 que estabeleceremos a seguir tem o mérito

de gimplificar a verificagfo se certo nudmero
r & limite lateral (ou limite} de uma fungdfo f num pon
to c¢c. Na Definig&o 1 acima vimos que deviamos tomar to-
das as sucessfes (xn) contidas em A convergindo para
c ecom x > cC e provar gue f(xn) +.r. Uma pergunta
natural é a seguinte: serd necessdrio verificar isso para
todas as sucessSes? E também natural esperar-se que bas-
te considerar as sucessdes decrescentes. F isso gue pro-
vamos a seguir, Suponha, entfo, que para toda sucessfo
decrescente (xn) contida em A convergindo para c
tenhamos f(xn) + . Seja agora (yn) uma sucessio ar-
bitrdria contida em A com Yn > c e yn =+ cj; suponhamos,
por contradigfio, que f(yn) " nflo convirja para r. Logo,
existe d > 0 e uma subsucessfo (yn_) de (yn) tal -~
que: (*) |f(yn_) - r| > d. Como (yn_) converge para

J

J

c e Yy, > ¢ segue-se que existe uma subsucessfo (ym)
J

de (yn_), a qual € decrescente e converge para c.

J
(Prove isso!) Entf8o, pela hipdtese, temos que f(ym) + T,
0 que contradiz a desigualdade (*) acima. De modo andlo-

go podemos provar gue na Definigfio 2 basta tomar sucessses

X, 9due Se jam crescentes,

Limites quando x 4 ®, Ao tentar tragar o grdfico de uma

fungfio f: A4 R definida em um
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conjunto A que contédm um intervalo infinito (por exemw

plo, 42 [a,+»)) vemos que ¢é extremamente importante sa

ber qual é seu comportamento para valores arbitrariaménte
AN

grandes de x, ou como é comum dizer-se, guande x tende

para +=, Uma resposta adequada a esse problema serd comn

seguida através da introdugfio do limite de f({x) quando

x + +=, e do limite de f{x) quando x + -=, o que fare-

mos a seguir.

Seja A um subconjunto de R que contém um inter
valo da forma [a,+m) para algum mimero real a. Uma
fungfo f: A B,‘tem limite gquando x 4+ 4o se existe um
nimero real r tal que, para gualquer sucess&o (xn) con
tida em A e tal que X, e, tem-se que f(xn) -+ 1.

O mimero r €& chamado o limite de f({x) gquando X =+ +a, e

se usa a notagdo r = lim f(x).
X4 e

EXEMPLC 1 - f{x) = sin x, para todo x real, Apesar de
nio havermos introduzido ainda as fungdes

trigonométricas, imaginamos que o leitor seja familiar

. com as mesmas, e queremos dar este exemplo para mostrar

que o limite de f{x) quando x =+ +» pode nfo existir,

De modo andlogo podemos definir o limite de f{x)
quandoe x =+ -», para fungles f: A+ R, cujo campo de de-

finigf8o A contém intervalos de forma (-=,a].
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EXERCICIO 1 - Seja f: A + R uma fungfo definida em um
conjunto A, o qual contédm um intervalo da
forma [a,+M). Prove que r € o limite de f(x) quando
X+ +o» se, e s6 se, dado € » O existe um real N (o
qual pode depénder de €) tal que [f(x)-r! < & para to

do x = N.

EXERCICIO 2 - Enuncie e prove um resultado aﬁdlogo para

limite de f(x) quando x + -w.

EXEMPLO 2 - f(x) = Il—- para x > -1. Temos |f(x)-0| =
+X

=X <e para x > N onde N & um intei-
l+x
ro maior que'-% - 1. Logo 1lim f(x}) = 0.
X o0
x+1 ‘
EXEMPLO 3 - f(x) = <~ Para x> 0. Neste caso
|£(x)-1] = %, e usando um argumento semelhan 3

G

te ao do exemplo anterior, mostra-se que lim f(x) = 1.
Xe=p O

EXEMPLO 4 - f(x) = x> para todo real, Neste caso

f(x) > x se x> 1, o que implica que nfo
pode existir nenhum mimero real r > 0 que seja |
lim f(x). Como, para qualquer M > O dado, existe N > 0
X+

tal que f(x) > M, para x > N, dizemos que

lim f(x} = +w.

X+ +co

EXEMPLO 5 - f(x) = -x>. Como no exemplo anterior

lim f(x) nfo existe pois £(x) < -x. Acon~-
X+ +®
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tece entretanto que dado M > O existe N > O tal que
f(x) < ~M, para x > N. Neste caso dizemos que

lim f(x) = -=.
X4 +oo

#

EXERCTCIO 3 - Mostre que o limite de f no ponte ¢ e

determinado univocamente. Isto &, se
1im £(x) = r e 1lim f(x) = s entdo T = s.
x4 C xhc

EXERCICIO 4 - Seja [x] o maior inteiro menor ou igual a

Lx]
x, Mostre que lim -/x = 1. (Sugestfo:
X5 +oo

use o Exemplo 3 da segHo 1.8).

EXERCTCIO 5 -~ Seja f: A + R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que (c',c) C 4 e (c,a) c &
para algum c!' < ¢ e algum d > c. Mostre gque o limite
de f em ¢ existe se e sé se dado € > O podemos de-
terminar & tal que |f{x)-f(y)| < e para 0¥ | x-c|< &
e 0< |y-c| < 8. (Sugestdo: seja (xn) uma sucessfo
contida em A convergindo para c¢. A sucessdo (f(xn))
& ent®o0 de Cauchy. Pelo Teorema 1.6 existe r tal que
f(xn) 4 r. Agora dado € > 0 tome & > 0 tal que
|£(x)-£(¥)| < % para 0 < |x-c| €8 e 0X |y-c| < &.
Seja n_ tal que, para n > n, [f(xn)—r] < % e

Ixn—c[ < §. Use finalmente |f(x)-r] s |[f(x)-f(x, )| +
o

+ [f(xno)-r| .
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EXERCICIO 6 - Seja f: R+ R, Mostre lim f(x) existe,
X4 4@
se e somente se, dado € > 0 podemos de-
terminar N tal que |f(x)-f(y)| < € para .x,y 2 N,

(Sugestfo: proceda como no exercicioc anterior, obtendo

primeiro um mimeroc r que seja o candidado a lim f(x)).
X4 oo

2.3 - Operacles com limites de fungdes

Pode-se definir operagles de adigdo e multiplica-

g¢8o de fungSes reais do seguinte modo.

Definigfo de adig8o. Sejam f: A+ R e g: A R duas

fungSes reais com os mesmos campos

de definigfo. 4 fungdo s: A+ R definida por
s(x) = £{x) + g(x)

para todo x € A, é chamada a soma das fungles f e g,

e se designa por f + g.

Definic8o de multiplicacfo. Sejam f: A9 R e g: A R

duas fungles reais definidas
sobre o mesmo subconjunto A dos reais. A fungdo

p: A+ R definida por

p(x) = £(x) e(x)
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para todo x € A, € chamada o produto das fungdes f e

g, e se designa por fg.

Observagao: 0 leitor pode ver facilmgnte que as duas ope=
ragSes, acima definidas no conjunto das fun~

gdes reais do tipo f: A » R, satisfazem ds leis comuta-

tiva, associativa e distributiva. Isso decorre do fato

de serem os reais um corpo, cf. segfo 1l.h.

Um caso particular da multiplicagfio € aquele em
que , g(x) € uma fungdo constante, isto &€, g(x) = a pa-
ra todo x € A. Portanto, af, onde a & numero real, &

a fungfo real definida por (af)(x) = af(x).

Definigfo da fungﬁo |f . Seja f: A+ R uma fungdo real.

A fung8o |f|: A+ R €& definida
por

[£1(x} = [£(x)]

para todo x € A.

Definigfo da fungdo 1/f. Seja f: A+ R uma fungdo real

tal que f(x) # 0 para todo

x € A, A fungdo 1/f:+ A+ R ¢ definida por
(1/£)(x) = 1/£(x)
para todo x € A,

Agora enunciamos algumas propriedades do limite de
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fungSes em um ponto.

TEOREMA 2.5 - Sejam f: A4 R e g: A+ R duas funcles

reais definidas em um subconjunto A de R.
Entdo:

(a) Se os limites & direita de f e g no ponto o

existem, entfo as fun¢ldes f + g, fg e |f]| tem

limite & direita no ponto ¢ e:

(1) lim+ [f(x)+e(x)] = lirn+ £(x) + lim+ g(x)
(2) lim [f(x)-g(x)] = lim+ £f(x) - lim+ g(x)
(5) vim [£(x)] = |1im £(x)]

x+ct x»ct

(b) Enunciado andlogo para os limites & esquerda,

(c) S5e os limites de £ e g mno ponto ¢ existem,

entdo, as fungles f + g, fg e |f| tem limite

no ponto ¢ e

() tim [£(x)+g(x)] = Lim £(x) « 1im g(x)
(5) 1im [£(x)+g(x)] = lim £(x) » 1im g(x)
(6) lim |[f{x)}| = |1im £(x) |A

X=»C Xx+C
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Demonstragfo: Para ilustrar demonstremos a relag#o (1)

as relagdes (2), (3) e as andlogas para o
limite 4 esquerda tém demonstragfes femelhantes. Seja
(xn) uma sucessdo decrescente contida em A e conver-
gindo para c. Como f e g tém limite & direita no
ponto ¢, temos que (f(xn)) converge para f(c+) e
(g(xn)) converge para gf(ct). Entdo, a sucessdo
(f(xn) + g(xn)) converge para f(ct) + gl(ct), em virtu-
de da Propriedade 1 para limites de sucessdes., Logo, o
limite a direita de f + g mno ponto c¢ existe e satis-
faz a relag®o (1). A parte (c) do teorema & conseqhén-

cia imediata das partes (a) e (b).

TEOREMA 2.6 - Seja f: A+ R uma fungdo real definida em

um subconjunto A de R, Suponhamos que

£(x) £# 0 para x € A. Entdo:

(a) Se o limite & direita de f no ponto c existe e

& diferente de zero, entfo o limite & direita de

1/f no ponto c¢ existe, e

1
(7) lim 1 = .
oot £x) 1im f(x)
x+ct

(v) Enunciado andlogo para o limite i esquerda.

(c¢) Se o limite de f no ponto ¢ existe e ¢ dife-

rente de O, entfo, o limite de 1/f existe, e
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lim 1 = 1
- f(x) lim f(x)"'
X3 C

he -
Demonstragdo de (a): Seja (xn) uma sucessio decrescente

contida em A e convergindo para c.
Entfo, em virtude da Propriedade 3 para limites de suces-
sSes, a sucessfo [l/f(xn)} converge para 1/lim f(xn).
Mas, a existéncia do limite & direita de f mno ponto c
implica que 1/lim f(xn) - 1/f(c+). Logo, a fungdo 1/f
tem limite 4 direita no ponto ¢, ¢ qual satisfaz a rela-
gfo (7). A parte (b) tem uma demonstragdo andloga. A

parte (c) é uma conseqﬁéncia das partes (a) e (b).

EXERCTCIO 1 - Sejam f: A+ R e g: A+ R duas fungdes

reais definidas em um certoc subconjunto A
dos reais, tais que f(x) s g(x) para todo x € A. Se
f e g tém limite em um certo ponto ¢, mostre gue

1lim £(x) £ 1im g(x).
X3 C X+ C

EXERCTCIO 2 - Se mo exercicio anterior tivermos f(x) <
< g(x) para todo x € A, dé um contra-
exemplo para mostrar que, em geral, ndo se tem

1lim f(x) < lim g(x), admitindo a existéncia dos dois
X3C x~c

limites,

EXERCTCIO 3 - Sejam f,g e h fungBes reais definidas

em um conjunto Ac R. Se f(x) < g(x) <
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< h(x) para todo x € A e se os limites de f e h
existem e sdo iguais em um ponto ¢, prove que g também

tem limite em ¢ e 1lim f(x) = 1im g(x) = 1im h(x).
X+ cC x4c > X»C

EXERCICIO 4 - Enuncie e demonstre resultados andlogos

aos do Teoremas 2.5 e 2.6 para o caso que
dos limites de f(x) e g(x) quando x - +w (ou X -m)
EXERCICIO 5 - Prove que 1lim f(x) = r e 1lim g(x) = +o

b 27! b 2!
implica

1im [£(x) + g(x)] = +o
x4 C

e lim Ef(x) * g(x)] = #», conforme r > 0 ou =r < O,
x+C

EXERCTCIO 6 - Dé exemplos para provar que a dltima rela-

glo do Exercicio 5 nfo se verifica, em geral,

no caso de r = 0.

EXERCICIO 7 - Seja f: [a,+») » R uma fungZo positiva,
i.e., f(x) > 0 para todo x =z a. Prove

que 1lim f(x) = +» se, e 86 se, 1im [1/f(x)}] = 0.
X +oo X+
EXERCICIO 8 - Considere dois polindmios P(x) = aoxn +

n-1 m
+ ax tiauta e a(x) = b x +

m=1 . N
+ blx toaat bm, cujos coeficientes ao,...,an,bo,.u,qn
~ I3 — N .
sdo mimeros reais e a_ A0 e b # 0. Os inteiros =n

e m sdo os graus de P e Q, respectivamente. TUm po-
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lindmio de grau n tem, no médximoe, n raizes reais, is-
to €, a equagdo P(x) = 0 tem no mdximo n solugdes
reais (nfo necessariamente diferentes). Portanto para
todo x feal, diferente das rafzes de Q(x), podemos de-
finir uma fungdo pela expressio f(x) = P(x)/q(x).
Problema: calcule os limites de f(x) quande X -+ 4= e
quande X 4+ -o, Considere os diferentes casos:

L >mMnh=m ¢ n< m

Observagio: 0 "teorema fundamental da dlgebra" diz que um
polindmio P(x) de grau n ten exatamente

n raizes complexas (nfo necessariamente diferentes).

Observe que o conjunto doslnﬁmeros complexos inclue o con

Junto dos numeros reais; pﬁrtanto algumas das raizes (ou

mesmo todas, dependendo do polin3mio) de P(x) podem Ler

reais. Uma demonstragio do teorema fundamental da dlge=-

bra pode ser encontrada na referéncia [11].

EXERCICIO 9 - Se f(x) 2 0 o 1im f(x) = r, mostre gque
- X+ C -

1im /f(x) = o/r. (Sugestfo: faca a deﬁ?ns_

x=c
tragdo usando sucessales).

EXERCICIO 10 - Mostre que
(i) 1lim N 1+x ; l=x =1
x=0

3
(ii) J]E_J;B !{l+x - 1 1

x =7




-102-

(Sugestfo: para (ii) use a férmula da sugestdo do Exerci-

cio 4 da segdo 1.7).

2,4 = FungSes continuas

Seja I um intervalo de qualguer um dos tipos se=-
guintes: (a,b), [a,b), (aQb]! [a,b]’ (a,=), (._m,b],

[~a,»), (-=,b), (-=,=). TUma fungdo real f: I 4+ R se

diz continua em um pontc ¢ do interior de I se
£(e) = £le+) = £(c7).

Se o intervalo contém a extremidade a, entio a fungdo

. f: =R & continua em a se f(a) = f{a+). Se o inter-

vale I contém a extremidade b, entfo a fungdo fiI —+R
se diz continua em b se f(b) = £(b=-). Uma fungfo

f; J+R se diz continua no intervalo I se ela for con-

tinua em todos os pontos de I. Serda Util para futuras
~ . . . . . -
referéncias introduzir as terminologias: f continua a

direita em ¢ se f£(c) = f(c#) e f continua & esquer-

da em ¢ se ffc) = flc=).

Exemplos da seglo 2.1, E fdcil ver que as fungdes (i),

(v) e (vii) sfo continuas em R.
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A fungfo (ii) € continua no intervalo [O,l]. A fungdo
(iii) nfo & continua para x = 0. A fungfo (iv) & conti-
nua em (1,2]. A fungdo (vi) é continua em [0,+=). 4
fungfo (viii) nfo &€ continua em x = 0. A fungfo (ix)
ndc é continua para x € Z. As restrigdes da fungfo (x)
4s semi-retas (-=,0) e (0,+»}) sfo contfnuas. A fun-
¢3o (x) nfo estd definida em x = 0; o leitor pode ver
facilmente que nfo & possivel defini-la afi de modec que a
fungﬁo resultante seja continua; de fato, jd observamos

que f{0+) e f(0-) nfo existem para a fung¢do (x).

0Os pontos onde uma fungdo f: IR nio & conti-

nua s&c chamados pontos de descontinuidade’, Costuma-se

dizer que a fungdc tem uma descontinuidade em tal ponto.

A descontinuidade € de primeira espécie se os limites &

direita e 4 esquerda existem, mas s8o diferentes. Qual-

quer outro tipo de descontinuidade € chamada de segunda
espécie. Nos exemplos {viii) e {(ix) da segfo 2.1 as des-
continuidades sfo de primeira espécie. No exemple {x)},
0 ¢é um ponte onde f tem uma descontinuidéde de segun-
da espécie. A fungldo f{x) = sen (1/x) apresentada na
59950 2.2 tem uma descontinuidade de segunda espécie em
x = 0. As seguintes fungaes tém também descontinuidades

de segunda espécie em x = 0,
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Definigdo da funcfo composta. Sejam f: A—=R e @i B—*R

duas fun¢des reais: tais que
a imagem f(A) estd contida em B, A fungdo h: A—R

definida por
h(x) = o(£(x))

para todo x € A €& chamada a funcgfio composta de f e

e se designa por pof.

Fig. 13

. TEOREMA 2.9 -~ Sejam f: A+R e @: B—+R duas func8es

reais, tais gque f{A) © B, Suponha que T

tem limite em um pontec ¢, e seja m tal limite. Supo-

nha que ¢ €& continua no ponto m. Entfo, a funcdo com-

posta ® ¢ f tem limite no ponto ¢ &

lim o@(£{x)) = @(m).

Demonstracdo: Seja (xn) uma sucessSo contide em A\{c}

convergido para c. Pela hipdtese sobre f
sggue=se due f(xn)-¢1n. Como ¢ & continua, usamos o

Teorema 2.7 para obter m(f(xn))—¢-¢(m). Ora, isso & ver
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dade para todo sucessdo (xn) « A\[c} convergindo para

c. Logo, pelo Teorema 2.4, o resultado se segle.

2.5 - Operacdes com fungdes continuas

Usando as propriedades de limites de fungfio, obte-
mos facilmente os seguintes resultados. Algumas das de-

monstragdes ficam a cargo do leitor,

TEOREMA 2.10 - A soma de duas funcdes contfnuas f: IR

e g+ IT4R definidas em um mesmo intervalo

I €& continua.

TEQREMA 2.1l - 0 produto de duas fungSes continuas

f: T4+ R e g: I+ R definidas em um

intervaleo I ¢ continua.

COROLARIO 2.1 - S f: T+ R & uma funcfo continua em um

intervalo I, e a & um mimero real, en=-

t80, a funcfo af € continua,

Demonstracfio: Use o Tedrema 2,11 com a fungfo g cons-

tante e igual a a.

COROLARTO 2.2 - A diferenga (f - g) de duas fungles con-

tinuas f: T4 R e g: I 4+ R em um in-
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tervalo I € contfnua.

Demonstraggo: Do Coroldrio 2.1 segue-se que -g & conti-

nua, Portanto, o resultado se segue pela

aplicagfo do Teorema 2.10 a f & -g,.

TEOREMA 2,12 - Se f: I+ R & uma funcf#o continua em um

intervalo I e f(x) £ 0 para tode x

em I, entfo, a fungfo 1/f(x) & continua em I.

COROLARIO 2.3 - Se fy I+ R e g: I+ R sfo fungdes

continuas em um intervalo I e f(x) # 0

para todo =x € I, entfio, a funcio g/f & contfnua em I,

Demonstracgio: Direta a partir dos Teoremas 2,11 e 2.12.

TEOREMA 2.13 - Se f: I 4 R & uma funcio continua em um

intervalo I, entfo, a fungfo |f| & tam-

bém continua em I.

TEOREMA 2,14 - Sejam f: I 4R e o: J 4+ R duas funcles

continuag em intervalos I e J, e _tais

que a imagem f(I) esteja contida em J. Entdo, a fun-

g8o composta @ of & contfnua em I,

Demonstragﬁo: Provemos a continuidade em um ponto ¢. Co

r'd -~
mo f ¢é continua em ¢ +temos que

lim £(x) = f(c). E, como a fungfo ¢ & contfnua em f£(c)
x™c
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temos que 1im w(y) = ¢(f(¢)). Pelo Teorema 2.9 sobre
yqf(c
limites de fungdes compostas temos que

lim @(f(x)) = o(£(c)),

X=3C

rd -
o que mostra que @ of é continua em ¢,

EXERCICIO 1 - Sejam f: I 2+ R e 'g: I+ R duas fungSes
continuas definidas em um intervalo I.

Mostre que as fungdes

h(x) max[f(x),g(X)]

k(x) minl £ {x),e(x)]

I

sfo continuas em I, (Observe como as fungies h e k
sflo definidas: dado x € I, considere os‘dois nudmeros
reais f(x) e g(x), e defina h(x) como sendo o maior
dos dois, e k(x) como o menor.) Sugestdo: prove primei-
ro que

max( £ (x),e(x)] [£(x) + a(x) + [£(x) - &(x)]]
Le(x) + g(x) - {r(x) - g(x){].

i
(ST Y.

min[f(x),g(X)J

EXERCICIO 2 - Seja f: R+ R uma fungio tal que f{ix) =
= Af(x) para todo A € R e todo x € R.

Mostre que £ € continua.

EXERCICIO 3 - Seja f: R =+ R definida assim: f(x) = O

se x & irracional, e se x for racional

tome a representagdo de x por uma fragfo irredutivel g
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. 1 -
onde g » 0O, defina f(x) = g’ Mostre que f €& continua
nos irracionais e descontinua nos racionais. (Compare

essa fungdo com a fungdo de Dirichlet, veja segdo 1.1).

EXERCTCIO 4 - Seja I um intervalo qualquer dadoj; uma

fungfo f: I+ R & Lipschitziana se existe

M >0 tal que |f£(x)-f(y)| £ M|x-y| para todos x,y em

I. Mostre que f & continua em I,

EXERCfCIO 5 - Seja I um intervaloj; f: I » R & HBlder-
contfnua se existem a > 0 e M tais que
|f(x)—f(y)] < M]x-yla para todos x,y em I. M & cha-
mado a constante de Hdlder e qoq o© expoente de Hblder.
Mostre que f & continua em I. (Observagﬁo: a =1 §&
o caso do Exercicic 4 acima. Se a > 1, prova-se que f

é constante, cof. Exercicio 2 da segdo 3.6).

' EXERCTCIO 6 - Mostre que a fungfo f(x) = x~ definida em
|x| s 17 €& Lipschitziana, mas f(x) = x>

definida em =-» < x £ « ndo é&. D& outros exemplos de

fungdes Lipschitzianas.

EXERCTCIO 7 - Mostre que a fungfo f£(x)} = /2 gefinida
para x = O, ndo é Lipschitziana em nenhum
intervaloc contendo a origem., Entretanto f Hblder-con=-

tinua com exXxpoente 1/2 em cada intervalo finito.
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(Sugestio: comece cCOm X » ¥y 4 escreva J; -.J; < JE +

+ J;I e multiplique ambos as membros por J;-- J;).

Q

EXBERCICIO 8 - Mostre que x%, 0 < o = 1, &€ H8lder contf-

nmia em 0 < x < 1 com expoente q.

EXERCICIO 9 - Uma fungfo f: R+ R & localmente Lipschit-

ziana se para gualquer e € R existem

€ >0 e M> 0, ambos fungdes de x,, ‘tais que
|f(x)—f(y)| = M]x—yl, para Ix-xol < € e Iy—xol < €.
Mostre que f ¢é continua em R. D& exemplos de fungdes

localmente Lipschitzianas que nfo sfo Lipschitzianas.

EXERCICTIO 10 - Uma fungfo f: R+ R & localmente HB8lde-

riana (ou localmente H#lder-continua) se
para qualquer x = existem € > 0, M> 0 e 0< @,
tais que |f(x)-f(y)| = M|x-y|a para ;x—xol < e e
Iy-yol < €. Mostre que f & continua em R. (Se a = 1
temos o caso do Exercicio G, e se @ > 1 entdo f &

constante, cf. Exercicio 2 da segfo 3.6).

EXERCICIO 11 - Seja I o intervalo aberto {(0,1) e
f: T 3 R uma fungfo HBlder-continua em I,
Mostre que 1lim f{x) e 1im f{x) existem. (Sugest3o:
x40+ X4 1=

use o Exercicio 5 da segfo 2.2, devidamente adaptado para

limites laterais).
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2.6 - Fungles continuas em intervalos fechados

Uma fungfo f: A 4+ R definida em um subconjunto A

A
dos reais € limitada superiormente se existe um nudmero

real M tal que
(1) f(x) <« M, para todo x € A,

Em outras palavras, usando a terminologia introduzida na
segdo 1,3: f €& limitada sﬁperiormente se a imagem f(A)
tem uma cota superior. Portanto, o M da relagifo (1)
pode ser qualquer cota superior. Pelo Postulado de
Dedekind, o conjunto f(A), no caso de uma fungflo limita=-
da superiormente, tem um supremo, Definimos, entf#o, o

_supremo _da fung@io f (em simbolos sup f)} como sendo o

supremo do conjunto f({A).

Analogamente, uma fungfo f: A + R definida em um

conjunte AC R € limitada inferiormente se existe um ny

mero real N +tal gue
f(x) = N, para todo x € A.

0 infimo de f, due se desgina por inf f, é definido co-

mo sendo o infimo do conjunto f(A).

EXEMPLOS: As fungdes (i), (ix) e (x) definidas na segfo

A
2.1 n3o tém nem supremc nem infimo. ¥ comum
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dizer-se que o supremo de f €& +mo quando tal supremo
ndo existe. Analogamente, usa-se a convengdo inf f = -w
se o Infimo nflo existe., Para algumas das outras fungdes

definidas na segflo 2,1, temost

ii) dinf £ = 0, sup f = 1, (iii) inf f = 0 e sup f=

iii) inf f = 0 e sup f = 2.

v) inf f 0, sup f = 4=,

(
(
(
(vii) inf £ = 0 e sup f = 4m.

Uma fungfa f: A + R definida em um conjunto
AC R ¢é limitada se for limitada superiormente e limita-
da inferiormente. As fung¢Ses dos exemplos (ii); (iid),
(iv) e (viii) sdo limitadas. FE claro que uma fungdo f
é limitada se, e sd se, existe K > 0 +tal que

|f(x)]| €« K para todo x € A.

Dada uma fungao limitada superiormente, pode exis-

tir ou nfo um ponto X, € A tal que f(xo) = sup f. Pa-
ra a fun¢fo (1ii) nfo existe um tal X, enquanto que pa-
ra a fungfo (iv) existe, Diz-se que a fungfdo assume mdxi-
mo em A quando existe um tal X, €0 ndimero sup f\ é
chamado de mdximo de f. Consideragdes andlogas pafé o
infimo: quando existe x, € A tal que f(xo) = inf f,
entdo, o inf f & chamado o minimo de f e diz-se que a

fungdo assume minimo em A.
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TEOREMA 2.1 - Seja f: [a,b] » R uma funcfoc real conti-

nua definida em um intervalo fechade [a,bl.

Ent8o, f assume mfximo e minimo em [a,b].

Observagfo: A existéncia de um tal ponto parece dbvia a
partir do exame do grdfico da fungdo continua
f, ef. figura 14. Entretanto, ndo devemos basear mossas
demonstragSes em argumentos geométricos com os grdficoes,
pois, em certos casos o grdfico pode ser complicado e di-
ficil de visualizar, Como, por exemplo, o grdfico da fup

gflo de Dirichlet definida na segfio 1.1,

[>]

&

[ery R
£ opaes

[+

oo I,
uk

o

Fig. 1h

Para a demonstragdo do Teorema 2.15 necessitaremos

do seguinte lema!

LEMA 2.1 - Seja f: [a,b] + R uma fungdo continua em um

intervalo fechado [a,b]. Entfo £ €& limitada.

Demonstragfo: Vamos mostrar que f & limitada superior-

mente. De modo andlogo demonstrariamos que

f & limitada inferiormente. Suponhamos, por contradigdo,
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que f nfHo fosse limitada supericrmente. Logo, dado

n € N, existe x € [a,b] tal que f(xn) > n. Pelo teo-

rema de Bolzano-Weierstrass (segdo 1.,10), (xn) contém

uma subsucessfo (xn‘) convergente, seja r o0 seu limi-
J

te. Pela continuidade da f, segue-se (Teorema 2.7) que

f(xnj) + f(r), Portanto, a partir de um certo nj temos
fxp ) < £(r) + 1.
J

Isto, porém, contradiz o fato de que f(xn ) > nj. 0 le-
J
ma estd provado.

Demonstraggo do Teorema 2.15 - Seja M o sup de f em

[a,bp], o qual existe, em virtude do Lema 2,1,
Dado n € N, existe x_ € [a,b] tal que M -.f(x ) < 1/n.
Pois, se ndc existisse, entdo M - f(x) = l/n para todp
€ La,b] e dai M - 1/n = f(x), o que contradiz o fato
de M 8sSer o sup de {f. Construimos deste modo uma
sucessdo (xn). Pelo teorema de Bolzano-Weierstirass, se-
gue~se que (xn) contém uma subsucessdo convergente (xn},
e seja r seu limite. Pela continuidade de f, segue-se
(Teorema 2.7) que f(xnj) + f(r). Como M - f(xnj) < l/nj,
concluimos por propriedades de limites de sucessdes (Pro—
priedade 6, segfo 1.7) que M = f(r), como querimmos pro=-

VAT .

Outro resultado que também parece razodvel a par-
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tir da andlise do grdfico de uma fungdo continua é o se-
guinte teorema, conhecido como o Teorema do Valor Inter-

medidrio.

TEOREMA 2.16 - Seja f: [a,b] + R uma funcfo continua de-

finida no intervalo fechade [a,bl. Entfo,

a funcfo f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Em outras palavras, a imagem f([a,b]) contém o interva-

lo fechado com extremidades f(a) e f£(b).

A demonstragao utiliza os seguinte lemas.

LEMA 2.2 - Seja f: I + R uma fungdoc continuanum inter-

valo L. Suponhamos que, para um ponto

x, € I, se tenha f(xo) < c¢. Ent8o, existe um € > O

tal que f(x) < ¢ para todo =x € I +tal que lx-x0| £ €,

Demons tragdo por contradigﬁo: Suponha que, gqualguer que

seja n, exista X, € I tal gque xnuxol <
< 1/n e f(xn) = c. A sucessido (xn) assim construida
converge para X . Pela continuidade de f, segue-se
(Teorema 2.7) que f(xn) -+ f(xo). Dai decorreria f(xo)z

= ¢, o _que contradiz a hipdtese f(xo) < ¢,

LEMA 2.3 - f como no Lema 2.1. Suponhamos que, para

x € I, f(xo) > d. Entfo, existe e > O

tal que f(x) > 4 para todo x € I e Ix-xol < €,
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Demonstracf8o: Aplique o Lema 2.2 & fungdo g(x) = ~f(x).

Demonstragdo do Teorema 2.16: Para fixar as idéias, su-

ponhamos que f(a) < f(b), e seja ¢ um pon
to do intervalo (f(a),f(b)). Queremos provar que existe
x, € la,b] tal que f(xo) = c. Seja A = {x€[a,b]:f(x)sd).
O conjunto A € ndo vazio, e b €& uma cota superior pa-
ra ele, Logo, o supremo de A existe; seja x' tal s5Up.
E clarc que x' < b., Aldm disso, x' < b. De fato, sen-
do f£(b) > ¢ segue-se pelo Lema 2.3 que ‘existe um € > O
tal que para todo x € [b - g, b] temos f£(x) > c. Logo,
08 x desse intervalo_sﬁo cotas superiores do conjunto A
e, portanto, b nfdo pode ser o supremo de A. Agora,
provemos gue f(x') = ¢, Suponhamos que f(x') < €, ehl=
tdo, pelo Lema 2.2 segue-se que existe € > O tal que .
f(x) < ¢ para todo x € [x - €, X' + ¢], 0 que contradiz
o fato de x!' ser o 'sup de A. A outra possibilidade,
f(x') > ¢ também nfHo ocorre, pois, usando o Lema 2.3
termse-ia um € > 0 tal que f{x) > ¢ para todo
x € [x' ~ ¢, xt re], o que mostra que x' -¢ & cota
Superior para o conjunto Aj; isso contradiz o fato de x!
ser o supremo de A. Logo, f(x') deve ser igual a c,

0 que prova ¢ teorema.

EXERCICIO 1 - Seja f: [0,1] 4 R uma funglo real conbi-



=118~

nua. Suponha gque f(x).E § para qualquer x € [0,1] e

que f£(0) = 1.. Mostre que f = 1.

EXERCTCIO 2 - Se“—ja £: [0,1] + [0,1] ruma fungfo continua
_ ‘cujos dominio e contradominio sfo o inter-
valo fechado ftd,l].'-Mostre'que existe x_ € {o0,1] +tal
que f(x ) = x (Sugestdo: suponha que £(0) >0 e
r(1) < 1, pois se uma dessas desigualdades nfo ocorresse
id terfamos o x| procurado., Agora considere a fungio
g(x) = f(x)~-x e aplique o Teorema 2,16). Observaglo: O
ponto X é chamado um ponto fixo da fung8o f. Um re-
sultado semelhante ¢ vdlido para fungSes de vdrias varid-
veis, mas a demonstragfo nfio é tdo simples; nesse caso O
resultado toma o nome de Teorema de Brouwer e & uma das
poderbsas armas da Andlise mnas investigagges em campos da

matemdtica e em suas aplicagles.

7

2,7 - Fungles mondtonas

Seja f: I + R uma fungd@o definida em um interva-

1o I. Damos as seguintes definigdes:

f & crescente se f(xl) < f(xz) para X, < X em 1T

1 2

f & decrescente se f(x;) > £{x,) para x; < X, em I
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£ é nfo decrescente se f(xl) = f(x2) para x; < X,

em I

f ¢é ndo crescente se f(xl) z_f(xz) para x; < x, em xX.

crescente nio decrescente

Fig. 15

E claro gque toda fungfio crescente é nfo decrescente, e to
da fungfo decrescente é ndo crescente. Obviamente, esses
conceitos sobre a variagfo de uma fungHo nada tém a ver
com continuidade, cf. exemplos (viii) e (ix) da segdo 2.1,
Usa-se a expressao mondtona para qualquer um dos quatro

tipos de fungles acima definidas,

TEOREMA 2.17 = Uma funcdo ndo decrescente f: I » R defi-

nida em um intervalo I tem limites late-

rais em todos os pontos de I.

Observagdo: I claro que se ¢ € I & uma extremidade de I,
ontdo sd existe um dos limites laterais. Se

uma das extremidades do intervale I n#o pertence a I,

entfo o limite lateral em ¢ pode nfHo existir, cf. exem-

plo (x) da segfo 2.1,



-120-

Demonstragio do Teorema 2.,17: 1) Seja ¢ um ponto do

interior de I ou a extremidadé direita no
caso desta pertencer ao intervalo I. Provemos que o li-
mite a4 esquerda de f no ponto ¢ existe. Considere o
conjunto A dos f(x) para x < c, Como f(c) é uma
cota superiof para A, segue~se pelo Postulado de Dedekind
que A tem supfemo, que designamos por m. Seja agora
(xn) "uma sucess8o crescente contida em I e convergindo
para c. Como f & nfo decrescente, (f(xn)) é uma
sucessgo ndo decrescente e, portanto, converge, e seja d
o seu limite. E claro.que d < m. Se d< m entdo exis
ter x < ¢ tal ques (*) d < f(x). Como x - ¢ segue-
se que existe n tal que x< x_ e daf f(x) = f(xn).
Esta desigunaldade juntamente com (*) dd 4 < f(xn), o
gue contradiz o fato de a sucessdo nfo decrescente
(f(xn)) convergir para d. Logo (f(xn)) converge para
m, qualquer que seja a sucessao (xn) crescente, contida
em I e convergindo para c. Isso mostra que f(c=)

'y rd -
existe e é igunal a m.

2) Se ¢ & um ponto interior ou a extremidade esquer-
da no caso desta pertencer ao intervalo, entéo,
f(c+) existe, De modo andlogo ao procedimento da primei
ra parté, provamos que f(c+) & o fnfimo do conjunte dos

f(x) para x > c.



=121~

Nota: Deécorre da demonstrag@o acima, que se f & n3o de~

crescente e ¢ & um ponto interior, entdo

(1) fle=) = £(c) = £(c+).

COROLARIO 2.4 ~ Toda funcfo n¥o crescente f: I =+ R, onde

I & um intervalo, tem limites laterais

nog pontos de T.

Demonstragdo: A fungdo -f & nfHo decrescente. Pelo Teo-
’ rema 2,17 '-f +tem os limites laterais. Pe

las propriedades dos limites laterais de fungSes, cf.

.segdo 2.3, segue—se que £ também tem os limites late-

rais nos pontos de 1I.

EXERCICIO 1 - Seja. I um intervalo. Diz-se que uma fun-

¢80 f: I + R satisfaz & propriedade do

valor intermedidrio se dados p,q € £(I),. entfo os pon-

tos entre p e q pertencem a f(I). Mostre que se f
satisfaz a prdpriedade do valor intermedidrio e & mond-

tona entfo .£f & contfnua.

*EXBRCICIO 2 -~ Uma fungdo f: I 4+ R & localmente mondto-
na se para qualquer X, € I existe €>0
tal que f & mondtona em (xo—e, x0+€). Demonstre gque

f & mondtona em T.
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EXERCICIO 3 - Seja f: I + R uma funcgfo real mondtona de-
finida em um intervalo I. Mostre que o©
conjunto dos pontos de descontinuidade da f é enumerdvel
ou finito. (Um conjunto AcC R € enumerdvel se for pos-
.sivel definir uma fung¢do bijetiva ¥: N -+ A. Exemplo:
(i) - o conjunto dos ndmeros pares: P = [0,2,4,...}; nes
te caso a fungSo y: N 2 P serd dada por §(x) = 2x ).
Sugestfo: viu-se no Teorema 2.17 que as descontinuidades
de f s80 todas de primeira espécie. Considere primei-
ramente o caso quande T & um intervalo fechado limitado;
basta também considerar o case de f n#o decrescente.
Os saltos da f nos pontos de descontiﬁuidade sdo no md-
ximo f£(b) -~ £(a), onde I = Lla,bl. Agora considere os
pontos de descontinuidade onde o salto € maior que 1:
prove que hd apenas um mimerc finito de tais pontos. 4
seguir os pontos de descontinuidade onde o saito é.maior
que 1/2: novamente apenas um mimero finito. E assim por
diante: 1/3,1/4,... . Finalmente prove e¢ use o fato que
a unifo enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel. O
caso quando I = (a,b) ¢ aberto pode ser tratado escre-
vendo-se que I = J:& [a + % s b = % ], usando o caso jd
visto anteriormente-e o Exercicio 4 a seguir. Finalmente

considere o caso de intervalos n#o limitados),

EXERCTCIO L4 - Mostre que a unifio enumerdvel de conjuntos
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enumerdveis € enumerdvel. (Se nfo conseguir olhe a figu-

ra da pdgina 30 da referéneia [10].)

2.8 - A funcfo inversa

Seja f: A;*B uma fungfo injetiva definida em um
conjunto A e tomando valores em um conjuntoe B. Relem-
bremos que f injetiva significa f(xl) ﬁ'f(xz) . para
xq # X, em A; c¢f, segdo 1,1, Para uma tal £, pode-sé

definir a fungfo inversa £ty £(a) — A, que tem por domi

nic a imagem f(A) o por contradominio o conjunto A, do
seguinte modo: para y € f(a) . temos ;ffl(y) = x, ‘onde
x € A € o elemento (dnico, por ser f injetiva) tal que
f(x) = Y.

Observe que £~ ': £(A)—+A & sobrejetiva. Obvia=

mente toda fungdo crescente (ou decrescente) & injetiva.
Para fungfes continuas vale uma reciproca deste fato:
"toda fungfio f: I-— R injetiva continua € ou crescente

ou decrescente®, . Isso serd provado na segio 2.9,

LEMA 2.4 - Seja f: I—+ R uma funcgdo contifnua crescente

*

em um intervalo I. EntSo, a imagem f£(I) ¢
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um intervalo. Além disso, se ¢ pertence ac interior de

I, entdo f(c) pertence ao interior de f£(I).

Observagdo: O teorema acima nos diz entfo que se I & um
intervalo aberte (a,b), entfo f£(I) & tam-
bém um intervalo aberto (c,d), onde uma ou ambas as ex-
tremidades podem ser infinitas. Se I & um intervalo fe
chado Ea,b], entdo, f(I) é também um intervaloc fechado.
Intervalos do tipo [a,b) s#o transformados em interva-
los do tipe [c¢,d), onde d pode ser +=. D& exemplos
das vdrias possibilidades. Sugestfo: fungSes como
f(x) = -1/x para x> 0, e g(x) = 1/(1+x2) para todo

x € R podem ajudar,

-

Demons tracfio do Lema 2.4: 1) Para mostrar que £{I) & um

intervalo, o que devemos fazer ¢ provar gque
se ¥y, e ¥,y ¥;<7¥,, pertencem a f(I), entdo, o in-

tervalo [yl,y2] estd contido em f(I).  Sejam x e x

1 2

os pontos de I tais que f(xl) =Yy, ®© f(xz) = Yoo
Logo, devemos provar que [f(xl), f(xz)] c £f(I). 1Isto,

porém, decorre do teorema do valor intermedidrio, cf.

Teorema 2,16,

2) Seja agora c¢ wum pontgo do interior de I. Seja

€ > 0, tal que [c = ¢, ¢ + €] ¢ I. Pela primeira
v
parte deste teorema, jd provada, a imagem do intervalo
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(e -e, ¢ +e] & um intervalo J, cujas extremidades s&o
f(c-e) e f(c+c). Sendo ¢ crescente, segue-se que
f(c-€)< f(c)=< f(c+€), © gque mostra que f(c) €& um ponto

do interior de J, e, a fortiori, de £(1).

TEOREMA 2.18 - Seja f: I ~R uma funcf¥o continua cres-

cente em um intervalo I. Entfo, a funcfo

inversa f£~1: f(I) =R €& também contfnua.

Demonstraggo: Primeiramente, observamos que a fun¢fo in-

versa é tambdm crescente. Logo, os limites
laterais existem em todos os pontos do.intefvalo f(I).
Vamos provar que se d pertence ao interior de f(I), en
tfo £™(a=) = £73(a) = £71(a+). (0 caso em que 4 ¢ £(1)
€ uma extremidade pode ser atacado pelo mesmo processo.)
Pela Nota da segfio 2.7 temos gue
*(

f'l(d-) < £ (d) = f“l(d+)

Suponhamos gque f-l(d') < f-l(d). Como f—l(d-) é o su-

pPremo dos f_l(y) tais que ¥ <« d, segue-se que existe
=1 -1 ;

Yypo<d e y —-d tal que f (yn)—— £f77(a-). Como f

€ crescente temos
-1
(1) y, < £(£71(a"))

Por -outro lado, da hipdtese f-l(d') < f-l(d), e do fato

de f ser crescente temos




=126~

(2) £(e~L(a")) < £(£7(a)) = au

As desigualdades (1) e (2) implicam que
Lm y_ < £(r7H(a7)) < 4,

o que contradiz o fato de (yn) convergir para d. De
. : -1 -1 ~
modo andlogo prova-se gue T (a) <« £77(a*)} nfo pode

ocorrexr.

COROLARIO 2.5 - Seja f: I + R uma fungfo_ continua de-

crescente em um intervalo I. Entfo, a

fungfo inversa £t £(I) + R & também continua.

Demonstragfo: A fungfo g = -f & crescente. Por conse-

guinte, pelo teorema anterior g_l:g(l) -+ R
& continua, Ora, g(I) = -f{(I) e f-l(y) = g-l(-y) para
todo v € £(I). A continuidade de f-l, segue~se usando
o Teorema 2,1lt, pois a funglio 1 ¢ a composta da fun-

¢80 continua el ¢ a4 fungfo continua
h: R+ R

definida por h(x) = -x, para tedo x € R.
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2.9 - As funcgdes injetivas du reta

TEQOREMA 2.19 - Seja f: I + R uma [un¢gfo continua e in-

jetiva definida em um intervaloc I. Ent&o,

f & uma fungfo crescente ou uma fungHo decrescente,

Demonstragdo: (1) Sejam a,b € I, com a < b. Sendo f

uma injetiva, segue-se que um dos dois

casos deve ocorrer:
(1.1) fla) < £(b); (1.ii) f{a) » f(b).

(2) sejam a,b,c € I, com a < b < c. Provemos que um

dos dois casos deve ocorrer:
(2.1) fla) « v{b) < r(ec); (2.44) fla) > £(b) > f£(c\

Suponhamos, em vista da parte (1} acima, que f(a) < f(c).
(A outra possibilidade poderd ser iratada com um raciocf-
nio andlogo.) Devemos provar que o Caso (2.1) ocorre.
Suponhamos, por contradigio, que f(a) > f(b). Seja, r
um mimero real comum aos intervalos (f(b),f(a)) 95 
(£{b),f(c)). Pelo teorema do valor intermedidrio exiptem
pontos x; € {a,b) e x, € (b,c) tais que f(xl) =T e
f(xz) = r, Isso, pordm, contradiz a injetividade da fun-
gdo f. De modo inteiramente andlogo, provemos que

N
f{(b) > £f(c) ndo pode ocorrer.
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(3) Sejam a,b,c,d ¢ I, com a< b< ¢ < d. Provemos

que um dos dois casos deve ocorrer:

(3.1) f£(a) < £(b) < f(e) < £(a); (3vi1) f(a)>£(0)>

> £(c) > £(a).

Suponhamos, em vista da parte (2) acima que
(1) o f(a) < £(b) < f(e).

(A outra possibilidade, i.e. (2.ii), poderd ser tratada
de modo andlogo.) Devemos provar que, feita esta hipd-
tese, i.e. desigualdade (1), o caso (3.1) ocorre. Con-
sideremos os pontos b,c,d. Aplicando'a parte (2) nova=-

ﬁente, conclufmos que
(2) f(b) < £{e) < £(d),

pois a outra possibilidade estd descartada em virtude de
jd! sabermos que f(b) < f(c). As desigualdades (1) e (2)

df¥oe (3.i).

(%) Provemos, finalmente, que f & crescente ou decres-
cente.; Fixemos dois pontos a,b € I, a < b, Em
vista da parte (1), temos f(a) < f(b) ou f{a) > £(b).

Provaremos que no primeiro caso a fungfo é crescente, e
que no segundo, ela & decrescente., Consideremos o primei

ro caso. Sejam x e ¥ pontos quaisquer de I com
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X < ¥, e provemos que f(x) < f{y). O que devemos fazer
é ver a localizaggo dos pontos x e y em relagdo a a
¢ b. No entanto em gqualquer caso decorrerd a igualdade
pProcurada, Por exemplo, se x < ¥y< a< b, decorre, em
vista da parte (3) e de jd sabermos que f(a) < £(b),

que f(x) < £(y) < f(a) < £(b). Deixamos ao leitor a con
sideragfo (inteiramente andloga) dos demais casos das po-

sigSes de x e y, bem como o caso f(a) > £(b).

2,10 - As fungles lineares

Um tipo particularmente importante de fung8es reais
" € dado pelas fungaes lineares, que definiremos a seguir.
Sejam a e b dois nUmeros reais dados. A fungdo

f: R4 R definida por
(1) f(x) = ax + b

para todo x € R e chamada uma fungfo linear. O nome 13

near provém de que, como analisatemos abaixo, o grdfico

de f & uma reta. A continuidade de f & imediata.

0 grdfico de f(x). Para x = O temos f{x) = b. Logo,

o grdfico de f passa pelo ponto

(0,b). Se b =0, o grdfico da f correspondente, f(x)=
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= ax, passa pela origem. Consideremos esse caso primei-

ro. Hd trés possibilidades:

l1a). a = 0. Neste caso f(x) = 0, e o grdfico de £,

neste caso, & simplesmente o eixo dos X.

2a). a > 0. Sejam x e X

1 dois reais diferentes de

2
zero e designemos: Yy, = f(xl), Y, = f(xz).

Como yl = ax, e Y, = axXn, temos

(2) yl/xl = y2/x2 .

Observe que para (x,y) mno grédfico, os ndmeros
X e v tem o mesmo sinal, Logo, se s8o negativos te-
mos vy/x = |v|/|x|. A vista disso, a relagio (2) impli-

ca gue oS triangulos Opx das figuras abaixo

1

2

e 0Ogx

s8o0 semelhantes.

T

Fig. 16
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Portanto, os pontos (x,y) do grdfico de f(x) = ax sao

precisamente os pontos de uma reta passando pela origem:

v=ax, a>0

Fig. 17

3a)., a < 0. Como no caso anterior, podemos provar gque o
grafico de f{(x) = ax & uma reta passando

pela origem como mostra a figura 18.

¥
x
y=ax, a<0
Fig. 18
Para o caso geral, f(x) = ax + b, o gréfico<é'bfj

transladado do grdfico de g(x) ax por b no Séﬁfidé%“

vertical. Assim, por exemplo:
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e

ot

y=ox +bh
a>0e b>0

Fig. 19

A equagfo de uma reta. Dada uma reta R em um plano coor

denado (x,¥), ela & o grdfico de
uma fungdo linear, se R ndo for paralela ao eixo dos 7y.
De fato, devemos determinar os paridmetros a e b que
determinam a fungfo linear correspondente a R, Para isso
tomamos dois pontos (xl,yl) e (xz,yz) de R e, como
esses pontos devem pertencer ao grdfico da fungfo linear

procurada, escrevemos
(3) ¥y, =ax; +b e y, =ax, + b

Temos, assim, em (3) um sistema de duas equagdes com in-

cégnitas a e b, Resolvendo, obtemos

(I'") a = (Y2-yl)/(x2-xl) e b= (xQYl'xly2)/(x2'xl)'

.,

-
E claro que os denominadores s8o diferemtes de zero, pois,

estamos tomando pontos (xl,yl) e (xz,yz) distintos, o
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que implica Xy # X5 pois, a reta ndo & paralela ao eixo
dos y. As expressdes (4) serfoc simplificadas se um dos
pontos escolhidos de R £for o ponto (O,y2) onde R
corta ¢ eixo dos v, e o outro £or o ponto (xl,O) onde

R corta o eixo dos x. Entdo
(5) a = -~ Y2/xl e b = Yoo

ConclusSo. O grdfico de qualguer fungdo linear f(x) =
= ax + b & uma reta ndo paralela ao eixo dos
v, e vice-versa, Dai dizermos que y = ax + b €& a egua-

" gdo geral das retas nfo paralelas ao eixo dos y. Obvia-

mente, retas paralelas ao eixo dos ¥ tém equagSes da

forma x = c.

DEFINIGXO - O mimero a & chamado o coeficiente angular

da reta ¥ = ax + b,

EXERCTCIO 1 - Seja f: R+ R uma fungfo continua tal que
fx+y) = £(x} + £(y)

para todos x e Yy em R. Prove que f & linear, ou
mais precisamente, da forma ax. (Sugestdo: Prove gue
£(2) = 2£(1), e daf calcule f(n) e f£(1/n) para n
inteire positivo, e f(r) para r racional. Usando a

continuidade da f, calcule por fim f(x) para x real

gqualquer. N&o esquega ©0s reais negativos!)
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L. ] 03 -
Observagfo: Existem fungdes que satisfazem a relagdo aci-
ma mas ndo s8o da forma ax. Decorre do exer-
P - . e n ~ -
cicio acima que tais fungdes nao sdo cqntinuas. A demons
- [ad . . s
tragio da existéncia de tais fungSes é uma pega matemdti-
ca diffcil, mas particularmente bonita e elegante. Ela
usa o Lema de Zorn, base de Hamel,... Curioso? Consulte

a referéncia'[;jj.
EXERCTCIO 2 - Seja f: R R uma fungdo tal que

f{x+y) = £{x) + £{y)

f{x) 2 0 para x z 0.

Prove que T & da forma ax, o que em pariicular impli-
ca que f & continua. (Sugest8o: Como no exercicio pre
cedente, calcule f(r) para T Tracional. Depois use o
fato gque dado um ndmerc real, pode-se determinar suces soes
(rn) e (sn) de racionais convergindo para x, tais que

(rn) & crescente e (sn) é decrescente.)

EXERCICIO 3 - Seja f: I+ R uma fungdo definida em um
intervalo I que pode ser infinito. A fun

§Eo f & chamada conveia se
f(ka + (1-A)b) < Af(a) + (1-A2)f(v)

para todo A€ [0,1] e todo par a,b em I. Mostre que
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f ser convexa significa gque o segmento de rcia ligando
os pontos (a,f(a)) e (b,f(b}) estd acima do grdfico
da fungfo y = f£(x). Verifique que as fungdes ¥ = x,

2 - A
¥ = X s8o convexas. Dé outros exemplos.

EXERCTICIO 4 - Demonstre gue toda fungdo convexa

f: (a,b) + R definida em um intervalo
aberto (a,b) & continua. (Sugestfo: Fixe um ponto
c ¢ (a,b) e prove que 1lim f(x) = f(c). Para isso fixe

x-+C+F

poentos G e f em {(a,b), tais que a < c < x < B.
Usando convexidade da fungdio f aplicada aos pontos
a,c,x, obtenha uma estimativa  para £f(c) - f(x). Analo-
gamente, considerando os pontos ¢,x,pB, obtenha estimati-
va para f(x) - f(c). As desigualdades obtidas implica-
80 a existéncia do limite lateral & direita em c. bem

como sua igualdade a f(c). Raciocinic semelhante para o

limite lateral & esquerda em c.

- A
EXERCTCIO 5 - D& um exemplo para mostrar que uma fungdo
convexa em um intervalo ndo € necessariamen.

te continua.

EXERCTCIO 6 - Seja f: (a,b) + R uma Tungdo conuvexa.

Demonstre que

fc) - £(x) < f(dz - f(C)’
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para x,c,d no intervalo (a,b) e tais que x < ¢ < d.

EXERCICIO 7 = Uma fungﬁo f+r R« R satisfaz a proprieda-

de do valor médioc se, pafa gqualguer xoé R
e T > 0, temos f(x ) = 1 [f(x +r) + f{x =-r)]. Se uma
o 2 o o
fungfo f satisfaz a4 propriedade do valor médio e € con-

tinua, entfo ela € linear.
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CAPITULO 3

FUNGOES DERTVAVETS

3.1 - A derivada

Seja f: I—~R uma fungfo definida em um interva-
lo I, que pode ser de qualquer um dos tipos apresentados
na segfo 1.5, Usamos a notagdo {c} para designar o con

Jjunto formado de um dnico elemento c.

Fixemos um ponto €, o0 qual pode ser do interior
de I ou a extremidade esquerda de I no caso destia
pPertencer ao intervalo I, Consideramos a fungfo

a: T\{c} + R definida por
(1) a(x) = £x) = £(e)

Se a fungdo q tem limite A direita no ponto ¢, entfo,

diz-se que a fungfo f & derivdvel A direita no ponto

€. O limite 4 direita de 4 no ponto ¢, que se designa

por fi(c) ¢ chamado a derivada lateral direita de ¢

no ponto ¢. Em simbolos, tem-se
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f(x) - f(c).

(2) £ (c) ) -

1lim
X3C+

Seja agora ¢ um ponto do interior de I ou a ex
tremidade direita de I mno caso desta pertencer a I.
Se a fungfo q definida em (1) tem limite & esquerda em

¢, entfo, diz-se que a fungdo f €& derivdvel a esquerda

no ponto ¢, O limite a esquerda de q mno ponto c¢, que

se designa por f{(c) é chamado a derivada lateral esquer-

da de f no ponto c. Em simbolos:
(3) f’(c) = lim _ELE%_E_iiil.
- ¥ oo ¢

Seja agora c¢ um ponto do interior de I. Se a
fungfo - f & derivdvel 4 direita e a esquerda em ¢, e as
derivadas laterais em c¢ s8o iguais, dizemos que f ¢€

derivdvel em c. 0 valor comum das derivadas laterais em

¢ & chamado a derivada de f em ¢, e se designa por
£’ (¢). ¥ claro gue f & derivdvel em c¢ se a fungdo gq

definida em (l) tem limite no ponto ¢, e tem-se

lim ——— "2,
=L

(4) | £c)

A expressfo (1) & chamada a razdo_incremental de

T rélativamente aoc ponto ¢ € I,

Interpretagfo cinemdtica. Consideremos uma particula se

deslocando de um ponto A para
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um ponto B sobre uma reta R. Definamos a fungfo
£: [0,T] » R que, para cada instante t € Lo,T], ad a po

sigdo da particula sobre a reta R. Fixado ¢ € [0,T], a

Fig. 20

£(t) - £(c)
t - C

razdo incremental representa a velocidade mé
dia da particula no trecho entre f{(t) e f{c). O limi-
te desse quociente no ponto ¢ representa a velocidade

da particula no instante t = c.

Interpretagio geométrica. Seja f: I » R uma func8o real

continua definida em um interva
lo I. O grdfico de f, isto &€, o conjunto dos pontos do
plano da forma (x,f(x)), onde x € I, & também chamado
uma curva. A razdo incremental representa o coeficiente
angular da reta que passa pelos pontos (x,f(x)) e
(c.f(c)). Se o limite da fung8o q(x), definida em (1),
existe no ponto ¢, segue-se que quando tomamos uma

sucessdo {xn} tendendo a ¢, entdo q(xn) converge pa-
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ftat

fle)

Fig. 21

ra ftc). Isto é, as retas com coeficiente angular q(xn)
e passando pele ponte (c,f(c)) se aproximam da reta com
coeficiente angular ftc) passando pelo ponte (c,f(c)).

Tal reta & chamada a tangente & curva I no ponto

(e,f(c)).

EXEMPLOS. A fungfo f(x) = |x]| tem as derivadas laterais
no ponto X = 0, as quais s&o f:(O) = -1 e
f:(O) = 1. Como essas derivadas laterais s&o0 diferentes,
f nfo & derivdvel em x = 0. A fungfo f(x) =+/x para
xz 0 nfo € derivdvel 4 direita em x = 0, como se pode
ver facilmente, pois q(x) = J§7x = l/JE-a +o quando

x =+ 0+,

- 4 3 g 3 £ -
Continuidade e existencia da derivada. Como wvimos

- . ) - ’ . d

ne primeiroc exemplo acima, a continuidade da fungao em um
Iy L] . n 4 3

ponto ndo implica a existencia da derivada. O segundo e-

xemplo mostra que uma fungﬁo pode ser continua sem que is
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to sequer implique na existéncia de derivada lateral,

Mostraremos abaixo (Teorema 3.1) que a implicagfio contrd-
. » . . . . A - . . .

ria e verdadeira, isto é, a existéncia de derivada impli-

ca em continuidade.,

TEOREMA 3.1 - Seja f: I 4+ R uma funcfo definida em um

intervale I.

a) Se f € derivdvel i direita em um ponto ¢ € I,

entfo f ¢ contfnua 4 direita em c.

b) Se f € derivdvel 4 esquerda em um ponto ¢ € I,

entdfo f ¢ continua 4 esquerda em c.

c) Se. f £ derivdvel 3 direita e & esquerda em ¢ € I,

entffo f €& continua em ¢. Em particular, se f

for derivdvel em ¢, ela &€ cont{fnua.

Demonstragdo: a) Suponhamos, por contradig@o, que f nSo

seja continua A direita em c. Logo, ou
f(c+) nfo existe ou se existe f(c) £ f(c+). Em qualquer
t‘:aso,L Segue=-se que existe uma sucessdo (xn) decrescente
convergindo péra c e tal que f(xn) ndo converge para
f(e). Entdo, existe d > 0 e uma subsucessfo (x,. ) de

(xn) tal que [f(x, ) - f(c)| > d. Daf decorre que
J

f(xn_) - f£{c)
fal(xy )| = T — > d .
J n c [x . - C

Portanto, temos x_, 4 ¢ e lq(xn)l + +m, 0 que contradiz
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a hipdtese de que alx, ) converge para fl(c). As de~
J
monstragSes de b) e c) se fazem de modo perfeitamente and

logo.

0 cardter local da derivada. A razio incremental al(x)

para pontos X perto de ¢
envolve valores de f(x) apenas para x perto de c¢.
Agora, como observamos na segdo 2.2, a existéncia de 1li-
mite da fung¥o a(x) mo ponto © é uma propriedade lo-
cal, isto é, depende t50 somente do comportamento de
q(x) perto de c¢. Portantoe, a existéncia da derivada

de f mno ponto ¢ € também uma propriedade local.

DEFINIGXO - Seja f: I + R uma fungfo real derivdvel em
todos os pontos do interior de I. Usemos a
notaglo int I para deslignar o interior de I. A fungio

£': int I » R

definida por

x =+ f'(x)

. & chamada a fungd@o derivada ou, simplesmente, derivada.

'.:Usa—se, também, a notagdo ar (ou df/dx) para a deri-

dx

" vada de f. Chamamos a atengdo para © fato de que

df /dx. nfo é um guociente, mas, simplesmente, um simbolo

para Trepresentar uma fungéo.
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EXERCICIO 1 - Demonstre o Teorema 3.1 usando £'s e

&6is,

EXERCECIO 2 - D& um exemplo de uma fungfo lipschitziana

que ndo € derivdvel em certos pontos.

3.2 = Operagles com funcgles derivdveis

Nos enunciados abaixo f: I a4 R e g: I 3 R s3o
fungSes definidas em um intervalo I, e ¢ serd sempre

um ponto do interior de I.

TEOREMA 3.2 - Se f e g sfo derivdveis em ¢, entfio

f + g também o é, E wvale a fdérmula

(£ + g){c) = £lc) + ele).

Demonstragao: Escrevemos a razfo incremental de f '+ gt

(1) {fxe)(x) - (feg)le) _ flx) - £lc) , &lx) - sle)

Usando o Teorema 2.2 sobre limites de fungdes, e a hipd-

tese de que as duas razles incrementais no segundo membro
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de (l) tém limite no ponto ¢, Segue-se que o primeiro

membro tambdm tem limite ai, o qual é igual a (f+g)tc).

TEOREMA 3.3 - Se f e g sfo derivdveis em ¢, entdo fg

rd

também o é, E wvale a fdrmula:

1

£le)ale) + £(eo)ele).

(2) (£e){e)

Demonstracdo: Temos a seguinte identidade para a razfo in

cremental de fg:

(21) (fg)(x)-(fg)c = f(x)- (C)

g(x)—g(c)f(c)'

glx) +

Como, por hipdtese, f e g sdo0 derivdveis em &, temos
que as razdes incrementais de f e g tém limite em ¢,
e pelo Tearema 3.1 segue-se que g & contfnua em ¢,

Logo, usando propriedades de limites de fungles, segue-se
que o primeiro membro de (2') tem limite em c. Passando

ao limite em (2') obtemos a expressfio (2).

TEOREMA 3.4 - Se f & derivdvel em ¢ e f(c) # 0, en-

t8o 1/f €& derivdvel em c e

(3) (1/5) () = £{c)/Le(c)]? .

Demonstracgfo: Consideremos a identidade:

(1) (1/f(x) - (1/f(c) _ _ £lx) - £(c) 1

X = C X = C f{x)f(c) '
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Vemos que (4) ndo & vdlida para todo x em I\{c}, pois,
f(x) Pode-se anular em alguns pontos. Mas pelo Lema 3.1,
abaixo, f(x) # 0 em um intervalo (c-e,c+e). Logo, a
identidade (4) € vdlida para todo x nesse intervalo.
Por propriedades dos.limites de fungaes e pela hipdtese
sobre f, segue-se que o limite do segundo membro de (4)
existe, e é igual a —f(c)/[f(c)]z. Loge, 1/f & derivd

vel em c¢ e vale a férmula (3).

LEMA 3.1 - Seja f: I+ R uma funcio continua em um in-

tervalo I tal que f{c) # 0 para um ponto

c € I. Entdo, existe um € > 0 tal que f(x) # 0 para

tedo x € I tal que |x-c| £ e,

Demonstragdo: Se f(c) < O, use o Lema 2.2. Se f(c) » O,

use o Lema 2,3,

COROLARIO 3.1 - Se f e g sdo derivdveis em ¢ e

glc) # 0, entfo f/g & derivdvel em c e

(c/e){c) = [£lc)g(c) - £(c)ele)]/lalc)l? .

Observagfo: Teoremas andlogos aos ‘Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4

valem para as derivadas laterais.




-146-

3,3 - Derivadas de algumas fungdSes

a) A funcio constante: f(x) = a para todo x. A razdo

incremental q(x) & 0 para qualguer c¢ e gualquer

x £ ¢c. Logo, ft{c) = O.

AL n . . s s .
b) A potencia x, mn-inteiro positivo. Temos a seguinte
ol iiedidvinbftink
identidade
n n
X =C n-1 n=2 2 n3j n-2 n-1
S o—=x +ox  +e X toeet € T Xte , x # c.

Usando propriedades de limites de fungdes, concluimes que

a razio incremental tem limite no ponto c¢, e a derivada

de x% no ponto ¢ e ncn-l. Como isso & verdade para
gqualguer pontoe c, Lemos
E—-(xn) = nxnnl, x€ER

¢) Produto por constante. Seja a uma (fungfo) constan-

te e f: I » R uma fungfo derivdvel em c. Entdo,

decorre de a) acima e do Teorema 3.3 que
(ar)t(e) = af'(c)

ﬁ) Polindmios. Decorre do Teorema 3.2 e dos resultados

a), b) e c), acima, que

(a_x +a_ .x Yee e+ BX + @) =
n o

1

n=-J1

= na_x + (n-l)a n-2

n_lx teset al
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P -n
e) A poténcia x , n

inteiroc positivo. Usando o Teo-

rema 3.4 temos

d - -1 2
T = T/ (M) :
ou
%;(x—n) = —nx-n-l, para x # O.

3.4 - A derivada da fung8o inversa

Vimos na seg¢fo 2.8 que toda fungdoc f: I % R con-

tinua e injetiva (ou o que d4 no mesmo, de acordo com o

Teorema 2,16: crescente ou decrescente) tem uma inversa

1

£f77: £(I) + R. Naquela mesma se¢do provamos que, se I
é um intervalo, entfo, £(I) também o &, e que, se f &
continua, entdo, f—l também é. Na presente se¢fo admi=-

tiremos que f & derivdvel e

de de £L.

TEOREMA 3.5 - Seja f: I + R

decrescente} em

estudaremos a derivabilida-

uma func¢fo crescente (ou

um intervalo aberto 1I.

Suponhamos que f seja derivdvel em I, e f'(x) # 0

para todo x € I,

Entdco, a fungde inversa f-l:f(I) *iRt

& também derivdwvel no intervalo (aberto)

(1) (£=1) ' (v)

£(I), o

/e (£7H(y))

i
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para todo y em f(I}.

Demonstracfio: Que f(I) é um intervalo aberto, decorre

do Lema 2.4. Seja d = f(¢) em £(I), pa-
ra qualguer y = f({x) em f(I), com ¥y £ d, temos a se

guinte identidade

¢ N () T T
(2) y - d T f{x) - £(e¢)

0 segundo membro de (2) é precisamente 1/q(x), onde aq(x)
€ a razflo incremental de f relativamente ao ponto c.
Como f & derivdvel, e sua derivada nunca se anula, se-
gue-se que a razfo incremental de f_l, escrita no primei
ro membro de (2), tem limite mo ponto d. Portanto, pelo
Teorema 2.3

-1 -1
1im £ (Y) - f (d)
y+d y - d X4cC x = c

0 gque prova o teorema.

Observagiio: A condigdo "f'(x) # O para todo x & I " &

essencial para a validade do Teorema 3.5.

De fato, seja f(x) = x3 para todo x € R, A fungfo f
2 p

& crescente e derivdvel em R. Mas f'(x) = 3x que é

zero para x = O, A fungdo inversa £l & definida por

f-l(y) = %}; a qual nAo & derivdvel para y = O. Trace

os graficos de f e g1 e se convenga desse fato,
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Aplicagdo, Seja n um inteiro positivo e seja g: (0, +0)s
~ . n
+ R a fungdo real deflfinida por g(y) = J;- pa

ra todo y € (0,+m). E fdcil de ver que g € a inversa

da Fung@o i (0,+=) + R definida por £(x)} = x*. Como
f & crescente e T'{x) = nxn_l # 0 para todo x € (0,+),

segue~se pelo Teorema 3.5 que g & derivavel e

gt (v) = /e (g(y)) = 1/nlyy)t
isto &,

g'(y) = %-Y'(n'l)/n.

Temos, entfo, a seguinte expressfo para a derivada de

— 1
Iy - yi/m

3.5 = Derivacdo de fungSes compostas

TEOREMA 3.6 (A regra da cadeia) - Sejam f:I 4 R e

®:J + R duas funcgfes reais definidas em in-

tervalos I e J, respectivamente, tais que f(I) cJd e

f(c) é um ponto interior de J. Suponhamos gque f seja

derivdvel em ¢ e ©® derivdvel em f(c). Entio, a fun-

¢do composta ¢ £: I + R € derivdvel em ¢ e vale a

férmula:
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onde f(c) = max f(x). Como f(c) > 0, o ponto ¢ nZo
agx<b .
pode ser uma extremidade do intervalo., Logo, ¢ € (a,b).

Pelo Teorema 3.7 segue-se que f'(c) = 0. Se a outra
possibilidade f(i) < 0 ocorresse, considerariamos a
fungdo g = -f e pela parte ja provada deste teorema te-

rfamos g'{c) = 0, ou £i(c) = 0.

Observagfio: E essencial, para a validade do Teorema 3.8,
que f seja derivdvel em todos os pontos de

(a,b). Veja o Exemplo (ii) da figura 23.

(ii).
Fig. 23

O resultado seguinte é conhecido como o teorema do
valor médio, e nos textos cldssicos come o teorema dos

P .
acréscimos finitos.

TEOREMA 3.9 - (Teorema do valor médio). Seja fila,b] + R

uma funcfo continua definida em um interva-

lo fechado La,b]. Suponhamos que f seja derivdvel no

intervalo aberto (a,b). Entdo, existe ¢ & (a,b) tal

que

£(b) - f(a)

ﬂ?(c) = b - a
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Demonstragao: Com o objetivo de aplicar o teorema de Rolle

vamos construir primeiramente uma fungao au
A . " . . s
xiliar: seja g(x) a fungdo linear cujo grdfico passa pe

los pontos (a,f(a)) e (b,£(b)), isto &,

g(x) = £l = 2@ (o) | 1(a) |

Agora definimos

F(x) = £(x) - g(x),
que é uma fungfo contfnua em [a,b], derivdvel em (a,b)
e tal que TF(b) = F(a).z 0. Pelo teorema de Rolle, exis-
te c € (a,b) tal que F'{c) = 0. Mas, Ft{c) = £1(c) -

g'{c). Logo, £f1(c) = g'(c) e temos o resultado,

"

Fig. 24

Observagfo: 0 ponto ¢ nfo ¢ necessariamente iUnico. O
significado geométrico de teorema do valor mé
dio € aparente do exame da figura 24: existe um ponto

¢ € (a,b), onde a tangente & curva & paralela & corda que
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passa pelas extremidades da curva,

Observamos na segdo 3.3 que a derivada de uma fun-
gio constante é 0. A reciproca deste fato é provada a sg

guir.

TEOREMA 3.10 - Seja f: I + R uma funcfHo continua em um

intervalo I, e tal que f'(x) = 0. Entéo,

f & constante.

Demonstragfo: B suficiente demonstrar gue dados dois pon-

tos quaisquer de 1I,-os valores de f coin
cidem nesses dois pontos. Sejam, portanto, Z e x em
I com =z < x. Pelo teorema do valor médio, existe ¥
em (z,x) tal que
£(x) - £{z) = £1(y){x-2).

tomo f'(y) = 0, o resultado se segue.

No infcio desta segfo mostramos que se f & mond-
tona e derivdvel em um certo intervalo, entfo, sua deriva
da tem sinal constante ai. Mostraremos agora a reciproca

desse fato.

“PEOREMA 3.1l - Seja f: (a,b) + R uma fungfo derivdvel.

Entéo,

f'(x) = 0 para todo x = f ndo decrescente

f1(x) £ 0 para todo =x = f nlo crescente
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f'(x} > 0 para todo x = f crescente

f1(x) < O para todo x = f decrescente.

Demonstracfo: Sejam X, e x, em (a,b) e Xy < x,.

Pelo teorema do walor médio

Tlxy) = £(x1) = £1(y) (x,-x,),

onde ¥ € (xl,xz). Como Xo = Xq 2> 0, as conclusfes do

teorema seguem~se trivialmente.

EXERCICIO 1 - Seja f: [a,b] + R wuma fungfo continua em
[a,b] e que tem derivada continua em [a,b].
Mostre que f € lipschitziana em [a,b]. (Observe que a
continuidade da derivada pode ser substitufda pela hipd-
tese, mais fraca, de que tal derivada & limitada. A con-
tinuidade da derivada no intervalo fechado (a,b] serd

discutida na segfo 3.7 abaixo).

EXERCICIO 2 - Mostre que se f & localmente H8lder-conti
nua com expoente a > 1, entfo f & cons-

tante. (Confira Exercicio 10 da segdo 2.5).

EXERCICIO 3 - Seja f: (a,b) + R uma fungHo derivdvel no
intervalo {a,b). Mostre que f & conveié:

se, e 86 se, a derivada ff & nfo decrescente. (Sugesfl

tdo: Para mostrar que f & convexa, considere a fungdo

p(h) = £Ax + (1-)M)y) - Af{x) - (1-2)f(y), onde x < ¥

s
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s¥o pontos fixados no intervalo (a,b) e a varidvel A
percorre o intervalo [0,1]. Observe que ©(0) = (1) =
= 0, e para completar a demonstragﬁo da convexidade de
f, analise a variagfo da derivada @'(A). Para demons-
trar a reciproca, fixe pontos ¢ e d em (a,b) tais
gque ¢ < d. Use as desigualdades obtidas aplicando o
resultado do Exercicio 6, segfo 2.10, as triplas

x< ec<d e cx d< vy.

EXERCYTCIO 4 - Seja f: (a,b) » R uma fungfo que possui
derivada segunda no intervalo (a,b). Pro-
ve que f & convexa se, e s6 se, fo) = 0 para tode x

em f{a,b). (Sugestfo: use o Exercicio 3 acima, )

EXERCICIO 5 - Uma fungfo f: (a,b) 3+ R ¢ concava se para
qualquer par de pontos x e ¥y fixado em

(2,b) tem-se

flax + (1-A)y) = af(x) + (1-2)f(y)

para todo A € [0,1]. Enuncie resultados andlogos aos
dos exercicios 3 e 4 acima para fungSes cdncavas. (Su—

a
gestdo: f & cdncava se, e s6 se, -f & convexa.)

EXERCYCIO 6 - (A férmula de Cauchy). Sejam f e g duas
fungdes continuas em um intervalo [a,b] e

derivdveis em (a,b). Suponha que g'(x) # 0 para todo



=163~

x € (a,b). Mostre que existe um ponto c € (a,b) tal

que

£f(b) - t(a)

g(b) - g(a)

'

_r
g (

c)
c)
(SugestEo: primeiro observe que o Teorema de Rolle impli-
ca que g(b) # g(a). Seja a o primeiro membro da rela-
gdo acima, Defina §(x) = £(x) - Ag(x) e aplique o teo-

rema de Rolle a ela.) Observagfo: A férmula de Cauchy re

duz-se ao teorema do valor médio quando g(x) = x.

EXERCfCIO 7 = Discuta a aplicabilidade do Teorema de Rolle
a fungfo f(x) = (x-2)2/3 no intervalo

[o,4].

EXERCICIO 8 - Seja g: [a,b] + R uma fungfo continua em
um intervalo fechado [a,b] e derivdvel em
(2a,b). Mostre que se g'(x) £ 0 em (a,b), entfo gt {x)
ndo muda de sinal em (a,b). {SugestHo: suponha que num
ponto ¢ € (a,b), g'(ec) > 0. Entfo demonstre que g &
nfo decrescente em (a,b) de onde se seguird g'{x) = 0,
para todo x &€ (a,b). Para demonstrar que g & ndo de-
crescente, proceda por contradigao e utilize o Teorema de

Rolle).

EXERCICIOC 9 - Seja f: R R uma fungfo continua em todo

© R e que tem derivadas em todos os pon-




oo
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tos de R. Se f(0) =0 e |ft(x)| = {£f(x)| para todo

c R, mostre que f = 0.

3.7 - A fdrmula de Taylor

Seja f: [a,b] » R wma fungdo definida em um in-
tervalo fechado [&4,b]. Na segfo 3,1 foi definida a (fun
g¥o) derivada, f%: (a,b) » R, da fungdo f. Essa deriva
da € também chamada derivada primeira, para distingui-la
das-derivadas de ordem superior que definiremos a seguir.
A derivada segunda de f €& a derivada da derivada primei
ra, e se usa o simbolo f”; insistimos em que a derivada

segunda & tambdm uma fungfo f’: (a,b) + R. Assim por

s . Y . . e .
diante, definimos a derivada terceira f , a derivada

4 . . n
quarta f( ),..., a derivada n-ésima f( ). Usamos & ex-
pressfo "f & derivdvel até a ordem n " para dizer Que

existem as derivadas f',f”,...,f(n), de f. As derivadas

s8o0 também designadas por df/dx, dzf/dxz,...,dnf/dxn.

Diremos que f: [a,b] + R & derivdvel no interva-

1o fechade [a,b] se ela for derivdvel em (a,b), no

sentido definido na segfo 3.1, e se as derivadas laterais

f'(a+) e ft'(b-) existirem. Provamos, anteriormente,



-165a

-

que se f: [a,b] + R & derivdvel em La,b]l, ent¥o, £ &

continua em [a,b], cf. Teorema 3.1.

TEOREMA 3.12 - (Férmula de Taylor). Seja f: [a,b] + R

uma_func¢fo definida em um intervalo [a,Db].

Supenhamos gque as derivadas f(l),...,f(n) existam é Se-
(n+1)

jam continuas em [a,bl, e que f exista em (a,b).

Seja ¢ um ponto qualguer fixado em [a,b]. Entfo, para

cada x € [a,b], x £ ¢, existe um ponto & entre x e

¢ tal que:

® r£(x) = fle)+ft(c)(x=c) +...4+ %Tf(n)(c)(x—c)n + Roq

onde

(2) R, = ﬁﬂf(n+l)(§)(x-c)n+l.

Observagao: Para n = 0, o teorema acima & precisamente o
teorema de valor mdédic. Note que a mera exis

‘\
téncia de f(n) em [a,b] implica a continuidade de

f(l),...,f(n-l) em [a,b]. Portanto no enunciado do -

Teorema 3,12 poder-se-ia simplesmente pedir qué f(n)

(n+1)

fosse continua em [a,b] e r existisse em (a,b).

f(n+l)

Observe que a existéncia de em (a,b) implica

o (n)

apenas a continuidade de em (a,b) e ndo no inter-

valo fechado [a,b].
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Demonstracio do Teorema 3.12: Consideremos o caso X > Cj
por um raciocinio andlogo atacariamos o caso

x< c., 0O ponto x ficard fixado durante toda a‘dempnstrg

a c x b ‘

¢¥o., Definamos a seguinte fungdo F: [c,x] + R:

F(t) = () =8 (6) £ (8) (mt) e v e m 28 ) (8) (2-0)™ -

1
) R

—-TE%ITTK(x—t
onde K ¢ uma constante a ser escolhida posteriormente.
Pelas propriedades das operagdes com fungSes continuas,
of . segio 2.5, segue~se que F €& contfnua em [c,x]. Por
propriedades das fungBes derivdveis, segue-se que F é
derivdvel em -(c,x). ‘(F ndo é necessariamente derivdvel
em [c,x], pois, ¢ ou x podiam coinci@ir.com as extre
midades a e b, onde f(n) pode n¥o ser derivdvel.)
Por outro lado, F{(x) =0 e se K £f8r tomado convenien-

temente, i.e.,

O x = {f(x)-f(c)-f‘cc)(x-c>-...-ni!f(“)(c)(x-c)n}(—J(i—;%i—l ,
entfo, F(c) =.Q0, Assim, todas as condigBes para a apli-

cagfdo do Teorema de Rolle estfo satisfeitas. Por conse-
guinte, existe E € (c,x) tal que Ft(g€) = 0. Calculan-

do a derivada de ¥, muitas simplificagBes ocorrem e che-
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gamos a

(1) Pr(t) = - 2o (6) (x-0)® 4 Lo k(x-)™,

Logo de (4) e de F1(g) 0 segue-se

fn+l(g).

n

(5) | _ K

Finalmente, (3) e (5) nos ddo as expressdes (1) o {(2) .

que queriamos demonstrar.

Observagdo: Se escrevermos

P(x) = £(c) + £1(e)(xm0) +uvor L) (xc)n,

o Teorema 3.12 nos diz que f{x) difere do polindmio

P(x) por R isto é&:

n+l’

(6) £f{x) - P{x) = R__ ..

Uma relagfo com= (6) & de grande importdncia nas questdes
de aproximagfo da fungfioc f por polindmios. Exemplo: na
segfo 4 definiremos a fungZo exponmencial £(x) = ¢F, pa-
ra todo x € R, a qual tem derivadas de todas as ordens e
f(n)(x) = o™ para todo n ¢ N. Logo, neste caso, se
c =20

P(x) =1 + x + x2/2! +ea.t X /nt

_ E n+l
R ., =ex /(n+1)!
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Logo, pelo Teorema 3,12%
(7) o¥ - P(x) = &> x™"1/(n+1)1
Se |x| <« 1, ent8o temos de (7)

Iex - P(x)| < e/(n+1)!

. . A . - .
Essa desigualdade mostra que o polinomio P(x) constitui
. ~ x
uma aproximagac para e com um erro menor que e/(n+l)!
- ~ . -
Quanto maior f6r n, melhor serd essa aprox1ma950, pois

e/(n+1}! tende a O.

EXERCICIO 1 - Seja f: R+ R & uma fungfio par, isto &,
f{x) = f(-x), para todo x € R. Mostire que
na expressio da férmula de Tayleor em em tormno de c = O
ndo aparecemn aé derivadas impares em 0. Enuncie e de-
monstre um resultado andlogo para fungges impares, isto

é§, f(x) = -f(-x), para todo x € R.

3.8 - 0s pontos criticos de uma funcglo

Seja f: (a,b) + B uma fungfo definida em um in=-
tervalo aberto (a,b}. Vimos na segdo 3.6 que nos pontos
¢ onde f fem um mdximo local (ou um minimo local), a

derivada f'(c) é 0, Portanto, o anulamento da deriva-



da’ f£' num ponto .c‘ é condigio ngcgsséria para que c
seja um mdximo ou minimo locais. Naquela mesma segfo,
mos tramos que tal condigf#o nflo era suficiente. Voltamos
agora a essa questfo a fim de fazer um estudo sistemdtico

baseado na férmula de Taylor.

Um ponto ¢ onde f!'(c) = 0 & chamado um ponto
critico de f, Estudaremos o que acontece com f nas

vizinhangas de um ponto critico. J& vimos (secgHo 3.6)
que pontos de mdximo local e minimo local sXo pontos cri-

ticos.

DEFINIGXO - Um ponto critico ¢ €& chamado um ponto de

inflexdo horizontal de f se existe e > 0

tal que f(x) < f(c), para c-e < x < ¢, e f(x) > £(c),

para ¢ < x < c+¢, ou f(x) > f{c) para c-¢ < x < c, e

f(x) < f(c), para c < x < c+e.

Seja ¢ ¢ (a,b) um ponto onde £ tem um mdximo
local, entfo, esse mdximo & dito estrito se f(e) > r(x)
para todo x em ]x-cI < e para um certo g. De modo

andlogo, define-se minimo local estirito.

Observagiio: Volte 4 definigdo de ponto de inflex¥o. Su-
ponha queé existe ¢ > 0 tal que f(x) s £(c)
(observe que estamos substituindo a desigualdade estrita

POr £ ) para c-g < X < ¢ e f(x) > £(c) para c<x<c+e.
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Pergunta-se: é ainda ¢ um ponto de inflexac? Trace

umas figuras.,

TEOREMA 3.13 - Seja f: (a,b) » R uma fungfo derivdvel

no intervalo (a,b). Seja ¢ um_ponto

critico de f. Se existe e > 0 tal que

(1) f£t(x) = 0 para x & (c-g,c) e f£'(x) < 0 para

x € (c,c +e), entdo f tem um médximo local em c.
Se existe € » 0 tal que
Se existe sl que

(2) fix) £ 0 para x € (c-€,c) e fi(x) = 0 para

x € (c,c + €), entfo, f tem um minimo local em c.

Se as desigualdades em (1) e (2) sfo_estritas (isto ¢,

< om vez de <, e > em vez de 2), entdo o maximo (ou

minimo) correspondente &€ estrito.

!

~ . . .
A demonstragfo & conseqléncia imediata do Teorema

3.11.

ObservagSo: A condigfo (1) do teorema acima seria satis-
feita se ft fosse nio crescente em

(c-g ,c+e ). Analogamente, a condigo (2) se verificaria

se f' fosse nfc decrescente. Portanto, se a derivada

segunda de f existisse, a condigio (1) seria satisfeita

Se

(3) £ (x) « 0 para todo x € (c-€,c+e).
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Se a derivada segunda de .f fosse continua, terfamos, em
virtude do.Lema 2.2, que a condigfo (3) para algum ¢ > 0O

Seguir~se-ia de
(&) £ (c) < o.

Resumindo: "Se f: (a,b) + R tem derivada segunda, £’

continua, entfo, um ponto critico ¢ (isto &,

f'(c) = 0} & um ponto de mdximo local se £ (c) < 0."
Analogamente, provamos: "Se f: (a,b) + R tem de-
rivada segunda, f° contfnua, entfo, um ponto critice ¢

é um ponto de minimo local se £’ (¢} > 0 ™,

Os dois critérios que acabamos de enunciar s3o de
grande utilidade na pesquisa de mdximo e minimo locais.
Eles, porém, oferecem'apenas condigBes suficientes. De
fato, a fungfo pode ser tal que f'(c¢) = 0, fﬁ(c) = 0
e ¢ ser um ponto de mdximo ou minimo local. Exemplo:
fx) = xa para todo x € R. O ponto x = 0 & um ponto
critico, pois f1'(0) = 0; apesar de £“(0) = 0, f ‘tem
um minimo em x = O, Sentimos, pois, gue hd necessidade
de produzir um critério mais poderoso para decidir se um
dado ponto critico é de mdximo ou minimo. Isso & feito

através do teorema abaixo.

TEOREMA 3.14 - Seja f: (a,b) + R uma funcfo derivdvel
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. . 1 n
n vezes e cujas derivadas, f ,...,f( ) sfo continuas em

(a,b). Seja o€ (a,b) tal aue f'(c) = ... = £(*" ) =

=0 e f(n)(c) # 0. Entfo, se n € par,

f(n)(c) € 0 = f +tem mdximo em ¢

f(n)(

¢) » 0 = f tem minimo em c.

Se n & ifmpar, ¢ & um ponto de inflexfo horizontal.

Demonstrac@io: Pelos Lemas 2.2 e 2.3 existe ¢ > 0 tal

que f(n)(x) £ 0 para |x-c| < e¢. Para

tais x temos, em virtude da férmula de Taylor
) 1
£(x) = £(c) + 2™ (g) (x-c)?,

onde £ € (%-G,C+€) e, portanto, f(n)(g) # 0.

1) Se n ¢ par, (x-¢c)® > 0 para qualquer

% € (c-e,c+e). Logo, o sinal de f(x) - f(c) & o mes
mo gque o sinal de f(n)(g). Portanto, se f(n)(c) < 0,
entfo, f(n)(g) <0 e f(x) - f(c) < 0, isto &, f(c)

I rd -
é umymaximo local.

Se f(n)kc)_> 0, entfo, f(n)(g) >0 e f(x) -

- £(c) » 0, isto &, f(c) € um minimo local.

2) Se n & fmpar, (x-c)® >0 se x> c e (x-c)" < 0

se x< c¢c. Logo
f(x) - f(c) <. 0, se x< &

se f(n)(c) > 0 ={

f(x) - £(c) > 0, se x> ¢
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e se f(n)(c) < 0 = £lx) - f(c) >0, se x<g¢

f(x) = £f(c) < 0, se x> o

0 que mostra que, qﬁando n & impar, c¢ & um ponto de
inflexfo horizontal.
Pergunta: Seja f(x) =_xu sen 1/x para x £ 0 e £{o) =

= 0. Mostre que O & um ponto crftico de f.

Entretanto, f nfo tem nem mdximo, neim minime, nem in-
flex8o em x = 0., Por Que isso ngo contradiz o Teorema
3.147

»

Atée o momento tratamos apenas de pontos de infle-‘
x8o horizontal, ou seja, do tipo de inflexdo que ocorre

nos pontos criticos., Agora damos a definig#o geral de in

flexdo.

DEFINIGXO - Seja f: I + R uma fungdo definida e derivd-
vel em um intervalo aberto I. Um ponto
¢ € I € chamado um ponto de inflexZo se existe € » O

tal que uma das duas situagBes ocorre:

(i) f£(x) < »(x), x ¢ (c-g,c); £(x) > r(x), x € (c,ce)
(ii) £(x) > r(x), x ¢ (c-e,c}; f(x) < r(x), x € (c,c+e),
onde y = r(x) ¢ a equagfo da reta de inclinagfo f£1(c)

e passando pelo ponto (é&,f(c)).

e i ML
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que descreve exatamente a‘difégio tomada pelo raio de luz
ao se refratar.

| Imaginemos agora a seguinte siﬁuagﬁo: A €& uma
fonte luminosa emitindo raios em todas as direg8es. Per-
gunta-se: todos os raioé que tocam Yy = 0, penetram em
vy €« 0? A resposta & simples e € dada pela lei de Snell:
penetrard sempre que a seguinte equagdo em g, para dado

&, possa ser resolvida:

Cc
sern B = -C—sen aqda

Exemplo, suponha que c, = 2c1, entfo no momento que
ultrapassar 30o (i.e. sen a > 1/2) dejxard de haver re-
frag8c. E o que € que acontece com o raio? Bom, a Fisi-

ca nos diz que se reflete. Alids, tal coisa & rawodvel

inclusive sob o ponto de vista matemdtice, pois quando a
- Q

aumenta, 3 também aumenta, e gquando «a = 307, entdo

g = 90°,

EXERCTCTIO 1 ~ Determine dois mimeros reais cuja soma & 10

4 - Il 3 -
e cujo produto seja o maximo possivel,.

EXERCICIO 2 - Determine o retangulo de maior drea que po-
de ser inscrito em um gquadrante de circulo

de raio R, de modo que dois dos lados do retangulo este-

jam sobre os lados retos do quadrante. Esse retangulo

- - i a
coincide com o retangulo de maior perimetro nas mesmas
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condig¢8es?

EXERCICIO 3 - Dado o tridngulo retdngulo de catetos 3 e 4,
determine o retdngulo. de maior drea nele

inscrito de modo gque um dos lados’esteja sobre a hipote-

musa. Esse retingulo coincide com o retdngulo de maior

perimetro nas mesmas condigSes?

EXERCICIO 4 - Seja f: (a,b) + R uma fungSo com derivada
segunda continua no intervalo (a,b). Mos-

tre que ¢ € (a,b) é um ponto de inflexHo se existe

€ >0 tal que f“(x) > O para x € (c-e,c) e " (x)=<o0

para x ¢ (c,c+e), ou vice=versa.

2
x

para - < X < w, MOS=

EXERCICIO 5 - Dada f(x)
’ l+x
tre que x = 0 & dnico ponto crftico dessa

fungfo. Pesquise os pontos de inflexdoc, determinando as

solugSes de f”(c) = 0 e usando o Exercicio L.

EXERCICIO 6 - Construa (graficamente) um exemplo de uma
fung@o com derivada segunda continua, tal

que em um ponto ¢, f'(c) £0, e f'(c) = 0 e tal pon-

to nio & de inflexfo. Faga algo mais sofisticado que a

fungdo linear f(x) = ax + b. Esse exemplo deve conven-

cer-lhe que, no Exercicioc 5, apds achar os zeros de

f”(c) = 0 devemos necessariamente aplicar o resultade do

Exercicio 4.
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EXERCICIO 7 - Seja f: (a,b) + R uma fungfo com derivada
terceira continua no intervaloc (a,b). Mos-

tre que ¢ € (a,b) & um ponto de inflexHo se f'(c) # O,

" (c) = 0- ¢ f£“(c) # 0. Aplique esse critério ao exem-

ple estudado no Exercicio 5 acima.

EXERCICIO 8 - Determine os pontos criticos e os pontos de

inflexfo de f(x) = x> - 3x + 1.

EXERCTCIO 9 - Determine os pontos criticos da fungdo

2
f(x) = ;tl definida em R-{1}. Trace o seu

éréfico.

EXERCTCIO 10 - Use o Exercicio 7 para estudar a fungao

x

f{x) =

. Localize seu mdximo, seu
1+x '
- A - .
minimo e seus trdés pontos de inflexfo. Trace um grafi-

co da fungfo.

x
1+x

EXERCTCIO 11 - Mesmo problema para a fung®o f(x) =
Localize os trés pontos de inflex83o e tra-

ce um 'grdfico da fungfo f.

3.9 -~ Séries de poténcias

- n .
Formalmente, uma série de poténcias € uma expresséo

do tipo



~179 -

(1) T oax,

onde an € R, para todo n. 0Os numeros ah sfoc chamados

os coeficientes da série. Para cada x &€ R fixado, afex-"

pressfio (1) representa uma série numdérica, Faz sentido,
entdo, perguntar se, para agquele x fixado, a sdérie numé
rica correspondente converge ou nfo, - Seja D o conjunto
dos pontos x € R para os quais a série (1) converge. @
claro que D n#o é vazio, pois =x = O pertence a D.
Portanto, a expressfo (1) define uma fungfo S(x) para
todo x € D, i.e.

s(x) = = anxn.

n=0
vdrias questdes serfio estudadas a seguir, como por exem=

pPlo: Dados os coeficientes a s qual é o conjunto D cor

respondente? Que tipo de fungfo ¢ S(x)?

TEOREMA 3,15 -~ Suponhamos que a série (l) converge em um

ponto x = ¢ # 0. Enitfo, a série converge

absolutamente para todo x, tal que |x| < ]c].

Observagfo: Em particular, o teorema anterior implica 'que,
se ¢ # 0 pertence a D, entfo o intervalo

aberto (=|c|,|c|) estd contido em D.
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Demonstracfo do Teorema 3.15: Como a série numérica

@
n
I ac converge, segue-se que a sucessfo
n n=0
(anc ) tende a zero, cf. Coroldrio 1.1l. Logo, essa su-

cessfio € limitada, e seja M tal gue [ancnl s M para

todo n. Fixemos agora um x tal que |x| < |c

« Te=

~
mos entao

Il 1
la x| = fa o™[1Z] = M|Z" .

x . . x
Como |E4 < 1, segue~se gue a série numérica I Ml—{
n=0 c
converge. E, finalmente, usando o Teorema 1.9, conclui-
. n
mos que a série Z|anx | também converge, o gque completa

a demonstragdo.

COROLLRIO 3,2 - Suponhamos que a série {1) ndo converge

em um ponto x d £ 0. Entdo, ela nfo

converge, tambdm, para todo x tal que [x| > |d].

Demonstrag8o: Imediata pelo método de redugfio ac absurdo.

o
TEOREMA 3.16 - Dada uma sdérie de poténcias ZO anxn, uma
=

das duas possibilidades deve ocorrer:

(1) a série converge para todo x € Rj; (ii) existe um mi-,
mero real T, tal que a série converge para todo |x] < 1
e diverge para todo |x[ > T.

Observacfio: Se (i) ocorre dizemos que ¢ raio de convergen

cia da série € =, Se (ii) ocorre, o nimero
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r & definido como sendo o raio de convergéncia., Em (ii),

r pode ser zero, e neste caso a série converge apenas

quando x = 0, Observe que o teorema nada diz sobre o
que ocorre guando ix[ = r. Nesses pontos, x = -r e
X = r, a série pode convergir ou nfo.

Demonstragao: Como antes, seja D o conjunto dos pontos
onde a série converge. D & nio vazio,

Pois O € D, Suponhamos que (i) ndo ocorre, e provemos

que {ii} deve ocorrer. Seja d ¢ D. Entfo, em virtude
do coroldrio acima, D estd contido ne intervalo
[-|d|,|d|]. Seja r o supremo de D, e provemos gue tal

nimero r satisfaz ds condigles do enunciado do teorema.

. - [}
Suponhamos, por contradicfo, que existe X s Ixol < r,
onde a série nio converge. Entdo pelo coroldrio acima- a
série diverge para todo [x]| > lxol, © que mostra que

Dc [-[xo|,]x0|], contradizendo o fato que r &€ o sup
de D, De modo andlogo, provamos que nio existe X,

|xo] > r, onde a série converge.

I

Observagao: 0 teorema precedente mostra que D €& um in-

tervalo de uma das formas seguintes (-x,r),
(~r,r], (~r,Tr], [~r,r), (-®,+®). O caso extremo r =0, .
e, portanto, D = {0] também pode ocorrer; exemplo:
[=-]
n

2 o nlx,
=1
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Observagdos Decorre dos Teoremas 3.15 e 3.16 que a série

de poténcias converge absolutamente para cada
-] I

x| < = (Demonstré). A série El-%— converge para
n=

-1 < x< 1., Pelo dito acima ela converge absolutamente
para -1 < x < 1, entretanto n3o converge absolutamente

para x = ~=1.

[2a]
. - n
Que tipo de fungdo & S(x) = & a,x? Mos-
: ] n=0
traremos a seguir'quefﬂasérie converge para !xl < r, en=-

t%0 S(x) & derivdvel nesse mesmo intervalo. Daf decor=-

re que S(x) ¢ contimua em |x| < r.
, ‘ ® n
LEMA 3.3 - Supomhamos que a série de poténcias I a X
T n=0
convirja para |x| < r. Entfo as séries
- n-1 e - .n=2
I nax e I n(n-l)anx convergem absolutamente
n=1 . ‘n=2
para todo |x| < T.
Demonstragdo: Fixemos 'x, tal que |x] <« . Seja c tal
que |x| € ¢ < r. Como a série Eancn con

g n -
verge segue~se dJue a- sucessao (anc ) tende a zZero. Dai
— . n
concluimes que existe M tal que ]anc-l < M para todo
.‘ A a - . a
n. Para provar a convergencia da primeira série, fagamos

o seguinte:

n-1, _ n-1,x2~1 My ;x,n-1 "~
.nahx | = n]ap; lz - = (g)nigfl .
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. ‘@ x,n-1

Como |[x| < c, temos que a série § n|X|
n=1l

cf, Exercicio 7, segdo 1.,12. Logo, peloc Teorema 1.9 con-

converge,

n-li

cluimos que E]nanx também converge.

Para provar a convergéncia da segunda série proce-

demos de modo andlogos:

- -2 n=2 M n==2
n(re a2 = () laye™ 1272 & Epyngnan) 13772,
’ m. xn"2
Como |x| < ¢, temos que a série I n(n—l)jg| con=
n=2

verge, cf. Exercicio 7, segfo 1.12. Pelo Teorema 1.9,
m

- ne-2
concluimos gque n£2 ln(n-l)anx J

também converge,

TEOREMA 3.17 - Suponhamos que a sdrie de poténcias

@

aZ0 anxn convirja para |x| < r.. Seja
$(x) a soma dessa sdérie. Entfo, S(x) & uma funeSo de-
w
rivdvel em |x| < r e S'(x) = I na_x™1.
—=rave. on : = n=1 =

Demonstragﬁo: Devemos provar que a razéo incremental de S

em um ponto x, fixado, converge para a sé-

o0
. -.n=1 . . . .
rie z na_x + Com issoc em vista, escrevemos

n=1

o« @ I I
(1) S(x+h)=S(x) _ ¥ nanxn-1_= - an[,(x+h! - nxn-l],

n=1 - n=0 h

(fazendo a conveng®o que nanxn_1 =0 para n = 0),

Aplicando a fdérmula de Taylor, cf. segdo 3.7, A&

fungo x", temos
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n’ n-1_- n(n-1)
Kbk 2

(2) (x+0)™ = x + nx  h o+ n-2h2’

(x+6h)

onde © & um nimero no intervalo (0,1). Como

|x + eh| < lxl + |h|, obtemos de (1) e (2):

<

IS(x + h% - S(x) _ ;

n-ll
n=1

na_x
mn

-1 ‘ -2
1ol 2B=2 () v m) R -

W
B
118

E2

b ne2
z_a(a-1)la [(Ix] + =)™

;

0 dltimo membro da desigualdade acima ftende a zero guando
h = 0, pois a série que ai aparece cbnverge gquando
lx] + |n| <« r em virtude do lema acima. Isso completa a

demonstragio.

Observagﬁo: D teorema acima mostra que a derivada de uma
série de poténcias & também uma série de po-

tdncias com o mesmo raio de convergéncia gque a série ini-

cial, Podemos portanto aplicar o mesmo teorema & série

derivada. Concluimos entdo:

(2]

n"Suponhamos que uma sdérie de poténcias I a x"
n=0
convirja -para todo |x| < r. Seja S(x) a fungfo defini
’ w©
da como Z anxn para |x|-< r. Ent3o S(x) tem todas
n=9

as derivadas (i.e., S(x) & infinitamente derivdvel). Alédm
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. . . A . .

disso, as derivadas s&¢ séries de potencias obtidas por
s . - Ll

derivagfio termo a termo, e todas as séries derivadas tém

LIS A I3
¢ mesmo raic de convergencia',

EXERCTCIO 1 - Determine o raio de convergéncia das seguin

- A .
tes séries de poténcias:

<o @ o
. T n; . b -13)81, ‘s g 1. n
() I, (1) BN ) BLa
. ; 31 1 Zn+1, E n! n
(iv) n=0( 1) (2n+1)1 * ) n=0 2nx

, n/ ~
EXERCICIO 2 - Demonstre que se lim |an| =4 > 0, entfo
o raio de convergénecia da série

L oa x" é r=1/4.
n=0 B
e}

EXERCICIC 3 - Seja z anxn uma série de poténcias cujo

n=0
L] by 3 - 3 - 'y - .
raic de convergeéncia & infinito. Seja ¢
@ n )
um nudmeroc real fixado; entdo, T an(x + c) define uma
n=0 '

fungdo f(x) Dpara todo x real. Mostre que f{x) &
também uma série de poténcias, ¥ bnxn, que converge pa-

ra tode x real. Ache a expressfo dos coeficientes bﬁ

em termos de a, e c.
- n s n

EXERCICIO 4 -~ Sejam X a x' e I b _x™ duas séries
n=0 1 n=0 7

fad . . ) g .
de potencias, cujos raios de convergencia

#

~ . "y n
s8o r, e T, respectlvamentg. Entfo, -E(an+bn)x 8
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£ fad . . . Pad . e
uma série de poténcias cujo raio de convergencia e
r 2> min(rl,rz). Em particula:, se as duas séries conver-—
gem para todo x, entlo a soma também converge para todo

X

EXERCTCIO 5 - D& um exemplo para mostrar que o raio de
convergéncia da soma de duas séries pode

3 = : ~ -
ser realmente maior que o raio de convergencia de cada

sdérie. (Sugestﬁo: Considere l+x'+x2 +.0s € —xlo-xll—

2 000

EXERCTCIO 6 - Volte a4 segfo 1.12 e verifique que no enun-

ciado do Teorema 1l.11 podemos sﬁbstituir as
hipdteses sobre lim 1»}"3.—1,1 pelo  lim sup 1;1fa_n: as conclu-
885es si3oc as mesmas. Aplique isso para provar a férmula
de Cauchy-Hadamard: r = i/lim sup]yT;;T, onde © & o
raio de cohvergéncia da sdrie HE anxn. Compare esse
exercicio com o Exercicio 2 acima.

=~

EXERCICIO 7 - Seja T oax uma -série de poténcias con-
' n=0 R
vergente para |x| < r, e seja S{x) sua
@
. ! -
soma, Se p € N, prove que S(p)(x) = T 1L ;a *7P,
n=p (A-p)I'n
1 : n
EXERCICIO 8 - Partindo de = I X , mostre que
-X n=0 -

! @ n! -
x P

- = I T_H_T— onde todas as
(l-x)p+1 n=p ‘%P ! > onee

sdries s3o tomadas para -1 < x < 1.
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3,10 ~ A série de Taylor de uma funcfo

Seja f: (a,b) » R uma fungfo infinitamente deri-
vdvel em um intervalo aberto _(a,b). -Se ja Xo € (a,b).
A sdrie de Taylor da fungfo £, relativamente a X s é

definida por

7 L e y(xex )
I oar £ ) (xex )

Por uma mudanga de varidvel, Z = X = X, s Vemos

- ’ . - rd r . A v .
que a serie acima ¢ uma série de potencias. Logo aplican
do a teoria desenvolvida na segao 3.9, concluimos que uma
das duas possibilidades seguintes ocorre: a série de
Taylor converge para tode x real, ou existe um real
r'» 0, tal que a série de Taylor converge para Ix-xol < r
e diverge para Ix—xol % r, Obviamente a série de Taylor

Sempre converge para X = XO-

Suponhamos que a série de Taylor de uma funglo f
converge para Ix;xo|‘< r. Pela teoria desgnvo{vida na
segio gnterior, a soma da-Sérié de Taylor é u@a‘fungﬁo
s(x) infinitamente derivdvel em Ix-xol < r. E natural
e importante saber se -S(x) = £(x) em lx-xgl <'r. A
fesposta a essa pergunta € negativé, ém:geral.A Enfrétani
to, & positiva para um grandé:nﬁmerp das fungles que apa-

recem nas aplicag8es.




~-188-~

EXEMPLO - Considere a funglo f: R -+ R definida por

£(0) =0 e f(x) = e_l/xa, para x £ 0, {(cf.
se¢fo 6.2). E fdcil provar, usando resultados sobre expo
nenciais, que f(x) é infinitamente derivdvel e que
f(n)(O) = 0 para todo n = 0,1,2,... Logo, a série de

Taylor dessa fungﬁo para xo = 0 & identicamente 0, en-

-

quanto a fungfo nfo é. (Trace um grdfico da fung3o f.)

Consideremos a fungfo f(x) definida por uma dada
P A . - n
série de potencias EO a, x que converge para |xL < 1,
= .
onde r > 0. Qual é a série de Taylor de f(x) relativa
mente a X, = 0? Usando o Teorema 3.17 podemos calcular
os coeficientes da série de Taylor e veremos, facilmente,

que a série de Taylor de f(x) & precisamente a série de

poténcias que define f(x).

TEOREMA 3.18 - Seja f: I + R uma funcfo infinitamente

:
derivdvel em um intervale I, gue contém a

origem O em seu interior. Seja (-r,r) o maior inter-

valo aberto dessa forma contido em I, e tal que, para

cada ¢ c¢om O < ¢ < r, tem-se
A 1 n]
(1) 1lim EﬁiMn(C)C = 0,
ne

onde Mn(c) é o mdximo da funcHo f(n)(x) no intervalo

fwc,e]. Ent3o, a série de Taylor da fungfo f(x), rela-

tivamente a 0, converge para f(x) no intervalo (-r,r).
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Observacdo: Em virtudé dé Teorema 3.1, as fungSes fﬁﬂ(x)
. s#o.contfnuas em T. Pelo Teorema 2,12, se-
gue-se que f(n)(x) tem mdximo no intervalo fechado

[‘C_:CJ .

Démonstragﬁo: Fixemes um ponte x ¢ (-r,r). Usando a for

mula de Taylor temos:

f(x) = £(0) + £r(0)x +...+-%?f(n)(0)xn + R

com

s = T ) )0

Hd

onde E & um ponto do intervalo (0,x), se x> 0, ou de
(x,0) se x < 0. para demonstrar que a sdrie de Taylor
da fung8o f, calculada Te ponto x, converge para f£(x),

basta provar que 0 resto Rn+l tende a4 zero quando n

tende a infinito,

Seja ¢ = |x|. Entfo,

|R (c)cn+l

1
n+lr = (n+1)!¥n+l

e pela hipdtese do teorema segue-se que R . 4 0,.0 que

completa a demonstragfo.

Uma -fungdo f: I 3+ R definida em um intervalo a=

berto I € amalftica real em um ponto a € I, se existe

um subintervalo (a-¢,a+e) onde f & igual 34 sua série
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EXERCICTIO 5 - Considere a fungHo polinomial f£(x) = a_x"+
n-1 F
+ a;x Foeet B Obtenha a série de
Taylor de f relativamente ao ponto x_ = 1. Qual € o

k] A - PRy
rajio de convergencia dessa série?

: o
EXERCYCIO 6 - Considere uma série de poténcias T a x"
- : n=0
que converge para todo |x] < r. Seja

f(x) a fungfo definida pela série. Mostre que

1 . (n) o s n
a. =-ﬁ7f (0). (Este exercicio justifica a observacao
feita antes do Teorema 3.18.) Use este resultado e mos-
tre gue se duas séries de poténcias definem a mesma fun-

950 em um intervalo (—r,r), entfo os. coeficientes corres

pondentes das duas sdéries sHo iguais.

EXERCICIO ‘7 - Mostre que os zeros de uma fung@o analitica
‘real sfo isolados, (Sugesﬁﬁo: seja a um

zero de ordem p da fungfo f(x). Tome a expressio de

Taylor da f em torno de a e se obtém f(x) = (x-a}pmbq

onde Y (a) £ 0. Pela continuidade de | temos gque

y{(x) £0 para x em um certo invervalo (a-¢,a+e) cen-.

“trado em a).
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CAPITULO 4

FUNGOES TRIGONOMETRICAS

Neste capftulo introduziremos as fungSes trigono-
"métricas de modo rigoroso e elegante através das sdries
de poténcias. A apresentagﬁo tem um certo artificialismo
em seu iniciol(quando se definem as fungdes seno e cosse-
no), mas depois as bropriedades das fungSes sfo deduzidas
com légica e concisfo., Essa situagfo € bem caracterfsti-
ca das teorias matemdticas "acabadas"., 0 leitor nZo de-
ve, pordém, pensar que 0 Processo inventivo em matemdtica
segue essa linha dedutiva, partindo de postulados e defi-
nigdes para teoremas e resultados relevantes. Antés de
encontrar os postulados e as definigdes apropriadas, o ma
temdtica desenvolve intensa Pesquisa na qual as "tdcnicas"
s8o imaginagao, intuigﬁo, experiéncia, sorte e muito tra-
balho! Recomendamos ao leitor, os artigos de Paul Halmos
e Henri Poincaré SOﬁre inovagfo e criagfio em matemdtica,

mencionados na referéncia L4].

Historicamente, as fungSes seno e cosseno foram in

troduzidas como se faz na trigonometria. O método trigo-

’, I L] rd > -
nométrico tem mais apelo geométrico e pode ser mais natu-
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ral e inspirador para o principiante. Em vista disso,
nfo cremos que o método por nds eséolhido deva ser usado
para alunos, gque vio estudar as fungSes trigonométricas
pela primeira ve'z. Entretanto, chamalins a atengdo do lei-
tor para o fato de que o estudo das fungdes seno e cosse-

no na trigonometria deixa muito a dese jar, quanto a rigor.

Pode parecer ao leitor que as "nossas" fungles se-
no e cosseno definidas abaixo nfo sdo as mesmas da trigo-
nometria, apesar de terem em comum todas as propriedades
usuais, Essa divida & bastante legitima, e, na verdade,
devemos provar que estamos introduzindo as fungdes seno e
cosseno usuais. Isso sera provado do seguinte modo. Mos-
$raremos que sé existe um par de fungdes s(x) e «c(x),

definidas e derivdveis para todo x TrTeal, tais que

c(x) ct(x)

0 e(0)

-s(x)

1.

Il

s'(x)
s(0)

I
il

As fungfes seno e cosseno da trigonometria gozam
dag propriedades acima. Por outro lado, as fungdes seno
¢ cosseno aqui definidas também satisfazem essas proprie-

dades. Logo, elas sfio as mesmas!
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4.1 - As funcgles seno e cosseno

Consideremos as duas séries de potdncias seguintes:

E n x2n+l E n 'x2n
-1)P A - .
n=0( ) (2n+1)1r ° n=0( 1) (2n)!

Aplicando o teste da raz8o, concluimos que elas conver-
gem, qualguer gue seja x real. Portanto, pelo Teorema
3.17, essas séries representam fung8es derivdveis (e, na
verdade, infinitamente derivdveis) definidas para todo =x
real. Definimos, entdo, as fungdes seno e cosseno, res-

pectivamente, pelas expressdes:

(1) sen x = I (-1)" Soayy

( P (c)®
2) cos x = I (-1} -m—e—
@ n=0 (2n)!

Usando o Teorema 3.17, que justifica a dérivagﬁo

termo a termo de uma série de poténcias, temos:
d ' d
(3) Ei(sen x) = cos x, E;(cos x) = -sen X.

Diretamente da definigfo decorre que seno & uma

fung@o impar, enquanto cosseno € uma fungio par, isto .,

(%) sen(-x) = -sen x, cos(-x) = cos x.
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TEOREMA 4,1 - Para todo x real, tem-se

(3) sen’x + cos’x = 1.
(NotagHo: gen‘x = (sen x)z.)

- - ' 2 2, ‘
Demonstragdo: A fungao f(x) = sen“x + cos x é derivdvel,

e sua derivada &
f1(x) = 2 sen x(sen x)' + 2 cos x(cos x)' = 0

em vista das relagBes (3). Logo, pelo Teorema 3.10, se-

gue=se que f(x) = ¢, onde ¢ é uma constante. Para de-
terminar ¢, basta calcular f para x = 0. Como
(6) sen 0 =0 e cos 0=1,

relagBes que decorrem imediatamente das definigBes (1) e

(2), concluimos que c¢ = 1, Isso prova a relagfio (5).

COROLARIO 4.1 - Temos para todo x real®

-1l £ sen x £ 1 e -1 % cos x =< 1.

LEMA 4.1 - Seja f(x) a fungfo definida por uma série de

o«

a_ . n

potencias, Y a_x ue converge em x| < 1

— o n '’
n=

Suponhamos que

(7) f{x) + £(x) = 0, para | x| < T,

@
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(8) £{0) = 0, f*(0) = o.
Entfo, f(x) = 0 para todo. |x] < r.

Demonstragfdo: A equaglio (7) diz que fx) = -£(x). E

daf, o fato que f£(0) = 0 implica

{(9) - (o) = o.

O Teorema 3.17 diz que f € infinitamente derivd-

vel, e portanto, derivando (7) obtemos
(10) f(x) + £1(x) = o.

Como f'(0} = 0, segue~se que £f“(0) = 0. E assim por
diante, obtemos que todas as derivadas de ¢ para x = 0
sdo zero. Por conseguinte, todos os céeficientes da sdw-
rie de poténcias que define f se anulam, pois

o.

nr

a = f(n)(O)/n! Logo, f(x)

TEOREMA 4.2 - Para quaisquer nidmeros reais a e b wva-

lem as seguintes fdérmulas:

(11) sen(a+b) = sen a cos b + sen b cos a

(12) cos(a+b) = cos a cos b - sen a sen b.

Demonstracdos Fixe a e defina a fungéo

f(x) = sen(a+x) - sen a cos x - sen x cos a.
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A fungfo sen(a+x) ¢& uma série de poténcias em
x, gque converge para‘todo x‘ real (cf. Exerc{cié 3, se=-
g3o 3.9). Logo f({x) é uma série de poténcias em  Xx.
Usando (3) vé-se que f satisfa=z (7). Por outro lado €
fdcil ver, usando (6), que f{0) = £f1(0) = 0. Logo, pelo
Lema 4.1 temos f(x) = 0, o que prova a relagdo procurada.

De modo semelhante, prova-se a relagdo (12).
TEOREMA 4.3 - Existe a > 0 tal que cos a = 0.

Demonstragio: Suponhamos, por contradigfo, que nfo exista

um tal ndmero real a. Como cos O = 1,
segue-se do teorema do valor intermedidrio (lembre que
cos x & uma fungfo continua) que 'cos x > 0 bara todo
«x > 0, Logo, a funglo sen x seria crescente na semi-
reta [0,»), em virtude do Teorema 3.1l e da relagfo (3)
acima. Como coszx = 1 = senzx, segue%ée; entfo, que
cos x &eria decresaenteuem lo,#). Logo, eyistiria o
né intervalo L[0,1), tal que ‘

(1) limlcos x = Q.

Xeb o
Por outre lado, desde que sen O = 0, segue-se que exis~-
t#ria 8 no intervalo (0,1] tal que

(1) lim sen x =B .
. 1--)
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Das relagdes (11) e (12) obtemos

(13) sen 2x = 2 sen X cos X

(14) cos 2x = cos°x --senzx.-

Usando (5) na relagBo (14) temos

(15) cos 2x = 2 cos x - 1,

Passando ao limite, quando x < +m{ nas rela§395 (13) e

(15), e usando (!) e (!!), temos,

(16) B = 2ap a = 2a® - 1,

As unicas solugdes, @ e B, das equagSes (16) so

@ =1 e B =0, oque contradiz os fatos de a ¢ [0,1)
e Be (0,1]. & contradigio proveio de admitirmoes que
ndc existisse um a > 0 tal gque <cos a = O. Logo, o

teorema estd demonstrado.

Definigdo do nimero T. Como cos O =1 e cos x & uma

fun¢fo continua, segue-se, usando
o Teorema 4.3, gue existe um primeire a > O, onde o -
cosseno se anula, Em ocutras palavras, existe a > 0O tal
que cos x> 0 para O < x< a e cos a = 0, Definimos,

entdo,
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Temos entdo as seguintes relagles
il ™
(17) senw =1 e cos—5 = 0,

Uma fungdo f: R + R & periddica de periodo T

se f(x+T) = f(x) para todo x real, Uma fungHo pode
ser periddica e nfo ser continua, (Dé um exemplo.) Se
T €é um perkodo para uma fung#lo f, entldc, =T, 2T e, em
geral, kT para qualquer inteiro k €& também um periodo.

0 menor perfodo positive é chamado o periode fundamental,

E praxe, porédm, usar simplesmente a palavra periodc para

designar o periodo fundamental,

TEOREMA 4.4 - As fungBes senc e cosseno sdo periddicas.

com periodc 2T,

Demonstragdo: Primeiramente, usando (13), (14) e {(17) te-

mos
m m
M = —_— i — R
sen 2 sen 5 CO8 3 0
21 2 m
cos T = cos 5 - sen 5 = ~-1.

A seguir, usamos {13) e {14) novamente
sen 27 = 2 sen M cos M = O

cos 20 = coszﬂ - senzﬂ 1.

Finalmente, as relagdes (11) e (12) formnecem
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sen{x+2MM) = sen x cos 27 + sem 27 cos X = sen X

cos(x+2m)

cos X cos 2M ~ sen X sen 27 = cos x,
que provam & periodicidade das fungSes seno e cosseno.

Observac@o: Em virtude do teorema precedente, vemos que
para tragar os grdficos do seno e do cosseno
basta estudd-las, por exemplo, no intervalo [-m,7]. Como
o seno é uma fungdo fmpar, basta estudd-la no intervalo
[0,m]. De fato, uma vez que se tenha o grdfico do seno
em [0,M], o grdfico no intervalo [-r1,0] serd obtido
por simetria com relagfo 3 origem. Aplicando a relagfo
(ll), vemos, facilmente, que sen (%+x) = sem (%-x). Isso
mostra que o grdfico de fungfo seno & gimétrico com rela-
gdo & reta x = %. Logo, basta determinar o grdfico dd
seno no intervalo [O,%ﬂ. Para o grdfico de fungfo
cosseno, fazemos a seguinte observagio. Aplicando a re-
lagdo (11) temos que sen(x+%) = CcO0S5 X, 0 que mostra que
o grdfico do cosseno € nada maig que uma translagdo (de

ﬂ N " -~ -
) do.gréfico do seno na diregdo do eixo dos x.

Com todas as informagSes colhidas até este ponto
sobre a fungfo seno podemos, finalmente; tragar seu

grdafico:
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\ -1 -mf2

Figura 25

Por que o grafico do seno n3oc é como o que esboga-

mos abaixo?

w2
Figura 26
A resposta ¢é imediata. Como d = (sen x) = -sen x, temos
dx

gque a derivada segunda do seno € negativa em {(o,m). Lo-
go, of., Exércicio 3, segfo 3.6, a fungfo seno é concava

no intervalo (0,T).

Observe o leitor que em. x = 0 a funglo semno tem
um, ponto de inflexf8oc. Isso pode ser visto, também, obser-
vando que a derivada segunda do senc (que € -sen x) muda
de sinal quando'passa por x = 0, cf, Exercicio T, seglo

3.8,

0 grdfico do cosseno ¢ obtido transladando de %

o grdfico do seno.
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" Figura 27

Da unicidade das funcOes seno e cosseno. B interessante

observar que as
relagSes (3) e (6) determinam as fungSes seno e cosseno.

Isto &, temos o seguinte teorema:

TEOREMA 4.5 - Suponhamos gue as funcdes sl(x), cl(x),

sz(x) e cz(x), definidas para todo =x

real, satisfacam As seguintes relagfes:

(18) si(x) = cy(x), cj(x) = -s (x)
(19) . s;(0) =0, cp(0) =1
(20} sylx) = oy(x), ‘cé(x)r'= '-52(xj)'
(21) 52(6) = 0, ey(0) = 1.

Entdo, sl(x)_= 52(1) e cl(x) =_c2(x), para todo X

Teal,

Demonstragfo: Considere as fungdes

f(x) = sl(x)cz(x) - sz(x)cl(x)



-20k-

g(x) = slix)s2(x) + cp{x)ey(x).

Usando as relagBes (18) e (20), conclufmos que
£'(x) = g'(x) = 0,
e das relagSes (19) e (21), segue-se que
£f{0) =0 e g(0) = 1.
Logo, pelo Teorema 3.10; segue-se que

f(x) =0 e g(x) = 1,

isto &
(22) 51 (x)e5(x) = ay(x)e,(x) = 0
(23) sl(x)sz(x) + cl(x)cz(X) =1,

Multiplicando a equagao'(ZZ) por cz(x), a equaglo (23)
por sz(x) e somando obtemos:
(x)c2(x) + s,(x)s~(x) = s,(x)
%1 2 1 2 2

ou seja
(24) sl(x)[cg(x) + sg(x)] = sz(x).

Agora, observe que o Teorema 4,1 decorre tdo somente do
fato que as fungaes sen x e cos x satisfazem as rela-
¢Ses (3) e (6), que sfo andlogas de (18) e (19), ou (20)

e (21). Logo
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2 2
cl(x) + s7(x) =1
e
2 2,
ca(x) + 52(x) = 1.
Portanto de (24) concluimos que sl(x) = 52(x).

De modo andlogo, multiplicando (22) por -sz(x),

(23) por ca(x) e somando obtemos

1 ()3 (x) « e2(x)] = o, (x),

o gque implica c¢.(x) = ¢, (x e finaliza a demonstracfo
q P 1 2 » ]

do teorema,

EXERCICLO 1 -~ Demonstre que 1im E’-;f:_x =1 e
X+ 0
lim E;:_Egiw§_= 0.

x
x=+0

Observagio: 0 exercfcio anterior mostra que as fungdes

Sez x , x ?é 0
f(x) -
1, x = 0
1 - ios X R % 0
g(x) =
o, X =0

sfo contfnuas para todo x real.

EXERCICIO 2 - Trace os grdficos das fungdes f e g de-

finidas na observagdo acima.
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Nos pontos x = (2k+1)n/2 a fungfo +g x tem des
continuidade de segunda espécie; € dcil ver que o limite
4 direita nesses pontos é ==, e o limite A& esquerda ¢ +o.
A fungdo tg x & periddica de periodo T, pois, se x £

# (2k+l)n/2 temos

sen{x+M) _ =-sen x _
cos(x+m) =~ =-cos x °

te(x+m) = tg x.

Deixamos ao leitor tragar os grdficos das outras
fungfes trigonométricas:

cCOoS5 X 1 1
cot X = —m—, sec X = ————, cossec x = .
sen x cos x sen x

As derivadas dessas novas fungdes trigonométricas

podem ser obtidas usando os teoremas da segio 3.2. Assim

d cos x cos X - sen x{-sin x) 1
ax(te x) = = )
cos x cos x
d sen x{-sen x) - cos x cos x 1
EI(COtg x) = senzx T senzx
d -sen x
E;(sec x) = - === = tg x sec x
cos ' x
d COos X
E;{cossec x) = - ——— =-cotg x cossec x,
sen x

que sdo férmulas velidas para os valores de x que nfo

anulam os denominadores.
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4.3 - As fungles inversas

A fungdo arc sen. A fungfo sen x & crescente no inter-

mm -
valo [- E’EJ' Logo, ela tem uma in-
versa ai. Essa inversa € chamada a fungflo arco-seno, que
se designa por arc sen e, portanto, &€ assim definida:
arc sen: [-1,1] 4+ [-m/2,m1/2]
¥ 4+ arc sen vy,
onde sen(arc sen y) = y. ¥ imediato, por se tratar de
uma fungfo inversa de uma fungXo crescente, contfnua e
derivdvel, que arc sen & crescente e continua em [ -1,1]

e derivdvel em (-1,1). Além disso,

1
Ey(arc sen y) = (sen'{arc sen y) ~ Gos{arc sen v

Pela relagfo (5) da segfo 4.1 temos:

0052(arc sen y) = 1 - sen2(arc sen vy} = 1 - y2.
Logo,
d 1
a*(arc sen y) =———_,
Y ey

Observagfio: E claro que de modo andlogo podemos definir
as inversas da fungflo seno quando restrita a
outros intervalos da forma [nm/2, (n+2)n/2], n ¢ 2, onde

ela € crescente. Dizemos que deste modo temos outras de-
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terminacgdes da fungfo arco-seno. Cada determinagao €,

pois, uma fungfo diferente.

Se concordarmos em por os grdficos de todas essas
determinagSes em wm mesmo sistema de coordenadas, temos

algo como nos mostra a Figura 29,

Insistimos em que se compresnda que a Figura 29
n%o & o grdfico de uma fungdo; de fato, para um dado
x € [-1,1] corresponde uma infinidade de pontos do grd-~

ficoj portanto, isso nfo poderia ser uma fungfo!

L

tlra

u\
Figura 29

A funcfo arc cos. A fungfo cos x & decrescente no in-

tervalo [0,n]. Leogo, ela tem uma in-
versa ai. Essa inversa é chamada a fungd@o arco-cossena,

que se designa por arc cos, © ¢ assim definida
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arc cos: [-1,1] » [0,m]
¥y =+ arc cos ¥y
onde cos(arc cos y) = y. A fun¢gdo arc cos ¢ decrescen
te e contfnua em [-1,1] e derivdvel em (-1,1). E a de

rivada € obtida assim

g—(arc cos y) = 1 = = 1 .
dy cosi{arc cos y) senlarc cos y)
Como
senz(arc cos y) = 1 - cos2(arc cos y) = 1 - y2,
temos

d
a§(arc cos Y) = -
«/l-y2

Como no caso do arc sen, podemos definir outras determi-

nagles.

A fungfo arc tg: A fungfio arco-tangente {em sfmbolos
arc tg) € definida como a inversa da
fungdo tg x restrita ao intervalo (-n/2,ﬂ/2). Logo
arc tg: (-=,») o+ (-n/2,71/2)
¥y -+ arc tg y
onde tg{arc tg y) = y. Tal fungdo & crescente, continua

e derivdvel. A derivada &

Q—(arc tg y) = 1 = 1
dy € - (tg)tlarec tg v)

secz(aro tg v)
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Como sec x = 1 + tgzx (prove!)} obtemos, finalmente,

d 1
a;(arc tg ¥) = 1+Y2,

Deixamos ao leitor o estudo das outras fungdes inversas

arc cot, arc sec e arc cossec,

L4 - A trigomometria

Nos cursos elementares de cdlculo, o seno.é introdu
zido como um ndmero associado a um angulo. A medida de
um angulo pode ser introduzida como o comprimento do arco
de circunferéncia de raio 1 subtendido pelo angulo. Assim
a medida do angulo reto seria ﬂ/2; € comum dizer-se que
o dngulo que subtende um arco de comprimento 1 na circun-
feréncia de raio 1 tem 1 radiano. Na antiguidade, a medi
da de Angulos era o grau que & 1/90 do angulo reto. Se-
gue-se que o angulo completo tem 27 radianos ou 360°.

0 uso do grau, de modo que se obtenha 3600 para o angulo
completo, foi provavelmente influenciado pelo sistema nu-
mérico sexagesimal deos babilbnios.

O seno de um angulo a, O < a < 1m/2, é definido
como o cateto oposto aoc Angulo 'a num triangulo retanguh

lo de hipotenusa igual a 1.
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sen {

As definigBes sen 0 = 0 e sen— = 1 para os casos li-

N
t

mites sfo as definigSes naturais. Para 4dngulos obtusos e
ﬁngulbs maiores que um 5ngulo raso usa-se o chamado cir-
culo trigonomdtrico.

Observe que o seno € o comprimento de um certo
segmento associado a um ﬁngulo, e foli assim que ele foi
introduzido historicamente. Em verdade a primeira fungfo
trigonométrica estudada nfo foi o seno mas um certo mil-

tiplo dele: a corda de um ﬁngulo a, que fepresentaremos

por cdao, € o comprimento

cdo

da corda do arco subtendido pelo Angulo ¢ em uma circun

feréncia de raio 60. B fdcil de ver que c¢dg = 120 sen‘-%.

A trigonometria provavelmente se desenvolveu para
atender 4s necessidades da astrenomia, Os nomes de Era-
tdstenes (?276-194 AC), Aristarco (7310-230 AC), Apold-
nio (7262-190 AC) e Hipgrco,(7180-125 AC), que foram ma=-

N A . s
temdticos e astronomos, estfo ligados ao nascimento da
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trigonometria. Entretanto, o trabalho mais profundo e
completo se deve a Ptolomeu, que viveu no século II DC,
em Aiexandria. 0 trabalho de Ptolomeu, em treze volumes,
causou tanta admiragﬁo e entusiasmo nas geragaes seguin-
tes que o trabalho passou a ser conhecido como o Almagest,
nome que provém do drabe, onde quer dizer "o maior".
Ptolomen qonfeccionou uma longa tabela de valores de cdo
para vdrios éngulOS ®. Come o problema consiste em me~
dir cordas, ele fez um inteligente uso da geometria eu-
clideana conhecida, além de estabelecer novos resultados.
Obgerve que se t & o lado do poligono regular inscrito

0
de n lados na circunferéncia de raio 60, entdo cd3g0 =

EXERCICIO 1 - Calcule cd36°, usando a figura abaixo

0'.=360

o B ¥ B=Y=720

EXERCfCIO 2 - Calcule cd 720, usando a construgao eucli=

deana do lado do pentdgono regular inscrites

A
0OA = 60 unidades
C D OE = ED
P 0O E
AE = EF
B

Mostre que AF = 15, or = 110'
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EXERCICIO 3 - Calcule cd 45° aplicando o teorema de Pitd

. A .
goras a um triangulo retﬁngulo isdsceles.

EXERCICIO 4 - Prove que &g @

e cd 1200.

+ Lé = 1202, e calcule cd /0O

EXERCTCIO 5 ~ Demonstre o teorema de Ptolomeu: se ABCD
¢ um quadrildtero inscrito em um circulo,

entfc a soma dos produtos dos lados opostos &€ igual ao

produte das diagonais.

EXERCICIO 6 - Use o exercicio anterior com AD = 120 e
o guadrildtero inscrito em um circulo de
raio 60 e obtenha uma fdrmula para a corda da diferenga

de dois Angulos. Usando essa fdérmula obtenha ecd 12°,
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cAPTTULO 5

A INTEGRAL

5.1 - A nogio de drea

No curso secunddrio, o estudo das dreas das figu-
ras planas €, geralmente, apresentado do seguinte modo.
Em primeiro lugar, admite-~se, sem uma declaragfo explici-
ta, que toda figura plana tem uma drea. Além disso, ad-

mite-se que a drea tem as seguintes propriedades:

(i) duas figuras planas congruentes té&m a mesma Hreaj;
(ii) se uma figura plana F & "decomposta' em duas fi-

guras planas F., e F

1 o entfo, a drea de T &

igual 4 soma das dreas de Fl e F,.

Posto isso, define-se a drea de um retangulo de ba
se b e altura h como sendo o mimerc bh., Em seguida
prova-se, usando as propriedades acima, que a drea de um
paralelogramo. de base b e altura h ¢ também bh, cf.
figura 30(a). ¥, entdo, fdcil de demonstrar que a drea
de um tridngule de base b e altura h & bh/2, cf.
figura 30(b). E, @ partir desse resultado obtém-se as

» . A
dreas de figuras que podem ser decompostas em triangulos;
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deste modo, temos as dreas de trapézios, e, em geral, de
poligonos., Para o circulo de raio 1, o problema & bem

mais diffcil.

(a) {b)

Fig. 30

0 cdlculo da drea do circulo, preocupou os matems
cos desde a antiguidade. Arquimedes Provou qUe a area A
do circulo de raio r € igual & drea de um tridngulo
cuja base € o comprimento C da ciréunferéncia do Qif—
culo e cuja altura € r. Segue-se, entfo, que a razfo
entre a drea A e a dArea do quadrado de lado T & igual

4 relagdio entre C e o difmetro do circulo; de fato,

.

A
r

Q

Usando o seguinte resultado, devido a Eudoxus, e
que jd aparece nos Elementos de Euclides: "A razdo entre
as dreas de dois circulos € igual 4 razfoc entre os quadra
dos de seus railos", Arquimedes concluiu que a razfo entre

- . b . s A - »
o comprimento da circunferencia e o diametroc do circulo ¢



constante, Essa constante € a gque, hoje, chamamos de T,
Portanto, de (1) tem-se as fdrmulas para a drea do circu-~
lo e o comprimente da circunferéncia: A = Tr e C=2Tn
respectivamente. Calculando os perimetros dos poligonos
inscrito e circunscrito de 96 lados, e considerando que
C estd compreendido entre dsses dois valores, Arguimedes

obteve

Tanto na demonstragfo do resultado de Euclides enunciado
acima, como no cdlcule aproximado de T feito por Arqui-
medes, usou-se a iddia de considerar o circulo como limi=-
te de poligonos regulares de lados cada vez menores. lLsso
constitui o que os gregos chamavam método de exaustfo,
porque a sucessio dos: poligonos de certo modo exaure O
circulo. Observe o leitor que no fundo uma nova proprie-
dade da drea ¢ usada nesse raciocinio. Isto &, (iii) se
F & uma figura plana e Pn ¢ uma sucessdo crescente
(ive.s Po1 contém Pn) de figuras planas que "tendem"
para F, entfo as dreas de P~ convergem para a drea de
F, A -esséncia do método da exaustdo € o uso dessa pro-
priedade. E & essa também a essencia do cdlculo integral
formalizado no século XVIILI por Newton e Leibniz. O mé -

todo da exaustfo foi ainda utilizado por Arquimedes e oy

tros para o cdlculo de outras dreas planas, 0 sucesso,
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porém, dependia em cada caso da obtengfo de uma sucessdo
adequada de figuras planas, cujas dreas fossem conhecidas

e constituissem uma aproximagfo da drea a calcular.

Esperamos gque ac ler as observagles precedentes, o
leitor tenmha sentido que uma boa porgdo de formalizagfo
seria necegsaria para tornar a apresentagfo rigorosa.

Por exemplo, € imprescindivel definir o que & uma "figura
plana'. PE tambdm necessdrio explicar o que significa "de
compor" uma figura'plana, 0 que significa uma sucessdo de
figuras planas "tender" para outra, etc. Toda essa forma
lizagdo poderia ser feita apds uma definigdo cuidadosa de
curva plana; ndo nos deteremos para fazé~lo a fim de nfo

fugir ao objetivo deste trabalho. Existe uma‘generaliza-
gfdo da nogio de drea, a medida de Lebesgue, que serve pa-
ra medir os conjuntdés de uma colegao muito grande de sub-

conjuntos do plano.

Usando essa iddia de aproximar figuras planas podg
mos estabelecer o seguinte programa para o cdlculo da &=
rea A, indicada na figura 31(a), onde I €& o grdfico de

uma fungdo continua.
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r
a bx  pig o3 ¢ box
(a) {b)
Considere partigaes do intervalo [a,b]:61,52,... .

A primeira'partigao 61 € dada pelos pontos a, (a+b)/2
e b; dada uma partigdo O

a=x < X X aea. < X, = b,
a partig®o seguinte, L ¢ obtida dividindo ao meio
cada um dos subintervalos da partiglo Gn. Corresponden-

do a cada partigdo én construimos um polfgono Pn for-

made pela reuniflc dos retdngulos Rl,...,Rn, onde Rj

tem vértices: (xj_l,o), (xj,O), (xj;hj), (Xj—l’mj)’ e
m € o minimo de f em [xj_l,xj]. Cf. a figura 31(b).
Quando a partigfo se torna mais fina, os poligonos cons-
tituem, cada vez mais, melhores aproximagles da drea A.
Portanto, para calcular a drea A4 bastaria calcular o 1i
mite das dreas do poligono Pn' Tudo isso porém, deve
ger cuidadosamente justificado. No prdéximo pardgrafo, de

senvolveremos a noc¢fo de integral e as idéias geométricas

aqui apresentadas gerfio convenientemente algebrizadas.
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. [ad Pl . ~
A seguir, apresentamos trés exercicios que tem
mais um interesse histdrico do que qualquer aspecio pra-
tico., 'O cdlculo integral, que desenvolveremos, dard um

brocesso simples de resolver esses problemas.

EXERCICIO 1 - Calcule a drea do poligono regular de n
lados inscrite em um circuloc de }aio Tr.

Mostre que o limite da expressdo obtida quande n tende

a +o & precisamente a érea do cifrculo. (Sugestfo: use

o Exercicio 1 do Capftuloe 4y,

EXERCICTO 2 - Mostre que a drea de um triangulo de base

b e altura h € bh/2, usando o mdtodo de
Cavalieri, que consiste em "aproximar" o triéngulo Por re
tdngulos, do seguinte modo. Para cada n inteiro positi
vo, considere os segmentos paralelos a base, contidos no
tridngulo e A distincias h/n, 2n/n,...,(n-1)h/n da base.
Construa, entfo, os n retangulos de altura h/n e ba-
S5es nesses segmentos e na base do triéngulo. Paf-eiemplm

para n = 4 terfamos a figura abaixo:

=

l
N

Fig. 32

EXERCICIO 3 ~ (A quadratura da pardbola). Arquimedes, no

ano 250 AC, demonstrou que a pardbola y::x2
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divide a drea do retdngulo R de vértices (0,0), (b,0),
(b,b2), (0,b2) na razdo de 1:2. Esse problema era muito
diffcil para uma época em que a nogdo, de limite nfo esta-
va estabelecidas o cdlculo integral masceria quase 2.000
anos depois! Explicamos, a seguir, o método de Arquime-
des (deixando os detalhes para o leitor), que jd contém

o embrifo do cdlculo integral., Para cada n, divida o in

tervalo L[0,b] em n subintervalos de igual comprimento

e considere os retangulos Rl""’Rn onde R, tem vér-
) Lj=11b ib ib - jbq2
tices nos pontos (_i_ﬁl_,o), (%T’O)’ (%T’L%r ),
. _— . .
(LiﬁilE,LQQJ ). Mostre, entfo, que a soma das dreas desses

retanegulos €
3 n
%zj.
n” J=

Use indugfo e prove que

[T e =
N
=

i =?(2n3 + 3n2 + n).

Passando ao limite, obtenha que a drea entre a pardbola,
o eixo dos x e a reta x =Db & b3/3. Como a drea do
._b3

retangulo é , © resultado de Arquimedes segue-se ime-

diatamente.

Observagﬁo: A bem da verdade histdrica, deva-se dizer
(i) que Arquimedes aproximou a pardbola usan-
do tridngulos, (ii) que Arquimedes nfo "passou ao 1imi-

te"; os gregos tinham um pavor do infinito. Alids, uma
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ndo compreensio do infinito, na época, ocasionou grande
polémicas, nas quais se destacaram os matemdticos da Es-
cola Eledtica (Elea era uma cidadé no Golfo de Taranto no
sul da Itélia), principalmente Zenon, famoso por seus pa-
radoxos, entre eles o de Aquiles e a tartaruga, Arquime-
des utilizou o método de exaustfc no problema de quadratu
ra da pardbola, A tfiulo de diversfo, vamos demonstrar
as proposigSes de Eudoxus e de Arquimedes, enunciadas aci

ma, pelo método de exaustdo.

Proposigdo de Eudoxus (Proposicfo 7 do Livro: XII de Eu-

clides).

"Se jam ¥ e I' dois circulos de difmetros d e

D, respectivamente, o cujas dreas s8o a e A. Enido

ca/A = dz/Dz."

Demonstrag§6: (Método de exaustio). Suponha, por contradi

¢f0, que a igualdade da tese nfo. se verifi
~ 7 . 2 2 .
que, Entaoc, ou a/A > d /D s Ou a desigualdade oposto
ccorre. Mostremos, inicialmente, que a primeira desigual
dade nfo pode ocorrer. Seja a' um mimero real (perdo-
em~nos Eudoxus e os leitores: a demonstragfo dada aqui
2 . ‘

tem roupagem moderna!} tal que a'/A = d2/D . Seja
¢ = a-a', e tome um poligono régular inscrito em ¥y de

n ‘lados, cuja drea P, é tal que a-p_ < €. Como se vé
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2 2 , I'd -
facilmente Pn/Pn =d /D y onde Pn é a drea de um poli-
gono regular de n lados inscrito em [I'. Logo a*/A =
= pn/Pn’ e como p_ > a', obtemos A€ P, o que € im-
possivel, De modo andlogo tomando poligonos circunscri-

tos demonstramos gque a/A < d2/D2 nfo pode ocorrer.

Proposiglo de Arquimedes (Proposig¢do 1 do trabalho "A me-

dida do cfrculo" de Arquimedes}.

-

Seja A a drea de um circulo de raio r. Entdo A ¢

igual a drea T de um tridngulo retidngulo cujos catetos

. . fad .
s8c r e C, onde C € o comprimento da circunferencia,

Demonstragio: (Método de exaustfo}. Suponhamos que A>T.

Determine um poligono regular inscrito no
circulo, cuja drea Pn satisfaga a A > Pn > T. Seja 1
o lado, e a o apdtema desse poligono, Portanto P =
atn. Por outro lado a < r e nt < C, Logo l-a1,n<

2
<

M| i

rC, ou seja Pn < T, o que & impossivel. De modo and

logo demonstrm-que A< T nfo pode ocorrer.

Nota: Os gregos ndo tinham a teoria dos numeros reais co-
mo utilizamos acima. As demonstragdes originais

&as duas proposigSes acima usavam a teoria das proporgdes

de Eudoxus, nos lugares onde nds utilizamos a completici-

dade dos reais. Ao leitor curioso, recomendamos o livro:

"Great Books of the Western World", volume 11, publicadoc
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pPela Encyclopedia Britannica.

5.2 = Integral superior e integral inferior

Seja f: [a,b] + R uma fungio definida em um in-
tervalo fechade [a,b], a qual € suposta limitada. Como
definimos na seglo 2.6,ﬁma fungdo é limitada se existem
mimeros reais M e m tais que m s f(x) < M para todo

x € [a,b].

Uma partig¢do 7 do intervalo [a,b] €& um conjun-

to finito de pontos de [a,b]: X, =a<x; < .., <x, =h

1
Dadas uma fungdo f e uma partigdo T definimos
as chamadas somas de Darboux-Riemann, a soma superior

S{(f,m) e a soma inferior s(f,m), pelas expressSes:

(1) s(f,m)

]
TRcR=
=
—
b
]
b

(2) s(£,m)

u
IR
=]

[
o
]
w

onde Mj = sup{f(x): x ¢ [xj-l’xj]] e my = inf{f(x)ﬁ

x € [xj_l,xj]}. E claro que esses supis e dinf's sEq 3
finitos, uma vez que a fungfo f € limitada. De fato,
ms< mgos Mj £ M. E claro que para qualquer partigfo T,

tem-gse



w226~

(3) s(£,m) < 8(£,7).

Veja figura 33(#), onde a drea hachurada representa a so-
ma superior, e a figura 33(b}, onde a drea indicada repre
senta a soma inferior. Apesar dessas ilustragﬁes serem
feitas para o caso de uma fungfo continua, as definigdes
acima valem para gualquer fungdo limitada, Observe, tam-

bém, que f ndo € necessariamente positiva para todo x.

DEFINIGXO - Sejam m, e Tm, duas partigdes do intervalo

la,b]. ™ ¢ um refinamento de T

se 0 con
2 =

=

junto dos pontos que formam T, contém o congunto dos

pontos de 1

1
EXEMPLO 1 - Seja T, wuma partigdo dada: x_ = a < x; <
< aee <X 0= b. A partiglo T, formada por

esses pontos e mais os pontos médios dos subintervalos

[xj—l*xj]’ para j = l,...,n, é um refinamento de T,.

EXEMPLO 2 ~ Sejam o= {xo =a< x; < e, <X ='b}] e
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m, = {yo =a<y;< +es <y, =b} duas partigSes dadas.
A partigfo Mg formada pela unifio dos pontos de T, e

T, ¢ um refinamento de Ty bem como de Mo

TEOREMA 5.1 - Sejam m;, e ™ duas partigSes do interva-

2

lo [a,b], com T, sende um refinamento de

my- Entdo,
() s(£,m,) < s(£,m,)
(5) s(f,nz) > s(f,ﬂl)

Demonstragdo: Seja m, = {x,=a<x < ...« x, =b}l. A

partigao m contém os mesmos pontos e mais

2
prontos adiconais nos subintervalos abertos (xj-l’xj)'

Podemos construir uma sucessao (finita) de partigles, a
primeira sendo T,, a dltima sendo M,, e cada partigdo

{a partir da segunda) & um refinamento da anterior pela

adigao de apenas um ponto. Portanto, basta provar o teo~

rema para o caso em que T, = {x =a < a< Xy € eee <
< X501 < z< Xj< eee < x = b} contém apenas um ponto a
mais que T Como

1°

sup{f(x):x, < x2 z] = M,
ex i-1
sup{f(x):ix; 1S xs x] =2
J= J sup{f(x)tz s x < xj} = Mj 2
¥



inf{f(x):x, £ x< z}] =m,
inf{f(x):x, , s xs x.} = -1 3,1
J-t J inf{f(x):z & x < x.} = m,
3 Js2
obtemos
M, R M. -X . M. .=
J(XJ xJ-l) = .J,l(Z xJ-l) * J»2(XJ 2)

m,(x.-x,

id J‘l) s my plzmxg )+ mj,2(xj'z)'

Daf se seguem imediatamente as desigualdades (4) e (3)

gue gueriamos provar.

TEOREMA 5.2 - Sejam T duas partig¢8es gquaisquer

1 & T2
de [a,b]. Entio

(6) S(f,ﬂl) < S(f,nz).

Demonstragfo: Seja ©n a partigfo obtida pela unifo dos

pontos de T, com os pontos de ﬂz. Como
m & um refinamento de m,, a desigualdade {5) nos dd
(7) s(f,ﬂl) < s(f,m).
Comd™'m & um refinamento de ﬂz,'temos pela desigualdade
(4)+
,“'(8) s(f,m) = S(f,ﬂz).

Finalmente, a desigualdade (6) decorre de (3), (7) e (8).

O Teorema 5.2, através da desigualdade (6), di=z
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que as somas inferiores sﬁorlimitadas Superiormente, pois,
qualquer S(f,ﬂ) é uma cota superior, Analogamente, as
somas superiores sfo limitadas inferiormente, Portanto,
Pelo Postulado de Dedekind, o conjunto das somas inferio-
res tem um supremo, e o conjunto das somas superiores tem

um infimo., Isso justifica as definigdes a seguir.

DEFINICOES - Seja f£: [a,b] 5 R uma fung@o real limitada

em [a,b]. A integral superior, que se den

- I -~ . L3
signa por ‘[-f, € o infimo das somas superiores. Em
a
simbolos:

b
f f = inf{S(f,Ti’): TE P},
=%

onde { representa o conjunto de todags as partig¢les de
(a,b]. a integral inferior, que se designa por

/-f(x)dx, € o supremo das somas inferiores. Em simbolos
a

b
j; f = sup([s(f,o): ™ ¢ S

Decorre do Teorema 5,2 que

(9) f:f < [af.

5.3 = A integral

Uma fungdo limitada f£: [a,b] o« R & integrdvel se
——LtEgrave



1]
PN
o
"

b
/f
a

0 valor comum das integrais superior e inferior &
b
chamado a integral de f, que se designa pox--( f. Usa~-
b a
se, também, a notagdo f f(x)dx. Portanto, se f ¢ inte
el

b b b
[’ f = f/ f = J( f.
a _-_a-. a

Exemplo de uma funcgdo limitada nfo integrdvel. Seja

grdvel, temos

£:{0,1] » R
a fungfo de Dirichlet que a cada racional de [0,1] assg
cia o valor O e a cada irracional de [0,1] o valor 1.
Como o conjunto dos racionais (bem como o dos irracionais)
§ denso em [0,1)], temos que para qualquer partigﬁo ,

§ ¥ b d ) ~
0s Mj s sao todos iguais a 1 e ©s mj's sao todos
iguais a O. Logo, s(f,m) =1 e s(f,m) = 0, Portan-
to, a integral superior & 1, enquanto a integral infe~

rior é O.

A funcdo constante & integrdvel. A fungfo f(x) =k pa-

ra todo x em [a,b]

€ integrdvel e sua integral é igual a k(b-a). De fato,

para qualquer partigdio m, os M.'s e os mj's sdo to-

dos ignais a k. Logo, S(f,m) = k(b-a) e s(f,m) =
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= k(b-a), para qualquer partigfio. Logo, as integrais su-
Perior e inferior sfo iguais a k(b—a), donde se segue o

gue querfamos provar,

A seguir damos uma condicgfo necessdria e suficien-
te para uma fungdo limitada ser integrdvel em [a,b].
Essa condig@io serd muito Util em demonstracSes de alguns
teoremas das préximas segdes. Ela, porém, nfo lanca ne-
nhuma luz quanto a tipos de fungles gue se jam integriveis;
os Teoremas 5.4 e 5.5 serfo, em compersagfo, passos nessa

diregfo.

TEOREMA 5.3 - Seja f: [a,b] + R uma fungfo limitada em

la,b]. Entfo f & integrdvel se, e somen-

te se, para qualquer ¢ > 0 dado, existe uma partigdo

do intervale [a,b] <val que

$(£,m) - s(f,m) < ¢.

Demonstragio: Seja A o conjunto das somas inferiores

s(f,ﬂ); cada soma inferior € um ndmero real,
portanto, A € um conjunto de reaié. Analogamente, seja
B o conjunto das somas superiores S(f,ﬂ). Pelo Teoréﬁa
5.2 temos gque q = f» pPara qualquer g € A e gualquer.

B € B. Logo, sup A< inf B, Ora, sup A € a integral
inferior de f e inf B € a integral superior de f.

Logo, a condigdo de integrabilidade da f & sup A = infR
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Portanto, o presente teorema é conseqﬁéncia do seguinte

resultado.

LEMA 5.1 - Sejam A e B dois conjuntos de reais tais

que a € § para todo a £ A e todo p € B.

Entdo sup A = inf B se, e somente se, para qualqguer

e > 0 dado, existem o € A e p E B tais gue pg-a < €.

Demonstragfdo: Suponmhamos, primeiramente, que -sup A=

inf B. Ora, dado ¢ > O existe o € A

tal gque @ + € > sup A, em virtﬁde da definigdo de sup.
Pois, se g + ¢ < sup A para todo a € A, entdo, a <

€ sup A - g para todo a € A, o que contradiria o fato
de sup A ser a menor das cotas superiores de A. En-
tHo0, usando a hipdtese: inf B< g + €. Daf pela defini-
gdo de inf segue-se gue existe B € B tal que < Q€.
Logo, B - Q % E. Reciprocamente, suponhamos, por contra
dig¥o, que sup A < inf B, Seja ¢ = inf B - sup A > O,
Como para qualquer g ¢ A e qualquer B € B temos

g-a = inf B - sup A. Logo, p-0 2z € para todo o € A e

todo B € B, o que contradiz a hipdtese.

Antes de prosseguir enunciamos um resultado que
mostra que a classe das fungdes integrdveis ndo & dema-

siadamente peguena.
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TEOREMA 5.4 - Toda funcfo continua f: [a,b] 4+ R em um

intervalo fechado [a,b] & integrdvel,.

A demonstrag@o do Teorema 5.4 serd feita na prdxi-
ma segdo. O.leitor poderd aceitar o teorema e saltar a
demonstragfio, sem gue isso comprometa sua compreensfo do
resto do trabalho, O prdéximo resultado mostra que hd fun

~ rd L ] £
goes descontinuas que sdo integrdveis.

TEOREMA 5.5 - Toda fungdo nfo decrescente* f: [a,b] 4+ R

definida em um intervalo fechado [a,b] &
integrdvel,
Demonstragfo: A idéia € utilizar o Teorema 5.3. Dado

€ > 0 tome uma partigfio T = {xo = a < x;<
< +4e € X_ = b} tal que o comprimente dos subintervalos

11

[xj-l’xj] seja menor que ¢/(f(b) - £f(a)). Aqui supomos
f(b) > £(a), pois, de outro modo, f seria constante e
j4 sabemos que uma fungd6 constante € integrdvel. Obser-

vamcs a-seguir que f sendo ndo decrescente, temos

(l) mj = f(xj_l) e MJ = f(xj)f (j:l,...,n),

Logo,

s(f,m) - s(£,m) = <

1
J=

| Myems) (xgmx )

* . .
Lembramos ao leitor que estamos sempre considerando fun
b d » )
¢oes . limitadas.
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s(f,m) - s(£f,7) < ET%T%ETET (Mn-ml) e,

0 resultado se segue pela aplicagdo do Teorema 5.3.

Observagfo: Decorre do Teorema 5.5 que toda fungdo ndo
crescente € integrdvel. De fato, se £ &

nfo crescente, entdo, -f & ndo decrescente. Logo, pelo

Teorema 5.5, =f € integrévei. Mas, f = -(-f), e pelo

Teorema 5.7 (cf. segdo 5.5), segue—se que f & integrd-

~el,.

5.4 - Demonstracfio do Teorema 5.4

Apresentaremos inicialmente um resultade que serd
utilizado na demonstragfo do Teorema 5.4 e posteriormente

na segdo 5.7.

LEMA 5.2 - Seja £t [a,bl + R uma fungfo contfnua, En-

t%0, dado ¢ > 0O existe § > 0 tal que

If(xl)-f(xz)] < ¢ para |xl—x2| < 6.

Observagfo: Compare o enunciado desse lema com a defini-

g8o de fungdo continua dada em termes de ¢
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e §&. Para enfatizar a diferenga vamos repetir aquela de
finigdo. Uma fungfo f: I 4 R & continua em um interva-
lo T se dado ¢ > 0 e dado x € I, existe & > 0 (s
dependendo de ¢ e de xo) tal que ]f(x)—f(xo)l < g
para lx-x°| < §&§. Observe que no enunciado do lema acima,
6 depende tfHo somente do ¢ dado. KEle serve para todos
0s pontos do intervalo, i.,e., hd uma certa uniformidade
na sua determinagdo. Tal uniformidade nZo existe necessa
riamente para todas as fungles continﬁés; Por exemplo, a
fungdo 1/x definida no intervalo aberto (0,1);_quanto
mais perto esteja X, do ponto O 'menor deve ser o 6§
para atender o mesmo €. Quando o € depende somente do
6 dado, e nfc do particular ponte X, mo intervalo I,

a fungdo & chamada uniformemente contfnua. A fungdo 1/x,

exemplificada acima ndo € uniformemente continua no inter
valo (0,1). © que o Lema 5.2 nos diz é que toda fungZo

continua em um intervalo fechado & uniformemente continua

Demonstragdo do Lema 5.2: Suporhamos por contradigfio que

nfo exista tal 6., Ent#o, para uma sucessfo

5n > 0 tendendo a zero, existem pontos a, e bn, em

fa,p] +tais que
(1) If(an)-f(bn)| ze e |a-b|< 5,

Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma subsucessio
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{an.] de [an} convergindo para um ndmero real
J

c € [a,b]. Como’

n

Ibn._c| s |bn.'an_! + |a —=C
J . J J

segue-se que {by-} também converge para c¢. Pela conti
J

nuidade de f, temos que

f(c)

lim f(anj)

f(c):

1

1im f(bg )
J

o gue mostra que f(an_) - f(bn‘) tende a 0. Isto, po-
J J

rém, contradiz (1}.

Demonstrag@o do Teorema 5.4: Suponhamos, por contradigéo,

que a fungfo continua f nio seja integrd-

vel, Entdo,

() jz_f - j;b =d > 0.

Consideremos agora uma sucessdo T de parti¢g8es do in-

tervalo [a,b] assim definidas: m, = {a < (a+b}/2 < b}

1

Thel © obtida de L. pela adigdo dos pontos medios

dos subintervalos determinados pelos pontos de L Pelo
Lema 5.2, dado ¢ = d/(b=-a) existe & > 0 +tal que
If(xl)-f(x2)| < ¢ para’ |[x;-x,| < 6. Como o comprimento

dos subintervalos detérminados pelas partigdes ﬂn tende
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a zero quando n tende a infinito, teremos uma particdo
TT - = = -

n {x, =a<x, < ... e x =Db} tal que X xj_l[<6.
Logo, Mjﬁmj < g, onde Mj e m. sfo, respectivamente,

J
o mdximo e o minimo de f em X l’xj]' Como

o,
| L Bl

S(f,ﬂno) - s(f,ﬂno) = I (Mj-mj)(xj_xjnl)

segue=se gue
k
(3) S(f,ﬂno) - s(f,ﬁno) < € jEl (xj—xj_l) = e{(b=-a) = d.

Por outro lado,
/b b

() [ ¢ [ £x8(e,my ) - ole,m, ),
a Ja o o

pelas definigses das integrais superior e inferior. Fi-
nalmente, as relagSes (2), (3) e (4) dfo que d < d, o

que nfo € possivel. Tal contradigio pfovém de édﬁitif-
mos (2), ou seja que f nfo & integrévei. A demoﬁstra-

¢80 do Teorema 5.4 fica assim concluida,

EXERCICIO 1 - Seja f uma fungfo continua e limitada no
intervalo (a,b]. Tome f(a) = 0. Mostre
que f € integrdvel no intervalo [a,b]. (Sugest&o: Seja
M>0 tal que If(x)] s M para tode x em {a,b]. A
idéia ¢ aplicar o Teorema 5.3. Dado & > ¢, tome ¢ em

[(a,b] +tal que 2M(c-a) < €/2., A restricgfo f de f a
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{¢,p] & continua. Logo, existe uma partigido m de [e,bl

tal que sS(f,m) - s(f,m) < e/2.)

EXERCICIO 2 - No exercicio anterior mostre que O valor de
f no pontec a nio altera a integrabilida~

de de f.

EXERCICIO 3 - Mostre que a fungdo
f(x)
£(0)

sen(l/x) para O < x< 1

0

& integrdvel em [O0,1].

5.5 - OperagSes com fungdes integrdveis

Nesta segfo mostraremos que a soma, a diferenga e

o produto de fungdes integrdveis sdo fungles integrdveis.

Necessitaremos do seguinte resultado sobre sup e

inf de fungdes, cf. segdo 2.6.

LEMA 5.3 - Sejam f: I+ R e g: I R duas fungdes liw-

mitadas definidas em um intervalo fechado I.

Entdo,
(l) sup(f+g) < sup f + sup g

(2) inf(f+g) = inf £ + inf g
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Demonstragfio: Pela definigdo de supremo:

f(x) + g(x) = £f(x) + sup g < sup £ + sup g
para todo x € I. Logo, (1) se segue., A desigualdade

(2) se demonstra de modo andlogo.

TEOREMA 5.6 - Se f: [a;b] + R e g: [a,b] + R =30 duas

fungdes (limitadas) integrdveis, entfo

f + g & integrdvel e

j;?f + 8) = j;éf + /;bg.

Demonstragdo: Seja T = [xo =a< X < ... <x, =Db}] uma

partigdo do intervalo [a,b]. Aplicando o

Lema 5.3 em cada um dos subintervalos [xj_l,xj], j=
= 1,...,n0, obtemos

(3) S(f + g,m) = S(f’ﬂ') + S(g,'rr)‘

(4) S(f + g,m) 2 s(£,m) + s{g,m)

Tomando inf das S(f + g,m) para M € P, onde P €& a

colegdo de todas as partigdes, obtemos a partir de (3):

b
(5) [(f e &= s(£,m) + S(e,m)

para todo T ¢ P. Logo (5) nos dd:

(6) _ a_b(f + g = [;_f + ng.
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Analogamente, trabalhando com sup em (4) obtemos

(7) Lﬁf+ &) = ﬁéf+'ﬁb&

De (6) e (7) e usando a hipdtese de que f e g s8o0 ine
tegrdveis, concluimos

L-E(f + g)= ﬁb(f + gk

E, como a integral inferior € sempre menor ou igual que a
integral superior, obtemos
b b
¢+ o= [ e,
a

a

o gque prova o Teorema 5.6.

LEMA 5.4 - Seja f: I + R uma funcfo limitada em um in=-

tervalo I, Entdo:

{a) . sup(kf) k sup f e inf(kf) = k inf £, k > O

£
~inf f

(b)  sup(-f) inf (-f)

~sup f.

1

o

Demonstracgfo: (a) Seja M o supremo de kf. Isso signi-

fica que Xkf(x) ¢« M para todo x¢ I, e
que, dade ¢ > O, existe x, € I +tal que kf(xo) > M-g.
A dltima desigualdade implica que, dado ¢ > 0, existe

x; € I tal que kf(x,) > M - k8, ou seja f(xl) > M/k-¢ .,

1)
Esse fato juntamente com a desigualdade f(x) < M/k para
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tode x € I mostra que M/k & o supremo de kf, A se-

gundﬁ parte de (a) se demonstra de modo andlogo.

() Basta demonstrar a primeira relagfo, pois, a segunda
segue-se dela, substituindo F por -=f, Seja M o
supremo de -f. Isso quer dizer que -f(x) < M para to-
de xg I e que, dado e > 0, existe X, € I +al que -
-f(xo) > M-g. Logo, temos: f(x) z -M para todo x¢ I
e, dado ¢ > 0, existe X, € I +tal gue f(xo) < -M + g,
Isso significa que -M € o fnfimo de . Logo, temos o

resultado que se queria provar.

TEOREMA 5.7 - Se f: [a,b] 4 R & (limitada) integrdvel e

k € um mimero real, entdo, kf & integrd-
£ fntegra

b b
,[ kf = kj/ £,
a a

Demonstragdo: 1} k > O. Dada ums, partiggo qualquer T

vel e
= =

de [a,b], temos S(kf,m) =
= kS(f,m) e s(kf,m) = ks{f,n), pois, sup(kf) = k sup f

e inf(kf) = k inf f. Logo,

At b b b
/kf:k/f e /kf:k/f.
a a /a a

Como f & integrdvel, o resultado se segue,

2) k < 0, Basta provar que ~f €& integrdvel, pois, o

- -~ -
caso geral, kf, serd conseqliéncia desse caso
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e do 1): kf = (-k)(-f). Seja m uma partigdo qualquer
de [a,b]. Como sup(-f) = -inf £ e inf(-f) = =-sup f,
temos

5('f!1T) = 'S(f:ﬂ) e 5('f!ﬂ)\= -S(f,m).

Logo,

[:(-f):-[abf e fab(-f)=-£bf.

Essas relagldes, juntamente com o fato que f €& dintegrd-
b

_/f,
a

COROLARIO 5.1 - A diferenga f - g de duas fungBes (1i-

vel, implicam que =~f & integrdvel e ./ (-f)

mitadas) integrdveis & integrdvel.

LEMA 5.5 - Seja £: [a,b] + R uma fun¢fo (limitada) in-

tegrdvel tal que f(x) = O para todo X ¢ [a,bl.

Entfo, a funcfo £2: {a,b] + R definida por fz(x)

[f(x)]2 ¢ _integrdvel.

Demonstragio: Dado € > 0, seja T = {xo =a<x; < 0 <

< x = b} uma particdo do intervalo [a,b]
s(f,m) - s(£f,m) < €,

em virtude do Teorema 5.3. Sejam M. e m o sup € o

J J
inf, respectivamente, da fungao f no intervalo [xj 1,le
E imediato que M§ e m§ s80, respectivamente, o sup

2

e o inf de T em Ex _17%; .]. Logo,
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2

s(£%,m) - s(£2,n) = jgl (5% (x =, 1)

,

2 2
E M7 =m”, = (M, (M, -m L=,
s -COMO 370 ( J+mJ)( i mJ) < 2M(MJ mJ), onde M € o
. sup de f em [a,b], obtemos
S(£2,m) - s(£3,m) < 24 E (M.-m.)(x.-x. .) =
j=1 d 373 a-t

= 2M{s(f,m) - s{f,m)] < 2Me.

Logo, aplicando o Teorema 5.3 & fungdo f2, concluimos

que ela & integrdvel,

COROLARIO 5.2 = 0 quadrado - fzr,de uma fungio integrdvel

(nfo necessariamente =0) f: [a,b] + R

¢ integrdvel.

Demonstragao: Seja k > 0 tal que If(x)l < k para todos,

x ¢ [a,b]. A fungdo f+ik ¢€ integrdvel (em

virtude. do Teoremé 5.6) e nio negativa, i.e. f(x) + k =
= 0, Logo. pelo lema anterior (f+k)2' ¢ integrdvel.
Como

£2 = (£4%)? - 2kf - K7,

segue~se pelos Teoremas 5.7 e 5.6 que f2 ¢ integrdvel.

TEOREMA 5.8 - 0 produto fg de duas funcgles integféveis

£f: (a,b] 4 R e gi [a,b] + R & integrdvel.

Demonstragfo: Pelo Teorema 5.6 e pelo Coroldrio 5.1, te-
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mos que f+g e f-g sHo integrdveis. Pelo Coroldrio

2 2 ~ . ,
5.2, segue~se que (f+g) e (f-g) sdo ambos integrde-
veis, Aplicando os Teoremas 5.6 e 5.7 novamente temos

que fg & integrdvel, pois,
1 2 2
tg =7 [(f +g)° - (£ - g)°].

ObseTVagaoz A integrabilidade do produte fg de duas fun
gdes f e g nfo implica que f e g se-

Jam integrdveis. Exemplo: A fungfo f£: [0,1] a2 R defini

da por f(x) = 1 se x & irracional e f(x) = -1 se x

. . , . 2
€ racional, ndo € integrdvel; mas £ (x) = 1 o &.

EXERCICIO 1 - Seja ¢ um ponto do intervale [a,b], e g
um mimero real. Mostre que a fungdo defini

da por

b
€ integrdvel, e '/.fdx = 0.
a

EXERCICIO 2 -« Generalize o exercifcio anterior para o casoc
de um ndmero finito de pontos C13CnyenesCoy

ne intervalo [a,b].

EXERCICIO 3 - Se f e g s8o duas fungdes integrdveis

em [a,b], tdis que f(x) = g(x) para todo
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x de T[a,b] com excegfo de um nuimero finito de rontos,

b b
/ fdx = / gdx,
a a

Observacfo simples mas importante: Do Exercicio 3 acima

entfo

decorre o seguinte: "Og valores de uma fungéo
integrdvel f: [a,b] 3 B nas extremidades do intervalo,
isto &, f(a) e £(b), n¥o influem na integrabilidade
ou nfo da fungdo £, como tambdm o valor da integral
J(bf, quando existe, independe desses valores". O efeito
disso € que, muitas vezes, a fungdo f ¢ dada apenas no
inéervalo aberto (a,ﬁ) ¢ procedemos o estudo da integra
bilidade, ou a busca do valor da integral, sem nos preo-
cuparmos em definir a fungfo nas extremidades do interva-
lo. Assim quando se diz que uma fungfo f: (a,b} » R- &
integrdvel, o que significa ¢ que uma extensfo f da fun
¢80 f para o intervalo fechado [(2,b] € integrdvel af.
Pele dito acima pode-se¢ tomar uma extensdo qualquer, isto
€, os valores fla)y e £(b) podém ser definidos arbitra

riamente,
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5.6 - Valor absoluto de uma fungfo integrdvel

E conveniente para o estudo do valor absoluto de
ume fungfo integrdvel a introdugdo de duas fungdes auxi-

liares, as partes positiva e negativa de uma fungio,

DEFINIGXO - Seja f: I 4+ R uma fungdo definida em um in-

tervalo I. A parte positiva de f, que se

’

representa por f+, € assim definida:

£f(x) se f(x) =2 O
£ (x)

0 se f(x) < 0

A parte negativa de f, que se representa por £f7, € defi
nida por

0 se f(x) > 0

1

) -f(x) se f(x) £ 0

¥ imediato que

+ -

(1) f=ff - f" e |f] =£" + .
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. ot .
Observagdo: A rigor f devia ser chamada a parte nio ne

gativa e f~ a parte nfo positiva.

LEMA 5.6 - A parte positiva £ de uma funcdo integrdvel

f: {a,b] + R €& integrdvel.

DemonstraQ50= A idédia & aplicar o Teorema 5.3. Portanto,

dado € > 0, tome uma partigfo

T = {xo =a< X < ...<x =Db}] do intervalo [a,b] tal
que
(2) S(£,m) - s(£,1) < c.

Sejam Mj e mj, respectivamente, o sup e o inf de

. + + .
f em [xj_l,xj]. E, sejam Mj e my, respectivamente,

¢ sup e o inf de f' no mesmo subintervalo [xj l’ij

Hd dois casos a considerar:

Caso 1: Existe um x ¢ [xj-l’xj] tal que f(x) > 0. En-

e + + +
tao M. =M. e m. m,_. Logo M. = m, M, -
v J iz &% 5 3=

Caso 2: Para qualquer x ¢ [xj_l,xj] tem-se f(x) < O,

Logo, £t = 0, o que implica M; = m; = 0, Logo,

neste caso, também temos M; - m; < Mj - mj.

Portanto,

n ¥ + n
-mm —X Z
(3} J,El(Mj mi)(xg-x, 1) = Z
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Como o primeiro membro de (3) & sS(£¥,m) - s(£¥,m) e o

I

segundo membro de (3) & s(f,m) - s{f,n), conclufmos,
usando a desigualdade (2), que S(f¥,m) - s(f¥,m) < €.

]

Logo, pelo Teorema 5.3.segue-se que £t & integrével.

COROLARIO 5.3 - A parte negativa f~  de uma funcdo inte-

grivel € integrdvel.

Demonstragiio: Pela relagfo (1} temos f- = £ - f . Como

+

f e f sfo integrdveis, o resultado se-

gue-se pela aplicagio do Coroldrio 5.1,

TEOREMA 5.9 - O valor absoluto |f| de uma funcdo inte-

grdavel f: [a,b] 4+ R € integrdvel.

Demonstracio: Pelo Lema 5.6 e pelo Coroldrio 5.3, temos,

respectivamente, que f' e £  s¥o inte-
grdveis. iAplicando o Teorema 5.6, concluimos que |£] =
= f¥ 4+ £~ & também integrdvel.

Observagdo: Nio € verdade que a integrabilidade de |[f|
implica a integrabilidade de T, conforme se

A >
ve pelo exemplo abaixo.

EXEMPLO: Seja f: [0,1] + R a fungdo assim definida:
f(x) = -1 se x ¢ racional e f(x) =1 se x
¢ irracional. A funcfo |f| €& a fungfo constante igual

a 1, e, portanto, integrdvel. Entretanto, a fungdo f
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-~ ' s rd . & »
nao € integravel, como- jd se observou acima.

Mostraremos agora que a operagfo de integragfo Pre

serva ordem. Isto &, temos o seguinte resultado:

- TEOREMA 5.10 -~ (a) Seja f: [a,b] » R uma funcfo inte-

grdvel tal que f(x) = 0 para todo

" b
[-f > 0,
‘a

(b} Se f e g s8o fungSes integrdveis em [a,b] e

b b
j/ f < J/ g .
a a

Demonstragao: (a) Para qualquer partigdo 1, os sup's

'x ¢ [a,b]. EntSo,

f ¢« g entdo,

Mj nos diversos subintervalos s3o =0.

Logo, S(f,m) = 0 para qualquer 1. Portanto,

b /b
/ f = f f = inf{s(f,m): 7 € £} = 0.
a a

(b) Pelo Coroldrio 5.1 a fungio g - £ & integrdvel.
Come g -~ f > 0 podemos aplicar a parte (a) deste

teorema e concluir gue /( (g-f) = 0., Aplicando novamen-

te o Coroldrio 5.1 temos /ﬂ g - j/ f 2 0, o que nos dd o

resultado a provar.

COROLARIO 5.4 - Se f € integrdvel e m e M sf8o tais
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que ms< f(x) € M para todo x ¢ [a,b]. Entdo,

m(b-a) s j/bf < M(b-a).

TEOREMA 5.11 - Se f & integrdvel vm [a,b], entfo, |f]|

¢ integrdvel e

JEENAL

Demonstragdo: A integrabilidade de [f] foi estabelecida

no Teorema 5.%. Aplicando o Tecorema 5.10

a =f < [fl < £ obtemos

b b b
-f f < f [£] = [ £,
a a a

de onde se segue o resultado.

COROLARIO 5.5 - Se f ¢ integrdvel (1imitada) em [a,b],

entdo

b
ij f| < (b-a) sup |f(x)].

x€[a,b

Demonstragfo: Diretamente do Coroldrio 5.4 e do Teorema

5.11.

5.7 - A integral come limite

Como vimos na segao 5.3, a integral de uma fungao

f, quando existe, € o fnfimo do conjunto de mimeros reais
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S(f,n), onde T percorre a colegfo P de todas as par-
tigdes. E, € também igual ao sup das somas inferiores.
Esse modo de definir a integral deu como conseqfiéncia o
importante Teorema 5.3, que foi de bastante utilidade em
vdrias demonstragdes., E, porém, fdcil de compreender que
os processos de tomar sup e inf nfo s8o construtivos,
uma vez que eles envolvem a consideragﬁo de todas as pos:
siveis partigdes de f[a,b], e esse conjunto P € demasia
damente grande. E desejdvel estabelecer uma maneira prd-
tica de calcular a integral de uma dada fungfo. Uma
idéia seria toﬁar uma sucessdo de partigSes cada vez mais
finas, formar uma sucessfoc de somas associadas a essas

partigdes, e tentar demonstrar que elas convergiriam para

a integral procurada.

Concentraremos nossa atengdo em uma dada fungdo
continua <f: [a,b] » R. Portanto, sabe-se pelo Teorema

5.4 que a integral existe.
DEFINIGXO 1 - Dada uma partigfo m = {x, =a< x, < ... <

< x = b}, um conjunto Y contendo n

pontos yl,yz,...,yn ¢ admissivel para T se yj S

€ [xj_l,xj] para J = l,..e,Its

EXEMPLOS: yj pode ser o meio do intervalo [xj-l’xj]'

No caso de uma fungdo continua, Y pode ser
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tomado como o ponto onde f atinge seu mdximo (ou minimo)

no intervalo [xj_l,xj].

DEFINIGEO 2 - Dados uma partigdoe m = {x, =a<x <<

1
< x_ = b} e um conjunto admissivel
Y = {yl,...,yn] associado a T, a soma de Riemann asso-
ciada a m e Y, gque se designa por c(f,W,Y), € defini

da por

' n
o(f,m,Y) = jEl f(Yj)(xj”xj_l)'

EXEMPLOS: A soma superior S(f,m) e a soma inferior

s(f,m) s&o somas de Riemann, quando f & conti-
nua.

DEFPINIGEO 3 - A norma de uma partiglo T = {x =a<x <

< ... < x = b}, que se designa por ”WH, é
definida como o comprimento do maior dos subintervalos

[xj_l,xj}..

TEOREMA 5.12 - Seja f: [a,b] + R uma funcido integrdvel

(1imi1_:ada') definida em [a,bl. Seja {m_}

uma_sucessio de partigles do intervalo [a,b] tais que

rd

”W =+ O quando k =+ «. Correspondendd a cada T e

il k

dado um conjunto admissivel Yk' Entdo, as somas de

Riemann o(f,m convergem para a integral de f.

' Yi)

A demonstragfic do Teorema 5.12 repousa no seguinte

resultado, devido a Darboux.
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LEMA 5.7 - Seja f: [a,b] o R uma funcfo limitada. Re-

Presentemos por I e J suas integrais infe-

Tior e superior respectivamente. Entdo, dado ¢ > 0 e-

xiste 6 > 0 +tal que para toda partigdo T com ”ﬂ” < §

tem~se
(1) S(f,1) < J + ¢, s(f,m) > I -¢.

Demonstragﬁo do Teorema 5.12 usando o Lema 5.7: E imedia-

to que

(2) s(f,m) = o(f,m,¥) < s(£,m ).

Agora dado € > 0, tome o 6 do lema anterior, e seja

k_ tal que ”nk“ <6 para k= k_ . Entdo

b b
I[ f—U(fﬂTk,Yk)I < I[ f-s(f’ﬂk)l + IS(f,TTk)-U'(f,TTk,Yk)|
a a

b
usando (1) e (2), e lembrando que I = J = j/ f +temos
a

h
]]/ £ - U(f,ﬂk,Yk)I < € + [S(f,ﬂk)—s(f,ﬂk)l < 3¢,

prara todo k > ko’ © que completa a demonstragfo do Teo-

Trema 5.12,

Demonstragdo do Lema 5.7 = Dado € > 0, escolha uma par-

tigdo m, = {a = Xy <X < 4.0 < x = b}

tal que

(3) S(f,m,) < T +e.
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. i .
Provaremos que existe § < m1n{xj-

> xj_lz i=1,.e.,n}

tal que, para toda partigﬁo n com “ﬂzn < §, temos

2!

(4) S(f,Trz) < J + 2€.

De fato, seja ﬂ3 =my; Uy ¥ clarc gque entre cada dois

pontos consecutivos de T hd no maximo um ponto de T

2
Se jam ¥y < z; <Y, < zz'< eee <Y

1°

n-1 < z, 1 ©S pontos

de T, tais gue x; € [yi,zi]; Logo

(5) S(f:ﬂz) - S(f’“j) Z M(y 12 )(Z Y4 )
n-1
- El {M(yi’xi)(xi-yi) +,M(xi’zi)(ziixi)}

onde M{u,v) = sup{f(i)} x € [u VJ] ' (Observe que jd fi-
zemos os cancelamentos dos termos comuns as duas somas su
periores). Se M representa o sup de _f* em [a,b],

cada termc do somatdrio de (5) pode ser majorado assims

M(Yi’zi)(zi—yi) - M(Yi’xi)(xi—yi) = M(xi{zi)(zi-xi)
= {M(Yi’zi)-M(yi’xi)] (xi-yi) + {M(Yi’zi)—M(xi’zi)](zi-xﬁ
< 2M(zi—yi).

Logo de (3) temos:

n-1 -
s(£,m,) - s(f m ) < 2M I (xi-y;) < 2M(n-1)5%
i=1 -

Como S(f,nﬁﬁ < s(f,m;) s J + €, obtemos:
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S(f,nz) < J +¢ + 2M(n-1)6.

Portanto, se & < €/2M(n-1), obtemos (4), como nos propu-
semos a demonstrar. De modo andlogo demonstra-se a parte
referente a4 integral inferior. Para cada uma das paxrtes

se obtém um 0, o menor dos dois atenderd a ambas.

EXERCICIO 1 ~ f & contfnua em [0,1]. Tome partigles
2%, 23

em 2, ’

n .
»yesss em geral 27, subinter
valos de igual comprimentc e para conjuntos admiss{veis
os meios dos subintervalos. Prove qgue

2n ,
1% op(Rkoly

U(f’nn’Yn) = 2By 2n+l

EXERCICIO 2 - Seja f: [0,1] 4+ R uma fungBo Lipschtziana,

ices, [f{x)-f(¥)| = K|x~y|, para todos -

x,y em f{0,1]. Mostre que
1 n
| f’ -2 I ()] <.
o n k=1 n

(Sugest&o: aproxime a integral por somas de Riemann

_ 1 P . p+l 2p, .
ﬂ(f,ﬂ'np,an) onde '.ITnp = {0, n_p’.”’n—p-’ Tp*,o-.,ﬁ‘f)-’,--o,
np-p, .Ip - = d. i -

_Hﬁ_""’np} np = {yj ap’ J l1,+..,np}. Faga uma es
timativa de |o{f,m Y ) - 1 E fCEJ| e passe ao limi
, '"np' np ni-q 'm =

te quando p o m)-
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5.8 = A restricdio de uma fungfo integrdvel

A integrabilidade de uﬁa funggo € uma propriedade
global, isto €, depende do comportamento da fungdo em to-
do o intervalo de definigfio. N#o &, pois, dbvio a priori
que integrabilidade em um intervaloimplique integrabilida
de em um subintervalo. Observe que no caso da derivabili
dade essa questfo era imediata, dado o cardter local da

propriedade.

TEOREMA 5.13 - Se f: [a,b] + R & uma fungfo (limitada)

integrdvel e [c,d] & um intervalo fecha-

do contide em [a,b], entfo f & integrdvel em [c,d].

{(Em outras palavras, a restrigfo £ de £ a [e¢,d], €

integrével.)

Demonstragfo: Dado € > O existe uma partigdo m do in-

tervalo [a,b] tal que
s{(£,m) = a(f,m) < ¢

aplicando o Teorema 5.3, Se nw' & a partigEo de [a,b]
formada pelos pontos de T e mais os pontos c¢ e d
(caso oles nio estejam em n), temos, em virtude do Teo-

rema 5.1:

(1) S(f,m') - s(f,mt) < €.

/
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Para fixar as idéias, seja m' = [xo =a< x; < ...<
< X; = €< 400 < X, = d< .., < X, = b} .
Entfo,
k n
2 z M.-m, S-X M,-m, L=X .
(2) 0ym) (e g) € B (rgom ) (xox, )

J=i+1

Seja © a partigdo de [c,d] obtida considerando apenas
0s pontos de m' que estf0 em [c¢,d]. Entfo, em virtude

de (1) e (2) temos
(3} S(F,) - s(f,7) < e.
Portanto, usando o Teorema 5.3, obtemos o resultado. ;

TEOREMA 5.14 -~ Seja f: [a,b] + R uma funcfo integrdvel

e seja c € (a,b). Entfo

(%) Lbf=£0f+£bf.

Demonstragfo: Pelo Teorema 5.13 a fungfo f & integrdvel

em [a,c] e também em [ec,b]. Logo as ex-
Pressdes no segundo membro de (4) fazem sentido. Para de
monstrar que se tem igualdade em (4) procedemos como se

segue.

Seja ©w wuma partigdio de [a,b]. Se ¢ nfo per-

tencesse a T, formarfamos a partigdec m' adicionando o
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ponte ¢ & partigdo m. Seja T a partiglo de [a,c]

1

obtida considerando os pontos de m' contidos em [a,c].

Analogamente, seja T, & partigdo dg [c,b] obtida con-

siderando os pontos de m! contidos em [c,b]. E claro
que

(5) S(f’ﬂ) 2 S(f,ﬂ') = S(flsﬂl) + S(f2,1T2)

onde f; € a restrigldo de f a [a,c] e f, € a res-

trigfo de £ a [c,b]. De (5) segue-se

c b
s{f,m) = f £ +f f,
a (o}

para toda partigfo m de [a,b)], e dai se segue

(6) f:f > ﬁcfl + fcbfz‘

Procedendo analogamente para as somas inferiores obtemos

(7) [abfsfacfl+[cbf2.

Finalmente, (6) e (7) ddo o resultado ().

c d
Observagao: Se ¢ < d convencionamos que '[ f = -jf .
d (o]

Com essa convegdo podemos escrever gque

T c b
f f = f f +[ , onde ¢ nio & ncessariamente um ponto
a a ¢

do intervalo [a,b]. A hipdtese sobre f seria que ela

fosse integrdvel no menor intervalo fechado contendo os
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pontos a, b e c.

0 Teorema 5.3 diz, em particular, que se uma
fungfio for integrdvel em um intervalo e partirmos tal in-
tervalo em (um nimero finito de) subintervalos, as restri
¢Ses dessa fungfo a esses subintervalos sio integrdveis.
Agora apresentamos uma reciproca desse fato que pode ser

dtil em alguns problemas.

TECREMA. 5.15 ~ Se f: [a,b] « R € tal que f & integrd-

vel em [a,c] e em [e,b], onde

c e (a,b), entfo f €& integrdvel em [a,b].

Demonstragfo: Seja f, e f,,

¢gles de £ a [a,c] e [ec,b]. Dado e> 0,

respectivamente, as restri

existem partigles, ™, de [a,c] e m, de [e,b], tais

que
(8) S(fl,ﬂl)—s(fl,nl)<€/2 e S(fz’WE)_S(fz’nz) < e/2,

em virtude da integrabilidade de f e T Considere~

1 2°

mos agora a partig&o m de [a,b] obtida tomando os pon

tos de T, e T,. E clarc que .
(9) s(r,m) = s(£y,my) + s(£,,m,)
(10) S(f’ﬂ) = S(fl,ﬂl) + S(fz’ﬂz)

As relagles (8), (9) (L0) fornecem

0]
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S(f,m) = s{f,m) < €,
gque prova a integrabilidade de f pelo Teorema 5.3.

EXEMPLO: Uma fungdo f: [a,b] 4+ R €& dita seccionalmente

continua se existe uma particfo 7 = {xo = a<
< X< L. <X = b} de [a,b] tal que f & continua
em cada subintervalo aberto (xj—l’xj)’ e as possiveis

descontinuidades (que devem necessariamente ocorrer em

pontos de 1) s8o de primeira espécie.

Aplicando os Teoremas 5.4 e 5.15 obtemos

COROLARIOQ 5.5 = Toda fungio seccionalmente continua em um

intervalo [a,b] € integrdvel.

5.9 = Uma condigao necessdria e suficiente de integra-

bilidade

O Teorema 5,3 nos dd uma condigfo necessdria e su=-
ficiente para uma fungdo limitada f: [a,b] » R ser in-
tegrdvel. Entretanto tal condiglio, que se revelou efi-
ciente na demonstragfo de algﬁns teoremas, & pouco prdti-
ca na verificagfo da integrabilidade de fungdes dadas ex-
plicitamente. 0 Teorema 5.% e o Tecrema 5.5

fornecem condigges suficientes para a integrabilidade.
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Nesta segdo daremos uma condigdo necessdria e suficiente
para integrabilidade, a qual nos parece ser de grande in-
teresse tedrico e prdtico. A Primeira definigfo rigorosa
de integral & devida a Cauchy (em 1823) que considerou

fungSes continuas em [a,b] e definiu

b n
f = 14 I r . =X .
j; im £ (xJ_l)(xJ xJ_l),

onde T = [xo =a< X< (..« x = b} € uma partigfo de
fa,b] e o limite & tomado quando ||m|| 5 ©. FEm virtude
do Teorema 5,12, a integral como definida por Cauchy coin
cide com a integral definida na segfo 5.3,

Apés Cauchy, durante todo o resto do sédculo XIX, os
matemdticos desenvolveram um grande esforgo para definir
integral para fungSes que nfo fossem continuas. Coube a
Riemann dar um passo decisivo nessa diregfo, Em 1867,
Riemann definiu integral como limite de certas somas
(essas somas sdo precisamente as somas de Riemann que de-
finimos na segfo 5.7), O Teorema 5.12 nos diz que uma
fung@o € integrdvel no sentido de Riemann se, e sd se,
ela for integrdvel no sentido que definimos na segdo 5.3,
e além disso as integrais coincidem. Por esse motivo a
integral aqui estudada & chamada integral de Riemann., Fm

seu trabalho, Riemann se p8e a questio de saber que fun-

~ .4 v ’ » - o~ L d - a
gees sdo integrdveis e quais n#o s¥o. Para isso ele defj .




-262-

ne a oscilagdo de uma fungfo f num intervalo [c,d]

como
(1) w(e,d) = sup{f(x)}: c<x<d} - inf{f(x): o<x<d}.

E ent3o fdemonstra que "uma fungHo € integrdvel se, e 58
se, para cada o » 0 dado, a soma dos comprimentos dos
subintervalos da partigfo de [a,b] nos quais a oscilagdo
da fungao é maior que @ tende a zero, quando a norma da
partigdoc tende a zero." Uma melhor formalizagao dessas i-
déias seria conseguida com a introdugfo do conceito de
"sonteddo!, por Hankel em 1882, e pelos estudos que se sg
guiram de Du Bois-Reymond e Harnack. As iddias necessd-
rias para a teoria da medida estavam em fermentagfio.

Lebesgue em 1901 poria essa teoria em bases sdlidas.

Oscilag&o de uma fungfo em um ponto. Seja £f: [a,b] » R

uma fungfo limita-
da, - e representemos por w(c,d) a oscilaglo da fungdo f
no intervalo [c,d], como se definiu em (1), acima. A
oscilagdo de f em um ponto X € [a,b] & definida como

(2) U(xo) = lim w(x - €,x
ea0

0+e:).

Observagio critica sobre a definiglo anterior: o limite
em (2) realmente existe pois w(xo-e,xo+e) < (xo-e',x0+€ﬂ

se € < €', e as oscilagles W s&%o0 todas =0.
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EXERCICIO 1 - Suponha que os limites laterais f(mo+) e
f(xo-) existem e que f(xo) € igual a um
desses limites. Mostre que U(xo) = |f(x0+) - f(xo-)].
(Sugestdo: dado n > 0 tome eo tal que [f(x0+)-f(x)|s
< n/2 Dpara X, < x< X +e_, e |f(x6-) - £(y)| < n/2
para Xx_ - € <y < Xx_. Entdc, para cada 0 < g < €,
temos
]f(x0+)-f(x0-)| -7 < |f(x)-f(y)| < If(xo+)nf(xo-)| + M,
para x e vy arbitrdrios em (xo-e,xo+e). Dai se segue
que |f(x°+)—f(xo-)| -n < UJ(xo-e sx0+€) =9 |f(x0+)'f(xo.-)|+
+ n+ Tomando ¢ limite quando € > 0 e usando o fato que
a desigualdade obtida é vdlida para todo mn > 0, obtemos

o resultado pedido).

EXERCICIO 2 - O exercicio anterior mostra que a oscilaggo
€ igual ao salto nos pontos onde f tem

uma descontinuidade de 12 espdcie e f(xo) € igual a um

dos limites laterais f(xo+) ou f(xo-). Mostre que a

- ~ s ’ Ar I s
oscilagédo € zZero se, e 50 se, a fungdo € continua em Xye

EXERCICIO 3 - Calcule a oscilagdo da fungfo f({x) = 1/x,

definida para x £ 0, em x = O.

Contelddo de um subconjuntc de R, Diz-se gque um subcon-

junto A de R tem

conteddo zero se, dadoe € > 0, existir um ndmero finito
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de intervalos abertos, Il,...,Ik, que cobrem A (i.e.,
k B Kk

A C LJ Ij)’ e tais que by %(Ij) < ¢, onde {(Ij) de-
j=1 j

J=1
signa o comprimento de Ij'

EXERCICIO 4 - Mostre que todo conjunto com um ndmero fini

to de pontos tem contelddo zero.

EXERCICIO 5 - Mostre que o conjunto {%: n=1,2,...] tem

contelddo zero.

EXERCICIO 6 - Nem todo conjunto enumerdvel tem conteddo
zero, Mostre que o conjunto dos racionais

do intervalo [0,1] nfo tem conteuddo zero,

~ . * fadd I . A
Observagdo: Existem conjuntos ndo enumerdaveis que tem con
A . s Y
teddo zero. Voce jd ouviu falar no conjunto

ternario de Cantor?

TEOREMA 5.16 - (Du Bois-Reymond)., Seja f: [a,b] + R uma

fungdo limitada e seja E, = [x € [a,b]:

0(x) = a}. Entfo, f & integrdvel se, ¢ sé se, para cada

@ > 0, a contelddo de Ea € zero.

A demonstragfio utiliza o seguinte lema,

I.EMA 5.8 - Seja f: [a,b] » R uma funcgfo limitada em

[a,b]. Suponha que exista a > 0 tal que

0(x) < a para todo x ¢ [a,b]. Entfo, existe 8 > O
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tal gque w(c,d) < a para todos c < 4 em [a,b] com

d-c < 6.

Demonstracfo, por contradicfo: Dado_ré = 1/n éxistém

ey < d  em [a,p] tais que d-ey < 1/n

e w(cn,dn) 2z o+ Pelo teorema de Bolzano~-Weierstrass e-

xistem subsucessSes de -(cn) = (dn), que representaremos

ainda por (cn) e (dn), tais que ¢, 4 c e d 4 d.

Como d -c < 1/n, obtemos ¢ = d. Agora dado € exis-

te n_ tal que [c-e,c+e] D [cn,dn] para 0> n_, Isso

implica w(x-€,c+e) 2 w(cn,d 2 ¢ e passando ao limite

n)

obtemos ¢(c) 2 g, o que contradiz a hipdtese do lema.

Demonstracfio do Teorema 5.16: A condigdo € necessdria pa-

Ta integrabilidade . De fato, suponha,
por contradigao, que exista ao > 0 tal que o conteuddo
de an ndo seja zero. Isso quer dizer que existe
€, > 07 tal que, para qualquer colegdlo finita dﬁ interva-
los Il""*Ik abertos cobrindo an, tem-se jil L(Ij) =
= EO. Seja agora T uma partiggo qualquer do intervalo
[a,b]. Entfoc a soma dos comprimentos dos subintervalos
da partic@o que contém pontos de Ea € maior ou igual a
eo' Logo S(f,n) - s(f,m) = a e, Para qualquer partigfo

T, o que contradiz o fato de f ser integrdvel.

Reciprocamente, dados ¢ > Q0 e g > 0, existem, .
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por hipdtese, intervalos abertos I

syl que cobrem
1’ Tk Kk

k
E e tais que L 4(I.) < €. E claro que [a,b]\(J I, é
a i=1 J i=1 J

J J
uma unifdc finita de intervalos fechados, Jl""’Jn' Em
cada ponto de J, a oscilag@io de f €& menor que Q.
Logo aplicando o Lema 5.8 a cada intervalo Ji obtemos
um §,. Seja agora T uma partigfo de [a,b] formada
pelas extremidades dos intervalos Il""’Ik e por pon-
tos adicionais em Ji de modo que a distancia entre dois
consecutivos seja menor que Gi, para i = l,...,0n. En-
t80 & fdcil de ver que S{(f,m) - s(f,m) ¢ (M-m)e + (b-a)g.

Isso prova a integrabilidade de f usando o Teorema 5.3.

A demonstragfo fica completa.

COROLARIO 5.6 - Seja f: [a,b] o R uma funcdo limitada,

cuje conjunto D(f) dos pontos de descon-

tinuidade tem conteuddo zero. Entfoc f & integrdvel.

Demonstracio:s Basta observar que D(f} = Jgo E,, onde
Ea é o conjunto definido no Teorema 5.16,

e que todo subconjunto de um conjunto de contelido zero

tem conteildo zero. (Prove)}. Como E C D(f) para tedo

a > 0, aplicamos o Teorema 5.16 e obtemos a integrabili-

dade de f.

Exemplos de fungSes nfo seccionalmente continuas, mas
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intégrdveis:
(i) r: (0,1] 4+ R definida por f(x) = sen(1l/x)
(ii) f: (0,1] + R definida por f(x) = (~1)", para

1/(n+l) < x < 1/n, n=1,2,... .

Conjuntos de medida zexro. Um subconjunto A de R tem

medida zero, se dado € > O,
existir um ndmero enumerdvel (n3o necessariamente finito)
de intervalos abertos Il’ 12,..., que cobrem A e tgis
que g L(In) < ¢, onde L(In) designa o compriménto do

n=1

intervalo I_.
n

EXERCTCTO 7 - Mostre que todo conjunteo de conteddo zero

tem também medida zero.

EXERCTCIO 8 - Mostre que todo subconjunto enumerdvel de R
tem medida 2erd, Dé um exemplo de um con-

junto que tem medida zero, mas ndo conteuddo zero.

EXERCfCIO 9 - Todo subconjunto de um conjunto de medida

zero tem medida =zero.

EXERCTCIO 10 - A unifo enumerdvel de conjuntos de medida

zero tem medida zero. (Sugestfo: sejam
Al, A2,...,An,... os conjuntos. de medida =zero. Dado
€ > 0 +tome uma colecdo enumerdvel I ., I _,... de in-
nl n

tervalos abertos gue cobrem An e tais que
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@

€ - - .
jél %(Inj) <-EH». Entfo a colegfo enumerdvel I _, para

o
n,m=1,2,..., cobre LJ An € a soma de selUus compri-
n=1

mentos € < €., Detalhes!)

TEOREMA 5.17 ~ Seja f: [a,b] 4+ R uma funcdo limitada.

Entfo f integrdvel se, e sd se, o con-

junto D(f) de seus pontos de descontinuidade tem medida

ZET 0.

A demoﬁstragao desse teorema utiliza o teorema de
Heine=-Borel gue serd demonétrado no Apéndice a este capi-
tulo sob condig8es mais gerais., Diz-se gue um subconjun-
to A de R €& fechado se, para qualquer sucessio conver
gente (xn), com X € A, seu limite estd também em A.
Exemplos: o intervalo fechado [0,1] e o conjunto

{O,l,%,...} s8o conjuntos fechados; os intervalos {0,1],

fo,1), (0,1) e o conjunto {1,%,...,%,...} nfo sfo few-

chados.

TEOREMA DE HEINE-BOREL (enumerével) - Seja A um subcon-

Junto fechado e limitado de R,

'Seja Il’I2"" uma colegfo enumerdvel de intervalos a-

bertos que cobrem A, Entlo existe um ndmero finito des-

ses intervalos Iy ,...,I, , gque também cobrem A, isto &,
1
n n
I - A
k. . ¢
= J

j=1
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LEMA 5.9 - Seja f: [a,b] + R wuma funcHo limitada. En-

tfo0 o conjunto Ea = {x: 0(x) 2 a} & fechado,

para cada o > O,

_Demonstfagao: Se ja (xn) uma sucess®o convergente, tal
que x € E&, e X, -+ X. Provaremos que
b= E&. Suponhamps, por contradigfo, que x ¢ Ea’ isto €,
o(x) < a. Entdo, existe ¢ > 0 tal que w(x-¢,x+€) < a,
Tome agora x = tal que lxn-xl < ¢/2. E claro que
w(xn-€/2, xn+e/2) < @, o que implicaria U(xn) <q. E

isso nfo € possivel, A contradigdo proveio de se supor

que x é Ea.

Demonstragﬁo do Teorema 5.17: Suponha.inicialmente que [

¢ integrdvel. E fdcil de ver que D(f) =

[+ .
= ggl El/n‘ Como cada El/n tem conteudolzero, segue=se
do Exercicio 7 que El/n tem medida zero., E, podewse
provar que, a unido enumerdvel de conjuntos de medida ze-
ro, confira Exercicioc 10. Suponha, reciprocamente que
D(f) tem medida zero. Como D(f) = E segue-se

a
a>0
que E C D(f) tem também medida zero, confira Exercicio
9. Logo dado € » 0 existe uma colegfo enumerdvel de in
tervalos abertos que cobrem %a e cujo somatdrio dos com

primentos € < g. Sendo Ea fechado, em virtude do Lema

5.9 apligque ¢ Teorema de Heine«Borel para extrair da 6012
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gfo de intervalos um mimero finito deles que também cubra
"Ea. Como o somatdrio dos comprimentos desse mimero fini-

to de intervalos €, com mais forte razdc, menor gue €,

concluimos que E

o+ Para cada ¢ > 0, tem contelddo zero.

‘Finalmente aplicando o Teorema 5.16 obtemos que f € ine

tegrdvel. Q.E.D.

EXERCTCIO 11 - Considere a fungfo f: [0,1] 4 R definida

por

0 se X irracional

f(x) =
1 D N .
T se X = T p e q primos entre si.
F Mostre que f & continua em todo x irracional e descon
t{inua em tode x racional, Mostre que f & integrdvel,



APENDICE A0 CAPITULO 5

O TEOREMA DE HEINE-BOREL

Os intervalos abertos pertencem a uma classe mais
geral de subconjuntos da reta: a colegio dos conjuntos a-
bertos. Um sudbconjunto A do conjunto R dos mimeros
reais é aberto se para qualquer x ¢ A eXiste um & > 0
tal que o intervalo (x-€,x+g) estd contido em A. B i-
mediato que qualquer intervalo aberto € um conjunto aber-
to no sentido que acabamos de definir. Outros exemplos
de conjuntos abertos sf8o dados pelas unides de intervalos
abertos. (Prove). 0 leitor poderd provar sem dificulda-
des que (i) uma unifio de um mimero qualquef de conjuntos
abertos € ainda um conjunto aberto. Jd para a intersec-
gdo, esperamos que o leitor tenha dificuldades em demons-
trar um resultado andlogo... Isso porque o resultado €
falso em geral: a intersecgio dos intervalos abertos
(-1/n, 141/n), n = 1,2,..., € o intervalo fechado [0,1].
Entretanto, um pouco menos € verdadeiro. (ii) a intersec-
¢&0 de um ndmero finito de conjuntos abertos € aberto.

Jd wvimos no decurso do Capitule 5 o que € um con=-

junto fechado da reta. Repetindo: um subconjuntc F do
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conjuntol R dos reais & fechado se qualguer sucess3o

(xn) ‘convergindo para' x',é,qqm 'xﬁJE;F é tal que xE€F,

EXERCfCiO_l —;0 complémentar:qé um—subéonjﬁntol B da rea
ta é“o conjuntdi‘pql=.£#'€i£: x g B}. Mos-
tre gue um conjunto € fechédo.ég éraénéq ;5u‘complementar
for aberto. | |
Relembremos -que os inferfalog‘fgﬁﬁéébs s3o exemﬁlos
de conjuntos fechados. Em particuiar;iﬁm éoﬁjunto‘Consti
tufdo de um idnico ponto, {a}. O_ieitbf podéré ver facil-
mente gque uma unidc de um nﬁmeré finito de intérvﬁiqs fa-
chadog € um conjunto. fechado. Jd o ﬁesmo nfo se pode di-
zer de uma unifo de um mimero infinito de inférvalos fe-
chados: a uniflo dos intervalos E%& 1-%], Nn=2,3,00s, &
o intervalc aberto (O,l). Nessa linha de idéias convi=

damos o leitor a trabalhar o exercicio seguinte.,

EXErcIcIOo 2 - (i) A unifio de um ndmero finito de conjun-
tos fechados & um.ébnjunto fechado.
(ii) A interse¢f8o de um mimero gualquer de conjuntos fe-
chados € um conjunto fechado. (As demonstragdes po-
dem ser feitas diretamente da definigfo ou usando o Exer-
cicio 1 acima, juntamente com as propriedades (i) e (ii)
dos conjuntos abertos, bem como as relagles do exercicio

abaixo.,.
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EXERCICIO 3 - Seja [Ba,'a € 4} wuma coleglo gqualguer de
subcon juntos de .B. G ¢ um conjunto qual-

quer de findices., Seja B a unifio de todos 'eles, e seja

C a intersecgdo dos mesmos. Mcstre que (i) o complemen-
tar B° de B € a intersecgdo de. todos os complementa-
: i ) .
res Bg: (LJBG)C = r\Bg. Mostre também que (ii) (rﬁBa)
o .
= LjBa'

As coiegBes dos subconjuntos abertos e dos subcon-
juntos fechados da reta nio esgotaﬁ a colegdo de todos os
subconjuntos da reta: o intervalo [0,1) neﬁ € fechado
nem aberto.

Jd vimos que um conjuntc B<Cc R & limitado se o-
xistir M > 0 +tal que |x|,s M para tode x € B, Um
conjunto” K'c R ¢ compacto se ele for fechado e limitado.
Os intervalos fechados (finitos) s¥o compactos. A reta,
as semiretaé (-=,a] e [b,») sfo fechadoé mas nfoc com~

pactos.

0 resultado central do presente apéndice € o se-

guinte:

TEOREMA DE HEINE-BOREL - Seja K um conjunto compacto de

R, e [Aa, g € G} uma coleglo de

abertos que cobre K, isto &, K& UA&' Entfo existe um

nimero finito, Aa ""’Ad , desses abertos, gque também
1 n

cobre K.,
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Observacfo: O teorema nfo valeria (i) se K fosse aber-
' to, e de fato temos o contra-exemplo:
[=-] [=-]
K = (0,1) = tJ (1/n, 1-1/n) = LJ A s (ii} se K ndo
n=1 n=2

— 8
fosse limitado: XK = [0,%)c |J (-1/n,n)
n=1

An;

1
nC s

1
0,1] = {0} U

1]
;g

(iii) se os A nfo fossem abertos: K

U {1} u Qzlf,l/n, 1-1/n].

COROLARIC - Seja K um conjunto compacto de R e

(Ia’ @ € G} uma colegfo de intervalos aber-

tos cobrindo K. Entdo, podemos escolher um numero fini-

T
to deles, Il""’In tais que K C ;:L Ij'

A demonstragfio do Teorema de Heine-Borel repousa

no resultado seguinte:

LEMA - Seja {Aa; a € G} uma colecfo de abertos cobrindo

um compacto K. Ent3o, existe um nimero d > ©

tal que, para gquaisquer x,y € K com O < y-x < d, te-

mos que o intervalo [x,y] estd contido em algum A-

(Esse d ¢ chamado um mimeroc de Lebesgue da_cobertura

{Aa]' E. K)'

Demonstracdo por contradic8o: Suponha que para qualguer

n € N, existem XY, € K com O < Y, -

1 . ~
- X —_ a interval N
n S 5 © tais que o int o [xn,yn] nfo estd co

tido em nenhum Au. Aplique o Teorema de Bolzano-Weiers-
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trass para selecionar subsucessdes (xn’) de (xn) e
J

(yn_) de (yn), as quais convergem. Como ¥y, = x, <

J j J

< 1/nj, segue-se que existe =z ¢ K tal que lim x, = z

. J
e 1lim y, = z. Agora, tome um Aa que contenha =z, e

seja € > 0 tal que (z-e,z+e) c Aﬁ' A seguir tome um
n; tal que |x, -z| < e e |y, -z|] < €. Lago
- J J

[xn_,yn_] c Aa, o que contradiz as condigfes impostas SOw
J J

bre =x e ¥y, .
n ny

Demonstracio do Teorema de Heime-Borel: Para facilitar a

demonstragﬁo, poderemos, sem perda de gene-
ralidade, supor que K esteja contido no intervalo [o,1].

Considere a partigdc de [0,1] formada pelos pontos

X, = k 2-n, k = 0,1,...,2n, e tal que 270 ¢ d/2, onde

d € o nimero determinado no lema acima, Seja I =

= [xk - 2-n, x, .+ 2-n] o intervalo fechado centrado em

x, e com raio 277, 0 conjunto Ik N K & fechado (e

mesmo compacto pois estd contido em um intervalo) e dai
se segue que o sup e o inf desse conjunto pertencem a

K. Seja z) = sup(Ik nkK) e Y = inf(Ik n K). Logo

Zz < d. Pelo lema anterior existe um Aa’ digamos

Yk

A, » Qque contém o intervalo [yk,zk]. Finalmente prova-

k

remos gque os Aa y kK = 0,1,...,2n, cobrem X. De fato,
k

dado x € K, tome um x_  tal que Ix—xkl < 2", Entfo
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x€ [y 2]l edaf x¢ By Q.E.D.

Observagﬁo: 0 Teorema de Heine-~Borel no caso enumerdvel
pode ser demonstrado diretamente, utilizando
B A
Bolzano-Weierstrass, sem ter que passar pelo lema acima,
De fato, suponha que, para cada n, exista X, c K e

n .
xn é ;:&Aj, onde Al’A2"" ¢ a colegao enumerdvel de

abertos que cobre K. Conclua vocé a demonstragdo!

EXERCICIO 1 - A aderéncia de um conjunto BC R € o con-
junto B formado Pelos pontos de B e por

seus pontos de acumulagio (veja a definigdo de ponto dg

acumulagd&o na segfo 1,10). Mostre que a aderéncia de

qualquer conjunto B € um conjunto fechado.

EXERCICIO 2 - Mostre que um conjunto F & R & fechado

se, e somente se, F = F,

EXERCICIO 3 - Mostre que a aderéncia de um conjunto B é
o menor conjunto fechado que o contem.

(Sugestio: o menor conjunto fechado que contém B € a

intersecg8o de todos os conjuntos fechados que contém B).

EXERCICIO & - Sejam B e D dois subconjuntos de R,
tais que B¢ D. Dizemos que B € denso
em D se Bo D, Mostre que B & demso em D ge todos

os pontos de D podem ser aproximados por pontos de B,
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isto €, dado x ¢ D, existe uma sucessfo (xn), com

x, € B e tal que X, X

EXERCICIO 5 « Mostre que se K for compacto,-entﬁo ele
contém um subconjunte E enumerdvel e den-
so nele, (i comum dizer-se entfo, que K & separével);
(Sugestﬁo: para cada n tome a cobertura de K pelos
intervalos abertos (x-l/n, x+l/n), onde X percorre K.
Aplique Héine—Borel para selecionar um nimero finito
desses intervalos que cubram K: (xnj-l/n, xnj+l/n),
J=21,...,N(n). Mostre depois que o conjunto
{xn tn=1,2,...; j = 1,...,N(n)} € o conjunto E pro=-

curado).
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CAPITULO 6

AS FUNGOES LOGARITMICA E EXPONENCIAL

6.1 - 0 logaritmo

Consideremos a fungfo f(x) = 1/x para x > 0.
Sendo f continua em gualquer intervale fechado [a,b]

contido em ({0,») podemos definir a fungdo

F(x) = Lx(l/t)dt

para qualquer X € (O,m). 0 valor da fungao I no ponto
x pode ser interpretado graficamente como a drea entre o
eixo dos x, a curva l/x, a reta vertical gue passa pelo
ponto 1 e a reta vertical que passa pelo ponte X, cf. i
gura 35. Se x< 1, F(x) & a drea com sinal negativo,

pois, neste caso
x 1
f (1/t)dt = - f (1/t)dt.
1 x

DEFINIGXO - A fung8e F, definida acima, £ chamada a fun-

¢80 logaritmica, e o valor F(x) de F no

ponto x & chamado o logaritmo de x e se representa
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flx) = 1/%

x 1
Fig. 35

x

por log x. Observe que log x estd definido para todo

x > 0. Para referéncia futura repetimos a definigdo de

log x
x
(1) log x = .f (1/t)dt, x> 0.
1
Decorre, imediatamente, da definig8o (1) que
(2) log 1 = 0O
(3) log x> 0 para x > 1; log x <« O para x«< 1.

TEOREMA 6.1 - A funcgfo log x & crescente.

Demonstragio: Se X, < x, temos

x2 xl x2
(4) 1og x,-1log x, = f {1/t)dt - (1/t)dt = (1/t)at.
g Xpr-log x; 3 -E j:l

Aplicando o Coroldrio 5.4 ao dltimo membro de (4) e como

1/t = 1/x5, temos:
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(5) log x, = log x, 2 (xz-xl)(‘l/xz) > 0.

Logo, log X, > log X se X, > Xj.

TEQOREMA 6.2 - A fungfo log x € continua.

Demons tragfo: Seja X, > 0 fixado. Entdo, para X > x

o]

temos, cemo em (4)

(6) log x - log x_ = ‘( (1/t)dt = (l/xo)(x-xo),

onde a desigualdade foi obtida usando o Coroldrio 5.4,

Por outro lado, para x°/2 < x< X, temos

{(7) 1log x,-log x = ( o(l/t)dts(l/x)(xo~x) < (2/xo)(xo-x)

De (6) e (7) ségue-se que

2

|1og x - log x | £
° EN

| x-x_| s

de onde obtemos imediatamente a continuidade de 1log x

TEOREMA 6.3 - A funcfo log € derivdvel e

(8) %;—(log x) = 1/x.

Demonstraglo: Seja x, > 0 fixado. A razfo incremental

correspondente &
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x
_log x = log x5 1
(9) q(x) = e Lo (1/¢)ds.

Se x> x_, temos pelo Coroldrio 5.4:

(10) %(x-xo) < (' (1/+)dt < %; (x-xo),

o que também & Sbvio do fato que a drea hachurada estd
compreendida entre as dreas dos retangulos Rl e R2 “da

figura 36.

Fig. 36

Portanto, usando (10) em (9) obtemos:

1 1
(11) s a(x) = ;;:,
o que implica que
(12) lim qfx) = l/xo.

X=X
ot

Analogdmente, se X, > X temos

(13) —i—o (xo-x) s/ O(l/t)dt < % (x -x).
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Portanto, usande {13) em (9) obtemos

1 ) 1
(14) X, < q(x) = = °
¢ que implica que
(15) 1im g{x) = l/xo.
xax;

Finalmente, (12) e (15) implicam que log & deri-
vdvel em x, e (log)'(xo) = l/xo, como querfamos pro-

var.

TEOREMA 6.4 - Se a e b sgsdo reais positivos, entdo,

(16) log{ab) = log a + log b,

Demonstragfo: Considere a fungdo glx) = log{ax) defini-

da para x > 0. g ¢ uma fungfio composta
g = log ah, onde. h(x) = ax. Pelo teorema sobre deriva-

¢f#o de fungdes compostas

g'(x) = (1og)'(n(x)) n(x)

ou seja
1 1
gt(x) = = a=75-
Logo, .
(g(x) - log x)t =0,

o que implica, em virtude do Teorema 3.10, que g(x) =

= log x + k, onde k & uma constante. Portanto,
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(17) log(ax) = log x + k

para todo x » 0. Fazendo x = 1 em (17) e lembrando

gque log 1 0, obtemos k = log a. Logo,
log(ax) = log a + log x
para todo x > O. Em particular, para x = b temos (16).

Por indugao podemos provar a seguinte generaliza-

gfo do Teorema 6.4,

TEOREMA 6.4% = Se a ,...;a s¥o reais positivos, entlo
1 n ’

1og(a1...an) = log a; +...+ log a .

COROLARIO 6.1 - Se a > 0 se v ¢ um racional positivo,

entdo,
(18) log a° = v log a.

Demonstragfio: Se 1 = n, um inteiro positivo, o resultado

segue-se diretamente do Teorema 6.47, com

1 .
A. = ..o = a4 = a. BSe 1T = o’ usamos ainda o Teorema

l/n

e obtemos

l/n

log a = n log a ,

6,4, com a, = ... = a_=a

gque dd (18) neste caso. Finalmente, se T = m/n  temos,

aplicando os doils casos particulares jd provados

log am/n = m log al/n = (m/n}log a.
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COROLARIO 6.2 - Se a > 0, entfo, log a~t = -log a.

Demonstragdo: Usando o Teorema 6.4 temos

0

- “~ -

log 1 = log(aa l) = log a + log a 1,
o que dd o resultado a provar.

Decorre imediatamente dos Coroldrios 6.1 e 6.2 que
(19) log a’ = r log a, a » 0, reracional,
onde r pode ser positivo, negativo ou nulo., A férmula
(19) ¢ também vdlida para o caso de r ser um real gqual-
quer. Entretanto, ndo estamos ainda em condigdes de pro-

var esse resultado mais geral, pois, ainda nfo atribufimos

N r . .
um sentido a a , onde r & um irracional.

COROLARIO 6.3 = Para toda sucessfo [xn} tendendo a +=

temos log X, o4 e 1

Demonstracfio: Como a fungfo log € crescente, basta mos-

trar isso para uma'particular sucessdo.
Tomemos a sucessio {xn} = {2n}. Pelo Coroldrio 6.1,
log 2% = n log 2, e como log 2 » 0, segue-=se que

n log 2 + +m,

COROLARIO 6.4 - Para toda sucessdo {x_} tendendo a O

temos log X, 0 ==

Demonstragfio: Como na demonstraglfio anterior, basta provar
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isso para uma particular sucessfo. Tomemos a sucess3o

{x } = {2°™ . Pela férmula (19) acima temos:
-n
log 2 = =n log 2 4 -=.

Pelas informagSes colegidas nos Teoremas 6,1, 6.2
e 6.3 e nos Coroldrios 6.3 e 6.4, vemos que o grdfico de

log x tem o aspecto indicado na figura 37:

Fig. 37

EXERCICIOC 1 - Seja [a,b] um intervalo fechado contido

na semie-reta (0,+=). Mostre que

1
(*) |log x = log y| < a—]x-y|

para todos x,y em [a,b], (Essa desigualdade mostra
que a fungdo log € lipschitziana em cada intervalo [a,b],

e a constante de Lipschitz depende do intervalo.)

EXERCLCIO 2 - Mostre que a fungdo log x & concava.

(Sugestfo: use o Exercicio 5 da segfo 3.6.)

EXERCICIO 3 - (i) Mostre que a equagfo x = log x n3o
tem solugdo.

(ii) Mostre que a equagfo x-1 = log x tem uma Unica so-
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eles devem ser iguais. Tem-se, pois, a relagfo (6).

Por indugfo, prova-se uma generalizagfo de (6):

(7) E(y1 Foaot yn) = E(yl)...E(yn).

/n

1
Daf se segue que E(ny) = [E(y¥)]" e E(]']_-;Y) = [E(y)]
Logo, E(ry) = [E(y)]T para qualquer racional r > O.

Usando (2) e (6) temos
1 = B(0) = B(x-x) = E(x)E(-x),

o que prova que E(-x) = E(x)-l. Logo,

(8) E(ry) = [E(y)]F

para qﬁéiquér r racional (positivo, negativo ou nulo).

De (B) segue-se que E(n) = E(1)" e como E(1) > 1 te-

mos que E(n) 3 +o. Usando ainda (8) temos E(-n) =

= B(1)™™, o que implica que E(-n) 4+ 0. Logo, o grdfico

de E(y) deve ser como se indica abaixo

1

|

Fig. 38

EXERCICIO - Mostre que a fungfo E(x) & convexa.

0 ndmero e. O valor da fungfo E no ponto 1 ¢ desig-
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nado pela leitra e, Entdo, o mimero e & assim definido

E(1) = e.
Em virtude de (8) temos que
E(r) = e’
para qualquer racional r. Definimos e? = E(y), para
vy drracional, Logo,
(9) E(y) = e

para todo y real.

EXERCICIO 1 - Trace os grdficos das fungSes: e 7, e™7

onde a € um real qualquer.

EXERCICIO 2 -~ Obtenha a série de Taylor, relativaméﬂ%p a
~ x m, .
x = 0, para a fungao e . Mostre que esgsa

' -
série converge, para tedo x 1eal,

EXERCICIO 3 - Mostre que 1lim x e = 0, (Sugestfo: use
X4+
o Exercicio 7 da segfo 6.1.)

EXERCICIO 4 - Trace o grdfico da fungdo x log x, para
x » 0. Determine o ponto onde ocorre o mi-

nimo da fung¢Ho, Cf. Exercfcio 5 da segdo 6.1.

EXERCICIO 5 - Trace o grdfico da fungfo (log x)/x, para
x> 0., Determine o ponto onde ocorre o md-

ximo da fungdo.
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EXERCICIO 6 - Mostre que a fungio

EG—EE—J, para |x[ < 1
f(x) = X -1

o, para |x| = 1

¢ derivdvel para todo x zreal. Trace o grdfico dessa

fungﬁo .

EXERCICIO 7 - Trace o grdfico da fungio
1

2
o x # (0]

f{x} =
0 x =0

(Estude cuidadosamente o comportamento de f(x) perto de

¢

x = 0, e determine os pontos de inflexfo de £).
£
B 1
EX@RCfCIO 8§ - Trace o grdfico da fungfo f(x} = e = de-
finida para x # 0. (Determine o ponto de

inflex3o0 de f e estude o comportamento de x perto de

0}).
EXERCTICIO 9 - (Fungles hiperbdlicas). As expressdes

senh x = %—(ex-e-x) cosh x = (e¥+e™™)

N

definem, respectivamente as fungdes seno hiperb&lico e
cosseno hiperbdlico. Trace os grdaficos dessas fungles.
. Prove que
cosh2 x = senh2 x =1

cosh (x+y) = cosh x cosh y + senh x senh y
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senh (x+y) = senh x cosh ¥ + cosh x senh y

(senh x}7 = cosh x (cosh x)' = senh x

EXERCTCIO 10 ~ Seja f£(x) uma fungfo continua que satis-
faz & equagdo f(x+y) = £(x)f(y). Mostre
que f£(x) = 0 ou f(x) = e . {Sugestdio: se f se anu-
lar para um valor de x, entfic segue da equaglo funcional
que f = 0., Se f £ 0, entio f(x) > O para todo x.
Aplicando log recai-se no Exercfcio 1 segdo 2.10. Po-

de~se também prdceder diretamente demonstrando:

1
£(n) = [£(1)%, £(3) = [(£()I®, (P = (£(1IT o

EE

aplicar continuidade para o caso geral).

N p
EXERCTCIO 11 - Mostre que 1im-g2%—§l— =0, p> 0.
Xy

(Sugestdo: faga log x = y e utilize o-

Exercicio 3).

-]

EXERCTCIO 12 - Mostre que a série L — 1 — _  ps 0,
n=2 (log n)P

diverge. (Sugestdo: use o Exercicio 8 pa-

P
ra provar que existe ng ¢ N tal que LEE%—El—-< l, para
nzmn. Logo .t > %%).
(log n)P
2 1
EXERCICIO 13 -~ Mostre que a série & T 5 con-
n=2 (log n) °%
log n _

verge. (Sugestfo: escreva (log n)

(elog n)log logn _ log logn 2 ,14e a desigualda-

de se verifica, com certeza, para n 2 19683).
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m
EXERCICIO 14 - A série % ——o diverge. (Sugestdo:
n=2 log n

use o Exercicio 2 da 59950 1.12: o compor-

@ .
tamento da série z E—T%E—H € o mesmo da sédrie
n=2
@ n )
z 2 = 1 z L).
n=2 2%1log 20 log 2 p-2 m
- @ 1
EXERCICIO 15 - A série L ————— diverge se o < 1,

n=2 n{log n)a

e converge se o > 1. (Sugestfio: use o
Exercicio 11 para a divergéncia, e no caso a » 1 use

novamento o Exercicio 2 da segfo 1.2).-

EXERCICIO 16 - Seja f{x) uma fungfo continua na semi-
reta {x: x > 0} que satisfaz & equagdo

f(xy) = £(x) + £(y). Mostre que f(x) = 0 ou f(x) =

= a log x. (Sugestgo: mostre que se a > 0 e x €& um

real gualquer entfo f(a®) = xf(a). Tome a = e e faga

y = e* para obter f£(y) = (log y) fle)).

EXERCICIO 17 - Mostre que a fungfo identicamente zero & a
dnica fungfio continua que satisfaz a equa-

¢8o f(xy) = £f(x) + f(y) para todos x e y reais.
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6.3 ~ Poténcias irracionais

: . AL, r -
Na segfo 1.4 definimos as potércias a’, onde a
€ um real positive e r € um mimero racional. Até ago-
W2

ra nfo atribuimoes sentido a expressBes como 2 ~. Isso

é o que faremos a seguir,

DEFINIGXZO - Se a > 0 e b & um ndmero real qualguer,
define~se

(l) ab - eb log a’

onde © segundo membro de (l) tem um sentido dado pela re-

lag8c (9) da seglo 6.2,

Observagio: No caso de b =1, r um racional, a defini-
glo acima coincide com o sentido jd dado a

a’, pois, usando a relagfo (19) da secgdo 6.1 temos

r

o los & E(r log a) = E(log a*) = a¥,

onde se usou o fato de E ser a inversa do log para

obter a dltima igualdade.

Propriedades:

(2) b bt Dbabl

(3) (ab)C =a , a >0
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Demonstragdo de (2): Usando a relag@io (6} da segdo 6.2:

aP.aP’ = E(b log a)E(b' log a) = E(b log a + b! log a)

= B((b + b')log a) = a®" "',

Demonstracfo de (3): Primeiro, usando (1) & a relagfio (1)
da seglo 6.2 obtemos

(4) (ex)b _ eb log eX - oPX

Agora, para o caso geral, usamos (1), a seguir (4} e (1)

novamente:

(ab)c - (eb log a)c - ebc log a _ abc

6.4 - A fungfo a’™

Para a > O, podemos definir a fungdo

£f: R =+ rR*

x x leog a
X -+ a = e

Em virtude de (1) da segllo 6.3 temos:
f =Eeh
onde h(x) = x+log a. Logo, f é continua, derivdvel e
f1{x) = E'(h(x))'h'(x) = E{x log aj+log a,

isto é,
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(1) S(a¥) = a* . log a.

0 grdfico de a* ¢ como na figura 39(&), se a<1l,

e como na figura 39(b), se a > 1. Se a = 1, entdo,

axs 1.

Fig. 39
: EXERCICIO 1 -~ Aplique a fdrmula de Taylor A fungido e* e

pProve que e = l+x para todo x. Tgualda

de ocorre se, e sd se, x = O,

12
5X

EXERCICYO 2 - Mostre que a equacgdo e* - x - 5 =1 +tem
3
apenas a solugdo x = 0., (SugestHo: seja
x xZ
f(x) = e -1 - x - 5~ e estude pontos extremos, pontos

de inflexfo, etc).

EXERCICIO 3 - (Desigualdade entre as mddias aritmdtica e
geométrica)., Sejam Byyesesd nimeros
reais positivos, e Pys;+ee,p ~ Teais ndo negativos tais

I q. n
p; = 1. Mostre que [ a.J < ¥ p.a..

que
1 4 j=1 J Jj=1 Jd

TR

J

(Sugestdo: Seja x5 tal que ag = (l+xj)A onde A =
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= & a.. Aplicando a desigualdade do Exercfcio 1 obtew=

j=1
n p. n Py Ip.x,
mos Ma,d =a TTF (1+x,) < de 99 e mostre que
=1 4 j=1 J
Zp.x. = Q.
L JE )

6.5 - A fungfo xP

Seja b . um mimero real dade. A fungfo poténcia,

xb, pode agora ser definidas

'.gz R 4 R
x xb - eb log x

rd

g € uma fungSo composta: g = Eep, onde p(x) = b log x
Entdo, & ¢ contfnua e derivdvel, e
. b
g*(x) = B'(p(x)) p*(x) = E(b log x)¢
i.e.

d by P LR b-1
ax X =X x

6.6 = 0 mimero e como limite

A relag®o (11) da segfo 6.1 para x =1 e X =

=1+ h, h>0, nos dd
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(l) 1 < log£1+h)

s 1.
l1+h

Usando (14°) da segdo 6.1, obtém-se'uma desigualdade and-

loga para h < 0. Estas desigualdades implicam gque a fun

gdo _
f£(x) =.%vlog(l+x), x> -1, x #0
f(O) = 1
é contfnua na origem, pois, 1lim f(x) = lim f(x) = 1.
'x40+ x40 _

Como

f(x) = log(l + x)l/x
e f(x) -+ 1 quando x 4 0, segue-se gque

log(l + x)l/x 4+ 1 quando X 4 O,

(1 + x)l/x + e, quando x = O.

Portanto, R
e = lim (1 +x)l/x
Tx400 S

Em particular -

. R . Sl . : 2

c n : 1 om

e = lim (1 + 27 = 1im (2 2™ = 1m (2 +25)
- 4o R L Nt n

EXERCTCIO 1 - Prove as seguintes reia95é57 i

(1) | 1im (2 +_l§)n ='1h_;k
4o n



(ii) ' ) . . lim (1 + % . e2
’ D+t
(iii) Lim - (1= B = 7t
N+ :

EXERCICIO 2 - Mostre que, na desigualdade (1) da segdo 65,

podemos substituir os sinais < ©por <.

Tomando h = %. naquela desigualdade temos
AT < log(l + 27 < 1,
e, dai:
(%) 1+ DH"<ec (@™
Escreva a desigualdade {(*) para m = 1,2,...,n-1, e, Dor

multiplicagﬁo das desigualdades resultantes, obtenha

nn_l n-1 o™
-—<e- & e,
(n-1)1 (n-1)!

Obtém-se, assim a seguinte estimativa para o fatorial de

n:

n =-n+l n+l =n+l
1n e n e

< n! <

t
EXERCICIO 3 ~ Mostre que 1lim (=) = O.
IHo n
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6.7 - A constante de Fuler-Mascheroni

A sucessfo

1 1 -
(1) a =1+ F +eeet ;= log n

converge e seu limite, C, & conhecido pelo nome de ¢ons-

tante de Euler-Mascheroni. De fato,’considére a;fﬁngao

f(x) = 1/x para x > O. Segue~se que

-1l
1 1 o1 1 . 1
(2) 5t §'+...+ Y < L ;-dx < 1 + T teeet TIT 0

pois, o primeirc membro ¢ uma soma inferior de -1/k no
jntervalo [1,n] e o dltimo membro & uma soﬁa éuperior.
(0 leitor poderd fazer uma figﬁra para se.convencer da_dg
sigualdade (2)). Logo, de (2), efetuando a integragdo,

segue=se

W =

1 1 1 A
(3) t g teeed o< log m< 1+ 5 +eeet mgo o

De (3) segue-se que O < a < 1. Por outro lado, temos

(ﬁ) a_ - a = log(n+l) - log n -

n n+1 !

n+l

e ¢como

log(n + 1)

n+1 1 .l
1ogn=[ ;dx_:vn_!_l,
n

@y

4 L
segue~se que ap - ap5,7 > 0, ou seja, a sucessaoc {ap)
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decrescente, Usando o Teorema 1.4 concluimos que {an}

converge.

Observagﬁo: E um problema aberto determinar se a constan-

te C €& racional ou irracional.

6.8 = Uma equagdo diferencial

Uma fungdo f{x) satisfaz a uma equagfo diferen-

cial da forma

(1) y' = ay,

onde a & um mimero real dado, se ff(x) = a f(x).

Vimos na seg¢do 6.2 que a fungdo e¥ satisfaz a e-
quagdo diferencial y! = y. E fdcil ver que gualquer fun
gdo da forma ceax, onde ¢ €& uma constante arbitrdria
satisfaz & equaclo (1), Provaremos agora a reciproca
desse fato: toda solugdo da equaglo {l) ¢ dessa forma.

De fato suponmhamos que f(x) seja outra soluglo de (1};

entédo

(f(xye-x)' = f'(x)e-ax - f(x)e-ax = 0,

de onde se segue, em virtude do Teorema 3.10, que

f(x)e™®* = ¢ = const. ou seja f{x) = ce”*. Resumindo:
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"f(x) & uma solugdo da equagHo diferencial y! = ay se

# a .
e s0 se f(x) = ce‘x, ‘para qualquer ¢ real',

Vé-se assim que a equagfo (1) pode ter vdrias solu
‘gﬁes (uma infinidade): para cada ¢ se tem uma solugdo.
Entretanto se for fixado o valor quée a solugl@o deve ter
para x = O, vemos que sdé hd uma tal solug@o; exemplo, a

solugdo do problema
y' = ay y(0) =1

gque € conhecido como um problema de valor inicial, tem

: - ax
uma e somente uma solugao: e .

-X

EXERCICIO 1 - Mostre que as funges e, e X, semh x, -

cosh x s8o solugdes da equaglo ¥" = v,

EXERCICIO 2 - Mostre que as fung8es sen x e cos x sfo

solugdes da equaglio y" = -y,

EXEMPLO 1 - {Um circuito eldtrico simples)., Imaginemos

] 3 - ~
um circuito eldtrico com tres elementos:

L R
(i) uma fonte de voltagem E, gue pode ser uma bateria ou

um gerador, que produz uma corrente I(t), que depen-
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de do tempo t; (ii) um resistor de resisténcia R que
se opGe a corrente produzindo uma gqueda de voltagem, que
€ dada pela lei de Ohm: E, = RI. (iii) um indutor de in-
dutancia L, Que se opSe a variag8es na corrente e produz
gquedas de voltagem: EL = L g%. A lei de Kirchhoff estabe

lece gue a soma algébrica das voltagens ¢ zero:

E—ER—EL='0
ou seja
dT
(2) L 3¢ *+ RT = B.

Fazendo f{t) = I(t) - %— obtemos que

i £1(t) = - 2 £(t).

Ry
Pelo visto acima f£{(t) = ce L', ou seja
R

I(t) = %-+ ce ¥ .

A constante ¢ pode ser determinada se admitirmos que i

I

nicialmente (i.e. para t = 0) a corrente I(t) € O,

Entao-
By

I(t) = % (1-e LY.
EXEMPLO 2 - (Reag8es quimicas)}. Supomos que numa reagdo
quimica o nidmero de moléculas gue se decom-

pdem por unidade de tempo & proporcional ao mimeroc de mo
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léculas presentes. Fendmenos dessa naturesza 550 chamados
reagdes quimicas de primeira ordem. Entdo se inicialmen-
te (para t = 0) existem x_ gramas da substancia, tere-
mos que o numero de’gramas x(t) ainda existentes no ins-
tante t & dado pela equagdo x'(t) = ~kx(t), k > O.
Pelo visto acima x(t) = xoefkt. Um dos exemplos mais in

teressantes de reagio quimica de primeira ordem € o da

desintegracio radiocativa. Neste caso a constante k €

determinada a partir da chamada "meia vida" T que € o
tempo necessdrio para a substancia reduzir-se a4 metade:
a ’ =-kT ’ . A .
== a e , onde a € uma certa quantidade de substancia;
daf k = (log 2)/T. Para alguns elementos radioativos, T
€ conhecido, e © conhecimento de x(t) e X permite a
0y L. d b d M -kT rd
determinagdo de t mna expressac x(t) =X, e « JIsso e
usado para determinar idade de rochas usando a desintegra
¢¥o do rubidio em estrdncio, cuja meia -wvida € 50 bilhdes
de anos. Para estabelecer datas de fdésseis ¢ necessdrio
usar substancias de meia vida mais curta. 0 processo uti

lizado & do radic carbong, descoberto por Willard Libby em

1950, o que lhe valeu o Prémio Nobel de Quifmica em 1960,
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caso obtemos apenas uma informagfo sobre o comportamento
da fungfio perto desse ponto.
H4 outras indeterminagles, como por exemplo {;
que ocorre quando lim y(x) == e 1lim y(x) = ».- Ou-
X+a x+a

tros tipos de indeterminagdes, serfio estudados mais adian

te.

A regra de L'Hospital que daremos a seguir € um
modo eficiente de levantar indeterminagdes. E curioso
que a tal regra &,em verdade, devida a Jean Bernoulli
(1667-1748), famoso matemdtico suisso pertencente a uma
famflia que teve 6 geragles comsecutivas de matemdticos.
Bernoulli, quando de sua estada em Paris em 1692, teve
por discipulo um jovem marqués francés, G.F.A. de
L'Héspital (1661-1704), o qual fez o seguinte Tnegdciol
com Bernoulli. Em retribuigdo a um saldrio regular,
Bernoulli se comprometia a enviar a LtHOospital descober-
tas matemdticas que seriam usadas pelo marqués ao seu bel
prazer. A regra de Lt'Hospital € uma das tais descoberfa&
LtH3spital fol muito conhecido dos estudiosos de Matemdti
ca do sdculo XVIII em virtude de seu livro, publicado em
1696, "Analyse des infiment petits", onde um dos postula-
dos bdsicos € o seguinte: “"duas quantidades gque diferem
por uma quantidade infinitamente pequena sfo iguais".

Certamente esse era o espirito da época, mas o postulado
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enunciado acima carece de qualguer rigor e precisfo. En-
tretanto, essas iddias de quantidades infinitesimaig do-

minariam a Matemdtica atd o sdculo passado,

TEOREMA 3.15 - Sejam f e g fung8es derivdveis em um
intervalo (a,b). Suponha que g e g!
s3o0 diferentes de zero em (a,b), e gque uma das duas pos-

sibilidades ocorra:

(1) 1im £f(x}) = 0 e 1lim g(x) =0
x=+b x=+b
ou
(i1) lim £f(x) = » e 1lim g(x) = =.
x+b x+b
Entdo, se
. frix
(1) lim aTlx) = t,

x+b

segue-~ge que

' . flx)
(2) lim E&%——l .

x+b

Observagdes: Em (ii) os limites podem ser += ou =-m.

As fungSes g(x) e g'(x) ndo necessitam
.ser diferentes de zeroc em todo (a,b); comoc estamos in-
teressados em limites, basta tbﬁéulas diferente de zero
perto de b, O limite ! pode ser «. Os limites toma-

dos s3o limites & esquerda. Resultados andlogos valem
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acima. Logo

, l-cos x . sen x

x-+0 b 4 x=-0
caso o limite exista. A seguir, observamos que fl(x) =
= sen x e gl(x) = 2x satisfazem também as hipdteses do

teorema, Daf

. sen x , €03 X
lim ——= = 1lim —5— =
2x 2

1
x40 x40 2

Para facilitar e encurtar a resolugdo desses problemas,

fix fi({x . .
usamos a notagfos: E%;% ~ =) Assim no caso anterior

temos
l-cos x sen x cOos X
2z ™ 2x )
x
e dai
1im l=-cos x - i )
2 2
x=0 b d

EXEMPLO 2 - Calcule 1lim =-880. %

x-+0 x3
Fazendo derivagdes x-sen x locos x
3 2
X 3x
== co3 X e dafi
~ Tex ™ 6
1im X=5eIl X _ 1
x=0 x3 3
x* o
EXEMPLO 3 - Calcule lim - e 1lim . Fazendo as
x40 e =1 Xt € =l
X nx?1
derivagdes ~ e dai
X x
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n bel
lim = 0 e lim = 0,
x40 e =1 X+ e =1
EXEMPLO 4 - Calcule 1lim E:E%E_f_,
X :

Fazendo as derivagles

X=5en x l-cos x
~ ’

x 1

e como lim (lecos x) nfo existe, conclufmos que o limi-
X+ +o
te pedido nfo existe.

xz-sen(%J

EXEMPLO 5 -« Calcule 1lim

x-+0 tg x

Fazendo as derivagdes

2 1 1 1 .
X - Sen - 2X sen — = ¢O0S§ -—-
x x x

te x seczx

€ como o limite do 29 numerador ndo existe, segue-se que
o limite pedido nfo existe.
EXERCTCIO 1 - Investigue 03 seguintes limites

a X

(i) 1im 198X 550, (i1) 1im £ 7%, a > o.
Y. ] X Xp@ .
x bx
(1ii) 1im 12 | 4 p > 0. (iv) 1im (1 +2)y
X
x0 1-b Xepoo

EXERCIcIO 2 - Seja f wuma fungfo derivdvel em (2,=)

tal que lim f'(x) = A, Mostre que

f(x) X+m
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EXERCTCIO 3 - Seja f derivdvel em (a,=») e tal que

lim £{x) = A e 1lim f'{x) = B. Mostre
x,..;m p o 1e ]

EXERCICIO 4 - Seja f derivdvel em. (2,») e tal que

lim f{x) + f£*(x) = 4. Mostre que
X4 ’

1im £(x) = A e 1lim f'(x) = 0.

Kb 3 Xy @

EXERCTCIO $ (A indeterminacgfo O.w.) Sejam f e g de-

finidadas em (a,b), onde b pode ser =,

e tais gue 1lim £f(x) = 0 e 1lim g(x) = =, Neste caso o
x-+b b

estudo de lim f(x) g(x) pode ser reduzido aos casos jd
x+b

estudados fazendo-se f(x).g(x) = E%é%%y-; Calcule

B[]

1im x%.e®* , a > O.

x~+0
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CAPITULO 7

'RELAGOES ENTRE DERIVAGXO E INTEGRAGXO

O problema inverso da derivagdo consiste em dada
uma fungdo f: I 3 R definida em um intervalo I proéu-
rar uma fungdo F: I + R que seja derivdvel em I e tal
que F!(x) = f(x) para tode x ¢ I. Uma tal fung8o F
¢ chamada uma primitiva de f. Usa-se também as termino-

logias integral indefinida de f e antiderivada de £

para designar uma tal fungfo F. As questfes centrais
relativas ao problema inverso da derivagdo, as quais sew

rdo estudadas neo presente capitulo, sdo:

(i) existéncia de uma primitiva;
(ii) se existem primitivas, o gue se pode dizer sobre

o conjunto formado por todas elas.

7.1 - Existéncia de primitivas

Seja f: [a,b] 4 R uma fungfo (limitada) integrd-
vel., Em virtude do Teorema 5,13, podemos definir uma fun

~

gdo F: [a,b] + R, pela expressfo
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(1) © F(x) = [:f

para tode x em [a,b],

TEOREMA 7.1 -~ A fungfio F(x) definida em (1) & continua

em [a,b].

Demonstragao: Consideremos pontos X, e x, em {a,b]
e tais que x; < x,. Entdo
' X, x, Xo
F(x2) - F(xl) = j( f - Jf f = £ .
a a x;
Se k & mimero real positivo tal que |f(x)}| < k, para

todo x em f[a,b]l, temos usando o Teorema 5.11 e o Coro-

l1drio 5.4:
*2

(2) IF(XQ)—F(X].)I = I[ fl = [lfl = k(xz-xl)'
x1

A desigualdade (2) implica a continuidade de F,

TEOREMA 7.2 - Seja f: [a,b] + R uma funcfo (limitada)

integrdvel, e suponhamos que f seja con-

tinua em um ponto x € {(a,b). Ent#o, a fupncfo F defi.

nida em (1) & derivédvel em x, e F'(xo) = f(xo).

Demonstragfo: Tomemos a razfo incremental de F em x

para Xx > x
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0 e e M2 [

o]

Para obter uma estimativa para q(x) - f(xo), escrevemos

X

x
alx) - £(x ) = =2 f’ £ - £(x )
o -X o’ *
o Jx
o
pois f(xo) € uma constante. Usando o Coroldrio 5.5;

9G)~£ ()| < sup{]£(e)eelx )| t € [x,,x1].

S5¢ x « X0 obtemos. uma désigualdade semelhante. Juntan-

de as duas obtemos
(3) ]q(x)-f(xo)[ < sup{f(t)-f(xo)lzlt—xol < [x-x0|},

onde x < X, ou x> Xyt Usando a continuidade de f
ne ponto X,» o©Obtemos que dado ¢ > 0 existe § <tal
gque se ]x-xol <&, |f(x) - f(xo)] < €. Portanto para
Ix-xol < & obtemos de (3) que !d(x) - f(xo)] £e, o
Que conclue a demonstragdo. (Serd que sua sensibilidade

esté-suficientemente agugada para vocé teir percebido que

¢ "<&¢" tfornou-se gg ?).
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Observagﬁo

Vié-se da demonstragdo que, se a fung8o ¢ conti-
nua na extremidade a do intervalo (i.e. f{a+) =
£(a)), entdo F;(a) = f(a). Uma assertiva semelhante
para a extremidarde b. |

COROLARIO 7.1 - Se_a fungdo f & continua em todos os

pontos de (a,b), entdo Frix) = £(x)

para todo x em (a,b). (Isto &, a fungdio F definida

em (1) € uma primitiva de £.)

COROLARIO 7.2 - Se a fungdo f: [a,b] + R € continua

para todo x em [a,b], entdo

F'(x) = £f(x) para tedo x em [a,b]. (Entende-se gue,
para x = a, temos Fl(a) = f(a), e andlogo para
x:b).

Observe que a continuidade de f em X, € ape-

N . . : P A . . 1
nas uma condigdo suficiente para a existéncia da derivada
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F'(xo). 0 Exemplo 2 abaixo mostra gue a condigfo nfdo &

necessdria, O Exemplo 1 mostra gque algum tipo de condi-
[ r o . o . >

gao em Xx = € necessaria para a existéncia da derivada em

Xo.

EXEMPLO 1 - Seja f: [0,2] + R assim definida

1l se O0=< x< 1
f(x).=
2 se l1l«< x=< 2
Tal f & obviamente integrdvel, pois ¢ seccionalmente

continua., Com um c#lculo fdcil, obtemos para a integral
x

F(x) =/ ft)dt:
(6]
x para 0 = x g 1

_F(x) =
2x=-1 para 1< x < 2

No ponto x = 1, a fungfo F ndo & derivdvel.

EXEMPLO 2 - Seja F: [~1,1] + R definida por

x? sen(1/x), para x # O
F(x) =
o, para x = 0
A fungdo F €& contfnua, tem derivada em todos os pontos e

Ftx) 2x sen(1/x) -~ cos(1/x), x £ 0

(4)

0.

F1(0)
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Entretanto, F! ndo & continua para x = 0. No entanto,
' & integrdvel em [~1,1]. Conclusfo: a fungdo f = F!

é limitada integrdvel ndo continua e tem primitiva.

Uma compara950 dos dois exemplos apresentados acia=
ma conduz a uma conclusdo gque pode parecer estranha, De
fato, enguanto uma fungfo aparenteménte simples como a
fungfio escada nfo tem primitiva, a fungfo definida em (4),
a gqual tem uma descontinuidade de 22 espécie na origem,
possui uma primitiva. Essa situagfo, porédm, nada tem de
acidental como mostra o Corcldric 7.3 abaixo. Antes de
demons trd-lo, mostraremos que a derivada de uma fungdo,
derivada esta que pode nfo ser continua, tem uma proprie-
dade em comum com as fungles continuas. Isto &, a deriva
da tem a propriedade do valor intermedidrio, cf. Teorema
2.13.

A dificuldade de caracterizar as fungdes f:[a,b]+R
que tém primitiva F em [a,b] & uma das deficiéncias
da integral de Riemann, aqui estudada. Esse problema tem
solugfo satisfatdéria dentro de uma teoria mais geral de
integral, creada por Lebesgue mno comego deste século. O
leitor interessado encontrard a teoria da integral de

Lebesgue nas referéncias [2] e [10].

TEOREMA 7.3 = Seja f: [a,b] + R uma funcdo real defini-
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da em um intervalo fechado [a,b], a gqual € derivdvel em

todos os pontos de  [a,b]. (CE. secHo 3.7 para a defini-

¢80 de funcio derivdvel em um intervalo fechado.) Ent3o,

a funcfo f': [a,b] 4 R assume todos os valores entre

£1({a) e f'(b).

Demonstragfo: Demonstremos a proposigio para o caso de

f'(a) < £1(b). O outro caso & demonstrado
de modo andlogo. Consideremos as fungdes auxiliares

a: [a,b] + R e g: [a,b] 3 R assim definidas:

Ja, se a< xs (a+b)/2
a(x) =

2x-b, se (a+b)/2 £ x= b

2x-a, se as< x < (a+b)/2
8(x) = 4

b, se (a+b)/2 s x< b’

(Trace os grdficos dessas fungdes,) E claro que
a < a(x) < g(x) < b, e, portanto, pode-se definir a fun-
glo

| _£(8(x)) - £(a(x))
(5) glx) = 5 (o) =5 (5)

para x € (a,b). E fdcil ver que gla+) = £7(a) e

g{b~) = £7(b). Por conseguinte, definindo g(a) = g(a+)
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e g(b) = g(b-), a fungdo g resulta continua em [a,b].
Lbgo, dado A, com ft(a) < X < £t(b), existe x € [a,b]

tal gue

(6) | g(x,) =1,

de acordo com o Teorema 2.13. Agora considere a fungdo
f restrita ao intervalo fechado I'= [a(xo),a(xo)]. Sen
do f derivdvel em I, podemos aplicar o teorema do va-

lor médio e concluir que existe c¢ € I tal que

1) £lx) - flalx,) = £1(e)(Blx,) - alx,).

Finalmente, de (5), (6) e (7) segue-se que ft(c) =24,
para unm ¢ ¢ [a,b], pois Ic [a,bl. A proposigdo estd

demonstrada.

COROLARIO 7.3 - Seja f: [a,b] + R uma funclBo derivdvel

em [a,b]. Entfo, f': [a,b] 4+ R nio

pode ter descontinuidades de 12 espécie.

Demonstragfo: Assuma, por contradigfo, que f' tem uma
descontinuidade de 1% espdécie em c¢ € [a,bl,
e suponha que f'(c+) - f'(c=) = d > 0. Entfo, para

€ > 0 suficientemente pequeno, teremos

£1(x) < f1(c-) + &/3, -se x € (c-€,c)

f1(x) > £'(ct+) - 4/3, se x¢ (c,c+e).
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Portanto, a fungdo f': [c-g,c+e] + R n¥o assume
todes .os valores entre f‘(c-) e f'(c+), ¢ gue contra-

dim o Teorema 7.9..

OBSERVAQKO 1 - Como se viu no Exemﬁlo 2 acima, a4 derivada

" pode ter descontinuidades de 22 espdcie.

OBSERVAGXO 2 - Nesta segfo estudamos a guestfo de exis-

téncia de uma primitiva de uma dada fun=
: X
g8o f, tentando construi-la com , f. F natural pergun-
a e
tar se nio hd um outro processo de determinar uma primiti

va, Na prdxima segﬁo, mestraremos gue se existe uma pri-
. x .
R
mitiva de f, entdo ela € da forma f' + constante.,
. a .
Esse resultado € o "teorema fundamental do cdlculo..’

7.2 - 0 Teorema Fundamental do Cdlculo _fr

Inicialmente faremos uma observagfo sobre a cole-
¢fo das primitivas de uma dada fungdo. Se F: ¢ uma pri-
mitiva de f, entfo, a funcde F + const & tambdm uma

primitiva, Provamos agora ¢ seguinte resultado:

TECREMA 7.4 - Se F e G 'sdo duas primitivas de uma fun-

-,

gdo f: [a,b] 4 R, entdo, F - G & uma fun-

¢do constante.




~32l -

Demonstragdo: Como f' = f e G' = f, entfo, (F-G)! = O.

Pelo Teorema 3.10 segue-se que F - G ¢&

uma constante.

Observagao: Este teorema mostra que se conhecermos uma
primitiva de £, entio, todas as outras se-

rfo obtidas adicionando-se constantes a ela.

Vimos na seg¢do 7.2 que se f: [a,b] 4 R & con

F{x) =f:f

é uma primitiva. Seja G(x) outra primitiva de f.. En-

tinua, entfo,

t¥o, existe uma constante k tal que G(x) = k + F{x).

Logo,
x
G(x) = x + {’ £,
a .

Tomando os valores de G em a e b temos

b
G(a) = k, G(b) =k+ff.
4a

Daf se segue que
b

(1) f f = G(b) - G(a).
a

Resumindo, (1) expressa o seguinte: se f & uma
fungfo continua em [a,b] o se G- & uma primitiva qual-

-

quer de f, entfo, a integral de f em [a,b] & a(b) -
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+

- G(a). Tal resultado € tambdm v£lido mesmo se f nfo &

continua, mas apenas integrdvel. Esse é o conteddo do

teorema fundamental do cdlculo que damos a seguir.

TEOREMA 7.5 - Seja f: [a,b] 4 R uma funcdo (limitada)

integrdvel, Se G ¢ uma primitiva qual-

quer de f, entfo,

b
(2) [a £ = 6(b) - a(a).

Observacdo: Este .teorema explicita a intima relagfo entre
I o cdlculo integral e o cdlculo diferencial,
De um lado temos a integral e do outre temos uma primiti-
va que nada mais ¢é que uma soluglo da equagfo diferencial
y!' = £(x)., Talvez nfo seja demasiado explicar que na e-
quagdo diferencial y' = r(x), a fungfo f(x) ¢ dada e
a fungdo y = y(x) € a incégnita; uma fungfo y(x) & so
lugfo da equagiio diferencial ¥!' = f(x) se ela for deri-

vdvel em (a,b) e sua derivada y' for igunal a f.

-

Demonstracfo do Teorema 7.53 A iddia ¢ aplicar o Teorema

5+12 que d€ uma aproximagfo da integral de

f por somas de Riemann. Seja T = [xO =a<x < ...<

< x, = b} uma partigfo de [a,b]. A fungdo G €& conti-
nua em [xj-l’xj] e derivdvel em (xj-l’xj) para

j=1,2,...,n, Logo, aplicando o teorema do valor médio,
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‘temos que existe tj € (xj-l’xj) .tal que 'G(xj) - G(xj4)=

= G'(tj)(xj - x._l). Tomando o somatdério de 1L'a n e

J
lembrandc que G' = f em (a,b) temos
n
. ' G{b). - G = f . =X, .
(5) () - 6(a) = T £(s)(xymy )

Portanto se escoihermos uma sucessio de partigles {m,}

de [a,b] +tais que ”ﬂk“ + 0 quando X 4 o, teremos que
as somas de Riemann correspondentes, no segundo membro de
(3), convergem a .{ f. Como o primeiro membro de (3) in-

a
depende da particular partigfo, o teorema fica provado.

Primitivas de algumas funcgdes. Usaremos a notagdo 'ff

para designar uma primiti
va da’ fungdo f. Usando resultados dos Capitulos 3, 4 e

6, temos

o xq+l :
Jﬂx = ———+ Cy a # -1, qualquer x Teal,

o+l
=1
X = log X + ¢, x > 0.
JLcos X = S€n X + C,

fsenx = =CcO085 X + C.

Usando essas primitivas podemos obter primitivas
de outras fungdes. Em verdade, Pode-se desenvolver um ex
tensivo cdlculo de primitivas., Dado o objetivo do presen

te trabalho, nfo entraremos nesse problema. O leitor, que
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ndo seja familiar com esse assunto, poderd estudd-lo em

uma das referéncias seguintes [1], (8], [11] ou [12].

Da_aplicabilidade do Teorema 7.5. O cdlculo da integral

de uma fungflo f:[a,bls
+ R pode ser feito, em virtude do Teorema 7.5, usando

uma primitiva G de f.

EXEMPLOS:
l .
(i) ( x"dx = —
) n+l
i
(ii) ‘ I' cos xdx = sen 7 - sen 0 = O.
0
T
(iidi) f- sen xdx = -cos T + cos 0 = 2,
0

7.3 - Os operadores de derivaglo e de integragfo

Vamos representar por Jd a colegdo de todas as
fungles integrdveis limitadas em f[a,b], por € a cole-
gdo de todas as fungdes continuas em [a,b]l, por B a
colegflo de todas as fungdes derivdveis em [a,b], e por
¥ a colegdo de todas as fungles em [a,b]. Ume fungdo
de uma dessas colegles em outra € chamada um operador,

Um exemplo é ooperador de integracfo
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T: 3 5 &

f(x)—=F(x) = | £ ;

que T(f) € ¢ & o conteldo do Teorema 7.1l. Se f € C,

entfo o Teorema 7.2 nos diz que T(f) € 8. Um outro exem

plo de operador é o de derivagdo

D: 8 o+ JF
£(x) £r(x).

TEOREMA 7.2-(Outro enunciado). O operador DeT: C + &
a identidade, isto &, D(Tf) = f, ou ainda

" X

(1) -%; a f = £f{x), para f continua,

Pergunta: TeD: § 5 F €& a identidade?

Bom, em primeiro¢ lugar, devemos investigar se
Df € J para tode £ € 8. E o seguinte exemplo mostra

que nem sempre isso acontece.

x* sen % , x£0
£f(x) = ¢
C, x =20
l.2:‘{ sen = --% cos é—, x #£0
f'(x) = 5
o, x =0
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Apesar da resposta A bPergunta anterior ser negativa, se-

gue-se do Teorema 7.5

TEOREMA 7.6 - Se f ¢ d e f1' ¢ 4, entfo
b

(2) /’ f' = £{b) - f(a),.
a

Em particular, (2) € verdade se f for continuamente de-

rivdvel, isto &, f' ¢ (.
Atengdo: Compare (1) e (2).

EXERCICIO 1 - Seja u(x) uma fungSo derivdvel em (a,b)
e f continua em R. Defina F(x) =

u(x) ‘
= fr f. Mosire que F & derivdvel em (a,b) e
e .

Fi(x) = flu(x))ur(x). Se, além disso, v(x) € também
uma fungfo derivdvel em (a,b) mostre que ], f €& de=-
v

(x)

rivdvel e calcule sua derivada.

EXERCICIO 2 - Seja f uma fung®o continua em R +tal que
x
£f(x) = f’ f. Mostre que f = 0. (Sugestfo:
0
use o Teorema 7.2 para obter f!(x) = f(x) e depois use

0 que vocé sabe sobre exponenciais.)
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7.4 - Mudanga de varidvel nas integrais

Seja f uma fungfo continua em fa,b] e seja
v: [c,d] » R uma fungfo derivdvel, tal que v(c) = a,

v(d) =b e vi seja integrdvel. Demonstraremos que

: - b - d
(1) '[f(x)dx: ff(v(t))v'(t)dt,

onde o priméiro membro € uma notagio (conveniente para
enfatizar a varidvel de integragﬁo) para a integral de £
T : . b
em [a,b] que estdvamos designando por f f. De fato,
a

Y
se gly) = 'r f(x)dx, segue-se do Teorema 7.2 que
a

gt(y) = £(y) para todo ¥ € [a,b]. Por outro lado, usan

do a regra da cadeia, Teorema 3.6, obtemos

(2) fe(v(t))}r = g (v(¥))vr () = £(v(s))ve(t).

A relagfo (2) expressa que g{v(t)) & uma primitiva de
£(v(t))v(t) para t em [c,d] e portanto aplicando o

Teorema 7.5 temos

3

d
L £(v(t)v' (t)at = g(v(d)) - a(v(e)),

de onde (1) seguir-se-d imediatamente, usando os valores
de v dados nas extremidades do intervalo [c,d), e u-

sando a definigfo da fungdo g.
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Observacgdo: Nas aplicag8es, a expressfio do integrando
f(x) €& dada e ai se pde o problema de desco-

brir v(t) para obter a 22 integral em (1). ¥ mais fd-

cil e mais prdtico, entretanto, obter a inversa de v

t = p(x). Daf, se tomamos ¢ mondtona x = m'l(t) =

= v(t) e pelo teorema da derivada da fungdio inversa,

Teorema 3.5:

1

vi(t) = m'(m—l(t))

Portanto (1) se torna

b @(b) L L
(3) ff(x)dx= £~ (t)) ——7 at
a v (a) @ (@77 (t))
e € nessa forma que ela € mais adaptdvel para as aplica-
gdes.
b
EXEMPILO ‘1 - Para calcular L _ dx, onde A > 0 e
a Ax+B _
Ax + B £ 0 para x € [a,bl, fazemos

t = Ax + B = 9(x)., Dai vi(t) = %—. Portanto

bA+B

b .
1 1

}( ; iB dx = j/ T xdt = KIlog|bA+B| - log|aA+Bj

a aA+B

==

EXEMPLO 2 -~ Por um raciocinio semelhante prove

a+1 - (/A.a‘I-B)G'-l-ll

b
a 1
L (Ax+B) dx = ml (Ab+EB)
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onde a £ -1 e Ax + B> 0 para x ¢ [a,b].

EXERCICIO - Calcule as integrais

1 n/4 ~ n/2
(i) ]; sen{Ax+B)dx; (4ii) /; tgx dx: (idii) /3 sen%.
Sugestfo: Para (ii) faga t = cos x e para (iil) escreva
sen x = 2 sen % cos -?2-:- e faga t = tg -’25.

7.5 - Integragfo por partes

Sejam f e g derivdveis em [a,b] e tais que
f' e g! sHo integrdveis (limitadas) em {a,b]. Entfo,

tem-se que

b b
(1) f fg! = fg|‘: - f £ig

onde hlb = h(b) - nia).

A demonstragfo de (1) & imediata. Basta lembrar
que

(fg)' = £'g + fg'.

Portanto fg ¢€ uma primitiva de f'g + fg', e aplicando

o Teorema 7.5, a fédrmula (1) segue-se.
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EXERCICIO 1 - Calcule as integrais

1 1 1
[ x exdx, ]/ X sen x dx, /{ X cos - x dx
IO O

-1

(Sugestdo use (1) com £(x) = x).

EXERCICIO 2 - Calcule as iﬁtegrais

1 1
j/ ex cos x dx, j/ eX sin x dx
0] o)

(Sugestdo: performe duas integragSes por partes em cada

uma das, integrais.

EXERCICIO 3 - Seja f: [a,b] 4 R continua juntamente com
suas derivadas até ordem n+l. Mostre que

para Xx_ e X no intervalo [a,b] temos
onde

(Essa ¢ a fdérmula de Taylor com o resto na forma integral.
Confronte com o Teorema 3.12). (Sugestlo: aplique ¢ Teo-
rema 7.5 e temos

£(x) = f(xo) +/ frt)as,

o

A seguir aplique a fdrmula de integragﬁo por partes para
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escrever

x

[' f'(t)dt = - f fr(t)(x=t)rdt =

o o

-f'(t)(x-t)‘z . jﬁ (x-t)£ (t)dt

e assim sucessivamente.)

EXERCTCIO 4§ - Apligque o Teorema 7.8 da seglo 7.7 e obte-
nha o resto da férmula de Taylor na forma
do Teorema 3.12. Tal resto € conheéido como resto de

Lagrange.

7.6 = Teoremas do valor médio para integrais

0 resultado seguinte & conhecido como o primeiro

teorema do valor médio para -integrais.

TEOREMA 7.7 - Seja f: [a,b] + R uma funcio continua.

EntZo, existe ¢ € [a,b] tal que

‘ b
(1) £(e) =] =

x
Demonstragfo: A fungfo F(x) =j/ f & continua em [a,b]

e derivdvel em (a,b); logo, pelo teorema
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do valor médio, existe ¢ ¢ (a,b) tal que F(b) - F(a) =
= F'(c)(b=a). Em virtude do Teorema 7.2 Fi(c) = f£(c) e

a relagfo (1) se segue.

Um resultado semelhante aoc anterior vale bPara inte

grais com um peso., Se Ayseeesd sfo mimeros reais, a
1 o :
média aritmética deles foi definida por T I a,. Se,

J
'y_.
aldm disso, sfo dados nudmeros nao negativos PysesesP,
n
"(os pesos), entdo a./ E P. ¢ a média ponderada
j—l J h| j=1 d
dos mimeros B1seera . (Pelo menos um dos pesos deve
ser positivo). De modo andlogo a expressZo no 2° membro

de (1) pode ser definida como a média de f em [a,Bb].

b
E também, se g(x) =2 0 & integrdvel e j[ g > 0, defini-
a

mos jr fg/jf & como a média ponderada de f com peso g
a a

em [a,b]. O resultado seguinte se refere a ela.

TEOREMA 7.8 - Seja f uma funcio continua em (a,b], e

p(x) = 0 integrdvel em [a,b] com

b
]’ p > 0. Entdo existe c € [a,b] tal que
a

. ‘ b
[ o0
a

(2) £(c) -_-?:—.

Demonstragio: Sejam m e M respectivamente o mi{nimo e

o médximo de f em [a,b]. Logo
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(3) mp(x) < £(x)p(x) s Mp(x).

b
Integrando em (3) e dividindo por /f I, Vvermos que a mddia
a .
ponderada de f estd entre m e M, Como f €& conti-
nua, segue-se do valor intermedidrio que existe um
c € Ta,b] tal que f(c) & ignal & média ponderada.,
0 resultado seguinte € o 22 teorema do valor médio

para integrais.

TEOREMA 7.9 - Seja f: [a,b] + R uma fungfo mondtona e
g: [(a,b] 4+ R contfnua. Entfo, existe

c € [{a,b] tal que

(1) f:fg - f(a)[:g . f(b)[:g :

. Demonstracfo: (no caso de f ser derivdvel e f' ser

integrdvel).

x
Defina G(x) = ['g. Entdo, aplicando integracfo

& a
por partes

' (5) fbfg =[bfG' = fG‘: - [bf'G = £(b)G(b) —fbf'G-

/a a

Aplicando o Teorema 7.8 A dltima integral em (5):

b

.j; fg = f(b)a(p) - G(c)j;bf'.
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Finalmente, usando o Teorema T.2

b _
/. fg = £(b)a(b) - @(c)(£(b)-r(a)]

[H

£(a)a(e) + £(p)le(b)-c(c)],

de onde (4) se segue.

Aplicagdes: Os teoremas acima s&o muitos dteis para obter
estimativas de integrais que nfo podem ser

calculadas explicitamente. Exemplo:
b
fﬁg_zdx para 0 < a< b,
a

Logo

b
sen x 1 1 b-a
,£ == = dx' < ;‘-(c-a)‘ + %-(b-c) < = .

EXERCICIO 1 - Seja f(x) = cos x e g(x) = xz, ambas
consideradas no intervalo [-m/2,m/2].

Mostre que nfo existe um ponto ¢ desse intervalo para

o qual (4) sé verifica. Por que o Teorema 7.8 nfoc vale

nesse exemplo?







(5)
(6)

(7)

(8)

(9)
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