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APRESERTAGAO

Eatas notas foram preparadas para um curso. 1ntrodutor10
5 Anslise Funcional a ser apresentado durante ¢ 62 Coloqulo Bra-
gileiro de Matematlcaa ‘

Sao premrequlsltos os cursos de £lgebra Llnear e de Ana—
lise Matematlca mas, do ponto de vista formal 0 curso tambem é .
acessivel a quen tenha ¢alculo Avangado a0 enves de Anallse.

Devido ao prazo curto para realizacao do curso, multos
conceitos e resultados fundamentais nem sequer S&0 01tados, mas
agqueles que apresentamos procuramos introduzir de manelrakrazoa-
velmente completa. Tembém tivemos & preocupagao de que ag notas
fogsem auto-suficientes nos assuntos de que tratas com isto,
agui figura algo mais além daqullo que sera dado no cursoa

Ao entregar estas notas aos 1e1tores, o fazemos esperando
‘que lhes sejam Uteis e que atinjam seu objetivo de intreoduzi=los
a0 estudo da Analise Funcional,

Pedro Nowosgad
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PRELIMINARES
Neste eapitulo revemos principalmente alguns conceitos e

resultados da Teoria dos Conjuntos; alguns térmos sao utilizados

sem que tenha sido dada sua definigaoc,

0.1 - Conjuntog - Nosso objetivo é estudar propriedades de obje-

tos ou relacdes entre O MESMOS. Objetqs serab
representados por simbolos (letras, em geral) ; propriedad@éie re
lagbes por canbinagdes dos s{mbolos dos objetos nelas envolvidos,
com simbolos caraeteristiqos da pfopriedade ou relagao conside-
rada. ‘ |
| Dos objétos.que consideraremos temos inicialmente os
conjuntos e os-elementos. A relacac X€X sers lida: “ x é um
eiemento do conjunto X ”, ou “ x pertence a X 7. Sua ne gagao
escrever-se=a: x £ X,
Empregaremnos, também, as seguintes relagﬁeé:
i) x =y, significando que os objetos x e <y S50 0 mesmo
objeto; sua negaggo escrever-se~d X # Yo
ii) Se X e Y aséo conjuntos a relagaoc X S Y gignifica

que’ todo elemento de X & também elemento de Y; neste

caso dizemos que X esth contido em ¥, ou que ¥ con-

4ém X ou ainda que X € sub-conjunto de Y. A ne ga. G20
desta relacio serd escrita X ¢ Y.

iii}) Se Xc ¥ e ¥ & X' escrevemos X =7, igto e, dois con-



.,

juntos sao considerados iguais se e 80 se tiverem os me smos ele-
mentos,
Por extensdo de conceito de conjunto definimog por conve

niéncia o conjunto vazio @ como sendo aguele caracterigzado pe-

la relagac =x ¢ 4, qualquer gque seja o objeto x . Dagui resulta,‘
entéo, que _ﬂ < X qualguer que éeja o] conjﬁnto X (prova por
vacuidade; vér 0.5), |

Dado um conjunto X e uma proﬁriedade P né um dnico
stub-conjunto de X cujos elementos sao eiatamente aqueles ele~-
mentos xeX bara os quais P(x) & verdadeira; repreéentémo—lo

por {xe€X| P(x)} . % claro que podemos escrever G = {zeX | x#x } .

0.1.1 Operacdes com Conjuntos - Diferenca de dois eonjuntos X

e Y nesta ordem € o conjunto
{x€X[ €Y} , o qual se escreve X - Y. Quando Y c X dizemos

gue X -~ Y & o complemento de Y em relagao a X e escreve-

mos X - v =Cy,

O conjunto {xeX | xev} & chamado intersecgdo de X e ¥
© escreve-se XN Y. Quando XN Y £ £ digese qgue X e Y sdo
disjuntos. |

O conjunto dos elementos que pertencenm a pelo menos um
dos dois conjuntos X, Y & chamado unizode X e Y e es-

-

creve-gse X U Y,

0.2 Produto Cartesiasno. Classes de equivaléncia,

Dados dois objetos a, b podemos former um novo objeto

chamado seu par ordenado e representado por (a,b); entenderemos

que (a,b) = (a',b') se e sd se a=a' e b =1,
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Dados dois conjuntos X e Y, definimos produto carte-

i’

sisno de X por Y ao conjunto {(x,yﬂxeX,'yﬁY'}, fate novo con

junto é representado por X X T,

0.2.1 Uma relagdo entre objetos ¢ dita binaria qﬁando ela envol-
ve tio somente dois objetos de cada vez. Uma relacdo bina-
ria R entre elementos X do conjunto X e elementos ¥ do

F

conjunto ¥, nesta ordem, e dita relacio de X em Y. Quando

Y = X dizemos que a relagdo & sbbre X.
Ao gub-conjunto de X x Y formado pelos pares 6rdenados
‘(x,y) para os guais a relagaoc R { verdadeira, dé-se o nome de
grafico da relagao R. £ claro que todo subconjunto G de XXY
é o gréfico de uma relagao, qual seja a relagio (x ,V) € G
Tambsm sscreveremos xRy se R é verdadelra para o
par (x,y).

0,22 Uma relagao sﬁbre R ‘é dita relagao deequivaléhcia‘se va-

lem as propriedadess
i) x Ry— x R x (propriedade reflexiva)
ii) X, ¥ € X, x € X— yRx {(propriedade gimétrica)

iii) x,y,z € X, xRy, yRz — xRz (propriedade transitiva)

se R & relacho de eguivaléncia sbbre X e se x Ry,
dizemos que X - € ¥ sd0 equivalentes pela R € escrevemos

também x =y mod R .

0.243 Classes de Egquivaléncia.

Dada uma relagao de equlvalen01a R albre um congunto

X e dado um elemento x€X definimos classe de equivaléncia de

‘x mod B a0 sub-conjunto C de X dado por
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C ={yEX|yRXl}

E faeil verificar que todo elemento de X determina ums
- classe de equlvalencla mod ‘R e uma sé. Se entendermos por par-
tiglo de X a uma colecio de subconjuntos de X dois & dois
disjuntos,‘cuja uniao é X, entdo & claro que a colegao de 46—
das as classes de equivaléneia mod R cantidas em X & uma par
- tigad de X, Reclprocamente 0 leitor verlfleara que uma partlgao

de C deflne uma relagao de equivaléneia sdbre X.

0.3 Apllcagoes.

Sejam X e Y dois conjuntos e f ums relagao de X

em Y; se'para todo x de X existe um e um fnico yeY tal

que- x f y, dizemos que f & ums aplicagao de X em 'Y e es-

erevemos f:XE*Y._ f € também chamada funcao deflnlda em - X

com valdres em Y, O conjunto X € éhamado dominio de f,

O elemento y +al que x f y sera indicado também por
£f(x) e denominado valor de f em x.
Seja A C X; chamgmes imagem de A pela f ao conjunto repre—

sentado por f(A) e dado por
f(A) = {er'S XEA ;3 y = f(x)} .
E ’
0.3.1 A aplicacgo Izy:X—>X definida por Iyx = x para todo
x€X €& chamada aplicacio identidade de X,

0.3.2 Seja f:X—Y e B C Y., Chamamos de imagem inversa de B

~1(3)

pela f ao swbconjunto de X que denotamos por T
e definimos por |

f_l(B):{XEX | £(x) e B},
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0.3.3 Dizemos que duas aplicacbdes XY e f'iX'—=Y! séo i
guais se e s0 se tivermos X = X', Y =7Y' e f(x)‘= £1(x)

para todo =x€X.

0.3.4 Seja f:X—~Y, Se A & subconjunto de. X, a aplicag@o

g A=Y definida por g(x) = f(x) para todo x€A chama-

-se restricdo da f a0 subconjunto A e indica~se pér -f]A.

0.3.5 Seja f:X—=Y, Digemos que f &
i) injetora se x, x' € X . f(x) = £f(x")
implicar =x = x' (f diz-se também 1 : 1 );

1i) sobrejetora se f(X) = Y, isto é, se para todo yeY

existe pelo menos um x€X tal que y = £(x)
(f diz-se também sdbre Y); -

i11) bijetors se f Tor.injetora e sobrejetora (neste
caso diz-se tembém que f determina uma correspon-

déncia biunivoca entre X e Y).

0,3.6 Seja f3:X—=Y wuma aplicacao bijetora; chamams aplicacac

| inversa da T & aplicagao .g:Y—rX_ gue a yeY associa ©
elemento xe€X tal que f(x) = y; Denotamos g por 'fﬂl;
’ —l)—l

# faeil ver que 1 & também bijetora e que (f = f,

O.B.T-Sejam f1X—=Y e g:Y¥—=>Z, A aplicaggo hiX—Z definida

por hi(x) = g f(x) para tbdo_ x€X ¢ denominades aplica-

cao composta de g com T, repregsentando-se por geo f ou gf.

Obgervacgao: Quando se tem uma aplicacao £:D—=Y, com D < X,

tembém se costuma egerever I:X—=7Y, Neste caso

quando ndo se faz mengao explicita do dominio de f entende-se

F . +
~que seu dominio e X.



0,3.8 Pamiliag,
Se jam :L .e ‘X, dois conjuntoé. Uma aplicacaoc de L em

X € também chamada uma familia de elementos de X indexada por

L, Representa-se esta apllcagao por {XA}A I Un dos casos mais
comuns 3 agquelé em. que L & um subcongunto infinito do conaunto
N dos 1nue1ros p081tlvos. Neste caso. a famllla chama~-ge " séguén+
cia. B preelso nao eanfundlr a famllla {XK}A 1 ‘com a 1magem de
I por esta apllcagao, Assim, por exemplo, a. sequen01a {Xl}leN
definida pela oandlgao x; =1, 1€ N tem éomo 1magem fao somen

te o numero-l;

Se os elementos da fam{lia {-K}A L sao0 subconjuntos de

um dado conjunﬁp X definimos unlao desta famllla ao conaunto
r B &

{x €X|x e XA para.algum” AEL}

que é denotado p0r'u-LJ X, ...
AeL A

A intersecgéo_@esta ﬁémllla sera o conaunto definido por
:k{ X e.Xl X € XA.para todo. AEL }
que sera denotado Dor r]_XA .

AeL _
- 0 Teitor verificara que -sdo validas as seguintes regras de com-

plementacso: |
_ ' Lo N x,) -
EX (-)\LEJL i) ?\DL EX () e AeT A
= U L@



0.4 Conjuntos enumeriveis.

Um conjunto X & dito equipotente. a um conjunto Y quan
do existe uma bije@éo‘ isto. e, uma apllcagao bijetora, de X s0-
bre Y. E facil de verificar que esta relagao entre dois conjun~
tos é uma relagdo de equiValencia' em partlcular, para verificar

a tran81t1v1dade basta con81derar 2, apllcagao comp osta das duas

aplicacgtes envolv1das na deflnlgao.;r

- | 4 -~ . A
Um conjunto é dito enumeravel se e s0 se for equipotente

a um subconjunto do conjuﬁto N- dos numeros 1ntelros positivos.
Unma femilia {XA}AéL é dita enumeravel ge. L o fdr. Obgervamcs

que vale o seguinte resultado:

0.4.1 “A unido de uma familia enumeravel de conjuntos enumera-

veis é um conjunto enumeravel”

0.5 Prova por vacuidade.

Supomos 0s leitores familiarizados com as nogdes basicas

definidas em Logica. Aqui apems analiéaramos 0 tipo de prova cha

mado prova por vacuidade. Seja w uma proposigﬁo condicional,

igto é, uma proposicaoc que se expressa por uma sentenga do tipo:

2

“pnara todo X que satisfaz a condigao..., vale a relagao... 7.

. ~ — - . ~ » . - 4
Sua negagao T & uma proposicao existencial, isto e, da forma:

“existe um X que satisfaz a condig¢d0..., € para o0 qual nao

»”

~ I r
vale a relacdo ... . Sabemos que das duas, uma: ou T e verda-

’

deira (e entdo ' & falsa) ou T & verdadeira (e 7 é falga).

- ’ . '
Se mostrarmos que ¥ ¢é falsa, m© sera verdadeira. Agora se 0

- - . ~ ' . k4
conjunto dos x que satisfazem a condigaod ..., € Vazlo, T ¢
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automaticamente falsa, e daf n & verdadeira. Conclusio: “uma
proposicao condicional definida sbbre un conjunto vazio X € au
-tomditicamente verdadeira”. Prova por vacuidade & exatamente aque

'la que consiste em mostrar que X ¢ vazio.,
Eiegpl : a proposigao P S X diz que todo elemento de B e tam
| bém elemento de X; portanto & condicional, e d&f verda

deira pois,esté”definida'sébre'o conjunto‘vaZio.



~ Capitulo 1
ESPAGOS TOPOLOGICOS .~ ., ESPAGOS METRICOS
ESPAGOS TOPOLOGICOS

1.1 Definicao ~ Um conjunto X comfuﬁé familié T de éubéonjun-
| tos de X & chaﬁado”um,éspago toﬁolégico se T
safisfaz as condigbes: | " -
i) -8, X e T,
1i) A unigo de qualquer subfamilia:de T pertencé a T.
iii) A intersedgao de gualquer subféﬁilia fimita de: T esté
em T, -

A fam{lia T. é chemada ums topologia em X e os dementos de T

g80 chamados conjunios abertos de X nesta topologia.

 Exemplos: a) Se X £ 8 e T ={X,08} , T & claramente uma topo-
| logia de X. _ |

b) Se X #P e T =p(X) = conjunto das partes de X, T é unma

topologia em X e é chamada topologia discreta de X.

1.2 Definigao = Um conjunte F em um espaco topoldgico X ¢é ai.
to feehédoﬂge o seu complemento EX(F) for aber
to, isto €, se seu complemégto pértencér a T . Dagui resulta lo
gogque P e X sdo éo mesmo tempo abertos e fechados. Das re-
gras de complementagao vistas em 0.3 e das definigdes 1.1 e 1.2

resulta que a intersecgio de uma familia gualquer de fechados é
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un conjunto fechado e que & unidio finita de fechados & tambdm &

um fechado.

1.3 Definigdes -~ Se § & um subconjunto de X chamamos

i) a aderéneia (ou fécho) de S"é-intersecgﬁo de todos os
 fechados que contém §, que € denoteda por S. Da bb~,

servagéo imediatemente acima resulte que 5 & fechado.

Meis ainda S< B o S=5 ge e 88 se S ¢ fechado.

11) interior de S & unifio de todos os subconjuntos de §©
ge sejam abertos; éste novo conjunto serd denotado

0
por S ,

S —————

iii) fromteira de S & interseccio 5 N C(8) , que serd

denotada por 3S.

1.4 Definigao ~ Dado um ponto xeX chamaremos de uma vizinhanca

déste ponto x a um qualquer aberto que 0 con=-
terha. Do mesmo modo dado S X, um aberto U +tal que S < U

serd dito uma vizinhanca do conjunto .

1.5 Definigao ~ Um ponto =x & dito ponto de acumulagiio de um

conjuhto S, se qualquer vizinhanca de x con-
tiver algum ponto de S distinto de x.

O conjunto dos pontos de acumulacio de S €& chamado

derivado de S e representa-se por S',

Exercicio: Verifique que 5 =S U §' e que portanto S & fe-

chado se e 56 se S' c .S,

1.6 Seja B uma fam{lia de subconjuntos de um conjunto X
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qualquer, satisfazerido &s condicdess
-Zi) a todo xe€X "correépondé unm - B € $, tal gue XEB?..-
"i#)"?95fBl,B2.€ B. ¢ x e By NB,, pa wn Bye B ‘tal que

X € B3 < By n Eg,j

A-partir'ﬂe B podemoé defipiriumé‘topologia  T em X .cdmo

segue, Um conjunto S € X sera dito um conjunto aberto se para

+todo ieS_'ekistir um B'€ %-‘tal_gﬁe:,X'E”B-C S. Em_outras ﬁalg
vfés; um7aerto é uma uniéﬁ-de{conjuthS_qé_ B, férifiguemos ;
que 'T';é'toﬁologﬁa.em X. De fato, f g.T  por %acﬁidadé; X é
ébérﬁo_pela ii;‘Quaﬁﬁo?és‘démaisfcbndigﬁes, sejan Si~ e :Sé- a;
bértos,e.sejé‘ S':fsl'n'sé; dadpfjxes' éegue.da §efini¢§o.que
;‘x é Blié Si e X t.Bg F sg,.c0m 31' e .B2 €3, Da{. _ '
;7¢ (BIUBéjf'Pé;a-iii ha um B; € B ftal_qge 'i'ﬁrBB c 31 n B,
e como By N B, & S,usegge qUe"S' é aberto; para a intersecgdo
| de -n.'conjﬁntoé;r‘nr_inteiro > 2 o resultado segue por indu~
'géo finita;Que.a_ﬁﬁiﬁo de abertos é aberfd ség@e~diretaménté déf
definigio. | | “ |
llpﬁ.i_Definigao - A fam{lia 9 é dita uma base do eéﬁago topolb~ -
| o _gico X, cuja topologia T7 foi=definidé atra-
vés de % pelo processo dado acima. | |
| .lﬁsté pfbéeséé;de constfugao_de uma topologia € muito dxil.
Eiémplo; ﬁp'eSPago,eﬁclidiano h=dimenSional.‘Rn a seguinte féﬁi-
o 1ié-i%’zé'uma base., Unm eqnjunto B de- 8 & definido
'p6r meio dé”um'pontQ‘ ﬁé.; (xgl),xg??;;;.;xn )t e de ﬁm.nﬁméro'-

" real ?> 0 do seguinte modo: B & 0 conjunto dds.pontos
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(1) 4(2), (o)

X—(X X ,..a,X

do RY _satisfazendo & condigio

(x(D) --ggn))z <22

+o=o'+

(x (l) (1))2

Se B fb0r entio a familia de todos possiveis conjuntos B o

. ’. ~ .‘- S e . . . ~ - N
lel tor vera facilmente que as cmdigoes i) e 11) sao0 satisfeitas.

A topologia do R™ definida por esta base ¢ dita‘topoloéia,habi_

tual do Rn,

1.7 Comparag¢ao de Topolbgias, SeudUaé7topologias Tl e Tz‘ enm

cum mesmo conjunto X s30 tais que

Ti c T2 “dizemos gque Ti- ¢ uma topologia mais fraca que & T2

e que ’I‘2 ¢ mais forte gue Tl' Em oufras‘palaVras a topologia

mais forte tem mais conjuntos aberitos.

1;8 Topologia gerada pof uma fanilia 4. Seja A uma famflia de
subconjuntos de X, A
“familis @t constituida de @, . X e das unioes de interseccdes

- finitas de elementos de -4 & uma topologia em X,

;. s o ~
Bxercicio: Verifigue ests asser¢ao.

Ty, é dita topologia gerada por &, e A & chamada

sub-base da topologia ?&.’

1.9 Sejam X11%, € X pontos distintos e suponhamos X munido da

topologia T = '[¢,X] . Entao qualquer vizinhénga de x, con
tém X, isto e, X,
de X; portanto pontos isolados de X nfo s&o conjuntos fechados

é ponto de acumulacio do subconjuntb'{xl}

nesta topologia, Interessa-nos topologias em que tal fato nao
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ocorre, para 0s quals valem os seguintes axiomas ditos'de sepa-

~

racao:

,1;9.; ﬁefinigéo'- Um espago tqpolégiéo X € dito um espaco do

| | | tipo T; se dados xq # x, em X, existe um
aberto S tal que X, €85 e X, £ S. Isto equivale a dizer qu
todo subcon;uﬁto constituido de um unlco ponto é fechado (veri-

flque)

1, 9 2 Deflnlgao - Um espacgo topoldgico € do’ tlpo Té‘v(ou-de

Hausdorff) se - x, # %, implicar a existéncia
de abertos S, e 5, com X € Sl?_ X, €85, e _$1‘ﬂ S, = 2.

1,10 Topologia relativa.

Seja X - um_espago.topolégico com topologia" T efseja
X, < X, Podemos definir uma topologia 'TO em X, definindo

‘T, como a familia dos conjuntos da forma X, NS, com § € T,

Um - subcongunto de XO que é aberto {(ou-fechado) na’ t0pologua

'TO ¢ dito relatlvamente aberto (ou,relatlvamente fechado , T€SP »

Observemos que um can;unto F‘C XO e‘relat;vamenterfechado se
'56 se £Or da forma . A N X, com & fechado. De fato, F € rel

tivamente fechado se e s se Ci (F)  f6r relativamente aberto;
o .

o]

dai CIX (F) =sn Xo' com S € T e portanto F =X -8 n=XC
, o a S pertes -
Mas XO - 53N XO = XO N EX(S); portanto F = XO n4aA, com

A = EX(s) fechado,

1.11 Funcdes continuas.'

.l 11, l Deflnlgao - Seja f-X—¥Y com X e Y espagos topolég

cos. A apllcagao £ & dita continua no pont
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X, € X se a cada vizinhanca V de f(xo) corresponde uma Vigzie
nhanca U de X, tal que f(U) © V, Isto equivale a diger que
£ é continua em X, se pararcada vizinhanca V de f(xo) a ie
magem’ inverss f'l(V) contiver uma viginhanca de Xge
Dizemos que Ff & contfnus em X se T fbr continua em

todos os pontos de X, -

1.11.2 Teorema - Uma fungho f:X>Y, com X e Y espacos topo-
16gicos, € continua em X se e s se a imagem

inversa de abertos (fechndos) f8r aberts (fechada, respectivamen

te).,

¢

Prova: Suponhamos que V aberto implics f”l(V) aberto., Seja
Z,¢X e V vizinhanga de f(xo). Entao f_l(V) e a-
berto e contém X,y isto &, £Hr) ¢ vizinhanca de x, e por-

tanto a segunda expressso da definicao de continuidade no ponto

k, € verificada.

Yo outro sentido, seja f contfnua em X e V um aberto em Y,
intao se x € f_l(V), V € uma vizinhanca de f(x) e portanto
?"l(V) contém uma vizinhanca de x. Logo f-l(V) ¢ aberto. A

‘arte relativa aos fechados segue aa relagao
- -1
2THOy(8)) = Co(emXs))
loroldrio - Se f:X—~Y, g:Y=7, sendo X, Y, Z espagos topold-

gicos, s&@o continuas entZo a composia gf:X—17,

ambér € continus.

Trova: imedists.

P
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1,11.3 - Se f:X—=Y (com X e Y egpacos topologicos) f£ér b

[T [N

jetora e se tamto f quando 1 s3o continuas, f

chamada homeomorfismo de X scbre Y, e X e Y sao ditos ho-

me omerf 0s.

1,12 Compacidade.

Seja S um subconjunto de um conjunto X e {AA}AeL uma
famflia de subconjuntos de X tal que S <& |J A, . Entao a fa-
AEL
milia dada é dita uma cobertura de -S. Se X é um espago topolé-

gico e todos A, sdo abertos a cobertura é dita aberta.

1.12.1 Definicio - Um subconjunto S de um espaco topoldgico X
| & dito compacto se tdda cobertura aberta de
S contiver uma subcobertura finita de S.
Dagui segue que o conjunto vazio e compacto e também que
'qualquer conjuntoAéonstitu{do por um mimero finito de elementos

¢ compacto (verifigque).

1,12,1 Teorema = Sejam X, Y espacgos topoldgicos e f£3X—=Y con
tinua. Entio se X< X & compacto, também f(XK)

" .
e compacto.

Prova: Seja ¥ uma cobertura aberta de f(K). Entdo
{f_l(A)}Aeg ¢ cobertura aberta de K, pelo teorema
1,11.2. Por ser K compacto ha uma subcobertura

) A, £ F dai Al bre f£(K)
i . 5 , & dal segue que { i}i=l cobr .

i=1 ¢.Q.D.,

1,12,2 Teorema - Um subconjunio fechado de um compacto é campacto.

Prova: Seja X compactoe F c K fechado. Em primeiro lugar o©
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leitor verificard que K & compacto se e 86 se K & compacto em
relag8o & topologia relativa de K. Em segundo lugar F gendo fe
chado e estando contido em K, F é‘%aﬁﬁéﬁ'relativamente fechado.
Portanto basta provar o tearems Para 0 caso em que X ﬂé.o espago
todo, _ _

Seja entdo 3 uma cobertura §b§§té:de‘ F§ C0m9  QR&??
é aberto a fam{lia 3' obtida acreécé@ﬁgﬁdénse EK(F)EPE 3:.5
uma cobertura aberts de K, Sendo K;,@@ﬁgaétp hé conjuntos Ay,
Rreveaty €3 teia gue K< L(F) (Y- 4,) . Disto e a0 fato
‘de que F < K gegue imediatamente F ¢ }31 Ai . 'd;Q:ﬁ}
1.12.3 Definiclo ~ Um conjunto § cuja aderénéia 5 comp acta

diz-se relativamente compacto.

1.13 - Definicbes - Seja” X um espago “topoldgico. Um subconjunto

S de X ¢é ditos: -.
i) denso em X ge § = X.
11)magro em X se o imerior de § £0F.vazio, isto &, se

§=aSa

1.13.1 - Definicdo -~ Um conjunto S < X & dito de la;_ggtégoria

se S5 fOr a unifio enumerével de conjuntos magros em X.

Caso contrario S € dito de 2a. categoria.

1,13.2 Definicio -~ Um espago topoldgido X & dito segaréVel-se
contiver um conjunto finito ou enumersvel

denso em X,

1.13.3 Definigao ~ Um espago topoldgico é dito localmente. com—



-17-

pacto se todo ponto tiver uma vizinhanga relativamente compacta,

1.13.4 Produto cartesiano de espagos topologicos.

Sejam X,Y espagos topoldgicos com topologias Ty e Ty
respectivamente. Podemos defini; uma, topologia no produto carte-
siano X x Y dO‘seguinfe modo. Caﬁstruimos.a familia

A = {ux v,| ﬁF§ Ty, Ve Ty |
A topologia Ty geradé por A éeré;éntéo uma topologia em XﬁY.
Como a interseccac de conjunto§3dé Jghépertence a A gsegue que
A & uma base, isto &, os.abertés déJ Ty sdo simplesmente as
uniBes de elementos de & . - | 1 |

Esta definigao se eé%eﬁde a um pToduto cartesiance finito
qualquer da mangifa 5bviaa | |

Quando nos réferirmos ao pfoduto cartesianoc de espagos

topoldgicos estaremos jmplicitamente atribuindo a topologia de-

P . ~ L
- finida acima, salvo mengao em contrario.

ESPAGOS METRICOS

1,14 Disténecias.

1,14.1 Definigao - Seja X um conjunto. Uma disténcia sbbre X
é uma aplicacdo d de X X X mno conjunto

dog nimeros reais R, gozando das seguintes propriedades:
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i) d&(x,y) = O para todo par X, y de X, sendo
d(z,y) =0 see 6 se x = V3 .
ii) a(x,y) = a(y,x) para X, ¥ em X;
iii) d(x,y) = a(x,y) + d(z,y) vpara quaisquer elementos

X, ¥y 2, de X.

Esta ultima desigualdade chama-se desigualdade triangular.

Espacgo métrico & um conjunto X Juntamente com uma distdneis

~ ' . ’ .
sObre X. Por abuso de linguagem chamaremos X de espago metri-
¢o omitindo a referéneia & disténcia, sempre que nio houver possi

bilidade de confusao.

1.14.2 Exemplos:
a) No conjunto dos nimeros reais a fungdo d4(x,y) = | x~y]|
satisfaz as trés condigOes acima, Ao conjunto dos reais munidos

desta métricsa chamamos reta resl R.

b) No plano euclidiano R = R X 'R, qualquer uma das seguintes

~ P . 3 a
fungoes e uma distidncia:

dl(X’Y) = \/(Xl - Yl)2 + (X2 - yz)gj

dz(X,Y) = IX]_ - le +‘|y1 = yz'

d}(ng) max{|xl - X2| ] ]ylZ - yg'}

sendo x = (xy,x,) e y = (yl,y2){ Formulas andlogas a estas
definem dist&ncias no RT.
¢) Se excluirmos do R? © disco unitario de centro na origem,

digamos, e se definirmos sz disténeia entre dois pontos quais-

quer do conjunto restante como o infimo'dos caprimentos das po-



~19~

ligonais contidas neste conjunto, que unem os dois pontos dados,
podemos verificar que tal fungdo & mesmo uma disténciaa De fato
as 1) e ii) s8o trivialmente validas. Quanto & iii) basia obser-
var que a soma de uma poligomnal de x a y com ums poligoml de
v & =z €& uma poligonal de x & z (a soma é no sentido de so-
ma de arcos orientades), e que o {nfimo de uma somz algébrica &

. T ’ .
menor ou igual a soma dos i1nfimos.

a) Seja C[a,b] o conjunto das fungGes complexas continuas, defi-

nidas no imtervalo finito [a,b] , munido da disténcia

d(x,y) = max | x(%) - v(t)|
a<t<h

0 leitor verificard facilmente que C[a,b] € espago metrico.

e) Como qualquer subconjunto S de um conjunto X no qual esta
definida uma distdncia 4 ¢ também um espago metrico com a
méfrica 4/SxS , qualquer suvbconjunto dos espagos métricos dados

acima fornecem novos exemplos.

1.15 Topologia dos espacos métricos.

1;15.1 Definigao = Dado um ponto x de um espago~métribo X e

um real r > 0 chamamos bola aberta de”éentro

em X e raio r ao conjunto
Br(x) = {yEX | a(x,y) < r} .
Por brevidade diremos &s vézes bola ao invés de bola aberta.

Observacao: Da definigao acima segue que se ¥ e-Br(x) entso ha

‘uma bola aberta de centro em y cmtida em” Br(x),
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qual seja Bp(y), onde o =r - d(x,y), De fato por definicao te=
mos P > O; por outro lado se gz ¢ Bp(y) temos, pela desigualda-—
de triangular:

a(z,x) < d(z,y) + a(x,y) ,
e como |

d(z,y) < p segue:

d(z,x) < p + a(x,y) = r,

igto &

N

€ Br(x) .

1.15,2, Seja % = {Br(x)lxeX e r>O]'. B8 satisfaz as condicdes

que uma base de uma topologia deve verificar ( i) e’'ii)
em 1.6.). De fato a i) & satisfeita por definigao., Quanto & ii)
suponhamos que ‘x pertence & interseecao de duas bolas abertas;
Pela observagao acima hi duas bolas de centro em x contidas na
Primeira e ns segunds dessés, respectivamente, A de menor raio
esta contida na outras e portanto também na interseccao das dwas
bolas inicialmente dadas,

Entendemos por topoloéia de_um espago métrico exatamente aquels

definida pela fam{lia 8 das suas bolas abertas.
Tddas as defini¢Bes anteriormente dadas para espagos topolégicos
sdo aplicaveis, portanto, ao caso particular dos espacos métri-

cos. Notemos que todo espaco métrico € de Hausdorff (verifique).,

1.15,3., DefinicBes = Ums sequénecia {x_} de um espago métrico X

¢ dita convergente se existe um ponto x € X

tal que d(xn,x)—a-o quando n-=e« , Chamamos x de limite da
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sequéncia dada e escrevemos x,—%. De d(x,y) = a(x,x,) +

+ d(y,x,), de x,—~x e de x — ¥ segue d(x,y) s 0, isto §,

X = y; portanto o limite & uUnico quando existe.

Exercicioss 1. Prove que num espaco métrico um conjunto S & fe

chado se e 56 se x, € 8, x —=3x implica x € S,

2, x €& ponto de scumulacdo de um conjunmto E se e s0 se exis-—
te uma sequéncia que comverge para x, formada de pontos de

E, distintos entre si.

3{ Seja X um espago_métrico com mais de um ponto, com a distég
. cia definida por d(x,y) =1 se x £y, e d(x,y) = 0 se
x = y. Verifique que o fécho da bola de ralo 1 e centro em um
ponto x de X mao coincide com o conjumto {yeX |d(z,y) = 1},

estando nele contida propriamente.

1.15.4 Proposicdo - Se X e Y si3o espagos métricos, uma apli-
cagio f}X-f-Y' ¢ continua num ponto x, se

e s0 se a condicgdo x,—=x, dimplicar f£(x )—>=f(x,).

Prova: Seja dado €& > 0, arbitrario, e suponhamos que X, ==X,

Se f € continua em x_. entdo dada a bola B, (f(xy)) ©

0

C Y sua imagem inversa contém uma vizinhanca de X, € portan-

to também contém uma bola Bp(xo), para um certo p > O, Como
por outro lado existe N inteiro tal gque n > N impliea
d(x,xn) < p segue d(f(xo),f(xn)) <Vg para n > N; pbrtanto
f(xn)—*-f(ﬁo)a (Agui usamos a mesma letra d para representar
a funcao distédncis em ambos espagos; nao hd como confundi-~las).

Suponhamos agora, que f ¢ discontinua em %+ Entéo
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existe uma vizinhanca V gde f(xo). cuja imsgem inversa f"l(V)
ngo coptém X, como ponto imberior, isto ¢, X, € ponto da sua
fronteira; logo, existe uma sequéneia {Xn} de pontos fora de
f-l(V), tais que X,~=x. Para esta sequéncié f(Xn) £V, isto &
f(xn)fé-f(xo). Portanto se X, >~X, sempre implicar f(xn)—>f(xo),

# .
f e necessiriamente cont{nuwe em X, C.Q.D.

1.15.5 Definigdo = Em um espago métrico um conjunto s ¢ dito
limitado se estiver contido em ums bola. Neg~
te caso definimos seu didmetro como sup d(x,x') para x,x' € S,
C leitor verificard gue o conjunto {xl} dado em 1.9 é compacto
mas nao ¢ fechado. Em contra posicao a isto, temos o seguinte teo

Id . L
rema em espagos metricos.

1.15.6. Teorema - Em um espago metrico X +todo conjunto conpacto

é fechado e limitado.

Prova: Seja K compacto e suponhamos que x_ £ K. Como -X & de
Hausdorff para cada xeK existem abertos V(x) e U(x)
tais que x € V(x), x_ € Ulx) e V(x) N Ux) = #. A fanflia

{V(:x)}XEK € uma cobertura aberta de XK e portanto existe uma
‘ n
subcobertura finita {V(x.)}? » Seja W= |J V(ix.) e

n
W' = () U(Xi). Entao W e W' sdo abertos e disjuntos, sendo
i=1 '

X, € W' e K< W; portanto x_ £ K implica z, £ K. Togo

K< K, isto é, K & fechado, (Note o leitor que a prova vale
para qualguer espago de Hausdorff).

Para provar que‘ K & limitado basta tomar a familia de +8das as

bolas de centro em K e raio igual a um. Desta cobertura aberts
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extraimos uma subcobertura finita; éejam; xltxggda,,xn 0s cen-
tros das bolas das subcoberturas. Tomando uma beola B de centro
em x,. digamos, e raio = 1+ d(xl,xz) + d(xz,x3)+,,a+

+ d(x l’Xn) teremos K < B, De fato se X € E +temos que

x £ B ( k) ‘para um certo ki (ISkSn)o Dal segue: |

d(xl,x) < d(xl,xg) Faoet d(xk l’xk) + d(xk,x) < r . CaQ.D.

Ressaltemos que a reclproca deste teorema néo & necessiriamente

verdadeira; ver o corolarlo e o exemplo apbs o teorema seguinte.

1,15.7. Tearems - Em um espago metrlco, um conjunto K € com-
pacto ge e so se toda sequepcla em K contém

um sub sequéneia 00nvergente cugo limite estd em K.

Prova: Seja {xn} <X K eompacto. Se o conjunto formado pelos

pontos X n=1 2,,,e;‘e finito entao ha, um déles que

n?
figura um nimero infinito de vézes na sequencla; a sub-sequéncia
agsin formada satisfaz éofenunciado do teorema. Em casq‘cantré—
rio podemos supdr, sem perda‘de»generalidade; que todos o0s pon-
tos da‘sequéncia.sﬁo diétinfos ehtre si. Mostraremos, entao,

gue o conjunto S désteé pontos tem um ponto de acumulaéao

x€eK, Admitamos que S -nao tivesSe nenhum ponto de acumulacao.
Entdo terfamos § =5 e pelo teorema 1,12.2 S sgeria compacto,
por éer um fechado contido num conjunto compactba Mais ainda
para todo X, n=1,2,..4, haveria uma bola dé centro neste pon-
t0 cuja intersecgao com K conteria somente x . O conjunto

" formado por estas bolas seria uma cobertura aberta e portanto ha

veria uma subecobertura finita. Mas entao S seria finito pois

o~ . .
.somente o centro destas bolas pertence a S, o0 que contradiz a
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hipdtese. Logo hd um x que ¢ ponto de acumulagdo de S e por-
tanto pertence a K, pois K & fechado. Para extrair a subse-
quéncia basta considerar as bolas Bl/m(x), m=1,2,3,... . Parg
=.1 +tomamos xnl € SN Bl(x). Para m = 2 +tomamos
Xy, € S ”'Bl/gfx)’ com Xn2 # xnl e, assim por diante; déste
modo construimos a subseguénecia convergente pars X,
Reclprocamente, suponhamos que téda sequéncia em X comtém ums
subsequéncia convergente para ﬁm ponto de XK. Entao para cada in
telro positive n existe um nimerc finito de pontos de K tais
glle as bolas de raio l/n neles centradas cobrem K, isto é,: |
qualquer x€K estd & distdhcia < l/n de pelo menos um destes
pont os . De fato, em caso contrarlo, existiria um N tal que para
qualguer conjunto flnlto de pontos xl,...,xm de K sempre ha-
veria um ponto .Xm+1 de K +tal que d(xm+1,xj) 2 l/n',
J=l,...,m3 partindo dé ur x; de K e aplicando esta proprie-
dade comstruiriamos por indu¢do uma sequéneia {xn} de K tal

que d(xi,x ) =2 1/n se i#j. Isto contraria a hipétesé, pois

J
{ Xn} néc teria nenhuma subsequéneia convergente. Seja entdo N
a familid de tdaas as bolas agsim obtidas paras todos N=1,2,44,
Por 0.4,1 A & enumerdvel. Seja agora ¢ uma cobertura aberta
qualquer de K. Construimos uma subcobertura O enumerével, Cc o~
mo segue. Dado xeK ha um Aefé tal que x€EA e portanto

Bp(x) < A péra um certo o > 0; tomando n = 2/p, X pertencera
a pelo menos ums das bolas de raio 1/n de N, a qual Qstaré'

contida em Bp(x) € portanto em A, Escolhemos uma destas bolas

e a designamos por B(x). Do conjunto de todos A de O que
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que contém B(x) escolhemos um que designamos por A(x). Entéo
¥* *
14 deflnldo por G = { } EKC ﬁ e uma, subcobértura aber-

ta de K que é enumeravel ou finita por ser equlpotente a

'{B(&J}xégfc N, Se nio for fin;ta_escrevamos

.& :: {An} : ’ _A_ E t n—.L,Z,CGﬂ ’.

: S

Mostremos que ex1ste N 1nte1ro tal que KZC L) .A . De fato se
' EPITCE: « SR =1 7t

para tode n houvesse ‘em K um x ﬂ LJ .A 'y entao da sequén-

cia {X } assim fqrmada extralrlamos uma subsequen01a {x } com
0o .

X =X € ke U A. , O que serla uma contradlgao, pois dai se-
i=1 37 L
guiria que X € An para um certof

m, o que 1mpllcarla X, € A

para todo n' z N, com_ N suflclentemente grande, ‘ ¢.Q.D.

1.15.7 ‘a) Corolérid.m Todo fecﬁaaome‘limitado do Rn_'é conpacto.
Egggg- Como congequénecia do teorema de. Bolzano—Welerstrass t0da
sequéncia llmltada do _R , contem una, subsequenc1a conver-f

gente. Basta agora splicar © teorema a01ma. |

b) Este coroldrio nao ¢ verdadeiro nb'casorgeral. Basta‘conside-.

~ far em c[ogﬂr o econjunto F EQasnfungEes xn(t) =

(0= % s.l), para Nn=1,2,s04 o F 'é limitado pois- [ x “
Qualquer,subsequéncia de F converge pontualmente para a fungao
descontinua dada por s(1) =1, s(t) =0 (0= %t < 1). Como

o limite pontual é'ﬁnico,‘neﬁhuma sﬁbsequén01a de i pode con- a
vergir para uma fungao continua. | |

Por um lado isto mostra que' T é fechado (pof_vacuidade) e por

outro lado que F ndo & compacto,
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K4 N . A el
Exercicio: Prove o teorema de Weierstrass: tdda fungao real con~
tinua num compacto atinge seu miximo.

Sugestfio: use os teoremas 1.12.1 e 1.15.5.

1.15.8 Produto cartesiano de espacos métricos.

Consideremos o caso de dois espagos métricos ¥ e T,
B fdeil verificar que dlz,y)5(x',y!) = max{d(x,x');d(y,y')} &
uma distdneia sdbre XxY. Queremos mostrar que a topologia T
déste espago métrico coincide com a topologia T!' definida para
0 produte X X Y em 1.13,4. Uma base de T! é dada pelos con-
Juntos U x V, seﬁdo U e V abertos de X e Y, respectiva-
mente. Por outro lado € fdcil de vér que as bolas. de T sSo e-
Xatamente o produto de bolas de X e Y, de mesmo raio, Daqul
segue facilmente que T = T°,

Da definiga@o da disténcia & segue imediatamente que

(Xn,yn)—*(X,Y) se e 86 se X, X e y,—>~ 7.

1,15.9 Continuidade da distincia.

A aplicagao d:XxX—=R ¢é cont{nua.
De fato aplicando a degigualdade triangular também na

forma d(a,b) =|{d(a,c) - a(e,b)| vem:
la(x,37) = alx,3)l < ldtxn,yn) = d(x,¥)| +lalz,,¥) - alx,y)|
< dy,yy) + alx,xy) = 2 d0(x,y,) (x,5))
Logo (xn,yn)-%(_x,;v) implica  d(x,,y,) — d(x,y).

Pela proposicao 1.15.4 4 ¢é contfnua,

1.15.10 Definigéo - Dados um ponto X e um subconjunto S de
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£ . . 4 ] . Ea) »
um espag¢o metrico definimos digténecia de x a S por-

a(x,8) = inf a(x,s) .
seS

Exercicio: Mostre que em um espago métrico x € 5 se e s6 se

a(x,S)‘= 0.

1.16 Espacos métricos completos.

Se ja {xn} uma‘sequénéié convergente em um espago métrg
co. X, com limite =X. Da ‘desigualdade d(in,xm) = d(xn,x) +
+'d(x,xm) segue que d(xn,xm)'—*o qﬁando_ n,m—», No entanto
a reciproes nao é necessériamente verdadeira, isto é, dada uma
sequéneisa {Xnk" ﬁodembs ter d(xn,xm)fﬁbo_ quando n,m—=o
sem que {x,} seja convergenfef Exemplo tipico. desta situagio €
B que ocorre no espago métrico dos mumeros racionais munidos da
disténeia alxz,y) = |x-y]. Assim, a seguinte sequéncia de nimeros
racionais dados pelas suas representagﬁes deeimais. 0,15 0,101;
0,1010013 0,10100100015 4.0 néo é convergente (verifique), e no
entaﬁto vé-se de imediato que satisfaz a condicgao acima citada.

fistes fatos motivam as seguintes definigdes. .

1.16.1 Definicao ~ Uma sequencia {Xn} de um egpaco métrico X

¢ dita fundemental, ou gegquéncia de Cauchy, se

d(xn,xm)"ﬂ-o guando n;m=—>m; isto &, se.para todo € > 0 exis-
te um correspondente irmteiro N +tal que n;m =N implieca

d(xn;x < E.

)
Desta definigdo resulta que tdda sequéncia de Cauchy {xn}' & li-
mitada; basta fixar um certo. & > 0, pdr exemplo € = 1, e tomr

a bola de centro em Xy € raio
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I = max {d(xl’XN) ;d(X23XN) ;6‘50 ;d(Xle!xN); 8} e

1.16.2 Definicao = Um espago métrico X & dito completo se +8da
sequéneia de Cauchy nele contida for convergen
te. | | ‘
O_exemplo dado acima mostra que o conjunte dos racionais com a mé
trica dada, nZo constitue espago métrieo completo, Bm contraposim
¢80, o0 conjunto dos reais constitue um espago métrico completo,
como o leitor verlflcara combinando a propriedade de que toda se-
quen01a de Cauchy & limitada com o fato de que todo conjunto li-

mitado de reais tem um supremo, [Basta definir s =
= sup {Xn,xﬂ+l,.,.} e X = inf s, € verificar que xn—*-x}.
n .
1.16.3 Definigéo ~ Dois espacos métricos X,Y sao ditos isomé-
fricos quando ha uma bijeg¢do f:X—>=7Y, que

4 ) . ~ N . N
mantem as disténeciag, isto €, gque satisfaz

dX(xl,xz)-z dY(f(xl),f(xz)) para todo par X11%, enm X,

1.16,4 Definicgo - Um espaco métrico completo Y & chamado com-

pletamento de um espaco métrico X se X for

isométrico a um subespaco Y, de Y, denso em Y,

1.16.5 Teorema - Todo espago métrico X possui um completamento,

Prova: Diremos que dwms sequénc;as de Cauchy {Xn} e {Xﬁ} em X

sa0 squivalentes, escrevendo-se '{Xn}nz{xﬁ},
) ' i I3 - - hd ) -
d(xn,xﬁ)—iho guando n-+-x., O leitor verificard facilmente gue
~ » ~ N ~ . . fad *
esta relagao e uma relagdo de equivaléncia; em consequéneia, o

conjunto de t0das as sequéneias de Cauchy em X fica particio-
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nado em classes de equivaléncia. Seja Y o conjunto déstas classes
de equivaléneia, Definimos disténecia de dois elementos guaisquer

v,y' de Y pela formula

a(y,y') = lim da(x,,x;))

n—o

onde {x .} e {xﬁ}-.35o duas sequéncﬂas_de_Cauchy_quaisquér per-
_tencentes a y e, y', respectivamente. Devemos mostrar'qﬁe esta
fungao esﬁé-bem definida, isto &, gie o limite citado existe e
que € © mesmo‘para'qualquéf.esbolha das dvas sequéncias de Cauchy
éxtraidas das classes-_y_ e y'. | |

A primeira assercao decorre da desigualdade

Clalxg,x)) - alxgyxp)l = lalxy,x)) = alxg,ag)h+
+ | dcxnﬂ{ﬁ}) - d(’Xmsxﬁ)i
< d(x£,§ﬁ)-+ a(z,exy) o
(Aqui usamos a desigualdade triahgular na forma d(a,b) =
li(a,e). = a(c,b)| « Iso mostra que {d(in;xg)}_ & uma sequéneia de
. €auchy de nﬁmeros:raais, |
' Quanto & segunda sejam {zﬁ} €y e {25} € y! ‘duas outras se-.

quéncias de Cauchy. Temos .andlogamente

\d(xn,xﬁ)_—'d(zn,zﬁ)i < a(x),z)) + d(x,s2y) .
Como {Xﬂ}n/{Zﬁ} e {Xn}nx{zﬂ} , © limite do 292 membro na ultima
desigualdade gquando n—* , é zero; isto prova a segunda asserga

Y & um espaco métrico. A condigdo i), da definigao 1l.14.1, segue

diretamente da definigao de Y, A validade da condicgdo ii) em - ¥
é decorréncia da sua validade em X, € O meSMO OcCOrre com & con-

dicao iii).
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‘Défipambs YO éomo 0 subespago de Y constituido pelas
classes de equivaldneis deférminadas pelas sequéneias de Cauchy
em X da forms {=x,x, X,04.} o Em outras palavras um elemento de
Yo & uma classe de equlvalen01a gue conteém ums sequéncia da for
ma {x,x 1X5:0 } , DPara algam x € X, Daqui results imediatamente

que X ¢ Y6 88,0 isométricdsa Mostremos que YO e denso em Y,

Seja yeY; con31deremos uma bola qualquer de centro em y; seja
€ seu ralo, Tomemos {xn} € Y 3 por definicdo exigte N intei-
ro tal que d(xn,x ) < 8/2 pars n,m 2 N, “Towemos a classe de
equivaléneis y determinada pela . sequen01a {XN,xN,xN,...} .

Temos, por definicdo:

d(y,j?') = lim d(X sXN)

. N .
De d(x',xN) <¢/2 -para n= N, segue d4d(y,¥y) < 8/2 < &,
Logo tddas bola de centro em y €Y contém um ¥ € Y‘, portantb
Yo =Y,

Provemos, agora, que Y ¢ completo.

Se ja {yh} uma sequencia de Cauchy em Y. Como ?0 =Y,
para todo n existe J £ Y tal que  d(y,,§,) < 1/n.

A sequénecia {ﬁh} é de Cauchy pois

-1 1
SE *OE o+ alyyy) .

gl . . . A - . : ’
. Como Yo e X gfo isométricos g sequérncia {Xn} s onde x, e

0 elemento de X correspondente ao elemento ﬁn de Y , € tame

O’
bén de Cauchy.

Seja y a classe de equivaldrcia que contém {x,} - Como
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{xﬁ,xn,xh,a;f}:e ¥, s vem
d(ﬁn,y) = 1lim d(xnéxm).a
. T =~ o

Dagui segue lim d(y ,y) = 0, Por outro lado a desigualdade

n—>

A7) = Ay, dy) + &F,,5) < 1/n+ a(§,,7)

-1mpllca também lim a(y, ,y) = 0, qutanto Y, ¥y isto é,,tﬁdé
Sequencla de Caugﬁzmem Y & convergentew . ‘C.Q.b,

Um e spago métrico pode ter mals de um completamento. Por
.exemplo, os nimeros reais de¢1n1dos atraves dos cortes de Dedeklnd
constltuem um completamento dos racionaisj; por outro lado © pro-
cesso usado na prova do teorena anter;or também serve para obter
un completameﬂfo dog racionais, o qual ¢ evidentemente distinto

do primeiroc. & €ste respeito temos © seguinte teorema.

A1.16.6 Teorema - Dois. completamentos quaiSquer de um mésmo'espa—
' 96 métrico sap isémétricosa |

Prova: Seja X o espago métrico do qual Y e 2 sdo completa—
mentos. Definimos & bijegdo biY—= 7 como segue.

Seja ye€Y; por definigao existe {#n} em X tal que X, y,.

(Aqui nos.beneficiamos da simplificagap qﬁe'coﬁsiste em identi-

~ ficar X com Y ), Como X também podé ser identificado com

Zé c 7, e éomo. {Xn} também & sequéncia‘de‘Cauchy em 7, existe

z € 2 "tal que x ~—>z. Definimos entao f(y) = l

o fécii verificaf,qge ‘£ ¢ uma bijegBo de Y ,sﬁbré.'za

Se jam agora y,yf € Y, quaisquer.. Sejam z = f(y) e z' = f(y').
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Pela defiﬁiqéo de £, existem ‘{xn} , {xﬁ} em X, tais que
X, >, x!——a-y' em Y e X—a-z, }_clfl—a-z' em Z, Como a 4ige
tdncia € uma apllcagao dontinua vem:

d(y,y') = lim - alx,x)

d(z,2') = lim Az, ,xt) 3

n—=co

]

dad ségue Ay, y') = d(z,z'). Portanto f ¢ umae isometria.
' | ¢.Q.D,
1.16.7 Observacgo: Podemos.também construir um completamento de
. um espaco métrico X em que © proéprio X &
um subcongunto densd. Basta tomr o completamento Y dado pelo
teorema 1.16., 5 e construir o espaco métrico X = X U (Y-YO)'
.com a disténcia definida do modo-ébvio, sugerido pelo teorema

1.16.6.

1.17 Exercicio 1 - Mostre que o espaco métrico Cla,b] defini-

do em 1,14,2 d) € completo.

o : ) I .
Exercicio 2 - Mostre que o E“, com qualguer uma dag métricas

correspondentes as dadas em 1.14.,2, é compléto.
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Capitulo 2

ESPAGOS NETRICOS COMPLETOS:

ALGUNS RESULTADOS FUNDAMENTAIS

5.1 Aplicacdes comtrativas

2.1,1 Definigho - Seja T:sX—=X uma aplica¢io em um espag o mé-

trico * X, A aplicagéb T & dita'aylicag§o 

contrativa, ou simplesmente contracao, se existe utma constante

®. satisfazendo 0 < 6 < 1, tal que
a((x),0(y)) = 8.a(x,5) - (1)
para todo par de elementos X,y £ X.

' ~ ~ : e L '
Obgervemos que %toda contragaod ¢ uma aplicacgsao continua

' poig de _d(x,y).< 8 segue A(T(x),™(y)) < & também.

2,1.2 Teorems - Tdda contragiio T em um espaco meétrico completo
e : o : -
X tem exatamente um ponto fixo, isto e, um X

tal que T(x) = X,

Prova: Tomemos um gualguer = ¢ X e definamos X n—l)'

: - o

n

(l’l=l,2, oa;)‘o .'I_'emOS |

d(xn+l

$Xﬁ) = a(T(Xn)sT(Xnt1}} $'@=d(xnixn_l)
~ Por indugao sdbre n -themoé'_

, .n o
d(Xn+1:xn>_5 9 yd(xl,XOJ
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Por outro 1édo 8¢ N >m temos:

d(xn,xm) < d(xn,xn_l + d(Xﬁml’Xn_g) + e f d(xm+l,xm)

< (®n~1 ™2 cos + 8T d(xl,xo)

m
< e

- d(xl,xo) .

Logo {xn}_,é uma gequénecia de Cauchy pois 6% —0 quando
m—=» , Como X. ¢ completo, X, —= X, para um certo xe€X. Como
T ¢ comtinua tem;s T(xn)-ﬂbT(x) (proposigdo 1.15.4). Portan—
to fazendo a—> o na_expressﬁo X .1 = T(Xn) obtemos x = T(x).
Seja agora y € X +tal que: T(y) = y. De a(x,y) = d(T(x),T(y) <
@.4(x,y) concluimzs que d&(x,y) = 0, pois €@ < 1. Logo ¥ = x;

isto prova a unicidade do ponto fixo. C.Q.D.

Observagao: Nas aplicacbes praticas suwcede muitas vezes que T

nao ¢ uma contragio, mas sua restrigdo T[S a um
subconjunto fechado S do éspago métrico compieto X satisfagz
3 desigualdade (1), Neste caso se poudermos éssegurar que
T(S) c 8 entao podemos aplicar o teorema anterior & aplicacdo
TlS:S—*S,llevando-se em conta que o fechado S também é um es-
Pago métrico completos Uﬁacondiggo simples que assegura a inclu~-

e . - . ~ . ’
sao acima pode ser dada quando. S & o Técho de uma bola, isto e,

S = B_(x,); esta condigdo &: a(x,,T(x,)) < r(1-8). De fato de

[

v € Buxg) segue a(x,T(y)) = alx,,2(x,)) + a(X(x,),(y)) <
r(1-8) + 6r = r, De d(x ,M(y)) < r segue T(y) € B (x,). Note
0 leitor que esta condicdo adicional refere-se apenas é X, ©

& sua imagem T(XO).
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Cap{tulo 2

ESPAGOS METRICOS COMPLETOS:

ALGUNS RESULTADOS FUNDAMENTAIS.

5,1 Aplicacdes contrativas

Zal,l_Definigéb-a Séja MeX—=X uma aplicagﬁo.em um'espago e -

trico ' X.. A aplicagab T e dita apllcagao

contrativa, ou simplesmente contragao, se ex1ste uma cons tante
8. satisfazendo 0 < O < 1, tal que
a(™(x),%y}) s @.d{x,y) - (1)
para todo par de clementos ¥,y € X
Observemos que toda contraggo é'uma aplicagao cqnt{nua

‘pois de _d(x,y).< 8 segue A(T(xj,T{y)) <€ também,

2.1 2 Teorema - Tdda contragao T em am . eépago métrico completo
X tem exatamen+e um ponto fixo, isto e, um X
tal que i(x) = X, '

Prova: Tomemos um qualquer ‘XO.E X e definaﬁos: X, = T(anl)‘

(l’l=l,2 ¥ 2 a 0 )-a Temo:}
d(xﬁ+lgxn) = d(Tkx ) T(xn l}’ <9, d(Xn,Xn 1)
' Por indugao sbbre n -obtemOS

- o
d(xﬁ+l,xn)-s 0 .d(xy5%,)
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Por outro lado se n > m ‘temog:
a(x ,x;) < alx ,x, , + d(;ﬂ_l,anQ) oo+ dlxL g 0%y)
< (@n-; L 82 L, om) d(xl,xo)

@rll

1-9

=

 Logo {=x,} e uma sequéncié de Cauchy pois 6T—0 quando

m—=» . Como X. é completo, X,— X, para um certo. xe€X, Como

T é continua temas T(xn)~ﬁ>T(x) (proposigdo 1.15.4). Portan—
to fazendo n-—+o na expressdo X 1 = T(xn) obtemos x = T(x).

y. De d(x,y) = a(T(x),™(y) <

Seja agora y € X tal quei ()
©.4(x,y) concluimos que d(x,y) = 0, pois ©® < 1, Logo ¥y = x3;

isto prova a unicidade do ponto fixo. C.Q.D,

Observacao: Nas aplicacbes praticas sucede muitas vezes que T

ndo é uma contracio, ms sua restrigdo T|S a .um
subconjunto fechado S do espac¢o métrico completo X satisfaz
a deéigualdade (1). Neste caso se poudermos assegurar que
T(S) c S entao podemos aplicar o teorema anterior & aplicacgao.
TIS:S—*S,_levando—se em conta gque o fechado S +também & um es—
raco métrico completoq Uhacbndigao simples que assegura a inclu-~
sao acima péde ser dada quendo S e o fécho dé uma bola, isto é,
S = E;(xg); esfa condicio &: - d(XO,T(xO)) < r{1-8). De fato de
v € B(x,) segue a(x,7(y)) < a(xy,M(x,)) + a(M(x,),2(y)) <
r{1l-8) + 6r = r, De d(xO,T(y)) < r segue T(y) E-ﬁ;fggj. Note
0 leitor que esté condi¢ao adicional refere-se apenas é X e

0
. . .
& sua imagem T(Xo).
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5,1.3 Aplicagdo & solugio de equacdes diferenciais ordinarias.

Congideremos & seguinte equagéo diférencial ordinaria de
la. ordem’-%% = g(t,x) com a condicdo inicial x(0) = a.
Sup onhamos qué' g(t,x). esta definida para :—m'é X < w, 0= tsb
sendo continua nesta regido e EipSChitz-continua.com'cohstaﬁte u
na la. variavel aniformemente no_intervaio_[O,b] , com b w03

“igto é, quanto a la. varigvel g deve satisfager 5 dondigao

lg(t,x) - et =W =yl (2);.v@ﬂ 

para quaisquer x,y reals e 1T em [0,D]
A equagao'diferencial,.junto com a condicao inicial dada;fé.équg-
valente & equacio integral | - e
T - . _ _
s(t) =a + f g{x,s(x))ds 0= t < b
‘ o
como se vé fécilmente,
Consideremos 0 €SPago metrlco afo,b] definido.em 1.173
' gabemos que e c'om.ple‘co° Por outro lado se deflnlrmos a apllcaqao‘
’I:cﬁhb]——»(}@,ﬁl pela formula (r(x))(t) = a +.[ g(s x(g))ds,
para O =< %t < b, podemos reescrever & equacao 1ntegra1 como
x = T(x) |

De (2) resulta entdo pars todo t € [O tﬂ

. " _
(2 () - (2= [ \g(t,x) _ (el an

o

Lt|xéﬁfdt
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+
< M. max [x-y| . /ﬂ dt < Mb.d(x,y) .
aszt<h - 0

Portanto. temog:
a(2(x),T(y)) < Mb.d(xz,y) .

. 1 R ~
Se tomarmos b < g ¢ @ @plicagéo T serd uma contracio.

Aplicando o teorems 2.1.2 concluimos pela existéncia e unicidade

da solugao da equagao diferencial com valor inicial, no intervas

lo [0,b] com b <ITIQ .

Observacio: B mais comum, porém, o caso em que a fungao g(t,x)

o estd definida tho sdmente em um sberto A limitado
contendo o ponto (0,a), sendo continua em + e Lipschitz-con-
tinua em relacdo a x. Neste caso tomando~se um retdngulo Ry to
~do contido em A, dado por a=r{-s x < a + Tys =~by = t = bl ’
eom ry, by > 0, a aplicaggo T anteriormente definids passa &
ser uma aplicacido de ﬁ;f;;} em C[-b,b] , para todo |
O0< r =< ry & O<b=x by, onde x_ € definida por - x,(t) = a
para |t] < b .

A constante de contragdo serd, camo antes, © = lb,

Pela observacao anterior devemos escolher r e © de modo gue
Az, ™Nx,)) < r(1-8) (%) |

Temos +

(T(x,)) (%) = a_+f g(t,a)at

o)

e portanto

o _
d.(XO,T(XO)) = If?:b li g(t,a)dtl .
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Como g ¢ continua em Ry, |g| ¢ limitada em R, , digamos por
K, Daf: a(x,T(x,)) < Kb. Basta -entio tomar r e b de modo
que Mb ‘<‘ 1 e Kb < r(l-Mb) para assegurar as condigbes @ < 1
e (*), respectivamente., Fixando r = r; Obtemos dai

. ry J : L, ~ : n
b <« ——— , que preenche a ambas. Dagul segue, entao, 2 existen-

K+Mr:L o _

cia e a unicidade da solugao no intervalo [-b,b] assim escolhi-

dos

, , | \
Exercicio - Aplique o teorema do ponto fixo & equagdo integral -

linear -néfo homogénesa de Fredholm:

b |
s(t) = }\f R(t,s)x(s)ds + o(t) -, a<t=sb,
)

onde K(t,s) e o¢(t) sfo funcdes continuas conhecidas, x(t)
¢ a funcao a determinar e A ¢ n pardmetro., Determine valores

de A para o0s quais hé solugdo.

0,2 (Categoris de um espago métrico completo.

2,2.1 lLema - Seja X um espago mé’tric‘o completo e -{Sn} uma,
sequéneia de subconjuntos fechados nao vazios tais

que 54 2 5, 2 83 D> ... € para os quais 'diam(Sn)% 0 guando

n-=e., Entao ﬁl 5, consiste exatemente de um ponto x de X.
n=

Prova: Escolhemos um ponto x, € S, para cada n=l,2,.. .

Se m < n, tanto X COmMO X, estdo em S e portanto
d(xn,xm) < diam(Sm), Daqui segue que d(Xn,xm)-—-O quando
m,n—==; isto €, {Xn} ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto {x }
converge para um certo X, por ser X completo. Este x per-

[=s]
tence a [| S, , pois em caso contrario, se X pertencesse ao
n=1
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complemento de algum S, haveria uma bola Br(x) t0da contida
neste com lemento, por ser 8ste aberto. Entdo seria a(x,x') = r
para todo x' € Sﬁ ¢ em conseguéncia também para x' € S,; com
n > w. Dai ngo teriamos X, > o
¥ imediato que x & o Unico ponto na intersecgdo dada.
C.G.D.
2.2.2 Tecrema (Baire) - Seja X um espago metrico completo
nao vazio e {An}‘ uma cole¢ao enumeravel de con-

Juntos abertos, densos em. X. Entdo fg Al também & denso em X.

Prova: Dado um ponto x qualguer de X e uma bola B de centro

'

em X hid um Xy de Ay nesta bola, por ser A, denso
em X. Como A, € aberto hi ums bola By de centro em x; - cujo
fécho esta contido em 'Al; podemos tomar seu raic suficientemente
pequené para que também tenhamos By © B ; isto é, temos El <

Al N B, Como Ag e denso ha um X, de A2 em B:La Como A2

é aberto podemos tomar uma bola 32 de centro em X, tal que

EQ < A2 N Bl , pelb mesmo critiério usado na escolha de Bl' Pode~
1

wos ainda impdr gque diam(Be) = = diam(Bl). Por inducao construi-

2
moS por éste processo uma sequéneia de bolas {Bn} tais que

e . 1 ..
Byc A N B, ® dlam(Bn) < 5 dlam(Bn_l)

n=2,3,},. . Bsta Wltims condigao garante que diam(ﬁn)-ﬂbo quan~

do n-— ». Como por outro lado wvale En c En-l Pars n=2,3,...

co

o lema anterior nos diz que [ B, = {p} vara um certo pex.
© © on=1 o
Por construgdo temos [ ﬁn < 3 A e também N En S
‘ n=1 n=1 : n=1

Logo dado xeX e dada 2 bola B de centro em =x ha um
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pe [ An também nesta bola, Como x ¢ B s80 qualsquer
n=1 |

o
isto prova gque N Ay ¢ denso em X. ' C.Q.D.
n=1 .

Os trés enuncizdos seguintes sao formas equivalentes do

teorema de Baire.

2,2,3 Teorema de Baire - Em um espacgo métrico completo X # 0

valem os enunciados:
I) Seja {An} famf{lia enumersvel de abertos densos; entao
eJa |

M & & denso.
n=1 1

T1) X ¢é de segunda categoria.

L T F, fechados n=1,2,... entdo pelo me-
n=
nos um F contém uma hola.

Prova: I = 11 - Seja {En} uma familia enumerdvel de conjuntos

magros em X, Entdo ﬁn = 3E_ e portanto
A = c(E ) sB0 abertos densos em X. Fela ) nd x €l A e
n n n - .
daf x fUE., istoe X -UE £ B, Logo X mngao pode ser de
n o n o

la. categoria.

IT = III: Se nenhum Fn contivesse uma bola, ©0s Fn seriam

14 ' . .
magros ¢ dai X seria de la. categoria .

[0}
III = 1: Se (\ An nao fdsse denso haveria ums bola ¢ujo fécho E
n=1

oo

estaria contido no seu complemento, 1.€,eml LJ C CAn).
n=1

Como B € um espago métrico completo por ser fechado c X,
como B =U [3B ﬂCf(Anﬂ e como estas intersecgdes sao conjuntos
n ‘

relativamente fechadosg, II1 implica a existéncia de uma bola B!
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contida em um certo B N C(An)o Mas entao A nao seria denso em

X, oqw cmitraria a hipdtese., C.Q.D,

Como a aplicacao do teorema de Baire provaremos os seguin

tes resultados.

2:2+4 Teorema - Dada uma fam{flia I de fungbes reais continuas
em um espago métrico completo X que sao limi-
tadas pela mesma constante K({x) bara cada xeX, existe uma bo—

la na qual as fungBes sio uniformemente limitadas,

Prova: Seja Fn = {itX‘]f(x) ¥ n para qualquer T £ 3}
n=1,2,.., .- Pela continuidade das fungdes os P sao fe-
chados. Para cads X Dbasta tomar n - K(x) bara ver que x € Fn‘
Portanto X :.lﬁ F - Pela forma IIT do Teorems de Baire, ha uma
bola contida em um certo Aps Como em Ay tddas as funcgBes sao

limitadas por N, segue o resultado, C.Q.D,

2.2.2 Teorema -~ Hg fungoes continuas no intervalo [O,ﬂ gue nao
sao diferencidveis em nenhum ponto déste inter-—

valo,

Prova: Seja X = ¢[0,1]; j3 vimos que éste espaco métrico ¢ com-

pleto. Definimos o conjunto

K :.{illx(t+hg - X(t)]g n para todo h#O0 e algum % }'
(n=1,2,3,..,).

Mostremos que:

a) K~ séo fechadog., Seja {Xj} uma sequéncia convergente a X,

com xs e X, J=1,2,s.. , n fixo. Por definicdo hd pontos



wd 1
€ [O 1] ,

|
|

tj j=1 29096, para o0s qudis

. R EY
Xj(tj+h) - Xj(tjj

< n para

h

Como corsequéncia do teorema de Bolz
uma subsequéncia {t } convergente
De 1;; (t ) - =(t )ls x4 (13 ) - x(t,

< d(xj,x) + ]X(

)—h-
(t E+h)-——-bx(t +h).

obtemos gque ‘(t.. x(% ), gquan

h fixo wvem x

x(to + h) - x(to)
' < n ara
n pe
isto e X € Kn’
b} K, ndo contém nernhuma bola. Dado
bola de raio r e centro em X,

de  x, ha um & > O +tal que |xo(t)

vale

todo h#O .

ano~-Weierstrass {tj} contém

a um ponto hfé,'
SN+ | =ty ) —-x(’s )I
-tJ) - X(to)l

do jl—>ow Anélogaménte para

Portanto obtemos

todo h#0 ,

X, € C@,i] seja Br(xo) a

Pels continuidade uniforme
b T
- Xo(t')[< 5 sempre que

|t—t“[< 5 » Dividimos o intervalo Kull em intervalos sucessivos

de comprimento < &, e em cada um aé
‘ o I'4
uma funcao continua X
. I4 . .
retilineog com coeficiente angular

A figura: A

stes intervalos_definimos

. N . [
cujo gréfico é comstituldo por segmentos

i . .
> n, em modulo, como indlca

1/2 " /2




“4 Do

E claro que x €& continm em [0,1] e que x e B, (x,)3 no entanto
x £ Ko Como x e r sfio arbitrdrios segue a b). Como K, ndo
conteém nenhyma bola (temos Kﬁ = Kh), Kﬁ e magro. Pela forms IT
do teorema de Baire ha um x em C KhlJ que nao pertence a

U Kna Mas como uma funcso continua & diferenciavel em algum ponto
l’l .

»’ ~ I4 . . ”

S€ e S50 se pertence a algum Kn s Ségue que X nao e diferencige

vel em nenhum ponto.,” C.Q.D,
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Capitulo 3

ESPAGOS VETORIAIS NORMADOS

3.0 Espago vetorial.

Sejam E wum conjunto e X wum corpo. Suponhamos@que e=-
xistem aplicacoes de E x E em E e de K x E em E, as quais
denotaremos por (x,y)—=x+y e (A,x)—Ax, respectivamente,

satisfazendo &s condigdes:

1) x4y = y+x

2) x + (y+z) = (x+y) + 2z

3) existe um elemento 6 de E tal que x + & = x para todo X.

4) a todo x de E correéponde um elemento, que denotamos por
~x, t2l que x + (=x) = .

5)_ Mx+y) = AX + Ay

6) (A+d)x = Ax + 9x

7)  (A)x = A(9x) ¢

8) 0O.x = 6

9) l.x = X a

Digemos que E, com estas duas aplicagcoes, constitue um espago ve-

torial sdbre X. Chamamos vetores aos elementos de E, escalares

aos de K; o vetor =x+y ¢é chamado soma dos vetores X e y e
o vetor Ax diz-se produto de x pelo escalar A
Suporemos © leitor j& familiarizado com tddas as nogdes

relativas aos espagos vetoriails de dimensao finita, estudados na
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£lgebra Linear, Stmente consideraremos aqui os casos em que K
N4 . . .
€ 0 corpo dos reais R ou o dos complexos C, ¢ em geral, omi-

tiremos referéncis especifica,

3.1 Definicao - Uma norma em um espago vetorial E & uma apli-

cagao | [:E-—=R, satisfazendo as seguintes con
dicoes:
1) [x]20 o |x| =0 see sése x =6
1) Ul = (Al lx|

113) |x+yls x| + ly]

Destas propriedades results imediatamente que a fun¢ao definida
por d(x,y} = "x—yﬂ & uma distdnecia (verifique); em particular,
a desigualdade triangular decorre de [x-y| < [x-z] + lz=v] .

» . ] ' ~ - §
Unm espaco vetorial considerado tambem como espaco metrico, com

’ . . . . .
a metrica induzids por esta norma, e dito espago vetorial nor-

mado.,

3.1.1 Exemplos: Nog exemplos a seguir consideraremos espacos
constituidos por fungdes reais ou complexas

definidas em um certo conjuﬁto T. O leitor verificard que &g~

tes espacos se tornam espacos vetoriais se a goma e o produto

por escalar s3o definidos por
(x+y7) (%) = x(t) + y(t), (Ax)(%) = Ax(t), teT

Em particular ge T = {1,2,3,09,,n} obtemos os espagos V.(R)
ou V (L), das n-uplas de reais ou comp lexos com soma e produto
escalar definidos pelas operagoes correspondentes sdbre as com=-

.ponentes, Se T = conjunto dos inteiros naturais, obtemos espacos
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vetoriais de sequéncias.

Exemplo 1 - Podemos introaduzir varios tipos de normas em. Vn(ﬂl)

(e em consequéneia em Vn(FU ). Para p = 1 e

x = (El,ég,..,,gn) € Vn(C,) fagamos

1/p

Ix] = (legf + [sf + .o + 18D (3.2)

% imediato que os axiomas i) e ii) s@o satisfeitos. Quanto ao

axioma iii) sua expressdo em térmos de (3.1) e
/
(ZI% P (ZI@\P) LInIP , (3.2)

que se chama desigualdade de Minkowski; sua validez é provada a

seguir, bastando considerar © casoc p > 1, pois para p = 1 ela

» . .
e imediatza.

Desigualdadesode Holder e de Minkowski

A desiguasldade de Holder e:

ile | os Z I3 1p)l/p ( il ) /a (3.3)

onde g ¢ defimido por g = 5§T e portanto satisfaz

1 L

P = 1 ]

5+ 35 | (3.4)
Como a (3.3) é homogénea, isto &, c antinua valida ao substituir-
mos X por AX e ¥y Dpor Ay, A escalar, basta prové—la no

caso enm que B

X n

S legl® = ) gt =1 (3.5)
1=l i=1

. Neste caso 0 292 membro da (3.,3) é igual a 1. Para tanto obser-—
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vemos que se 1 = £f(§), com 7,5 reais = 0, fOr uma funcéo con
tinua mondtona nao decrescente, tal que f(O) = 0 e f(§)*ﬂ&¥

quando E-—= , entdo, dados dois nimeros positivos a,b quaig-

4 N - . 4
quer a soma das areas A,B indicadas na figura ¢ =2 ab.

e Aplicando éste resultado no
| caso em que 1n = f£(g) = gP=1
b. ' e portanto
WO T )
\\ 1: NN o E = nPT = pd- , obtemos
\\ /“ﬁ/'// o : ’ a ]
s e : 5 s /b
0 a 5 a 1
B=/ n%""dan = v%/q
o)
b q
Dai1 abs-g'—+-b———.
q
Pondo a = ]§i| y b= lnil ¢ somando sébre i de 1 a n
obtemos
1
2. el =1,

levando em conta (3.5) e (3.4), que € o que querfamos provar. |
Para provar a desigualdade de Minkowski pomos a = fgiL,
b = [ni] na identidade
- (a+b)P = (a+b)P“1ua+'(a+b)p”lab ,

vélida para a,b » O, e somamos sdbre 1 de 1 a n., Obtemos:
n

i“ﬁilﬂninp = ) gl ing 9P el s
i=1 =1 T

- |
£ ) eyl + I P gy
| i=1
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Aplicando a desigualdade de Holder a cada um dos somatOrios no
22 membro desta igualdade, separadamente, e levardo em conta gue

(p=1)qg = p obtemos:
7 _
1Y
PRECHETAPERS

0 1
[ S Ceaem ] B R e 2 DY
i=1 B | |

Dividindo o dois membros desta desigualdade pelo primei

ro fator do 22 obtemos a (3.2).

Nota - O espago vetorial normado assim obtido & denotado por
2P(n). Ao espaco vetorial normado obtido com esta norma

definida sdbre Vn(ﬁQ) chamaremos 4P(n) s8bre os reais.

Uma outra norm ém V (() é dada por

HX“T—‘ max {lgllgala,lgnl}o
Neste caso se denota o correspondente espacgo vetorial normado

por 47(n) , o que é motivado pelo fato que

1/p
max 7|§i| = lim (|§l|p + ooee + |§Ap) »
p—:boa

Exercicio: Prove esta igualdade.

Exemplo 2 -~ Definimos 0 espago 2P , b =21, como o espago veto-

o0
rial das sequencias X = {Ei} para as quals vale
. i=1

o0

Z:|§ﬂp < » , sendo a norma definida por

i=1 _ :
NN N SR

i=1

. _ ,
Exercicio: Prove que P & um espago vetorial e que ﬂx"p e de
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fato uma norma. (Sugestfo: estenda a desigualdade de WMinkowski
para sériesjpara isto note que I x] p + Hyﬂ é maior ou igual do
que o 292 mewbro da (3, 2), e portanto as somas parciais da série

S,|§ +7. ] sao limitadag).,

O espaco &m ¢ definido como 0 espago vetorial das se-

oo
queénecias x = {Ei}.

1 limitadas, com a norma
1=

ixl, = sgp Igil

Nota - No caso em que p = 2, o espago 4° , que € a generaliza~
¢80 dos espacos &2(n) = espago unitario de dimensdo n;

chama-gse éspago de Hilbert das sequéncias de guadrado somével.

Neste caso q = 2 +também e as desigualdades de Holder e de |

‘Minkowski tomam as formas, respectivamente,

'\_‘%l‘iiﬂil = (Z:L‘ |§JJ2 e Zilnj_l2)l/2

(gfgimf)l/? < (Jif 2 i /2

A primeira é 8- degigualdade de Cauchy-Schwars e a segunda simples
mente expressa o fato de que o comprimento do lado de um tridngu-~
lo (no caso Hx+yﬂ2) ¢ menor ou igual do que a scma do comprimen-—

. t0 dos outros dois (no easo I, e I¥l,)

Exemplo 3 - a) Se T & unm conjunto qualquer ngo—vazio, chamamos
- B(T) ao espago vetorial de t0das funcdes comple-
xas limitadas definidas em T, com a norma Izl= sup [x(%) .
' teT

Em particular 4, = B(N), N = conjunto dos inteiros naturais,
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b) Se T além disso for um espacgo topclégico, podemos falar em
funcgdes complexas continuas sbbre T3 ac espacgo vetorial fore
mado pelas fungoOes continuas limitadas, coOm & mesmo norma que em

a) representamos por C{T).

Exemplo.4 - Seja p = 1; no intervalo finito [a,b] consideremos
o espac¢o vetorial de tBdas funcbes com lexas conti-

nuas e definiremos sus normm por
=) - (f o dt)l/P

Como no Exemplo 1, prova-se que esta ¢ de fato uma nor-

ma; para tanto usa-ge a. desigualdade de Minkowski para integrais

b

b
(”£[|x+yP aw? - (_£ |%( P ) 4 ¢ f (6P at) Ve

cuja prova se obtém simplesmente substituindo o s{mbolo de soma-
tério pelo de integral ms etapas da pfové dada no Exemplo 1.

Denotaremos &ste espaco vetorial normdo por BF [a,b].

3.1.2 Seja E um espago‘vetorial ﬁérmado e K (K=C , ou

K = R) seu corpo de escalares.
Notemos que K & também espago vetérﬂai normado, quando ge toma
como norma © valor absoluto. Considérem03~o_espago métrico Kx E
(ver 1.15.8). O pfodﬁto por escalar ests definido em

K xE-—E, Vamos mogtrar a continuidade-desta aplicacgso., Temos

Iaz-agz | = TO=r )z, + Ax=x )l s A=Al Txgl + AL lx-x

Daqui resulta que de (An,xn)—_*-(Ao,kd) guando n—o segue

. ' L4
!Anxn ono , pois Aﬁ—iA e X =X, gseparadeamente e A €

(o] n
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limitada. Pelo teorenms 1.15.4 a aplicacao é continua.

Da desigualdade

I(x+y) ~ (x 4y )] < [z=x,] + ly-7,l

segue,,anélogamente, que a soma, como aplicacdo de ExE—E, &
também continua.

Que a norms também é.fung&o continua segue de
Mx" - onﬂl < Ii—xoﬂ (bastando usar a desigualdade triangular
para obter esta dltima).

Observemos, de passagem, que um espago vetorial no qual
estd definida ums thblogié tal que a som de vetores e o0 pro-

duto por escalar sao func¢bes continuas & chamado espacgo vetorial

t0p016gico (abreviadamente EVT). Portanto todo espago vetorial

’ ~ ’
normado e um EVT; a reciproca nio vale, porém,

3.2 Subespagos e esfera unitaria,

3.2.1 Définigéo - Un sﬁbeépagé S de um espago vetorial E &
' um subconjunto de E tal que se X,y € 8
entdo também Ax + py € S,
Un subespago S de ﬁm espa@o vetorial normado E pode

\ser ou ndo ser um eénjuntb fecha do., Se for feclmdo diremos que é
um subespago fechadoa . |

- Da, ébntinuidadeHda soma e do Produto escalar em um espago
vetorial nofnado resulté'imediatamente que o féecho. S de um sub=
espago S ¢é tambédm um subesﬁagoa-

Chamamos de esfera unitdria em E so conjunto

{x€E [ 1zl = 1} .
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Observemos que se S & um stbespago, entao todos-os pontos da
esfera unitaria est80 a ume disténcia <1 de S (basta'notar
que & €S e que [x=6] =1 se |x| = 1; porténto

d(x,8) = inf |x=s| < 1). Se o leitor tracar no plano o circulo .de
raio 1 e 3;2 reta qualguer pela origem, verd que ha um ponto do
eirculo cuja distdncia a S ¢ exatamente 1; basta procurd-lo gd
bre a normala reta, tirada pela origem. Cabe perguntar se algo

semelhante sucede no casoc de um espaco vetorial normado E gual

~quer. A €ste respeito temos o seguinte

" 3«2+2 Teorema (Lema de Riesz) - Seja E espago vetorisl normado.
Se 5 ¢ um subespago fechado préprioc de E, entdo
hé pontos na esfera unitéria de T cuja dieténeia a S €& arbi-

trériamente proéxims de 1,

Prova: Seja dedo @ arbitrério tal que O < © < 1, Tomemos
Xq € E=S53 geje

4 = d(x1,S) o

Gomo S ¢ fechedo temos d » O (ver Exercfeio em 1,15.9). Como
0"*d > 4 existe By € 5 lal que |s -xqs @'1d, ?ala'definigéo _
de 'd, Seja a = Hsoﬁxlﬂﬂla 0 vetor xg = a(sy=xy) estd na es-

feors unitéria..Se g € S temos:

Je=x,] = [& ~ a(soexlﬂl = o [(a~ts + 8,) = x| 2 ad
pois o s +8 €8 o dal [(a™e + 8,) = %3l = d. _
Mas 8, fol escolhido de modo que © s qdj logo ‘H5mx0H2(® para

todo s€S, como requerldo. C.Q.D.

Todevie ndo é necesstirimmente verdade que haje um Vetor X - ne eg

! |
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fera unitdria tal que® d(x,S) seja exatamente igual a 1, como

nos mostra o exemplo seguinte.

Exemplo: Seja & o subeépago de'c[d,ﬂ das fungbes tais que

x(0) = 03 cmo tal, E - também é um espago vetorial nor
mado com a mesma norma de ¢[0,1] . Seja S = {er].glx(t)dt = O}.
¥ claro que S & um stbespago de E, fechado, pois de - X, €8,
X, convergindo uniformemente para x, segue élx(t)dt = 0, is=
to &, xeS. |

Suponhemos que houvesse xeE, com |[x| =1 tal que

d(x,S) = 1, Entfo seria |x~s{ = 1 para todo seS, Tomemos em

particular a funcdo s, € S dada por:

sn(t) = tl/n , O=< t<1 , n inteiro >0 .,

Temos:
ls | = 1
1
. - _n
s f sp(t)at = =S
o)
. . 4
0 vetor y = x - [£§%“o flx(t)dt}o s, Dbertence a &,
, o
Logo
g . 1
1< x=y| = %— . f x(t)at

O

Como isto vale para t0d0 n inteiro positivo segue dai que
1
f x(t)at = 1
0

0 gue € um absurdo pois como =x(%) < 1 (0 t=<1) e x(0) =
=0 a continui&adelde X obriga que esta integral seja menor

do que 1.
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3.3 Teorems -~ A esfera unitaria de um espago vetorial normade E
é compacta se e sé se E tiver dimensao finita.

Prova: Se E tem dimensao finita n.z 1, E tem uma hase
A . L4 a
Xq9XpgeaesFy tal que todo x€E se expressa DOY uma unica

combinacho linear dos vetores desta base, i.e.
x = glxl -+ §2X2 "+ ae e + ann o
fiste fato estabelece um isomorfismo entre E e Ll(n) (ou en-

tao éntre E e Ll(n) gbbre os reais se E +tambem for sbbre os

reais) dado por.
K ——- (gl,gz,aaa,gn)‘a .

Congideremos a fungao f definida em ‘Ll(n) por

F(E,8,500058,) = 189x) + oo + B x|t
Séja A = max “Xi“ ; entao vem:
i
181%y +ooot S x| = ACIE [ +euosE ) (3.5")

Dagui segue que f é continua em Ll(n), Como a esfera unitaria
de Ll(n) é comprcta (Coroldrio 1,15.7 a)), ¢ teorema de

Weierstrass nos diz que f atinge seu minimo a = O nesta esfe-
ra. Se a fBsse zero terfamos [ X + 0. + g x I = 0 para um

certo ponto de &l(nj, e dal {xl,,..,xn} nao seria uma base. Logo
ﬁglxl +eeot B x| 2 as( |81 +eout |E )  (3.6)
com a>0.

Seja agora {x(m)} uma, sequgncia qualquer da esfera unitaria de

E., Pela (3.6) vem
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lgj(_m)' + o000 + lg}gm)l = l/(x s mzl,2,aaa )

Logo a geguéneia {(glm),oaa,ggm))}m oontéﬁ uma subsequéncia
convergente, Pela continuidade do produto por escalar & da soma

a subsequéncia correspondente de {X(m)} também & convergeﬂte e
converge para um x com f[xl= 1 (pela continuidade da norma),
Pelo teorema 1,15.7, segue a tese. O caso. n=0 & trivial,
Reclprocamente, tomemos a cobertura aberta da esfera unitdria de
E constituida de t8das as bolas de raio 1/2 e cemtro nesta es-
fera. Por ser esta compacta, por hipdtese, hd uma subcobertura
finita, de cenfro em certos pontos Xq9Xpyo0a0sX o ceja S8 o0 sub-
espago gerado por &8stes vetoresg, Admitamos que S fbsse um sub-
espago proprio de E. Como S e Techado, o lems de Riesz assegu-
raria a existéncia de um ponto na esfera uﬂitéria de E, cuja dig
tAncia a S seria > 1/2; em particular terfamos | x-x4] > 1/2,
i=l,+«s,n, Portanto =x ndo estaria na subcobertura citada, o que

¢ un absurdo. CsQaDy

3.4 Transformac¢des lineares.

3«4.1 Definicdo - Sejam X e Y espacos vetoriais sbbre o mes-
mo corpo de escalares. Uma gplicagio T:X—=Y

p . - . ) . T
sera dita transformacac linegr ou operador linear se seu dominio

D £8r um subespago vetorial de X e ge for

i) homogénea, isto &, se T(Ax) = ATx para todo esealar A e
todo x em D
ii) aditiva, isto e, se satisfiger T(X1+x2 = Txl + sz ’

xl,x2 € D, :
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Stmente nos interessarSo os casos em gue 0s escalares sao

0s reais ou 08 complexos,

Notas - Da definicBo & imediato que T& = 6,
Quando ¥ =R ou C costuma-se chamar as transformagoes
lineares de funcionais lineares.

Uma aplicacfo linear também e chamada homomorfismo (de

espacos vetoriais). Se além disto € bijetora diz-se isomorfismo

(de espacos vetoriais).

Exemplos: 1) No espago Vn(I,) a multiplicagd@o por uma matriz
m x n de numeros complexos.é uma transformagéo li-

near de Yn(C ) em Vm(Cf)a

2) Se K(s,t)- é uma funcao real e cont{nua.para 0 < s,t s 1, a
transformagido dada por XxX—y, cCOm y(f) = flK(s,t)ds .

0= ¢t < 1, é um operador linear em C[b,lJ» °

_ Jé a transformaggao x-—= A = f:x(t)dt ¢ um funcional
linear em C[O,l]a ° |

Representaremos 0 dominio de T pelo simbolo bT ou

por D[T]., X imagem de Dyp pela T répresentaremos por R[T].
0 leitor verificard fhcilmente que RI{T] & um subespago de Y.

0 conjunto N[T] = {xeDTlTk = @} ¢ obviamente um subespago de X

e sera denominado espacgo nulo de T.

' ~ ~ . ~ r . X
Observagao: Quando nao fizermos mengao explicita do dominio de

T estaremos supondo que D[T] = X,

3.4.2 Inversa - Sejam X e Y espagos vetoriais e T uma

~ . ' Foo.
transformacso linear de X em Y, com dominio
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D[T]. Se a transformagdo T fér injetora, entdo T:X —=R[1]
tem uma aplicacdo inversa _T“l; T"l serd chamada simplesmente

-1

- L) - - 4 +
inversa da T. O leitor verificard que T  :Y—X & linear e

que D[l = rf1] . r [771] = p[1].

[ . . o~ . .
Exercicio = Faga a verificacao citada e mostre que T, sendo 1li=-

F o, . N .
near, € injetora se e s6 se Tx = O implicar x = 0,

344.3 Norma de uma transformaciSo linear,

a) Definigéio - Sejam X e ¥ espag¢gos vetoriais normados e

C TeX>Y  uma transformagao linear. Dizemos que T
¢ limitada se existe uma constante I tal que |Tx| s "M, |x|
para todo x de X.‘(Aqui e no que segue representaremos as nor—
mas em X e Y pelo mesmo sfmbolo, a fim de simplificar a nota-

cao0).

b) Definigao = Se T £or limitada definimos sua norma como o NG~
mero [T dado por

| md
Y — %X—XEL

x#£0

Devido & linearidade de T “temos também:

I

sup HTXH s
Jxl=1

it

34,3 Teorema - Se X e Y sdo espagos vetorials normados e
TsX—~Y € linear,entdo
- L4 . .
i) se T & camtinua enm x,€X, T ¢ continua em X;
P » I d L4 rd ..
ii) T ¢ contfnua se e 88 ge T ¢ limitada.

Prova: Suponhamoes que T ¢ continua em X, © seja Xy um ou-
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tro ponto qualquer de X, Dado ¢ > O ha um & > O tal que
HX-xOH < § impliea uT(x-xoﬂ1< €.
Seja agora |x-xq|< &; como [Ix-xlﬂ = "(x+xo-xl)-~ xoﬂ < &
segue entdo HT(x-xl)H< € ; isto é T ¢é continua em x;, e isto
prova i). |

Seja agore T limitada; entao de "Tx-Txn“ = "T(x—xnﬂis

Mlz~x | e de x —=x segue Tx —>Tx, Logo T ¢ camtinua.

o

Reclprocemente supomhamos que T nfo é limitada. Entao

tal que JTx | = nlz . Considerando a

X
n iz i
pois [Ty lz 1. Logo T ¢ descontinua na origem e portanto em

existe uma sequéncia X,

sequénecia dada por ¥y, = vemos que y,.—>0j porém Ty <=6
n q n n

todo espaco X, pela i), C.Q.D.

3.,4.4 Teorema — Seja T:X—Y uma transformacao linear e X e
Y espagos vetoriais normados. Entao os enuncia-
dos seguintes sa0 equivalentes:

-1

i) T existe e & comtinua em RI[T].

ii) H3 uma cmstante m > O tal que

-

|7zl = m}x] , =x e X.

Prova: Se T~1 oxiste e é continua no seu deminio entdo para to-
do y € R[T] vale “Tﬂly“ s M HY" , Dpara uma certa

constante M > O, Dado x€X +temos entdo:

L.

=i

IX" = ”T_I(Txﬁls M.“TX“ » Basta agora tomar m =

Reclprocamente de ii) segue que se Tx = © entao x=v,

Pelo exercicio em 3.4,2 T é uma injecao e portanto tem inversa

-1

o adbre R[T], Se y € R[T] entdo y = Tx para um certo X
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de X e defde x =171y ¢ da 11) segue:

cw Tyl = wx) s x| - 3|
isto & |

2=ty < iyl - . C.Q.D,

HiH

Basta agora aplicar o teorema anterior.

3.4{5 Definigﬁo ~ Duas normas definidas sdbre o mesmo espago vew

torial E s8o ditas equivalentes se as topo~

logias induzidas pelas métricas correspondentes forem coinciden=

‘tes. - ' o

3¢4.6 Teorema - Duas normas 1 e II% sObre um espa¢o vetorial
E sdo equivalentes se e sé se existirem constan

tes positivas m e M tais que
m_ﬂleSHXHE < Mo |xl; para todo x de BE,

Prova: Sejam El e  E 08 espagos vetoriais normados obtidog de

2
E por introdugdo das normas Iy e ﬂﬂ2, respectivamente.
Definimos a transformacio linear 'T:El—*'Eg pela expressio

Tx = x. Pelo teorems 3e4.4, as desigualdades
mﬂxﬂl < HTxH2 = M, ”X“l

s80 exatamente ag condigbes que asseguram a continuidade simulti-
neamente de T e de T Y. Porém éomo 7 ha) =4 e (r=hy~1(a)=
= A para qualquer subconjunto A de E segue que T e gl
s80 continuas simulténeamente-se e s6 se os abertos de El‘ fo-

rem abertos de E2 e vice=versa, C.Q.D.
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3adoT Corolaric — Os espagos Pn), 1sp==, tém a mesma

topologia.

Exercicio: Prove &ste corolario caleulando as constantes m e U
para og diversos casos. (Como a equivaléneia de normas

+ ~ . ~ ) . . - e

é uma relag¢do de eguivaléncila é suficiente fixar uma delas e va-

riar as demais).

3.4.8 ZEspagos vetoriais de aplicagOes lineares.

0 conjunto de tddas transforma93e5~lineares de um espago
vetorial X em outro espago vetorial X, constitue um espago ve
torial sbbre o mesmo corpo de X e Y, desde que munido das se-

guintes operacoes:

i) soma, definida por (T1+T2)(x) ="0yx + T,X

3i) produto por escalar, definido por (AT)(x) = A(Tx), isto

para todos =xEX e A N0 cOTPO dado.

£ . . s ~
Txercicio: Verifique esta assergaoc.

3,4.9 - Agora suponhamos que X e Y sS5o espagos vetoriais nor

mados., Entao sendo T:X—Y linear e limitada, ja defini

“srp | rx]. £ imediato que 2} =0 7
, x| =1 , ' . _
e |7 =0 seesé6 T =6 onde 6 ea transformacao linear de-

mos sua norma'por “T“

finida por 6.x = 6 Dpara todo x de X, Mais ainda vale
pach = [al. f

H(TlfT2)#“= “Tlx + sz“ < “Tl“.+ “T2“

. A desigualdade triangular resulta de

para |x]= 1. Em consequéneia disto introduzimos a seguinte nota-

gao.,
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344,10 - Sejam X,Y espacos vetoriais normados. Por <£(X,Y) re~
Presentaremos ¢ esgpace vetorial normado das transforma-

i - ¥4 .
¢oes lineares continuas de X em Y, com a norma dada acima.

3.5 Espagos de Banach,

3+.5.1 Definicao - Um espago vetorial normado completo chams-se

egpago de Banach.

Exemplo 1 - Por 1.127 ¢[0,1] é completo e pelo Exemplo 3a) em °
3.1.1 ¢o0,1] & um espago vetorial normado. Logo &

espago de Banach.

Exemplo 2 - Todo espac¢o vetorial normado E de dimensio finita
n , é de Banach. Basta observar que o isomorfismo de

E  sb6bre %l(n) definido em 3.3:

X = §1Kl +ao-.s_+ gnxn_'_"—z‘ (gl’ng""’gn)

é um homeomorfismo, isto é, € uma aplicacio continua (pela (3.6))

que tem inversa continua (pela (3,5')). Dai, se {yp} em E ¢

LOZN

. . s ! l
de Cauchy, sw imagem em Ll(n) também o serd; como 2 {(n)
completo, esta sequéncia serd convergente ; pela continuidade da
aplicagao inversa a sequéneia {yh} deverd convergir para & ima-

gem inversa déste limite.,

Exemplo 3 - Lp, p’a 1, é egpaco de Banach.
De fato, seja {xn} uma, seQuéncia de Cauchy ,

x, € %P, xﬁ'= (§£n)g§én),..,), n=1,2,... . Eserevendo a tabela

infinita,

L
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X, §§2) §g2) §g2) cosa
x, 0 i3 53 (3 Ll

vamos mostrar que o conjunto das entradas de uma coluna X qual
quer constitue sequéncia de Cauchy de nimeros complexos.

Isto segue imediatamente de:

ngn (m)l (lgﬂn) _ gémnp)l/P

S‘“Xn"xmﬂ .

Seja entdo &, = lim §£:n).
n--

Agora construimos o vetor x = (€1,§2,,..) cujas entradas sao

exatamente 0s limites das diversas colunas. Mostraremos que:
_ ) P . ’ .
a) x = (%1,§2,a.1) e 4¥, De fato, por ser de Cauchy, {xn} e li
mitada, isto & Hx | = M, para um certo M. Dai
L1 1/
7 P
(Y PP < s
i=1
Fazendo n—=« , € Observando gue §gn)—9'§i , Obtemos:
J ,
( iilgilp) /p. = M .
i=1"
Como k ¢ qualquer, isto mostra que X € 2.

b) Hxn—x“~*-0. Seja dado & > O. Daf hda N tal que ﬂxn—xmu <€

se n,m = N, Portanto

() o (m) Py /P
O R UL
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para n,m @ N e k qualquer. Com ne k fixos, facgamos

m—©, Obtemos
' 1/p
( §i|§§nj - §-,P) <€, se n=N,
i=1 1 .

Como Xk ¢ arbitrério isto significa que |x -x|<g se =n = N,

N Id
isto e, x,—x e 4P & completo.

Exemplo 4 - O espago vetorlal ‘normado '@plﬁ.tﬂ, P =2 1, dado em
3.1.1 nao e de Banacho Vamos cons iderar © caso em

que p =1, a=0, b=2 e definir as fungdes continuas

n,Og"bSl

x, (%) =
. L , 0= %5 2

Id

Entao {xn} e de Cauchy pois

1 1 ,
L‘ IXﬂ—XmId't -—mﬂ m se n =m .,

Mas xn(t) carverge pontualmente para a funcio discontinua

0O, 0<x3=s1
1;1s‘t32
Como a desigualdade trlangular ainda valeria se permitissemos

fungoes continuas por partes, a existéncia de uma funcao limite

x(t) continua implicaria que
2
of (%) - x,(t)] dt = 0

0 que ndo & possivel,
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3.5.2 Completamento.

Se um espaco vetorial normado X nao fOr completo, pode
mos completa-lo como espago métrico, pelo processo descrito no
teorema 1l.16.5, ou por algum outro processo. No entanto se qui-
zermos obter um espago de Bamch a partir de X, précisamos es-
tender a estrutura vetorial e a norma a0 cgompletamernt o, garan-
tindo ainda a continuidade das operagoes vetoriais, Vamos usar o
completamento e a notagao dada em 1,16.5. Dados ¥,V é Y, sejam
{Xn] €y e {uﬁ} € v. Entdo {z +u } também & sequéneia de
Cauchy e portanto pertence a um z de Y., Bste 2z g0 depernde de
¥y e VvV e naoc da escolha particular das sequénecias pois de
{xﬁ} ey e {ul} € v segue

{Xn + un} ~ {xﬁ + uﬁ} . (Verifique).

Entio definimos a soma por y+v = z. Andlogamente definimos Ay,

A norma seria definida por |yl = lim |=x |, sendo {Xn} € v,

0 zero de Y seria a classe conteggzma sequéncia {@,@,G,...},
6 e X, E uma simples questao de rotina verificar que estas de-
finigGes estdo bem dadas, que X é isomorfo a Y, e que a mé ~
triea de Y € derivada desta norma assim introduzida, o que
deixamos a cargo do leitor., Como em 1.16,.,7, podemos agora obter
o completamento X, o qual serd um espago de Banach do qual X
é um subespac¢o denso,.

Informamos ao leitor gue o espago IP(a,b), com p = 1,
dité das fungdes de poténeia p integrdvel, é um espago de
Banach isométricole isomorfo ao espaco de Banach obtido de

,ﬁp(a,b) pelo processo acima descrito. Isto & mostrado em teoriq
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da integragao, onde se constroe os elementos de IP(a,b) como
clagses de equivaléneia de fungdes que diferem apenas em conjun-—
tos ditos de medida nula, com uma norms aproprimda; no caso par-
ticular em que p =1 e em que a classe contém uma fungao nao
negativa esta norma coincide com a integral de Lebesgue das fune
¢0es da classe dada. Esta inte gral generaliza o conceito de in-
tegral de Riemann, via um processo de completamento. Com isto,

o0 leitor que desconhece integral de Lebesgue, fica no entanto
conhecendo sua ligacao com o que agui estudamos.,

Un tipo de espac¢o de Banaeh muito importante € o que nos ¢ dado

pelo seguinte teorema.

3:5.3 ZTeorema - Sejam X,Y espacos vetoriais normados, Se ¥
¢ de Banach entio também £(X,¥) € espaco de

Banach,

Prova: . £(X,Y) foi definido como espago vetorial normado em

3.4.10, com norma T = sup J1xl. Vamos mostrar que &
' jxI| =
completo. Seja {Tn} uma sequéncia de Gauchy, dado € > 0 hd N

tal que n,m > N 1mpllca "Tm - Tn" < €. Dal obtemos
usando a definigdo da nor

lzx ~ 2zl < 2y -2 |

m
ma dada acims, Logo {Tnx} ¢ uma sequéncia de Cauchy em Y, pa-~
ra todo x, e portanto tem um limite em Y por ser &ste comple-
to. Definimos ums aplicacdo T-X-w-Y dada exatamente por &ste
limite, isto € fazemos Tx = lim T x. Da cont1nu1dade das ope-
ragoes vetoriais results 1med§£::mente que T é linear. Por ser

de Cauchy, {Tn} é limitada, isto &, vale "Tn" <= M para certo

M, Dai também ﬂTnxﬂ's Mixz| para todo x e portanto pela con-
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. Logo T ¢ limitado; pelo

tinuidade da norma segue [x| < M|x]
teorema 3.4,3 T ¢é continua isto é T e &X,Y). Fazendo n-— o
na desigualdade ﬂme - Tnxu < ¢g|x], n,m = N, obtemos |

“me —-Tx‘|s elx| e em consequéneia [T, - T| <€ para m 2lN.

Logo T —T, isto e, &£X,Y) ¢ completo. C.Q.D,

3.6 Dual de um espag¢o vetorial normado.

Seja E um espago vetorial normzdo, sdbre o corpo dos*reais
ou dos complexos. Introduzindo o valor absoluto como norma dqs »
escalares &8stes passam a ser espacos de Banach, respectivaménte
R e € ; representemo-los indistintamente por K . Entéo pelo
teorema anterior &£(E, K) ¢ um espaco de Banach e seus elementos

sd0 exstamente os funcionais lineares continuos sbdbre E.

3,6,1 Definicdo = Chamamos &£(E,K ) dual, ou adjunto, do0 espago
vetorial normado E, e & denotamos por E*.

Emn um espago vetorial normado E, de dimensdo finita n > 0, to

do funcional linear f pode ser escrito
(3 -7) _

£(x) = & £(xy) + 200 + 5 f(x,)

onde XygoeayXy, congtituem uma base de EIl e

X = 89X + ees + gnxn . Como as aplicagtes x—>5, , izl,f,.,n,
s8o continuas em E, (verifique), resulta daqui gque todo funeio-

nal linear sdbre En ¢ continuo. Portanto o espago vetorial que

integra EE é o de todos funcionais lineares, independentemente

da norma de E_, e tem dimensfio n também. No entanto a norma

de E; dependera da norma de E, .



Exemplos: 1) Dual de &p(n), lsps oo,

Pela observacao anterior o espago vetorial de (4P(n))*

estd em isomorfismo com V.(C), dado por
f e (fl,aaagfn) ]

onde f; = f(x;), i=l,...,n, e X1s000,%, constituem bage de

P(n). Tomemos a base constituida por Xy = (1,0,.4.,0);

x2 = (0,1,0,e¢a,0)5aqa; X, = (09001’!0?1)*’

n
Seja 1< p< =, Pela desigunldade de Holder ((3.3)) aplicads

a (3.7) obtemos:

n
2l s () AL
i=1

%I,

Il
1
onde q = 521" Portanto |[ff| < ¢ Z:[fi]q) /4 . Tomemos o vetor
- ‘ i=1
0 =1 '
x° de componentes §k =|fk[q . ¢ =19 onge ®k = arg fk s

k=l,-..,l’l. :Dai entao:

_ _ﬂi
0 o4~ o (P
e 8y = |fk1q = ngl = |§p|
Portanto:
_ 1/p 1/p
%0, = (ZRg®)7? = (Ll 97,

i

(;[fqu)l/q o ”XOHP '

f(xo) - %;[fqu

por ser 1/p + 1/q = 1.

Logo a norma de f & exatamente
1/
£} :(%lfkm s JCSVRRRE STy

isto g, (4P(n))* & isométricam nte isomorfe a 4%(n), através
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do isomorfismo dado acimaj; aquil q==3§;r,

. ‘
Exercicio: Mostre que um resultado correspondernt e vale para 0s

casos p =1 e P =

2) Dual de P, 1s=p< e,

Denotemos os vetores unitdrios por e = (1,0,445)

e, = (0,1,4..), ete, Seja x = (51,52,...) e P 5 entdo os vetg

2
‘n .. e
res x( ) definidos manmtendo-se as N Pprimeiras componentes de

x e fazendo-se as demais iguais-a zero, para I = 1,260, tam—
» ~ p
bem estao em 4 e convergem para X, NosS casgses D = l, p<®
. . . - . Fd A
(verifique). Seja f wum funcional linear continuo sObre &p,

Escrevamos f; = f(ei), 1=1,2,0s. » Entao f(x(n))== iigi:i .
i=1

Il
pela linearidade de £, pois x(n) = Z: §; €5 Como f € con-
i=1
tinva, () o x implica f(x(n))——> f(x)., Portanto

@x

§,f; — f(x), isto é, a serie za §;f; ¢ comvergente e
=1 1 i= 1

1=

vale:.
f(X) = ; 1, gifj_ ’ (1 < p < m) (308)
'_'L:

Agora consideremos primeiramente © caso l<p<e=,

(n)

Tomemos em particular o vetor X dado por
-1 -1 @
(l’l) ‘fk‘q . & k s k=l,...,l’l
x =
k o , k>n
onde 8, = arg fy; bbviament e x(n) e 4F .

Como no exemplo anterior obtemos aguis



68—

If(x(n))l = gi;lfi,q)l/q a ”X(n)”p

Portanto

n .
1/q
=1 = ¢( E: kfilq) 'y para qualquer n.
i=1

Isto mostra que

2 < Ya
q (e

é\convergente e é = £ . |
Em particular ds desigualdade de Holder aplicada & (3.8) segﬁe

que

2] 1/
] = (_Zl |fifq) Q :

portanto vale o simal 4s igualdade, Entao g correspondénecia
* ,
f - (f1’f2’°°') é um isomorfismo entre (4P)° o ¢4 4 também

uma isometria, nos ecasos 1 < P <=, Para 0 caso p = 1, tomamos

(n)

para x° 0 vetor dado por
(n) o108k se k =n
X = .
k 0 se k #n

Entéao Hx(n)"l =1 e f(x(n)) = £ . pad |[£] = E paraJ#o&o

n impliea sup]fﬁ]s I£] 1ogo o vetor (fl,f2,..,) e 4", Agbfa
n

de (3.8) obtemos

oo

l£(x)| = sgp[fnla zéﬂgil

© que wostra que |f| =< suplfﬁ

« Portanto vale o sinal de igual-

dade; logo ({1)* é isométricamente isomorfo g &1.
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3) A reciproca nio & verdadeira, isto &, (4%)* ndo é isometri-
cament e isomorfo = Ll, porém isto ndo serd provado aqui. Ja

o dual do subespago ¢ de L” , dos vetores x = (§l,§2,°.,)

para os gquais vale En—*-O, quando n-—-< , & isomdtricamente

isomoxrfo a &l.

I ~ = A
Exercicio: Prove a assercao acima acérca de c¢*.

4} Dual de Cla,b].

Mostra~-se gue & todo elemento f do dual de Cfa,b]
corresponde uma funcdo v de variagdo limitada em Cfa,b] tal

que f(x) se expressa pela imegral de Riemann-Stieltjes

b -
£(x) =f x(t) av(t) o

=

sendo ainda vdlido que |f| = Variagio de v em [a,b].

Omitimos a prova.

3,7 Espacgos reflexivos.

0 dqual E* de um espago vetorial normado E, também tem,
por sua vez, um dual que denotaremos por E¥*¥,

Observemos que tomando x de E e definindo a aplicagac
LX:E*-—blK por _&X[ﬁl = f(x)} , para todo f de E*, resulta :
fheoilmente que Ly ¢ linear. Mais ainda 4 é continuo pois
ILX(f)| = ]f(xﬂ,s x| .l£] . Portanto |4, = Ix] e 1, € BX*,
Pode-ge provar gue “%X“ = |x|, mas n8o o faremos aqui. E facil

3 T ’ . - . ol
de ver que a aplicacao x—*-&x e linear, isto e, que
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éax+By = aLX + B&y « Portanto esta aplicagao leva E em um gube
espago de E**, igto € E ¢ isometricamente isomorfo a um sub~

éspago de Ex*,

3.7.1 .Definiggo ~ Se suceder Que a aplicacao x—>4 de E
. em E** £0r sobrejetora, isto &, se para todo
¢ de E** houver um correspondente x de T tail que o(f) =
= £(x) qualquer que seja f de E*, dizemos que E & refle~
Bm particular, éegue que ée E ¢ reflexivo entdo E e E* sdo

isométricamente isomorfos.

Exemplos: 1) Os espages 4P , 1 <p < o s S80 reflexivos., De
fato, representemos por T o isomorfismo
' q Py % 3
(fl,f2,,,a)—~*-f de 4% em (&) , tal que F(x) = ;Ei figi’
i=
para todo x = (51,52,,.6) e 4P,

‘ Seja o € (&P)** e T € (Lp)* quaisquer., Por defini-
gaode T, f = Tf,_onde f = (fl,f2,,,.) e 9, Daf o(f) =

= o(2F) = (oT)(%).

Como ¢T:&q—+ C & +também um funecional linear cont{nuo, por ser

R P . ~ N £
composicao de aplicacoes lineares cont inuas, temos que

oT € (¢1)*, paf
(T)(£) = ;Z;_(mT)(ei)-fi ’
e o vetor ((oT)(e;),(qT)(e,),000) € 4P 5 chamemos & Sste vetor

de x°, Entdo vem:

: ji (oM)(ey).f; = £(x°) .
i=1 '
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)**

Togo para todo ¢ de (4% 0 elemento

x° = ((oT)(eq), (@T)(ez),,,,) e 1% ¢ satisfaz o(f) = £(x°%) ,

para gqualquer f de (4F)%, Togo 4P , 1< p < = , é reflexivo.

1 ~ . . . 1
2) Jé o espago 4~ ndo é reflexivo pois, como vimos, (&7)* &
. “ . . . @ . . »
isometricamente isomorfo a 4 mes a reciproca nao e verda-

deira.

3) Qualquer espaco vetorial narmdo E .incompleto é gég refle—
xivo., De fato, como os duais s8o sempre completos e como um

espago‘{etarial normado isometricamente isomorfo a um espago de

Banach também & completo, E mndo pode ser isométrigamente iso=-

E** .

. e L
morfo a sy portanto como esta condigao € necessaria para a re

flexividade, E nao é reflexivo,
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Capitulo 4
ESPAGOS DE HILBERT

Consideremos o caso rarticular dos espacos Lp guando
P =2. Como p =2 implica q = E%I = 2 também, os resultados
em 3.6.1 nos dizem que (%2)* é isométricamente isomorfo a si
PTéprio e que a todo funciomal linear continuoc f sbbre 4° cor
responde um Wnico element o y = (nl,nz,,,,.) de 42 tal gque pa-—

ra todo =x = (51,52,,,0) vale

f(X) = Z ﬁ. a E. (4—51)
=1+ 71
Se definirmos <y,x> por «y,x> = f(x), (4.1) nos mostra entdo

2

que a aplicagdo < , > 1 4% x 22— [K goza das propriedades

i) <x,x» 20, =0 geesbse x =6
i) <y,z> = <X,y>
iii) <y,x> & linear em x.
4.1 Definigao - Em um espago vetorial E sb8bpe o corpo K

(K=R ou €) uma splicagio < , s:ExE——K

L + - . -+ . Y ’ .-
g0zando das propriedades i,ii,i44) aclma, e chamada produto eg-

calar. Ao escalar <Yy,X> chawma-se produto escalar dos vetores
y e X, nesta ordem,

De ii) e iii) results qQue o produto escalar ¢ anti-linear na la,

. . 4
variavel, isto &, que
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<AZ + BYX> = 0e<Z,E> + Bo<F,X>

Por simplicidade vamos sempre tratar somente o caso em que K

= £ ; o caso real pode ser tratado andlogamente.

4,2 Desigualdade de Schwarz.

Vamos provar que vale a seguinte desigualdade (dita de
Schwarz) em um espago vetorial normado provido de produto esca=

lar:
|<y,x>|2 £ <Y, o <X,X> (4.2)
Temos que <x~Ay, X=Ay> = O . Desenvolvendo:
<x;x> -~ A<Y,X> - A<X,y> + |Al%.<y,7> 2 O
Se <y,y>» = 0 obtemos
<x,%> = 2 Re (A.§x,7>)

Como A & arbitrdrio podemos tomar A = &.<x,y>, com a real,
Dal

<X,X> 2 2a l<x,y>|2

0 que implieca <x,y> = 0 podis o« & arbitrario. Neste caso a
(4.2) é valida trivialmente.

Se <y,y> # O podemos tomar A =-EXL§2.; obtemos
<y,¥>

) .
I<x,3>1% 4 ¢ que ¢ equivalente a (4.2).

<¥,¥~

<X, X> =

Exercicio: Prove gue o sinal de igualdade vale na desigualdade de

Schwarz se e s6 se ou X = ay OU ¥ = AX.
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4,3 Desigualdade triangular,

Observemos inicialmente que da ii) segue

<Xy¥> + <y,x> = 2 Re <y,x> = 2 |<y,x>|
Como

LN XY ,E4Y > = <X, X> 4 <X,y> + <Y,X> + <y,y>
obtemos

< XHYHEAY > £ <xy x> + 2 |<x,y>| + <y,y>
‘Usando a desigualdade de Schwarz obtem s
< XY, R4y > < (<x,x>l/2 + <yg'y>l/2)2

pondo entao |x| = <x,x>l/2 esta ultima desigualdade pode ser

3 4 ~ -
escrita, apos extracao de raig quadrada:

Iz+y| = =] + |yf.

Pelas condigoes i) e iii) e por esta desigualdade resulta gue
Ixf = <X,x>1/2 ¢ uma norma. Dizemos que esta norma se deriva

do produto escalar Jdado.

4.4 Definigado - Um espaco de Hilbert H €& um e€spac¢ode Banach

cuja norma deriva de um produto escalar.

. Como exemplo temos o espaco Lz que motivou a presente

definicdo., Do mesmo modo Lz(n) sObre o0s reais, dito também
espago euclidiano de dimens8o n, nos da um exemplo de espaco

_ n
de Hilbert, com o produto escalar Z: gini .
' i=1 "

4.4.1 Lema - O produto escalar em um espaco de Hilbert H & uma

funcéo continua sdbre H x H ,
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Prova: Temos

| <x=u,y> + <u,y=v>|

il

|<x,y> - <u,v>|
< | <x-u,y>|+|<u, y-v>| ) : (4.3)

o |l

1A

| x=u] . |yl+ | y=vl
Se agora (xn,yn)-—a-(u,v) em H X H entio Xﬁf’“— e y, >V
(ver 1.15.8); dai ﬂyn“ ¢ limitada e portanto substituindo-se

., X por x e y Dpor y, nas desigualdadeg acimas, decorre gque

n
<Xn,yn> _— <U.,V> QoEn:Da

4.4,2 Preé-espacos de Hilbert.

J4 vimos que um espago vetorial normado incompleto pode
ser completado de modo a se obter um espago de Banach (ver 3.5.?)
Se tivermos um espago vetorial normado incampleto - E cuja norma
se deriva de um produto escalar, ( também chamado pré—espago de
Hilbert), podemos ent3o completd-lo. obtendo-se um espago de
Banach. Para que o completamento seja além disso um espago de
Hilbert H, devemos estender a definigao do produto escalar a
H x H, assegurando que goze das propriedades i), ii) e iii) re-
queridas. Pelo lema anterior o produto escalar é continuo; portan
0 s6 pode haver umm Unica meneira de fazer esta extensao, como

seja definindo=o0 por

<y,v> = lim <X W,> 4 YoV € 7,

I’l""m
onde {Xn}, {un} sio sequénciss de Cauchy pertencentes a y, V
respectivamente (ver notagio em 3.5.2). Que <y,v> estd bem de-

finido vé~-se de (4.3) aplicado a <x.,u,> e <Xj,u;> sendo
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{xﬂ} €y, {uﬁ} € v. As propriedades i), ii) e iii) saem imedia

tamente desta definicao., Daqui segue qué'todo préwespago de

Hilbert admite um completamento que é um espaco de Hilbert, es~

tendendo~se o produto escalar pela formula acima,

Exemplo: O espago vetorial normado ﬁZ[a,ﬁf dado em 3.1,1 é um
pré~espaco de Hilbert, pois sua norma se deriva 4o pro-

duto escalar definido por
' o

<X, y> =.‘f x(t)y(t)at
. Lo '
como © leitor verificars fécilmenten Daqui segue éue 0 espacgo
Lz(a,b) citado em 3.5.2 e um éspago de Hilbeft, com © prOdufo_
escalar,definido.via 0 Processo 1imité aéima'fefefido.
Observagao: O proceéso aqﬁi referido da entdo um instrumento pa-
ra a construgao de espac¢os de Hilbert, bastando ini-
cialmente definir um ﬁroduto escalar em um eépago vetorial com—

plexo ou real.

Exercicio: Verifique que no espago vetorial das fungdes comple-
¥as com derivadas comtinuas no intervalo finito a,b

0 funecional

b D
f x($)y(trat + { X (t)y'(4)at
a Ja
- dx v = 4y
) (Xe ".d-t 1 | y = d"G’)

s . . ' ~
e um produto escalar, Tire dai uma conclusio.
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4,5 Geometria dos espagos de Hilbert.

Retornemos a0 estudo dos espacos de Hilbert.,

4.5.,1 Lei ao paralelogramo, De

Ix = 5]° = |x|® + |7)° * 2 Re <x,y>

‘obtemos |
"2

PO

=+ 51% + lx - y]® =2 Ix)® + 2 0y

que ¢ dita lei do paralélogfamo.

Pode—ée provar facilmente que se em um.espago‘de Banach é norma
satisfaz & lei &0 paralelogramo entﬁqné;a se deriva de um produto
escalar, isto €, 0 espago também é:dg Hiibert. Em outras palavras

7

esta lei e uma propriedade eXclusiva,dbs espagos de Hilbert.

. ~ o , ~
Exercicio: Prove esta assercao se o espago e real, (Sugestao:

. 1 :
defina <x,3> = § [Ix+71? - |x-y1? )

Angulo éntre dois vetores.

O cosseno do &ngulo formado por dois vetores nao nulos

o

X = (51,52,53) e y = (ﬁl,nQ,nB) d6 B> ¢ dado por

€. M , : ' '
-igrﬁETTTéi , que tambem se pode escrever -iiff%§ﬁ° Em particular
l:

o dngulo por &les formado serd de 90° se'e s6 se <x,y> = O.

Isto motiva a seguinte definigao no caso geral.

4.5.2 Definigdo - Dois vetores x,y de um espago de Hilbert

séo ditos ortogonais quando <x,y> = O,

Neste caso também escrevemos x Ly; notemos que xly equivale

a ylx e que sempre xL6,
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4.5.3 Definigdo - Um conjunto S de vetores de um espac¢o de
Hilvert diz-se ortogonal quande =x Ly para

todo par de elementos distintos x,y de S. Se além disto

|x] =1 para todos x de S, S & dito ortonormal.

4.5.4 Exemplos: Os vetores e = (1,0,...); ey = (0,1,0,.40) 540

2

do 4% constituem um conjunto ortonormal.

No espago ﬁ2(0,2ﬂ) referido em 4.4.2 o conjunto formado
int '
pelas fungdes S: ~—2——u, n = 0,1,2,0¢., O= t = 21, satisfaz

. N V2on
g relacao

2T _
1 ) imt -int -
5n -[ e e at =
0
Portanto no completament o L2(O,2n) déste espaco as classes de-
termiradas pelos elementos de S constituirdo um conjunto orto-
normael, em vista do que se vire em 4.4.2. O léitor poderd veri-

ficar também que no espaco ﬁ2(0,2ﬂ) s8bre os reais, as fungdes

!

1' y ‘—lCOS -t ,. Ccos 2-t geos
Von VT v
, (0 < t = 2m)
*_J'-fseﬂ t ] l sen 2t 40 82
v . T

tambem satisfazem &s condigbes de ortonormalidade.

Exercicio: Verifique esta assercdo.

4,5.6 Definicao ~ Dada uma sequéncia ortonormal {en} em um

egpago de Hilbert H chamamos os escalares

<e_,h> , n=1,2,..., de coeficientes de Pourier de h com res—
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peito & sequénecia {e } .
n _ R
Veremos agora uma desigualdadéffundamental radacionando
a norma e os coeficientes de Fourier de um elemento qualquer em

.relagao a uma dada gequéncia ortonormal, -

4,6 Desigualdade de Bessel.

Se ja {en} uma sequéncia ortonormal e X um elemento
de H. Chamemos de SIl o subespago gerado por el,}..,en,

n=1,2,006. Calculemos o gquadrado da distdncia de x a um vetor

1
y = i¥1-aiei de Sn:
. " .
|x - £§%aleluz = Hx"2 + ;Zg{laIZ -~ 2 Re <a. el,x>}
. - ?Lﬁ o |
= ﬂxﬂ2 + ggi{la| - 2Re<a ei,x>+|<e1,x>F -

= =2 lea -<ei,x>| i|<e 5> |2

"Como o segundo t&rmo no dltimo membroida igualdade acima é nao

negatlvo segue dai
IX‘Y“2 2 HX"2 Z:|<e x>| para todo y de S,
’ ? : 5 n

: | 0 S .
Em particular guando tomamos a4 = <€;,X> , i=1,2,.0040 0 Ve-

tor y = al &1 + a0 ag e, de _Sﬁ'5satisfaz

2 RS
J==y°1° = |x|? - j;1|<ej_,x>|2 .

‘Dagqui segue
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1x12 Zil<e ,X>12 e d(x,8,) = V|z|? - ,le<ei,X>l'

Como isto vale parartodq T obtemos daqui a desigualdade de

Bessel:

e
212 = ) l<ey x5/
A i
i=1 .
Ao mesmo tempo obtivemos uma eXpreésséo que dé a distdncia. de x

a Sna

4,7 Ortonormalizaggo de GfammASchmidE.

Dada uma sequen01a {x } ‘qualquer em um espago de Hllbert

podemos construlr a partlr dela um conaunto ortonormal desde'
pelo menos um x % O Sem perda de generalldade podemos supor os
seus vetOres llnearmente 1ndependentes, pols em casgo contrarlo
extraimos prlmé;ramente um subconjunto com esta proprledade.
Pomos entdo: - L
- ¥y
Xy e : . | e, = T§%I

= X, = < | >0 . - e ﬂfglE;Jf.
Yo T Tp T “Fpiepeep 2 vy

I

S P A

el o ¥

8 . .
4 . . L]

(Observemos que sempre serd Yy, # ¢ por causa da independéneia

linear suposta), ¥ fécil verificar que {en} é ortonormal.
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4.8 Teorems (Riesz-Fischer).

Se { n} ¢ uma sequéneia ortonormal am um espago de Hilber
H e se a sequen01a de .escalares {an}, & tal que zaw J2 < @

~ . L4
entao ha um elementc x de H fal que a, = <en,x> , igto e,-
cujos coeficientes de Fourier com respeito a {e,} s8o os es-
. . n - .
calares dados., Vale ainda x = lim Zﬁ a;€y o
. . . 1 —» i= 1

n .
Prova: Pondo x, = E a;e; 5 n=l,2,..., Obtemos, sendo m=n:
— i= |

il = | 5 agerf= Yo laf — 0

i=n+1 i=n<+1l

-]

: ,
quando n,m—>x , pOr ser convergente a serie z:hxﬂg » Logo

{Xn} ¢ de Cauchy e daf x,~—= X Dpara um certo x de H.

Para ‘m = n temos <e ,X> = a.; pela-continuidade do produto

egcalar obtemos, fazendo m—=w :

<en,X> - aIl K] ‘n=1’2,caa
Pela construcao de . temos x = lim 5; a4 o CsQoDa
: N o i= . o

~ - . . ~ . VA . P LS
Aplicagao -~ Uma aplicagao cléassica d8ste teorema diz respeito as
séries de Fourier. De fato se ao,al,az,,.u e
bysbyyane sao sequéneias de reais tais: que

a2 &
0 §: 2 2
— 4 (a% + b2) < »
2 _ n=1 - = n
entio como a sequédnecia de fungdes trigonométricas dadas em 4,5.4

é ortonormal he uma fungdo x em alguma classe de L2(0,2ﬂ) s0=

. . . . ~ .
bre os reais, cujos coeficientes de Fourier sao exatamente 0s nu
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meros dados, isto &3

21 2T

J x(t) cos nt a4t ;3 b = l;l x(t) sin nt dat

a :l —
n T
[e)

n - m

4.9 Definicao - Seja S um subconjunto do espago.de,Hilbert H,

Definimos seu complemento ortogonal como o ¢one

junto S  dado por

st = {XEH |<s,x> = 0 ¥ geS }9

E fdcil de ver que S+ & sempre um subespago Ffechado. De fato
que € um subeépago segue da linearidade de <g,x> em x. Que &
fechado segue da continuidade dohprodutb escalar pois se

g% 4 X, €8, n=1,2,000, entao <s,x£>-—- <s,x> e daf

<g,X> = 0,

4.10 Definigao = Um subconjunto C de um espago vetorial real

ou -complexo ¢ dito convexo se para todo par
X,y de C também o gubconjunto {ex +l(ln@)y[0 < @< 1] esta
contido em C, . |

°

4«11 Teorema - Se C & um subconjunto convexo fechado de um
espac¢o de Hilbert H entdo dado h € H existe

um e um g x, de C tal que

fz, ~n| = a(c,n) .

Prova: Por definiedo d = a(C,h) = 4inf [x=h|; dai existe
- c .

X€
X, € C tal que |x ~h|-—=>d quando n-=o , Apliquemos a

lei do paralelogramo aocs vetores % (xn~h) e % (xm=h); obtemos:
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13 (x ) -n 2 + 1 BCemxg)1? = 2 [ 5(xym)]1® + 2] Sxen)® (44

’ 1 1
Como C e convexo ﬁ(xn+xm) e ¢ e dai HE(Xn+Xm)‘hH2 > &, Logo

gubstituindo acima vem:

h~xus2uxaﬁ+zh w2-4da

2

Como Hxn-hﬂ —= d° quando n—a-m‘ segue dal que {x.} e uma s¢

gquéneia de Cauchy. Portanto ha um X5 tal que xn—*~xo; x, Per

tence a (¢ por ser C fechado. Dai‘“io—h“ = d pois

\xn—h“~4> “xo . A uni¢idade se prova facilmente também; seja

P

2, €C "tal que “ﬁo_h“,: d, Substituindo na (4.4) =X, e Xp

por X, e io respectivamente obtemos:

l 1
H2(x +x )-h”2 \ )H2 =54 a2 + % a2 = a2 . Como
wu+x)—w2 a®
segue dadi que:
;'; A 2 _ . » A _’
"2(x0—xo)" =0 idsto é %, =%, - C.Q.D.

Observaco: Bste resultado nao ¢ necessariamente valido em espa-
cos de Banach., De fato se o fdsse, entao considerandt
o caso em que C & um subespago fechado prépric e h £ C teria-
mos quer %(h—xo)' pertenceria % esfera unitaria e estaria a dis-
tincia =1 de C. Portanto o lema de Riesz (3.2.2) valeria cbm

®@ = 1, Mas alil ja vimos um contraexemplo a esta possibilidade.
4,11,1 Corolario =~ Usando a mesma notacao do teorema temos gque
vale Re <x-x0,h»xo> < 0 para qualquer

xeC,
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Prova: Tomemos O < @ < 1, Dads

4% s lox + (1-0)x-nl? = Jo(x-x,) - (n-x_)|?

it

2 . 2
@ Ixmx0"2 - 20 Re <h=X X=X > + Hhuxoﬂ

= .®2 Hx—xoﬂz - 20 Re <h-x _,x-x > + a
Portanto

2
28.Re <h—xo,x—xo> = 6% .,

Dividindo por ® e fazendo &-—=0 obtemos
Re <h—x°,meO> < 0 C.Q,D.

Recordemos o seguinte conceito:

4.12 Definigéo ~ Um espago vetorial V diz—se soma direta de

dois subespagos W e U quando todo v de
V se escreve de um modo unico como soma de elementos u de U

a \
e w de W, Neste caso eservemos V = U 3 W,

4.13 Teorema da projeglo - Se S & um subespaco fechado do es—

~ W ool
pago de Hilbert H enti3o H =8 { S,

Prova: Um subespaco sempre € convexo., Como S é fechado, por
hipotese, podemos aplicar o teorems 4,11, Para todo heH
existe sole S tal que d(h,S) = HhmsoH, Ponhamos g = h~s .

Pelo corolaric 4,11.1 vale
Re <8-85,,8> < 0 para qualguer s de S,

Para um dado s de S seja o« = (s,g). Como s~ as € S =&

lesigualdade aplicada a éste vetor nos dsg:

Re <as,g> < 0,

SN
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- 2
Mas <aS,8> = G.<8,8> = |<s,8>|

Logo de ]<s,g>[2 < O obtemos <s,g> = 0 para todo s de S.

€ S, g € Sla

Portanto g € ST « Daqui segue que h = 5, + 8 8,
Falta provar a unicidade. ne fambém fosse h = sé + g'y com
sy e85, g €8, terfamos entdo
pam f— ! —':-
8, ¥ 8 8g * 2 e daqulf
SQ - sg = g' - g
' ‘ L _ 1
Como s, = 8¢ £5 e g!' -ge€esd ecomo S NS = 6 - segue
daqu{ que s, = sé e g=g'.  C}Q.D.

4.14 Teorema da representagac de_Riesz.'

Se 4 & um funcional linear continuo sébre H entdo hé
um unico elemento £ de H tal que L(x) = <f,x> para todo

x de H, Além disto {2l = 1Ifl .

Prova: O espago-nulo S da aplicagao linear 4 ,

S = {xeH | 2(x) = 0} , é um subespago fechado pois de

s, €95, s,—~s segue “4(eg) = 1lim L(sn)' devido a continuidade
de 4., Pelo feorema da projecdo .H -5 %5t se L{x) = 0 para
todo x de H entdo f = 6 sgatisfaz ao teorema.

Se 4(x) mnfo é idénticamente zero enfao SV ¢ gubespago proprio

e neste caso dim st = 1. De fato sejam p,g € st com g # 6.

Como z =7p = i(g s« £ E S'L e ¢omo também z € 5 por ser
_ 4(p)

LAN:)
dimensso 1. Podemog supor sem perda de generalidade que lgl = 1.

4(z) = 0, segue que z = 6 isto e P . 2. Logo s+ tem

Agora todo =xeH se escreve X ='s + ag , cON €S,
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Daqui vem
x) = a(s) + at(g) = a.t(g) ,
e também vem

<EyX> = <g,8> + q Hgﬂ2 = a
por ser gdls. Substituindo g« na igualdade anterior ven
Hx) = 1g). <g,x>

Se puzermos f = 4(g).g obtemos 2(x) = <f,x> para todo xeH.
A unicidade de f se prova ficilmente pois se tambem 4(x) =

= <f',x> para todo x de H obtemos <f-f',x> = 0; daf toman-
do X = f-f isto nos diz que |f-f1f =0 isto & f'.= o

Finalmente temog

2(x)] = |<f,x>| < t£]. [ x|
e portanto 4] < [[f| . Como porém [4(£)] = || . I £] vem gaf
el = [ 2. C.Q.D,

4.15 Espaco dual H*, Seja H* o espago de Banach de todos os
funcionais lineares continuos sbbre H,
A gplicagao o3H*-—=H que associa a todo funcional linear 4 de

H* o elemento £ dado pelo teorema de Riesz & tal que
Mx) = <f,x> , =xeH ,

€ bijetora. De fato pela unicidade de f ela € injetora. Como
todo h de H € a imagem pela o do funcional linear continuo
&h(x) = <h,x> ela & sobre jetora. Esta aplicacio também & uma
isometria pois vale || = |£l| . No entanto o ¢ antilinear pois

de
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(0t + BL1)(x) = ad(x) + BL‘(x)—e B

ségue que olat + BLi) = a,o(&) + B G(L')

Porém se H & real.entao o e 1somorflsmo, igto é, no caso real
H & isométricamente isomorfo a ¥, (Observe o leitor que ao tra
tarmos do 4F, l <p< e, escrevemos ftx) = X‘flgl e nao
f(x) = zlf i85 7 com isto & aplicagao 18 deflnlda era um isomor-—
fismo. Porem no ecago de um espago de H1lbert gqualguer, ndo esta
necesshriamente definida uma aplicaﬁo com propriedades equivalen-
tes Bs da aplicagdo. (§1,§2,,.,)f——* (El;Eé,...) qus‘permite

passar de uma a outra das representagdes acima dadas parad £(x)).

4,15,1 Produto_escalar em H*,

Podemos introduzir um produto escalar em H* de modo a
torna~10 também egpaco de Hilbert, Basta definir 0 produto esca-

lar de .L e &' enm H* por
<,y = <g(47),0(L)> 3
em outros térmos, Be Ax) = <f,x> QI-L‘(X) = <f!,x> para todo
- de ' H, definimos |
< Lyt >y = <£,f >
0 fato de qué o & antilineér fica ébmpensado pela antilineari»

dade de <f',f> em f' , Resulta dgal que H* também & espaco

de Hilbert.

“ - [ ’
Exercicio: Verifique que - <t, 41>y e produto gescalar e que a

norma, de H*¥ déle se deriva.
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i

Reflexividade dos espacos de Hilbert

4.16 Teoremas - TodO‘esﬁago de Hilbert é reflexivo.

Seja o, sHE¥sp*¥ a-aplicagéo definida em 4.15 correspon-
dente ao espag¢o de Hilbert &H*,

Dado ¢ € H** gueremos mogtrar que existe =xe€H tal que
¢(2) = 4(x) para todo 1 e H*

Para tanto basta tomar x = o0oy(9). Dal, usando as definigtes de

Ce d, e do produto escalar < y >4 Obtemos:
L(X) = ‘L(O'U*_(CP)) = <U('{’)160*((P)> = <0*((P)3‘f'>—x- = (P('L) °

Portanto todo espago de Hilbert & reflexivo, . C.Q.D.

AL L A



