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et XSGRO OEn WD CE el e

A presente "Introdugdo & Teoria da.Obstrugao" resultou de um
curso dado no primeiro semestre de 19639 na Escola de Engenharla
de Sao Carlos. '

A teoria da obstrugso de S, Eilenberg é uma importante con-
tribuigdo ao estudo da extensdo das fungdes continuas. Utiliza-se,
como instrumentos principais, dos grupos de homotopia e dos grupos
de. .cochomologia, cujas definigoes e primeiras propriedades desenvol
vemos nos‘cap{tulos A e B, respectivamente. Reéfringimo-nos ali a6
essencial para a compreensio do capitulo C que contém o desenvol-
vimento da teoria da obstrugioc. O teorema (A-9,10) & a chave para
‘a demonstragdo dos principais teoremas do'capitulo C. -

Nio entramos nas partes mais avangadas da teoria da obstrugdo
que. exige instrumentos mais refinados, como as oper&gSes cohomolg
gicas. o ' "

Pretendemos apresentar futuramente continuagﬁo:destas notas
onde desenvolveremos algumas técnicas para o calculo dos g£rupos
de homotopia assim como aplicagoes da;tébria.da obatrugao,

No fim de cada capitulo, o leitor encontrara uma pequena bi-
bliografia composta de trabalhos cohsultaﬁos parsa a elaboraqgo do
texto ou cﬁja leitura se sugere para completar os diversoa‘ topi-
cos. As citagles bibliograficas sac dadas em colchetes.

Em cada capitulo numeramos todos os itens'indiscriminadamen-
te (teoremas, definlgoesg formulasg etc., ou mesmo, simples s8c-
gO0es &8s quais queremos dar mais destaque) com o numero do parégra
fo seguido pelo nimero corrente. .

As referéncias do prdprio capitulo sao dadas peloc par numeri
éo (- ) e as de outro capftulo contém ainda a maiuscula corres -
pondente, _

Estas notas servirdo de base para um curso do 42 Coldéquio Bra
sileiro de Matemitica. 4 urgéncia de sua apresentagdo forgou-nos

imprimir os capitulos A e B antes da redagdo do capitule C; devi-



do a isto, neste ultimo capifglo serao dados alguns tdpicos cujo
tratemento caberia melhor nos capitulos anteriores.

As redagoes foram fealizadas em grande parte por Almerindo
M. Bastos, Ary de Souza Pinheiro, Auster Ruzante, Junia B, Bote-
lho e Mario R, Saab. Os Srs. Antonio Espada Filho e Luiz A, Fava
ro fizeram a 1eltura das matrlzes e elaboraram alguns ‘dos porme-
nores, As f;guras do texto foram desenhadas por Ary Pinheiro e
Luiz Fégaro..Quero égradecer aqui a todos esta indispensdvel co=-
1aboragao. : _

Agradego também a Escola de Engenharia de Sao Carlos que rog
sibilitou a impressao destas notas.

‘A Srta. Arlette Di Nardo pelo trabalho de datilbgrafia e a

Secgao de Publicagdes da EESC estendo os meus agradecimentos.

GILBERTO FRANCISCO LOIBEL

Junho, 1963

Bscola de Engenharia de S3¢ Carlos



0 problema de extensdo de fungbes ¢ central em t3da a Matemi
tica, Trata-se de prolongar uma fungaq f:a —.—>' YT a um campo de de
ifiniggo mais amplo X :j A mantendo as proprie¢ades particulares
-(continuidhde, aditividade, ser monétﬁniQ§, etc.) das fungoes da
~estrutura em estudo. O estudo desta qﬁestao deu origem a inumeras '
‘construgdes e teorias: a comstrugdo dos néimeros negativos surgiu
ﬁda extensEo da'subtraggo & pares onde o minuendo é menor do que o
:subtraendo, a teoria dos limites procura estender uma fungao & um
iponto'sendo conhecida em pontos vizinhos do mesmo, o teorema do
‘prolongamento da base p#ra espa¢os vetoriais nos garante que uma
.aplicagﬁo linear?ae_esteﬁde de um suﬁ;espago ao.esﬁago todo;jﬁ na
.ra médulos e seus sub-médulos necessitamos de infdrmagﬁes éspe=
olais, |

Interessamo=-nos aqui'particularmenfe pelc problema da expen-
‘sao de fungdes continuas, Sejam dados A C X,Y espagos topolégicos
e fsA —> YT uma fungao contlnua. Sugeremwse as seguintes ques-
toess 7 _ _-
‘a) Existe extensso de f a todo o espago X , istec &, existe
g:X —> Y continua e tal que glA = f 7
a') Como construir efetivamente uma tal extensao?
b) Existindo extensdes, como classificd-las?
c) Quais as informagdes que podemos extfair‘da existencia ou
nio existéncia de extensdes?
As respostas a estas perguntas dependem fundamentalmente dos
nossos dados (f,X,A,Y).
"Bxistem situagOes cléssicas em que o probleme da extensaosem
pre tem solugio: ,
a) A é retracto de X , isto é, existe uma funcgao cont{nua (re
tragao) P°X —2 4 que mantém os pontos de A fixos ( fIA.u IA) .
‘Realmente, se pusermos g £ iX—>7Y, glA =f .
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2) X é um poliedro, & um gub-poliedro, Y um espago contraivel:
em un ponto P (isto &, existe contracgao X:PaY —> P € Y onde |
Xp ™~ 1Y) disto vem que f é homotdpica & constante P , como esta
se estende ao espago X segue; pelo fato que o par X,A possui-a pro,
priedade de extensio de homotopias em relagdo a gualquer espago '
(ver Cap. C oun {Hu-l] Pg. 13}, que f também possui extensio.

3) O teorema de Urysohn (Bourbaki Topologia Ch. IX § 4} nos a
firma que- sendo X um espa¢o normal (isto €, de Hausdorff e tal- que .
rara dois fechadeos disjuntos Fl e F existem sempre dois abertos |
disjuntos 0, e 0, tais que FjC 0, eF,C 02)9 A un sub-espago fe-
chado e Y = [0 1f ° qualquer fsA =—> Y se estende a geX —> Y
A fim de classificar as extensoes vamos.considerar equivalen- .
- tes duas que sdo homotdpicas relativamente ao sub-espago A , Isto
se justifica pelo fato de qﬁe extensdes homotdépicas tém as princi-
rais propriedades em comum e também porque, em geral, & 1mp0331vel:
dar uma supervisao sobre todas as extensoes, Observamos ainde - que?
para uma larga classe de pares de espagos (ver o exemplo 2) aclma)f
a existencia de extensaes-de uma f34 —> Y implica na existéncia
- de extensdes para todaa aa fungoes g€3A —=2> Y que sao homotdpicas
af,

Un exemplo clissico de informagaéo que se extrai de uma respos .

" ta negativa a um problema de extensao (a identidade de 8% nio sze
estende a uma retragao de BZ gdbre st) é o teorema do ponto fixode
Brouwer que diz que tdda funggo continua £3B° ——> B2 tem um ponio‘ﬁ
fixo, isto &, um ponto x € 32 tal que- £(x) = x , (Ver9 por exemplo,
|1y |pg. 80)

Voltemos as questoes .a) e a'), Nestas notas trataremos do ca-
so particular em que X,A é um par de poliedros e preocupamo-nos 80 |
mente com os primeiros passos da extensio., Esta teoria admite gene -
rallzagoes geja para pares de espagos mais gerais (ver [Eumljg 8se-
ja para msior nimero de rassos,

Seja K um complexo celular (ver Cap. B), L um sub;complexo.
Sejem X = |K{ e & = |L| o8 poliedros subjacentes, Seja fiA —> Y

continua, Queremos estender f a todo X . Tentamos proceder passo a
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passo. Isto €, em pfimeirq lugar definimos £, estendendo f a todos
os vértices de K nao pertencendo & L . Isto é sempre poss{velo Se-
Ja agora b uma aresfa de-K que nao pertence a L. Segam Pe Q seus.
 extremos que sa0 vertices de XK , £ (P) =P'€Y, f (Q) = Q'€ Y,
:Estender fa ‘aresta b nao é outra coisa senao achar um camlnho U=
" nindo P' com. Qf. Se o espago Y £6r conexo por caminhos (cop,c ) f
_podera ser estendldo 81mu1taneamente a todas as arestas de K ,poil
elas nao possuen pontos internos em comua, Seja £y a exteneaoo

Se Y nao for CoDPsCo pode acontecer que P' e Q' estdo em compo
nentes conexas distintaao Neste caso, nao hi possibilidade de es-
tender fo ab: encontrgmos uma “obstrugao’ Vamos analisar esta si-’
tuagao. Se os vértices P e Q pertencem a L nada pode ser feito. Po
rém, se ﬁm déles ao menos nao pertencer a I podemos tentai cons-
'trulr una outra extensso f" de f aos vertices de K o -

Suponhamos que obtivemos uma extensao fp=l de fa todas as ce‘

Julas de K com d;mensoes:menores ap . 3eja ~F

K ndo pertencente a L , lg—P é homeomorfa 3 bola BY ¢ R $ sua

‘uma p-célula de

fronteira ¢~ ¥ & homeomorfa & esfers sP1 | Esta fronteira é com-

-posta de células dé‘dimensses menores do que p , portanto f

é
-1
P

‘definida sobre é—p » Bstender f -1 labre G~ equivale a estender
uma fungac deflnida na’ esfera SP'l a bola BP , Tendo em vista que
as diversas p~células de um complexo celular tem as partes inter-
nas disjuntas, a obtengao de uma extensao f definida também em 9
das as p-células se reduz 8 diversas extensoes simultineas de fun-
.goes definidas em ‘gP- -1 pars 8P , (0 capltulo A trata déste proble-
ma.) Também neste passo podemos encontrar uma "obstrugao", isto &,
a impossibilidade de estender f -1 2° interior de uma ou mais p—ce
lutas de K , Surge de novo a pergunta se tem ‘significado redefinir
fp-l na.sg (p-l)mcelulas‘a fim de obter uma-extensao para todas as
p-células. No capitulo C daremos un’ critério que responde a esta
questfo, Com o conhecimento déste critério, o anulamento de certos
grﬁpos de cohomologia nos informa sﬁbre 8 pogssibilidade de executar
diversos passos de nossa extensao°

Paralelamente ao problema da extensao, corre o da homotopia

entre duas extensoes, que ainda é um probleme de extensdes. No ca-
pitulo C obteremos tambem resultados sdbre o mesmoq
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GRUFOS DE HOMOTOPIA

. Como observamos na intrédugﬁog (o] probiema da extensao de uma
fungao f_ do r-esqueleto para o (r+l)-esqueleto se reduz a diver-

8as extensdes simultdneas de fungdes g, definidas em st a . ‘tode
r+l : ’
BT, i .
Um lema que demonstraremos abaixo mostra que fe S =3 X ae
r+l

estende a g:B —> X se e somente se £ é homotdpica a uma cong
tante. Entao, sera interessante estudar as classes de homotopia
‘das aplicagoes de 8 em X 0

Utilizando primeiro aplicagoes de cuhos JF — X s que le-
vam a fronteira 3 em um ponto fixo x, EX construimos um con-
Junto de classes de hqmotopia en eorrespondencia biunivoca ao das
‘classes de aplicacgdes da eafers s¥ em X . Para aquéie econjunto &
facil dar estrutura de grupo. Utilizaremos poateriormente esta es
‘trutura de grupo na resolugac de diversos problemas. '

Além disto, astes grupos (os grupos de homotopia) que sao in
variantes topolégicos nos d&o importantes informagdes sdbre a "for
ma" dos espagos em estﬁdo,aasim como sObre o comportamento global
de fungoes continuas. ,

Neste capitulo damos a definigac e as primeiras propriedades -
destes grupos de homotopia; em um cap{tulo}posterior:daremos 0s.
primeiros‘pasaos para o calculo dos mesmoéo_Chamamos a atencgao dos
leitores para o fato que, apesar de sua definigao bastante elemen
tar, o cﬁidulo dos grupos de homotopia de um espago é extremamen-
;te dificil e, na maioria dos caeos, ainda nao resolvido efetiva -
mente. Por outro lado, os resultados ja exiafentesg por exemplo ,
- sdbre os grupos das esferas e alguns outros tipos de espagos, per
mitem obter valios{ssimos resultados sdbre espagos e fungdes con-
;t{nuas, inclusive pela aplicagao sistematica da teoria das obstru

goes,



Ho fim daste Qapltulo daremos algumas proposiqoes que forma-
ra80. s hase para a demonstragao dos teoremas da teoria da obstrm=

$a0.

§ 1 - Homotopia. Tipo de homotopia.

Sea&m X g Y dois espagos topologlcos quaisquerg f.g3X = ¥
fungces contanuaa e I o intervalo fechado [0 1] |

{1.1) Definigao = Dizemos que f e homotopica a g e escreve-
nos f ~ g ge: exist1r uma fungao continua F: X xI=—>» Y tal que

(1 2) F(x 0) = £(x) V « ex

- F(x,1) = glx)

A fungao F é chamadsa homotopia entre £ e g - Em outras pala-
vraag £ ~s g se existir uma fam{lia de fungoes dependendo conti -
nuamente de um parametro t e.[b 1] atraves do qual podemos "defox
mar" f emg.,

Seja AC Xs fggox —> Y tais que flA = g]A (isto e9 feg
coineidem 8. A) Entao dizemos que & homotopla F entre f e g ¢ Te
latlva a4 se, alem de (1 2), tlvermoa F(agt) = f(a) = g(a) V’a €4,
Keste caso - escrevemos f ~ g rel K. (f é homotopica 8 g relativa
mente 20 suhmespago A) Durante tal deformagao as imagens dos pon
tos de A permaneeem fixaao ‘

4 (l 3) Exemglos -'Seja X = gt (eireunferencia) e Y qualquer.

Duas fungoes f,g S1 —_> Y sao eurvas fechadas (imagens de
ums, circunf@rencia) em Y . Dizer que £ o~ & signlfiea dizer que &
| xiste uma fungao contlnua F do cllindro S1 x I e Y tal que9 res-
trita & base inferlor, seja igual Y fungao fe(F(xgo) = £{x)) e,
resirita & base superior; - seja igual a fungao g°(F(x91) = g{x)) .
Isto e, nos podemos deformar a primeira curva, atravea de uma fami
lia continua de ‘curvas (as imagens das diversas seccoes do cilin
dro) na segunda curva.

Consideremos X=T1TedAds= {O 1}

Uma fung¢ao continua f3I ==>» Y & um caminho em Y ;, de extre-
mos & = £{0) e b = £(1) . Se g:I —> Y é outro caminho em Y com

08 mesmos extremos e se £ ~ g rel A 0 entao isto quer dizer que
. ‘\‘ - .
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"o caminho‘fﬁpode ser deformado no saminho g ; mantendo-se fixos os
extremos g e b durante a deformagao. Quando se fala em homotopia
~ de caminhos fica subentendido que os extremos sao fixos, semao to
dos.os caminhos seriam homotdpicos (a menos gque estejam em eomPOm
nentes distintas). | ‘
Frequentemente usaremos "caminhos fechados" ou ﬁlagos" isto
8,. camlnhos cujos extremoa 001nc1dem er um ponto., Se fixarmos uﬁ‘
ponto ¥, € Y para ser a orlgem e extremo de todos os caminhos con
' siderados9 €ste.ponto serd chamado "ponto base®,
Notaremos com C(X,Y) o conjunto de tddas as fungoes contimas
de X em, Y .
- .{1.4) Propriedades da relagao ~ emn C(X,Y)
~ls £ o~ f erc(xr) :
.Basta tomar F:X x I ~> Y como F(x,t) = f(x) ¥t eI,
~2: f v g =g ~f : ‘
Se FsX x I —> .Y é tal que F(x,o) = f(x) e F(x,l) = g(x) ,
basta tomar G(x9 ) = F(x91 t) e vem G(xgo) g(x) e 6(x,;1) =
= £(x) . - -
~38f~geg~h ——>f~h
De fato, se £ ~ g ; J FeX x I —> ¥ tal que F(x90) - f(x)
e P(%,1) = g(x) c Seg ~h, 3 GXxI=—> Y tal gue
6(x,0) = g(x) e G(x,1) = h(x) . Vemos definir HsX x I —» ¥
do seguinte modo: L '

F(x,2¢) 0 £t% %
H(x,t) = '
G(x,2t=1) % L4 41

ag.quais. sao.cont{nuas e coincidem em sua intersecgio; portanto,
Hé continua.9 conforme o lema (1. 5) | ‘
Temos ainda E(x,0) = f(x) e H(x,1) = h(x) «°. £ ~bh .
Asg propriedades ~l , ~2e 3 mostram'qﬁe a relaggo
& uma relagao de equivaléncia P em C(X,Y) e divide: portanto ég-
- te conjunto em classes de equivalencla° '
Chamaremos 1T (X,Y) = C(X,Y)/p .
Os elementos de 7] (X;Y) sao chamados classes de homotopiade
e(x,Y)
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{1.5) Lema - Seja o espago X a unidio de dois sub-espagos fe-
chados.A e B.. Sejam f:4 —» E , g:B —> E duas fungdes conti-
- nuas com valores num espago topélégieo E tais que f/A N B =
= g/A.1 B . Entdo, a fungdo hsX —> E definida por h/A = £ ,
h/B = g , & continua..

meemanstragio -~ Jeja F um conjunto fechado em E . Temos; evi-
dentemente,

p i) = 71(F) U () _

Como f é continua, ffl(F) é fechado em A 3 mas A é fechadoenm

X , donde f“l(F) é fechado em X . .
Analogamente9 concluimos que . g =1 é fechado em X s Logo,
‘h” (F) & fechado em.X ;, donde h é continua., ©oQodo _

- Ve;)amos9 agora, a seguinte propriedade_que tera aplicagao
mais adiantes. o . . . . |
(1.6) Lema - Sejam £~ fiX = Y, gs¥ —> W,

- . RZ=—% X.
Entao, . gf ~ gfysX —_— fh o~ hsz —> Y.
De fato, seja FPeX x I —>» Yruma homotopla“entre fo e f
F(x,0) = f (x)‘
P(x;1) = fl(x)

Qg

A fungao ngX x.I —> W & uma homotopia entre gf e gf;
gF(xso) = gf_ (x)
| gF(xsl) = gfl(X) _
‘Definindo G ZxI—> Y por G(z9 ) = F(h(z), t) z € 3,t el
‘temos 6(2,0) = F(h(z),0) = £ h(z) |
-6(z,1) = F(n(z),1) = flh( z)

DOD fh Nflh L)

(1 7) Definigdo - Sejam X e Y espagos topologicoso Dizemos
que X e Y sdo do mesmo tipo de homotopia (x ~ 1) se existem fun-
goes cont{nuas £3X —> Y e g:Y —> X tais-que gfsX =—> X é ﬁoa
motopica & funcao identidade 1x de x e fg°Y -3 Y é homotoplca a
fungao identidade 1 de Y .

Dlzemos entao que fgg 820 um par de equivalencias de homotoa

pia, ou que fe g 880 equlvalencias de homotopia.



(1.8) Exemplos -

1, Sejam X o disco e Y um ponto P .

Entao. £f:X —> Y & tal que £(x) =P ¥ xeX.

Seja gsY —>» X tal que g(P) = C fixo em X , centro do discoo
Temos fg(P) = £(C) =P .°

o o fg‘lYEfg’VlY
gf(x) = g(P) =C ..

Fagamos F((x,y),%t). = (xt,yt) onde x,y sdo as coordenadas
um ponto do disco.e 0 £ t £1 .

P((x,5),0) = (0,0) = ¢ = gf(x,¥)
P((x;5)s1) = (x,5) =1 (st)

de

0

¢ © gf/\Jlx

Portantq9 o disco tem o mesmo tipo de homotopia de um poento,

2., Seja X.0 anel ciréular e Y a circunferencia, : :
Um. ponto.qualquer do anel terad coordenadas polares (@ ,p) e

9
un- ponto gualquer da circunferéndia'teré-uma coordenada angu -
lar . ¢ o A :
Vamos definir fg (9 p) —% . @ =08
: ¢ —> (¢, p;) com Pl—f’

o= F2 sea
Fl e P, os raios dos circulos que lzmitam o anel, p,
tante.

cang
Temoss i o |
fg(‘P) = f(‘? P ) = 50 "o fg = 1Y
ef(@, P)=g(9)=(9 Po)
Deflnlmos F({ o, F) t) = (6, p,+(P-p, )1;)
Teremoso :

F((ﬁeP)so).? (9°Po) = Sf(gvp)
F((evf)pl) = (99P) - 1x(\99f’)

o

o o gfﬂlxo

Entg8o o anel circular e a circunferéncia tém o mesmo tipo de
homotopia.

equivalenciaz X ~ X

A relagao X ~ Y entre espagos topolégidos é uma relagao de

basta tomar £ = g = lx'
X ~Y

= Y ~ X

fg ~ 1

X ~Y = 3 fX —> Y, g"Ym-} X tais que gf ~ly e
Y ) -
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o”o 3’g°Y == X f X —> Y tais que fg ~ 1Y e gf ~ 1x‘
X ~Y Y ~v 2z = X ~. 32 g ‘
gse X ~ Y seaam f X —> Y 9 ng - X tals que- ngtl X =X
efg 1Y —> Y c.' .
S Y ~ Z sejam usY. -—> Z e viZ ="9 -Y tais que
vu. o~ 1:Y — XY e uvr. ~ 1 Z -y Z . ' ,
Consideremos as aplicagoes ufsX ——>» 2 e gvoz - X o
-Como. vu ~ 13Y —» Y , pelo lema (106) vem que gvu~g:Y=>X.
e gvuf ~ gfs X ==> X . Mas, gfmlx—-% X" gruf wliX=>X, .
Analoga.ment_e ufgvy A~ uv s/ 1s Z —_— 2 s portanto 3 P =
= uf:X —> Ze ¢ = ng--} X tais que P ~1, e
¢g0~1x910go}{~z. '

§ 2 - 0 grupo fundamental

Espagds conexos por.caminhos, Seja E um dado espago topoldgi
co e seja I o intervalo nnmtarlo o£t<ll, | '

(2. 1) Def‘iniga.o - Um caminho em E unindo. dois pontos a e bde
E é uma agllcagao continug A de I em B tal que A (0) =a e
AL = .

Diz=se que o caminho
/"‘“_“-—3» estd em un sub-conjunto A de
Ese A(I) € &,
Convém frizar aqui que o
caminho A é a aplicagdo e
nio o conjunto A(I) dos pon
tos imagens pela aplicagao.

(2 2) Definlgao - Um espago topoldgico E é dito gonexo por
caminhos 3e, para cada par de pontos ae b de B , existe um eami=
nho em B unindo ae b o

Se A é um conaunto em um espago topologieo E ; entao A e 0=
nexo por ‘caminhos se cada par de pontos de A pode ser llgado por
um caminho em A . i | '

(2. 3)*Progoai§§o - Sejam E e F dois eépagos topoldogicos e f

ume aplicagao continua de E aobre F . Entaog se E é cCONexo por ca
. minhos, F tam‘bem 0 é.
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ﬁDemonstr:agEo - Basta provar gque existe um caminho ligando 2
pontos.quaisquer.g e b.de F '

Como a apl:.ca.gao é sobre existen pontos a’ e b' em E tais que
f(a!) = a e f(b") =D . E como E.é conexo por caminhos, existe um
caminho A em B li:gando at e bt isto é, tal que A (0) = a? e
| A(1) = b' . Entdo £ oA & uma a.plica.gao continua de I em F ta.l
que (f oA )O)=2a e (foA)2) =b, isto &, f‘ox\ é um ca-
minho em F unindo a e b. .

©

-(2.4) 0 8Tupo fundamental. Seja o espago E o plano Euclidea-
‘no-do 'q_u-.al. removemos dois i)onfos Pegqe éonsi’.derqmos 08 lagos em
E com origem e extreniidade em um_terceiro'r ponto a . Se A, H e V
' 820 trés 1ago§ conforme s figura, in-
tuitivamente falando, & claro que ¥V po
de ser deformado no lagB composto de

A e u , como.ilustra a figura; em
outras palavras, é natural dizer que ¥
é equivalente a A continuado por 3
(sob & homotopia doallag'o_s com ponto
base 0) '

Um ¢aminho natural de exprimir ade

formabilidade de ¥ em A continuado
por p & dizer que & homotépico a
Aok o _ :
(2 5) Definigao - Sejam A e g4 dois lagos em um espago topo
loglco,E s com base em um ponto a . O s_{mbolo Ao p indicars =&

seguinte aplicacio de I em E :

I~

o A{2s) para’ 0 £ s %
(Aop)(s) = | |
- { #(28-1) para %_é 841

&

B ficil verificar que Ao p @ continua (aplicar o lema 1.5)
entéo, define um caminho em E.; &ste caminho é chamédc_a o produto
de A e & , Ainde; da definigao, (Aou)(0) = (Aou)(l) = a
.e, entao, o ‘produto de. dois lagos com base em a é ainda um lago

_com base em a o
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.- -.{2.6) Proposigio = Se A, A , &, w' sao lagos.em um espa-
g0 topoldgico E com base em um ponto a @ se '{ ~ Ay A
entio Aop ~ Aep' _
~-m:4Demonstrag§ow= Sendo A~ A’ & pak’  existem aplicagies
continuas F é,G‘de'I2 em E tais que '

(1) F(s,0) = A (s)
(2) F(s;1) = Av{s)
(3) 6(s,0) = p(a)
(4) 6(s,1) = w1(a) : ,
(5) F(0,8) = F(1,%) = 6(0,t) = 6(2,%) = & .
Temoss | D
: 2 (28) para O £ g % %
(A0 po)(s) = . -
M1 (28=1) para % £821

Seja H definida pors .
F(2s,t) para 0 £ g £ %'
H(s;¢) = '

PO
I
@

[ 3
H—J

6(2s-1,t) para

Egsta definigao nao é_contrﬁditéria para s = % s pois; usando

a primeirs parte aa'definigao de H , H(%,t) = F(1,t) = a pela (5)
para todo t e usando a segunda parte da definicao de H |
H(%:t) = 6(0,1) = a rela (5) , para todo t .
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A continuidade de H segue-se do lema (1.5). B imediato veri-
ficar que H(SQO) P z\op e H(s;1) = AV o g, '
-(2,7)-Definicéio ~ Sejam. [A] e [p] duas classes de homoto-
. pla de lagos com base. a. e sejam A. e [+ lagos pertencentes a [3\]
e [r] reapectlvamente. 0 produto [A]. [p] é, por definigao, 8
. classe de homotopia a qual pertence o lago Ao y.__ o Isto &,
DMl = Laond.
.Pela. proposigao antorior9 a claaae de homotopia [J\o p-.] de=
pende a.pena.s das classu [A] e [p-] -] nao dos :representa.ntes Ae
.~Bejam M(E,a) o oon;junto dos Iagos em E com bage g e TTI(Eg&)
o .conjunto de todas as claases de homotopia dos lagos em E com ba
86 a . . ‘, . ,
EmH(Ega) foi definida uma lei de composigao de. 1a9059 aqual
induz .em - ?Tl(E,a) ums, lei de composigao de classes de homotopia.
Demonstre,mosg agora, que TTI(E,E) e am m_ {emn. geral nao abe-
linao), que chama,renos de grupo fundamental de B com ponto 'ba.se
a . ‘ o o )
(2 8) Zeorema - 1T‘-‘-‘]:‘_(_.Ega) é um grupo.
.-Com. efeitos. b e -
1) compondo ‘dois. elementos de TT. 1 obtem«-ae um glemento de 7T 1
. 2) Bsta.lei de. composigao interna. e associativa.o
' Sejam Ay o sV tres lagos com base aen E e
&y By L' 8288 clagses de homotopiao *
- Deve-ge mostrar. que (K)o = Ko(B.7) ou, 0 que é a.
mesma. eoisa., pela definigao de produto de clasaea de homotopiagq;e
' (Aopt)o?m/\o(ﬂoﬂ) B

Temos que ‘ o |

‘ A (48) para O £g £ %

(2.9) ((Aop)ov)(e) = { g (4s-1) para Loz d
| v(26)) para 1£a21
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: A (25) para O Lig & %
(2010) ()\0(# Ov))(S) = # (45@2) para % £ g & %
v (48-3) para % L5413

Observando as equagoes (2 9) vé-ge que I estd dividido em 3
E 0 4 R “5 e (AoM)o¥ & construide apli -
cando A-ao prime:.ro déstes sub- -intervalos, 4 ao segundo e ¥ ao

partes de comprimentos

terceiro, sendo feita em cada caso a apropriada mudange de esecala.

Ao(ov) é construida de maneira endlogs, exceto que as sub

divisoes 880, neste cas80, de comprimento % e i 9 % 0

"4 ideda, agora, é fazer uma transigiao continua de ( Aog )01’
~Ao(p ov) mudando o0s trés sub-intervalos de comprimentos “Z R ';i
5 nos de comprimentos % 9 i 9 i s Simpliesmente estic_sando ¢ primei-
ro, comprimindo o terceiro e deslisando o segundo obliquamenie, 1]

mo indicam, por exemplo, as flexas da figura abaixo.
/\t

D

kK N1 <
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E facil ver que .

(1+t) em PR (para 0 —> < 8 % %(l-i-t))
F(sst) = p (48-t-1) em RS (parg. %’(1+t) £ 8% %(2-&'3))
v (i%{;;g) em S5Q (para %(2+t) 4 84 1)

é a homotopia adequada.

3) Existe um,élemento identidade - Consideremos;, antes; as seguin
tes definigoess : -

(2.11) Definicao - O lago nulo com base a;em B, & a aplica-

¢ao constante £ sI —> E definida por £(s) = a para todo s &I ,

(2.12) Definicdo - Um lago A com base & , em E , & dito con-

“traivel a a ou homotop:.co a ura constante em relagac ao ponto base

a se A é homotépico a &

Observe-se que as linha.s horlzontais, cada uma corresponden‘te

.a um determinado valor de t sao leva.da.s em lagos, em E 9 que vao

se tornando cads vez menores & medida que t.crescé:’

. a
E(_s’-t) = { (29+t -1

'Demonstremos,’ agora, que.a classe de homotopia [£]) do 1ago nu

., 1o atua como identidade, isto &, que [(Adole] = [£].[a] = [A]
ow que : A 0 & ~ E oA M X para todo lago” A com base & -y pois .

(para 0 —> £ s £ %(l-t))

1
=== (para 3(1=t) £ 84 1)
da a homotopza desejada,
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Andlogamente se demonstra que Ao £ ~A Portanto, [6] e
0 elsmento unidade, ,

4) Cada classe de homotopia tem ume inversa.

(2,13) Def:migao = Seja A um dado lago com base & , em E , O
lago oposto, que indicaremos com /\=1 ; 8era a aplicacao de I S
E definidas por '

Als) = A (1~=s)

Demonstremos gue a classe [ A ] que indicaremos com [:A] "lg
a inversa de [A] R isto e, ’

(2.14) = [2]. [,\]-1._ Jel e [AT7N [AJ = [£] 1sto &,

Akoﬁug e Ao e o

‘Demonstremos que 6° Ao A "t. £ .

Sugere-se a construgao da homotopia pelo seguintes o lago A
sera representado enfiando um pedago de fio (representando I) nuw
tubo fino, curvo, acompanhando A conforme mostra a figura.

P @

p_ & R
\;R )

= .

A=l gera representado colocando o fio atraves do tubo no sen
tido cposto, .

0 produto Ao A~ § definido aplicando A & primeira metade
Pode T e A% segunda metade QR ; dobrando a escala em cada ca-
80, Isto significa no modélo esticar PQR duas vézes o seu gompri -
mento, dobrar QR sdbre QP e enfiar, depois, o fio duplo no tubo na
dire¢ao a AB a s formando uma. slga no interior do tubo,

A deformagsio de Ao A "L ao ponto & sera representada enrolan
do a alga a partir de & na direcao a BA a ; até reduzi-la ao ponto

8 o
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Observe-age que’no éstégio % desta operagﬁo, um comprimento %

.de cada metade do intervalo unitario PQ,R origihal ¢ acumulado no

- ponto A (l-t) a_partir de Q enquanto que o restante do intervalo u

nitario se situa ao longo de, apenas, uma parte do tubo,

Isto sugere que a homotopia procurada é:

1 +
< i _ 3
’ A {(28) para O £ 84 5 =3
(2.15) F(s,t) = A (2-28) paras % + % £gf1
e .t gzl
A(lwt) para 3 -7 £8 %5 +3
' At
@ R
0 >s

Mudan¢a do ponto base.

(2.15) Proposicdo - Se E é um espago topoldgico e'a e b 880 2
pontos de B os quais podem ser ligados por um caminho em E | entao
7 (E;a) e T (B,b) sido isomorfos. ‘ ,

Fm outras palavras, o grupo fundamental nao depende da esco-
lha do ponto base. . ’ |

> A
@ 4
Seja A um caminho em E do ponto & ao ponto b o A classe
[p] e T (E,a) associemos a classe [} '] = [A‘:l[ac)\ ] e T (E,b).
A classe [P-‘] fica univocamente determinada pela classe [P-] ¢ is

to é, ndo depende da escolha db lago gt dentro da sua classe (é su

posto A fixado)., como facilmente se verifica.

Seja entao [[Ul = ¢ (] -
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Mostremos que ¢ é um isomorfismo do grupo 7 (E,a) sbbreo gru
po 1T (E;b).

A classe [,U- ] e 1 (E;b) fagamos corresponder a classe
[/\ TR 1] é T (E;a) « Mas esta classe é precisamente {].1-] s pOis

A TRDY 1] [ Aallx. A )\wl] [r] e &, por sua vez, univoca -
mente determinada. pela classe [p- ] . Logo, a correspondencia '
[M‘] — [l-l] é prec:.sa.mente a inversa da anterior e a aplicagao

P é biunivoca so‘oreo llostremos que ¢ também um homomorfismo, is-

to. é, preserva 8 lei da mul1::i.pli.c.<.u;,a.o° Com efeito, sejam [P-] [1/]

dois elementos de M (E,a) e [k'] = ¢ ([r]) ., [+'] - ([»71).
as classes correspondentes de /T (E,b) . Temos: | :

‘F([P"][’*I]) = 4"([#1’]) - [A“iyv)s.] = [ahe A A“lv)\] -
=LATHAIIATY AT = e([p])e @ ([¥]) coqods

Portanto, ¢ estabelece o isomorfismo do grupo I (E,a) sdbre

o grupo 1T (E,b) . &
: Observagﬁd = Nas transformag'_o'es que acabamos de empregar,

apoiamoenos sempre no.fato de que, sendo AA"L homotdépico a zero,
ngo varia a classe dos lagos quando sao compostos com lagos homoto
picos a zero, |

O isomorfismo entre o grupo fundamental IT(E,a) e o T(E,b)
depende ainda da escolha do lcaminho auxiliar A o Se, em lugar de

A ; tomarmos outro caminho  no posto da correspondeneia

(p] — [J\Wl[&A ] (1) aparecerd
] — [« Mhw] - [w A At N ae] -
= Rt A TTr A @I (o).

_Logo, para obter o isomorfismo (2) a partir de (1) é necessd-
‘rie tra.nsformar todos 08 elementos de IT (E;b) mediante o elemento
fixo [uJ )\] isto é;, o isomorfismo entre T (E,a) e m(E, b) somen -
te fica determinado a menos dos automorfismos interiores de M(B;b).
(2,16) - 0 grupo fundamental é um invariante topolégico. A de |

monstragao déste fato se dd analogamente & demonstragao do § 7 .



Sejam I = [’oglj, e J = [~1,1] .

Definimos

|

" -1x1 % oo x I = { (ty5tp500058.)]0 £ ty ¢ vl S
n vézes

n .

J = dJd X J X e X d = {(t19t290‘?09tﬁ)i=’1 ftié 1}

N e et .

n vezes

:In[aig'bi] = [als,bi].x [angzl X ooo X [angbh] 0-£ a; < b, 21
temos In[aigb£] < 1°

Jn[ai,bi'] = [alghl] x [8y0b,] ® ooo x [apeby] -1 28, < by 21
:temos Jn[aigbi] c J®,

n n ' ~ .
‘I [ai,bi] e J Eaighi] s no fundo, 580 a mesma coisaj usamos

notaéses diferentes para imdicar a inclusao em % e J° regpectiva-
mente.,

As fronteiras dos cubos I® e J s3o;

-]

In

L]

0 ou ti = I}

i1}
Analogamente se definem as fronteiras dos sub=paralelepipedos.

(3.1) - Vamos construir ums aplicacgao <£a;Jn —> J® (expan-
sao do sub-cubo Jz , onde Jz

= { (bpobpeecart ) ¢ T | 34 | %,
‘n

I = [ (byatpoeeast ) €3 | T ]ty

L]

J%[-a;a] é o sub-cubo coneéntrico de

-

-J® , de aresta 2a) que leva J- homeomdrficamente sdbre J° e leva

n n n
Jo = Jd emJd o

Fagamos:

1
:(tlgtzgooogtn) 8e Itil é a

€a(bystoscensty) = .

(t.9t,p0009t ) 88 max|t,| > a
maxltil 1? 2’ "o I il i
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Considerando a fungdo FsJ" x I —3 J% dada por
F(tlgtzgocogtHQS)‘—"— (1=3)(t19t290009tn) + 8o ga(tlgtzgooogtn) Ve
. ‘Un

mos que “‘a. ~ lJn rel J |

(5 2) Definicao - Uma fung:ﬁo gs It —3 X,x  diz-se "concen
trada" ao sub-conjunto @ <& J° se g((ti)) = X, qualquer que seja
(%, ) € J®-q.,

.Por intermédio de 68 podemos "eoncentrar® uma funga.o
fsJ I AR Xox (isto €, f(J ) = {x } ) a0 sub-cubo J s isto é,

podemoa construmr uma fungao f sJ 9Jn —'=-> X,,xo tal que

a) £ ~ f rel J
_. b) f (t19t2gooogt ) = xo se (tlptzgooogt ) % J (Ou Sejag )
£, é concentrada a J ) :

Para isto, basta por = £ o £

(305) Lema - Podemoa determinar um homeomorfismo f3 J e J2
que 1eva Q . J2 homeomorficamente sobre Q' ¢ J2 e tal queo

£ sl , el 72
. J

g _. _ ’ N
N
= / N

' \
) : e O
7} IR Ny
;7 AN
P N
&

Demonstragﬁo - Para tanto, basta subdividir de duas maneiraso
quadrado J2 em tridngulos (por exemplo, como e indicado na Gltima
figura ac:.ma.).;, uma vez utilizando os lados de Q e outra os.lados de
Q' e depois transformar linearmente 08 triangulos da primeira sudb-
divisao em seus correspondentes da segunda.o (Ver para tanto, Cap. B)

Vamos supor agora que temos gsJ2 J2 - X,x

0 © que g seja con
centrada sobre §! (nao somente a fronteirs 32 é levada em X, » mas

também JU - Q¢ e levado em x )
Sendo fs J e J2 a aplicagao acima, entao gf: J —> X re-
sulta concentrada sdbre Q pois se x ¢ Q entao f(x) & Q' = £(q)
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A g(f(x)) =x sex ¢ Q . E ainda temos, como f ~ 1 o Tel 3° ’

entaogf~g12=googfﬂgrelJ2o J
J

0 fato acima generaliza-ge para J* e dois subparaleleplpedos
Qe QF de J

9 que foi v:fsto quer ﬁizfer que, d.ada'_g!ma. aplicacao
g3d ,J > X,x coneentrada. sobre Q' < B s podemos determinar
uma aplicagao geJ J —_— X,xo concentrada sobre § C.?l‘ e %tal que

B g r~ g rel J o Portanto, como foi. visto. que podemos concentrar uma

. fungao It 9J — xgx a um sub-cube J s podemos determinar uma
fungao homotdpica & primeira ooncentr_ada aum outro subpara.lelep{pg
do interno qualquer.

§ 4 - Grupos de Homotopia I o

Vamos genéralizai' agora a construgdo do § 2, Como algumas di<
ficuldades daquela construgio nio comparecem aqui, vamos conside -
rar neste pardgrafo n > 2 . |

Seja X um espago topoldgico, X, € X .

.Congideremos o conjunto F (X,x ) de tddas as fungbes continuas
£ Jn,Jn—) Xox, o

'A relagao f ~ g rel J com f,¢ € F (X x ) é uma relagao de &
quivaléncia P - ‘

Notaremos F (X,x )/p = TTn(xgxo)

Observa-se que, dada f € Fn(X9x°) , chamando ?‘A uma concentra
¢ao de f a um subparalelepipedo qualquer A de I , como f ~ ?A .
temos que f e 'i-" determinam o mesmo elemento de 7'7;1(}[,:0) ou seja,
se o € TT (x,x } podemos determinar. @ €x tal que ¢ é con
centrada sobre A

Consideremos duas classes 0( B € 7"(x,x ) - Sejam A e B
dois subparalelepipedos de J° disjuntos. ,

Sejam ainda f € & , ge B , ?A a concentracao de f a Ae EB
a concentragao de g a B , '

Vamos construir hsJ™ s,.'J — ng do segu:.nte mod0°
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?A(P) se P ¢ A

(4°1) h(p) - EE(P) se P& B

X, se P&AUSB

h é continua e bem definida.
Entao h & Fn(xsxo) define Y € m(x,xo)

(4.2) Lema - A classe 4 de h depende somente das classes o
e ﬁ @ n3o dos particulares representantes f e g . ’
Sejam £ et e g,8'¢€ B f e f' as concentragoes de f e
de £f* a 4 gB e gB as concentragoes de gegaB. |
Como £ A f! rel ", & fdoil ver que f, e i‘i sao homotdpicos
relativamente a J° = A s 8eja Fl esta homotopiap andlogamente exis

te ].i’2 que da homo‘topia entre gBe g_B rel J° - ]3 o

Deflnindo h como acima e ‘analogamente hi; uwtilizando £' e g's
fi(P) se P £ A
(4.3) n'(P) = E%(p) se P€EB
' x se PEgAUB,
o _

Vamos definir HsJ" x I 9 P xI — ngo como
F,(Pot) se Prga

(4.4) H(P,t) = F,(Pyt) se P & B
X, se P¢ A UB
Entao:

Fl(Pso) = T (P) se P €A

E(P,0) = | Fé(P,O) = gB(P) se Pée&B
_ X, - se P4gAUSB

isto é, H(P, o) h(P) s © também temos H(P,1) = h'(P) ., Portanto .
"h ~ h' rel J e Y nao depende dos representantes de o e ﬂ N

Resta examinar se 7 depende dos su‘bparalelepipedos A e B uti
lizados para definir h o Demonstra-se que 'Y_tambem nazo depende dos
subparalelepipedos utilizados.,

(4.5) Lema - Sejam A e B dois subparalelep{pedos dis,]untoa in
ternos a JU ; oxiste um homeomorfismo £:J2 —> % $a1 que
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A é levado sdbre A = |:=-:I-'=m-g 21
10 4° 4
B é levado sobre B = [= - -
20 f ~ 1 _reiJt
oo

Utilizamos para tanto o lema (3.3) que Cbviamente se aplica a
paralelepipedos quaisqu'ei'. e nic somente a cubos. .

Como 4 NB = ¢ existe sempre um hiperplano Xy = £ (para al-
gum i , 1 £ i £ n) que ‘deixa A e B em sem.-espagos distintos. Se A
estd na parte x;, >§ e B em X, £% pomos A' =AeB' =B e o
passo seguinte é supéfluo. Suponhamos entao gque nés temos A em
x; 42’ ¢ B em xi z.?r o Kacolhamos uﬁa outra coordenada xJ 8
3 ;l i K Em x; £ deslocamos A até uma posigao A’ para a qual to
dos aeus pontos tenham xa >0, nantendo os pontos de x, 2 E fi-
x08, -Analogamente desloca~se B para B! contido em xj < 0 sem mover
os pontos de Xy £ F . -

Uma vez chegado a esta posicao podemoa deslocar A' para uma
' pos:.ga.o A" onder todas as ‘coordenadas sao positivas sem mover o8
pontos do semi-espago que contém B! ., Depois ‘deslocamos BY para B%
' com t0das as coordenadas negativas. Desta situagao vemos que € pos

sivel chegar & posigdo A e B .

8| | B

A

Bll
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(4 6) Corclirio - Sejam & ¢ B dois subparalelep{pedos dis;un-

tos e internos a J" e analogamente A' e B',

morfismo f de J° 8obre si mesmo $al que
1%) A & levado sbbre A' & B sébre B

20) £ ~ 1 _ yvel J%.
5

Entao existe um homeOw

(40?) Obsexvacao - Se 4 ¢ B tém portos sébre suas fronteiras
em comum, ou tem pentos com a fronteira de J% em conum, concentra-
mos em cada parte a fungao a algum subparalelep{pedo AIQBl e depﬁsr

prosseguimos no: nosso raciocinio.

En particular, a fungao definida por

. _k(t19t29ooogtn) = {

“f(2t19t290009tn) ae

g(ztlmlgtzgooogtn) se

I
|
. | B
________ 154
I .
Ay | T 2
|
e |
s < 1
0 =% =3
pw) <
5 < tl %1

perience a classe ¥ s Pois podemos concentrar s primeira metade a

um Al ¢ & segunda a um B1 internos,

—

Entao, dadas duas classes oLy f3 & 77'(X9x ) fica bem deter- |

minada a classe Y , Vamos escrever v

lei de composigao em 77;(X9x0)

= &+ B3 . Temos assim uma
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(4.8) Teorema - 77;(ngo) com esta lei de composigao é wm gru
po abeliano,

Observacao - Lembramoz que m =2 , pois o grupo fundamental
‘nao é necessariamente comutativo, o

Demonstragao - 1) A classe ﬂ que contém a fungao X, sJ =>» X

definida como xo(P) =X, V P é gt é 1dentidade para esta OpPeragasc.
Seja & & 77£(X9x0),f €t . Observemos que §6 pode ser con-
siderada como sendo concentrada sdbre gualquer sub-conjunto.

Temos entao que o + Y ¢é representada pors

- ?A(P)' se P & A
h(P) = x (P) =x, se Pe&3B

X se P ¢ AUB
ecomofAvaemot+Y]BoL°

2) A operagac é associativa.
Sejamolgﬂs,'Yeﬁ'(ng)eféot ggeﬁ s h €Y , Con-
centremos f a K, = [1 2 n dando f g € & K = [m = ]n dando g e h

1
a K3 dando H .
f(P) se Pe X,
_ g(P) se PcK
Seja ¢ (P) = 2
h(P) se Pé.-Kj
X, no resto .
Observando as figuras
r-— - =TT 1
! |
: |
! L fmmmem e — e m =
| | : |
1 ! | ;
i ' | .
I ! ! !
| i
B 1 : :
R ( Al
{ . !
{ '
= .
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vemos que  representa tanto (o + B) +7Y como o+ ( B+7) .
3) A operagao & comutativa; isto segue imediatamente da defi-
nigao, pois n&o hi ordem nas posigdes mituas de A e B .
. 4) Finalmente, vamos mostrar que tdda classe oL € Tfn(xgxo)
admite um oposto, _ '
Seja f é€X , Vamos notar com &' a classe que contém a fun-:

¢ao 'f definida como f(tlgtzgnogt ) = r(lmtlgtzgm,t ) . Cq 2

Levando em conta © que foi dito no fim da observagiac @), a.
classe o + &' contém a fungdo g definida pors
f(2t19t29”°9tn) 04t

Y 1o

L
. 1=
8(tystps000sty) = ) 1, .,
?f(2t1"‘=lgt290009tn) “é“ é‘. t ﬁ 1

Vamos definir

1 .

1
f(ztlgtzgm,tn) 0 £+t < -5(1-=-s)
1 ‘ 1
H(tl,tz,m,tn,s) = f(l-sgtzgouogtn) 3(1=s)_£ t) % 1-5(1.-s)
1
”f(2t1a19t2,o“9tn) 1-3(1-8) £ tlﬁ 1
Temos ' _
: 2 z 1
f(ztlgtzgmstn) 0 £4%, £ 3
H(tlgtzgooogtngo) = , 1 - 2
f(2t1“‘19t29ooo9tn) E - tl — 1
f(ogtag,OOQtn) = x, t, =0
H(tl,tz,,.,.,,tn,l) ={ =x 0 .étl £1
g‘il.(Ogtzgooogtn) = £(19t29-oroo9tn) = xo tl =
2o 8 VX D & +a's T

§ 5 - Mudanca do ponto base. Operagioc de 77& gobre 77;

Haviamos considerado o conjunto de t8das as fungoes continuas
£3J8 ,J —— X,x e obtido o grupo comutative 7_'(X9x ) s chamado
n-ésimo grupo de homotopia do espago X com base no ponto x, € X,

Se Xy é um outro ponto de X ;, podemos também obter o grupo
7 (X,xl)
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Vamos supor que X seaa um espago conexo por eaminhos (copoco)
isto &, tal que, dades dois pontos distintos guaisquer x ey ; em
X éles podem ser ligados por um caminho, isto é, 3 fungao conti-
nua C:I ~—> X tal que C(0) = x e C(1) = y , o que notaremos com
CsI;0,1 =2 X X,¥ o '

' Mostraremos gue se X ércopoco e X sXy an dois pontos diatin-
tos de . X , entao os grupos 77n(X9xo) e 77 (x 11) sH0 isomorfos,sen
do que, para cada caminho C ligando x) e X, fica definido um iso-
-morfisme que dependera somente da classe de homotopla de C .

- Dado um caminho C:I,0,1 —3 X,X,,X, Vamos chamar h
€:1,0,1 —> XoX 9% O caminho definido por ¢(t) = c(1-t) , cami-
nho inverso de C . '
) Seja agora fan;En — ngo » Vamos construir uma apiicagao
Jn,sn —> Xx utilizando o caminho C considerado.

) 0
(5»1) Consideremos o sub-cubo ;1/2

1§Aseu complemento JguJifz
em J° ., o '
Observemos que, para construir uma funggo Jn93n —> X,x, de-
~vemos construir uma fungao Jt—» X gue leve toda a fronteira Jn
‘mo ponto x; & X . Vemos ainda que para todo ponto (tlgoeagt Ye gt /2

temos maxlt | £ s e para todo ponto (t1?°f?9tn) eIt - Jl/z te-

o poj-

mos max|ti[ ;

Ry 21 P <
) Entao; se (tlgooogt ) € J1/2’=‘ 2 - ti_ 2 o o ==.1 ._.‘2t- —_— 1
logo (2t1905092t Ye 3%,

Se (t150005t ) e J° - Ji_l/2 g_maxlti‘ 2% > %»-‘.‘maxltil £ 1
"o 1 Z2max[t ]| £ 2 .°. 0% 2mex|ty| -1 21,
Dada fan,En —_— X,io VAmos pors |

n
r_.f(ztlgooogztn)_ se (tlgooogtn)é Jl/2
(5.2) Cy £(typoensty ) = - .

- n_ .n
c(2 maxlti|a1) e (Bigecort ) €T =31 /0
C,f é uma fungdo definida em J° com valores em X e obsexvan-

: n # L ~ ~
do que c#f|J1/2 e Cy fli,(p"n=J1/2) s&o continuas e coincidem sdbre a

. L) n ) Id
parte comum (J1/2) valengo ai x_ o temos que g#.f é continua.
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Além disso, em todo ponto (tlgo”gt ) de J temos maxlti| =1 %
¢ f(tl,,.ogt ) = 0(1) = xl . :

# _
Entao temos G# fsJ QJ — ngl 0 .
Observagao - (};‘9L f é constante nas linhas pontilhadas da figu-
ra. ) = s m m m — — — = =y 1

*4
Mostremos que a classe /S de C# £

em ﬂn(x,xl) depende somente da classe
o de f em ﬂn(xgxo) e nao 4o repre~-

sentante £ ,
Seaa g ~ £3J ,J o2 X9x e
F: I xIJ x I —> ng uma. homoto= :
pia entre f e g:F(x,0) = f(x) F(x,1) = g(x) F(x,8) = X, 8 X € :Ino
Temos, por definigao de C, &t ' :
g(281500052t ) se (tlpmgtn)e.}:’l"/z

(5&3) ¢ g(tlsoﬂstn) =

#

7 | t(2 max|t |-1) se (150005t ) e - 1'/2;
Seja H: T x 1 s J x I — ngl definida como

- F(at‘gooogzt 98) ge (tlgoongt )é’ J:Ill/2
(5:4) B(ti5000,t ,8) = |
c(2 max|t |-1) se (tlgooagt Ye It =J1/2 o
Dal vem H(tlgooogt 90) = G f(tlgooogt ) e

H(tlg_aoogt 91) = C#g(t peoogt ) o [ C#f ~t C#g °

Portanto, dada a classe ol & 77, (xgx ) e £ €X construimos a:
fungao C4 f£o Chamando Cplet) = [C f] (cla.sse de homotopia de G#f
em 7T(x,x1) s construlmos uma aplica«;ao ‘bem definida

Cyt 77 (xex ) = 77 (xs 1) i

Vamos verificar que a classe de C#f nao depende do particular
caminho C que foi utilizado, mas depende apenas da cla.sse .de homoto
pia de C ; ou seja, vamos mostrar que se D é outro cam:.nho um.ndq
xlexo,talqueDNCrel {01} , entao :

D#f ~ C#faJ 9J.l' —— ngl °
Seja D ~ ( e_F(x,u):EI-_x I, {0} xI, {1} X I —> nglgxo

tal que F(s,0) = D(s) e F(s,1) = ¢(s)
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Como D(s) = D(1-8) e C(s) = ¢(1-s) teremos
F(l-g,u) = F(s,u)sI x I , fol x1, {1} x1I-— Xyx 5%
F(8,0) = F(1-8,0) = D(1-8) = D{e)

F(s,1) = F(1-8,1) = C{1-8) = C(s) s D ~C.,

Se considerarmos agora as fungles D# fe C#f vemos gque ambas

1 tal que

toman valores igua.is nes pontos (tl,,o”,t ) & J1/2 enquanto que,pg
ra (tlgoo.gt y e J? - J1/2 , temos "

D#f(tlgoougtn) = B(Z max‘tilﬁl)
c# f(t-lgooo?tn) = _6(2 max‘til‘:’l) ]

_Definindo Hzd™ x I —> X por
. £(2t55000528 ) se (b15000,t ) € J§/2
H(tlg‘-’”gtngu) F(2 max|ti|-l u) se (tlgo”gt Ye I° - J1/2
vemos que H M xI 9 J X I —> x xl ¢ uma homotopia entrel D#f e
C#f,lstoe,n#fauc#frel.’l '
' Temos entdo que a aplicagao Cus 7/ (X;x ) 3 J7T (ngl) é bem
definida, nao dependendo da fun¢@o que se toma para definir C (&)
mas somente depende da classe & e também nao depende do particular
caminho € ., somente da sua classe de homotopia.

Pode-se demonstrar tambéem que concentrando f a um outro sub =
cubo obtemos resultados ané’.logos.

Dito isto, vamos demonstrar o

~ (5.5) Teorema - 0*377 (ng ) —> 7T(X9 l) é
1¢2) biunfvoca e sdbre
20) aditiva.
' Além disso, se D3I, 0,1 —> XsXy9%, vale
32) (DC), = D,Cy » : :

Demonstragao - 1?) Vamos mostrar que G* é o inverso de Cx v

- Para tanto, mostremos que (C),, (C, f) ~ f rel ™.
#H

Temos; como anteriormentes

f(4t19”094tn) :hax|ti| é%
(5:6) (), (0, 0)(6) = T maxly[-1) 3 <mexfe| <}
0(2 maX|ti|=J.) %ﬂ fmaxltil “21
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Vamos construir F(tlgooogtngs) do seguinte modos

4 1
f(4tlpooog4tn) maxlti| ..{. 54_?
1) F(byp0eerb o8) ={ #m
1 n C(1-s) = ¢(s) %ﬁ = ma.x[til. £ %E
1+s -
(2 maxlti[=1) =§E < max|ti| ]

TemOS F(tlgouogt 90)= (E) (n f)(tlp.dnogtn)
F(tlgooogt 91) = f(t gooogt )

‘ ._ e (c) (c f) ~ f , S
ou seja, (), [(c*)(oc)] _— \/oceTf(x,x) .

Andlogamente pode—se verificar qie (c*)[(c)*(;a)] =3
Ve (k)
| Entao, (Cy )ml = (C) »®e  Cy tem inverso, logo é biunivoco .

e sobre,
2¢2) ©, é aditiva _
Vamos ilustrar por intermédio de algumas figuras a aditivida-
de de Cy (alguns detalhes de calculo serac dados em nota no fim des-
te capltulo)

Sejam o 3 € ﬁh(xsixo) » I ex 9,€'éﬁ 8

- e
L]

}tihlrepresenta 0*(U-+ﬁ ) (mantivemos o mesmo simbolo para £ e para a
dbncentragao sobre um paralelep{pedo9 etc,)

- == = i = ' - (:-___I S 4

_r - . ‘T_ - : - :_ . : | :. :

. IC ! ! | Fh I &
| A% N I [ =

lt 1 } : : :

- @ ! |
b = e - i m o ] e e e — . 2
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“k representa C,(o) + € (g) . (4s fung3e§_em questao tomam o mes-
mo valor {em C(I)) ao longo das linhas pontilhadas,)

' Para mostrar que C (ot +8) = Cu(t) + Cx( B) precisamos ~ ter
-h~ k rel 3; « VYamos, para”fantd, sujeitar k a uma homotopia transg
formando somente a parte interna ao hexagono ABCDEF e deixando 4]
resto fixo. (Aa fpngagq‘sﬁo constantes ao longo des linhas ponti-
lhadas.)

A

b & R
B facil verificar que por sua vez k' é homoidpico a h (basta
© deixaf aproximar-se gradativamente as partes contendo f e g & dila

; tando as partes que s2o levadas nos pontos do caminho C). Iste som
- pleta a prova de 2e),

32) Mostremos agora Que se 02319051 —y X9x29x1 e

| Cy81,0,1 ==> X;x,,x, entao (0201)* = 02* Cl* s
themos que 02015190,1 —_—3 ngzgxo 6_0231 = clcz,@_

Temos

z pd
xi £
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(5.8)
’ f(2t1,”o,2tn) ma.x|ti| < %
Cl#f(tl’coo’tn) = - o 1
¢, (2 max[ti|=1) max]til Z 3
| ¢, £(2t 000,28 ) max|t,]| £
G, (Cy E)(t5eept ) =4 g 17m 1
c# O CH | ¢, (2 ma.x|ti|-=1) maxItiI 2
£(8t15000,4t ) max|t,| £ %
02#(01-#1')(%1,..,,1:11) T, (4 max|t,]-1) % £ max|t,| £ %
‘ 52(2 maxlti|=1) % “madt|t; ] £ 1
, L E(26p5000,28)) max]t,| £ 1
(0201) f(tlgoocptn) =
# €,y (2 max|t, [-1),max|t, | 2
£(2ty,000,2t,) max|s,| & 1
e (0201)# f(tl,“.,tn) i ‘61(4 maxlftil-2) 5 £ maxltil — %
C,(4 max|ti|=3) .%..‘maxhil <1

Definindo 4t. - 4t _
f(=—% ,.. —2)  maxlt,| ¢ 8
l+8 ’°°°? 1+4s i 4

F(tl,tz,...,tn,s): E£_(4 maxlti|-(1+s)) %g f. ma?.xltil £ -2—2-5-
) 32.(2(34-1) maxltil-_(2a+l)) gi_s, fmax[til £

. vgm F(tl,...,tn,o) = 02#(01#f)(t_1,¢..;tn)

' E(tl,...,tn,l) = (0201)# f(tlgo.o,tn)

02#(01# £) ~ (czcl)# t

e dai, (C,0;),(a) = cz*(pl*(oa)) o'e (CgCp)y = cz*c1 .

*

Nl PO
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(5.9) Operagdo de Ul(x,xo) sobre ﬂn(x,xo) » Tinhamos visto

gue, dados dois pontos distintos X, © Xy (ie X 4 & um caminho

GsI,0,1 => X;Xy5X ) obtinhamos um isomorfismo
C*g TTn(Xon) -—._é ﬂ‘n(x’xl) ]

T{nhamos também verificado que (CD), = C,D, e que C, depende
“apenas da classe de homotopia de C ‘ ‘

Consideremos agora C um caminho fechado em X com or_igem em X
isto &, €(0) = ¢c(1) = o

Entso, o isomorfismo Cys ﬂ(x,x ) —> T‘(X,x )} é um automor
fismp, Portanto, a cada classe o € l(x,xo) corresponde um auto-
morfismo Oy 7T (X,x ) — TTn(X,xo) e (x By = oy By

Vemos assim que Jl(x,xo) é um grupo de operadores para
T-(ng ) o ‘

(5.10) Definigao - Um e‘apago X (csp.pa) é chamado n-simples se
para gualguer o & TTl(x,x ) 5 Olys 'n‘(x x ) —y TT(X,x ) é o i-
somorfismo ideéntico de T, (X,x ) .

Nesta definigao fizemos referenciara um ponto base X, o

Vamos ver que, para qualquer caminho C3:I,0,1 —% K,xl,xo s O
isomorfismo C, nao depende de C se o espago X é n-simples.

Sgjam C e D dois caminhos ligando X, @& X; € vVamos supor
C, £ D, . Entdo terfamos C,D, " £ 1, . Mas sendo CD™' um

o n(x;xo) :

caminho fechado e X n-simples, temos (CDl)* =1 .
X . ﬂn(x,xo). Andlogs

' mente segue que o fato de X ser n-simples naé depende do ponto ba-
s&., Quando o espago X ¢ n-gimples enm qualguer ponto, o grupo fundg
mental de X opera idénticamente em ﬁn(x,xo) o

' Um espago X , onfle ﬁl(x,xo) = 0 , é negimples para cada n .

Demonstra-se que todos os grupos topolégicos siZo n-simples

{3teenrod). - |

' Mosira-se que o grupo fundamental opera sobre si mesmo do se-

guinte modo: se & ,f & fl(x,xo) entao B,(e) = ﬁ’otﬂ_"

{Eilton), '

: Dai concluimos que um espago X é 1= simples se e somente se ©

Ber grupo fundamental £or abeliano,
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§ 6 - Definicles alternativas dos grupos de homotopia

DPado um espage topoldgico X e um ponto X, &€ X , en vez de uti

]

lizarmos as classes de homotopia de apllcagoes fs JngJ e X,xo
para a definigao do grupo de homotopia 77'(x x ) s podemo=nos va-
ler. de outros espagos- Y e suas fronteiras Y e con31derar aplicagoes
f:Y, Y —> X,xo o
Seja B" a bola n-dimensional unitéria, 1sto e,
{(tlgt sesarti ) €& B | Z, 12 & 1}

i=1
a sua fronteira, isto &, a (n-1)-esfera unitarias

n
n-1 n 2
S = { (tlg‘tzgooogtn) é R I gl ti = 1} L]

o Sn-l

Vamos usar para Jn.e B as orientagoes induzidas de seus espa
gos suporte (ver para tanto o cap. B, § sbébre "células orientadas".
Em suas fronteiras consideremos as orientagdes induzidas. No caso
de s® n-1 devemos considerar em cada ponto a orientagao induzida no.
Plano tangente., Pode-se estabelecer também um significado coerente
para a orientagao com auxilio da homologia. .

Considéremos um homeomorfismo hangsn_l —p Jn,3n s qQUe cone
serve as orientagcCes,

Por meio déste homeomorfismo, podemos estabelecer uma corres-
pondencla biunivoca entre o conjunto J das aplicagdes I
£:3° ,J —_— x,x e o conjunto B das aplicagoes Bn n-1 ——dy x,x
do segulnte modoo

(61) f€J—> fh eB .,

Vemos assim que, se fh = £'h entao (:E"h)h-1 = (f”h)h—l ¢’e fa
f' ., Também se g &€ B entio gh” -1 € Jeg={gh” )h o

Ainda utilizando o homeomorfismo h estabelecemos ums correg -
pondéncia biunivoca entre as classes de homotopia de TT'(X,x e as
classes de homotopia das aplicagoes B 9Sn -1 a4 X,x do seguinte
modos

Seja &éﬂ(xgx )ef €X ., Como fhsB®,s™" =-> X,x, fa-
gamos corresponder a classe of a classe de homotopia [ﬁh] de fh .
Tal correspondenc1a é bem definida e biunivoca (pois £ Asft
rel J0 &> fh ~ £'horel §%1 ¢ ¢ sdbre pois se I é uma classe
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.de homotopia de aplicagges Bg o g1 —> Xx, ,eg €f entao a
clagse o de gh_l corresponders & classe de (ghgl)h , isto e, a
classe [3 .

Neo & diffcil compreender que se h ~s h' rel g1

entao h' eg
tabelece a mesma correspondéncia biunivoca com h .

Por isto, frequentemente vamos chamar ]T'(X,x ) ao conjunto
das claases de homotopla das aplicagoes B" Sn"'1 —-? X,x o

Dadas duas aplieagoes g,m.B s” ——9 X,x podemos deflnir a
classe [g] + [@J de modo analogo ao que fizemos para duas classes
.k e 3, considerando g e m concentradas em duas porgdes disjuntas
de B" e definindo uma fungao'que coincide com uma ou outra nestas
duas porgoes levando todo resto de B no ponto X, o Com esta opera
¢&o, obtemos um grupo (abeliano se m > 1) isomorfo a JTn(X,xo), an

teriormente definido.

+1

Consideremos a n«esfera unitéria n+l

n n+l Z 2 }

S { (tl’°°°’tn’tn+1) € R | i1 b =1 1 )
Sua segao com o hiperplano t =0 é homeomorfa a st

Vamos definir

Ef {(tl,neo,t +1)é Snltn+l } (calota superior ou. hemisfério

: norte),
2 {(tlgonegt +1)é~Sn|tn+1_f 0} (calota inferior ou hemisferlo)'

' - sul).

Temos que B" § homeomorfo a Eﬁ eakE .
(Por exemplo, se n=2 , 8% & s superficie esférica habitual,
8% é o disco, EE e Ef sao- semi-esferas,)
Vemos ainda que

EﬁUEE = st

EE N En - Snwl s
Yamos chamar p+:Ef -—%- B Sn -1

pors:

o homecmorfismo dado
(6_02) P,,_(tlﬂé“stnstn_l_l) e (tlvcwstn)
n 2 2 -
(tlgooogtngtn_'_l) é E+ é élti +tn+1 ‘:. l 5}

= 3 .2 4 | n
-l A 4 (tl,a“,tn) € B
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S n+l
n-1 ‘ =
(tlgooegtn,tn*‘l) é S —_-__—__.'-7 g' ti = 1 b tn+1 = 0 }
-—-—_7 Z. t =—-_’> (tigooogtn) e Snal o

i=1 .
Anadlogamente consideramos p_sEf > B pondo
P_(tlrfﬁz’”"stnsltn*_i) = (tlot Mwst )

Orientemos En'tﬁl que'p conserve a orientacio e em E tal que
p_ inverta a orien’baga.on E induz em 5% n-1 a mesma orlentagao como
BR e. E a orientagao oposta. E U E nos dard S™ coma orientacao
induzida pels Bn+1

Por meio de P, podemos estabelecer uma correspondencia b1uni~
voca entre o conjunto das. aplicagoes fs Bn n-1 —_— X,x e 0 con -

Junto das aplicagles gsE s~ -1

= X, 3%, © tambem entre o conjunto
das classes de homotopia - das apllcagoes B" S -—9’ X,xo e 0 con~ .
Jjunto das classes de homotopia das aplicagoes E S ~—9 X,x °
Portanto, existe uma correspondencia biunivoca entre as classes de
homotopia TT (x,x ) e &8 classes de homotopi& das mplicagces
22,5 — x,x_

Analogamente para o conjunto das aplicagdes ET,BR"I — XsX o

Identificando J a vm ponto D, © espago quociente assim obti-
do Jn/J é homeomorfo a S" , '

Consideremos o homeomorfismo 2J2, 3% —> B, ghl

definido

por
maxltiI

Lt

Seja po = (0’09009909"‘1) é Rn+1 9 Po é Sn °

('6.;3) 1'% (tl,.,.,tn) - (tl,,”',tn)

(6.4) Definindo g'(tlgtzg..o,tn) - (xlgxz,oec,xn,xn+l) onde

% = Pty S lzieenn w12 [P pe 2] 2] -] D Y34

\/ 2 ) » temos que E =Bn n-1 —_— Sngpo é uma aplicagao

tal que % (3" - Sn-l) é un homeomorfismo de B® -.S™! gdbre

?n = {po} *
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| (6,5) Entao ¢ = flgb oJ 9J - gt 9P é uma aplicagao que.
leva J° « J homeomorfieamente sobre S™ {p } » Consideremcs st
orientada de tal modo- que ? conserve g orzentagaoo
Para toda aplicagao 838 9po S 4 ngo temos uma aplicagao
fngLPsJ J —p X,x °
' Reclprocamente pode-se demonstrar o seguinte
(6, 6)'Lema -.Toda aplicagaoxfsJ 9J —> X;x  se fatoriza em
= T onde T:5" 9p —> X,x, o (Ver [B1i] pg. 9).
Dadas g,g“ss P, - ng ; 88 & ~ g' rel Py entao
8P ~ g'¢ Tel Jn
Reciprocamente vale o seguinte ‘
(6. 7) Lema = Dadas. f f““Jn 3.11_:_? Zyx, 5 se f A £ rel S'n
entdo T ~ f' rel P, (onde f e TV sao obtldas como no lema 1). Dai
se f, £i3J°8 gJ ey ng entac f ~ £7 rel J se e somente se

L —

f ~ FT rel p, onde f = TPef =10, (Ver |Bi| pgo )o

a Utllizando os . lemas (6+6) e (6.7) concluimos que existe uma
correspondencis biunivoca entre 17 (X,x ) e as classes de homoto-
pia rel P, das apllcagoes s" 9p ==? Kgx °
' Resumindo os fatos acima e levando em conta (9 4) enunciamoso
EX (6,8) Lema de extensio - 35" sPq =3 X, x, 8se estende a uma a
- plicagao £33+ =—> X se e somente se f repreaenta o elemento zg
To de _an(ngo) "

(6,9) Lema de claSSificagEo'= As classes de homotopia das fun

goesa fssn,po =% X,x, estao em correspondéncia biun{voca com o8 @
lementos 7Tn(x,xo) o
Em vista disto, utilizaremos frequentemente a mesma notagao
77'(X9x ) para indicar o conjunto das classes de homotopia rel Pgs
.das aplieagoes s? 9p S xg 0

(6,10) Podemos ainda definir diretemente goma de duas destas
-classes utilizando concentragdes em "calotas" de S® . Por caiotaqg
tendemos as porgces em que s* fica dividida por um hiperpiano quae '
a corta, ' /

Vamos dar sem majores ﬁetalhea ©8 passos que devem ser segui-

cdos,



= %4 = B
12) Como concentrar f£:8° 3D, —P XpX, sobre uma calota A ,
Seja 4 &£ s uma calota nao
contendo Py o Seja P interior a
A , Seja Sn“"l a fronteira da ca-
lota. Cada ¥ & Sn -1
com P e P, um arce de circulo m& :
ximo L = Pyp o Para y # z&,Sn -1
o8 a,rcos I‘y e Lz somente tém os

determina,

extremos P e p_ em comum, 08 &r-

cos Ly s T € Sn"’l recobrem S , ‘ Fo
Tra.nsformemos 0 arco Py em L por arcos proporcionaisg deixan

do y percorrer S n-1 obtemos uma apllcagao 8A que leva A sobre S

A
& qual estendemos a S"-A pondo 5 (q) = P, 8¢ q ¢ A

£Alenrerlp R

Se fssngjpo — .ngo" entac £ £, concentra f adbre 4
22) Sejam agora gssngpo — ngo s B outra calots disjunta de
4, £ p construido analogamente = £A . Seja hsSngpo > X,x_ ob-
tido poxrs
| £€,(a) se qea
h(g) = géB(q) se q & B

X, ) 56 g & AUB

Seja @ como em (6. 5) e temos entac [fLP] = ol £ an(X.ng) 0
[e@] €8 e [htP]é‘Y vale

(6, 11) ’Y = & +f pois certamente podemos construir
P~ § rel I tal que J l(A) = AV g 1(Ir!) B! a0 dois subpa
ralelepipedos de J° e ainda T £ 3 @ gé 7 sao concentragoes de
fo e g€¢ a A' e B! respeetivamenteo

Do que foi dito acima vé-se ficilmente que se f{E = X 4 .
glEl = X, s entdo h dado por hIE = 2|} e B|E"® = g|E” represente
& soma dos elementos dados ror £ e g .,

Aconselhamos também a leitura de [Hu-=2] que descreve uma si-
tuacao analoga.
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(6.12) Lema - Seja f_sS™ i, — X%, 5 F(ye#)es® x I —> X
uma . homotopia (nao relativamente a p, )s sendo F(y,0) = f (y) e
F(y,1) = ¢ (y) . Durante esta deformagao o ponto p_ descreve uma
curva c(t) = F(p st) onde C(0) = x, 3 seja C(1) = x

1 e Festas con=-.
digoes [f] = G*[f ] onde [f] e IT (X,x ) '

Consideremos ¢ de (6 5)e

Seja.g i‘ P s J° ,J ey X,x 0

Podemos construir G:d® x I "'—’7 X fazendo G(z t) = F( P{z),t).

As imagens pela G dos pontos da fronteira J Va0 percorrer o
caminho C.3 se j € I entdo G(;j t) = F(¢(3),t) = F(p o) = (%)

- As i‘iguras da pagina anterior ilustram a demonstragaoo Na pri.
meira.temos a homotopia G: nas fa.ces laterais os segmentos verti-
cais vao em C s & face superior vai em g e a inferior em g, o Na
segunda . figura "emendamos" um cubo no qual consideramos def:.mda. a
homotopia constantes H(z,t) = g, (2) o Nas duas figuras que seguem,
nés deformemos o cubo de cima,ccomprimindo-o para dentroe do cubo
inferior, . _

Observacao - Consideremos duas esfera.s sPe =P ¢ pontos-base:
p € s e q &€ L n - Ambos 08 pares Sngp e Z yq podem ser usados co.
mo ante-imagem dos grupos de homotopia., B perfeitamente coerente i
dentificar clagses de homotopia de fungoes f: g? oD = X,x a :
&3 Z sq > X, 3X, o 8e existir um homeomorfismo heg® op —> X n
(sdbre) que conserva a orientagao e tal que f = gh ,

Com estas consideragoesg temos o seguinte

(6 13) Teorema - Se X & n-simples, ca.da aplicacgao £ B —> X
determina um Ynico elemento de IT (X,x ) .

Demonstra.gao ~ Sejam p,5p, é s? f‘(pl) =X f(pa) = X, o
Chamemos .t‘l g™ 3 —_—3 ngl e fsz sPp =% X,x a f considerada =
como fu.ng:ao de pares,

f, determina um elemento [fl] (3 rrn‘(}_{,xl)

f, determina um elemento [f] Rl (ngé) '
Existe rotagao [<& gt 9Py 2 s? sPy € uma homotopia
Res™ x 1T ~ 8% tal que R(p;0) = 1 e R(py1) = P sendo que, duran

te esta homotopia, R(ngt) é um caminho unindo P, a Py
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Temos £, P ss’%;p2 — Xx, e £R ¢ homotopia fRif, ~ £, P i
durante esta homotopia, fR(ngt) é um caminho C unindo X, 8 X7 e
Portanto, *[f1P] = [f] e como [f = [flf'] temos [fz] = G*[fl]
(segundo a observagdo acima).

Devemos mostrar que, tomando X, € X ; chamando D um caminho u
nlndo X, & X5 5 E um eaminho unlndo X, 8 ¥ 5 teremos

*[fg] = E*[f Jem (sz ) .
- Chamando & = D [f] vem: o = D,Jf,] =D C*[f] = (pe).[£,].

Mas DC é um caminho unindo x_a x, ; X é n-simples e B é um
caminho unindo x_ & x; o'o (DC).[f;] = B.[£,] e D, [£,] = B [£,].

§ 7 - Homomorfismo induzido por uma aplicagso continuas. Inva-
rianca topoldgica dos grupos de homotopia

Seja ® ¢ 77'(}(91: ) e feo o Qualquer que seja a aplicagao
contlnua ¢P ng —_— Y,yQ (isto é, ¢ 3X —> Y continua tal que
lP(x ) = ¥, ) temos Qre Jm, It - T,y, o Chemando B a classe de
P £ em rfn(X,yo) vemos que (3 depende somente de &0 e nao do parti
cular representante f éx , pois se £f,f' €xX , entao £ ~ f' e
P o~ |
: Fazendo @,(*) =8 , entao ¢, é uma aplieggao bem definida
de I (Xx } em TT(ng)
' Va.mos mostrar que (P*s T (X,x Yy —> IT (Y,y ) é um homomor-
fismo. .
Sejam 0‘19 o, énn(Xon) s £EX 5 , g €60, o A classe
jul + O 5 é representada por um h como em (4.1) e
QO*(dl +°‘2) = [‘Ph]
Por outro lado, (P*(O{l) + @ ( *®,) é a classe de k definida
por _
(E)A(P) se PEA
k(P) = (cpg)B(P) se P €&B
Yo se P ¢. AUB .,

Mas, utilizando (3.1)s (QPF), = (P£) &, = ¢(££,) = ‘p'i"A e
(?E)B ((pg)EB = ¢(g£B) = (PEB g 0L seja, k = 50]1 °
|
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(7.1) Portanto, go*(otl\,uota) = qa*(otl) + 0 (0,). P 8 cha

mado homomorfismo induzido pela aplicagac continua ¢ .

Seja lPsY,yo —_— Zy3, o Entao IP(P X,x —> Zy2, o Dado
ol € 77-(X,x ) ef e temos ()" ,J —} Z,z, e podemosde !
finir o homomorfiamo (Y@ )= T (ng Yy —y IT (Z,z ) . '

Como (YW@P)f = ¢ (P£) vem:

(7:2) P4 Py =(¥P), o

Temos portanto demonstrado o

(7.3) Teorema - Toda aplicagao continua P X,x S 4 Y,y in-
duz um homomorfismo {3 IT (X,x ) —3 IT (Y,y Y . Ale,m disso, se .
'(,UY,y —r Z,3z_ ; entdo (1}”,0) =P, (P*o .

(7 4) Teorema - Os grupos de homotopia sao invariantes do ti-
po de homotopiao )

Sejam X e Y dois espac}os do mesmo tipo de homotopia, com
£f:X -—>» Y e ng—;-)’ X tais que gf lee fg -AJJ.Y o

Sejem y, = £(x ) , %) = &(v,) , ¥, = £(x;) .

Jn,ﬁn —E-} X,xo -—£9« ngo '-£=-> X9x1_=£=) Y,yl
- £ induz f3 TTn(ngo) —y nn(Yﬁo)
Lyxs T (Xoxy) =—> T (¥,53,)
g induz g, ]Tn(Y’yo) —— ﬂ'n(xgxl)
Pemos g*f*sﬂ (X,x ) ——3 TT (ngl)

Como gf ~ 1x vem gfu A u e durante a homotopia a fronte:tra.
percorre um caminho C , '

(gf)*[u] = C*[u] e C, é isomorfismo,
Dai, g,f, é isomorfismo sdbre .°. gy € sdbre.

Analogamente f,.g, é isomorfismo sdbre .°. 8x ¢ biunivoco.,

Portanto, g, é isomorfismo.

(7. 5) Corolério - Os grupos de homotopia sao invariantes topo -
logicoso
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§ 8 =~ Gran de Brouwer

Neste § daremos, de maneira deacritiva, alguma idéia -sobre
7 (S }» Necessitamos, para tanto, algumas nogoes do capltulo B .
Este § deve ser saltado em primelra lalturao T

Congideremos dual esferas S1 .e 82 trianguladas e orientadas.
. Sahemos que todo 2- ciclo de Si é miltiplo do ciclo fundamental
Zl Eisi (soma de todos o8 2-gimplexos de Si , cada um deles com
a multiplmcidade 1, escolhida uma orientagao para 52) e também to
3o 2-ciclo de S é multlplo do cieclo fundamental 22 de Sg 3 1isto
vale para qualquer trlangulagao. ‘Observamos ainda que, na dimensao
-maxlma, cada ciclo congtitui uma classe de homologlao

Dada uma aplicagao continma f: Sl g SS s consideremos o ho-
momorfismo induzido f*.H2(Sl) e H2(32) . Pelas observagdes fei
tas acimg,ao cicle fundamental Z1 de Si correspondera, por fyo um
‘ciclo em 32 gque sera, portanto, mult:Lplo do ciclo fundamentalz de
Sg , isto &, *(Zl) = rfzz onde To é um inteiro. A aste 1nteiro re
da-se o nome de grau de Brouwer da aplicagao f .

Se tivermos fz\1g°82 — Sg s como £, = g, ., segue To = rg °

Lembrando que cada aplicagao continua. fsSz - Sg define um
elemento de IT (S ) (pois s2 & 2-gimples), como o grau de uma apli
. cagao depende apenas de sua classe de homotopia, podemos fazer cor

onde

responder a cada elemento of & ﬂz(sg) o numero inteiro T s

M =rf com £ €X ° : |
Generalizando o que foi visto, podemos definir uma aplicagao -

£ 0T (%) — 2
dada por £ (o) = ra o

A aplicagio & & aditiva, isto €, é um homomorfismo.

Antes disto, vejamos uma interpretagao geomeétrica do grau de
Brouwer., Pela definigao do grau, escolhida uma orientagao para ca-
da uma das esferas, o grau da aplicacio vem a ser o nimero de vé-
zes que um qualquer simplexo comparece no ciclo imagem e, como to-
dos 8les comparecem o mesmo numero de vézes, O grau vem a Ser o ni
‘mero de vézes que a primeira esfera recobre a segunda esfera, pois

.0 ciclo fundamental de cada esfera recobre a mesma uma vez.



gens recobreq um dado simplexo m-dimensiona; positivamente, istoréj
com a mesma orientagﬁoreseoihida'para & segunda esfera, e existam ;
n m-simplexos recobrindo o mesmo dado simplexo negativamente, isto
é, com a orientagao oposta & escolhida, .

Entdo, o tal simplexo seri recoberto p-n vézes. Como &ste sim
plexo comparece com o doefibiente Te no ciclo imagem, teremos Tp =
P-n , isto é, o grau de Brouwer sers o nimero algébrico de vézes
que a segunda esfera é coberta pela primeira esfersa,

Para mostrar que & ¢ homomorfismo, sejam of, B € ﬂn(sn),f €
e g €8 . Consideremos f concentradas a uma calota Cl interior a0
hemisfério norte Ef de Sn € g concentrada & uma calots 02 interior
ao hemisfério sul E? 4o s® , Seja K uma triangulacao suficientemen
te fing de S? y tal que existam aproximagoes simpliciais Pde f e

¢ de g, tai‘s_qﬁeatp é concentrada a Ef e ¢ a EY, Pondo
CPfEf -en Ef

h =
Y IEI_I en Ef

entdo h representa ol + B e é simplicial,

Dado um n-simplexo ¢ ® ge Sg s éste comparece no ciclo h*(ZT)

n

onde Zil._e' ¢ ciclo fundamental de S; » com coeficiente r, o Mas on

deve comparecer com coeficiente T devido aos n-simplexos de Ef e

ainda deve comparecer com coeficiente rg devido aos n-simplexos de

.‘i.‘z_l « Entao, em h*(sz) » 7 comparece r, vézes'devido a KPIEf e r,

vézes devido a L' Ef s Portanto O'n'compareceré Tp + rs vézes em
n . . ! ” r

h*(zl) ery =T, + T s isto §, r =T +r, e Z & homomor-

o+ o [

fismo,

(8.1) Exemplo - Sejam 'Sf e SS duas triangulagSes de esferas §°

conforme as figuras abaixo,
Na primeira triangulagﬁo & poligonal clnlcz..,,ns representa o
equador, A o polo norte, F o polo sul e usamos C1 como ponio base,

Em S, , R seri o -ponto base, ‘
Vamos congtruir trés aplicagbes simpliciaisg: s oo 4

2 2
f1g,0:8) —> 52



f seri dada por: A—> P , B

3536 "—'9 Q5 9 cignipEi,F - R . - .

1% 72 Y 0 BBy
O.grau re = 2 , Basta ver que ?Qle é imagem de ABle e AB 3

475

“conservando & orientagao e abmenﬁe destes,
Temos ainda que f é concentrada ao hemisfério norte, pois to-
‘dos os vértices do hemisfério sul (ci,DiyEi e F) vao em Rﬁg%
. Darémos g pors F.—> P , El,E3 ~—§.;Q1 s E2,E4 — Q2 ’
|E59E6 e Q,5 9 AgBisci’Di_* R . :
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0 grau de g ¢ rg = =1 p01s escolhendo, por exemplo, PQ1Q2 ve-
mos que € 1magem de FE1E2 e FE3E4 con inversao de orientagao é ima
gem de FE oB3 conservando a orientagaoo Escolhendo outra face diga-
mog Q2QBR esta é imagem de E4 5 4 com inv?rsao de orientagaoo ;

Além disso g é concentrada ao hemisférioc sul,

- Construimos enfim h coincidindo cdm f no hemisfério norte ]
com. g no hemisfério sul, Temos [h] = [f] + [é] » Verifica-se faeil

T mente que T, =+ l = Te + rg o

Como foi descrito acima, duas aplicagbes homotdpicas témo meg

"lméjgrau"de Brouwer. 0 resultado inverso constitui o importante

. (8.2) Teorema de Hopf - Duas aplicagdes de S —> 32 gsc ho
‘flmotoplcas se e somente se elas tém o mesmo grau de Brouwer. (Ver
f:por exemplo [Huwl] P&e 53).
| Segue disto .
(8.3) Corolirio - TT (™) =~ 3z, \

s fate resultado nos dd, portanto, o primeiro exemplo do calou-:
',, 10 de um grupo de homotopia nao trivial,
' 'f No capitulo D serso tratados metodos‘elementares que permitem
' otpélculo de alguns grupos de homotopia,

§ 9 - Alguns lemas

- No presente'§ dafemos'alguns resultados que servirao como ba=
. se para a demonstragio dos teoremas principais do capitulo ¢ . Rs-
o te paragrafo deve ser saltado em primeira 1eitura.9 pois utiliza no
o goes do capitulo B .

(9a1) Definigao - Dado um espago X chama-se "cone sdbre X" ao

o espago X que se obtém ident1ficando em X x I todos os pontos de

_"'-'X ‘;{1} o Seja XX x I —> X a aplicagdc candnicas; o ponto v =
Y. P(X xf1} ) chama-se vértice do cone. Pela a.plicagg,o x => (x,0)
: podemos mergulhar X como sub-espago fechado de Xo X=Xx {0} .8 a
“base do cone,

‘ (9.2) Uma aplicaqao fs x —_—> Y é homotdpica a uma constante
j se e somente se f se estende a f3 X -—9 Y .
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Demonstracio - Se existir f a fungao fX:sX x I —> Y estabe-

lece homotopia entre f e a constante g(x) = T(v) . Vice-versa, se
“existir tal homotopia FiX x I =—> Y com F(x;1) =a VYxeX, F
- pode ser fatorada em F=T% e é facil verificar que f é continua.

an-1

(9.3) Lema - Seja s uma esfera, S é homeomorfo a B"

Demonatragac = 0 homeomorfismo 'rlsSn -1 —>» B" pode ser dado

por:

~

1' [(x19x29%oogxn)gt] --(1-#)(}:1912,030,_1!1) o

-l oy homotdpica a uma constante

(9.4) Corolério - f£:8
se e somente se f estende a FsB® —> Y ., .
' No que segue neste paragrafo, ¢ espago X é sempre (n-1)simples,

9.5) Lema (da fronteira da célula) - Seja O uma célula con
( Lema ( n

vexa 'r:n“‘l uma sua face, entaoc existe um homeomorfismo ¢
a —-}Eflu Bnlqueleva n-1l __, po-1 ,'n-l-—:?Sze
LI A e I |

n-1

Com efeito, podemos construir S com centro O num ponto in-

'terno de - nal com © plano equatorlal coincidindo com o suporte de
-1 s © E:’Pl no semi-espago que contém o ° , Construimos ¢ da
gseguinte maneiras w
n=1

A partir de 0 projetamos U sobre E o Por esta pro;jegEo,

s 1 vai em 5% n-2 ;§ esta aplicagao pode sger. estendida & um homeo-
morfismo de 'l.'n“’l gbbre BY (usar, por exemplo, o teoréma dos cor
‘pos convexos ( [Ly] re. 6 ). :

A:rfélogamente poderiamos levar ™1 g5pre En “l ¢ U sbbre p-1
ou EMT '

De agora em diante tratamos de c'rn com a geometria de uma ou
.outra destas figuras. o
(9.6) Lema (da construg@o) - Seja fs E -~ X, e
¥ - zi 1y Bn-l .
Podemos construir gsM —» X tal que g|E1:“1 = f representando
ium elemento /3 arbitré.rio-_ de ﬂnml(x,xo) .
Demonstracao - Vamos pors : n-1
;_17;' = {(x]_,xz,”.gx l)|Z x5 £ 1/2}

2
i

e %92 - (x, 5% X )I x2 - 1/2}
1/2 i Ll i Z *3

=1
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Observamos que M - ?;% é homeomorfo ao espago obtido de S%™2

X J identificando os pontos de s%2 {- l}

Podemos entao paremetrizar M - %1 5 de tal modo que st n-2 COT=
responda a %2 x ;o} o 8 1;2 corresponda a §° ¢ x {1} e os pontos
(xy-1) correspondam todos a0, polo sul p_ de Snal o

Seja agora f(po) = %y o
Consideremos uma aplicagao
hSBl/2 0 31/2 —3 Kgxl gue
representesgﬁ o

Vamos ‘definir g do se-

guinte modos

glE?t - g|a2?
n=1
8[31/2 .= h
g(xst) = £(x,~t) pars to-

n=1 n=1
dos os pontos de B = 31/2 o

Verifica-se que g é cont{nuao além disto, devido & simetria,g.

& homotdpica a gt rel 31/2 o Onde

{ g'IT"l/z - n
g'(y) = flp)) se y e - 31/2
logo g representa /A ,

Sejam‘agora 0‘? e 0‘ duas células n-dimensionaie convexasque'
possuem uma face T -1 em comumo FPodemos egonstruir :
cPo‘ v@) — s™tu 3% Lyl e teva

¢ 7 sdbre Ef“l v 3% .

e G'n gébre BRL W EFal = 8op

ainda t™=% s0bre Bl o Bl sébre 02 0

I

Suponhamos ag células orientadas coerentemente e transportems
por @ estas oriﬂntagoeso

-

Consideremos de agora em diante &'? v & 2 com a geometria de
ne=] ' '
v 0

Seja entéo f3v™- =~% X ; £ define trés elementos em’T _l(X)_
dados pors o = [f[5;] 5 p = [g]s,] & v = [¢[s®Y] . |
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" . Vale entao o

(9.7) I-ema. (da soma) - o+ p ~ .
Demonstragao - Vamos considerar para tanto uma aplicagao
£:y2-1 3 vn -1

da seguinte formas.
£(3%1) = 0 = (0,0,...,0) .
Sejam agora q o polo norte,
P, © polo sul de Sn ],' um ponto
y ¢ s® 2 determina unlvocamente
uma semi~-circunferéncia I_ mdxima
- pelos polos. Subdividamos esta se
mi-circupferéncia pelos pontos 8y
e by para os quais temos respecti
vamente t = + 1/2 e ¢ - - 1/2 .
& val levar o arco a y ¥ Tegy
larmente sobre o raioc y 0 de tal
modo que &£(y) =0 e £(a. ) =y .

0 arco qha.y sera"esticado"
‘mantendo o ponto g fixo e fazendo E(a. ) - ¥
No hemisferio sul fazemos coiaa ana.loga.-
'byy——> yo;p 'b —y b ¥ o

Agsim faremos com: todoa v é S . _—
' Desta forms £ leva Sh "2 em 0 »y & pPOrcao - % £t £ ::I‘,'- sobre
881 o isto simetricamente em 'relagao ao equador 87 -2 ; ainda &

leva a calota t 2 1/2 sbbre o hemisfério sul.
E facil verificar que £ﬂ.}lY .

| Seja agora g =f & , temos

12) g = £ £ ~ foly = £,

Portanto, g|s; ~ f£|s; gls; N £]s ;e g]sPtas £fstl

logo, [gISI] =& [gISIIl =f ’[g_ls‘nﬁlJ_ -9

2e) g]Bn'l é constante, portanto segue que g|S n-l’ pode ser conside

rado como representando a soma ©f + ﬁ pois gIS é concentrada
ac seu hemisfério norte e glsn' é concentrada 80 seu hemisfé-
rio sul, Portanto o + ff = ¢ ,

Segue imediatamente o
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(9.8) Goroldrio - Sejam 0‘2 e 0’2 duas células com a face

- : b b n .
B 1 em comum, orientadas coerentemente. f: a';_l u0’2 —» X .

Suponhamos que fIO’ represente A e fIG' represente B8 .
Suponhamos que gso‘l w! (,f 2 coincida com f excepto eventual-
mente em pontosg pertencentes a "Cn-l « B W' = [glo‘:rll] »

B = [g[f..fg] entao vale:

x't p o= G+ B

(9.9) Lema - Seja P2 uma célula (n+1)-dimensional, o™

) . ~ . . ~
crn duas suas faces. Entao é possivel achar uma sequéncia
_ o

n n n-] n n-1 n n'
Mo =T s T s M s eees T , 1, =6
de faces de f 2+l a1 que ‘E'?’]‘ seja incidente com ‘fli 1 @ .‘f[;_l .

A demonstragao fica para o leitor., -

 (9.10) Teorema - Seja Pn+1 (orientada). Orientemos as faces

D, seja Hnwl o

n-dimensionais coefentemente: O'il s at... .

n-l)-esqueleto de P e foon-l — x
Sejam o« , = [flti‘;'n 1] entao vale % 1 =0 ,

Demonstragao = Vamos fazer diversas modifica.gSes sébre as fa-
ces (n-l)wdimensionais o que nao altera a soma e mostrar depois
que os elementoé alterados serao todos nulos.

Fixemos uma face 0‘ » Pelo lem% (9. 9) qualquer outrs n-celula.

0’ 5 pode ser ligada a O‘? por uma sequencla YI m 6
T -1 n _ N

l ee0 ‘v?r (-]

Procedemos da seguinte formaa modifiguemos, utilizando o lema
(9.6) £ ao longo de T 2! obtendo £' de tal modo que [£1]& 1] =0,
suponhamos que nr 1 =« 3.1 entgo [f'| U'n] i + 0‘-3 (pelo coTo=-
lario (9.8). Modifiquemos agora f' ao longo de T n‘i de tal modo
que [f"lﬂ'n] = 0(;j s isto &, volte aoc valor antigos X i ficou deg
ta forma “transm:r.t:.do" pars 7);1 o A modificagao seguinte serd em
T : % passando Oii para nn e asaim por diante. FNo fim do nos-
80 processo teremos i‘ tal que

a) [flcri =0 - b) ['f|6'§]-otl+ o
¢) ['f'|('7£1=o<‘k kZ41,kfi .
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1

Partindo de f e procedendo analogamente com um outro o 3

‘constroe-se ‘i-‘ 1 -1 ——> X tal que:

a) (F0Y) - [F163) = o
b) [?i &;] = O(k k )‘ 1,1,

C) [?Iénlud +di+ u.j .

Seguindo neste processo chegamos finalmente a ums g tal que
-a) [g|0’n]-0 sek#l
b) [glﬂ'l] = 2: o, .

Ora, pela a) temos, usando (9.4), que g se estende a tddas as
n (k ,! 1)s mas isto significa que gIO' se estende ao interior

"de uma. celula (U g n) ; portanto, g se’ estende tambem a0 interim
, i=2 '
de (Tl 3 portanto, ver 9, 4- [g| a ] =0 , logo pela b) segue

. ol =
i 70 eeacd

NOIa

Vamos construir a homotopia entre k|H e Xx'|H (onde E é o hexi
gono ABCDEF) necessitadafs,ﬁo teorema (5.5) 29) (ver pég. 27).

Os vértices de H sio: A = (0,1) , B = (- & i 1/2) ,
C-(-‘Z,-z),D-—(O,-l),E-(4,-_-2),F-(4,2)

Sejam tl e t as coordenadas em He t o parametro de deforma-
¢80, Se nao 1nd1carmos certas 1imitagoes subentendemos gue o ponto

‘pertence a H ,
Temos k(t,,t,) = 6(1—4|t1|) e

c(0) = x,  para |1:2| £ 1/2
k' (t),8,) = T(2{t,]-1) ~ para 1/2 £ |4

A homotopia FtHx I —>» X podé ser dada por:

2}
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F(tlﬂtzbt) = v
£ 14| £ 1/4
G(1-4]t,]) pax: 1 }
lll Pl‘a{ lyl < 1/2
{3 slnl Lol
L
C(1-%) para g itl' t/4‘} L
[t,] £ 1/2

E(2|£2|-§) para% 1/2 £ [tal-ﬁ ;%1 - 2|x|} S
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HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DOS COMPLEXOS CELULARES

~

§ 1 - Espagos afins

As figuras estudadas neste capitulo sao certos sub=espagos do
.espago R das n-uplas de nimeros reais, 4 topelogia do R" & aguela
‘da Ana.l:l.se Classica, isto é, a dada pela dlstancia euclideana, R-
sera considerado 4s vézes como espago de pontos (espago afim) e 2s
vézes como espago de translagdes ddste espago afim, isto é, comoes
.pago vetorial, HNotaremos tanto pontos quanto vetores com n_upias H
X = (xlgx29°°°9x ) = (xi) s ¥ = (Ylsyzgooosy } 5 etco
_ Vamos citar aqui alguns fatos elementares sobre estes espagos
afins, seus aubaespagoa e suas translagoeso

Muitas vezes o R" & considerado como sub- espago de R® (n ¢ m)
e nestas condigoes identificamos (x19x290009x )& R® com
;(xlpngooogx 90505000450) € R® gem fazer mengao explicito disto.

‘Apliecar um vetor v = (vl,vz,“ogvn) a um ponto
:P. = (xlgxz,o“,xn) significa construir o ponto Q = P + v cujas co-
-ordenadas 880 g = X; + ¥; o Por sua vez, o vetor v é considerado
como “diferenca dos pontos Q e P v = § = P’s V=Yg - Xy e As
propriedades bastante elementares destas operagoes sergc utiliza -
das sem maiores justificagoes no decorrer do texto.
| Dados dois pontos P = (xi) s @ = (yi) obtemos todos os pontos
da reta PQ aplicando a P os miltiplos do vetor (Q-P) . S = (zi) é
ponto da reta PQ se S = P + A(Q-P) com A €R , isto &,

B, = X; ¥ k(yi - xi) = (1 - l)xi + lyi ~ Podemos também por:
2y = M 3y + lyi com 4L +A =1, isto é, 5 & "baricentro® dePe
Q dotados de "pesos" AL e A de soma 1 . Vemos ainda que o “segmen

to" PQ é constituido daquéles baricentros para os guais M7 0.,
- A- >/" 0, .
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Mais geralmente, chamamos de baricentroc dos pontos

P gPlgooegr & R" segundo os pesos A ljﬁOQog ‘Ar com

r

% }" = 1 ao ponto S = Z R PJ de coordenadas Zg Z }‘ 1. -
Ve-se facllmente que S pode ger obtido aplicando a P o vetor

Z?L(PJ-P)

r

O conjunto dos baricentros de um sistema de pontos
PO,PI,,..,Pr serd & "variedade linear” V gerada por éstes pontos.
Esta variedade V também pode ser obtida aplicando em um qualquerde
seus pontos 08 vetores do espago vetorial V' gerado por .
(P -P%), (p%-p ) peeos (PT=P%) , V' & dito o espago- das translacdesdo :
~espago "afim" ¥ , A dimensdo de V por definigho & a de V! .

'Um‘éistema de pontos PO,PlganosPr é linezarmente independente
se os vetores (le]?o)9 oo 5 (F¥=P°) o forem.

Una equagao linear E:aixi +b = O entre as coordenadas dos .
pontfos R® define um "hiperplano®, o qual é uma variedade linear de .
(n-1) dimensdes. Verifica-se que tda variedade linear de dimensio
b pode ser obtida como intersecgdo de (n-p) hiperplanos. 0 espago
vazié ¢ considerado como variedade linear‘de dimensao -1 . .

Toda variedade linear é a interseccao de todos os hiperplancg
que & contém; téda intersecgdo de hiperplanos & uma veriedade li-
near, _

Um sub-sonjunto A C R® é dito tonvexo se sempre gue o8 pontos -
‘P;Q € A o segmento (P, Q) que os une é totalmente contido em A .,

Um conjunto A contido em uma variedade linear V é um Yeorpo
convexo" de V se~a) A é convexo, b) A & compacto9 ¢) A tem interor
nao vazio na topologla de V7 ,

Exemples no R™;

2) a bola feehada_Bn {(x ) € BR® |2 2 £ 4 k
b) os hiperparalelepipedos I {aigbi] de a) (Cap. A « § 3) .

Para os corpos convexos vwale o seguinte

(1.1) Teorema - Dois corpos convexos perdencentes & espagos
afins de mesma dimensfc s20 homeomorfos sendo gue as suas fronbei-
ras se corrsspondem,
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Os hlperplanos sao conjuntos convexos. Ca.da. hiperplano
Zal = 0 divide o espago R” em dois semi- ~agpagos dos gquais

;eorigemSZax + D 7OeZax +b L0,

i i

§ 2 - células poliddricas convexas

Consideremos, enm Rn, r semi-espagos definidos pelas desigual-
dades
(201) zazxi + bj >/ 0 » i = lsoen 9 j = looo® o

Como cada semi- -espago é um con;]unto convexo, & a intersecgao
‘de conjuntos convexos & um conjunto convexo, segue imediatamente
que o conjunto das solugoes do sistema (2.1) Zajxi + bj 2 0 éun
‘sub-conjunto convexo de BT ,

{2.2) Definlgao - Uma. celula polledrlca gonvexa 0' ¢ um sub-
:espago comnpacto de R: intereecga.o de um ntmero finito de sem:.wes:pa.
:gos.

Se todos os pontos da célula € satisfazem a equagio
: Za x + 'lo:j = 0 , entao O @std contide nesse hiperplanc e reci-
fprocamente. 0 fato de O estar contido num hiperplano ocorreri,por
Eexemplo, ge duas das inequa.goes do sistema (2,1) tem coeficientes
proporcionais; com coeficientes de proporcionalidade negativo, Neg
'se caso, as duas 1nequagoes podem ser substituidas pela equagac que
?ae obtém de qualquer delas suprimlndo o s8inal de desigualdade,
| (2.3) Definigg.d - A variedade linear V intersecgio de todosos
‘hiperplanos gue contém 0" é dita suporte de O .

Segue imediatemente desta definigao que um hiperplano do espa
go contém O se e somente se contém o suporte de O ,
| Se existem p hipez.'pl'_anos independentes em Rn que contém T
;entao & dimensao do suporte de ¥ é m = n-p . Dizemos entdo que a
dimensdo de ¥ ém . ‘ .
Sejam PO,P:I',...,Pm y (m+l) pontos linearmente independentes de
R% . Eles determinam uma variedade linear m-dimensional V . m dée-
:tes pontos P »..1"i -1 Pi+1..-.1’m definem um "hiperplanoc” de V , isto
&, uma variedade M, de dimensao (m-1) . Esta sub-variedade divide

V em dois semi-espagos. Escolhamos aquéle que contém o ponto P, .
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A intersecgao déstes semi-espagos nos d& uma célula m-dlmensn.onal
A de V . Esta célula € o "simplexo" m-dimensional de vertlces _
P ,Plo“P (Exemplos: o pontoy, o segmento, o triangule, o tetrae
dro) E facil ver gue todo samplexo é um corpo convexo de sen supor

te, basta ver que seun centro --=-=- Z- P € interior. O slmplexo A

& o menor conjunto convexo que contém os pontos Popo”,Pm
Verifica-se que tdda célula poliddrica convexa ¢ & um coTrpo
convexo do seu suporte V , Com.efeito, ¢ & compacto; por defini-
¢80, e & convexo como intersecgao de conjuntos convexos. Além dis-
80, existem em ¢ m+l pontos linearments independentes. Rstes m+l
pontos geram um m-simplexo A contido em & s pois €6 & convexo.
Sendo A um corpo convexo, possui um ponto P interior que serd inte:
rior a § na topologia de V , o :
(2, 4) Definicac - Os pontos interiores &8 § na topologia de V.
sao chamados pontos internos a T , :
0 conjunte < G > dos pontos internos de ¥ diz-se gélula g~
berta, O conjunto & = § - <& > diz-se fronteira ou bordo de G o
’ se a® é um simplexo e Am é sua fronteira, entao existe um
homeomorfisme hs (¥, ¥ ) — A" , 0™ (pelo teorema (1.1)
Verifica-se que é possivel deacrever uma célula por meio de i
gualdades e desigualdades, tais que as igualdades definem a wvarie-.
dade linear suporte e o gistema total é minimal, (Se a dimensao da
célula for méxima; o sistema das igualdades é vazio, definindoo es
rago todo como suporite da célula),
Obtido o sistema minimal
(2.5) |
Zajxi+bj =0 3w 1y25000,p
Zogx, +4,. 20 k-1, 2500050

que descreve uma célula poliedriea 0" de dimensdo m = n~p ; 08 pon -
tos de { T2 sio as solugdes do sistema
(2.6)

i : -
Zaj + bj = 0 J = lgzgoo‘ogp

- ZCixi*"dk?O k=1?2gouogq o
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. Assim, os pontos da fronteira ﬁf 820 aquéles onde, pelo menos
:uma das desigualdades é substituida por uma igualdade. '
Consideremos © gub=conjunto. de G' constituido pelas solugoes
‘do sistema '
(2.7)

z a'_]xl + ba = 0 | j ='1,2,000,P

i;ck xi + dk = 0
Zic x4 0 k £ X,

E facil ver que este subnconaunto nao é vazio. Se o foese, te

riamos pars todos os pontos de G c; xi + d > 0 donde esta desl
o

‘gualdade devia ter sido eliminada na redugao do sistema (2.1) a um
‘gistema minimal, Engloban&o a @ltime igualdade de (2.7) com as pri
;meiras, obtém-se a deserigao de ums
nova célula poliédrica convexa de &1 o

mensao m-1 , gque chamaremos face de ! \\\
dimensdo m-1 da célula @ o En ge- % k
ral, o sistema (207) nio é um siste _/// ' \\\\
ma reduzido (minimal) desta face. E 3

xemplo: a face 1 necessita sOmente

da equagdo 1 e das desigualdades2 e , 4

6 , sendo 3, 4 e 5 superabundantes,
As faces de dimensao m-2 das faces de dlmensao m-1 sao chamadas fg
ces (m-2)-dimensionais de 0 , etec.

' E imediato que duas faces de uma célula ¢ ou tém intersecgdo
vazia ou se encontram segundo umas face e que toda face de dimensao.
n-2 é comum & duas faces (m-l) dlmensionaiso

§ 3 - ¢élula poliédrica orientads

Seja V uma variedade linear de dimensao m e V! o espago veto-
rial das branslagdes de V » Sejam B e B' duas bases ordenadas de V.
0 determinante da matriz A dos coeficientes das relagdes que expri

mem B! em fungao de B é um numero diferente de zero. No conjuntode
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todas as bases de V! podeese definir uma relagao de equivalenciada.é
seguinte maneiras B = B' se e somente se o det, A > O . Assim, o
conjunto das bases de V! fica dividido em duas classes de equiva -=
léncia, B fdcil ver que se B e B! pertencem & mesma classe; pode -
mos deformar B contiriﬁamente em B nunce passando por um gistema de:
vetores linearmente dependentes e vice-versa, Cada uma dessas clas
ses é chamada uma orientacao de V , Represen‘taremos uma, orientagao;
de ¥V por uma de suas bases ordenadaso £ exatamente isto que se faz
orientando :ce‘!;a:ass rlanos ou o espago na Geometria Elementar.

(3.1) DefinigBo - Uma variedade orientada & um par (V,B) cong:
tituido por uma variedade V ¢ pela orientacao de V dads pela base
ordenada B , : ' :

(3.2) DefinigBo - Uma p-célula (poliédrica convexa) orientada
P>1, é un par (¢ ,B) onde § & uma célula (poliédrica convexa)e
B é uma orientagao do suporte de © ,

Dizemos que ( ¢',B) tem a orientagédo induzida por V . Recipro- i
camente, a uma célula orientéda corresponde, automaticamente, uma |
orientagdo da variedade suporte. |

Orientamos as O-células afetando-as de simais + ou - o

Seja 0 uma me=célulam >1 , § uma face de O de dimensdo
m-1 e A una base que determina uma orientagio de &

E facil ver que se v é um vetor com origem em < ¥ e extre-
nidade em ¢ entiao v seguido dos vetores de A forma umas base B' do
superte de O , A oriéntaggo dada & G por B' independe do particu |
lar v .

(3.3) Definicdo ~ Dizemos que A determina em C & orientagao
induzida por aquela da m-célula (m > 1)( G ,B) se (0 4B) e (T ,4B?)
coinciden, ' .

Seja ol uma L-célula de vértices a e b . Suponhamos gl ori
entada de a para b , Convencionaremos que & orientagac induzide or .

or emaé-aeemb & +b .
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§ 4 - Complexos celulares poliédricos

(4.1) Definicao - Sejam T e £ duas células poliddricas de
' dimensoes quéisq;.xer contidas em R® . Dizemos que 0" e C sao bem
situsdes se ONT =gou ONT &face de ambas.

(4.2) Definigio - Um complexo celular poliddrico (C.C.P,) &um

- par (X,$) onde X é um sub-eéspago do R® e § é um conjunto finito de
' ¢élulas poliddricas convexas satisfazendo 3s condigdes: '
a,)‘ X = Uq-
>y ,
b) Se C, T €¢ , entdo, T e T sic bem situadas.
c) B¢ ¥€ ¢ e T é face de O , entdo Ceyd.

Estende-se a um espago homeomorfo ao espag¢go X do C.C.P. (X,Cb)
a nomenclatura acime estabelecida.

| X é chamado o poliedro subjacente ao complexo (X,§) .

Ae zero células s&o chamadas vértices do complexo.
Suponhamos que o complexo tenha oLp pélulas p-dimensionais.

; Frequentemente enumeramos estas células: 0’{, 6'12),“., G‘MP .
' Y
{4.,3) Exemplos:

' a) Os pontos, os segmentos, os poligonos convexos e os poliedros sé
lidos convexos sao as células poliédricas convexas de dimensoes
0,1,2,3 respectivamente. |

b) Um cubo com toédas as suas faces & um C.C.P. com uma 3-célula,
seis 2-células (que s@o guadrados), doze 1-células e 8 vértices.

¢) Um complexc que tem somente simplexos como células é chamado can

plexo simplicial, ‘
(4.4) Definicio - Seja (%X,$) um C.C.P.o Seja ¥ € ¢ tal que

.seﬂ'e'{‘eZéfacedeW,Z€\l’ ese;ja.A::u_\i‘ﬁ- . £ ime~

" diato que o par {(4,¥) é um C.C.P.. Chamaremos {4,V ) sub-complexo
de (X,9) .

Em particular, §* = {0" laim @ & r}, o par (X%,¢") , onde
X - UT ¢ sub-complexo de (X,$) que serd chamado r-esquele-
| oe ¢~ ,
;32 de (xs¢) °
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(4.5) Sub-divisio normal - Através da "sub-divisao normal® gue

passaremos a descreverg todo C.0.P, se transforma num complexo simw
plicial,

Definiremos sub-divisie normal de um CoC.P, por recorrencia eo
bre a dimens2o, A sub-divisic normal do O-esqueleto do Co.C.P. g o
proprio O-esqueleto; a sub-divisao normal do l-esqueleto 6o C.C.Pa,
& o complexo simpiicial que se obtém introduzinde o ponto médio de
cada aresta como novo vértice; a sub-divisdo normal do 2wesqueleto
do C.CeP. é o complexo simplicial que se obtém sub-dividindo- prime;
ramente todas as células do seﬁ l-ggqueleto & projetando a  partir
de um ponto interno a cada 2-¢élula, as células da sub-divisdo, de
sua fronteira, Suponhamos agora que ja %enha sido efetuada 8 sub-4i
vis&o normal do (g-1)-esquelsto, entdo, a sub-divisdo do q-esquele-
to do C.C.P., & obtida projetandc a partir de um ponto interno de ca
da g-célula a sua fronteirs subdividida.,

A sub-divisao normal de um C.C.P. é um complexo simplicial.

Com efeifo, projetando-se um r-simplexo de um ponto que nao eé
%4 no seu suporte, obtém-se um (r+l)-simplexs. Assim, atravésdo pro
cesso descrito para a obtengae da sub-divisao normal, obtemos em ca
da passo uma coieg&o de simplexos, B imediato que esta coleg¢ds con-
tem todas as faces de cada um dos seus simplexos e que éstes sao bem
situados.

§ 5 - Nimeros de incidéneis

Orientemos arbitrariamsnte t0das as células de um C.C.P. (X, ¢)
Representemos por ¢ P uma ¢élula orientsda e vor (X,4,9) um C.C.P,
cujas células estio todas orientadas. Sejam cf e Zz’l duas célu-
las orientadas de ¢-o

(5.1) DefinigBo - Chamsmos "“nimero de incidencia"
Ose Cplnaoefac:e da G"P

(G‘P, tp-:l) e{ 1 se ZP1 & face de cF e tem a orientagao induzi-
da por @ P

-1 se 7P~ 1 é' face de g' e tem a orientagio oposta
da induzide
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(5.2) Seja &% uma célula orientada,

2972 yma sua {q-2)~face, Esta se acha e
xatamente sdobre duas (q-1)-faces ,P%“l e

: ngl de ¢, A1én disso, se induzirmos
em z92 o orientacao de f’%“l -obtida de

| G.q obtemos a ordem oposta daquela pas-
g-1
2

o

sando por

Seja por exemplo um tetraedro V] 5 .
. q pgq-l q-1 g2
(5,3) Disto segue que [6 5 Fl ][Pl y C ] +

(o PP T <o s
' Vale a seguinte relagao
_ “q-l
(5.4) Lema - z [CS’Q, Pg"’l] [Pg'l, Zq'2] = 0 guaisquer que
i=1 .

éseja.m g% e zq-=2 gsendo & some estendida a todas as células (q=1)-
dimensionais do complexo (X,$,9) .
Pe fato, basta notar o séguintes

a) Se 282 n30 & face de 0% entdo todos os produtos
[G’q, ?%mll[Pg“lg Zqﬁz] 880 nulc?s, seja pelo fato de Pg-l nao ’
ser face de §2 , seja por Z‘qmz nao ser face de Pg"l « (B clg
ro que se quz é face de ?g”l e esta face de g1 entdo anz
$ face de o7 contra a hipdtese.) '

b) Se €972 & face de ¢ ¢ entdo existem duas células P%-l e P%wi
que sdc faces de 0 % e tais que:,‘.fif’%nlﬂ P %’1 = T%2 donde se

tem que apenas as parcelas [G’q, P%-IJ[(_)g-l, CQ-QJ e
[0"‘1, Pg“]‘] [Pg'l, Zq"2| sso diferentes de zero mas que somadas
se anulam (Ver 5.3) '
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§ 6 - Iddias geométricas da homologia

Apéséfm&e no texto que segue nda nos interessarmos mais pela '
cohomologia de um espago, vamos aqui dar algumas idéias geométri~ |
cas sdbre a homologia. Bste parédgrafo é puramente descritivo. '

Observemos um disco e um anel, '

Vemos intuitivamente que as duas figuras em questao se distin.
guen essencialmente, Por outro lado, podemos substitui-las por um§

quadrado e um anel quadrado sem gque esta substltuigao afete o pro-
blema da distingao topoldgica das duas.

||

5

Como podemos desenvolver um método pars distinguir as figuras:
a) e b) ou, o que é a mesma coisa, a') de bt) 7

J& temos visto na parte A os grupos de homotopia.. E facil ver
que TT'(a) =0 T (b) = Z 0 que disfingue as figuras.

Outro método que se usa na Andlise & fazer "talhos", Vemos qu -
en b) podemos fazer um talho gem que a figurs se torne desconexa,
ja em a) isto ndo é possivel.

o)

b)

o)
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. Bste processo nso serve quando a dimenséo & maior que dois,
- pois torna-se complicado demais,
: . Vanos porém desenvolver ontro processo,

Consideremos em a) uma figura fechada (usamos aqui a palavrs
fechada nao no sentido de conjunto fechado, mas de curva fechada),
. isto é, no nosso caso essencialmente uma curva fechada., No caso de
- 8e tratar de uma curva simples, vemos que ela é fronteira de uma
"porgao do disco., JE no caso do anel, uma curva que "envolve" o cen

"tro nao & a fronteira conpleta de nenhuma figura totalmente conti-
da em A -

A idéia de envolver o centro 8 um tanto vaga, pois podemos dar
Eum homeomorfismo do anel sobre si mesmo, levando a circunferéncis
‘interna na externs e vice=versaj o que nos interessa,; porém, é que
& curva em jogo nzo & fronteirs de nenhums figura bidimensiomal do
“disco.

Por outro lado, existem figuras
éfechadas que 8&o fronteifas em b o

Consideremos alguns-outros exem

‘plos,
' Seja T um toro (superficie), A curva a nic é fronteira de ne=
_nhum pedago de superficie de T; a curva b também ndo &, porém, a
‘curve g & fronteira de uma regifo bidimensional do toro. Por ocutro
llado, a prépria superfibie do toro é uma figuras bidimensional fe-
_chada que nao é fronteira de nenhuma parte tridimensional,
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Seja agora dado um guadrado do qual tiramos dois quadrados me

nores.
. —

l‘ _; .-_--. __a" } b,. - ._...\\\
l(r .\\ { \I\
{! I l !

|
¢! A ! ® X
| \ 'y
' L/ { "y

\\ ~ . / S oL ___’;”/

e T -

, e
Como nos exemplos anteriores, queremos detectar a existéncisa

de "obstdculos®., Nesta figura, vemos que tanto a curva ¢ quanto a

curve composta de a e b servem
para indicar a presenca dos '"bu - -—/—/- - = -/-./\ N

~ SN

racos” A e B simultaneamente, é/' RN ///I’ TN '

: N

Observemos gue as curvas A \/ { \\ s

v A ! Il 2 ™\

. ¢.e a+b formam juntas a fron- %I i N
N I‘/,I ) ( ’\l
teira completa da figura achu- A 1, //\ | ,\"I
-~ - - YA
riada, como tanto serdo equivs MY />_/.../»- /-

lentes para indicar a presencga
"do obstdculo A+B - Para poder melhor descrever as idéias em jogo,
vamos supor um moddlo retilineo do nosso espago (e somente admiti-
femos espagos que podem ser representadoé retilineamente) o qual
nds supomos sub.dividido em células retilineas, isto é, supomos que
nosgo espago seja o poliedro subjacente a um C,C.P. Todas as figu=
ras que vamos considerar serao compostas das células da nossa de-
composigdo (salvo afirmagido contriria),. _
Vamos, em primeiro lugar, ver o que entendemos por "fronteira
e uma figura" e "figura fechada®, _
Seja primeiramente ()‘P tna p—célulé.. A sua fronteira d‘P é com .
posta de (p-l)-células, Convém con-
siderar a célula orientada e as suas
(p-1)~faces com a orientagdo induzi
da, Podemos interpretar a fronteirs

da célula orientada ¥ como sendo
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a “soma' das (p-l)~faces convenientemente orientadas, Seja agora F

‘a figura constituide de duas p-cdlulas ¥
F serd o soma das faces de ¢
1¢) ¢F

e Cp o A fronteira

Vamos ter trés casoss

de
b

-}

e g%
e CTF ndo possuem face
(p-1)-dimensional em comum,
entdo sendo bem situadas

(ver 4.1) elas no méximo se
interceptam segundo uma fa-
ce (p=2)=dimensional. Entao

a fronteira de F é a "soma

simplesmente das fronteiras
de ¢ o 2F .
29) ¢ P e P possuen uma (p-1)-face f’

or1entagoes opostas, Neste caso, na soma das fronteiras de G e

~ 8
em comum a qual induzem

C as parcelas P e -« P se cancelam mutuamente e a fronteira de

F resulte como sendo a soma das faces de Q" e de  exceto a fa-

ce?

’] . rd
~ ) ~

U

Ty

<

[ =

L
-,

N i LW
- rad L4

39) Finalmente, ¢ e T possuem uma face P em comum, & qual impri-

mem & mema orientagdo. Neste

> <
cas80, a fronteira de F deve
ser considerada como & soma
das faces de & e C compare

AV,
cendo duas vézes como par v T
cela ou seja com coeficiente
2 &

Isto nos sugere formar figuras em que ume mesma célula aparsce

b
I

e

diversas vezes como parcela, ou seja, combinagles lineares formsis

de células orientadas,; As duas orientagdes opostas de uma mesma cé-

;lula vao ser consideradas como elementos opostos neste grupo de com

gblnagoes @ podem ser cancelados:

e g

= - Po Estas combina=
¢0es lineares serso chamadas de "cadeias".
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Figuras fechadas - Nesta ordem de idéias, 0 que vem a ser uma

figura fechadas ou ¢iclo. Deve ser uma figura na qual as faces das
diversas células se cancelam ﬁﬁtuamente, isto €, a figura nao ex-
poe faces (n-1)-dimensionais livres. B ficil ver que a soma de fi-
guras Techadas é uma figura fechada, assim como a figura obtida dan
do orientagao oposta a cada uma das células de uma figura fechada.

Disto segue que a fronteira de uma figura é sempre uma figure
fechada, pois & & soma das fronteiras de suas células que s3o cer-
tamente fechadas. '

Caso do plano projetivo - Estudemos o plano projetivo; Bstepo
de ser imaginado como sendo obtido identificando os pontos diame~
trais da periferis de um disco, pois 6 disco aberto é homeomorfoac
plano euclideano. Construindo éste homeomorfismo convenientemente,
vemos que €le pode ser estendido a uma aplicagio continua que leva.
pontos diametfalmen@e cpéstoarda periferia_ﬁo mesmo ponto imprd-
pric,

Para triangular o plano projetivo, damos ao disco forma hexs-
gonal e proéseguimos conforme a figura. Se orientarmos, partindodo
triangulo central, os tridngulos coerentemente vemos que todas as
arestas internas cancelam,mas as arestas a,b9¢ recebem a mesmna ori:
entagéo dos tridngulos néles adjacentes, isto &, a fronteira do pla
no (com aquelas orientagdes) & a curva a+b+c (reta imprépria) per
corrids duas vézes, Isto &, o plano projetivo nac é uma figura fe-

chada neste sentido (de simplexos orientados), Mas, mo sentide geo |
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métrico elsmentar éle é fechado; podemos atingir isto abolindc & [}
friéntaggo ¢ deixando cancelar-se uma face due pertenée a dois sim-
plexos (a um nimero par de gimplexos). Mas isto equivale a introdu
zir em lugar de nidmeros.- inteiros, os inteiros mod 2 como coeflclen
tes das nossas combinagdes lineares formais, _

7 Veremos, no futuro, que dependendo do problema é conveniente

introduzir ainda outros grupos como coeficientes das nossasg combi-

nagoes,

Voltemos ao nosso problema de obter informagoes a partir das
mnossas figuras fechadas, Consideremos em primeiro lugar uma figura

com duas subdivisces a) e b)

I
O |

|

T
@) ' &)

Na figura b) encontramos curvas fechades que nao podem ser da

das na figura a). Mas é claro que elas nao vao dar informagdes no-
#aSb Precisamos ehtao, para cada-subdivisao, estabelecer uma rela-
:gﬁo de equivaléncia entre. figuras fechadas e depois tentar compa -
rar as classes de equivaléncia relativamente a uma e outra subdivi
sfo (teorems da invarianga topoldgica).

| ; Como um dos exemplos acima mostrou, & relagao de equivaléncis
adequada é Z? e Zp (duas . figuras fechadas de dimensio p) sao egui-

valentes se existlr una figura ¥ (p+1)-dimensional tal que
2P . 2P é a fronteira completa de Pt +1 . Dlzemos que Z{ e Zg 880

1 2
homélogas, (Elas indicam a presenga do mesmo obstdculo),

Nestas condigles, uma figura Zp, que é fronteira completa de
ﬁm cp+l, é equivalente & flgura ¥azia, Dizemos gque zP § homéloga a

zeros Z°¥ ndo indica a presenga de um obstdculo,
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Adicionando a um Z{ uma. figura homologa & Zero, nao alteramos;
s gua Y"classe de homologia®, ” :

As classes de homologia de dimemsao p com a adigdo dbvia for-
mam o grupo de homologia de dimensao p-do nesso espago (ou melhor,.
da subdivisBo em jogo do mosso espago),

0 fato interessante & que por simples que seja a subdlvisaoce:
lular, ela admite o mimero suficiente de figuras fechadas, isto eg'
se tivermos ocutrs subd1v1sao = que pode ser 2té curvilinea em rely .
¢ao & primeira - a +0da classe de figuras fechadas de segunda cor-
responde uma classe de homologia da primeira e vice-versa, que mao
equivaientes en um sentido um pouco mais amplo eﬁtfe siq Isto mos~'
tre que a nossa subdivisdo nos dard amplas informagdes. |

Yamos considerar mais um exemplo para ilustrar s nossa ques w:
téo. Consideremos a) um cubo solldo de cujo ingerior retiramos csj
vontos internos & um cubo menor9 b) um cubo sblido do qual retira-
mos:i 0 interior de um bi-toro sélido'Tz que devemos imaginar retilié
neamente imersoc.,. .

‘—___.___... —— - ———
1

Subdividimos as nossas figuras o suflciente fino para podermos’
?éﬁar tddas as configuragoes gque seguem abaixo& |

Dimeﬂsao 1 ==Em dimensdo 1 vemos imediatamente que gualquer fi?
gura fechada de a) é homologa a zero (pois9 pode ser contraida em%
um ponto); J& na figura b) existem figuras fechadas (e, B,Y) aue
nao sao homdlogas a zero. '
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Vamos ver se a dimensdo 2 também nos dé informagdes para dis-
tinguir os espagos. Para a figura a) vé-se que qualquer ciclo & ho
mologo & um miltiplo do oubo grande (ou do pequeno),
| Ja na b) isto nao ée‘apresenta'tgo ébivo, pois, podemos cons-
truir ciclos com aspecios-bastante variados e dgﬂpando posigoes va
riadas em relagao ao nesso obstdoula,

1#) A superficie do cubo grande (esfera).

2®) A superficie do bi-toro.

32) A superficie de um toro conforme figura abaixo.

Mas, nao é muito diffcil mostrar que sEo.homélogas e que gqual
quer figura fechada bidimensional & hombloga a um miltiplo da su-
perfi{cie do cubo. Por exemplo, a superficie do cubo e o toro for-
mam juntos a fronteira da porgao de espago que se acha entre éles.
Isto mostra que os grupos H2 nos cascs a) e b) sa0 capazes de indi
car a presenga de um obstaculo mas nao informar sébre o aspecto do
mesmo. _ ‘
| A informag¢ao mais fina neste caso provém da dimensao 1‘(ver a
cima), . ’ '

Como no ¢aso do asnel, podemos trocar o papel dos limites "in-
terno" e “"externo" das nossas figuras. O casoc a) é imediato e o cg
g0 b) nos fornece um bi-toro sélido do qual foi retirada ums bola

éberta.
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 Observando agora um cubo do gqual retiramos o interior de n
cubos menores disjuntos, #emos que a dimensao um nao indica nada 9
em quanto que na dimensac 2 o grupo H, = 2 ﬂa Z® oo ®32 (n par
celas), isto &, o segundo grupo de homologia, nos indica o mimero |

de obstaculos existentes.

Homologia relativa - Quando nds descrevemos aciima as figuras
fechadas (pwdimensionais) dissemos que elas nao devem "expor faces
(p-T)=dimensionais Iivres", A idéia da figura "relativamente fecha .
da" € & seguinte. Seja X um espagc & A um sub-espago; uma figura 2
de X serd fechada relativemente a A (& um ciclo relativo) se a sua
fronteira é A , isto &, se ela nao expde faces (p-1)-dimensionais
livres, & nac ser em A . Imagineﬁoé
um copo suja bbca9 voltadse para bai
x0, esta mergulhada na 4gua.

Fechamos, por assim dizerya £i

gura Z com aux{lio do espago A . Pg

demos também dizer que nds despreza

mog tudo que se passa em & ,
Dois ciclos relatives 2, e 2, serao equivalentes (homblogos xe -
lativamente a A) se a sua diferenga Zl - Z2 pode ser completada por
meio de uma figura contida em A & fronteira completa de uma figura -
(p+l)-dimensional.
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§ 7 - Grupos de Homologia de um C.C.P.

Seja K = (X,0, ®) um C.C.P. orientado. _
(7.1) Definigao - Uma pwcadeia de K , ey 9 é qualquer combina
'gao linear formal com coeficientes inteiros de células pwdimensio-
'nais de Ksc¢ =Zn r, '

Representemos por GP(K) o conjunto das p-cadeias acime defini

'das e vamos introduzir em GP(K) uma sdigao definida por
‘Zn p+2-mlG'P = Z(ni+mi)G'p

Com esta. operagao C (K) forma um grupoc que recebe o nome de
"grupo das pwcadelas de K" Se p>n=dimK pomos_cp(K) =0 .
(7.2) Deflnigao - Chama-se bordo da p-célula U‘g de Ka(p-1)

-=cadeia de K ' Q(p-l

aed) - [tr tp“l) ci

Vemos que esta cadeia representa a soma das faces de ¢?P com
. a orientagao induzida,

Por 1inéar%?ade podense definir o bordo de uma p-cadeia como:
(<4 °<
P

a2 D - izn SCHEP AN herert

TP Ea e o

.logo ¢ bordo de uma p-cadeia é uma p-l-cadeia e d é um homomorfis-
‘mos dsCP(K) —_— prl(x) o

Observagao -~ Deviamos aqui distinguir os operadores bordo pa-
‘ra as.diversas dimensdes e escrever d 3C (K) — Gp 1(K) mas, em

geral, nao existe Qplrl%O de confusao e nos deixamos de escrever o

{ndice.
(7.3) Definigio ~ Uma p-cadeia °p é dita um_p=-giclo (fechada)
sedc_ =0, 0 conjunto de todos os p-ciclos forma um sub~grupo

:ZP(K) de GP(K) .

(7.4) Definigso ~ Chama-se "p-bordo" a uma p-cadeis bp que &

‘bordo de uma p+l-cadeia de K o°0 £ bp =.d(°p+l) o
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0 conjunto de todos os p~bordos de K,que se notard por B (K),

‘._e um sub-grupo de C_(K) .

(7.5) Lema - BP(K) € sub-grupo de ZP(K) o

.Demonsiragao = Seja cp_g 4 cp+1 s mostremos que 4 °p = dd ¢

P+l
= 0 , Fagamos, primeiramente, a demonstragao para células e depois

estenderemos por linearidade. Sejs u‘§+l uma célula de °p+1 @ vam.

mos calcular dd(G‘p+;)

p+l p+l p+l P P
d(G’ ) = jz’;i [G‘i 9 Zj] Zj

: _ p+l
aa(q‘?’%d\jg T8 e -

%+

= 7 gey -

o+

Z (e z: Eherye 2t -

| en p+l >p)f »D p«-1 - |
Z @rheles iy p it - o

pois que o coeficiente de f)P -1 § nulo (kzl,ooo,'(’) (ver (5.4)).
Por linearidade podemos escrever

&

4 -4
p+l p+l
‘ +1 +1
dd(c +1) =dd1 pa ny 0"1.’ } = T n ddq'g = 0
i=1 , i=1
donde B (K) : sub-grupo de Z (K) » Dois se bp = d Coel temos
da bp = dd cp+1 =0 ,

Pelo que foi exposto atrds, podemos afirmar que obtivemos uma
sequencia de grupos

— 'c'P(K) -@-@cp_l(z) -—d—>cp_2(x)' 4, .. d?cl(x) ~c,(x)

onde dd = 0 ,-
Unma tal seguencia de grupos ligados por homomorfismos
+1
—— GP+1 —LEl GP -fzh? Gp~1 =% .ss p oOnde dp dp+l = 0 para
todo p , é chamada de "complexo de cadeias", Se fizermos & soma di

reta G = Z G e d = Zd falamos em grupo graduade G com operador
diferencial d °
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3

(K)
(7.6) Definigéo - O quociente ﬁp-ff)- = H (K) & chamado de p-é-

P
~ simo grupo de homologia, de X .

Observaga.o - A mudanga na orientacgao de algumas ou t3das das
;'célula.s nao altera os grupos de ‘homologia‘o No fim déste capituloezn
contira-se um resumo sobre algumas propriedades dos grupos abelimmwsa
aqui utlllzadaso
(7.7) Grupos de homologia relativos - Seja K = (X,$, (9) um €.
C.P. e seja (A,\b)v um sub-complexo de (X,4). Tomemos as células de
¥ com a mesma orientagio com que elas comparecem em (X, b, 9); te-
mos assim um sub-complexo orientado de (X, ¢,U) que notaremos por
(4, ¥, 9") = | |
| Ana.logamente ao que fizemos para K obtemos o grupo CP(L) das
p~cadeias de L o qual pode ser considerado sub-grupo de
c (K)sC (L) Coc (K) . dlc (L) 44 o operador borda de C (L) e ain-

da vemos que: % (L) = 3 (K) N c (L) e B_ (L) s (K) N ¢ (L) (em
geral nao temos igualdade)

(7.8) Definigdo - Uma p-cadeia ¢
- relativo se d ¢_ € Cp 1(L)

b
Representemos por ZP(K L) o conjunto dos p-ciclos relatives de

D € Acp(x) é dita um p-ciclo

- K mbédulo L . B imediato que ZP(K L) é sub-grupo de € (K) » Por ou-

tro lado, temos também que Z (K) ZP(K L) .

g.
(7.9) Definicao - Uma p-cadeia ey € CP(K) é dita um bordo re

| lativo se e, = d Coe1 * ‘[P onde Coel € Cp+1(K) e 'ep € GP(L) o

Representemos por B_(K,L) o conjunto de bordos relativos de K
. médulo L . Temos: B (K,L) = B (K) + C (L) o

Mostremos agora que BP(K L) é sub-grupo de 2 (K,L) De fato ,

dado b € B(K,L) temos b - deg+ Lo oo ¢bp -

+d R. € c (L) CoQodoe

= dd °p+1
=0 2 (X,L)
Com isto podemos definir Ezrﬁ)- = H (K,L)‘ 0 qual chamaremos
b

p--emmo Grupo de Homologla relativa de K médulo L ,
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(7010) Observagao = themoé agora ¢ seguintes
z (L) e zp(xl) e 2, (K, 1)
B (1) ==-i-z3- B,(K) =d-n BI;(K;,L)

onde 1 e j sao injegoes candnicas dos submgrupos nos grupos,em
questao, '
A partir de i e J podemos definir i* e j. s homomorfismos in-
duzidos
Byt e, we
2 P P

do seguinte modo:

i) dado hp € HP(L) temos hp = Z_ + BP(L) e pomos

P
i*(hp)_ =z, + BP(K) e‘HP(K)

Jx) dado hp € HP‘(K) temos h.p =z “’,BP(K) e pomos

L
3x(by) = 2, + B (X,1L)
Verifica-se imediatamente que i, e Jx s@o homomorfismos,

Cabe aqui observagao andloga & dada depois de (7.2)
Construamos agors um terceiro homomorflsmo

H (K,L) -—=-==-=~====? HP 1(1.)

do seguinte modo: dado h. € §H (K L) , h ®= %+ B (K L) com

P
a z, € z 1(1.) , DOmOS d*(h ) (zp+BP(K9L)) - d z p_1(1.)

p ¥
e (h)EHl(L)

n

zp'+dcp+l +2p

temos que dz'_ = dz_ + d Qp_g isto &, dz“p e dzp diferem de um elg"
mento de B l(L)
Com 1sto, temos uma sequencia de homomorfismos

(7.11)
0 -==-=-=y HP(L)'

dy é bem definida, pois que, tomando-se z’P

1

d*
> Hop;l(L)"”"“" 5o

ix ' * ,
> H (X) > Ho(E,L)

chamada Sequéncia Exata de Homologia do par (X,L) .
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Observagéo - Uma sequéncia de grupos e homomorfismos

> 4~ 3 £ Y>D >

- i

& dita exata em B se im = & (4) e ker § = (3 "1(0) coincidem, is-
to é, se um elemento b € B § levado por (3 no zero de C se ¢ somen
te se b & imagem por X de zlgum elemento de A , A sequénecia de ho
-ﬁologi& acima citada tem esta propriedade em t3da sua extensdoe &g
te fato é de grande utilidade no cédlculo dos grupos de homologia 5
‘assim como em consideracoes tedricas,

§ 8 - Teorema da invarianca

E um teorema bisico que og grupos de homologia de um complexo
-simplicial sao invariantes topolégicds, isto €, se tivermos dois
'complexos simpliciais cujos poliedros subjacentes sao homeomorfos,
‘entao existe isomorfismo entre seus grupos de homologia em t5das as
dimensSes. A demonstragioc.ddste teorema & encontrada, sob wma ou-
tra forma, em todos os textos que tratam da homologia simplicial
=(ver, por exemplo, !Ly|§7)o
j Neste paragrafo, vamos demonstrar gue 08 grupos de homologia
de um G.C,P, sao isomorfos aos de sua subdivisfo normal. Sendo es-
ta um complexo simplicial segue imediatamente a invarianQa topold=-
gica dos grupos de homologia dos C,C.P.. Esta redugfio tem, também,
importaneia pritica, pois, em geral, 08 espagos admitem subdivisdes
celulares muito mais simples do que as subdivisoes simpliciais rs-
duzindo, desta maneira, o cilculo efetivo dds grupos de homologia,

"No § 7 obtivemos um complexo de cadeias

d
i CP(K) ——p cP"l(K) =B s

que designamos com C(X)

_ (8, 1) Definigao - Chama~se subcomplexo de um complexo de ca-
deias ... —> Gp -g=>'GP 1 ce (ou sub-grupo permitido no caso ds
falarmos em grupos graduados) a um complexo de cadeias

g
coe > M 2= M soo 1M CG e d' = a4 |IM
| — Para ¢ qua D D D pl P

T pl
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Bscreversmos entao d em lugar ds 49 , P exemplo, as cadeias de um:

subcomplexo L de X formam um subc.,omplexo de cadeias C(L) de G(K)
Utilizamos os simbolos ZP(G) (O) (ciclos de @) ,

BP(G) = dml(epﬂ) (bordos de G) e Hp(s) = zp(c-)/;sp(c;) (homologia -

de G). Andlogsmente para o subcomplexo M ,
(80.2) Um subcomplexo M de G é dito adequado s&:
a) todo cicle de Zq(G) é homdlogo a um ciclo de Zq(M)

b) se z € zq(m) e z=4dy comy & CQ+1(G) entao gxiste y' € CQ+1(M).
tal que 2 = dy' . '
~ Vale entac o ‘
(8.3) Lema - Hé(m) i Hq(G) o

De fato, séja \P tM == Gp & injegao candnica. Pelo que foi
dito em (8.1) vale a4 @ = P 4 . Disto segue \p (Zq(M)) C Zq(G) 5

\P(BP(M}) C Bq(@) 3 existe, portanto, a aplicacdo induzida

\?*qu(M) — Hq(G) dada por \P*(z+B (M) =z + Bq(G) 0 :
Pela condigao a) de {8,2) LP* ¢ sdbre e pela b) L,P* é biunfvo
ca, pois se pava Z,z' € Z (M) vale z = 2z mod B (G) entao temos

também z = z! mod B (M) o Isto termina a demonatragaoo

(8,4) Teor@ma = Os grupes de homologia de um complexo celular’
K = (X,0) e de sua subdivisio normal N = (¢, W) sio isomorfos. =
. Demonsiracao - Para tanto, vamos construir ums aplicagao _
;sC(K) =% C(N) que seja a) permitida, isto &, dF = F d e
F(Cq(K)) € ¢,(N) , v) biunivoca sSbre um eubcomplexo de cadeias
adequado M de C%N)

Construcao de } = Gonsideremos o C,C.P., K orientado, Na s::ljg;
divisao normal a-d.oAtamos as seguintes orientagdes para os simplexos .
se A provém da subdivisfo de uma p-céiuia, AP terd a orientagio
induzida, se OF provém de uma ¢&luls de dimensio guperior, usamos
uma orientagio gualguer, Seja @ P uma cdlula orieﬁtadao Esta célu~
la fica subdividida em p-simplexos. Definimos F (P = soma dos |
p=simplexos obtidoa pela subdivisao normal de G“P com a orienta- |

¢ao induzida.
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?p gse estende, por linearidade, a todo C (K)

?- |Za, 03 - Z = @D .
| E fécil ver que d Fp ; d pois cada (p-1l)-face dos p-sim-
plexos introduzidos pela subdivn.sao normal 1nterna a8 p-células a-
fparece no bordo duas vézes e com orlentagoes opostaso Além disso 9
nota-se que FP é biunivoca pois cada p-simplexo da subdivisgo nor
- mal estd contido em uma Ynica p-célula.
| Vimos enta.o que F(O(K)) = ¥ & un sub- complexo de C{N). Vamos
~verificar se ele eaﬂequadoe Para tal, devera verificar as condicoes
a e b de (8.2).

De fato,

a) Seja zp = Zn A p €z (N) um ciclo simpliclal, 'I.‘emos que
verificar que ele ¢ homologo a um ciclo de M ,
Seja n a dimensao do complexo. Se n ? p vamos demonstrar, enm

primeiro lugar, que zp é homdlogo & um ciclo zp(n -1) contido - mo
- {n-l)-esqueleto, Seja @ ™ uma n-célula, Construimos ¢ © "trago!

_ & s £ - P
- de zp sobre ¢ , isto e, zpu_ Zmi a ] onde.

n
(meedica
* 0 se A? ¢ gn
Temos entao 2, = 3,0 * O onde os simplexos de c:p tém,no md
. ximo, faces (p- 1)-d1mensiona13 em comum com & su‘bd:.v:.sa.o de a®
_ S
éstes estao em o .
Temos O = dzp = gzp e * dcp ou &:eja’. dzpo. =~ d.cp-'. ;stﬁsi%
nifica gue dzp a Col on seja sz' ¢ um oiclo relative de 0U " mé
: dulo 0’ o '
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Utilizando o lema (8,5}, que segue abaixo, bemos que 05 gru-
pos de homologia relativeos de O , O° s8os :
(% ") X 2, B (¢™¢™ =0.44n,

Disto segue que, sendo p { n g @ ngo & somente um p-ciclo:

»o
relative mas tambem um pmbordo rela,'b:.vof, isto &, ZpO" = dap+1+ fPi
onde fp pertence & fronteira G " o Substituindo em zp temoss
= ¢ zl = = '
zp dap+1 + fp & ep ou pondo zp fp + @P vems %p zp dap+1 e
temoss ‘
. d ¥ = d ad dd a = O looo Zu é icloo
2) p %p p+l p°°

b) zlg nao contém nenhum simplexo intermo a g
z! & homblogo a z_ .-
c) b€ 6logo a 2z

Procedendo desta forma, com %0das as n-células, obtemos
zp(nall z_ contido no (n-1)-esqueleto.

Se (nnll) P podemos proceder da mesma fo::cma. = fazendo uso 89

mente do {n-l)-esqueletc - para "limpazr® ag (nm1)=ce1ulasg obtendo
(n-2) |

2

P

~ 3, confido no (n-2)-esqueleto de X

Em um ndmero finito de rassos reduzimos ZP a z:g

contido no p-
eagueleto, . .

?amos mostrar que zg € MP o Com efeito, sendo d zg = 0 as fa- :
ces dos pwsimplexos dewenm cancelar-se mutuamen‘te., Seja A P gonti=
do enm G’P AP possul ums, face na fronteirs G‘P & as restantes
internas a @ P - Estas internas podem ser canceladas somente pelos |
simplexos adjacentes de AY em a? s porfanto, os simplexos adja -
centes a A ¥ em P devem possuir u mesmo coeficiente em zP o Mas -
é fécil verificar que dois simplexos AP ¢ TP ge 02 podem ser 1i |
gados por uma cadeia de p-simplexos de 0"p pade um adjacente ao su
cessivo,

‘Desta forma, todos o8 p-simplexos de uma mesma p~célula compa
recem com © mMesSmo coeflciente em zg » O que mostrs que z£ & MP °

‘b) Suponhamos que zp = 4y com zp € Mp e ¥y qualguer, Vamos
construir y" € M +1 ¥al que dy! = 2y o O procedimento é anidlogo &
parte a), T

Suponhamos que dim K = n » p+1 , Seja 0P wpe n-odlula de X ,
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Construamos a cadeia yo- s trago de ¥y sobre 0° ., Temos ¥y =¥ +cp 1
onde nenhvm dos 31mplexos de cp+1 esta contido en 0'

' zp=dy=dy¢.+dc1oudyg;l=-zp=dc+1comozpempn_§,§
possui nenhum simplexo interno a " , o mesmo acontecendo com

d cp+1 s Segue que dyf C 0‘ o Logo, yg é um ciclc relativo de
q-n ’ o . Levando em conta n > p+l e (8,5) temos Yo = de_ . +f

p+2 T p+l
+ f

onde fp+1 C G" . Substituinde em y temos y = dc + C

p+2 p+l p+i °

;Va.mos por y = fp+1 + cp+l « Temos:

a) dy = d(y - dcp.{z) = dy = 2,

b) ¥ ndo tem nenhum simplexo internoa O

Procedendc desta manelra com todas as n-celula.s, sucessivamen—
'be com tddas células de dimensSio maior do que p+l, podemos construir
y' contido no (p+l)~esqueleto e tal que dy' = By . Falta mostrar que
y' € Mp 1 e Sendo que dy' = z € M s 08 p-simplexos internos a
(p+l)-células que comparecem na fronte:.ra. dos diversos (p+l)-simple
lxos de y! deven cancelar-ge mutua.menteo Mas isto somente é possivel
se todos os (p+1)-simplexos que provém da subdivisdo de uma (p+l1)=-
célula comparecem em y' com.o mesmo coefici'ente, isto e, y! 4 Mp+1.

(8.5) Leme - Os grupos de homologia (simpliciais) relativos de
uma. -céiula. o ! médulo sua fronteira sfos -

Hn(c-n,q'-n) -2 ,,Hi((rn,{yn) =0 ifo.

Levandc em conta o teorems da invarianca topolégica, citado no
1nicio déste paragrafo, e ainds o fato que o par ' &‘n é homeo-
morfo a A" , A onde A" é um simplexo n-dlmens:l.onal, podemos cal~
cular Hi( A%, A™ . _

a) As cadeias n-dimensionais de A" sao exatamente os milti-
plos n 4% . E claro que o bordo dAnC"A n s logo todos os mAn
880 ciclos relativos, Z (An A™) Xz, nio existindo simplexos em
;dimensao (n+d), '.Bn( AZ, An)' = 0 logo Hn(A A = _
| "b) Seifn, Hl( An, A®) = 0 seja por nio existirem simplexos
de dimensao i (i ¥ n) ou por que tddas as cadeias de dimensio i per

I

tencen a A® (1 & n) , portanto tddas sdo bordos relativos.
Resumindo os resultados deste parigrafo podemos enunciar
(8, 6) Teorems - Os grupos de homologia dos C.C.P, s&o invarian

Fea topoldgicos.
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§ 9 ~ Iaéias geoméiricas de aproximacao simplicial e de apli-

cacio indugzida

. Bste pardgrafo § novamente descritivo. Pars um tratamento rio.
goroso das nogSea aqui descritas sugerimos, por exemplo, a leitura
de [Ly|,|Po), |mi-2]. | '
- Sejam X e S dois complexos simpliciais (se partimos de'compl;e_E
xos celulares, tomaremos suas subdivisaes normais).

' (9.1) Definicio - Uma aplicagao simplicial 433K - § & uma,
fungao ques _ ' :
a) leva vértices de K em wértices de 0
b) Se B 900058 830 vértices de um simplexo de K, entgo .
TKao)gooogfﬂaP)-sgo vértices de um mesmo simplexq de 8 (eventual‘ui
mente podem coincidir vérios_ﬁ(ai) sdbre um mesmo vértice),
) LP |G (& simplexo de X} é ume aplicagio linear afim O de ;
sdbre um simplexo de § , S ' I
Tira-se déste fato que uma[aflicaggo simplicial & conhecida ,
o )

desde que se eon?ega \Po = ‘P[K

saber se ‘PQSK %l —p glo pode ser estendida a \'0 ¢k == 87,

(9.2) Exemplos -

a} A& injegao de um sub-complexo L no complexo K & uma a

e é fdcil obter critérios para

plicagio simplicial,
b) Seja X um somplexo constituido de dois segmentos AB

@ BC com o vértice B em comum ¢ S o trildtero A ¢ e
DEF-, Levando A ¢ Cem D e B em E 08 segmen -

tos AB e (B devem ger levados linearments gd- afii:ijiﬁ
bre DE para completar uhme aplicagao simplisial, P > k2

¢) No capftulo A, § 8, 3& forem dados alguns exemplos,
Vamos, a $#itulo de iluatragao, descrever o compartamento das
-aplicagoes lineares sdbre os simplexos,
Se aogalgooogap 820 08 vértices de um simplexo AP entao os pon
tos de A® podem ser dados biunivocamente em t&rmos de suas coorde

nadas baricéntricas x w ZAia’i (ZA =1 ’ Ai’ 2 0),
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. Uma aplicagio linear (afim) £:A® — BP de um simplexo AP &3

bre um simplexo BY & dada por
£(x) =« 2 A £lay) .

| Se as imagens f(ai)‘dos vértices de AP sao todas distintas
(g = p) entdo £ é um homeomorfismo,

Se diversas desgtas imagens coincidem, digamos

b = f(aol) - f(aoz) = see f(aomo)

bq = f(aql) tresernsesnsnny f(a m)

:dizemos gue a aplicagao linear é degenerada. Reste caso, sendo}luj.
‘as coordenadas baricéntricas em Bq relativamente aos bj temos as
equagoess
}u_j = 7‘31 + 132 + eee * Ajmj J = 04lgeensq o

Ora, isto mosira que,l fixado um pontoly = z}lj b;j em B2 as
‘coordenadas Aﬁ) dos pontos de Ap_que sao levados em y deven satis
fazer q equagces lineares independentes, Ora, cada eguagao linsar
“em coordenadas baricéntricas representa um hiperplano do suporiede
AP , Portanto, a imagem inversa f_l(y)-é a intersecgio de AP  com
ume, variedade linear de (p-q) dimensdes, isto &, f-l(y) é uma célu
la poliddrica convexa de dimensao (p-g) se y £6r interno a BY e de
dimensdo & (p-q) para os pontos de Bl ,

Citamos, a titulo de exemplo, o8 casos degenerados para p = 3

Seja A3 = |ao,al,az,33[

a) fia? —> 8% = |b,b ,b,] com £(a,) = b, , £(a;)i= b
f(a,) = f(aa) = Do o '

1 H

As imagens inversas dos pontos de 82 s8o as secgoes de ¥ pe
las retas paralelas a 8985 ¢+ As secgoes planas a aqc de A2 s8o le-

vadas biunlvocamente so0bre b bib, .



b) gsA3 —— Bt - b b.| sendo gla ) = LI gla.) = g(az) =
= g(a'B) = bl o bo
As imagens inversas de um
ponto de |b lel §20 as secgoes
rlanas paralelas a al o 3 - o,
¢) hs A3 -3 B! sendo h(a ) = h(as) = b,
h(al) = h(a.2) = by

As imagens inversas dos pontos de |b09b1| 580 as secgoes de 13
pelos planos paralelos as retas a033 e a,a, § para os pontos inter-
nos temos paralelogramos.

) ks’ ~— B° todo simplexo é levado no ponto b,

Segue disto que a imagem inversa de um ponto y € 8 por uma Aa-
plicacao simplicial fsK —» S & uma reuniso de células coOnvexas,; &
qual, em uma conveniente subdivisao de K 0 constitui um sub=comple=
X0, ‘

Seja sK —P S uma aplicagao simpliéialg :

Vamos conmstruir uma aplicagao cp 3:C (K) =m% c (S) o Vanos

considerar, em primeiro lugar, U‘P um simplexo p-dimensional orien;
tado de K .
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Pomos o
(9.3)  \(o®) = EP (TF) omae
1 se d‘im\.?((fp) =pe € congerva a orientacdo

é = =1 88 dim ( P) =7 @ ‘Q inverte a orientagao
0 se dim\P(Wp) {p

| LP se estende por linearidade, isto &, "P#(Zniq'gj =

ﬁ“g_)) o Verifica-se que % comuta com ¢ operador bordo
s \P#d = d (P# ' ¢, portanto, transforma ciclos em ciclos & bor-
‘dos em bordos |
Z_(K Z (8
P20 C 2, (8)
S
| Fi(Bp(E)) C By(8) |
donde, no quociente, tem-se \P ¢H_(K)Y —» H_(8) onde
: . ’ ¥ » r
o3, +. = & + B s ]
Pz 43 (k) = elz) + B,(8)
Geométricamente temoss se zy representa uma figura fechadas
\P#(z ) seréd também fechada e se z_ é bordo de i1 temos que
#(zp) & bordo de ‘79#(cp+1)o Isto &, classes de equivaléncia

de figuras fechadas vao em classes de equivaléncia do segundo com- -
plexo,

Tratemos égora das Aproximagoes Simpliciais

(9.4) Beja £:]K] —> |S| uma splicagio continua. Uma aplice-
¢a0 simpli@ial_kpskifmﬂ-} S & aproximagao simplicial de f se parato
fd% x €|k} , £(x) € £ U'>™ implicar LP (x) & l.d'r|




- 80 -
(9.5) Verifica-se _ . :
a) se & malha de § (= méx dos didmflros dos simplexos de S) é peque
na entao a disténcia ?(f P) = méx|£(x), P(x)l é pequena. |
Tendo em vista gque f£(x) e Y)(x) podem ser ligados por um seg-
mente contido em ISI segue
b) £ A 4) pois F(x,t) = (1-t) £(x) + ttp(x) 0%t &1 tem suas i
magens todas en |Sl e estabelece, portanto, a homotopla.
c) Se nao exlstir kp definida em K existlra em uma conveniente sud
D 0w x(2) oy ... K(n) de K o (A subdivi-
880 barlcentrica K( ) de um complexo simplicial K & a sua subdi

divisao baricéntria K

mmmn

1 :
visao normal na gual se usa o baricentro e come ponto

p+i ~ i

interno .do simplexo la ,al,Oo.ga I no processo de aubdivisao P
K(z) é a suhd1v1sao baricentric& de X 1)', ‘ete,)

Geometrlcamente vemes & necessidade da subdlvisao de K pelosé

guinte exemplo, Sejam K e S como indicam a figurs abaixo

f il ) 1 X é o trilitero
ey F .
o . S & o guadrilatero

> r
Ambos possuem um "ciclo fundamental" en dimensao 1, isto &,

uma figurs fechada da qual todas as outras sao multiplas, gue no
cago Sa0 as somas de tddas as arestas com’conveniente orlentagaoq
Seja f tal que enquanto P percorre K%_f(P) percorre duas veé~
zes S (representando o°,42 vézes o ciclo fﬁhdamenfal) Isto ngo. -
pode. ger atingido por aplzcagao smmplicial pois K 86 tem 3 nav.x'erf;ﬂ:az;-.-E
e f exige que sejam percorrldas 8 arestas, Porém, ge tomarmos K(z):
teremos 12 arestas e portanto surge a possibilidade de achar q7 e,y
como nos interessa trabalhaer no nivel da ‘
‘homologia, isto nao atrapalha, pois
HP(K(n)) ;Qiﬂp(K) (Ver |1y| ou também | w
nosso § 8), . ——

Mews devemos frizar gue eventualmente. sega necessario dlvidlr :
ainda diversas vézes antes de encontrar uma operagaoc simplicial.
Istc ocorre se f for bastante irregula.ro
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A idéia da aproximagdo simplicial consiste portanto em aproxi
mar ss imagens curvilineas das figuras (retilfneas) fechadas de K
por figuras retilineas de S . Os teoremas gue citaremos abaixo cuja
‘demonstragac se encontra, por exemplo, em [Ly| § 3, garantem a pos
-8ibilidade e a univogidade.a menos de homologia desta aproximaggo.
| (9.6) Teorema - Sejam K e S complexos geométricos ,
stKI e ISI uma aplicagao éontinua, entao existem n % 0 sufici-
entemente grande e \0 :K*?/—> 8 que & uma aproximagio simplicial
de T
| determina portanto q9*=H(K(n)) —> H(S) que pelo isomor-
fismo entre H(K(n)) e H(K) podemos interpretar como
| PyrE(K) —> 8(8) .

(9.7) Teorema - Sejam K,S,f e 4) como em (9.6) e Y’sK(p)'HQ S
outra aproximagﬁo de £ entao qz*zH(K) -y H(8) e Y/*sH(K) — H(§)
coinciden, .

Pomos entao q)*,- 4}; = f, que chamaremos de'aplicaggo induzi _
‘da da aplicagao continua f .

{9.8) Teorema - Se f,g:|X| = |S| s80 homotdpicas (f ~ g)
entso £, = g H(K) —> H(S) .

A idéie déste dltimo teorema pode ser dada grosseiramente co-
‘mos .
' Seja A uma figura fechada de |K| , £(A) e g(A) suas imagens.
- Durante a homotopia esta imagem varre uma figura de dimensso msais
.alta ﬁq paséar de £(A) para g{i) e cuja fronteira completa & exata
jmente g(a) - £(a) .

£(a) e g(4) s3o portanto homblogas e¢ assim serdo as suas aprg
ximagBes retilineas.
' Vale ainda

(9.9) a) se £i|k] —> |s| e gt|s| —> |T] onde T & un ter-
" ceiro complexo entdo (gf)y = &Ly » ‘

b) Se f3|k| —> |s| é um homeomorfismo £, & isomorfismo.

' Bstes resultados podem ser generalizados para a homologia re-
:1ativao ' ’



- 82 -

§‘10 - grupos de cohqgglogia

Ag proprledades dos grupos de homomorflsmo encontram-se no §
11 (11.14)-{11, 18).
Seja X um CoCoPo Consideremos s sequéncia
. o a i o
eas —P CP+1(K) _‘“"“*‘" CP(K) ——"ﬁ' Gp_l(K) ""'-’ eo e -
- . Seja @ um grupo abeliano qualquer. Vames por
cP(x,6) = Hom[b (x), 6) (ver (11.14) .

(10 1) Definigdo - Os elementos de CP(K, G), isto €, os homo-
morfismos. de.CP(K) em G , sao chamados de "cocadeias em dimensdio p
de K com valores (cceficientes) em @, . ' ‘

- (10.2) Definiclo - O homemorfismo dual § = ¥ e a:
d:ci+i(K)-—+ ¢ (K) (ver (11, 16)) é chamado "cobordo":

%+1°CP(K ¢) — Pk, ¢) .

(10.3) Lema - 8§ =0 . o _ .
Com efeito, se £ € ¢P ¢ c, €& cp obtemos, utilizando (11.18),

'(d”éfp)(e y = fp(ddc ) = £2(0) = 0

-Exprimimos este fato dizendo que . J @ um operador diferencial,
Seu grau é + 1 pois 5 Yo L - Cp+l .

- (20.4) Definicdo - Se § £? = 0 (com £P € cP(K 6)) , £P & aito
un cociclo° Pomos 2P(K,G) = 5 -1 1(0)

(10 5) Definicio - Os elementos de BP(x, 6) = § Cp'l(K,G) ' sac
chamados "eobordosg", _

De. (10.3) segue gue BP(K,G) C ZP(K,G).Q : .

(10.6) Definicdo ~ O grupo P(k,6) = gsfglgi chama-se grupo

. - BP(x,q

de cohomologia em dimensdo p de K com valares em G .

Seja agora I um sub=-complexo de K . Podemos congiderar coca- -
deias, cociclos, codordos e grupos de cohomologia de L com coefi-
cientes em ¢ , )
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Cada cocadeia fpscp(K) —3 ¢ de K dé origem, por restrigaoc,a
uma cocgdeia de L : pomos iff = fp[pp(L) o 1 comuta com o operador
cobordos i S = 5 i,

(10.7) Uma cocadeia £F € c®(k,6) tal que fplc (L) = 0 é gdita
uma “gocadeia relativa de X mod L ", Estas constituem ¢ sub=grupo
cP(X,%5¢) . O cobordo de uma cocadeis relativa é um "cobordo rela-
tivo's BP(K,150) = & P Y(k,15¢) .

Temos BP(K,L;6) C CP(K,1;6) pois se e, € C (1), (5fp°'1)(c )=
= £P° 1(d e ) 0 levando em conta que d °y € C 1(L) portanto
P g6 anula sobre & cy -

"Podemos considerar ento §' restrigdo de & is cocadeias rela
f tivas : | kst

8

= o? N, 150) =2 oP(k,150) 2 cP*l(k,1;6) —

8P+1(o) = 2P(x,1;6) = zP(%;6) N cP(k,L;6)

: Y
é o conjunto dos cociclos relativos e HP(K L;G) = Z (K, L;G
- B(KLG)
- grupo de cohomologia relativa de K méd L em dimensao P e com valo==

- res em G . _
08 resultados que descrevemos nos §§ 8 e 9 sGbre os grupos de
- homologia podem ser dualizados,
(10.8) 0s grupos de cohomologia dos complexos simpliciais s8o
- invariantes topolégicoé. 7
(10.9) 0s grupos de cohomologia de um complexo celular K (re-
lativos de K méd L) sdo isomorfos sos de sua subdivisdo normal,poxr
| tanto, sao invariantes topoldgicos.
" Dados dois complexos simpliciais K e Sy e qD ume aplicagao sim
' plicial. Vimos que induz uma "aplicagao permitida®

#oc (K) —> cp(s) (isto &, tal que d ‘Pg LP# d). A dual de
' \,?#é LP# c®(s) —» ©oP(X) dada por | = £P o o B ime-
diato verlficar que S\P#= (P#S « Com efeito, d,#‘ap#
( \P# d) = {a \-P# ) = LP# a¥ ‘P# o 1=‘on:°‘9aea,n‘to9 (P leva co-
ciclos em cociclos e cobordos em cobordos imduzindo portanto

\.P sBP(8,6) —> HP(K,G) .

Come wimos no § 9, podemos obter das fungoes continuas

fs|K| —% |s| aproximagdes simpliciais das subdivisoes baricentri
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oas KEH) de X #m 3 as quais induzem homomorfismos da homologia dei
K na de S . Pelo que foi dito ascima estas mesmas aproximagSes formz
necen também aplicagSGS da cohomologia de S na de K . Temos |
(10.10) CQE o8 mesmos dados de (9.7)s
\P \}/ sEP(s; :6) —> EP(X;6) .
Definimos o homomorfisme induzido da fungao continua £ como sendo -
£%* = @*, %*
(1¢,11) Com os mesmos dades de {9.8) temos £* = g% ,
© (10,12) Com os dados de (9.9)
a) (gf)¥ = frg*
b) £¥ é isomorfismo.
~ Citamos aqui o essencial sdbre os grupos de cohomologia gue 2;
tilizaremos no decorrer de outros capitulos, Ao leitor interessado
em mais informacoes recomen&amos a leitura de um texito mais 'amplo
como, pPOr exemplo, |Hi=2|9|BeI|HmW!°

§ 11 - Algumas nocles da teoria dos grupos
- Soful teorde

(11,1) Definicsio - Dizemos que uma lei de composigao interna
G x &= G, que notaremos sempre aditivamente: (a,b) —> a+b,
define em @ uma estrutuva de grupo abeliano, se vales
" a) a associatividade {a+b)+c = a+(b+e)
b) a 'comutatividade a+b = b+a _
" 6) existe elemento neutro (o qual denotaremos com O para todos os
grupog) isto &, um elemento O satisfazends a+0 = a para todosos
a €0G
d) todo elemento s & G poésﬁi um opésto (que denoteremos com -a)
tal que: a+{-a) = O ,
‘Observacao - De agora em diante diremos simplesmente grupos,
pois, nao serao utilizadcs grupos néo abelianos. v
(11.2) Definicao - Uma apligagao f de um grupo G em outro GV
é um homomorfismo se £{x+y) = £(x) + £(y) .
(11.3) Definicho ~ Um sub-conjunto E € G que, com a lei de
composigao induiida9 tem estrutura de grupo é chamado sub-grupo.
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Para A;BL G pomos A+B =4 x = a+bja € A,b e B}

At = & x = -ala €4 ,

Um zub-conjunto H é um sﬁb—grupo se e somente se H = HeH = -H',

(11.4) Definigio - Uma reldgEo de equivaléncia "= " ep § &

; "compa,ti‘&el" com & lei de grlipo, se de x=x'" e y= y' , seguir

x4y E XYY |

. (11.5) Proposigio - Téda relagio de equivaléncia compativel

com a lei de grupo pode ser dada port x =y &P y-x ¢ H onde H &

i um sub-grupo e vice-versa, uma relagao assim definida é compativel

com a lei de grupo. Escrevemos x =y (méd H).-

| -As classes de equivaléncia podem ser dadas por x+H ; e

xEy & y € x+HE . Seja G/H o conjunto quociente, isto &, o com

 Junto eujos elementos saoc as classes de equivaléncia x+H . Em G/H

~definimos uma lei de composigdo por (r+H) + (g+H) = (x+y)+H , que

-6 lei de grupo abeliano. A aplicagio candnica QP 36 —3> G/H , is-

- to &, \P (x) = x+H € ¢/E é um homomorfismo.

: (11.6) Teorema - Se f é um homomorfismo de um grupo G em ou-

tro G' , temoss . |

a) £(@) é'sub-grupo de ¢' (frequentemente notado com "inf¥),

b) N = f“l(o) é sub-grupo de G , chamado niicleo de G (denota-
se frequentemente com ker f),

“¢) £(G) é isomorfo a G¢/N . (Isomorfismo = homomorfismo biuni-
voco e sdbre). Anota-se £(G) A ¢/N .

. ‘Demomstracio - Quanto & parte a), basta observar que, se

£(a);£(b) &€ £(6) , entdo £(a)+f(b) = £(a+b) € £(¢) e

=f(a) = £{-a) € £(6) .

_ b) Se £(a) = £(b) = 0 , entdo f(a+h) = £(a) + £(b) =0 , &

f(-a) = -£(a) =0 . |

' ¢) Para esta parte basta ver que f£(a) = £(b) se e sdmente se

ja.Eﬁb(méd N), pois £(a) - £(b) = O implica em f{a=b) = 0 , ou seja,

a=b € N e vice-versa, Entao, a+N —— f(a) é um homomorfismo bem de

‘finido, que & biunivoco e sdbre £(G) .
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Produte sartesianc e soma direta = Bgjam Gl e G2 dois grupos, !
Definimes em € = &) = 6, uma lei de grupo poru (xlpxz) + (yl,,yg) e=
= (xy#7; 5 xp4¥,) &

(11.7) Definicao - G munido da lei de composicac acima & dito
grupo produto (caritesiano) dos grupos G, e G, '
(11.8) Proposicio = Sejem G, e G, dois gz"upcas9 B C G e

'_7H2 C G2 dois seus sub-grupos. 4 aplicacgo candnica

GlXGg

H1 X H2
?J[(glggz) + Hy x H2)=E(gl+Hl)9(g2+H2)] ) é umcisomorfismo,

Demonstragao -~ Vamos mostrar que esta aplicagao & bem defiri-

¢ Gl/Hi x G2/H2 (isto &, a aplicagio dada por

da e biunivoca, pois uma vez verificado isto & ficil ver gque ela €
um homomorfismo,

Vejamoss (glgg2) = (g19g2) (mod Hy = E ) |
i ({._,r:,’hmg1 . gemgz') € H, x H, , isto &, & g = g mod H, e
g, = g} (mod Hz)' o Isto mostra que W & bem definida e & bliun{vocao;
Que_\ll € sdbre & imediato. ' : _

(11.9) Definicdo ~ Dizemos que o grupo G é "soma direta" de
seus sub-grupos H]I. e H2 s 8¢ todo x € G pode ser escrlto de uma e
ume 86 maneirs como x = ¥y +X, com %y e E[1 e X, €1

Esorevemoss G = Hy @H 0

Por um abusoc de .'linguagem escreve-ge frequentemente G = G @G
.quando G é scma direta de dois su‘bmgrupos Hl 8 H2 tais que Hl Gl
€ H2 (52 o Generaliza-se esta definicao e esta observagao para um

numerc finito de parcelass @ = By ® H, ® ... @ H se todo elemento
de G exprime-se univocamente como Xy -ﬁ- Xy + 000 + x, com xie H

2 o

i ]
Segue imediatamente da definigao que, sendo G = H @H2 g en=

taos :

2

a)GR:H]ExH
=¢ e L NE -§,

b) H +H,
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_(11910) Teorema - Sejam N um sub-grupo de ¢ , G' = G/N o
Ps¢ —> G' a aplicagic candnica. Seja K' sub-grupo de G'. Entao
K = LP-]'(K“) é um sub-grupo de G contendo N e vales

G/N
K/N

Demonstraogo ~ Que K é sub-grupo e contém N é de verificacao
' ‘imedlata, Vemos construir \U ¢/K —3 G'/K' por }(/(x-i-K) LP(x)-i-K'
e mostrar que é um isomorfismo,

a) Y & bem definida, pois se x € K temos P (x) € K

b) ¥ é um homomorfismo, pois (.P o &s Y/[(xﬂi) + (y+K)J =

= \l)(x+y+K) = \P(x+y)+K° = ((P-(x)ﬂ('“) + (‘-P,(y)-&-K") o
c) \F é sdbre, pois 0 €,
d) Finalmente, se P(x)é K' temos x € l.P (K”) =K, o gue

mostra gue Y/ é biunivoca,

G/K ~ G'/R' =

(11.11) Teorema - Se N e K sdo sub- grupos de ¢ , entao K N x

‘e K + N também o sao, e temos~

Bz K/K('\No

: Demonstragio - Seja kP 3G —> G/N, a aplicagé’,o candnica. Consi
deremos kPK = \P |K:X ~—> @/N . Entio pelo teorema (11.6) parte c)

- vales
P = P X ( )
‘

Orsa, 'PEI(O) =KNN, p‘oz"l'.a.rrt:o9 LPK(K) ~ T

Por outro 1ad6, \?JWPK(K) = H é um sub-grupo de G . .
H = K+N:E D K+N pois ¢ (kem) = P (k) - kPK(k) (k€EX,n€E RN e
BC KN , pois se b € H , P (k) € Pr(K) % J x € K tal que
\P(h) = kP(k) , ou gseja, LP(h-k) =0 . h-k = n& N , Pondo
\P|H temos \PH (0) = N, pois NC H e portantos

H
K+N H K+N
RECEUN - ate) - P - P(K) - ThF -
H
(11.12) Teorema - Se A,B e C sao su‘bc—grupos de G com A DB te

:moss
| a) (B+C)N A =B +CN A



- BB =
b) (A+C)/(B+c) X A/(A N C) + B

o) (anc)/(Bnc)x [B+ (cna)/e
Demonstracao - a) & trivial,
b) Usando (11.11) e a parte a):

(440)/(B+C) = (A+B+C)/B+C 4/[(B+¢c) N A} = 4/B+(C n &)
¢) Utilizando (11.11) temos:

ANDC = CnA/(CﬂA)nBZM

BNn¢e B
(11.13) Definichio = Seja f3@ —3 G e sejam A,BC G ,
A%4B' C G' sub-grupos tais que A DB , A" D B ¢ £(A) C av
£(B) € B* , Ent#io podemos definir f:A/B —> 4'/B% pondo :
f(a+B) = £(a)4B' . T & chamado o "homomorfismo induzido" pela £ em.
A/B .

(11.14) Grupos de homomorfismos - Sejam G ¢ F dois grupos abe
linaos e comsideremos o conjunto Hom(G,F) de todos os possiveis hg
monorfismos de G em F ,

Vamos definir uma operacdo de adicao em Hom{G,F) do seguinte
modos dados f,g & Hom(G,F) , seja h = f+g definido por

h(z) = (£+8)(x) = £{x) + g(x) qualquer que seja x € G ,
-Verifica-se que h = f+g € Hom(G,F)
h(x+y) = £(x+y) + glxey) = £(x) + £{y) + glx) + g(y) =
= £(x) + g(x) + £(y) + g(y) = (£+2)(x) + (f+&)(y) = h(x) + h(y) . .

Para esta operagao verificamse'que valem as propriedades comu
tativa e assaciati?aobﬂlém disto, £ € Hom(G,F) definido por
fo(x) = 0 qualquer que seja x € ¢ & elsmento neutro para a adigic
introduzida e, para cada g & Hou(G,F) o elemento g! & Hom{G,F) de-
finido por'%“(x) = -g{x) qualquer que seja x € G & o oposto de g |
nesta operagio. ' | ,

Portanto, com a operagio de adigao introduzida, Hom(G,F) é um E
grupo abeliano. |

(11.15) Exemplos

a) Hom(Z,2) & Z .

Observemos, inicialmente, qus o homomorfismo £328 = 3 tal
que £(1) = n é énico. Basta, para isto, lembrar que, conhecido f£(1) !
conhecemos £{r) para todo inteiro = , -
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Ser >0, = l4l4.,.41 (r wézes) .°. £(z) = £{1)+£(1)4.00e+f(1)

{r vézes) .°, f(r) =rn,

Como £{1) = n f(=1) = =n , ser {0 , T = (=1)4(=1)+o0ot(=1)
(|x| vézes) .°. £(r) = £(~1) + £(-1) + oo, % £(=1) (|z| vézes)
% £{r) = |r|{-n) = -|r|n = r n . BntSo, para todo inteiro P s
£(p) = pn .

Portanto, se g(l) = n , entac g{r) =rn V re.2 .’ g=¢f,

Seja ¢:2 —> Hom(Z,2) definido por ¢(n) = f onde f € o homg
morfismo (dnico) tal que f (l) =1n ,

Como fn+p(1) = n4p = f (1) + f (1) temos f_ nép £+ fp e

$(n+p) = ¢(n) + O(p) .°. ¢ é homomorfismo.

Se ¢(n) = ¢(p) entdo fy=f,e’en=pe $ & biunfvoce,

Como ¢ é sdbre temos que § & isomorfismo sdbre e Hom(Z,2) & % ,

Mais geralmente:

b) Hom(Z,8) ~ G .

Dado.g € ¢ J um dnico f € Hom(Z,G) tal que £(1) = g » Como no
‘exemplo 1, conhecendo-se f(1) , f fica perfeitamente determinado
(£(n) = ng , ete.). Definindo ¢ ¢ —> Hom(2,6) por ¢(g) = f onde
?f € Hom(Z, G) tal que fg(l) =g, ¢ & uma aplicacdo sdbre, Se
:¢(g) = §(g*) entdo fg = fg, "0 8 =g'" e § & viunfvoca,

¢(g+gq) = fg+gl
=1L+ fg' e §(ag+g’) = §(g) + ¢lg*) .°« § & homomorfismo, por

3 como fg+g°(1) = g+gl = fg(l) + fgu(l) entao

:fg+gi
tanto ,
Hom(Z,6) X @ .

¢) Hom(zz,z) = (0) . Designemos os elementos de Z, por [0% e

[y |
seja £ _([0)) = 0 . £,([1]) = 0 . Se g € Hon(2,,2) entdo
e(o)) =0
f Seja g([l] =r (r € 2) entao g([l] + [ ;J) = r+r .. Mas
[)+(2) = lo] <=« || + |2]) = g(J0})) =0 = 2r .. z = 0 ,

Entgo, ¥V g € Hom(Zz,Z) tem-se g = £

d) Vamos determinar Hom(22,24) .

SERONOI AR (SHONOHO
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>q(g € Hom(Zng4) tem-ge g([ ]) = [0] € Zy o

' . Suponhamos g(|1]) = [1] € 2, entso g([1]+[1]) = [1]+ [1] =
[2] ;f [0] em Z, « Mas [1]+] ?O] em 32.,0 » ngo pode ser

s([I]J =17 .

- Também nso pode ser g [1]) [3] sengo
" E(1)+[1]) = o([6]) - [0] en 3,
s g([1]+[i]) - [3]+ [3] = [2] en z,
Mas, podemos ter gf [1]) = [2]
b Ce([1]+[1]) = [2]+ [2] = [o]
s([1]+1]) = &(o]) = [0] .

Ent8o, temos dois homomorfismos distintos em Hom(Z 924) o ho
.rfismo nulo g definido por g ([0]) = g ([1]) = [01 e g, defi-

or.
| ‘ gg [01) = [0] 5 e,([2]) = [2] .

o “Seja o sub-grupo ,Z, = ([0], [21) de Z, . A aplicagio
¢s-'}24 — Hom(22924) def:n.nlda por

9([o]) = e,
. o([2]) -

é um‘ilsomorfismo de 2 4 .80bre Hom(22924) o o Hom(Z sd )”“2 4 °

g:'e) Mais geralmen'bei, qualquer que se;ja o] grupo a’aeliano G, te,

mos’ ﬁom(zng) r\..QG onde ,6 € o sub-grupo dos elementos de G de or-:

_ ),Analogamente temos Hom(z sG) A G o P inteiro.
G = sub<grupo dos elementos de ordem pem G ,

o 11 16) Dados trés &rupos abelianos I“ G,H consideremos os gru?
. pos _Hom(G P} e Hom(H,F) ,

A partir de cada homomorfismo 8 G ==-+ H podemos definir um
homomorfa.smo LP#sHom(H F) => Hom(G,F) s ehamado homomorfismo
,dual?f-‘ide (P ‘
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Se £ € Hom(H,;F) , consideremos o diagrama

' Temos que f o LP € Hom(G,F) . Vamos entao definir (.P (£) = ¢ op
"V £ € Hom(H,F) .

(11,17) Lema - \P é homomorfismo.

Se f,¢ € Hom(H,F) e x € G entdo | tP#(f+g)] (x) €F .

(PHeen) ) - [(f+g>\°](x) . <r+g)(np<x>> - £P() + P -
- (¢« (PR e Plee - PRo - PRe

‘Seja W um outro grupo abeliano e consideremos um homomorfismo
‘{l H— ¥ ., Entao \” determina o homomorflsmo dual
q/#anom(w F) — Hom(H,F) . |
O homomorfismo V¥ \-P 36 —> W terd o dual
( P\P) :Hom(W,F) —> Hom(&,F) . |

(11.18) Lems - Tem°séw"P) ) LP# Y/#

De fato, ¥ w € Hom(W,F) serd

= # . | #
WP m = WP - PP - P -
PRI U T
PrCFm) - PTPT . -

Fizado F temos um processo de transformar cada grupo G em
‘Hom(G,F) e a cada homomorfismo LPsW —> G fica associado

#;Eom(G,F) —> Hom(W,F) .

Temos, assim, um "functar" Hom( ,F) éon‘bravariante da catego

ria de grupos abelianos na categoria de grupos abelianos,
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TRORIA DA OBSTRUGAO

Vemos dar, em primeiro lugar, algumas notagoes que terac o meg
mo significado em todo o capitulo.

K serd um complexc e L um sub-complexo. X = |K| o espago sub-
jacente a K e A = |L| o subjacente a L . K3 designara o g-esquele-
to de K , isto e, o subcomplexo constituido por todas as celulas
de dimensdo menor ou ignal a q . Pomos Kq =K1\ Le X = ]K | -

Y sera um espago C.p.C. € seus grupos de homotopia serao de-
signados por TT 17’(Y) N Admitiremos que Y é um espago P-gim=
ples em todas as dlmenaoea que utilizaremos no contextoo

‘fA » 8 s etc., serao fungoes continuas de A em ¥ , analoge -
mente, fgg X o> Y ,

Se fA
Xlgnoogxpo.. e X respectivamente. Sempre consideramos f = f Ixmse
n £p e fp = flx . Sendo f:X —%» 'Y dada em primeiro lugar, fA. @

fp serao restriqoes deata.,

& dada, £ gflgooogfpooo e f serao extensoes de fA a X

§ 1 - 0 cociclo de obsirucso

Como ji descrevemos na introdugao, pode-se estudar o probiems
da extensso a X das funges £,:4 — Y passando'para £ X, —> 1
depois para_flsXﬁ —> Y , etc. Continuando passo & passo, procurs
-ge construir fpaK,p —> Y a partir de fp 1 °

Suponhamos entao que ja obtivemos f X - ¥ ., Seja G'g

p=1""p=-1
uma p-célula orientadas; fpw1|€“£ é definida e determina um elemen-

o [fp-lld‘f] = ﬁiﬁ prl (€3

tanto uma (p-1)-esfera orientada e sendo Y (p=1)-simples, f‘ﬁgg de

(119

ume célula orientada, G_E é por

L]

fine um elemento del
. p-1

|
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(1.1) Definig‘é.o. - 4 cocadeia e(fp»l) def‘inida por
Py _ _ P
(e, )T D =3, - [¢,,1G7%)

é chamada cocade:u.a de obstrugao (a extenszo de f -] & XP)

(1.2) Lema - p=1 se estende a .fpsxp —> Y se e somente se
c(f ) =0 ,

C‘om efelto, ¢ =1HG"P ge estende a 0—'_'9 8¢ e somente se o elemen
to[pl]ﬁ"P]—O&Tl(ver(A68)) -

No paragrafo 2 estudaremos o caso c(f 1) £0 . :

" (1. 5) Corolario - Seﬁ 09 p=1, 2,.,“91‘ » b0da L34 —> X
ge estende a fr+1sxr+l — Y o Em varticular, se dim K-»L S+l
fA 8e estende a 31X =-=~$* ¥ o '

(1.4) Lema - c(fp) é uma cocadeia relativa de K médulo L . |

Com efeito, sendo Gﬂp €L, f‘ Y j4 é definida adbre U'f s Doz

tanto, a restrigao a,O"P se estende e, por (4.6, 8), temos

T

(1. 5) Lema - Se £,.1 ~E, 1 entao c(f 1) = c(g o) e
‘Pois, ¢ 1‘6'1 ~ &y 1|G‘P { 1'0"IJ ]: »1'0-9

(1.6) Teorema - e(f 1) é um 00010100
Demonstracio - seja S P *1 uma (p+1)-célula arbitriria, Deve

mos mostrar que 3 [ (f 1)](fp+1) 0 . Ora, 5[ (f )J(fp"'l ==
p+1 p+1 P

= o(r, e P = o2 )(E( )e’ ) =

p+l 6’p e(f )(G"P) = p+ls f onde a soma’

p-1 =1 i

deve ser estendida sobre as facea dejop e Suponhamos primeira-.
mente que tddas as faces § P incidem positivamente com/:>P +1 ; en-
t80, pondo [fp ll(]"i] o{ temos Za( = 0 , pelo teorema (4.9.10).,
Se a incldenela nao for pos:i.'!;:hra9 sempre vale que

[fp"'ls(j' p lﬂ(,“’p] ¢ o elemento. de TTpml obtido da fungdo
£ restrita a fronteira da. face G"P com & onéntagao induzida pe

12 dge PP Z‘ U)P"'l j(f 1]0'"i) 2. o( = 0 ainda por (A.9._:

10),
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§ 2 - A cocadeia diferenca

Sejam fp--l e gp-l duas extensges de uma mesma fp 2:XP o -7 Y,

Queremos "medir" a diferenga entre elas. Seja, para tanto, 0—9'—1
uma. (p-1)=~célule de X . ‘.'femos sobre ela duas fungoes fp ll(]‘l:""i e
1|(r'p -1 que coincidem sdbre & fronteira. Sendo gue O"P 1 e ho-

meomorfo tanto a Ep -1 quanto a Ez -1 ; 08 hemisférios sul e nortede
p~1 p-1 . p~1 o

¥ s Podemos interpretar fp-ll q I Sp»l! G 3 ~ como fungoes
de EI_) -1 e Ef’l em ¥ . Como estas fungoes coincidem sobre o equador

gP-2 (imagen de 0—-p-1) ,' juntas, definem uma fungao de Pl —y,

0 enulamento de sua classe de homotopia b/ e | 7 6.5. condigao ne

cessaria e suficiente para podermos deformar g 1[ 0‘9-1 em

p-n
p_ll 0-/

Para simplificar as demonstragoes e para podermos generalizar
mais tarde esta construggo vamos determ:.nar de um modo ligeiramen-
te diferente estes elementos de ]7;) 1 °

Sega(rp uma célula ¢ I = [0 IJ O"'p "1 X I § upa célula p-
dimensional, Seja G"’P -1 orientada pelos vetores elgezp.a.,-e-; 1 °
Consideremos em I a orientagao I de O para 1., Definimos 919929,..,
—y
ep 1 T como sendo a orientagao produto. Temos os seguintes nimeros
de incidéneias (ver B, § 5).

(2.1) Lema - a). [(rplxl 'Gp-lej [G"p=1 ,EP’QJ
p) [T 21, @t x o) - (c1)?
) @ x1,0 P x1) - ()P,

Realmente, se %22 ndo & race de 0P também P2 x T nio

é face ae 0Pt x I ¢ entdo os dois membros de &) saoc nulos. Seja

entao @ P7? face de ¢ P1 Podemas supor que 02395,,“,3;1 cong=
titud uma orientagao de T P, —;93;,”0,—6;;_1,1 orienta

P2 xI. Se o vetor el ponta de @~ P-1 para B P~2 y €le também
ponta de G"P"l x I pars B2 x1 (vale, portanto, a relagio a)
ver (B.3.3)) e andlogamente se E;_ tiver sentido contrario,
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b) Come T ponta de 0 ~lyeo para 0 P~ "Ly s temos que
glgezgo“,epml e =-Igel,“o,epu1 sa0 orientagoes coerentes destag
- >

. K >
celulas e como -Igelg.“ogep = lgezsooooep 1(“1)-°

-1 =
= (-1)P 199290”9?13 1,1 vale & relagao b). { = significa aqui
que estas bases d8o a mesma orientagdo GPlx 1)

¢) é obtido andlogamente.

)
!
]
|
LN i e T
2 | F
I ,
; J
|
’ ’
. é‘; ?"__,,L__.--..-.".._-.-__._.._,
| -'-'”— rH /
— =5 ze2

(2:22) Voltemos agora ao nosso problema,

Vamos definir uma fungio HiX _o-x I Ux x 0 pr-al x 1 p.oﬂzl

p=-1
dos . .
(2.3)
5 £,.0(x) se x ¢ o %61
H(x,t) = f l(:v:) se x exF_l t = 0
l(x) se xexpl t =1

Dada uma célula 0—-1) -1 s H & definida sdbre a fronteira LA
Tp -1 x I Tomemos a classe de homotopia desta retrigao EHIU_,J

-6/7'

” Gpmy

1 ~> Gpeat

P2
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(2.4) Definicao - A cocadeis d(fpal,gp_l) dads por
; - p—l = - vP » . _
d(fp_l,gp_l)((ri ) = (~1) Xi& ﬂpml(Y) é chamada "“cocadeia di

ferenga".(0 sinal- (~1)F se justifica pela férmula (2.10) abaixo.)

(2.5) lema - 4(f ) é uma cocadeia relativa de K méd L.

p—l’gpul

Com efeito, se 0’?“1 € L , portento 0"‘:?_"1 CX 598 fungao

. P
3 P_l - P-l p=1 -
f_p_ll(r 3 gp__llfr g fp_2|(r i~ ¢ E estd definida no interior

die(]"?"l x I valendo H(x,%) = fp_2(x) oo X 4 =0 .-_

(2.6) Lema - d(fp_l,gp_l) < 0 se e somente se fp-l-ﬁbﬁgp—l

#el xp-2 ,_Bagta ver que isto equivale a dizer que H se estende a
X_ _.1 xI. 7
(2.7) Lema ~ a(f

tagdo de I .

p-l’gp»l) = -d(gf-l’fp-l)g inverte-se a orien

(2.8) Lema -~ Se.h -1 & uma terceira extensio de fp__2 vale

é(fp-l'%ﬁ-l) = d(fp—l’gp-;)f+ d(gpul’hp—l) *
a - ] | I -
Demonstracao - Seja H .Xp_z x 1 L,xpwl x 0 LJXP_l x 1 cons

L3

trufda analogemente a H a partir de gp—l e hp—l » Obtemos a cons-

trugao angloga para fpnl e hpul pondos
H(x,2¢) 0% t<1/2
H"(x,t) = _
H'(x,2%=1) 1/2 $t ¢ 1

H" se estende ainda a x,p_l x 1/2 pondo:
E(x,1/2) = E(x.l_) = H"(x,o),,= gp__l(x) ¥x e x
H(x,t) = H"(x,t) no resto. '

Vemos imediatamente .que sendo G -leg

4//f/;/’/”’/;{ //’-\\T>£TM
1 -t |

fPom = = 0 = - o o= e

1 Gy

p=-1

1h b

[}
1
Cpmegeem T

R TIRT PEar s g P9}
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HG P x [0,1/2]U 6P  x 0 g7 x 1/2 derine d(f,g)(c"p -1y

HIG—P 1[IL/Z 1JU 0~ Pt x1/20 ¢ Pt x 1 define a(e,n)( gt )

B[P x 10 P x0u ¢ x 1 detine a(e,m)( g 2T
Aplicando o lema da soma (A£.9.7) obtemos imediatamente o re=

sultado. _ 7
(2.9) Lema - Se f é uma extensao de f PR T

oPle cpwch Ls 77. 1(Y)) é uma cocadeia relativa qualquer, entao

existe outra extensao gb-l de fpn2 tal queld(fp?l,gp_l) = oP1 o

Demonstracso - Para tanto, consideremos a fungio
x0UX x I —» Y dada por '

S(x,t) = pl(x)sexexl,t-o
pz(x) sex&X o 5 €I,

G:Xp_l P2

Se;jac‘?' uma céiula de K , G|(]"p “lxo U Pt pode

ser completada. & uma i‘unga.o Hi da fronteira Ui deO_P -1 xIen Y
cuja classe de homotopia & (-1)F ¢ p-1 (G“E 1) (ver 1ema da constru-
¢80 (4.9.6). Como os H, concordam em suas partes comuns obtemos -
H.Xp_l x 0 prwz xIv xp_l x 1 , extensao de G .

gpml(x) = H(x,1) é a extensdo desejada.
Vamos demonstrar agora o importantissimo
(2,10) Teorems - 5d(fp¢19gp_l) = G(fi)-l) = c(gp_l) .

Seja para tanto GP alguma p-célula.

dale, 10e, 1) (TP = ale, 1) (0 0T) -

= d‘(fp-l’gp-l) b fq‘ GPQIJ gi somado s8bre as faces de 0 ¥,
Esta expressao é igual a (= 1)"‘92:[0"'p * I EP -1 x IJ (HIU;] onde

a soma é estendida a tddas as faces 1ateram (% p -1y I) de

G'I)XIe

- Utilizando (4.9.10) vemos que podemos completar a expresséo a

cima com os térmos (=1)% [G.P x I, o_p x 0] [Kl,(,i—p x 0] +

+ [o—P'x I, (};p X l] (H[ 5_}) x 11} & fim de obter zero,
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Por outro lado:
(Bl 4P x o] = (g _;[&7) = oz _)(&D), .

8]+ P x 1] = Egp_lié'pl_a c(gp_l)(o’P);_i_ . E
usando (2.1) b) e ¢) e (4.2) obtemoe Sdf fp—l’gb-l) -

Na figura acima p = 2. H é definido sdbre as arestas da

figura,
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§ 3 - Primeiras conclusSes

(3.1) Lema - Se :p o, admite extensao fp 1 XP=1 ——> Y , entao
08 cociclos de obstrugaoc de t5das as vossiveis extensdes de fP é a
XP 1 preenchem exatamente uma classe de cohomologia :

. olf, 0) € HURLT_ 1)

Demonstragao = Com efe:Lto9 pelo teowema (2,10) todos dstes co
ciclos sao relativamente cohomdlogos entre si pois

$a(e) 198 1) € BRRLST )

Por outro lado, dado um cobordo bP = 5 (=cp 1) pelo {2, 9)uon5
troi-se g extensao de £, %al que d(f -1°€p. 1) s R
c(fpml) c(g 1) e §(sP 1) = =b¥ ou seja @(g) = c(f) + P .

(3.2) Teorema - Seja f o1 P g Yo fp 5 8e estende a
g sX_ —% Y se e somente le o(f 1) é relativamente cohomélogo ' a
zero (c(f ) ~ 0), isto é, se @(fp o) = 0 .

Demonstracao - Com efeito, se c(fp 1) § P com

prl-é cP- l(K Lgﬂf 1) existe Ep1 extensao de £ tal que
‘ = WP 1 ‘ p-1
d(fpc.]_s’ 1) < e G(f ) = c(gp 1) = 8 = c(f 1) ou se-
ja, c(g 1) =0 , logo 8.1 8¢ estende a XP o
(3 3) Teorema - Se HP(K Ls rT 1(Y)) = 0 para P=mym+lye00,n en
tdo t0da aplicagéo Lo = Y que se estende a xmél também  pode

" ser estendida a X, o
Em particular, se HF(K,L; fT (Y)) =0, p=29390009dim(KcL) .
t;oda f'AoA - YT ge estende a fs X ===> ¥ .

Demongtracao - Se fmgloxmml ~==2> Y é uma extensdo de fmmz téa

mos c(fﬁml?fV 0 pois Hm(K;L;?Tmml).z 0 , portanto, existe extensio

8p.1 COm c(gﬁal) =0 . Seja g sX, = Y extensdo de 8p_1r¢(g, )™~ 0

o s exigte h +1 extensao de 8.3 ° ‘Assimy podemos proceder até che
gar a f °K ~=% Y pois em cada passo podemos modificar as exten-
sdes a flm de obter obstrugao nula. Na segunda parte do enunciado
basta observar que, pelo fato de Y ser CoPeCoy SEMPre existe a exm

tensao floxl ==3» Y e prosseguir como acima,
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§ 4 - A cocadeia de deformagao

Seja fAsA ==% Y , Supounhamos gque fA admite duas extensoes

fp-l e gp-l

entre suas restrigdes fp 0 & B 5 o

abxﬁ;l', Suponhamos ainda que exista uma homoiopia k

Neste caso, podemos definir uma fungdo

s x
Hoxp,l x0U X‘p-Z x Iy chl‘ipondo
(4.1) o
fpnl(x) se x € xpul y & =

H(xz,t) = { k(x,t) se x € x s t &

w2

= = O

1(i) se x €X

-]

p-1 * ‘-

Se ¢ P l una (pul)ncelula de X s & restrlgao de # 3

, p-1
frontelra U deG'*p -l x I define um elemento 2{ € 77‘ » Desta
manelra, podemos generalzzar a cocadeia diferenga estudada no §2,
(4.2) Definigdo - A cocadeia d(f 1,k9g 1) que toma os valo-
res (- 1)p X sobre as celulasO_'P -1 %

magao"

¢ chamada Ycocadeia de defor-

Vemos imediatamente que no caso em que f ek é 2 ho

motopia trivial k(x,t) = fP 2(x) = & 2(x) obgeios apcgcadeia dife
rengas (£ joke8, 3} = (£, y08) 1)

Sao 1med1atas as generalizagoes de suas propriedades cujas dg
monstragoes deixaremos zo leitor.

(4.3) Lems - a(f__;,ks8, ;) € oL, TT l)

(4.4) Lema - d(fpn19k’gp=1) = 0 se e somente se k se estende

& uma homotopia entre f -1 ¢ gp 1

(4.5) Lema -~ Se k$a homotopia entre gp o @ f dada por
k(x,t) = k(x,1-%) vale d(g 19k f 1) = d(f‘ l,k,gp 1)

(4. 6) Lema - Se hp i

homot0p1a entre g 2 © hp o » Vvale d(f 1’k ,hp l) =

-]

é outra extensao de f gh == Y & k' ums

= d(fp-l’k’gp—l) + d(gpmlgh 9hp=1) onde k" é a homotopia composia
dekek!o -
I
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r

(4 7) Lema - Seja cP"l (K L; 7T§ 1) o Sejam
fp 18 P -1 —3 Y e gp 23XP 2 === ¥ tais que €pun ™~ f .o Segundo
uma homotopia k , Entac existe extensao g -1 de g tal que
-k
d(fp lokng l) = p °

(4.8) Peorema - Jd(fP 1,k,g l) = egfp l) - c(g ) o

Passemos agora a novas consideragoeso
' Suponhamos que f9g°X — ¥ sejam extensdes de f A —> Y .
Queremos estudar em que condlgoes elas 8320 homotoplcas rel A » Tanm
bém aqui procedemos passo a passo,
Temos, em primeiroc lugar, f ~ &, pois Y § CoPoCos Suponha -
Bos que existe homotopia k entre fp.2 e gb 5 o‘Pomos d(f,kgg) =
= d(f l’k’ 1)70 0 lema (4.4) mostrou que k.se estende s uma ho-

motopla de f .1 e8 ge e somente se d(f 1,k9g ) = 0 . Portan

to;, a cocadeia de dzfirmagao deve, neste caso, ser 1nterpretada co
mo uma obstrugao.a extensao da homotopia k , Verifiquemos, em pri-
meiro lugar, -
(4.9) Lema - d(f l,k, 1) é um cociclo relativo.
| Com efeito, d( ,k,g ) = c(fP 1) pel
e g -1 580 restrlgoes de fe g N respectivamente, 08 Seus ¢oCiw.

P
clos de obstrugao sao nuloso

- c(g l) e como f

(4.10) Teorems - Seja- k uma homotopia rel A entre fp o €

8,_p o Os cociclos de deformacao d(f Eﬁggrﬁl) de todas as homén

P
topias gue coincidem enm xp=3 b4 I‘com k preenchem exatamente uma

classe de cohomologias
- =1
(£, 1sk08) 1) € EPT(x, L°H ) e

A demonatragao deste teorema & andloga a de (3 1). Vamos esbo
ga=la . aqui. Podemos construir uma "cocadeia diferenga®
BSx,X) e CPEZ(K L; TT‘ _3) cujo cobordo serd ‘a diferenga dos &ﬁ

cociclos de deformagao, Para tanto, vamos definirs .
S X, s xIxIUX ,xIx {00 U x ,x {01} x1—> 1,

Pondo:
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S{x;t §) =

k(x,%) = K(xgt) ge X éxpmz‘ te€l,s €1
k(x,t) . sex¢ X,p tel, 8 =0
-« &((x,t)' T se x & Xp;z teI,s=1

fpag(x) : ge X © xp$2. t=0,86l
.ksp;é(x) osexeX o, b=l,8¢I
Se tomarmos(rp "2 gde X s S serd : ' /fg‘}r*‘

deflnida sobre a fronte:;,ra da. p—celu

i
la G’p CxrxI s e determina um e- . X
) ]
lemento X de fT l(Y) o A menos do 7 :
sinal este a,i vai ser o,valor que a i) fo-2 :
cocadeia © (k,at) tomari sdbre a cg :
- . 4 '
lula.Gfg 2., Prosseguimog, depoisgde i ; /,%pa
acordo com (2.10) e -(3.1). - e
. (4.11) Ilustremos com um exem- LT |
plo como uma homotopia k em X _p PO R f
- £ b pa
de ser substituida por outra € ; cg fooz - %
1ncidente com k sobre XP=3 sendo que }f se estende até Xp 1 o
Seja X .1 um quadrado. fpél e gp=1 levan xppl em dois quadra- -

dos de R’ em posigdes paralelasa-xpﬁz ¢ constituido pelas arestas

e vértices de xpwl e XPQB'sEmente dos vertices. Seja k a homotopia

que desloca a imagem das arestas pela fp;2 paralelamente a fim de

coincidlrem cor a imggem pela gp 5 o
Se Y é o espago ob%ido retirando de R

3

un pequeno obstaculo

que cai no interior do cubo descrito pelas imagens de fp 19 gp 1 ¢
k a homotopia k nao pode ser estendida a uma homotopia entre fp=1
e gp-»l o

Se, porém, comprimirmos uma das facea para dentro (fig. ¢) a-
té que_fl esteja fora da figura, mantendo as trés outras faces la-

terais fixas (e principalmente as arestas lateraiss klx s Obte

P=3)

mes nova homotopia H que se estende,
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- (4.12) Corolario = Se Y é copoco.e H (K L IT) = 0 para r =
= 1;29009,4im(K-1) entado duas extensdes fggsx => Y de £,34 %Y
8320 sempre homotdpicas relativamente a A ,

A
s
L]

Demonstracao - f ~7 &, ‘pois Y € CoDsCo © esta homotopisa pode

ser escolhida. de tal modo que se estenda a fl ~ & pois
H (K L3717 ) = 0 (neste caso, Xpm.',’

diversos grupos de cohomologia podemos prossegulir fazendo em cada

A), Utilizando o anulamento dos

passo as modificagCes necessdrias até obter £f A g »

§ 5 - Obstruglo primiria

Neste paragrafo, q vai indisar o menor ndmero para o gual

ﬂo,istoe,Yecopcnen’ ﬁ*oao=}‘qu1=09 mass
['T ;f 0 . Se g 71 certamente Y & simples em $0das as dimensoesssa
4 = 1 devemos terrT abeliano,

Seja f $A e Y s pelo corolérioc (1. 3) vemos gue podemos CER
tender f a fqaxq ~—> Y pois hao encontramos obstrugoes. Por ou-
tro 1ado, utilizando (4.12) vemos que dada outra extensgo
gq a =3 ¥ . suas restngoes g R f -1 880 homotdpicass

-y A f rel A, Disto obtemos Qque os cociclos de obstrugao
%f ) e c(g ) s@c cohomdlogos pois c(f ) - c(g ) —Sd(fq lgkgg 1')

(5.1) Definicdo - A classe de cohomologia o(r,) € B (x,1; 77’)
formada pelos cociclos de obstrugao de todas extensoes de f a ’i

€ chamada a "obstrugdo primdria" i extensfo de i‘A
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_ Segue imedistamente de (3.2)

(5.2) Teorema. - Uma condic¢do necessaria e suficiente para que
e;x:n.sta extensao fq-i-l q+l — Y de fﬁ é que a obstrugag primaria
C(fA) seja nula. '

' (5.3) Teorema - Se Tys8y2h —> ¥ sao homotépica_sp entso,
C(fA) = c(gA) ¢ ‘
Demonstragso - Para tanto, precisamos somente lembrar que sao

iguais as obstrugoes e(f,) = ¢(g,) de duas aplicagGes homotdpicas
fq ~ & (ver (1.5)) e utilizar o lema (5.,4) abaixo para o caso
M= Kq e N=5La fin de garantir a existencla de extensdes fqe g
de f e g, que estao nes‘bas condlgoeso

(5 4) Lema (Teorema da extensac de homotopias) - Seja M um po
Iiedro e N um subpoliedro, Seja F:N x I > Y uma homotopia. Seja
£f:M —> Y extensdo da fungao fN(x) = F(x,O) . Nestas condigoes, ¢
xlste extensao g de gN(x) = F(x,1) que é homotopica a £ por homoto
Fia F gue estende F .,

Demonstraggo = Vamos mos“trar, para tanto, que M x 0 U N x I é
retracto de M x I . Isto €, existés rsM x I —> M x O U N x I tal
que r|M x O V¥ x I é identidade. Nestas condigdes, definindo
P ¥ xO0OVUNxI—> Y por

F(x,t) se x €N , t €I
Fi(x,8) =

. f(x) sexeM, t=0
obtemos F = FlrsM x I —> Y , e 8 = F(x,1)

Seje aim(¥-N) = n o Vamos pir E_ = M x OV Mé x ¥ (mp = §UIF
a.naloga.mnnte a Kk )

TemosE MxIeE =MxQOUNxI.

=1
Vamos, construlr ume sequéncia de retragoes rp°E s Epml )
p = 031ly,e09n cujo produto r ,rlguo,r é a retragac procurada.
Seja.(j"P uma p-célula, Q e< g P um ponto interno., Projetg

mos de Qix2§0'pxRos pontos deO"PxI sobreG"PkaJ/f'Px L.

Esta projecgao Py é certamente ums retragao, pois, Py mantém os pon
'!:os deg"’P X Ou(j"i x I fixos.
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Escolhendo para cada p-célula de M=N um ponto Q e proceﬁendo
da forma acima obtemos a retracac desejada rp‘q

G.xd &R xd
4 R
!
]
1
|
.
] ? !
:. |?
4 —nfem Tl )
: 7\
+ ,z, \
' S
\ P ] \\
H '
N . // Qh \\
‘ /
7z

Suponhamos agora que X,A tenha duas subdivisdes celulares KoL
e 5,7 . Vamos designar com C.(f,) (S HQ+1(K Ls f7 ) e
C (fA) € HQ+1(S T°rT ) as obstrugles primdrias de uma fungdo
f tA—> Y relat:.vamente a estas subdivisoes. Consideremos ;
\rk L (CK(fA)) e YJS T(CS(fA)) pertencentes a ' l(X INY/4 ) (ver
(8, 4)) Vale o segulnte

(5.5) Teorema - A obstrugho primdria é um invariante topoldgi
co. Isto significat YJK L(C ( £,)) = %js T(CS(fA))

O teorema (5.5) segue do lema (5.6) abaixo, com h sendo a i-
dentidade e observande (8.4).

Sejam K,L e S,T dois complexos celulares (os poliedros nabgam
centes ‘nao coinciden necessariamente)., .

Sejam h: |K|,|L| — [sls]T] e £ slTI —_—> Y fungoes conpi-
nuas, g, = fp o (al]n]) |L|*=—%? Y é definlda, pois, :
n(lL)) C.lTI . Sejam Cs(f ) e GK(gL) suas obstrugoes primiriasz. En
tao vale: _

(5.6) Lema - CK(gL) = h*(CS(fT)) ; isto &, a obstrugdo primg
ria ¢ invariante em relagio &s aplicagdes continuas.
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Demonstragao - Vamos, em prlmelro lugar, mostrar que h pode
s?r)considerada como sendo aplicacao simplicial de uma subdlvisao
n

proximagio simplicial h, em tais condigoes (ver (8.3)). hy é homo-
tépica a h (ver (309?5-6))g portanto, gy =

fp © (h11|Ll)'“’ £q0 (n}|z]) gle:ée {5.3) segue C(glL) = G(gL) o
Por owtro lado, sendo h; ~/h temos h,* = h¥ (B.10.11). Basta, poz
 tanto, mostrar que hl*(cs(fT)) = GK(glL) o Podemos admitir, portap

de ¥Xy,L na subdivisdo normal S T de §,T » h possui uma a-

to, que h seja ela mesma simplicial relativamente a tais subdivi-
g0es., ‘ |
Se demonstrarmos agora que
(5.7) & obstrugaoApriméria § invariante em relagio &s aplica=
goes simpliciaisg
' (5.8) a obstrugao primiria é inveriante em relagao a subdivis
820 normal, estd demonstrado o lema (5:6), pois h* & composta de
gubdivisdes e de uma aplicaggofsimplicial (ver (8.3)),
Demonstracaoc de (5,7) - Sejam K,L e 8,T pares de complexos sim

pliciais.
Seja hsKyL =—=> 5,T uma aplicagao simplicial e seja
fos slT| —> Y contfnua. Suponhamos que fq |Sqi =% 1 seja uma ex-
tensao de fT ¢ Sendo h simplicial a imagem de ‘qu por h esta sm
IS | , portanto, estd definido g = £ h sobre IK I & qual & uma ex
tensao de gysf o h[lL‘ {L] =>» ¥ . Para obter (5 7) é suficiente
mogtrar que c(g ) = h#'c(f ) pois c(g ) € C(gL) 8 c(f } e.c(;Tﬁ

Sega;ﬁ,q+1 um simplexo de K . h pode ser degenerada sobre
ZXQ+1 s isto &€, h leva d}q sobre um simplexo de dimens&oc menor.
Disto segue h(}_\q+1) C |S | - Se h nic é degenerada sdbre Aqﬂ 83
te simplexo sera levado sobre um simplexe h(¢§Q+l) de mesma dimen-
s&o, ou conservandc ou invertendo a orientacgao (supomos orientados
o8 simplexos de cada um dos complexos). -

Vamos calcular h*c(f ) e c(g } sdbre AL

Usando (B 9.3) saleulamos

(5:9) 5% o(g)(ARH) = oe g (A% = olt) (€ M*’%J



Ho pasy degerevedo, £,u Oso faso sontrario, hemoss
“ L N iy & 1
(e sTEnias™ )y | ¢ Tp ing *qyﬁﬁj - [f nf ALY ois a orien
(£ 01 & xd &g aiat™ AT p rion
- STGy A e
tagao das esferas h{ A"} e A% degende de h , portanto, os si-

(5.10) «(g j{A atdy [g iAqﬂj hiziq'+l) que coinci
de com {5, 9} pois se h fow dPgena“ada sObre ZEQ+ temos :
h(g§q+l} |8 qﬂ e mthJXQ+l se satende a.AXQ+1 s representando,
vortanic, o elemento zero, :

Isto demonsira (5,7)

Bemona%raqgo de {5.8) - Seja N,P a subdivisio normal d&e

KoLoks [, 15| = |§[,{P] a aplicacio iddntica. Seis £,8h —> Y

a aplicacgaon coatlnuao nf, = fg o Jevemocs mostrar gque GK(“A) =

- g* N{fﬁ.) (vc—:r (@ )) ) _
Observemos que i£ | e Eﬁ | o pois a subdivisZo de vma g-céiy

la &4 origem Slmplexos de dimersic &g . Se f siﬁq[ —F ¥ & bx

a[K E estende f, & EK . Temos entao

tensao de fﬁ 9 gq
@Qf ), é.GN(xA) @ c(g ) e Ce(£,) o (5.8) serd demomsirads se
b(g ) = ? Coff )

SejaCF"Q+ uma célula de X . o(g )(G‘q+l) r; fO'Q+l

ff IO"W") g ez, Moy - e(fq; [\m@fqﬂj‘ - o(f ){EAQ-H)

2 2:(? ﬂAKQ+ j onde a sowa deve ser ¢stendida sébre todos o g+le
simplexcs zﬁ -+l da subdivisao de(j‘q ¢ GOl & orientagao induzi
da, Pars mostrer a igusnidade das suas expressoes vamos fazer uma

COnSIIUGRA0 que reduz a quastac ao teorema (A°9910)o

' e !
subdivisio de ¢

LT
oAV
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Tomemos um ponto § pgo contideo no suporte de CSQ+1 e déle pTQ
Jjetemos O’QH' obtendo "C(H'z » Subdividimos a fronteira de r 0+2 Pro
jetando de Q a fronteira de G’q +l subdividida, mas ngo subdividi =

ks +1 T q+1

mos o Desta maneira, T 42 é composta de e de uma par-

te isomoxfa a subdivisao normal de § qfl o Orientamos TZQ+2 de tal
modo que [E'Q+2 “’Q+1} = =1 ,
0 g-esqueleto B de T a¥2 é homeomorfo a0 q-esqueleto da sub=

U’Q+1 » Por meio déste homeomorfismo e de £

divisao normal de
definimos wma fungao ¢'3E —# Y . Podemos aplicar (4.9, 10) a es=

ta fungao @ e ver que as parcéelas da soma 880
. q+l . g+l _
Z (fq|Ai } - [fq_['f ] =0

o0 que demonstra a nossa afirmagao,

§ 6 - A diferenca primiria

' Como nos paragrafos anteriores, admitimos que Y é c.p.c. e

n1=n2=‘-ouoanl=0masn~ %00

Sejam fyogeX —>» ¥ duas extensces de anA =+ Y , Usando {4.
12) vemos que fq 1 @ gq=1 sgo sempre homotdépicas rel 4 Progse~
guindo analogamente ao que foi feito para s obstrugao primiriz no
in{cio do § 5, mostra-se que para duas homotopias k e % ,
d(f ,k,g ) - d(f 9'yt.gg ) é um cobordo relativo de X mod L. Basta
1nterpretar o coeiclo de deformagcao como uma obstrugao em X x I,
(6.1) Definiglio - A classe de cohomologia D(f,g) & B (K,L; 1T )
que contém todos os cociclos de deformagao d(fq,k,gq) onde k perm
corre todas as homotopias entre fq”1 e ngl é chamada Tdiferencs
primiria® entre £ e g »
Se tivermos duas extensoces fq+p 44D (p=0y1l;000.) Ge £, tam~
'bem tem significado falar em sua diferenca priméris D(fq+p” q+p) °
Sao de demonstragso imediatal _
(6,2) Condigao necessaria e suficiente para que exista homoto
pia entre fq A rel A é que D{f,g) = 0 .
(6.3) Se fyg,h 830 extensdes de um mesmo fAsA —_— X
D(g,£) = -D(f,g)
D{f,h) = D{f,g) + D(g,h) .



= 110 «

Usar (4.5) e (4.6). ,

Segue imediatamente que D(f,g) somente depende das olasses ‘de
homotopia rel A das fungdes £ e g .

Analogamente a (5.5) e (5.6) pode ser dada a invarianga topo—
loglca da diferenca primiria:

(6, 4) Sejam h:|K|,{L] —> [5],]7] uma aplicagido continua ;

,gs]K[ —> Y duas extensSes de fins |?| =—> Y . Considerando
fh,ghs |K| —3> Y que s3o extensdes de fph vales D(fh,gh) =

= h*D(f,g) . Em particular, se X,L e S,T sdo duas subdivisdes celu
lares de um mesmo par (X,4) e h a identidade, a igualdade acima a-
firma que D(f,g) e HI(x,4; T ) independe destas subdivisdes.

Vamos estudar agora a relagao existente entre a diferenga pri
maria DL(fA’gA) ¢ 4L, T ) de duas fungoes £408,34 —> Y e suas
obstrugdes primirias G(fA) e C(gl) de HQ+1(K L; T ) + Vale 0 se-
guinte :

(6.5) Teorema - & D(fﬂ,gl) = C(f ) - C(gA) (ver (8.9) para
a deflnlgao de §*),

Para demonstrar éste teorema, vamos procurar convenientes re-
presentantes destas classes de oohomolog1a e apllcar o teorems (4.
8). Podemos estender (ver (1.3)) £498, & fq,g .Xq — T, Con31de
remos ainda suas restrigdes fp,g ]KP| —> Ye £1 g'-le —_ Y
aos p-esqueletos de K e L (p & q)- Observamos que a ohstrugao
e(f ) & extensio de f (X4 ~—> ¥ a IKq | coincide com c(f )
p01s para as (q+1)—celulas de L nao existe obstrugao. Analogamente
c(g ) = c(g ) .

Seja agora k uma homotopia entre fq 1 © g -1 (que sempre exls
te), seja k' sua restrlgao a |19” ll xI, d(f',k',gé) representa ,
portanto, L(fA’gA) o .Por outro lado, 4(F ,k,g ) estende d(f',k',g )e

3 d(f ,k,g ) = c(fq) = c(g ) = c(f ) - c(gq) representa, portanto,
& DL(fA’gA) e como c(f ) e G(fA) e c(gq) & C(gl) o teorems estd
demonstrado,

(6.6) Lema - Sejam f,g,h extensSes de fa58 —> Y . Se D(f,g)
= D(f,h) entdo g, ~ hq rel A ,

Com efeito, usando (6.3), temoss
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D(gsh) = D(gef) + D(£3h) = ~D(£,8) + D(f,h) = 0 e (6.6) segue de
(602) o ' B

~ (6.7) Observagdo - Se considerarmos somente pares de poliedros
K,L para os qﬁaié os. grupos de cohomologia Hi"l(K,LgIri) ¢
Hi(KgL;ITi) e Hi+1(K,L;fTi) sao nulos para i=0é1,2,.eo,q»l s &S o=
goes de obstrugio primiria e diferenga primiria podem ser generali-
zadaé ¢ valem essencialmente as mesmas prqpriedadesfcomo.para agques
las (ver |8%] pg. 179 e pg. 183), | -

§ 7 - Teoremas de extensdo e classificacac

Neste pardgrafo, ainda supomos que Y é-c.ﬁ.c. e 771 = sz =
coo = ’anl = 0 mas n;“ﬂ'e .

a

: (7.1) Teorema de extensdg - Seja K,L um par tal que
1 )
HQ+2(K,L;TTQ+1) = eee = B (K, I3 ) = 0 (r=dim (K-1)) .

Seja £f:X —% Y . Para cada hl ¢ Hq(K,i; Uﬁ) existe uma exten-
820 g¢X == Y de £, = £la tal que o(f,g) = nt .,
' Demonstracdo - Seja zl € h% , pelo lema (2.9) existe uma exten
820 gqsx ~3 Y de fq-l tal que 4(f ,g ) = z% . Sendo z? um coci-

olo e c(fq) = 0 iemos c(gq) = c(fq) - 2% - 0., Portanto, obbemos

extensao g§+1

Usando agora (3.3) com m=q+2 e ner estd demonstrado (7.1).

o

(7.2) Teorema de classificagao - Se além das hipdteses de (7.1)
tivermoss HP(K,L;ﬂ"p) « 0 p=g4+ljecesr 3 &€ = D(f,g) estabelece
correspondéncia biunfvoca entre as classes de homotopia das exten-

soes de £, e os elementos de HQ(K;L;TTq) .

Demonstracao - Suponhamos que além da g construida na demons-
tragao de (7.1) exista hsX —3 Y extensao de £, » tal que D(f,h) =
= h% . EntZo temos por (6.3) D(g,h) = D(g,£) + D(f,h) = -h%4+n? = 0,
Segue de (6.2) que 8, ™ hq rel A, )

Usando (4.4) e (4.10) ou seja, adaptando (4.12), as nossas hi-

poteses garantem que a homotopia entre gq-l e hq-l se estende a

g~ h .
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5 = oeé = Ir,;-l = 0 , estdo

(7.3) Sorxolério - Se ?TQ+1 = Trq+
satisfeitas as condigoes de {7.1) e, se ainda n;,; 0 , aquelas de

(7.2), Podemos, pouvitanio, obfer as ‘extensdes e classificé-las de
acordo com aqueles ,enun01adoso _

| (7.4) Observacdo -~ Um espage ¥ cepec. para o gqual ?Tq =T (gra
po- dado) mas T, =08ei £ a , é chamado de K(M ,q) , Para tais’
espagos valem (7 l) 2 (7.2) para pares de poliedros de qua:l.squer
dimensdes. :

Se for dado um grupo W (abeliano se ¢ > 1) é sempre possivel
construir um K(?T,q) (ver, por exemplo, |Hul, pg. 168).

(7.5) Coroliric - Se L = ¢ e BP(x, 1T 1) = 0 PxQ+250004T (rn
dim K), e BP(k, T ) = 0 psq+1,o”9r . exmste correspondéncia biu-
nivoca e;xtre as classes de homotopia das aplicagoes £2X —» Y ‘e
os elementos de H(K, Wq) » Basta comparar f com uma aplicacgdo cong
tante y X P y & 7T e utilizar (7.2).

(7. 6) Dei‘lnlgao - 0 elemento R (£) = D(y ,f) chama-se elemen-
to caracteristico éde £ . Sendo ¥ o, PeGo ¥ (f) nao depende da par-
ticular aplicagao constante y utlllzadao Ten sign:.ficado definir,
tambeém, ‘}t.(f ) ? 2 qe vale 14 (fq_) = W (fq+l) = 000 = Y (£)o
Se dim K = ¢ e L =@ as condicoes de (7’5) sac satisfeitas, Vale,
entao: ' ' _

(7.7) Corolirio - (Teorema de clagsificagdo de Whitney): As
classes de homotopia das aplicac¢des de um poliedro g=-dimensional :
em Y estfo em corresponddncia biunfvoca com 1%(x, Tl'q) o

Seja S a esfera g-dimensional a2, 8% & copaca

Utilizando o teorema da aproximagdo simplicial (B.9.6), de-
monstra-se que rT:,"(S ) = (S ) ooo= 7T 1('.:iq) =0 . Em (4.8.3)
dissemos que M (8%) ~ 2z , Déstes dados obtemos:

(7.8) Corolirio - (Teorema de classﬂlcagao de Hopf): As clas
ses de homotopla das aplicagoes de um poliedro K de dimensgo q na
esfera SY estdo em correspondéncia biunivoca com Bi(x,2) .

Suponhamos que L = 9‘5 « Seja f .X —% Y uma aplicagao que 88

estende a X 41 ° Vale entao o seguin't;es
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(7.9) Teorema - A classe de cohomologia E(fq) é HQ+2(K;?Tq)
&' qual pertencem todos os cociclos de obstrugao c(f ) das exten-
soes de fq (ver (3.1)), depende somente de 7&(fq)

Dgmonstraglo - Seje g outra fungdo com c(g,) =0 e (g )=
= % (£.) o Butdo, D(£,,g,) = D(£,7,) + DT o8 ) = =n(£) +n(g,)
= 0 (6.3). Portanto, pela. {6,2) segne‘fq ~ 8y seja k uma homo-

topia. Sejam fq 1¢8 extensoes de fq @ gq , entao, temos:

q+l
e(fq+l)" c(gq+l) = & a(fQ+19k,gq+1) (4.8) o que demonstra o teg
Tema,

Em ]BoI PE» 299 eneontra=se un estudo da re1agao entre ?t(f )}
e c(f ) , para alguns casos partioulares,

(7.10) Teorems (de extensdo) - Seja dim(E-L) £ q+l e fiX + Y,
Seja i:L -—3> X a injegao como em (8:7), Entdo, gy i —> Y esten-
de a g:X =—> Y se e sdomente se existe bl e H(K;m ) tal que
i*n? 2 p (fA,gA
neira que D(f,g) = hl .,

) e, ainda, para cada ht existe tal extensao de M

Demonstracao - Se g, admite extensdo g , sua obstrugzdo primi-

ria é nula, portanio, § D(nggA) = C(f ) = C(gl) = 0 , Ttilizando
a sequencla exata (8, 6) . segue que existe n? tal que i*h? =

i

D(fA,gA) o Vice-versa, suponhamos que exista h? tal que i*h% =
D(£,58,) - O(f,) - ¢(g,) = §*p(£,,8,) = d%i*n? = 0 , ainda pe-
la {8.6), portanto,~c(gA) = 0 ¢ a extensio existe.

Falta demonstrar a Ultima parte., Seja zd [ hg « Seja z% sua
restrigio,a L . Por hipdtese, 1¥pl D(fA’gA) , isto &, ..

L 3 D(nggA) . Portanto, exis%e homotopia k' entre f& ,® g&“l .
restrigoes de f,eg, 8 13-t , tal que d(f‘,k',gq) o Pelo (5.4} k¢
estende a uma homotopia k de f 1= f!qu“ | » Definimos gq 1 =
= k(x,1) o g _y estende g“ qu_1| B claro que podemos esten-
der g -1 sobfe as células de dimensdes 2 q de L coincidindo com
gy o obtendo gq~l « Em seguida, estendemos 85-1 gobre as g-celulas
restantes, obtendo uma g +%al gue d(f ,k,gq) = 21 , (Usar (4.9.6),
andlogamente a {2,9) e (4.5),) Como z? é um ciclo e £% & uma res-
tricao de £ , temoss c(gq) = c(fq) -$5z% 06 g possui extensao
geX —3 Y .,
|
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(7.11) Definiggo - Suponhamos agora que Y seja um poliedro.
Seja y?le Y . Sajﬁﬁ IY e jé ,.respectivamente, a identidade de Yje
a aplicagao constante yg(x) = ¥, o Chama-se "obstrugdo primiria 2
contragao de Y" ao elemento'D(Y) = ‘M(IY) = D(yé,IY)‘ ¢ BYY, !Tq)“
~ (7.12) Lema - Seja §;=x —» ¥, & Y constante, e f:X —> Y
qualquer, entzos W (f) = D(}é,f) = % D(Y) .
Com efeito, ;; =¥s s £ =1, f, usando (6.4) obtemos

D(_}o,f') = £% D(y3sIy) = £¥ D(r) .

(7.13) Teorems de extensdo - £, —> A se estende a
fq+1:xq+l —> Y se i sbmenﬁe se S*fi DY) =0.. _

Com efeito, DL(yOAng) = £} D(Y) , sendo que & constante Ton
se estende, vemos que C(fA) = ;wé*fA(D(Y)).o 0 resultado segue u-
sando-se (5.2), . . o | |

(7.14) Teorema de extensdo - Se HP(K,L;TTP_I).z O P=q+2,400,2
(r=dim(K-L)), f,24 —> Y ge estende a f:X —> Y se e sbmente se
existe h? ¢ Hq(K,TI‘q) tal que i*h? = £% D(Y) . Para cada h% existe
uma f tal que h? = £* p(y) .

,DL(}'M,fA) = £% D(Y) = i*h (7.12), (7.10) permite construir
£&+lsXQ+1'——% Y tal que D(Fo,q+1’f&+l) = h% . 4s condigles do teg

rems permitem gplicar (5,3) para construir extensao fi1X —>» Y de

£' = £ X
q q+l""q

Observando que ¢ (f) = D(§;,f) = £* D(Y) (7.12) podemos rees
crever (7.5) sob a forma : -
(7.15) Teorems de classificacag - Se HP(K,ﬂ‘p_l) = 0

P=Q+24404,7 (r=din K) e HP(K,H'P) = 0 p=q+lyoees,T , entdo, |
f —> £* D(Y) estabelece corresponddncia biunfvoca entre as clas-
ses de homotopia das aplicagbes de K em Y e Hq(K,Frq) .
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§ 8 - Aplgcagaes induzidas em cohomologia. Sequéncia exata de

cchomologia,

Neste parégrafoc vemos complétar e explicitar alguns tépicos
do capitulo B. |
' €8.1) - Sejam X,L e 5,7 dois pares de complexos celulares, Sg
ja g@@: (‘?P)P ?pgc (R) =% ¢ (S) uida ‘aplicagio permitida, iz
to é, g%!d = d¢, . Suponhamos alnda %h(CP(L)) c_CP(T) » Podg
mos construir as apllcagoes duais fP cP(s ¢) —> ¢P(k,8) e
[ <p# lc (L)]“ o* ocp('.r 16) —> cP(L G) dadas por. cp“(eP) =
= of tp# y etec, (analogo 3quilo que fizemos no ¢ape. B, § 9). Ve
mos imediatamente que ¢ [CP(S Ts G)] < ¢ (K L;G) pois se
8 € ¢ (1) , s & CP(5,T36) entdo ¢ (sp)(a ) = 8%( @, (a. )) =0
pois tf (a ) P (L) . Obtém-se as aplicagoea induzidas . -

¢ * 5P(3,6) —> 5P(k,c)
@+*:EP(5,T;6) —> HP(K,D;6)
¢3EP(T,6) —> BP(L,6)
Se nao houver perigo de confusao, escrevemos §* para as trés.

Vamos observar algumas situagOes partigulares.'

(8,2) ~ Seja KyL um yar de complexos celulares e (N,P) sua -
subdivisgo normal (no caso de K,L ser um paﬁ siﬁplicial N,P é sua
primeira subdivisZo baricentrica). ' '

Bm (B.8.4) conatruimos a aplisagio permitida & de CP(K) (p =
Oglsees) 80bre um subcomplexo adequado (M ) de (C (N))p + Passare
mos a interpretar f como aplicagaoc de C. (K) en CP(N) « Pela sua
construgdo vemos que £ leva GP(L) em GP(P)' Fx, Tix o F¥ ¥ s ob
tidos como em (B.1); sao isomorfos, como acontece com 8eus corres-
pondentes na homologia. Através déstes isomorfismos idengificamos
o8 grupos de cohomologia de um complexo com os de sua suhdlvisao
normal,

(8+3) - Sejam agora K,L e 5,7 dois pares de cohplexos celula-
Les. Toda fungao continua hs lKl,ILl — iSI |T| admite aproxima-

gao simplicial de uma subdivisao baricentrica suficientemente fina
K(m) (m) da subdivisao normal K,L de K,L‘(ver Bs9.6), na subdivie

?ao normal §,¥ de S,T . Esta aproximagao induz,hoﬁomorfismos entre
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o8 grupos de cohomologia correspondentes. Pela identificagaé acima
éstes homomorfismosiinduzidos podem ser interpretados como
h*sBP(S,T56) =3 HP(K,L:G) .

(8.4) - Em particular, se os pares K,L e S,T tiverem 0s mes-
mos poliedrowr subjacentes X,A e se h é a identidade dos mesmos; deg
monsira=-se que h* é isomorfismo em t0das as dimensdes, Identifican
~do os grupos de cohomologia das diversas subdivisoces celulares de
un par de poliedros através destes isomorfismos, obtemos os grupos

de cohomologia HP(X,4;G6) . Vamos designar com
'qJKQLsH (K,5;6) = EP(X,456)

o isomorfismo de identificagao,
(805) - Seja agora K,L um par de complexos celulares., Vamos

-~ & A L3 -
construir uma sequencia de homomorfismos

(8:.6) = oo0 => EP(K,L36) —i> EP(k;6) i3> BP(1;0) 23 2P 1(x,1;0) »
chamada "sequéncia exata de cohomologia" andloga 3 de homologla da
da em (B.7.11).
(8.7} = i* & construida como em (8,1) a partir de ig e
Se c_ ¢ CP(L) entao iJ#(c ) = ¢, considerada como elemento de
c (K) s isto &, i# é induzida da injegio it:L =—>» K , Observamos,

alnda, que sendo ef e GP(K G) entao 1# P resulta gser igual a reg

P
L

0 operador cobordo em C*(L; G) vai ser designado com JL
(8.8) se o & ¢P(X,L;6) entdo ¥ ;0P(k,L;¢) —> cP(xje) &

dado por j"cp = c? considerado como cocadeia absoluta, Observando

trigao cPIG (L) . Escreveremos frequentemente ¢ em lugar de 1# P

que o cobordo de uma cocadeia relativa é o cobordo comun, vale
53 = i# 51 . Desta forma, j # induz j*sHP(K,1;6) => EP(X;6).
(8.9) Pinalmente, vamos construir o "operador cobordo"
$*sHP(1; G) —s (g 1;6) .
SeJa z¥ um cociclo de ZP(L 36) ; podemos estendé-le a uma cocg

deia o?¢ CP(X;6) dando valores arbitririos a c®( ¢f) se ¢ % ¢ X-IL.

P

Isto é, ¢® & um homomorfismo de C (K) em G , que restrito a CP(L)’

coincide com zP A'c é unm 0001010 relativo de K mod L , pois, se
apeC (L) , salculamos (5cp)(a ) = cp(dap) = zp(dap) = 5sz(ap)
P

= 0 pois z* & ciclo de L .
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_ 30}3 define uma classe de cohomologis relativa - o ;.
5*[zp] & I-IP+1[IE,L;G] que, em geral, nao € nula, pois P nEoré um%.
cocadeia relativa. ‘ : ;

(8.10) - Lema - Seje bP € BP(1,6) , z® & n¥ um seu cociclos
§*(nP) = 5‘*[zpl ndo depende das escolhas arbitririas utilizadas

em sua construgao.

- ‘. ' S ~ 1
Demonstracao = Seja z{ e h¥ outro representante, entao, ‘
|

zp_-_, zg = 51. Pl con'sPh g CP'I(L;G) . Consideremos extensoes

c'p,cﬁ € CP(K;G) de z° e z{ respect‘ivamente_. Vamos mostrar que S cP

e Sci pertencem & mesma classe de c'ohomologia relativa, Para tantt‘a

vamos construir w® e CP(K,,L_;G) tal que $uP o §oP - Sc{ .
Consideremos P! ¢ estendamos = uma’ cocadeia c!Ié"l é GP'l(K,G).

Vamos port w? = P - c-g - ;cﬁ-l . Caloulando u’ eébre uma p-cadeia

8, de L temoss up(ap) = cp(aP) ~ Oi(a,’p) - 5 d_K':-l(ap) = zp(ap) -

- 2B(a) - o (day) = zp(a_i,) - #f(a,) - P 7H(aay) =

- P(s) - 2(a)) - Oy PM(a,) = 0 o Por outo lado,

: Supa Scp‘-» Sc§= 53011;'31 5GP- é@{.

(8,11) Lema - A sequéneia (8,6) & exata, .

Demonstracio - Demonstraremos somente a parte referente a i* o

§ * utilizada no § 7, deixando o restc ao leitor.
Devemos mostrar gue im i* = ker 5*, ("fé:p (B‘.Tel_l-ob'servaggo)s
a) $%i* = 0, isto &, im i* € ker §% . o
Com efeito, seja zP ¢ n? um cocieclo de. K ; bb'tem_os i*(hp) pe _
la restrigaoc zp[CP(L) = zg o Para obter 5 *(Izﬁ]) devemos esten

der.zg a CP(K) e calcular o cobordo, Ora, podemos usar o prd-
prio z¥ como .extensio obtendo, desta forma, 320 .°

S*i*(nPy = 0 .

b) imi*akeré*o : B . |
Seja hi € ¢¥(L,G). tal que 5*(11?‘) = 0, isto é, tomando z; um

o

cociclo de h% , estendendo-o arbitrariamente a uma cocadela \
¢® ¢ CP(K,0) temos &P g'BQ+l(K,L;G) ; isto &, §cP = daP on

Y

de a® & uma cocadeia relativa.
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Vamos mostrar que, nestas condigoes, zi é a restrigao de um coci-
clo z¥ ¢ ZP(K 3G) o P mos z° = P - a® o vemos:

a) ¢? - aP & cociclo pois & (cP=af) = & P - $aP =0,
b) (cpsap)iCP(L) - cp]GP(L) - apicp(L) = 2¥

b aplcp(L) = 2P
v

L.

pois 2 € uma cocadeia relativa.

|Bol V.G. Boltyanskii = American Math., Soc. Translations, vol. 7,
28 série, 1957,
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 of Math., vol. 41 (1940) pgs: 231-251,

|[Hu| S.T. Hu - Homotopy theory (Academic Press, 1959).

|st| N, Steenrod - The topology of fibre bundles. (Primceton
- University Press, 1951),
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