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Prefácio

O estudo de operadores lineares é de importância transcendente
para a Análise e a Matemática como um todo. Não apenas porque
a derivada de uma função avaliada em um ponto é uma aplicação
linear, mas também porque é linear o operador que a cada função
derivável associa a sua função derivada. Desse modo, já em uma boa
graduação em Matemática, teoremas de decomposição de operadores
em dimensão finita são abordados, procurando entender algebrica e
geometricamente como se dá a ação de tais operadores no Espaço.

Ao mesmo tempo, embora temas de Funções Anaĺıticas e Álgebra
úteis ao estudo de operadores sejam também lecionados na graduação,
são apresentados de forma desconexa deste estudo (por vezes, até do
resto da Análise real). Estes temas já provêm ferramentas prof́ıcuas
para o entendimento do espectro e a descrição do comportamento
geométrico de operadores lineares atuando em espaços de dimensão
qualquer.

Infelizmente, a introdução a Teoria Espectral ocorre para a mai-
oria de nós muito mais tarde, em um doutorado em Matemática; ti-
picamente, um tanto dissociada da visão por demais elementar dada
na graduação em cursos de Álgebra Linear. Ademais, este estudo
avançado costuma fixar-se especialmente nos operadores auto-adjuntos,
sem se prolongar acerca do espectro de operadores gerais. Resulta-
dos sobre a semicontinuidade do espectro, muitas vezes não são sequer
mencionados.

O presente escrito objetiva preencher esta lacuna, relacionando co-
nhecimentos vistos de forma estanque em vários cursos de graduação,
de modo a oferecer um panorama dos teoremas de decomposição de
operadores tanto em espaços de dimensão finita quanto infinita.

iii
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iv PREFÁCIO

Dedicamos o primeiro caṕıtulo a uma revisão da Álgebra Linear
e o estudo de operadores em dimensão finita, motivando com exem-
plos o uso da avaliação de polinômios em matrizes para cálculo de
autoespaços e autovalores. Tais homomorfismos de avaliação e sua
utilidade motivam a questão de estendê-los a uma classe maior de
funções, digamos, anaĺıticas. Para tal, os argumentos algébricos são
insuficientes.

Iniciamos o segundo caṕıtulo com a Análise real e Complexa ne-
cessária ao estudo do Espectro e funções de Operadores. De fato,
adaptamos facilmente tais teorias para funções holomorfas tomando
valores em espaços de operadores, em vez de em C, como se vê em
disciplinas finais de graduação.

Munidos dessa Teoria de Cauchy-Goursat adaptada a espaços de
operadores, desenvolvemos no terceiro e principal caṕıtulo do livro a
teoria de funções de Operadores e provamos o que costumamos cha-
mar de proto-versões dos teoremas de Decomposição do Espectro, os
teoremas de Cálculo Funcional e Mapeamento Espectral. As con-
sequências são profundas. Por um lado, o raio espectral nos permite
obter cotas para a norma de iterados grandes do operador. São defini-
das as componentes espectrais, e demonstrada a existência de espaços
invariantes associados as mesmas. Isso nos permite, por exemplo,
definir isomorfismos hiperbólicos (e consequentemente, pontos fixos
hiperbólicos de aplicações diferenciáveis) de uma maneira intŕınseca,
independente da norma (completa) que se coloca no espaço em que
está definido o operador.

Feito isso, enunciamos e provamos os resultados de semicontinui-
dade de componentes espectrais e do espectro. Explicamos também o
que vem a ser a continuidade dos espaços associados às componentes
espectrais, demonstrando resultados nessa linha, alguns dos quais ale-
gre consequência do teorema de Variedade Estável para isomorfismos
hiperbólicos.

Na penúltima seção do caṕıtulo, apresentamos um programa em
linguagem C que é uma aplicação surpreendente da teoria vista: per-
mite calcular um autoespaço generalizado de um autovalor, sem que
conheçamos com precisão este autovalor. Um legado lonǵınquo do
Teorema Fundamental do Cálculo de Newton...

No caṕıtulo seguinte, estudamos o adjunto de um operador e as
informações que traz para o estudo do operador primal. O celebrado
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PREFÁCIO v

Teorema Ergódico de Von Neumann é provado aqui em uma versão
bem mais geral que a original.

No último caṕıtulo, brindamos o leitor com uma aplicação simples
da teoria vista, o estudo de zeros (ou pontos periódicos) isolados de
funções de operadores. Interessantemente, tal estudo tem ligações
com o problema de Centralizador de Hilbert, ou melhor, com critérios
de quando um operador comuta com outro.

Finalizamos com um apêndice onde apresentamos uma prova sim-
ples do Teorema Espectral para operadores compactos auto-adjuntos.
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Introdução

O Espectro: Uma das mais simples
e profundas idéias Matemáticas

Comecemos com E a ser um espaço vetorial complexo de dimensão
finita e A : E → E um operador linear cont́ınuo. Nesse contexto ini-
cial, o espectro de A (denotado por sp(A)) é simplesmente o conjunto
dos λ ∈ C tais que (λI − A) não possui inversa, onde I : E → E de-
signa a identidade. Ou seja, nesse caso de dimensão finita o espectro
é apenas o conjunto dos autovalores de A. Dos cursos de Álgebra
linear, sabemos que tais autovalores possuem associados a si, espaços
invariantes por A, os quais permitem descrever de modo simplificado
a geometria da ação do operador no espaço. A exigência do espaço
ser complexo, é primordialmente para garantir que o operador possua
autovalores.

Consideremos assim o seguinte exemplo em que a matriz e todos
os autovalores são reais. Seja A : R

2 → R
2 o operador linear dado

por

A(x, y) :=

(
3 1
0 1/2

)

×
(
x
y

)

.

É claro que sp(A) = {3, 1/2} Note que associados aos elementos de
sp(A), sabemos do curso de Álgebra linear que temos dois espaços
invariantes por A. Nestes espaços, A age respectivamente como o
produto pelos escalares 3 e 1/2. Como isolar, por exemplo o espaço

associado a 1/2? Ora, considerando o polinômio (x−3)
1/2−3 ·x avaliado em

1
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2 INTRODUÇÃO

A, obtemos (usando do isomorfismo que há entre aplicações lineares
e matrizes na base canônica):

(
0 −2/5
0 1

)

×
(

3 1
0 1/2

)

=

(
0 −1/5
0 1/2

)

.

Note que o polinômio (x−3)
1/2−3 zera em x = 3 e é 1 em 1/2. Sua avaliação

em A nos dá a matriz

Π1/2 :=

(
0 −2/5
0 1

)

,

chamada projeção espectral. Ela de fato é uma projeção sobre o
espaço associado ao autovalor 1/2 (pode-se ver facilmente que (−2/5, 1)
é autovetor associado a 1/2 - escrevemos o vetor como linha por co-
modidade de edição). Para vermos que ela é uma projeção basta
observar que

Π2
1/2 =

(
0 −2/5
0 1

)

×
(

0 −2/5
0 1

)

=

(
0 −2/5
0 1

)

= Π1/2.

Como Π1/2 é obtida via avaliação de um polinômio em A (a iden-
tidade é o mesmo que A0), ela comuta com A. Desta comutatividade,
segue-se que

Π1/2(R
2) ⊃ Π1/2(A(R2)) = A(Π1/2(R

2)),

ou seja, que A(Π1/2(R
2)) ⊂ Π(R2), que é o mesmo que dizer que

a imagem Π1/2(R
2) := E(1/2) é um espaço invariante por A. Em

caṕıtulos mais adiante (e de modo muito geral), veremos como con-
sequência que sp(A|E(1/2)) é realmente igual a {1/2}.

Em resumo: se o espectro puder ser particionado em componen-
tes abertas e fechadas nele mesmo (as chamadas componentes es-
pectrais), cada uma dessas componentes possui associada a si um
subespaço invariante pelo operador. Veremos ainda que a restrição
do operador a um desses subespaços tem seu comportamento as-
sintótico grandemente governado pelo supremos dos valores absolutos
dos números constantes na componente associada.

Quando se considera um operador linear A atuando em espaços
de dimensão infinita, o espectro (cuja definição difere da anterior
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INTRODUÇÃO 3

só por exigir a continuidade das inversas envolvidas, condição au-
tomática quando a dimensão é finita) não consiste geralmente em um
número finito de pontos. Assim precisamos considerar a avaliação
de A em funções mais complicadas que polinômios, que zerem em
todas as componentes espectrais menos naquela que estejamos in-
teressados. Para tal, precisamos avaliar A em funções holomorfas
cujo domı́nio seja desconexo. O que é posśıvel adaptando a teoria
de Análise Complexa de Cauchy para o contexto de aplicações com
domı́nio em um aberto em C e tomando valores em espaços de Ba-
nach. Essa adaptação tem aplicações muito interessantes, mesmo se
retornarmos nosso foco para a dimensão finita. Tomando de uma
função holomorfa, mas com domı́nio desconexo, que seja 1 em uma
vizinhança de um certo autovalor λ1, e 0 em uma vizinhança dos
demais, a avaliação dessa função na matriz A, da mesma forma
como no exemplo acima, nos dá a projeção associada ao autoespaço
(a bem da verdade, o autoespaço generalizado!) de λ1. Ora, não é
necessário conhecer precisamente um autovalor, basta conhecer uma
vizinhança que o isole dos demais, para definir tal função. Então
conseguimos calcular com precisão seu autoespaço conhecendo com
uma tosca aproximação o autovalor! Isso também permite uma outra
aplicação interessante, um método de achar ráızes de polinômios em
C, pois uma vez calculado o autoespaço, é imediato calcular o au-
tovalor, e sabemos que autovalores são ráızes do chamado polinômio
caracteŕıstico associado a matriz. Dessa forma, dado um polnômio,
este possui associado a si uma matriz companheira, da qual ele é o
polinômio caracteŕıstico, suas ráızes são os autovalores desta matriz,
os quais calculamos de maneira fácil após calcularmos seus corres-
pondentes autoespaços.

São aplicações que unem de uma forma bastante original duas
áreas distintas da Matemática, a Álgebra Linear e a Análise Com-
plexa, e trazem em si o sabor que convidamos o leitor a conhecer nas
próximas páginas.
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Caṕıtulo 1

A Forma de Jordan

Neste caṕıtulo relembramos muitos dos resultados sobre as repre-
sentações matriciais mais simples que podemos obter para operado-
res lineares em dimensão finita. Como sabemos, tais resultados são o
objetivo principal dos bons cursos de Álgebra Linear. Mais precisa-
mente, dado um operador linear A : E → E definido em um espaço
vetorial de dimensão finita, gostaŕıamos que fosse sempre posśıvel en-
contrar uma base no Espaço E na qual A tivesse uma representação
matricial como matriz diagonal. Ora, escrever um operador A como
uma matriz diagonal aplicada aos vetores de E, quer dizer simples-
mente que existe uma decomposição E := E1⊕· · ·⊕Es de E, em que
a restrição de A a cada Ej , j = 1, . . . , s é um múltiplo da identidade.
Isso, em geral, não é verdade, como mostram os próximos exemplos
em E = R2:

Exemplo 1.1. Seja A : R
2 → R

2 dada por

A(x, y) :=

(
2 1
0 2

)

·
(
x
y

)

.

Um cálculo simples nos dá que se A(x, y) = λ · (x, y), então neces-
sariamente λ = 2 e (x, y) é um múltiplo de (1, 0). Ou seja, o único
espaço restrito ao qual A se comporta como múltiplo é a reta gerada
por (1, 0), o que é insuficiente para termos uma decomposição de R

2

do tipo que falamos no parágrafo anterior.

5
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6 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

Exemplo 1.2. Seja A : R
2 → R

2 dada por

A(x, y) :=

(
2 −1
1 2

)

·
(
x
y

)

.

Essa aplicação corresponde a composição de uma rotação (de ângulo
maior que zero e menor que π/2) com um múltiplo da identidade.
Logo, com cálculos análogos ao do exemplo anterior, é fácil provar
A não é um múltiplo da identidade, se restrita a qualquer subespaço
não trivial de R

2.

Lembramos aqui o elementar Teorema da dimensão do Núcleo e
da Imagem:

Teorema 1.3. (Dimensão do Núcleo e da Imagem.) Seja E
um espaço vetorial qualquer e A : E → V uma aplicação linear en-
tre espaços vetoriais quaisquer E, V . Então a dimensão do Núcleo
ker(A) de A, somada à dimensão da Imagem A(E) de A, é igual a
dimensão de E.

Prova: Seja Ê ⊂ E um espaço complementar a ker(A) em E,
isto é, um espaço tal que ker(A) ∩ Ê = {0} e ker(A) + Ê = E. Dáı,
ker(A|Ê) = {0} e portanto A|Ê é um isomorfismo sobre sua imagem.
Dado w ∈ A(E), existe v = v0 + v̂ tal que A(v) = w, com v0 ∈ ker(A)
e v̂ ∈ Ê. Logo, A(v) = A(v0) + A(v̂) = A(v̂), o que implica que a
imagem de A é igual a de A|Ê , e portanto, ambas possuem a mesma

dimensão de Ê, o qual é complementar a ker(A). Donde se segue o
teorema.

Agora, suponha que λ1 seja um autovalor de A : E → E, E um
espaço vetorial de dimensão finita e que ker(A−λ1I)∩(A−λ1I)(E) =
{0}. Então pelo teorema acima, temos que E = ker(A− λ1I)⊕ (A−
λ1I)(E). Como E(λ1) := ker(A− λ1) é deixado invariante tanto por
(A−λ1I) como por λI, ele é deixado invariante porA = (A−λ1I)+λI.
O mesmo racioćınio se aplica a E1 := (A − λ1I)(E), que também
é invariante por A. Se ker(A − λjI) ∩ (A − λjI)(E) = {0}, j =
1, . . . , s, podemos aplicar recursivamente o mesmo argumento a A|E1

, obtendo uma decomposição invariante E = E(λ1) ⊕ E(λs), onde
{λ1, . . . , λs} são os autovalores de A, e A|E(λj) = λjI|E(λj), ou seja
A é diagonalizável.
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Mas como vimos nos exemplos mais acima, nem sempre ker(A−
λjI) ∩ (A − λjI)(E) = {0}. Desse modo, o resultado que temos em
geral é o seguinte

Teorema 1.4. (Teorema da decomposição em autoespaços
generalizados). Sejam A : C

n → C
n um operador linear complexo

e Sp(A) o conjunto dos autovalores de A. Então existe decomposição
C

n = ⊕λ∈Sp(A)E(λ) onde:

• A · E(λ) ⊂ E(λ).

• (A − λI)|E(λ) é nilpotente, isto é, (A − λI)k|E(λ) ≡ 0, para
algum k ≤ dim(E(λ)).

Para a prova desse teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.5. Seja E um espaço vetorial, dim(E) = n < +∞. Seja
T : E → E um operador linear. Então, existe uma decomposição em
soma direta E = E0 ⊕ E1 tal que

• T · E0 ⊂ E0 e T |E0
é nilpotente, com nulidade menor ou igual

à dimensão de E0.

• T · E1 = E1.

Prova: Note que se T fosse tal que T · E ∩ Ker(T ) = {0}, nada
mais teŕıamos a mostrar (bastaria tomar E0 = Ker(T ) e E1 = T ·
E). Isso não ocorre em geral. Entretanto, podemos mostrar que
ocorre para algum Tm, 1 ≤ m ≤ n. De fato, as sequências abaixo se
estabilizam (em certo m ≤ n):

Ker(T ) ⊂ Ker(T 2) ⊂ · · · ⊂ Ker(Tn) ⊂ E,

E ⊃ T · E ⊃ T 2 · E ⊃ · · · ⊃ Tn · E.
A estabilização de tais sequências ocorre porque a dimensão de E é
finita.

Note que se Ker(T i) = Ker(T i+1), então Ker(T i+2) = Ker(T i+1),
pois se

v ∈ Ker(T i+2) ⇒ T i+2 · v = 0 ⇒
T i+1(T · v) = T i(T · v) = 0
︸ ︷︷ ︸

T ·v∈Ker(T i+1)=Ker(T i)

⇒
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8 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

v ∈ Ker(T i+1).

Logo, por indução, temos nesse caso Ker(T j) = Ker(T i),∀j ≥ i.
De um modo análogo, se T i(E) = T i+1(E) então

T · T i(E) = T · T i+1(E) ⇒ T i+1(E) = T i+2(E)

Logo, T i(E) = T j(E), ∀j ≥ i.
Tal implica que as sequências acima realmente se estabilizam

até, no máximo seu n-ésimo termo. Além disso, são estritamente
monótonas (respectivamente, crescente e decrescente) até um ı́ndice
a partir dos quais elas se tornam constante.

Mostremos que esse ı́ndice é o mesmo para ambas as sequências.
Suponha que a sequência de imagens de E estabiliza para m ≤ n.
Isso implica que

T j · Tm(E) = E1 := Tm(E),∀j ≥ 0 ⇒ T (E1) = E1.

Dáı, pondo E0 := Ker(Tm), temos que dado v ∈ Ker(Tm+1),
como Tm+1 · v = 0 se por absurdo v 6∈ Ker(Tm), então

Tm · v 6= 0 ∈ E1 ⇒
︸︷︷︸

T |E1
é isomorfismo

T · (Tm · v) 6= 0

(absurdo, pois v ∈ Ker(Tm+1)). Observamos ademais que se m̂ é
o primeiro ı́ndice em que a sequência de núcleos se estabiliza, então
se supomos T m̂ · E ⊃6= T m̂+1 · E = T (T m̂ · E), segue-se que existe
0 6= v ∈ T m̂(E) tal que T · v = 0. Seja portanto w tal que T m̂ ·
w = v. Então w ∈ Ker(T m̂+1) \ Ker(T m̂), absurdo. Conclúımos
dos parágrafos acima que m = m̂, isto é, ambas as sequências se
estabilizam exatamente para um mesmo ı́ndice. Até o ı́ndice m, as
inclusões dos espaços dessas sequências são estritas. Em particular,
conclúımos que a dimensão de E0 = Ker(Tm) é maior ou igual a m,
ou por outra, que a nulidade (menor número de iterações que anula
um operador nilpotente) de T |E0

é menor ou igual a dim(E0).
Pelo teorema do núcleo e da imagem, temos que dim(E0)+

dim(E1) = n. Para mostrar que E = E0 ⊕ E1 basta ver então
que E0 + E1 gera o espaço E. De fato, seja x ∈ E. Tomando
Tm(x) ∈ E1 = Tm(E) = T 2m(E) ⇒ ∃y ∈ E;Tm(x) = T 2m(y) ⇒
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Tm(x− Tm(y)) = 0. Logo

x = (x− Tm(y)
︸ ︷︷ ︸

∈Ker(T m)

) + Tm(y),

o que implica que E0 + E1 geram E e dadas as dimensões desses
espaços, E0 e E1 estão em soma direta.

Podemos agora proceder à prova do teorema de decomposição em
autoespaços generalizados:

Prova: Seja λ1 ∈ Sp(A). A existência de um tal λ1 é devida ao
teorema fundamental da álgebra aplicado ao polinômio caracteŕıstico
de A dado por p(λ) := det(A−λ ·I) (os autovalores de A são as ráızes
desse polinômio). Aplicando o lema a T := A − λ1 · I, obtemos que
C

n se escreve como C
n = E(λ1)⊕E1, com T |E(λ1) nilpotente e T |E1

isomorfismo. Como sabemos que dado um autovalor (por exemplo,
λ1), existe pelo menos um autovetor v1 que lhe corresponde, temos
que v1 ∈ Ker(A−λ1 · I) ⊂ Ker((A−λ1 · I)m) = E(λ1), o que implica
que E(λ1) é não trivial. Como já dissemos, (A−λ1)|E(λ1) é nilpotente,
com nulidade k = m ≤ dim(E(λ1)). Como (A − λ1 · I)(E(λ1)) ⊂
E(λ1), vale ainda que

A(E(λ1)) = (A− λ1 · I)(E(λ1)) + λ1 · I(E(λ1)) ⊂ E(λ1).

Note ainda que T (E1) = E1, portanto, (A − λ1 · I)(E1) = E1, e se
tomamos v ∈ E1, então A · v − λ1 · v ∈ E1 ⇒ A · v ∈ E1. Donde
obtemos que A(E1) ⊂ E1. Observamos ainda que:

• A|E0
: E0 → E0 não contém autovetor de A que não seja do

autovalor λ1. De fato, se λ 6= λ1 é um autovalor de A, se por ab-
surdo existisse um autovetor v de λ contido em E0, obteŕıamos:

(A− λ1) · v = A · v − λ1 · v = (λ− λ1) · v ⇒

T j · v = (λ− λ1)
j · v 6= 0,∀j ∈ N

o que é uma contradição com o fato de que T |E0
é nilpotente.
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• Todos os outros posśıveis autovetores de A, referentes aos au-
tovalores distintos de λ1 estão contidos em E1. Realmente,
suponha por absurdo que existe um autovetor v ∈ E de um
autovalor λ ∈ C mas v /∈ E1 e v /∈ E0 = E(λ1). Então podemos
escrever v = v0+v1, com v0 ∈ E0 e v1 ∈ E1 não nulos. Supondo
que k1 seja a nulidade de (A− λ1)|E0

, obteŕıamos:

E1 6∋ (λ−λ1)
k1 ·v = (A−λ1)

k1 ·v = (A−λ1)
k1 ·v0+(A−λ1)

k1 ·v1 =

((A− λ1)|E0
é nilpotente)

(A− λ1)
k1 · v1 ∈ E1,

absurdo.

Logo, A|E1
: E1 → E1, e podemos reaplicar o lema, dessa vez

tomando um autovalor λ2 de A|E1
. Aı́ obtemos C

n = E(λ1) ⊕
E(λ2) ⊕ E2
︸ ︷︷ ︸

E1

; continuando nesse procedimento até que Ej = {0} (e

por conseguinte, sejam exauridos todos os autovalores de A, que são
em número finito pois o espaço tem dimensão finita) segue-se o teo-
rema.

Corolário 1.6. Todo operador linear A : C
n → C

n se escreve como
A = D+N , com D ·N = N ·D, onde D é um operador diagonalizável
e N é nilpotente. Além disso, tal decomposição é única.

Prova: Definamos o operador linear D em C
n definindo-o em

cada E(λi) da decomposição em soma direta C
n = ⊕λ∈Sp(A)E(λ) =

⊕r
j=1E(λj). De fato, definimos D|E(λj) := λj · I|E(λj), o que implica

definirmos N |E(λj) := (A− λj · I)|E(λj).

Seja

β = {v11, . . . , v1d1
, . . . , vr1, . . . , vrdr

},

onde

dj = dim(E(λj)) e {vj1, . . . , vjdj
}

constitui uma base de E(λj). Como os E(λj) estão em soma direta,
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temos que β é base de C
n. Dáı,

D · v1 = λ1 · v1, ∀v1 ∈ E(λ1)
...

D · vr = λr · vr, ∀vr ∈ E(λr)

⇒ Dβ =















λ1 0 . . . 0

0
. . .

. . . . . .
...

0
. . . λ1 0 . . .

0 . . . 0 λ2
. . .

0 . . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λr















Portanto, D é diagonalizável. Que N é nilpotente, já mostramos
(imediato do teorema de decomposição em autoespaços generaliza-
dos). Note que

A|E(λj) = D|E(λj) +N |E(λj) ⇒ A = D +N.

Vejamos que vale D ·N = N ·D. Para tal, basta mostrarmos que,
dado v ∈ E(λ), para E(λ) qualquer, vale D ·N · v = N ·D · v. E de
fato, neste caso temos:

D ·N · v = D ·N |E(λ) · v = D · (A− λI)|E(λ) · v
︸ ︷︷ ︸

⊂E(λ)

=

D|E(λ) · (A− λI)|E(λ) · v = (λI)|E(λ) · (A− λI)|E(λ) · v =

(A− λI)|E(λ) · (λI)|E(λ) · v = N |E(λ) ·D|E(λ) · v = N ·D · v.
Só nos resta agora mostrar que a decomposição acima (A = D+N ,

com D diagonalizável, N nilpotente e D ·N = N ·D) é única.
De fato, se D + N = A = N ′ +D′, como sempre, basta que nos

restrinjamos a mostrar que N = N ′ e D = D′ se restritos a um E(λ)
fixado arbitrário.

Restritos a tal E(λ), temos:

λI + (A− λI) = N ′ +D′ ⇒ λI −D′ = N ′ − (A− λI).

Note que todos os operadores comutam com A, e, do acima, vemos
que comutam entre si. Lembramos que se dois operadores diagona-
lizáveis comutam, existe uma base de autovetores comum a ambos,
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isto é, eles são simultaneamente diagonalizáveis (a rećıproca também
é obviamente válida). Um esboço de prova desse fato é o seguinte:
fixado um autoespaço E(λj) de D, com vj ∈ E(λj), temos:

D ·D′ · vj = D′ ·D · vj = D′ · λj · vj = λj ·D′ · vj ⇒ D′ · vj ∈ E(λj),

ou seja, os autoespaços de D são invariantes por D′ (e vice-versa).
Tal também implica (permutando os papéis de D e D′) que cada
autoespaço de D é soma de autoespaços de D′ ou vice-versa (está
contido em um autoespaço de D′). Desse modo, é posśıvel decompor
o espaço E em uma soma direta de autoespaços de D ou D′ com a
propriedade de que cada subespaço dessa soma não contém propri-
amente nenhum outro autoespaço de D ou D′. Em qualquer base
obtida reunindo bases dos autoespaços dessa soma direta, ambos os
operadores D, D′ são diagonais. Em particular, temos que D −D′ é
diagonalizável, e diagonal naquela base.

Seja k a nulidade de N e k′ a nulidade de N ′. Considerando
que D −D′ = N ′ −N, elevando ambos os membros desta equação a
(k + k′), temos, usando o binômio de Newton (veja que N ′ comuta
com N |E(λ)) que o segundo membro é zero. Isto implica que (D −
D′)k+k′

= 0, o que para um operador diagonalizável implica que
(D −D′) = 0, isto é, D = D′, e dáı, N = N ′.

Corolário 1.7. (Teorema de Cayley-Hamilton). Existe um polinômio
p de grau menor ou igual a n tal que p(A) = 0 ∈ L(Cn).

Prova: Tome como polinômio p(x) = (x− λ1)
k1 · · · · · (x− λr)

kr .
Considere então a matriz Z = p(A) = (A − λ1I)

k1 · · · · · (A −
λrI)

kr (lembramos que kj é a nulidade do operador (A− λj)|E(λj)).
Para mostrar que Z = 0, basta mostrar que Z|E(λ) = 0, com λ =
λ1, . . . , λr. Seja v ∈ E(λ). Dáı, como A comuta consigo mesma e
com λjI, temos que

Z · v = (A− λ1)
k1 · · · · · (A− λ)k(λ) · · · · · (A− λr)

kr · v =

(A− λ1)
k1 · · · · · (A− λr)

kr · (A− λ)k(λ) · v = 0,

pois (A− λ)k(λ) · v = 0, para todo v ∈ E(λ).

Lema 1.8. (A ser usado no Teorema da forma de Jordan). Seja
E um espaço vetorial, dim(E) < +∞ e seja T : E → E um ope-
rador linear nilpotente, isto é, existe um primeiro k ∈ N tal que
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T k ≡ 0. Então existe uma base de E formada por um número
finito de sequências (também finitas) linearmente independentes
{v1,1, . . . , v1,j1}, . . . {vq,1, . . . , vq,jq

} tais que T · vs,js
= vs,js−1 . . . T ·

vs,1 = 0, com s = 1 . . . q.

Prova: Vimos do lema anterior que

{0} = Ker(T 0) ⊂
6= Ker(T ) ⊂

6= · · · ⊂
6= Ker(T k) = E.

Comecemos nosso algoritmo por Ek−1, um espaço complementar
de Ker(T k−1) dentro de Ker(T k) = E. Note que

T s(Ek−1) ∩ Ker(T j) = {0},∀1 ≤ s ≤ k − 1 e ∀0 ≤ j ≤ k − s− 1.

Em particular, T i(Ek−1) é imagem isomorfa de Ek−1. Fixe
v1,k−1 . . . vq′,k−1 uma base de Ek−1 e considere seus iterados
T k−s(vr,k−1) := vr,s, com k ≥ s ≥ 1 e 1 ≤ r ≤ q′, o que já nos
dá se não todas, algumas das sequências do enunciado. De fato, para
ver que os espaços

Ek−1, T · Ek−1, . . . , T k−1 · Ek−1,

estão em soma direta, observamos inicialmente que todo vetor não
nulo em Ek−1 precisa ser iterado exatamente (no mı́nimo) k vezes
por T para ser levado no zero. Isso implica que cada vetor não nulo
de T · Ek−1 precisa ser iterado k − 1 vezes por T para ser levado
no zero, e assim por diante. Vemos deste racioćınio que os espaços
considerados têm intesecção dois a dois igual a {0}. Para vermos que
estão em soma direta (embora esta soma não perfaça necessariamente
o espaço E), seja vs 6= 0 pertencente a um dos espaços acima, digamos
vs ∈ T k−s · Ek−1. Dáı, T s · vs = 0, e T j(vs) 6= 0,∀0 ≤ j < s.
Mostremos que vs não pode ser expresso como combinação linear de
vetores nos demais espaços, do tipo:

vs =
∑

j 6=s

αjvj , vj ∈ T k−jEk−1, αj não todos nulos.

Realmente, se pudesse, teŕıamos, podemos mostrar que todos os αj

são nulos. Procedamos pelo prinćıpio da Boa Ordenação. Seja B =
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{j > s;αj 6= 0}. Mostremos que B é vazio. De fato, suponha que
não. Seja r o máximo de B. Dáı,

0 = T r−1vs =
∑

j 6=s

αjT
r−1vj = αrT

r−1vr ⇒ αr = 0; (absurdo).

Assim, todos os αj com j > s são nulos. Por outro lado, dáı obtemos
que

0 6= T s−1 · vs =
∑

j<s

αjT
s−1vj = 0,

o que implica que vs não pode ser expresso segundo uma tal com-
binação de vetores.

Agora, tome Ek−2 ⊃ T (Ek−1) um espaço complementar de
Ker(T k−2) dentro de Ker(T k−1). Repetimos o mesmo racioćınio de
antes, a Ek−2, descartando as sequências de vetores já contidas nas
sequências de Ek−1. Como o espaço tem dimensão finita, em um
número finito de passos o lema está provado.

Teorema 1.9. (Forma de Jordan- caso complexo). Seja A :
C

n → C
n um operador linear com autovalores complexos distintos

λ1 . . . λr, 1 ≤ r ≤ n. Então, existe uma base β de C
n na qual o

operador é representado pela matriz

Aβ =
















λ1 0 ou 1 0 . . . 0 0

0
. . .

. . . . . .
...

0
. . . λ1 0 . . .

0 . . . 0 λ2 0 ou 1

0 . . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λr 0 ou 1
0 . . . 0 λr
















Prova: Aplicamos o último lema a (A− λk · I)|E(λk). Pelo lema,
existe uma base βk de E(λk) em que (A−λk · I)|E(λk) é representada
pela matriz








0 0 ou 1 0 . . . 0

0 0
. . . 0 . . .

0 . . . 0 0 ou 1
0 . . . 0
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Note que nessa base, como em qualquer outra base, (λk · I)|E(λk) se
escreve como: 




λk 0 . . . 0

0
. . . 0

0 . . . 0 λk






Como A|E(λk) = (λk ·I)|E(λk)+(A−λk ·I)|E(λk) segue-se que A|E(λk)

se escreve na base βk como:








λk 0 ou 1 0 . . . 0

0 λk
. . . 0 . . .

0 . . .
. . . 0 ou 1

0 . . . λk









Tomando a base ordenada β formada pelos vetores em β1, . . . , βr, da
invariância de cada E(λk) obtemos que o operador A na base β se
escreve como:

Aβ =























λ1 0 ou 1 0 . . . 0 . . . 0

0 λ1
. . . 0 . . .

...

0 . . .
. . . 0 ou 1

0 . . . λ1 0

0 . . .
. . . 0 0

... λr 0 ou 1 0 . . . 0

0 λr
. . . 0 . . .

0 . . .
. . . 0 ou 1

0 . . . 0 . . . λr























Definição 1.10. (Complexificado de um operador real). Con-
sidere um operador linear A : R

n → R
n, C

n = R
n ⊕ R

n = (Rn)1 ⊕
(Rn)2, onde (Rn)1 := (Rn, 0) e (Rn)2 := (0,Rn). Se v = (v1, v2) ∈
R

n ⊕ R
n, então definimos o complexificado Ã : C

n → C
n o operador

estendendo A dado por

Ã · v := (A · v1, A · v2) = A · v1 + iA · v2.
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16 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

Definição 1.11. (A aplicação conjugação : C
n → C

n). Dado
v ∈ C

n = R
n⊕R

n, v = (v1, v2), a aplicação conjugação : C
n → C

n

é o isomorfismo linear dado por

v = (v1, v2) := (v1,−v2).

Proposição 1.12. Seja A : R
n → R

n um operador linear real. Então
o complexificado Ã de A comuta com a aplicação de conjugação, isto

é, Ã · v = Ã · v, ∀v ∈ C
n.

Prova: A prova é direta:

Ã · v = (A · v1,−A · v2) = (A · v1, A · −v2) = Ã · v.

Teorema 1.13. (Forma de Jordan- caso real). Seja A : R
n →

R
n um operador linear com autovalores reais λ1 . . . λr e autovalores

complexos não reais a1 + ib1, . . . as + ibs . Então, existe uma base β
de R

n na qual o operador é representado pela matriz em blocos na
diagonal

Aβ =














J1 0 . . . 0

0
. . .

...
0 Jr

... 0 J̃1 0
. . .

J̃s














,

onde cada Jk, 1 ≤ k ≤ r é da forma:









λk 0 ou 1 0 . . . 0

0 λk
. . . 0 . . .

0 . . .
. . . 0 ou 1

0 . . . λk









,
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e cada J̃l, 1 ≤ l ≤ s é da forma:













al bl c1 0 0 . . . 0

−bl al 0 c1
. . . 0

0
. . . cd 0

...
. . . 0 cd

0 al bl
0 . . . 0 −bl al














,

onde cada ce = 1 ou ce = 0, e = 1 . . . d.

Prova: Note que identificamos A com Ã|(Rn)1 . Dividiremos a
prova em vários passos, por razões didáticas:

1. Como Ã provem de um operador real, se λ é autovalor de Ã, o
mesmo vale para λ, e se v é autovetor correspondente a λ, v é
autovetor associado a λ. De fato, como Ã é o complexificado
de um operador real, a decomposição C

n = (Rn)1 ⊕ (Rn)2 é
invariante por Ã, isto é, Ã|(Rn)1 · (Rn)1 ⊂ (Rn)1 e Ã|(Rn)2 ·
(Rn)2 ⊂ (Rn)2. Dáı,

Ã · v = λ · v = λ · v ⇒ Ã · v = λ · v.

2. Como A é operador real, se λ é um autovalor qualquer de Ã,

então E(λ) ⊃ Ã · E(λ) = Ã · E(λ), o que implica que E(λ) é
deixado invariante por Ã. Ademais,

(Ã− λ)kj (E(λ)) = 0 ⇔ (Ã− λ)kλ(E(λ))

= 0 ⇔ (Ã− λ)kλ(E(λ)) = 0.

Isso significa que (Ã − λ)|E(λ) e (Ã − λ)|
E(λ)

são operado-

res nilpotentes de mesma nulidade. Dáı, λ é o único autova-
lor de Ã em E(λ). Além do mais, lembramos que E(λ) =
Ker((Ã − λ)dλ ⊃ Ker((Ã − λ)kλ), conforme o lema 1.5. Em
particular, E(λ) ⊂ E(λ). Trocando λ com λ, obtemos que

E(λ) ⊂ E(λ), donde tiramos, já que a conjugação é um iso-
morfismo (sesquilinear), que dim(E(λ)) = dim(E(λ)) e que
E(λ) = E(λ).
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18 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

3. Como já observamos, Ã|(Rn)1 é (identificado com) nosso A ori-
ginal. Note que se λj é um autovalor real, do item anterior

temos E(λj) = E(λj) = E(λj). Tal implica que tomando
w1, . . . , wdj

uma base de E(λj) e a base formada pelos conju-
gados w1, . . . , wdj

então as partes reais (w1 +w1)/2, . . . , (wdj
+

wdj
)/2 e imaginárias (w1 − w1)/2i, . . . , (wdj

− wdj
)/2i perten-

cem a E(λj). Ademais, tais vetores (que são reais) geram
E(λj) enquanto espaço complexo, já que por exemplo, geram
w1, . . . , wdj

. Em particular, do conjunto dessas partes reais
e imaginárias, podemos extrair uma base de vetores reais de
E(λj). Os vetores desta base são linearmente independentes
sobre C, o que quer dizer que são linearmente independentes
enquanto vetores reais, sobre R. Isso significa que esses vetores
são uma base do espaço real E(λj) ∩ (Rn)1, já que tal espaço
tem como dimensão real máxima igual à dimensão complexa
de E(λj). Pelo teorema da decomposição em autoespaços ge-

neralizados, Ã|E(λj) = λj · I|E(λj) + (Ã − λj · I)|E(λj). Note
que tais parcelas deixam invariante (Rn)1, pois λj ∈ R. Como

(Ã−λj · I)|E(λj) é nilpotente, e deixa E(λj)∩ (Rn)1 invariante,
podemos aplicar à mesma o lema 1.8, obtendo uma base de
vetores (reais) na qual (Ã− λj · I)|E(λj)∩(Rn)1 se escreve como









0 0 ou 1 0 . . . 0

0
. . .

...

0
. . . 0 ou 1

0 . . . 0









Definindo E := ⊕r
j=1E(λj), e justapondo as bases de vetores

reais encontradas acima para diferentes valores de j, em uma
base γ de do espaço E∩ (Rn)1, seguindo a prova do teorema da
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forma de Jordan, versão complexa, temos que:

(A|E∩(Rn)1)γ =




















λ1 0 ou 1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 ou 1 0

...

0
. . . λ1 0

. . .

. . .
. . .

...
...

. . . λr 0 ou 1 0

0 . . . 0
. . . 0 ou 1

0 . . . . . . 0 λr




















4. No caso dos autoespaços generalizados de autovalores comple-
xos com parte imaginária não nula, a situação é uma pouco
diversa. Comecemos por fixar um autovalor λ complexo (e com
parte imaginária não nula) de Ã. Observamos que nesse caso,
dim(E(λ) ∩ (Rn)1) = 0. De fato, nesse caso λ 6= λ, e como
vimos E(λ) = E(λ). Logo

E(λ) ∩ E(λ) = {0} ⇒ E(λ) ∩ E(λ) = {0},

o que significa que E(λ) (assim como E(λ)) não possui vetores
reais.

5. Por outro lado, o espaço Ê = E(λ) ⊕ E(λ) possui uma inter-
secção não trivial com (Rn)1. De fato, dado um vetor v =
(v1, v2) = v1 + i ·v2 ∈ E(λ) sua parte real v1 pertence a Ê, bem
como sua parte imaginária v2:

v1 = (v + v)/2 ; v2 = (v − v)/(2 · i),

o que em outras palavras quer dizer que (v1, 0) ∈ Ê ∩ (Rn)1 e
que também (v2, 0) ∈ Ê ∩ (Rn)1.

6. Observe que se w1, . . . , wdλ
constituem uma base que deixa

Ã|E(λ) na forma de Jordan (complexa), o mesmo pode ser dito

de w1, . . . , wdλ
com respeito a Ã

E(λ)
. Dado v ∈ Ê, designemos

sua parte real por v′ e sua parte imaginária por v′′ que, como
vimos acima, pertencem também a Ê ∩ (Rn)1.
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20 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

Portanto, dada a base η de Ê dada por w1, . . . , wdλ
, w1, . . . , wdλ

os vetores w′
1, w

′′
1 , . . . , w

′
dλ
, w′′

dλ
constituem uma base γλ de Ê

como espaço complexo, bem como de Ê ∩ (Rn)1, como espaço
sobre R. De fato, para ver isso, basta observar que o conjunto
{w′

1, w
′′
1 , . . . , w

′
dλ
, w′′

dλ
} gera a base η acima, e tem a cardinali-

dade da dimensão (complexa) de Ê, logo tais vetores são linear-
mente independentes (olhando-os como vetores complexos). Ou
seja, tais vetores constituem uma base do espaço complexo Ê.
Mas se são linearmente independentes sobre o corpo dos comple-
xos, (sendo também vetores reais), também o são sobre o corpo
dos reais. Como a dimensão real de Ê∩R

n é (no máximo) 2·dλ,
isso implica a afirmação de que {w′

1, w
′′
1 , . . . , w

′
dλ
, w′′

dλ
} são uma

base de Ê ∩ (Rn)1, como espaço real.

7. Agora só falta mostrar que na base γλ Ã|Ê∩(Rn)1
tem a forma de

Jλ do enunciado. Isto é obtido por cálculo direto, pois sabemos
qual a representação de Ã na base η de Ê e como ela se relaciona
com a base (como espaço sobre R) γλ. Realmente, temos que

(Ã|Ê)η =














λ c1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

... . . . λ 0

λ c1 0
. . .

. . .

0 . . . 0 λ














,

onde c1, . . . , cdλ−1 são constantes que podem ser igual a zero ou
1. A j−ésima coluna (1 ≤ j ≤ dλ) acima é a representação de
Ã|Ê · wj na base η. Do mesmo modo, a (dλ + j)- ésima coluna

(1 ≤ j ≤ dλ) acima é a representação de Ã|Ê · wj na base η.

Temos, por exemplo, que:

Ã · w′
1

Ã · w1 + Ãw1

2
=
λ · w1 + λ · w1

2
=

(escrevendo λ = a+ bi)

(a+ bi) · (w′
1 + i · w′′

1 ) + (a− bi) · (w′
1 − i · w′′

1 )

2
= a ·w′

1−b ·w′′
1 .
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Similarmente, calculamos que Ã · w′′
1 = b · w′

1 + a · w′′
1 . Só com

essas contas, já obtivemos que

(Ã|Ê∩(Rn)1
)γλ

=








a b ? . . .
−b a ?
0 0 ?
...

... ?







.

Temos, atuando Ã em w′
2 e w′′

2 :

Ã · w′
2 =

Ã · w2 + Ã · w2

2
=
c1 · w1 + λ · w2 + c1 · w1 + λw2

2
=

c1 · w′
1 + a · w′

2 − b · w′′
2 ;

Ã · w′′
2 =

Ã · w2 − Ã · w2

2i
=
c1 · w1 + λ · w2 − c1 · w1 − λw2

2i
=

c1 · w′′
1 + b · w′

2 + a · w′′
2 .

Tais computações já nos dão a forma:

(Ã|Ê∩(Rn)1
)γλ

=










a b c1 0 ? . . .
−b a 0 c1 ?
0 0 a b ?
...

... −b a ?
0 0 0 0 ?










.

Prosseguindo nessas mesmas contas, obtemos a forma desejada,
justapondo as (sub)bases γ e as diversas γλ de modo a obter
uma base de (Rn)1.

Observação 1.14. Quando tratarmos de operadores reais, designa-
remos por E(λ) o autoespaço generalizado real associado a λ, se λ
for real. Caso contrário, abusando um pouco da notação, designa-
remos por E(λ) a soma dos espaços complexos associados a λ e λ,
intersectada com (Rn)1 ≃ R

n.
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22 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

1.1 Avaliando polinômios em matrizes

Considere uma matriz quadrada Jλ de dimensão dλ · dλ da forma

Jλ :=











λ 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λ 1
0 . . . 0 λ











Considere um polinômio qualquer da forma f(x) =
∑k

n=0 anx
n.

Que matriz obtemos se avaliarmos esse polinômio na matriz Jλ?

Afirmamos que obtemos a matriz

f(Jλ) =
















f(λ) Df(λ) D2f(λ)
2

D3f(λ)
3! . . . Dd−1f(λ)

(d−1)!

0 f(λ) Df(λ) D2f(λ)
2

...
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

. . . Df(λ)
0 . . . . . . . . . 0 f(λ)
















.

De fato, denotando por N a parte nilpotente da matriz Jλ, do
binômio de Newton temos que

(λI +N)n = {
n∑

p=0

(n

p

)

(λn−pINp)}.

Como a matriz

Np =








0 . . . 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 1
0 . . . 0







,
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com a p−ésima diagonal acima da diagonal principal formada de 1’s,
e o restante das entradas da matriz zerada, temos que

{

n∑

p=0

(
n

p

)

(λn−p
IN

p)} =

















λn nλn−1 D2f(λ)
2

D3f(λ)
3!

. . .
Dd−1f(λ)

(d−1)!

0 f(λ) nλn−1 D2f(λ)
2

...
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

. . . nλn−1

0 . . . . . . . . . 0 λn

















.

Como f(Jλ) =
∑k

n=0

∑n
p=0 an

(
n
p

)

(λn−pINp), segue-se a interes-

sante afirmação.
Agora, suponha que temos uma matriz na forma de Jordan, di-

gamos

J =









Jλ1
0 . . . 0

0 Jλ2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 Jλs









,

onde cada Jλj
é uma submatriz quadrada da forma λjI + Nj , com

Nj uma matriz nilpotente, com 1’s ou 0’s na diagonal imediatamente
acima da principal.

Claro está que a projeção sobre o autoespaço generalizado asso-
ciado ao autovalor λ1 é simplesmente

Πλ1
=

(
Id1

0
0 0

)

,

onde Id1
é uma submatriz tipo identidade de mesma dimensão d1×d1

que Jλ1
.

Supondo que sejamos masoquistas, como podemos obter Πλ1
a

partir de um polinômio f avaliado em J? Ora, basta encontrarmos
um polinômio que se anule em λ2, . . . , λs, que seja 1 em λ1 e cujas
derivadas de ordem, digamos, até max{dj , j = 1, . . . , s}, se anulem
em λ1, . . . , λs. Do que vimos mais acima, tal implicará que

f(J) =

(
Id1

0
0 0

)

.
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24 [CAP. 1: A FORMA DE JORDAN

E se A fosse uma matriz qualquer? Ah, agora vem a parte em que
deixamos de ser masoquistas, pois a projeção sobre um determinado
autoespaço generalizado não é trivialmente dada. Ora, sabemos que
a matriz A é equivalente a uma matriz de Jordan, ou seja, existe uma
matriz invert́ıvel P tal que A = PJP−1. Mas áı, f(A) = Pf(J)P−1

é tal que
f2(A) = P (f(J))2P−1 = Pf(J)P−1,

o que implica que f(A) é uma projeção. Ademais, da conjugação
vemos ainda que f(A) zera exatamente nos autoespaços generaliza-
dos não associados a λ1, e é a identidade em E(λ1). Para ver isso,
observe primeiro que da comutatividade entre A e f(A) segue-se que
f(A)(E) := E1 é um espaço A−invariante:

A(E1) = A(f(A)(E)) = f(A)(A(E)) ⊂ f(A)(E) = E1.

Ademais, vê-se que E1 = f(A)E está contido no ker((A− λ1I)
d1):

(A− λ1)
d1f(A)(E) = (Af(A) − λ1f(A))d1(E) =

(PJP−1Pf(J)P−1 − λ1Pf(J)P−1)d1(E) =

(P (Jf(J) − λ1f(J))P−1)d1

(E) =

P (Jf(J) − λ1f(J))d1P−1(E) =

P (Jf(J) − λ1f(J))d1(E) = 0

Usando de estimativa análoga para a soma dos demais subespaços
de A, conclúımos por argumento de dimensão que E1 = ker((A −
λ1I)

d1) = E(λ1).

1.2 Exerćıcios

1. Seja p(x) = a0+a1x+· · ·+an−1x
n−1+xn um polinômio mônico

de grau n Seja A a matriz companheira de p, isto é, a matriz

A :=












0 . . . 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1
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cujo polinômio caracteŕıstico (façam as contas!) é p.

Se n ≥ 2 e p possui uma única raiz λ1 com multiplicidade n,
qual é a forma de Jordan de A?

2. Sejam λ1 e λ2 dois números complexos. Encontre um polinômio
que seja 1 em λ1, seja 0 em λ2, e sua primeira derivada se anule
em λ1 e λ2. E se pedirmos que todas as suas derivadas até uma
certa ordem k ≥ 1 se anulassem em λ1 e λ2?

3. Seja A a matriz dada por

A :=





3 1 1
0 3 1
0 0 1



 .

Encontre um polinômio que, avaliado em A, retorne a projeção
com respeito ao autoespaço associado ao autovalor 3.
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Caṕıtulo 2

Pré-requisitos de

Análise

A Análise conta com várias ferramentas para resolver equações ma-
temáticas e prover argumentos para seus Teoremas. Duas das mais
gerais e poderosas são o Teorema do Ponto Fixo para Contrações e a
Teoria de Cauchy-Goursat.

O primeiro responde pela maior parte das provas de Existência
e Unicidade da Análise. Basicamente, ele diz que uma equação da
forma F (x) = x, com F : X → X uma contração de um espaço
métrico completo nele mesmo, possui uma única solução. Ademais, o
teorema dá o método para achá-la de maneira super eficiente
(exponencialmente rápida).

A Teoria de Cauchy-Goursat de funções holomorfas traz técnicas
completamente diversas. Tipicamente, seu contexto não é mais de
espaços completos quaisquer, mas o corpo dos Complexos. Em sua
base, encontra-se a seguinte questão: quando uma aplicação (holo-
morfa em um aberto, de fato anaĺıtica) é a derivada de alguém? Essa
é uma pergunta clássica, que segue o sabor do Teorema Fundamental
do Cálculo e de fato o traz no âmago de sua solução. Claro, uma vez
que uma aplicação seja a derivada de uma outra, é fácil recuperar
esta última (a partir de sua derivada) aplicando o Teorema Funda-
mental do Cálculo a sua restrição a caminhos. Veremos que ainda

26
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mais interessante, é o que ocorre quando a aplicação falha em ser
derivada de outra.

Na próxima seção, enunciaremos e provaremos o Teorema do
Ponto Fixo para Contrações. Concomitantemente, definiremos espaços
métricos completos e seu exemplo mais relevante para nosso texto, os
espaços vetoriais normados completos (espaços de Banach).

Depois, apresentaremos o espaço de Banach das Aplicações line-
ares Cont́ınuas e suas propriedades, alvo principal do nosso curso.
Nas duas últimas seções do caṕıtulo Introduziremos a noção de In-
tegração de caminhos tomando valores em espaços de Banach, além
de generalizarmos a teoria de Cauchy-Goursat para o contexto destes
espaços.

2.1 Espaços Métricos e Teorema do Ponto

Fixo

Definição 2.1. (Métrica e espaço métrico.) Uma métrica em
um conjunto X é uma função d : X × X → [0,+∞) tal que, dados
quaisquer x, y, z ∈ X, valem:

d1) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

d2) d(x, y) = d(y, x).

d3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

O par ordenado (X, d) é chamado de espaço métrico. Em ge-
ral, por um abuso de linguagem, diz-se que X é um espaço métrico,
subentendendo-se uma métrica d a ele associada.

Definição 2.2. (Bola aberta e conjunto aberto de um espaço
métrico.) Seja (X, d) um espaço métrico. Dado x ∈ X e r ∈ R

+

quaisquer definimos a bola aberta centrada em x e de raio r como o
conjunto

B(x, r) := {y ∈ X; d(x, y) < r}.
Dizemos que A ⊂ X é um conjunto aberto de X se A pode ser es-
crito como união qualquer de bolas abertas de X. Dizemos que um
conjunto F ⊂ X é fechado em X se F c := X \ F é aberto.



“espectralcolo
2013/5/23
page 28

i

i

i

i

i

i

i

i

28 [CAP. 2: PRÉ-REQUISITOS DE ANÁLISE

Observação 2.3. Lembramos que a coleção T acima definida dos
abertos de um espaço métrico (X, d) possui as seguintes propriedades:

1. X e ∅ pertencem a T .

2. T é fechada para uniões arbitrárias (possivelmente não enu-
meráveis) de seus elementos.

3. T é fechada para intersecções finitas de seus elementos.

As três propriedades acima fazem de T uma topologia, e do par
(X, T ) um exemplo de espaço topológico. Embora não nos alongue-
mos sobre isso no presente texto, em algumas proposições lançaremos
mão destas propriedades da coleção dos abertos de X.

Definição 2.4. (Norma.) Seja (E,+, .,R) um espaço vetorial real.
Uma norma em E é uma aplicação ‖ · ‖ : E → [0,+∞) tal que:

n1) ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0;

n2) ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖; ∀λ ∈ R, ∀v ∈ E.

n3) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖;∀v, w ∈ E (desigualdade triangular).

O exemplo mais comum de espaço métrico é dado pelos espaços
vetoriais normados. Se E é um tal espaço, dotado de uma norma ‖·‖,
então a aplicação d : E × E → [0,+∞) dada por

d(v, w) := ‖v − w‖,∀v ∈ E,w ∈ E;

define uma métrica em E.
Outra classe importante de exemplos de espaços métricos é dada

quando tomamos um subconjunto Y ⊂ X de um espaço métrico
(X, d). Nesse caso, a restrição d|Y ×Y define uma métrica em Y .

Definição 2.5. (Sequência e subsequência.) SejaX um conjunto
qualquer. Uma sequência em X é uma aplicação x : N → X. Denota-
se xj := x(j) e (xj) := x. Dada uma sequência (xj) : N → X,
uma subsequência (xjk

) de (xj) é qualquer restrição de (xj) a um

subconjunto infinito N̂ ⊂ N, N̂ = {j1, j2, . . . , com j1 < j2 < . . . }.
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Definição 2.6. (Sequência convergente.) Uma sequência (xj)
em um espaço métrico (Y, d) é dita convergente para y ∈ Y se para
toda bola aberta B tal que y ∈ B, tem-se um número finito de ı́ndices
j tais que xj /∈ B. Escrevemos xj → y para denotar que a sequência
(xj) converge a y ∈ Y . Dizemos que uma subsequência (xjk

) é
convergente se a sequência (yk) : N → Y definida por yk := xjk

,∀k ∈
N for convergente.

Note que provarmos via definição que uma sequência (xj) é con-
vergente a y ∈ Y envolve várias dificuldades: a primeira, é que pre-
cisamos exibir o candidato a limite, isto é o ponto y ∈ Y para o qual
a sequência converge. Mesmo que uma deidade nos apresente esse
candidato a limite, comparar os termos xj com y pode não ser fácil,
vez que frequentemente os xj são dados por meio de alguma fórmula
indutiva. Essa dificuldade nos leva a fazer uma definição, digamos, a
meio caminho.

Definição 2.7. (Sequência de Cauchy.) Seja (Y, d) um espaço
métrico. Uma sequência (yn), com yn ∈ Y,∀n ∈ N é dita sequência
de Cauchy se dado um real ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que para todos
m, j ∈ N, com m ≥ n0 e j ≥ n0 temos d(ym, yj) ≤ ǫ.

Toda sequência convergente a um ponto é de Cauchy. Por outro
lado, toda sequência de Cauchy com subsequência convergente a um
ponto converge a esse mesmo ponto. Tais fatos são deixados ao leitor
como exerćıcios (ex. 1 e 2). Note que provar que uma sequência
é de Cauchy é muito mais fácil que prová-la convergente, pois não
precisamos conhecer a priori o limite, e precisamos para tal comparar
os termos da sequência entre si, e estes são dados, muitas vezes, por
fórmulas indutivas que favorecem sua comparação.

Definição 2.8. (Aplicação cont́ınua.) Sejam (X, d) e (X̃, d̃) dois
espaços métricos. Uma aplicação f : X → X̃ é dita cont́ınua no
ponto x ∈ X se dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

y ∈ X, d(x, y) < δ ⇒ d̃(f(x), f(y)) < ǫ.

A aplicação f : X → X̂ é dita cont́ınua se é cont́ınua ∀x ∈ X.

Observação 2.9. É imediato da definição acima que uma aplicação
f : X → X̂ é cont́ınua, se e só se, a pré-imagem de qualquer aberto
de X̂ é sempre um subconjunto aberto de X.
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Observação 2.10. Ainda em contextos métricos, é posśıvel provar
que uma aplicação f : X → X̂ é cont́ınua em x ∈ X se e só se
f é sequencialmente cont́ınua em x ∈ X. Por definição, f é dita
sequencialmente cont́ınua em x ∈ X se dada uma sequência (xn),
xn ∈ X tal que xn → x quando n → +∞ então a sequência (f(xn))
converge a f(x).

Definição 2.11. (Espaço métrico completo.) Um espaço métrico
(X, d) é dito completo se toda sequência de Cauchy (xn), com xn ∈ X,
converge para um ponto x ∈ X.

Definição 2.12. (Espaço de Banach.) Um espaço vetorial nor-
mado cuja métrica oriunda da norma é completa é chamado de espaço
de Banach.

Exemplo 2.13. Seja X = R
k, e ‖ · ‖ : R

k → [0,∞) uma norma
qualquer. Prova-se que X com a métrica dada por d(v, w) := ‖v −
w‖,∀v, w ∈ R

k é um espaço métrico completo, e portanto, um espaço
de Banach. Tal fato segue-se de que toda sequência limitada em R

k

possui uma subsequência convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass).

Exemplo 2.14. Seja p ≥ 1 e seja ℓp := {(xn) : N → R;
∑+∞

n=1 |xn|p <
+∞}. Pode-se provar que ‖(xn)‖p := p

√
∑+∞

n=1 |xn|p define uma

norma em ℓp (exerćıcios 4 e 5). Pode-se ainda demonstrar que ℓp

é Banach (exerćıcio 7).

Definição 2.15. (Aplicação lipschitziana.) Sejam (X, d) e (X̂, d̂)
espaços métricos. Uma aplicação F : X → X̂ é dita ser lipschitziana
ou simplesmente Lipschitz se existe 0 ≤ λ tal que

d̂(F (x), F (y)) ≤ λ · d(x, y),∀x, y ∈ X.

Dizemos que λ é uma constante de Lipschitz de F . Denotamos o
ı́nfimo das constantes de Lipschitz de F por Lip(F ), o qual é, ele
mesmo, uma constante de Lipschitz.

Observação 2.16. Notamos que as aplicações lipschitzianas são
cont́ınuas: Se F é uma tal aplicação, supondo sem perda λ > 0,
dados x ∈ X, ǫ > 0, tomando δ = ǫ/λ, temos

d(x, y) < δ ⇒ d̂(F (x), F (y)) ≤ λ · d(x, y) < λ · ǫ/λ = ǫ.
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Observação 2.17. Se X, Y e Z são espaços métricos, com f : X →
Y e g : Y → Z ambas lipschitzianas, então a composta h = g ◦ f :
X → Z também é Lipschitz com

Lip(g ◦ f) ≤ Lip(g) · Lip(f).

Uma subclasse relevante de aplicações Lipschitz é constitúıda pe-
las contrações de um espaço métrico nele mesmo:

Definição 2.18. (Contração.) Seja (X, d) espaço métrico. Uma
aplicação F : X → X é dita uma contração se existe 0 ≤ λ < 1 tal
que

d(F (x), F (y)) ≤ λ · d(x, y),∀x, y ∈ X.

O próximo resultado corresponde à principal ferramenta para
construir objetos em dimensão infinita, onde, ao contrário do que
ocorre no R

n, argumentos de compacidade são quase sempre inviáveis.

Teorema 2.19. (Ponto fixo para contrações.) Sejam (X, d) um
espaço métrico completo e F : X → X uma contração. Então existe
um único ponto p ∈ X tal que F (p) = p. Ademais, tal ponto fixo
p é um atrator de F , isto é, fixado qualquer x ∈ X, Fn(x) → p
quando n → +∞. (Fn(x) é definido indutivamente por Fn(x) :=
F (Fn−1(x)).)

Prova: Sejam x ∈ X e xn = Fn(x), n ∈ N. Provaremos que xn é
uma sequência de Cauchy. Para tal, primeiro mostremos por indução
que existe 0 ≤ λ < 1 tal que

d(xn+1, xn) ≤ λn · d(x1, x0),∀n ∈ N.

De fato, como F é contração, temos que existe λ < 1 tal que:

d(xn+1, xn) = d(F (xn), F (xn−1)) ≤ λ · d(xn, xn−1),

o que já implica a fórmula de indução para n = 1 (o caso n = 0 é
trivial). Supondo a fórmula válida para um certo n ∈ N, para n+ 1,
da última desigualdade, temos:

d(xn+2, xn+1) ≤ λ·d(xn+1, xn) ≤
︸︷︷︸

hip. indução

λ·λnd(x1, x0) = λn+1·d(x1, x0),
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o que prova a indução desejada.
Dados m ≥ n, temos portanto:

d(xm, xn) ≤ (λn + · · · + λm) · d(x1, x0)

≤ (
+∞∑

j=n

λj) · d(x1, x0) =
λn

1 − λ
d(F (x), x),

o que prova que xn é uma sequência de Cauchy, e como X é completo,
tal sequência converge, digamos, para p ∈ X. Afirmamos que p é
ponto fixo de F . Realmente,

F (p) = F ( lim
n→+∞

xn) = lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

xn+1 = p.

Notamos que a segunda igualdade acima se dá porque toda contração
é cont́ınua, e a última desigualdade se dá porque em uma sequência
convergente toda subsequência converge para o mesmo limite.

É fácil ver que p é o único ponto fixo de F . De fato, se p, q ∈ X
são pontos fixos de F , temos:

d(p, q) = d(F (p), F (q)) ≤ λ · d(p, q) ⇒

(1 − λ) · d(p, q) ≤ 0 ⇒ d(p, q) = 0 ⇔ p = q,

findando a prova do teorema.

Observação 2.20. Assinalamos que se p é o único ponto fixo de um
iterado Fm,m ≥ 1 de uma aplicação F : X → X qualquer, então p é
o único ponto fixo de F . De fato:

Fm(p) = p⇒ Fm(F (p)) = F (Fm(p)) = F (p),

ou seja, se p e F (p) são pontos fixos de Fm(p), logo F (p) = p. Isso
é muito útil, pois nem sempre F é uma contração, mas muitas vezes
um seu iterado é. Assim, a existência e unicidade preconizadas no
teorema do ponto fixo para contrações continuam válidas para F se
apenas um iterado positivo de F for contração.

Observação 2.21. (Continuidade do ponto fixo.) Seja X um espaço
métrico. Suponha que X seja limitado, e seja d∞(F,G) a distância
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uniforme entre duas aplicações F,G : X → X. Se F e G são con-
trações em X, com p e q seus respectivos pontos fixos, vale que

d(p, q) = d(F (p), G(q)) ≤ d(F (p), F (q)) + d(F (q), G(q))

≤ λd(p, q) + d∞(F,G) ⇒

d(p, q) ≤ 1

1 − λ
d∞(F,G),

ou seja, os pontos fixos variam Lipschitz com a contração, em parti-
cular, continuamente.

2.2 O Espaço Normado das Aplicações Li-

neares Cont́ınuas

Uma aplicação A : E → Ê entre espaços vetoriais E e Ê sobre um
corpo K é dita cont́ınua se A(c · v+w) = c · v+w, para todo escalar
c ∈ K e quaisquer vetores v, w ∈ E.

Um exemplo importante de aplicações Lipschitz é dado pelas
aplicações lineares cont́ınuas entre espaços vetoriais, como veremos
na próxima proposição.

Proposição 2.22. Sejam E, Ẽ espaços vetoriais normados. As se-
guintes assertivas são equivalentes no que tange uma aplicação linear
L : E → Ẽ:

1. L é cont́ınua;

2. L é cont́ınua em algum ponto x0 ∈ E;

3. L é cont́ınua em 0 ∈ E;

4. Existe um número real c > 0 tal que ‖L(x)‖ ≤ c,∀x ∈ E com
‖x‖ = 1.

5. L é aplicação Lipschitz, ou seja, existe um número real c > 0
tal que ‖L(x) − L(y)‖ ≤ c · ‖x− y‖,∀x, y ∈ E.
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Prova:
As implicações 5 ⇒ 1 ⇒ 2 são claras. Resta-nos mostrar portanto

2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5.
(2 ⇒ 3) Seja ǫ > 0 dado. Como L é cont́ınua em x0, existe δ > 0

tal que
‖x− x0‖ < δ ⇒ ‖L(x) − L(x0)‖ < ǫ.

Dado qualquer y ∈ E tal que ‖y − 0‖ = ‖y‖ < δ, podemos escrever:

‖y‖ < δ ⇔ ‖(y + x0) − x0‖ < δ ⇒ ‖L(y + x0) − L(x0)‖ < ǫ⇔

‖L(y) − L(x0 − x0)‖ = ‖L(y) − L(0)‖ < ǫ,

ou seja, L é cont́ınua em 0 ∈ E.
(3 ⇒ 4) Provemos essa sentença por absurdo. Suponha que para

cada j ∈ N, exista xj ∈ E com ‖xj‖ = 1 tal que

‖L(xj)‖ ≥ j,∀j ∈ N.

Considere a sequência yj = (1/j) · xj . Como

‖yj‖ =
1

j
· ‖xj‖ =

1

j
→ 0, quando j → 0,

da continuidade de L em 0 ∈ E temos que L(yj) → L(0) = 0 ∈ Ẽ.
Contudo, da linearidade de L e das propriedades de norma segue-se

‖L(yj)‖ =
1

j
· ‖L(xj)‖ ≥ 1

j
· j = 1,

o que implica que L(yj) 6→ 0, absurdo.
(4 ⇒ 5) Sejam x, y ∈ E. Se x = y, L(x) − L(y) = 0 e a desi-

gualdade é óbvia, para qualquer c > 0. Assim, vamos supor x 6= y.
Dáı,

‖L(x) − L(y)‖ =
‖L(x) − L(y)‖

‖x− y‖ · ‖x− y‖ = ‖L(
(x− y)

‖x− y‖)‖ · ‖x− y‖.

Como

‖ (x− y)

‖x− y‖‖ =
‖x− y‖
‖x− y‖ = 1,
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a assertiva 4 implica que

‖L(x) − L(y)‖ = ‖L(
(x− y)

‖x− y‖)‖ · ‖x− y‖ ≤ c · ‖x− y‖,

ou seja, L é Lipschitz.

Proposição 2.23. (Espaço L(E, Ẽ)/Norma do operador). Se-
jam E e Ẽ dois espaços vetoriais normados. Então

L(E, Ẽ) := {T : E → Ẽ;T é operador linear limitado }

é um espaço vetorial. Ademais a aplicação ‖ · ‖ : L(E, Ẽ) → [0,+∞)
dada por

‖T‖ := sup{‖T · x‖Ẽ : x ∈ E, ‖x‖E = 1}
define uma norma (chamada de norma do operador) em L(E, Ẽ).

Prova: Seja b ∈ R (ou C) um escalar e T1 : E → Ẽ, T2 : E →
Ẽ dois operadores lineares. Então claramente T := T1 + b · T2 é
um operador linear de E em Ẽ. Além disso T é limitado, pois se
c1 e c2 são as constantes de Lipschitz (vide proposição 2.22 acima)
respectivamente de T1 e T2, temos

‖T (x) − T (y)‖Ẽ ≤ ‖T1(x) − T1(y)‖Ẽ + |b|‖T2(x) − T2(y)‖Ẽ ≤

c1‖x− y‖E + |b|c2‖x− y‖E ,∀x, y ∈ E,

o que implica que T é Lipschitz com constante c := c1 + |b|c2, e
portanto limitado. Tal implica que L(E, Ẽ) é um espaço vetorial.

Só resta vermos que a aplicação ‖ · ‖ do enunciado é mesmo uma
norma em L(E, Ẽ). A proposição 2.22 nos garante que tal aplicação
está bem definida em L(E, Ẽ), com imagem em [0,+∞). Se T ≡ 0,
claramente ‖T‖ = 0. Por outro lado, ‖T‖ = 0 implica que T · x =
0,∀x ∈ E com ‖x‖E = 1. Se v ∈ E, então

‖T · v‖Ẽ = ‖T · v

‖v‖E
‖Ẽ · ‖v‖E ≤ ‖T‖ · ‖v‖E = 0,

donde conclúımos que T ≡ 0.
Dado um escalar b ∈ R (ou C), temos que

‖bT‖ = sup{‖bT · x‖Ẽ : x ∈ E, ‖x‖E = 1} =



“espectralcolo
2013/5/23
page 36

i

i

i

i

i

i

i

i
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sup{|b|‖T · x‖Ẽ : x ∈ E, ‖x‖E = 1} = |b|‖T‖.

Finalmente, dados T1, T2 ∈ L(E, Ẽ), a desigualdade triangular vem
de

‖T1+T2‖ = sup{‖(T1+T2)·x‖Ẽ : x ∈ E, ‖x‖E = 1} ≤

(pela desigualdade triangular em Ẽ)

sup{‖T1 · x‖Ẽ + ‖T2 · x‖ : x ∈ E, ‖x‖E = 1} ≤

sup{‖T1·x‖Ẽ : x ∈ E, ‖x‖E = 1}+sup{‖T2·y‖Ẽ : y ∈ E, ‖y‖E = 1} =

‖T1‖ + ‖T2‖.

Proposição 2.24. Sejam E e Ẽ dois espaços vetoriais normados,
sendo Ẽ de Banach. Então o espaço vetorial L(E, Ẽ), dotado da
norma do operador, é um espaço de Banach.

Prova: Seja Tn ∈ L(E, Ẽ) uma sequência de Cauchy. Em parti-
cular, como ‖(Tn−Tm)(v)‖Ẽ ≤ ‖Tn−Tm‖‖v‖E , conclúımos que para

cada v ∈ E, (Tn(v)) é uma sequência de Cauchy em Ẽ.
Portanto, definamos T : E → Ẽ por

T (v) = lim
n→+∞

Tn(v),∀v ∈ E.

Claramente T é linear:

T (v + w) = lim
n→+∞

Tn(c · v + w) = lim
n→+∞

c · Tn(v) + Tn(w) =

c· lim
n→+∞

Tn(v)+ lim
n→+∞

Tn(w) = c·T (v)+T (w),∀c ∈ R( ou C),∀v, w ∈ E.

Dáı, é fácil ver que T ∈ L(E, Ẽ). De fato, seja ǫ > 0, e tome n0 ∈ N

tal que ‖Tn − Tm‖ < ǫ, ∀n,m ≥ n0. Dáı, dado v ∈ E com ‖v‖ = 1,
temos:

‖Tn(v)‖Ẽ ≤ ‖Tn‖ ≤ ‖Tn0
‖ + ‖Tn − Tn0

‖ < ‖Tn0
‖ + ǫ,∀n ≥ n0.
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A continuidade da norma e a desigualdade acima implicam que
‖T (v)‖Ẽ ≤ ‖Tn0

‖ + ǫ, ∀v ∈ E, ‖v‖E = 1, donde

sup
‖v‖=1

{‖T (v)‖Ẽ} ≤ ‖Tn0
‖ + ǫ⇒ T é limitado.

Só falta vermos que Tn → T na norma do operador. Dado v ∈ E
tal que ‖v‖ = 1, vimos acima que ∀n,m ≥ n0, vale:

‖Tn(v) − Tm(v)‖Ẽ ≤ ‖Tn − Tm‖ < ǫ.

Novamente, fazendo m → +∞, fixando n ≥ n0, a continuidade da
norma e a última inequação implicam que ∀v ∈ E, com ‖v‖E = 1
vale que ‖Tn(v) − T (v)‖Ẽ ≤ ǫ.

Donde conclúımos que ∀n ≥ n0,

sup
‖v‖E

{‖Tn(v) − T (v)‖Ẽ} = ‖Tn − T‖ ≤ ǫ.

Estamos agora aptos a enunciar e provar importantes corolários
do Teorema do Ponto Fixo conhecidos como versões não diferenciáveis
do teorema da Função Inversa:

Teorema 2.25. (Perturbação da Identidade.) Sejam E um
espaço de Banach, I : E → E a identidade em E e seja Φ : E → E
uma contração em E. Então I + Φ é um homeomorfismo sobre E.

Prova: Sejam x, y ∈ E e h = I + Φ. Seja 0 < λ < 1 a constante
de Lipschitz de Φ. Então

‖I(x) + Φ(x) − I(y) − Φ(y)‖

≥ ‖x− y‖ + ‖Φ(x) − Φ(y)‖ ≥ ‖x− y‖ − λ · ‖x− y‖ =

(1 − λ) · ‖x− y‖ ⇒ ‖h(x) − h(y)‖ ≥ (1 − λ) · ‖x− y‖ 6= 0 se x 6= y;

donde obtemos a injetividade de h, e também a continuidade de h−1.
Mostremos agora a sobrejetividade de h. Seja z ∈ E. Queremos ver
que existe p ∈ E tal que h(p) = z ⇔ p + Φ(p) = z ⇔ p = z − Φ(p).
Por conseguinte definamos fz : E → E por fz(x) = z − Φ(x). Basta
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Os gráficos de y = x3 e y = x3 − δ2x nos mostram que somando uma contração a um
homeomorfismo com inversa não lipschitziana, o resultado pode não ser um

homeomorfismo. Mostram ademais que a soma de homeomorfismos pode não ser um
homeomorfismo.

então acharmos um ponto fixo p para fz, que teremos h(p) = z. De
fato, fz : E → E é contração:

‖fz(x)−fz(y)‖ = ‖z−Φ(x)−z+Φ(y)‖ = ‖Φ(y)−Φ(x)‖ ≤ λ ·‖x−y‖.

Como E é espaço normado completo, segue-se do teorema do ponto
fixo para contrações que existe um único p ∈ E tal que h(p) = z,
como queŕıamos. Isso nos dá ao mesmo tempo a sobrejetividade e
uma nova prova da injetividade.

Lema 2.26. Seja E um espaço de Banach, L ∈ L(E,E) satisfazendo
‖L‖ ≤ a < 1 e G ∈ L(E,E) isomorfismo com ‖G−1‖ ≤ a < 1. Então:

a) (I + L) é isomorfismo e ‖(I + L)−1‖ ≤ 1/(1 − a);

b) (I +G) é isomorfismo e ‖(I +G)−1‖ ≤ a/(1 − a).

Prova:

a) Seja y ∈ E qualquer fixado. Defina u : E → E por

u(x) := y − L(x).
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Logo

|u(x1) − u(x2)| = |L(x2 − x1)| ≤ a · |x2 − x1|,

o que implica que u : E → E é uma contração. Pelo teorema
do ponto fixo para contrações,

∃!z ∈ E/u(z) = z ⇔ ∃!z ∈ E/ z = y − L(z)

⇔ ∃!z ∈ E/y = z + L(z),

o que implica que (I + L) é isomorfismo.

Seja y ∈ E com |y| = 1 e seja x ∈ E tal que (L+ I)−1(y) = x.
Como x+L(x) = y, temos que |x|−a·|x| ≤ 1 ⇒ |x| ≤ 1/(1−a),
donde se conclui que ‖(I + L)−1‖ ≤ 1/(1 − a).

b) (I +G) = G · (I +G−1). Como

‖G−1‖ ≤ a < 1 ⇒
︸︷︷︸

ı́tem a)

(I +G−1) é inverśıvel.

Dáı, (I +G)−1 = (I +G−1)−1 ·G−1, o que implica que

‖(I +G)−1‖ ≤ ‖(I +G−1)−1‖ · ‖G−1‖ ≤ 1

1 − a
· a =

a

1 − a
.

Corolário 2.27. (Perturbação de uma aplicação bilipschitz.)
Sejam E, Ẽ espaços de Banach e Ψ : E → Ẽ uma aplicação bilips-

chitz (sobrejetiva), isto é, f é invert́ıvel e lipschitziana com inversa
também lipschitziana. Seja Φ : E → Ẽ Lipschitz tal que sua cons-
tante de Lipschitz Lip(Φ) < Lip(Ψ−1)−1. Então Ψ + Φ : E → Ẽ é
um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Considere h : Ẽ → Ẽ dado por

h := (Ψ + Φ)Ψ−1 = I + Φ ◦ Ψ−1.

Dados x̃, ỹ ∈ Ẽ,

‖Φ(Ψ−1(x̃)) − Φ(Ψ−1(ỹ))‖ ≤ Lip(Φ) · ‖Ψ1(x̃) − Ψ−1(ỹ)‖ ≤
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Lip(Φ) · Lip(Ψ−1)‖x̃− ỹ‖ ⇒ ‖Φ ◦Ψ−1(x̃)−Φ ◦Ψ−1(ỹ)‖ ≤ λ‖x̃− ỹ‖,
ou seja, Φ ◦ Ψ−1 é uma λ−contração. Logo, pelo teorema da per-
turbação da identidade, h = (Ψ + Φ) ◦Ψ−1 = I + ΦΨ−1 é um home-
omorfismo (injetivo e sobre Ẽ). Portanto a composição

(Ψ + Φ)Ψ−1 ◦ Ψ = Ψ + Φ

é um homeomorfismo, como queŕıamos mostrar.

Corolário 2.28. (Perturbação do Isomorfismo.) Sejam E, Ẽ espaços
de Banach e T : E → Ẽ um isomorfismo linear (sobrejetivo). Seja
Φ : E → Ẽ Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(Φ) <
‖T−1‖−1. Então T + Φ : E → Ẽ é um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Imediata do corolário anterior.

2.3 Integração de Caminhos em Espaços

Vetoriais

Definição 2.29. (Partição de um intervalo.) Uma partição P
de um intervalo [a, b] ⊂ R é uma coleção finita P = {I1, . . . , Ij}
de intervalos dois a dois disjuntos tais que I1 = [x0, x1), . . . , Ij =
[xj−1, xj ], com x0 = a, xj = b e x0 ≤ · · · ≤ xj . Note que uma
partição P de um intervalo [a, b] fica inteiramente determinada pelo
conjunto dos pontos AP := {a = x0, . . . , xj = b}, o qual designaremos
por conjunto dos pontos associados a P.

Definição 2.30. (Diâmetro de uma partição de um intervalo.)
O diâmetro de uma partição P de um intervalo I é o máximo dos

diâmetros (comprimentos) dos elementos de P.

Definição 2.31. (Integral de Riemann.) Seja I = [a, b] e f : I →
E um caminho limitado, tomando valores em um espaço de Banach
E. A integral de Riemann

∫

I
f(x)dx ∈ E, se existir, é o limite

∫

I

f(x)dx := lim
diam(P)→0

#P
∑

j=1

f(xj) · vol(Ij),
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onde xj ∈ Ij e P = {Ij , j = 1, . . . ,#P}, e vol é o volume (compri-
mento) do intervalo.

Se existir a integral de Riemann de uma aplicação f , então dize-
mos que f é integrável à Riemann, ou simplesmente, integrável. Uma
soma do tipo

∑#P
j=1 f(xj) · vol(Ij), com xj ∈ Pj e P = {C1, . . . , I#P}

é chamada de soma de Riemann de f em relação a P, e denotada
por s(f,P), ou apenas, por s(P) nos contextos em que f puder ser
subentendida sem ambiguidades.

Definição 2.32. (Refinamento de uma partição.) Seja P uma
partição de um intervalo I ⊂ R

n. Uma partição P̂ de I é dita um
refinamento de P se todo elemento de P̂ estiver contido em algum
elemento de P. Também escrevemos que P̂ refina P.

Proposição 2.33. Sejam I um intervalo compacto, E um espaço de
Banach e f : I → E uma aplicação cont́ınua. Então ∃

∫

I
f(x)dx ∈ E.

Prova: Como f é cont́ınua em I compacto, é uniformemente
cont́ınua. Seja ǫ > 0 e tome δ > 0 tal que

‖f(x) − f(y)‖ < ǫ/(2 vol(I)),∀x, y ∈ I, d(x, y) < δ.

Sejam P e P̂ partições quaisquer, com diam(P) < δ e diam(P̂) <
δ. Seja P̃ uma partição que refina tanto P como P̂. Dáı, comparando
somas de Riemann em P e P̃, obtemos:

‖s(P) − s(P̃)‖ = ‖
#P
∑

j

f(xj) · vol(Ij) −
#P̃
∑

j

f(x̃j) · vol(Ĩj)‖.

Para cada Ij ∈ P, tomemos Ĩj,1, . . . , Ĩj,r(j) ∈ P̃ tais que Ij = ∪̇r(j)
i=1 Ĩj,i.

Por conseguinte, reenumerando a soma de Riemann em P̃, chegamos a

‖s(P) − s(P̃)‖ = ‖
#P
∑

j

f(xj) · vol(Ij) −
#P
∑

j

(

r(j)
∑

i=1

f(x̃j,i) · vol(Ĩj,i))‖ ≤

#P
∑

j

‖f(xj) · vol(Ij) −
r(j)
∑

i=1

f(x̃j,i) · vol(Ĩj,i))‖ =
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=

#P
∑

j

‖
r(j)
∑

i=1

(f(xj) − f(x̃j,i)) · vol(Ĩj,i))‖

≤
#P
∑

j

r(j)
∑

i=1

‖f(xj)−f(x̃j,i)‖·vol(Ĩj,i) ≤
ǫ

2 vol(I)
·
#P
∑

j

r(j)
∑

i=1

vol(Ĩj,i) = ǫ/2.

Trocando P por P̂ acima, temos que ‖s(P̂) − s(P̃)‖ < ǫ/2, logo

‖s(P) − s(P̂)‖ ≤ ‖s(P) − s(P̃)‖ + ‖s(P̃) − s(P̂)‖ < ǫ,

implicando que f é integrável.

Definição 2.34. (Integral de Linha.) Sejam Ê, E espaços de
Banach, U ⊂ Ê um aberto, g : U → L(Ê, E) uma aplicação C0 e
γ ⊂ U uma curva C1 por partes, parametrizada por ϕ : [a, b] → γ. A
integral de linha de g em γ é definida por:

∫

γ

g :=

∫ b

a

g(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt.

Temos a seguinte proposição:

Proposição 2.35. A integral de linha
∫

γ
g está bem definida, a me-

nos de sinal.

Prova: De fato, tomando ϕ : [a, b] → γ, ψ : [c, d] → γ parame-
trizações de γ, obtemos que

∫

γ

g :=

∫ b

a

g(ϕ(t))·ϕ′(t)dt =

∫ b

a

g(ψ◦ψ−1◦ϕ(t))·(ψ◦ψ−1◦ϕ)′(t)dt =

∫ b

a

g(ψ(ψ−1 ◦ ϕ(t)) · ψ′(ψ−1(ϕ(t)) · (ψ−1 ◦ ϕ)′(t)dt =

∫ b

a

(g(ψ(ψ−1 ◦ ϕ(t)) · ψ′(ψ−1(ϕ(t))) · (ψ−1 ◦ ϕ)′(t)dt =

(pela fórmula de mudança de variáveis na reta)

∫ d

c

g(ψ(t)) · ψ′(t)dt.
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Quando Ê = C e E é um espaço complexo, então L(Ê, E) ≃ E.
Usando desta última identificação, a integral de linha apresenta a
forma particular de:

Definição 2.36. (Integral por caminhos complexa.) Seja γ ⊂ C

uma curva C1 por partes parametrizada por ϕ : [a, b] → γ. Seja
U ⊂ C um aberto e f : U → E uma função cont́ınua. Designando
por ∗ o sinal de produto por escalar, a integral por caminhos complexa
de f em γ é definida por:

∫

γ

f(z)dz :=

∫ b

a

f(ϕ(t)) ∗ ϕ′(t)dt.

Note que a integral por caminhos complexa é simplesmente um
caso particular da integral de linha, e o destaque como definição a
parte se deve apenas pelo seu uso frequente em nosso texto.

Lema 2.37. Sejam Ê, E espaços de Banach, U ⊂ Ê um aberto,
g : U → L(Ê, E) uma função cont́ınua e ϕ : [a, b] → U , um caminho
C1 tendo por imagem uma curva γ. Dado ǫ > 0, existe uma poligonal
ψ : [a, b] → U , cuja integral de linha ǫ−aproxima a integral de linha

∫

γ

g =

∫ b

a

g(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt.

Prova: Como ϕ é cont́ınua e [a, b] é compacto temos, em primeiro
lugar, que γ = ϕ([a, b]) é compacto e que supt∈[a,b]{|ϕ′(t)|} < +∞.
Seja M := (supt∈[a,b]{|ϕ′(t)|} · (b − a) + 1) e seja ǫ > 0 dado. Para
cada x ∈ γ, seja B(x, rx) ⊂ V tal que g(B(x, rx)) ⊂ B(g(x), ǫ/3M).
Extráımos então uma subcobertura finita da cobertura {B(x, rx/3)}
obtendo B := {B1 = B(x1, rx1/3), . . . , xl, rxl/3)}.

Seja δ0 = min{rxj
/3, j = 1, . . . , l}. Note que se y, z ∈ ∪jBj são

tais que ‖y − z‖ < δ0, então se y ∈ Bq, z ∈ Bp, temos

‖xq − z‖ ≤ ‖xq − y‖ + ‖y − z‖ ≤ rxq
/3 + δ0 ≤ rxq

,

ou seja z ∈ B(xq, rxq
). Isto implica que

‖g(z) − g(y)‖ ≤ ‖g(z) − g(xq)‖ + ‖(g(xq) − g(y)‖ < ǫ/M.
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Note ainda que se z, y ∈ B(xq, rxq
) para algum q = 1 . . . l, da con-

vexidade das bolas em um espaço vetorial normado, temos que o
segmento [z, y] := {tz + (1 − t)y, t ∈ [0, 1] ⊂ R} está contido em
B(xq, rxq

) e portanto em V . Em particular, se dois pontos x, x̂ em γ
distam menos que δ0, então o segmento que os une está contido em
V , e diam(g([x, x̂]) < ǫ/M .

Seja agora α > 0 tal que

|t− s| < α⇒
{ |ϕ(t)) − ϕ(s)| < δ0
|ϕ′(t) − ϕ′(s)| < ǫ/(2(b− a) supt∈[a,b]{g(ϕ(t))})

Seja k ∈ N tal que (b − a)/k < α, e sejam t0 = a, . . . , tk = b tais
que tj = a + j

k (b − a), j = 0, . . . , k. Definimos então a poligonal
ψ : [a, b] → Γ ⊂ V por

ψ(t) := ϕ(tj) + (ϕ(tj+1) − ϕ(tj)) · (t− tj) ·
k

b− a
,

para t ∈ [tj , tj+1], 0 ≤ j < k.

Temos então:

∥
∥
∥

∫

γ

g−
∫

Γ

g
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

k−1∑

j=0

(

∫ tj+1

tj

g(ϕ(t))·ϕ′(t)dt−
∫ tj+1

tj

g(ψ(t))·ψ′(t)dt)
∥
∥
∥ ≤

k−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

∥
∥
∥g(ϕ(t)) · ϕ′(t) − g(ψ(t)) · ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj

∥
∥
∥dt ≤

k−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

‖g(ϕ(t)) · ϕ′(t) − g(ϕ(t)) · ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
‖+

‖g(ϕ(t)) · ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
− g(ψ(t)) · ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
‖dt

Analisando cada parcela acima, temos:

∫ tj+1

tj

‖g(ϕ(t))·(ϕ′(t)−ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
)‖+
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‖(g(ϕ(t) − g(ψ(t))) · (ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
)‖dt

Norma do operador
︷︸︸︷

≤

∫ tj+1

tj

‖g(ϕ(t))‖‖ϕ′(t) − ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
‖dt+

∫ tj+1

tj

‖g(ϕ(t)) − g(ψ(t))‖‖ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
‖dt ≤

sup
t∈[a,b]

{‖g(ϕ(t))‖} ·
∫ tj+1

tj

‖ϕ′(t) − ϕ(tj+1) − ϕ(tj)

tj+1 − tj
‖dt+

∫ tj+1

tj

‖g(ϕ(t)) − g(ψ(t))‖ sup
t∈[a,b]

‖ϕ′(t)‖dt
DV M
︷︸︸︷

≤

sup
t∈[a,b]

{|g(ϕ(t))|} · ǫ

2(b− a) supt∈[a,b]{|g(ϕ(t))|}

∫ tj+1

tj

dt+

ǫ

M
·
∫ tj+1

tj

dt <
ǫ

b− a
·
∫ tj+1

tj

dt.

Somando em j, conclúımos que

∥
∥
∥

∫

γ

g −
∫

Γ

g
∥
∥
∥ <

k−1∑

j=0

ǫ

b− a
·
∫ tj+1

tj

dt = ǫ.

Lema 2.38. Sejam Ê, E espaços de Banach, gn, g : U → L(Ê, E)
aplicações cont́ınuas em um aberto U ⊂ Ê e ϕ : [a, b] → U , um cami-
nho C1 por partes tendo por imagem uma curva γ. Se gn converge a
g uniformemente em partes compactas, então

∫

γ

gn =

∫ b

a

gn(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt→
∫

γ

g =

∫ b

a

g(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt

quando n→ ∞.



“espectralcolo
2013/5/23
page 46

i

i

i

i

i

i

i

i
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Prova: Sem perda, podemos supor ℓ(γ) > 0. Seja ǫ > 0, e tome
n0 tal que ‖gn(x) − g(x)‖ < ǫ/ℓ(γ),∀x ∈ γ,∀n ≥ n0. Dáı,

∥
∥
∥

∫

γ

gn −
∫

γ

g
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

∫ b

a

gn(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt−
∫ b

a

g(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

∫ b

a

(gn(ϕ(t)) − g(ϕ(t))) · ϕ′(t)dt
∥
∥
∥ ≤

≤
∫ b

a

‖gn(ϕ(t)) − g(ϕ(t))‖ · ‖ϕ′(t)‖dt <

<
ǫ

ℓ(γ)
·
∫ b

a

‖ϕ′(t)‖dt = ǫ.

O lema acima tem como consequência um resultado análogo para
integrais por caminhos complexas. Todavia, tais resultados também
podem ser facilmente provados com o aux́ılio do utiĺıssimo:

Lema 2.39. Dada f : U ⊂ C → E e uma parametrização C1 ϕ :
[a, b] → γ de uma curva γ ⊂ U . Então, temos:

∥
∥
∥

∫

γ

f(z)dz
∥
∥
∥ ≤ sup

z∈γ
{‖f(z)‖} · ℓ(γ).

Prova:

∥
∥
∥

∫

γ

f(z)dz
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

∫ b

a

f(ϕ(t)) ∗ ϕ′(t)dt
∥
∥
∥ =

=
∥
∥
∥ lim

n→+∞

n∑

j=1

f(ϕ(tj)) ∗ ϕ′(tj) ·
(b− a)

n

∥
∥
∥,

onde tj = a+ (b− a) · j/n. Dáı,

∥
∥
∥ lim

n→+∞

n∑

j=1

f(ϕ(tj)) ∗ ϕ′(tj) ·
(b− a)

n

∥
∥
∥ =

= lim
n→+∞

∥
∥
∥

n∑

j=1

f(ϕ(tj)) ∗ ϕ′(tj) ·
(b− a)

n

∥
∥
∥ ≤
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≤ lim
n→+∞

n∑

j=1

‖f(ϕ(tj))‖|ϕ′(tj)| ·
(b− a)

n
=

∫ b

a

‖f(ϕ(t))‖|ϕ′(t)|dt ≤

≤ sup
z∈γ

{‖f(z)‖} ·
∫ b

a

|ϕ′(t)|dt = sup
z∈γ

{‖f(z)‖} · ℓ(γ).

Corolário 2.40. Sejam fn, f : U → E aplicações cont́ınuas em um
aberto U ⊂ C e ϕ : [a, b] → U , um caminho C1 por partes tendo por
imagem uma curva γ. Se fn converge a f uniformemente em partes
compactas, então
∫

γ

fn(z)dz =

∫ b

a

fn(ϕ(t))∗ϕ′(t)dt→
∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))∗ϕ′(t)dt,

quando n→ ∞.

Prova: Pelo lema 2.39,

‖
∫

γ

fn(z) − f(z)dz‖ ≤ sup
z∈γ

{‖fn(z) − f(z)‖} · ℓ(γ).

Se ℓ(γ) = 0, nada há a provar. Assim, suponhamos que ℓ(γ) > 0.
Tome n0 tal que supz∈γ{‖fn(z) − f(z)‖} < ǫ/ℓ(γ), ∀n ≥ n0. Por
conseguinte,

∥
∥
∥

∫

γ

fn(z) − f(z)dz
∥
∥
∥ ≤ sup

z∈γ
{‖fn(z) − f(z)‖} · ℓ(γ) < ǫ,∀n ≥ n0.

Corolário 2.41. Sejam fn, f : U → E aplicações cont́ınuas em um
aberto U ⊂ C e ϕ : [a, b] → U , um caminho C1 por partes tendo
por imagem uma curva γ. Se

∑
fn converge a f uniformemente em

partes compactas, então
∫

γ

∞∑

n=0

fn(z)dz =

∞∑

n=0

∫ b

a

fn(ϕ(t)) ∗ ϕ′(t)dt→
∫

γ

f(z)dz

=

∫ b

a

f(ϕ(t)) ∗ ϕ′(t)dt,

quando n→ ∞.
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2.4 A Teoria de Cauchy-Goursat

Nesta seção adaptamos a teoria de Análise Complexa para aplicações
holomorfas tomando valores em espaços de Banach. Muitos dos teo-
remas daqui são adaptações de teoremas vistos em cursos básicos de
Funções Anaĺıticas de C. Em tal ńıvel elementar, uma boa referência
é o livro do prof. Márcio Soares [18].

Definição 2.42. (Aplicação Holomorfa.) Seja U ⊂ C um con-
junto aberto e f : U → E, onde E é um espaço de Banach. Dizemos
que f é holomorfa em z0 ∈ U se existe o limite

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
= f ′(z0).

Neste caso, f ′(z0) é chamada de derivada holomorfa de f em z0. Se
f é holomorfa em cada ponto de U , dizemos que f é holomorfa em
U ou, simplesmente, que f é holomorfa.

Lembramos aqui a prova do Teorema de Cauchy-Goursat para
regiões triangulares, adaptando-o ao contexto de espaços de Banach.

Teorema 2.43. (Teorema de Cauchy-Goursat para regiões
triangulares.) Sejam U ⊂ C um aberto, E um espaço de Banach,
f : U → E uma aplicação holomorfa e seja ∆ um triângulo compacto
contido em U . Então ∫

∆

f(z)dz = 0.

Prova: Realizemos uma construção indutiva para a prova do teo-
rema. Escrevamos ∆ = ∆0 e subdividamos este triângulo em quatro
triângulos (∆1

0,∆
2
0,∆

3
0,∆

4
0) a ele semelhantes, cujos lados têm me-

tade do comprimento de seus correspondentes no triângulo original.
Ademais, orientamos os bordos de cada um dos triângulos no sentido
horário.

Dáı,
∫

∆0

f(z)dz =

∫

∆1
0

f(z)dz +

∫

∆2
0

f(z)dz +

∫

∆3
0

f(z)dz +

∫

∆4
0

f(z)dz.

Vejamos como se dá o passo de indução: supondo que temos cons-
trúıdo um triângulo ∆n para um certo n ∈ N (por exemplo, já de-
finimos, para n = 0, ∆0 := ∆). Dáı, dividimos ∆n em 4 triângulos
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O triângulo ∆ subdividido em quatro triângulos semelhantes, com metade do lado e
1/4 de sua área.

∆1
n,∆

2
n,∆

3
n,∆

4
n semelhantes como explicado acima. Definimos ∆n+1 :=

∆j
n, onde

∣
∣
∣

∫

∆j
n

f(z)dz
∣
∣
∣ = max{

∣
∣
∣

∫

∆1
n

f(z)dz
∣
∣
∣,

∣
∣
∣

∫

∆2
n

f(z)dz
∣
∣
∣,

∣
∣
∣

∫

∆3
n

f(z)dz
∣
∣
∣,

∣
∣
∣

∫

∆4
n

f(z)dz
∣
∣
∣}

Dáı,
∣
∣
∣

∫

∆n

f(z)dz
∣
∣
∣ ≤ 4 ·

∣
∣
∣

∫

∆n+1

f(z)dz
∣
∣
∣

Ademais, se δn é o comprimento do maior lado do triângulo ∆n, é
claro que

δn+1 = δn/2 = δ0/(2
n),

ℓ(∆n+1) = ℓ(∆n)/2 = ℓ(∆0)/(2
n).

Como os triângulos ∆n, n ∈ N formam uma famı́lia encaixante de
compactos não vazios, podemos tomar z0 ∈ ∩n∈N∆n. Como f é
holomorfa, dado ǫ > 0, ∃τ > 0 tal que

|z − z0| < τ ⇒ |f(z)− f(z0)− f ′(z0) ∗ (z − z0)| ≤
ǫ

δ0 · ℓ(∆)
· |z − z0|.
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Dáı,
∫

∆n

f(z) − f(z0) − f ′(z0) ∗ (z − z0)dz =

=

∫

∆n

f(z)dz −
∫

∆n

f(z0) + f ′(z0) ∗ (z − z0)dz

(pois o Teorema de Cauchy-Goursat claramente vale para aplicações
holomorfas afins)

∫

∆n

f(z)dz.

Por conseguinte,

∣
∣
∣

∫

∆

f(z)dz ≤ 4n
∣
∣
∣

∫

∆n

f(z)dz
∣
∣
∣ =

= 4n
∣
∣
∣

∫

∆n

f(z) − f(z0) − f ′(z0) ∗ (z − z0)dz
∣
∣
∣

(supondo n suficientemente grande de modo a que δn < τ)

4n · ǫ

δ0 · ℓ(∆)
· sup{|z − z0|} · ℓ(∆n) ≤ 4n · ǫ

δ0 · ℓ(∆)
· δ0
2n

· ℓ(∆)

2n
≤ ǫ.

Como ǫ > 0 é arbitrário, segue-se que

∫

∆

f(z)dz = 0.

A partir da versão acima, é bastante fácil de provar uma versão
similar para ćırculos (e curvas convexas) no lugar de triângulo.

Usando a definição de integral curviĺınea complexa, sabemos que
∫

γ
1

z−z0
dz = 2πi, para qualquer curva fechada simples γ contendo z0

na região aberta limitada de C que possui γ como fronteira. O resul-
tado mais importante na teoria de aplicação anaĺıticas é o seguinte:

Teorema 2.44. (Fórmula Integral de Cauchy.) Seja E um
espaço de Banach sobre C, U ⊂ C um aberto simplesmente conexo
e f : U → E uma aplicação holomorfa. Seja γ0 ⊂ U uma região
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Justapondo as curvas Γ, γδ,−Γ, γ, e aplicando o Teorema de Cauchy-Goursat,
obtemos que a integral do ćırculo de raio delta em torno de z0 é zero.

compacta cuja fronteira é uma curva de Jordan γ. Então, dado
z0 ∈ int(γ0), vale:

f(z0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z0
dz.

Prova: Dado ǫ > 0, seja δ > 0 da continuidade uniforme de f
em γ0 tal que

‖z − z0‖ ≤ δ ⇒ ‖f(z) − f(z0)‖ <
ǫ

2π
.

Obviamente, podemos supor δ > 0 suficientemente pequeno de modo
a que B(0, δ) ⊂ int(γ0). Chamemos de γδ a curva que é o ćırculo de
centro z0 e raio δ.

Ligando γ a γδ por meio de uma curva auxiliar Γ difeomorfa a um
intervalo compacto, conforme mostra a figura, usando a propriedade
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de que uma integral de linha muda de sinal se trocamos a orientação
e aplicando o teorema de Cauchy-Goursat, obtemos que

∫

γ

f(z)

z − z0
dz =

∫

γδ

f(z)

z − z0
dz.

Mas

∥
∥
∥

∫

γδ

f(z)

z − z0
dz− f(z0)2πi

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

∫

γδ

f(z)

z − z0
dz− f(z0)

∫

γδ

1

z − z0
dz

∥
∥
∥ =

∫

γδ

f(z) − f(z0)

z − z0
dz.

Como para z sobre a curva γδ, temos ‖f(z) − f(z0)‖ < ǫ/2π e ‖z −
z0‖ = δ, obtemos

∥
∥
∥

∫

γδ

f(z) − f(z0)

z − z0
dz

∥
∥
∥ <

ǫ

2πδ
· ℓ(γδ) = ǫ.

Conclúımos que

∥
∥
∥

∫

γ

f(z)

z − z0
dz − 2πif(z0)

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

∫

γδ

f(z) − f(z0)

z − z0
dz

∥
∥
∥ < ǫ,∀ǫ > 0,

logo
∫

γ

f(z)

z − z0
= 2πif(z0).

Corolário 2.45. (Estimativas de Cauchy). Seja f uma função
holomorfa limitada em um disco D(z, r), digamos |f(z)| < K,∀z ∈
D(z0, r). Então |f (n)(z0)| ≤ n!K

rn .

Prova: Seja γs = ∂B(z0, s), s < r. Do teorema acima, obtemos:

|f (n)(z0)| =
∣
∣
∣
n!

2πi

∫

γs

f(w)

(w − z0)n+1
dw

∣
∣
∣ ≤

n!

2π

K

sn+1
· ℓ(γs) =

n!

2π

K

sn+1
· 2πs =

n!K

sn
.
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Como s < r é arbitrário, conclúımos que

|f (n)(z0)| ≤
n!K

rn
.

Teorema 2.46. (Teorema de Liouville). Seja E um espaço de
Banach complexo. Se f : C → E é holomorfa e limitada, então f é
constante.

Prova: Pelas estimativas de Cauchy, dado z0 ∈ C e um disco
qualquer D(z0, r), temos

‖f ′(z0)‖ ≤ supz∈C{‖f(z)‖}
r

.

Tomando r > 0 suficientemente grande, conclúımos que f ′(z0) = 0.
Como z0 ∈ C é arbitrário e C é conexo, temos que f é constante.

Teorema 2.47. (Teorema Fundamental da Álgebra). Todo po-
linômio p : C → C não constante possui raiz em C.

Prova: Primeiro veremos que limz→∞ |p(z)| = +∞, onde p :
C → C é um polinômio não constante, digamos, p(z) = a0 + a1 ∗ z +
· · · + an ∗ zn, com an 6= 0. Como estamos analisando o que ocorre
quando |z| → +∞, podemos supor z 6= 0; assim, fazendo uso da
desigualdade triangular, obtemos:

|p(z)| ≥ |z|n ·
(

|an| −
|an−1|
|z| − . . .

|a0|
|z|n

)

SejaM > 0 qualquer. TomeK := max{2(M+1), 2(M+1)·n·|aj |, j =
0, . . . n}. Temos então que |z| > K ⇒ |p(z)| > M , o que por definição
significa que

lim
z→+∞

|p(z)| = +∞.

Agora, suponha por absurdo que p não possua ráızes, ou seja,
p(z) 6= 0,∀z ∈ C. Logo, f(z) := 1/p(z) define uma função inteira,
isto é, uma função holomorfa com domı́nio igual a C. Ademais, f é
limitada:
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• Como f é cont́ınua, existe M̃ > 0 tal que |f(z)| < M̃ para todo
z na bola compacta B(0,K), onde K é a mesma constante do
parágrafo anterior.

• Para z, |z| > K, temos que |f(z)| = 1/|p(z)| < 1/M .

Por conseguinte, tomando M̂ := max{M̃, 1/M}, temos que |f(z) <
M̂ , ∀z ∈ C. Sendo f função inteira e limitada, segue-se por Liouville
que f é constante. Mas nesse caso, p(z) = 1/f(z) seria constante,
absurdo.

Dizemos que N ⊂ C é um anel centrado em a ∈ C, se N é da
forma

N = N (a, r1, r2) := {z ∈ C, r1 ≤ |z−a| ≤ r2, com r1, r2 > 0, a ∈ C}.

A fórmula integral de Cauchy nos permite ainda demonstrar o
seguinte teorema sobre aplicações holomorfas em um anel:

Teorema 2.48. (Séries de Laurent em Espaços de Banach.)
Sejam N ⊂ C um anel centrado em a ∈ C, V ⊂ C uma vizinhança
de N , e f : V → E uma aplicação holomorfa tomando valores em
um espaço de Banach E. Então existem únicos An ∈ E,n ∈ Z tais
que

f(z) =

+∞∑

n=−∞

An(z − a)n,∀z ∈ N ,

a convergência do limite acima sendo absoluta e uniforme em N .

Prova: Sendo N um anel centrado em a ∈ C e f : V → E, e
orientando a fronteira de N conforme a figura, dado z ∈ N \ ∂N ,
pela fórmula integral de Cauchy, temos:
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f(z) =
1

2πi

∫

∂N

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

(∫

γ2

f(w)

w − z
dw −

∫

γ1

f(w)

w − z
dw

)

=

1

2πi

(∫

γ2

f(w)

w − a− (z − a)
dw +

∫

γ1

f(w)

z − a− (w − a)
dw

)

=

1

2πi

( ∫

γ2

f(w)

(w − a) ∗ (1 − z−a
w−a )

dw+

∫

γ1

f(w)

(z − a) ∗ (1 − w−a
z−a )

dw
)

=

(note que para w ∈ γ2 vale |w− a| > |z − a|, ∀z ∈ N ; já para w ∈ γ1

vale |w − a| < |z − a|)

1

2πi

( ∫

γ2

f(w)

(w − a)
∗

∞∑

j=0

(
z − a

w − a
)jdw +

∫

γ1

f(w)

z − a
∗

∞∑

j=0

(
w − a

z − a
)jdw

)

.

As somas geométricas dentro das integrais convergem absolutamente
e uniformemente em partes compactas de int(N ), logo podemos per-
mutar seus limites com as integrais, e usando a linearidade das inte-
grais, obtemos:

f(z) =
1

2πi

[ ∞∑

j=0

∫

γ2

f(w)

(w − a)j+1
dw ∗ (z − a)j+

∞∑

j=1

∫

γ1

f(w)(w − a)j−1dw ∗ (z − a)−j
]

,

também chamada de Série de Laurent de f no anel N .
Para vermos a unicidade dos coeficientes de Laurent, basta no-

tarmos que se f(z) =
∑+∞

n=−∞An(z − a)n, então dado k ∈ Z, e para
qualquer ćırculo com centro em a e contido em N , temos

1

2πi

∫

γ

f(z) · (z − a)k+1dz =
1

2πi

∫

γ

+∞∑

n=−∞

An(z − a)n+k+1dz = Ak,

uma vez que
∫

γ
(z − a)n+k+1dz = 0, se n + k + 1 6= −1, e é igual a

2πi, se n+ k + 1 = −1.
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2.5 Exerćıcios

1. Mostre que toda sequência convergente a um ponto em um
espaço métrico X é de Cauchy.

2. Seja X um espaço métrico, e x ∈ X. Mostre que toda sequência
de Cauchy (xn), xn ∈ X com subsequência convergente a x
converge ela mesma a x.

3. Mostre que ℓp é um espaço vetorial, para todo p ≥ 1.

4. (Desigualdade de Hölder.) Sejam (xn) ∈ ℓp, (yn) ∈ ℓq, 1/p +
1/q = 1. Mostre que |∑xnyn| ≤ ‖xn‖p‖yn‖q.

(Sugestão: Sem perda de generalidade (por que?), suponha
(xn), (yn) 6= 0 e que xn ≥ 0, yn ≥ 0, ∀n ∈ N. Para cada m
tal que xm > 0 e ym > 0, ponha respectivamente sm e tm tais
que

xm

‖(xn)‖p
=: esm/p ,

ym

‖(yn)‖q
=: etm/q.

Use a convexidade da exponencial para concluir a questão.)

5. (Desigualdade de Minkowski.) Sejam (xn) ∈ ℓp, (yn) ∈ ℓp,
p ≥ 1. Mostre que ‖xn + yn‖p ≤ ‖xn‖p + ‖yn‖p. Conclua que
os espaços ℓp, p ≥ 1 são espaços vetoriais normados.

6. Seja X um espaço métrico. Uma sequência (xk), xk ∈ X é dita
ser exponencialmente de Cauchy, se existem c > 0 e α > 0 tais
que para todos k, l ≥ k0 vale

d(xk, xl) < ce−αk0 .

Mostre que toda sequência exponencialmente de Cauchy (vk), vk ∈
ℓp,∀k ∈ N converge pontualmente, isto é, vale que para cada
n, existe o limite limk→+∞ vk(n) =: wn. Mostre ainda que o
limite (wn) ∈ ℓp.

7. Mostre que ℓp é um espaço de Banach, ∀p ≥ 1.

8. Seja E um espaço de Banach e seja C ⊂ L(E) a coleção das
aplicações lineares invert́ıveis de E em E. Mostre que C é um
aberto e que a aplicação Inv : C → C dada por Inv(A) := A−1

é cont́ınua.
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9. Seja f : C \ {0} → C dada por f(z) := 1/z. Seja γ o ćırculo de
raio r > 0 e centro na origem. Calcule

∫

γ
f(z)dz.

10. Seja f : C \ {0} → C dada por f(z) := 1
zn , n > 1. Seja γ o

ćırculo de raio r > 0 e centro na origem. Calcule
∫

γ
f(z)dz.

11. Seja U ⊂ R
2 um aberto e seja f : U → R uma função de

classe (pelo menos) C2, tal que g : U → R
2, dada por g(x, y) =

∇f(x, y) não seja afim. Mostre que g não é holomorfa.

12. Mostre que se u : U → R é a parte real de uma função holomorfa
f : U → C, onde U ⊂ C é um aberto, então a aplicação g : U →
C dada por

g(x, y) := (∂yu(x, y), ∂xu(x, y))

é holomorfa.

13. Seja γ ⊂ C uma curva homeomorfa a um ćırculo e p : C → C

um polinômio tal que sem ráızes em γ. Mostre que

1

2πi

∫

γ

p′(z)/p(z)dz = Z(p, γ),

onde Z(p, γ) é o número de ráızes de p na região interior a γ,
contadas as suas multiplicidades.

14. Use o exerćıcio anterior para concluir que a aplicação que atri-
bui a um polinômio complexo de grau n, suas n ráızes, é cont́ınua.
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Sugestões para a resolução de alguns exerćıcios do caṕıtulo:

exerc. 3: Mostre e use que (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp),∀a, b ≥ 0.

exerc. 4: Sem perda de generalidade (por que?), suponha (xn), (yn) 6=
0 e que xn ≥ 0, yn ≥ 0, ∀n ∈ N. Para cada m tal que xm > 0 e
ym > 0, ponha respectivamente sm e tm tais que

xm

‖(xn)‖p
=: esm/p ,

ym

‖(yn)‖q
=: etm/q.

Use a convexidade da exponencial para concluir a questão.

exerc. 5: Use o exerćıcio 4, e a relação 1/p+1/q = 1, se p > 1. Note
que o caso p = 1 é especial e possui uma prova simples.

exerc. 6: Considere a sequência em ℓp dada por (tk), onde tk(n) :=

|v1|(n) +
∑k

j=1 |vj+1 − vj |, e mostre que para cada n tal série
converge e majora vk(n).

exerc. 7: Mostre que toda sequência de Cauchy em ℓp possui uma
subsequência exponencialmente de Cauchy, use o exerćıcio ante-
rior, e mostre que o limite pontual encontrado, e também limite
em ℓp da subsequência.

exerc. 13: Comece resolvendo o exerćıcio supondo na região uma
única raiz com multiplicidade m. Caso haja mais ráızes, note
que a integral sobre a curva iguala a soma de integrais sobre
pequenos ćırculos, cada um em torno de uma raiz distinta.
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Caṕıtulo 3

Funções de Operador

3.1 Funções anaĺıticas de operadores

Neste caṕıtulo, nós nos aprofundaremos no estudo de operadores line-
ares em dimensão qualquer. Aplicaremos este estudo à caracterização
espectral dos chamados isomorfismos lineares hiperbólicos, que são
operadores que aparecem no enunciado do Teorema de Grobman-
Hartman e em outros importantes teoremas da área de Sistemas
Dinâmicos.

Definição 3.1. (Espectro de um operador linear cont́ınuo.)
Seja E um espaço vetorial normado complexo e seja A : E → E um
operador linear cont́ınuo. O espectro de A é o conjunto

sp(A) := {λ ∈ C, (λI −A) não possui inversa cont́ınua}.

Observação 3.2. Devido ao Teorema da Aplicação Aberta de Análise
Funcional, se E é um espaço de Banach e A ∈ L(E), então se A for
invert́ıvel, sua inversa é automaticamente cont́ınua. Dessa forma, se
E é um espaço de Banach e A : E → E é linear cont́ınua, seu espectro
consiste do conjunto dos pontos λ ∈ C tal que (A−λI) não é injetiva
ou não é sobrejetiva (a inversa de (A− λI) não existe). Em dimenão
finita, todo operador linear é automaticamente cont́ınuo, e nesse caso
particular todas as menções à continuidade na definição de espectro
são redundantes.

59
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Estudaremos uma caracterização do espectro de A : E → E
quando A ∈ L(E), com E um espaço de Banach complexo e L(E)
sendo o espaço de aplicações lineares cont́ınuas de E em E.

A idéia para isso será estudarmos res(A) := sp(A)c, também
conhecido como o conjunto resolvente de A. Ora, para z ∈ res(A),
sabemos que é um isomorfismo linear (cont́ınuo) o operador (zI−A).
Lembramos que se E é um espaço de Banach, L(E) também é um
espaço de Banach com a conhecida norma do Operador. Para T ∈
L(E), sua norma é:

‖T‖op = sup
v∈E;‖v‖=1

{‖T (v)‖} = Lip(T ).

Antes de tudo, observemos que se A é cont́ınuo, o conjunto re-
solvente de A é não vazio, e que o espectro é limitado. De fato, se
|λ| > ‖A‖op, pelo Teorema da perturbação da Identidade (λI −A) =
λ·(I−A/λ) é isomorfismo . Pelo Teorema da Perturbação do Isomor-
fismo, também temos que res(A) é aberto - logo sp(A) é compacto,
visto que é um subconjunto fechado e limitado de C.

Consideraremos então a aplicação resolvente ρ : res(A) → L(E)
dada por ρ(z) := (zI − A)−1. Já vimos acima que que res(A) é
aberto.

Mostraremos que esta aplicação é anaĺıtica, e adaptaremos o que
conhecemos sobre raio de convergência de série de potências.

Para provarmos que ρ é holomorfa (possui derivada holomorfa)
usaremos a muito simples

Proposição 3.3. (Equação do resolvente.) É válida a seguinte
identidade:

ρ(λ) − ρ(µ) = (µ− λ)ρ(λ)ρ(µ).

Prova: De fato,

ρ(λ) − ρ(µ) = ρ(λ)ρ(µ)(µI −A)(λI −A)(ρ(λ) − ρ(µ)) =

ρ(λ)ρ(µ)(µI −A)(I − λρ(µ) +Aρ(µ)) =

ρ(λ)ρ(µ)(µI −A− λI +A) =

(µ− λ)ρ(λ)ρ(µ).
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Corolário 3.4. Dada uma aplicação linear A ∈ L(E), a aplicação
resolvente associada ρ : res(A) → L(E) é holomorfa em res(A), com
derivada holomorfa em λ igual a −ρ(λ)2.

Prova:

Como a inversão de operadores é uma aplicação cont́ınua em um
aberto L(E), segue -se que ρ é cont́ınua como composta de aplicações
cont́ınuas.

Temos portanto que

ρ′(λ) = lim
µ→λ

ρ(µ) − ρ(λ)

λ− µ
= lim

µ→λ
−ρ(µ)ρ(λ) = −ρ(λ)2.

Nosso próximo passo é demonstrar que o espectro de um operador
cont́ınuo é não vazio.

Teorema 3.5. Dada uma aplicação linear A ∈ L(E), o espectro
de A é não vazio, e o raio espectral r(A) := sup |sp(A)| é igual a
limn→+∞

n
√

‖An‖.

Prova:

Do que vimos acima, está claro que para z 6= 0 para que (zI −A)
seja invert́ıvel é necessário e suficiente que (I − A/z) seja invert́ıvel.
Inspirados na série geométrica, para z, |z| > 0, estudemos a con-
vergência absoluta da série

∑

n≥0(A/z)
n, a qual esperamos que con-

virja a (I − A/z)−1. Ora, tal série converge absolutamente se, e
só se, a série

∑

n≥0 ‖An‖op/|z|n converge na reta. Chamando de
an := ‖An‖op do critério de comparação (com a série geométrica)
que esta última série converge para z tal que

lim sup n
√
an/|z| < 1 ⇒ |z| > lim sup n

√
an = lim sup n

√

‖An‖.

Notamos que a composição de aplicações lineares com A é cont́ınua
em L(E). Por exemplo, para a composição com A à esquerda, temos:

‖A◦B−A◦C‖op = ‖A◦(B−C)‖op ≤ ‖A‖op·‖B−C‖op,∀B,C ∈ L(E),
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mostrando que tal aplicação de composição é Lipschitz. Temos assim
da continuidade da composição que para |z| > lim sup n

√

‖An‖, vale

(I −A/z) lim
n→∞

n∑

j=0

(A/z)n = lim
n→∞

(I −A/z)

n∑

j=0

(A/z)n =

lim
n→∞

n∑

j=0

(A/z)n −
n+1∑

j=1

(A/z)n = lim
n→∞

I − (A/z)n = I.

Efetuando contas similares, só que com a composição à direita com
(I − A/z), conclúımos que para |z| > lim sup n

√

‖An‖, existe (zI −
A)−1 = (1/z) · ∑∞

n=0(A/z)
n. Isso nos dá uma cota mais fina para o

raio da bola fechada onde se encontra sp(A).
Para mostrarmos que sup{|x|;x ∈ sp(A)} = lim sup n

√

‖An‖,
basta que adaptemos a teoria de funções holomorfas de C em C,
para curvas holomorfas em espaços de Banach, o que já foi feito na
seção 1.4.

Note que a série de Laurent de ρ em torno de zero é

ρ(z) =
1

z

+∞∑

j=0

(A/z)n.

Conclúımos então que a série de Laurent de ρ converge para todo
z ∈ C tal que |z| > sup |sp(A)| e, é claro, não converge para |z| <
sup |sp(A)|, pois se convergisse, como vimos acima, existiriam pontos
do espectro λ tais que a inversa [λI −A]−1 estaria definida, absurdo
. Logo, sup |sp(A)| = lim sup n

√

‖An‖.
Podemos melhorar o acima, mostrando que existe limn→+∞

n
√

‖An‖.
De fato, note que λ ∈ sp(A) ⇒ λn ∈ sp(An). Para ver isso, basta
observar que

(λn −An) = (λ−A) ◦ (An−1 + λAn−1 + · · · + λn−1) =

(An−1 + λAn−1 + · · · + λn−1) ◦ (λ−A)

implica que se λn ∈ res(An), então λ−A também é invert́ıvel.
Temos portanto que se λ ∈ sp(A),

|λn| ≤ r(An) ≤ ‖An‖,
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[SEC. 3.1: FUNÇÕES ANAĹITICAS DE OPERADORES 63

e logo |λ| ≤ n
√

‖An‖, ∀n ∈ N, e dáı, |λ| ≤ lim infn→+∞
n
√

‖An‖ donde
conclúımos

lim sup
n→+∞

n
√

‖An‖ = r(A) ≤ lim inf
n→+∞

n
√

‖An‖.

Falta vermos que sp(A) 6= ∅. Para tal, basta usarmos do Teorema
de Liouville (Teorema 2.46, da página 53). Se por absurdo, o espectro
de A fosse vazio, ρ seria uma aplicação inteira. Nesse caso, é fácil ver
que ρ seria globalmente limitada: Se λ ∈ B(0, 2‖A‖), então ρ(λ) é
uniformemente acotada por ρ ser cont́ınua e B(0, 2‖A‖ ser compacta
em C. Por outro lado,

‖ρ(λ)‖ = ‖(λI −A)−1‖ = [ inf
‖v‖=1

‖λv −A(v)‖]−1 ≤

[|λ| − ‖A‖]−1 ≤ [|λ|/2]−1,∀λ; |λ| > 2‖A‖,
concluindo que se ρ fosse inteira, seria globalmente limitada e por-
tanto constante pelo Teorema de Liouville, o que é absurdo.

Uma consequência imediata, e bastante importante disso, é que
se o espectro de A está contido na bola unitária aberta B(0, 1), au-
tomaticamente todo iterado suficientemente grande de A será uma
contração.

Uma última observação, é que outra prova de que existe lim n
√

‖An‖
pode ser obtida usando-se da subaditividade da sequência an :=
log(‖An‖). Tal se deve ao seguinte resultado elementar:

Proposição 3.6. Seja (an) uma sequência de reais tais que am+n ≤
an + am. Então, sempre vale limn→+∞

1
nan = inf an/n. Em particu-

lar, se inf an/n > −∞, o limite acima existe em R.

Prova: É imediato que an ≤ n · a1, logo, (an/n) é limitada
superiormente. Por outro lado, vale ainda que se k = n ·m+ s, com
0 ≤ s < n, ak ≤ m · an + s · a1

an+k/(n+k) ≤ (an+ak)/(n+k) ≤ (an(m+1))/(n+k)+sa1/(n+k) ≤

(nan + ank)/(n+ k)n+ sa1/(n+ k) ≤
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an/n+ sa1/(n+ k). (3.1)

Fazendo k → +∞, temos que

lim sup
j→+∞

aj/j = lim sup
k→+∞

an+k/(n+ k) ≤ an/n,

para todo n ∈ N fixado. Ora, mas então

lim sup
j→+∞

aj/j ≤ inf an/n ≤ lim inf
j→+∞

aj/j,

e portanto limn→+∞ an/n = inf an/n, podendo talvez este limite ser
−∞.

Corolário 3.7. Existe limn→+∞
n
√

‖An‖.

Prova: Sem perda de generalidade, suponha A 6= 0. Note que
‖An‖ ≤ ‖A‖n implica em que an := log(‖An‖) é subaditiva. Se
inf an/n = −∞, tal implica que limn→+∞

n
√

‖An‖ = 0, e nada temos
a provar. Caso inf an/n ≥ c > −∞, então 1

n log(‖An‖) → c implica
que dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 vale

en(c−ǫ) < ‖An‖ < en(c+ǫ),

ou seja, limn→+∞
n
√

‖An‖ = ec.

3.2 Noções Básicas de Teoria Espectral

Na seção 2.1.2, adaptamos a Teoria clássica de Análise Complexa
com a finalidade de estudar a aplicação resolvente ρ de um operador
linear A : E → E fixado, onde E é um espaço de Banach. Usamos o
fato de que ρ é uma aplicação holomorfa de um aberto de C em L(E).
A idéia desta nova seção é estudar o espectro sob um foco diferente,
cuja motivação é a seguinte. Dado um polinômio p(z) =

∑m
n=0 cnz

n,
com cn ∈ C,∀n ∈ {0, . . . ,m}, podemos avaliá-lo em L(E) (no lugar
de avaliá-lo em C) pela fórmula:

L(E) ∋ p(A) =

m∑

n=0

cnA
n.
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Dizemos que p(A) é uma função polinomial do operador A. Como
as funções holomorfas são localmente limite uniforme de polinomiais,
claro está que dada uma função f : U ⊂ C → C deve ser posśıvel
estender o conceito de função de operador para funções anaĺıticas
quaisquer, obtendo-se f(A).

A definição precisa de f(A), das relações entre seu espectro e o
espectro de A e suas consequências são o objetivo da presente seção.

Definição 3.8. (Função de operador.) Seja A ∈ L(E) um ope-
rador linear em um espaço de Banach E e f : U → C uma função
holomorfa definida uma vizinhança (fechada) U não necessariamente
conexa de sp(A). Suponha que ∂U = C é composta de curvas fecha-
das, C1 por partes, orientadas com a orientação induzida no bordo.
Definimos a função do operador A dada por f como

f(A) :=
1

2πi

∫

C

f(λ)ρ(λ)dλ

Denotamos por F(A) à coleção de todas as funções holomorfas em
alguma vizinhança com fronteira C1 por partes de sp(A).

Teorema 3.9. (Cálculo Funcional.) Dadas f, g ∈ F(A), c ∈ C,
valem:

1. c · f + g ∈ F(A) e (c · f + g)(A) = c · f(A) + g(A).

2. f · g ∈ F(A) e (f · g)(A) = f(A) · g(A).

3. Se f possui expansão em série de Taylor f(λ) =
∑∞

k=0 anλ
n,

absolutamente convergente em uma vizinhança de sp(A), então
f(A) =

∑∞
n=0 anA

n.

Prova: Para o item 1, devemos esclarecer que por h = c · f + g
entendemos a função obtida somando-se na intersecção dos domı́nios
de f e g. O resultado é consequência óbvia da linearidade da integral.

Para mostrarmos o item 2, usamos a equação do resolvente:

f(A) · g(A) = − 1

4π2

∫

C1

f(λ)ρ(λ)dλ

∫

C2

g(µ)ρ(µ)dµ =

− 1

4π2

∫

C1

( ∫

C2

f(λ)g(µ)ρ(λ)ρ(µ)dµ
)

dλ =
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− 1

4π2

∫

C1

(∫

C2

f(λ)g(µ)
ρ(λ) − ρ(µ)

µ− λ
dµ

)

dλ =

− 1

4π2

∫

C1

f(λ)
( ∫

C2

g(µ)

µ− λ
dµ

)

ρ(λ)dλ+

+
1

4π2

∫

C2

g(µ)
( ∫

C1

f(λ)

µ− λ
dλ

)

ρ(µ)dµ =

(pois tomamos C2 exterior a C1)

1

2πi

∫

C1

f(λ)g(λ)ρ(λ)dλ = (f · g)(A).

Quanto ao item 3, sabemos do curso elementar de Análise Com-
plexa que qualquer série de potências converge absolutamente em bo-
las abertas em torno de um centro, logo, se a série

∑
anλ

n converge
em uma vizinhança de sp(A), estão existe ǫ0 tal que existe o limite
(uniforme)

∑∞
n=0 anλ

n,∀λ; |λ| ≤ sup sp(A) + ǫ0 = r. Em particular,
denotando por S1

r a esfera unitária de centro 0 e raio r, obtemos:

f(A) =
1

2πi

∫

S1
r

(

∞∑

n=0

anλ
n)ρ(λ)dλ =

1

2πi

∞∑

n=0

∫

S1
r

anλ
nρ(λ)dλ =

1

2πi

∞∑

n=0

an

∫

S1
r

λn(

∞∑

j=0

Aj

λj+1
)dλ =

∞∑

n=0

anA
n.

Observação 3.10. Podemos fazer melhor: em verdade o item 3
ainda vale se f possuir expansão em série de Taylor f(λ) =
∑∞

k=0 an(λ− λ0)
n
, absolutamente convergente em uma vizinhança

de sp(A). Neste caso, temos f(A) =
∑∞

n=0 an(A− λ0I)
n
. De fato,

f(A) =
1

2πi

∫

S1
r(λ0)

(
∞∑

n=0

an(λ− λ0)
n
)(λI − λ0I + λ0I −A)

−1
dλ =

1

2πi

∞∑

n=0

an

∫

S1
r(λ0)

(λ− λ0)
n 1

(λI − λ0I) − (A− λ0I)
dλ =
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1

2πi

∞∑

n=0

an

∫

S1
r(λ0)

(λ− λ0)
n 1

λ− λ0
(

1

1 − A−λ0I
λ−λ0

)dλ =

1

2πi

∑

n

an

∫

S1
r(λ0)

(λ− λ0)
n

∑

j

(A− λ0I)
j

(λ− λ0)
j+1

dλ =

1

2πi

∑

n

∑

j

an

∫

S1
r(λ0)

(λ− λ0)
n
(A− λ0I)

j

(λ− λ0)
j+1

dλ =

1

2πi

∞∑

n=0

an

∫

S1
r(λ0)

1

λ− λ0
(A− λ0I)

n
dλ =

∞∑

n=0

an(A− λ0I)
n 1

2πi

∫

S1
r(λ0)

1

λ− λ0
dλ =

∞∑

n=0

an(A− λ0I)
n
.

O próximo teorema (junto com o anterior) pode ser considerado o
proto-teorema Espectral, isto é, uma versão não lapidada (e portanto,
mais geral) do teorema Espectral.

Teorema 3.11. (Mapeamento espectral.) Se f ∈ F(A), então
sp(f(A)) = f(sp(A)). Em particular, se A é invert́ıvel, então sp(A−1) =
(sp(A))−1 := {µ−1, µ ∈ sp(A)}.

Prova:
(f(sp(A)) ⊂ sp(f(A)))
Seja λ ∈ sp(A). A idéia é tentar escrever

f(λ)I − f(A) = (λI −A) · g(A), (∗)

com g ∈ F(A). Dáı, como os operadores de A comutam, fica claro que
se f(λ) não estivesse em sp(f(A)), então g(A) · (f(λ)− f(A))−1 seria
inversa de (λI − A), absurdo. A própria fórmula acima nos indica
como definir g em uma vizinhança de sp(A):

g(z) =

{
f(λ)−f(z)

λ−z , se z 6= λ

f ′(λ), caso z = λ.

Como g é holomorfa em um disco furado com centro em λ e é cont́ınua
em λ (pois f é holomorfa em λ), segue-se que g é holomorfa inclusive
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em λ, possuindo assim o mesmo domı́nio que f . Do Teorema do
Cálculo Funcional, segue-se que g(A) satisfaz (*).

(sp(f(A)) ⊂ f(sp(A)))
Agora seja µ ∈ sp(f(A)) e suponha por absurdo que µ /∈ f(sp(A)).

Neste caso, f(λ)− µ 6= 0,∀λ ∈ sp(A) e portanto h(z) = (f(z)− µ)−1

está definida (e é holomorfa) em uma vizinhança de sp(A). Ora, do
Teorema do Cálculo Funcional, segue-se que

h(A) · (f(A) − µI) = I,

o que implica que µ /∈ sp(f(A)), absurdo.
Se A é invert́ıvel, então 0 /∈ sp(A), logo f(z) = 1/z é uma função

holomorfa definida na vizinhança C \ {0} de sp(A). Ora, do teorema
do Cálculo Funcional, de f(z) · z = z · f(z) = 1, conclúımos que
f(A) · A = A · f(A) = I, ou seja, que f(A) = A−1. Da parte
provada acima do Mapeamento Espectral, conclúımos que sp(A−1) =
sp(f(A)) = f(sp(A)) = (sp(A))−1.

Definição 3.12. (Componente espectral.) Seja A : E → E um
operador linear definido em um espaço de Banach E. Um conjunto
X ⊂ sp(A) é dito uma componente espectral se ele é aberto e fechado
em sp(A).

Note que como sp(A) é compacto, toda componente espectral
também o é. Note ainda que se X é uma componente espectral, o
mesmo vale para Xc (o complementar de X em sp(A)).

Definição 3.13. (Projeção espectral.) Seja X uma componente
espectral do espectro de um operador linear A. Seja PX : V → C

definida em uma vizinhança não conexa V = VX ∪ VXc de sp(A),
onde VX ⊃ X (respectivamente, VXc ⊃ Xc), tal que

PX(z) = 1,∀z ∈ VX ;PX(z) = 0,∀z ∈ VXc .

A aplicação ΠX := PX(A) ∈ L(E) é dita projeção espectral associada
a X.

Teorema 3.14. Seja A ∈ L(E) um operador linear em um espaço
de Banach, e seja X ⊂ sp(A) um conjunto espectral. Então existe
uma decomposição A−invariante Ê ⊕ Ẽ = E tal que sp(A|Ê) = X e
sp(A|Ẽ) = Xc.
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Prova: Pelo teorema do Cálculo Funcional, vale que ΠX e ΠXc

comutam com A e entre si (todos os operadores de A comutam entre
si), que I = ΠX + ΠXc , e 0 = ΠX · ΠXc (pois PX(z) · PXc(z) = 0.
Ademais, notamos que PX(z) = PX(z) · PX(z) (resp. PXc(z) =
PXc(z) · PXc(z)) vale que ΠX = ΠX · ΠX (resp. ΠXc = ΠXc · ΠXc .

Em particular, vale ainda que A = ΠX · A + ΠXc · A. Definindo
Ê := ΠX(E) e Ẽ := ΠXc(E), temos que Ê + Ẽ = I(E) = E e se
v ∈ Ê ∩ Ẽ, então

ΠX(v) = v = ΠXc(v) ⇒ ΠX · ΠXc(v) = v ⇒ v = 0,

o que implica que Ê e Ẽ estão em soma direta.
Finalmente, da comutatividade existente entre A e as projeções

espectrais, conclúımos abaixo a A−invariância dos espaços Ê e Ẽ:

A(Ê) = A(ΠX(E)) = ΠX(A(E)) ⊂ ΠX(E) = Ê;

A(Ẽ) = A(ΠXc(E)) = ΠXc(A(E)) ⊂ ΠXc(E) = Ẽ.

Agora, mostremos que sp(A|Ê) = X e que sp(A|Ẽ) = Xc.

Primeiramente, observe que como Ê e Ẽ são invariantes por A,
também o são por A− λI. Desse modo,

A− λI é invert́ıvel ⇔

(A− λI)|Ê é invert́ıvel e (A− λI)|Ẽ é invert́ıvel.

Em outras palavras, res(A) = res(A|Ê) ∩ res(A|Ẽ), o que equivale a
dizer que

sp(A) = sp(A|Ê) ∪ sp(A|Ẽ).

Seja r /∈ sp(A), e defina g : VX ∪ VXc → C por g(z) = PX(z) ∗
z + r ∗ PXc . Isso implica que g(A) = ΠX · A + rΠXc . Ou seja,
g(A) = (A|Ê , I|Ẽ)

Ora, o mapeamento espectral, junto com o mesmo racioćınio acima
(baseado na invariância dos espaços Ê, Ẽ) aplicado a g no lugar de
A nos dão:

X ∪ {r} = sp(g(A)) = sp(A|Ê) ∪ {r};
e analogamente, podeŕıamos concluir que

Xc ∪ {r} = sp(A|Ẽ) ∪ {r}.
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Como r não pertence a sp(A), não pertence a nenhum dos subconjun-
tos sp(A|Ê), sp(A|Ẽ), X e Xc, donde conclúımos que sp(A|Ê) = X e
sp(A|Ẽ) = Xc.

Definição 3.15. (Automorfismo linear hiperbólico.) Seja E um
espaço de Banach. Um operador (ou automorfismo) linear A ∈ L(E)
é dito hiperbólico se o espectro de A não intersecta a esfera S1. Se E
tem dimensão finita, isso é o mesmo que dizer que nenhum autovalor
de A tem norma 1.

Corolário 3.16. Seja E um espaço de Banach (complexo), e A ∈
L(E) um automorfismo linear hiperbólico. Então existem C > 1,
0 < λ < 1 e uma decomposição E = Es ⊕ Eu tal que

• A decomposição é A−invariante, isto é, A(Es) ⊂ Es e A(Eu) ⊂
Eu.

• ‖An|Es‖ ≤ Cλn e ‖[An|Eu ]−1‖ ≤ Cλn, ∀n ∈ N.

O espaço Es é chamado de Espaço Estável de A e o espaço Eu é o
Espaço Instável de A.

Prova:
Sejam X = sp(A)∩B(0, 1), Xc := sp(A)\X, e PX , PXc : C\S1 →

C definidas respectivamente por PX := χB(0,1) e PXc := χ
B(0,1)

c .

Defina Es := ΠX(E) e Eu := ΠXc(E). Pelo teorema 3.14, e

usando do mapeamento espectral aplicado a função f : B(0, 1)
c →

complex dada por f(z) = 1/z avaliada no operador A|Eu → Eu,
obtemos:

a) sp(A|Es) = X;
b) sp(A|Eu) = Xc e sp([A|Eu ]−1) = sp(f(A|Eu)) = {µ−1, µ ∈

sp(A|Eu)} ⊂ B(0, 1).
Da fórmula do raio espectral, conclúımos que

lim
n→+∞

n
√

‖An|Es‖ =: λs < 1; lim
n→+∞

n
√

‖[A|Eu ]−n‖ =: λu < 1.

Tomando λ := (1 + max{λs, λu})/2 e ǫ := (1 − λ) dos limites acima,
temos que existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 valem

‖An|Es‖ ≤ (λs + ǫ)n ≤ λn; ‖[A|Eu ]−1‖ ≤ (λu + ǫ)n ≤ λn.
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Agora, basta tomar

C := max{‖Aj |Es/λj‖, ‖[A|Eu ]−j/λj‖, j = 1, . . . , n0 − 1}.

3.3 Semicontinuidade das Componentes Es-

pectrais

Durante essa seção, M denotará um espaço métrico completo ( em
nosso contexto, tipicamente C ou um subconjunto compacto de C), e
κ(M) denotará a coleção dos subconjuntos compactos não vazios de
M . Dado um compacto não vazio K ∈ κ(M) e ǫ > 0, denotaremos
por Kǫ ⊂M a ǫ− vizinhança de K em M , isto é,

Kǫ = {x ∈M,d(x,K) < ǫ},

onde d(x,K) = inf{d(x, y), y ∈ K}.
Interessantemente, a coleção dos compactos não vazios κ(M) pos-

sui, ela mesma, uma métrica própria (a distância de Hausdörff), cuja
definição faz uso de ǫ−vizinhanças. Grosso modo, dois conjuntos
compactos não vazios K e K̂ estarão ǫ−próximos se Kǫ contiver K̂ e
K̂ǫ contiver K. Mais precisamente:

3.3.1 Distância de Hausdorff entre compactos

Definição 3.17. (Distância de Hausdörff em κ(M).) A distância
de Hausdörff em κ(M) é a função dH : κ(M)×κ(M) → [0,+∞) dada
por

dH(K, K̂) := inf{ǫ > 0;Kǫ ⊃ K̂ e K̂ǫ ⊃ K}.

Proposição 3.18. (κ(M), dH) um espaço métrico.

Prova: Claramente, dH ≥ 0, é simétrica, e dH(K,K) = 0,∀K
compacto não vazio. Sejam K, K̂, K̃ três compactos não vazios
contidos em M Se K 6= K̂, então existe, digamos sem perda, x0 ∈
K \ K̂. Se ǫ0 := d(x0, K̂) > 0, conclúımos que K /∈ K̂ǫ, ∀ǫ > 0 e
portanto dH(K, K̂) ≥ ǫ0 > 0.
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Falta-nos verificar somente a desigualdade triangular. Sem perda
de generalidade, podemos supô-los dois a dois disjuntos e não vazios,
caso contrário a desigualdade é de verificação imediata.

Seja δn > 0 tal que δn ց d(K, K̂). Temos então duas possibilida-
des:

1. Como as δn−vizinhanças são encaixantes, uma possibilidade
é que exista n0 tal que ∀n ≥ n0, Kδn

6⊃ K̃. Nesse caso,
d(K, K̃) ≥ δn0

≥ d(K, K̂), e a desigualdade triangular é ime-
diata. Racioćınio análogo vale se existir n̂0 tal que ∀n ≥ n̂0,
K̂δn

6⊃ K̃.

2. A outra possibilidade que resta, portanto, é que K̃ ⊂ Kδn
∩K̂δn

,
∀n. Dado δ > 0, temos K̃dH(K,K̃)+δ/2 ⊃ K, K̂dH(K̃,K̂)+δ/2 ⊃
K̃, donde conclúımos que

K̂dH(K̃,K̂)+dH(K,K̃)+δ ⊃ K̃dH(K,K̃)+δ/2 ⊃ K

e analogamente

KdH(K̃,K̂)+dH(K,K̃)+δ ⊃ K̂,

como δ > 0 é qualquer, obtemos por conseguinte que

dH(K, K̂) ≤ dH(K̃, K̂) + dH(K, K̃).

Teorema 3.19. Se (M,d) é completo, então (κ(M), dH) também é
um espaço métrico completo.

Prova: Sejam Kn ⊂ M compactos, tal que (Kn) seja uma
sequência de Cauchy com respeito a métrica de Hausdorff. Como
antes, a menos de passar a uma subsequência podemos supor que
(Kn) é tal que

dH(Kn,Kn+1) <
1

2n+2

SejaK := {x;∃xn ∈ Kn tal que xn → x}. Dado ǫ > 0, começamos
por mostrar que ∃n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0, temos Kǫ ⊃ Kn e
K ⊂ (Kn)ǫ. Como Kn é Cauchy, existe n0 tal que para todo n ≥ n0,
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Km ⊂ (Kn)ǫ/2 e Kn ⊃ (Km)ǫ/2. Em particular, da definição de K,
temos que K ⊂ (Kn)ǫ, ∀n ≥ n0.

Por outro lado, dado um ponto yn de Kn, existe outro ponto yn+1

de Kn+1 que dista de yn a menos de 1/2n+2. Dado ǫ > 0, seja n0 ∈ N

tal que 1/2n0 < ǫ/2 e m ≥ n0.
Dado ǫ > 0 Seja {x1,1, . . . , x1,t} um conjunto ǫ/4−denso em Km.

Definamos sequências (yn,j), j = 1, . . . , t da seguinte forma:

• Para n < m, yn,j é algum elemento de Kn;

• Para n = m, yn,j = x1,j

• Para n > m, tomamos yn,j ∈ Kn tal que d(yn,j , yn−1,j) <
1/(2n+1)

É fácil ver que cada sequência (yn,j)n∈N é de Cauchy, e como o
espaço é completo, converge, seu limite, por definição pertencendo a
K. Chamando de zj = limn→+∞ yn,j , temos que

d(x1,j , yj,n) ≤
n∑

s=m

d(ys,j , ys+1,j) < 1/(2m+1) ⇒
︸︷︷︸

n→+∞

d(x1,j , zj) < ǫ/2

Em particular, Km está contido na ǫ−vizinhança do conjunto {zj , j =
1, . . . , t} ⊂ K, a qual está contida em Kǫ.

Para completar a prova, só nos resta verificar que K é compacto.
Mas isso é simples, basta vermos que K é totalmente limitado e com-
pleto.

Para a completude, como M é completo, basta vermos que K é
fechado em M . Seja (wn), wn ∈ K,wn → w quando n → +∞. Ora,
vimos que cada wn possui um ponto xn de Kn que dista de si a menos
de 1

2n . Logo w = limn→+∞ xn, o que implica que w ∈ K.
Chequemos agora a limitação total de K. Tome Km tal que Km

está na ǫ/3−vizinhança deK e vice-versa. Dáı, Kǫ/3 = ∪x∈KB(x, ǫ/3) ⊃
Km. Como Km é compacto, temos que podemos extrair uma sub-
cobertura ∪s

j=1B(xj , ǫ/3) ⊃ Km, com xj ∈ K,∀j = 1, . . . , s. Seja
A = ∪s

j=1B(xj , ǫ) e x ∈ (Km)ǫ/3. Dáı, existe ym ∈ Km tal que
d(ym, x) < ǫ/3. Seja xj tal que ym ∈ B(xj , ǫ/3). Temos portanto
que

d(x, xj) ≤ d(x, ym) + d(ym, xj) < ǫ,
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logo x ∈ A. Em particular, K é totalmente limitado, pois K ⊂
(Km)ǫ/3 ⊂ A = ∪s

j=1B(xj , ǫ).

Uma proposição simples que deixamos como exerćıcio 1 é que se
M é métrico compacto, então (κ(M), dH) é ele mesmo um espaço
métrico compacto.

Definição 3.20. Dado um espaço topológico X e um espaço métrico
compacto M , uma aplicação Φ : X → κ(M) é

• semicont́ınua inferior em x ∈ X se para todo aberto V ⊂ M
com V ∩Φ(x) 6= ∅, existir uma vizinhança U de x em X tal que
V ∩ Φ(x′) 6= ∅ para todo x′ ∈ U ;

• semicont́ınua superior em x ∈ X se para todo aberto V ⊂ M
contendo Φ(x), existir uma vizinhança U de x em X tal que V
contém Φ(x′) para todo x′ ∈ U ;

• semicont́ınua inferior (resp., superior) se for semicont́ınua in-
ferior (resp., superior) em cada x ∈ X.

Teorema 3.21. (Semicontinuidade superior das componentes
espectrais.) Seja A ∈ L(E) dada, onde E é um espaço de Banach.
Seja C ⊂ sp(A) uma componente espectral e considere C ⊂ V ⊂ C

um aberto limitado tal que V ∩sp(A) = C. Dada uma vizinhança Cǫ,
ǫ > 0, existe δ > 0 tal que ‖A − Â‖ < δ implica que V ∩ sp(Â) =
Cǫ ∩ sp(Â). Em outras palavras, a aplicação Φ : L(E) → κ(V ), dada
por Φ(Â) = V̂ ∩ sp(Â) é semicont́ınua superior em A.

Prova: Seja ǫ > 0 dado. Tudo que precisamos mostrar é que
existe δ > 0 tal que se Â ∈ B(A, δ) ⊂ L(E), então sp(Â)∩(V \Cǫ) = ∅.
Note que W = V \Cǫ é um compacto contido no conjunto resolvente
de A. Pelo teorema da perturbação do isomorfismo, para cada λ ∈W ,
existe rλ > 0 tal que Ã ∈ B(0, rλ) ⇒ ∃[(A − λI) + Ã]−1. Em
particular, para cada λ ∈ W , existe uma bola Bλ = B(λ, rλ/2) tal
que se Ã ∈ B(0, rλ/2), λ̃ ∈ Bλ, então existe [(A− λ̃I) + Ã]−1.

Tomando uma subcobertura finita Bλ1
, . . . , Bλs

de W por bolas
Bλ, considere δ = min{rλ1

/2, . . . , rλs
/2} Â ∈ B(A, δ). Então, dado

λ ∈ W , existe B(λj , rλj/2) ∋ λ e portanto para Â ∈ B(A, δ) escre-

vendo Â = A+ Ã, temos que existe

[Â− λI]−1 = [A− λI + Ã]−1.
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Isso mostra que W ⊂ res(Â), para todo Â ∈ B(A, δ). Logo, sp(Â) ∩
V = sp(Â) ∩ Cǫ.

Corolário 3.22. O Espectro varia semicontinua superiormente.

Corolário 3.23. Se {p} é um subconjunto isolado do espectro de A,
este varia continuamente na Distância de Hausdörff.

Exemplo 3.24. (Semi-descontinuidade inferior do espectro.) Seja
E = ℓp(Z) e seja ej o elemento em E que só não zera na posição j, na
qual ela é 1. defina T ∈ L(E) por T (ej) = ej−1, se j 6= 0 e T (e0) := 0.
Então o espectro de T é o disco fechado unitário. De fato, claramente
a norma de T é menor ou igual a 1, e dado z ∈ B(0, 1) ⊂ C, temos
que o vetor

vz := (. . . , 0, z, z2, z3, . . . )

é autovetor do autovalor z ∈ C.
Agora tome A ∈ L(E) o operador que leva e0 em e−1 e zera em

ej , ∀j 6= 0. Dáı, Tn := T + 1
nA é claramente invert́ıvel, possui norma

menor ou igual a 1 e o raio espectral de sua inversa é 1 (vide exerćıcio
2). Ora, pelo teorema do mapeamento espectral isso significa que o
espectro de Tn está contido em S1, mostrando que o espectro dege-
nerou.

3.4 Continuidade de Espaços Invariantes

Vimos na seção anterior que componentes espectrais são semicont́ınuas
superiores. Além disso, pela teoria de Cauchy-Goursat, elas podem
degenerar, mas não desaparecer, se perturbamos um operador (isto
é, se o substitúımos por outro suficientemente próximo). Claro, isso
ocorre porque se o resolvente de um operador A está definido so-
bre uma curva compacta C, existe uma vizinhança V ∈ L(E) de
A, em que o mesmo ocorre (exerćıcio 3) para todo operador em V .
Ademais tal resolvente varia continuamente (analiticamente) com res-
peito ao operador e portanto sua integral curviĺınea, o que implica
que a projeção calculada por esta, a qual é não nula, permanece
não nula em uma vizinhança de A. Isso nos diz que a componente
XA espectral existente na região interior a curva C se prolonga a uma
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componente espectral XÂ contida nessa mesma região, para qualquer

Â ∈ V .
Analisamos aqui a interessante questão da continuidade dos espaços

invariantes relativos a componentes espectrais e seus prolongamentos.
O primeiro problema que se coloca, é como definir a continuidade

de um subespaço vetorial (que é um conjunto!) de um espaço de
Banach. Para esta finalidade, dado um subespaço E0 ⊂ E, tome um
subespaço complementar fechado E1, isto é, tal que E0 ⊕ E1 := E.
Escrevendo para cada vetor v de E de maneira única como v = v0 +
v1 := (v0, v1), com v0 ∈ E0 e v1 ∈ E1, note que E0 é o gráfico da
aplicação σ : E0 → E1 identicamente nula. De fato, é imediato que se
um subespaço fechado se escreve como um gráfico de uma aplicação
de E0 em E1 esta é única, linear e cont́ınua. (exerćıcio 5.) Considere
então a coleção de subespaços

E := {Ê; Ê ⊂ E é gráfico de alguma σ̂ ∈ L(E0, E1)}

Tal conjunto é um espaço métrico completo com a métrica

d(Ê,
ˆ̂
E) := Lip(ĝ, ˆ̂g).

(exerćıcio 6)

Teorema 3.25. Seja λ um autovalor isolado de A. Então seu auto-
espaço generalizado E(A, λ) varia continuamente.

Prova: Como λ é isolado, δ := d(λ, sp(A) \ {λ}) > 0.
Devido ao teorema 3.21, existe uma vizinhança B = B(A, r), r <

δ/9, tal que todo operador linear Â ∈ B possui uma lacuna espectral
em que sp(Â) = Λ̂ + Ĉ, onde Λ̂ ⊂ B(λ, δ/9) e Ĉ ⊂ B(λ, 8δ/9)c.

Note que trocando cada Â ∈ B(A, r) por (Â− λI + δ/9I)/(δ/3),
podemos supor sem perda de generalidade que Â é invert́ıvel com
inversa cont́ınua e que sp(Â) = Λ̂ + Ĉ, |Λ̂| < 1/3, |Ĉ| > 8/3. Nesse
caso, da lacuna espectral de A, temos que existe um iterado n0 tal
que ‖An0 |E(A,λ)‖ < (2/5)n0 e ‖[An0 |E(A,sp(A)\{λ}]

−1‖−1 > (5/2)n0 .
Em particular, existe uma vizinhança B(A, r′), 0 < r′ < r de A e uma
métrica adaptada ‖v‖′ = max{‖vλ‖′, ‖vC‖′}, com vλ ∈ E(A, λ), vC ∈
E(A, sp(A) \ {λ} tal que na norma adaptada de A, ‖Â|E(A,λ)‖ < 1/2

e ‖[Â|E(A,sp(A)\{λ})]
−1‖−1 > 2.
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Fixemos então um tal Â. Tudo que precisamos ver é que existe
uma decomposição do espaço E = Ê⊕Ẽ em subespaços Â−invariantes
com dim(Ê) = dim(E(A, λ) < +∞ e tal que

‖Â|Ê‖ < 1/2 e ‖[Â|Ẽ ]−1‖−1 < 1/2.

Mas tal é imediato do teorema da variedade estável linear, que pro-
varemos na próxima seção.

3.5 Isomorfismos Hiperbólicos

Conforme dito na seção anterior, nessa seção não apenas mostraremos
que se λ é um autovalor isolado de um operador A então seu auto-
espaço generalizado varia continuamente. Mostraremos que se temos
um isomorfismo hiperbólico, de fato seus espaços invariantes Es e Eu,
associados respectivamente com as componentes espectrais contrativa
e expansora do espectro, variam continuamente com o operador.

Tal é consequência do:

Teorema 3.26. (Variedade Estável- versão Linear.) Seja E
um espaço de Banach e T um isomorfismo hiperbólico, e seja 0 <
α < 1 tal que os raios espectrais de T |Es e [T |Eu ]−1 sejam ambos
menores que α. Então para toda aplicação f : E → E linear tal que
Lip(f−T ) < min{(1−α)/2, (1−α)/2max{Lip(T−1)2,Lip(T−1)} =: r
valem:

1. f é isomorfismo linear hiperbólico.

2. Existe uma única aplicação linear g : Es → Eu, com Lip(g) ≤
1, cujo gráfico é invariante por f , tal que o espaço estável de
f , Es(f) = graf(g).

3. Em particular, a restrição de f ao gráfico de g é uma contração.

4. g varia continuamente com f .

Dotemos o espaço E = Es⊕Eu da norma ‖v‖ = max{‖vs‖, ‖vu‖},
com v = vs + vu, vs ∈ Es e vu ∈ Eu. Denotemos por L1(E

s, Eu) a
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bola aberta de raio um no espaço das aplicações lineares cont́ınuas de
de Es em Eu. Ou seja, L1(E

s, Eu) é a coleção das aplicações lineares
de Es em Eu com constante de Lipschitz menor do que 1.

Boa parte do trabalho inicial para a prova desse teorema consiste
em mostrar que a transformação de gráfico Γf−1 : L1(Es, Eu) →
L1(Es, Eu) dada por

Γf−1(σ)(xs) := [(πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)] ◦ [πs ◦ f−1(id, σ)]−1(xs).

está bem definida. Será extremamente conveniente termos dotado E
com a norma do máximo dada por:

‖v‖ := max{‖vs‖, ‖vu‖}, onde v = vs ⊕ vu, com vs ∈ Es e vu ∈ Eu.

A conveniência desta norma é que dada qualquer σ ∈ Lip1(E
s, Eu),

a projeção natural πs : E → Es, restrita ao gráfico de σ, é uma
isometria entre o gráfico de σ e Es. De fato, tomando dois pontos
q = (xs, σ(xs)) e q̂ = (x̂s, σ(x̂s)) quaisquer no gráfico de σ temos:

d(q, q̂) = ‖(xs, σ(xs))−(x̂s, σ(x̂s))‖ = max{‖xs−x̂s‖, ‖σ(xs)−σ(x̂s)‖} ≤

(como σ tem 1 como constante de Lipschitz)

max{‖xs − x̂s‖, ‖xs − x̂s‖} = ‖xs − x̂s‖ = d(πs(q), πs(q̂)).

Note que πs|graf(σ) é a inversa da aplicação gráfico de σ dada
por xs 7→ (xs, σ(xs)), a qual parametriza o gráfico de σ. Devido
ao parágrafo anterior, isto quer dizer que na norma que fixamos em
B, para toda σ ∈ Lip1(E

s, Eu), a aplicação de gráfico de σ é uma
isometria entre Es e graf(σ).

Uma vez demonstrado que a aplicação de gráfico está bem definida
, usaremos da hiperbolicidade para mostrar que ela é uma contração
em L1(Es, Eu), e seu único ponto fixo nos dará a aplicação cujo
gráfico é a variedade estável local.

Lembramos que se Lip(f − T ) < ‖T−1‖−1 = inf‖v‖=1 ‖T (v)‖,
ainda pelo Teorema da perturbação do Isomorfismo, vale que f =
T + (f − T ) é um isomorfismo linear sobre E.

Os próximos dois lemas nos dão conta de que a transformação de
gráfico está bem definida, se Lip(f −T ) for suficientemente pequena:
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Lema 3.27. Seja T : E → E um isomorfismo hiperbólico em um
espaço de Banach E = Es ⊕ Eu, com ‖T |Es‖, ‖[T |Eu ]−1‖ ≤ α < 1.
Então dado 0 < ǫ < α−1, existe δ = δ(T, ǫ) > 0 tal que se Lip(f −
T ) < δ então existe f−1 : E → E, e temos que Lip(f−1 − T−1) < ǫ e
que πs ◦ f−1(id, σ) : Es → Es é um homeomorfismo bilipschitz, cuja
inversa possui constante de Lipschitz

Lip([πs ◦ f−1(id, σ)]−1) ≤ 1

α−1 − ǫ
.

Em particular, tomando ǫ < α−1 − 1, [πs ◦ f−1(id, σ)]−1 é uma con-
tração de Es em si próprio.

Prova: Ainda sem fixar δ = δ(T ), vamos supô-lo menor ou
igual a ‖T−1‖−1. Isso já implica a existência de f−1, como vimos
no parágrafo que antecede este lema.

Como T deixa Es invariante, podemos considerar a aplicação
T s := T |Es : Es → Es. Como T é invert́ıvel, o mesmo ocorre com
T s. Pelo teorema da perturbação da aplicação bilipschitz (corolário
2.27 da página 39), para que πs ◦ f−1(id, σ) seja invert́ıvel, basta que
tenhamos

Lip(πs ◦ f−1(id, σ) − [T s]−1) < Lip(T s)−1.

Ora, como α−1 ≤ Lip(T s)−1, é suficiente mostrarmos que

Lip(πs ◦ f−1(id, σ) − [T s]−1) < α−1

Observe que como T deixa Es invariante, de fato vale

πs ◦ f−1(xs, σ(xs))) − [T s]−1(xs) =

(πs ◦ f−1(xs, σ(xs))) − T−1|Es(xs) = πs ◦ (f−1 − T−1) ◦ (xs, σ(xs));

logo
Lip(πs ◦ f−1(id, σ) − T−1|Es) ≤

≤ Lip(πs) · Lip(f−1 − T−1) · Lip(id, σ) = Lip(f−1 − T−1).

Portanto, dado 0 < ǫ < α−1, tudo que temos de fazer é obter uma
cota para Lip(f − T ) de modo a que Lip(f−1 − T−1) < ǫ
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Ora,

f−1−T−1 = (T+(f−T ))−1−T−1 = (T ·(I+T−1(f−T ))−1−T−1 =

[I + T−1(f − T )]−1 ◦ T−1 − T−1 = ([I + T−1(f − T )]−1 − I) ◦ T−1 =

(I − [I + T−1(f − T )]) ◦ [I + T−1(f − T )]−1 ◦ T−1 =

(−T−1(f − T )) ◦ [I + T−1(f − T )]−1 ◦ T−1.

Por conseguinte,

Lip(f−1 −T−1) ≤ Lip(T−1)2 ·Lip(f −T ) ·Lip([I+T−1(f −T )]−1) ≤

Lip(T−1)2 · Lip(f − T ) · 1

1 − Lip(T−1) Lip((f − T ))

Fazendo δ := ǫ/(2 Lip(T−1)2), e Lip(f − T ) < δ, segue-se a primeira
parte do enunciado.

No caso em que ǫ < α−1 − 1, então

Lip([πs ◦ f−1(id, σ)]−1) ≤ 1

α−1 − ǫ
< 1,

o que implica que πs ◦ f−1(id, σ) expande uniformemente em todas
as direções (mais precisamente, sua inversa é uma contração; sendo
linear, tal inversa leva a bola unitária fechada de Es estritamente
nela mesma).

Lema 3.28. Seja T : E → E um isomorfismo hiperbólico em um
espaço de Banach E = Es ⊕Eu, com ‖T |Es‖ ≤ α < 1, ‖[T |Eu ]−1‖ ≤
α < 1. Suponha ǫ < 1 − α e considere o correspondente δ = δ(T, ǫ)
dado no lema anterior. Se Lip(f − T ) < min{δ, 1 − α}, a trans-
formação de gráfico Γf−1 : L1(Es, Eu) → L1(Es, Eu) está bem defi-
nida.

Prova: Note que se 0 < α < 1, então (1 − α) < α−1 − 1,
logo estamos sob as hipóteses dos últimos lemas. Pelo lema anterior,
já obtivemos que a fórmula abaixo (que define a transformação de
gráfico avaliada em xs)

Γf−1(σ)(xs) = [(πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)] ◦ [πs ◦ f−1(id, σ)]−1(xs),
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Figura 3.5: Transformação de gráfico.

faz sentido para xs ∈ Es se σ ∈ L1(Es, Eu), nos dando um valor
em Eu. Para provarmos que Γf−1(σ) está bem definida, resta-nos

verificar que Γf−1(σ) ∈ Lip1(E
s, Eu), se σ ∈ L1(Es, Eu). De fato,

Lip(Γf−1(σ)) ≤ Lip((πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)) · Lip((πs ◦ f−1(id, σ))−1) ≤

Lip((πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)) · 1

α−1 − ǫ
≤ Lip((πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)) ≤

Lip((πu ◦ (f−1) · Lip((id, σ)) ≤ Lip(πu ◦ f−1) ≤
Lip(πuT

−1 + (πuf
−1 − πuT

−1)) ≤
Lip([Tu]−1) + Lip(f−1 − T−1) ≤ α+ ǫ ≤ 1.

De ora em diante, consideraremo-nos sob as hipóteses nas quais
Γf−1 está bem definida, fixando 0 < ǫ < 1−α e δ > 0, de modo a que
se Lip(f − T ) < δ, então as teses dos lemas anteriores sejam todas
satisfeitas.
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Nosso próximo passo é mostrar que Γf−1 : L1(Es, Eu) → L1(Es, Eu)
é uma contração.

Lema 3.29. Para toda σ ∈ L1(Es, Eu) vale a seguinte desigualdade:

‖πuf
−1(xs, xu) − (Γf−1σ)(πs(f

−1(xs, xu))‖ ≤ (α+ 2ǫ)‖xu − σ(xs)‖.

Prova: A demonstração é bastante direta. O primeiro membro
da inequação do enunciado é o mesmo que:

‖πuf
−1(xs, xu)−[(πu◦f−1)◦(id, σ)]◦(πs◦f−1(id, σ))−1(πs(f

−1(xs, xu)))‖ ≤

(somando e subtraindo (Γf−1σ)(πs(f
−1(xs, σ(xs)))) e aplicando a de-

sigualdade triangular)

‖πuf
−1(xs, xu) − [(πu ◦ f−1) ◦ (id, σ)](xs)‖+

‖(Γf−1σ)(πs(f
−1(xs, σ(xs)) − (Γf−1σ)(πs(f

−1(xs, xu))‖ ≤
Lip(πu ◦ f−1)‖(xs, xu) − (xs, σ(xs))‖+

Lip(Γf−1σ)‖πs(f
−1(xs, σ(xs)) − πs(f

−1(xs, xu)‖ ≤
(pois vimos no lema anterior que Lip(πu◦f−1) ≤ α+ǫ e que Lip(Γf−1σ) ≤
1)

(α+ǫ)‖(xs, xu)−(xs, σ(xs))‖+‖πs(f
−1(xs, σ(xs))−πs(f

−1(xs, xu)‖ =

(observando que πsT
−1(xs, xu) = πsT

−1(xs, σ(xs)) e com mais um
argumento de soma e subtração)

(α+ ǫ)‖(xs, xu) − (xs, σ(xs))‖+

‖πs(f
−1(xs, σ(xs))−πsT

−1(xs, σ(xs))−πs(f
−1(xs, xu)+πsT

−1(xs, xu)‖ ≤
(α+ǫ)‖xu−σ(xs)‖+Lip(πsf

−1−πsT
−1)‖xu−σ(xs)‖ ≤ (α+2ǫ)‖xu−σ(xs)‖.

Lema 3.30. Tome ǫ < (1 − α)/2 arbitrário e δ = δ(ǫ, T ) > 0 cor-
respondente (nos lemas anteriores) de modo a que Lip(f − T ) < δ
implique em que Γf−1 : L1(Es, Eu) → L1(Es, Eu) esteja bem defi-

nida e que Lip(f−1 − T−1) < ǫ. Considere ainda L1(Es, Eu) do-
tada da norma do operador. Então Γf−1 é uma α+ 2ǫ-contração em

L1(Es, Eu). Em particular, Γf−1 possui um único ponto fixo.
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Prova: Sejam σ, σ̂ ∈ L1(Es, Eu). Dado xs ∈ Es com |xs| = 1,
pela segunda parte do enunciado do lema 3.27, existe ys ∈ Es com
norma menor ou igual a 1 tal que xs = πs ◦ f−1(id, σ)(ys)

‖(Γf−1σ)(xs) − (Γf−1 σ̂)(xs)‖ =

‖(πu ◦ f−1)(id, σ) ◦ (πs ◦ f−1(id, σ))−1(πs(f
−1(ys, σ(ys)))−

(Γf−1 σ̂)(πs(f
−1(ys, σ(ys)))‖ =

‖(πu ◦ f−1)(ys, σ(ys))− (Γf−1 σ̂)(πs(f
−1(ys, σ(ys)))‖ ≤

(pelo lema anterior)

(α+ 2ǫ) · ‖σ(ys) − σ̂(ys)‖ ≤ (α+ 2ǫ) · sup
x∈Bs(0,1)

‖σ(x) − σ̂(x)‖.

Tomando o supremo em xs na expressão acima, conclúımos que

‖Γf−1σ − Γf−1σ̂‖ ≤ (α+ 2ǫ) · ‖σ − σ̂‖,

ou seja, Γf−1 é uma contração para a norma em L1(Es, Eu).

Como L1(Es, Eu) é um subconjunto fechado do espaço de Banach
L(Es, Eu), segue-se que é um espaço métrico completo. Desse modo,
o Teorema do Ponto Fixo para Contrações (teorema 2.19) implica
que Γf−1 possui um único ponto fixo g ∈ L1(Es, Eu).

Podemos agora arrematar a prova do Teorema da Variedade Estável
(linear).

Mostremos que o gráfico de g é f−1−invariante (e também f in-
variante, pois f é isomorfismo). Dado x = (xs, g(xs)), considere
f−1(x) = (ys, yu). Ora, ys = [πs ◦ f−1](id, g)(xs), o que implica que

g(ys) = [(πu ◦ f−1) ◦ (id, g)] ◦ [πs ◦ f−1(id, g)]−1[πs ◦ f−1](id, g)(xs) =

[(πu ◦ f−1) ◦ (id, g)](xs) = yu.

Mostremos agora que f |graf(g) é uma contração. . Lembramos
que pelo item 2, f(graf(g)) ⊂ graf(g). Ora, vimos em nossa di-
gressão anterior aos lemas que a norma adotada faz da projeção
πs|graf(g) : graf(g) → Es uma isometria, cuja inversa é simplesmente
a aplicação gráfico xs 7→ (xs, g(xs)). Esta última aplicação é a nossa



“espectralcolo
2013/5/23
page 84

i

i

i

i

i

i

i

i

84 [CAP. 3: FUNÇÕES DE OPERADOR

parametrização canônica de graf(g), dáı temos (pelo fato de πs|graf(g)

e sua inversa serem isometrias) que tanto f |graf(g) como sua expressão
em carta bilipschitz πs|graf(g) ◦ f |graf(g) ◦ (id, g) : Es → Es possuem
a mesma constante de Lipschitz.

Ora, mas como o gráfico de g é f−invariante,

πs|graf(g)◦f◦(id, g) = (id, g)−1◦[f−1]−1◦[πs|graf(g)]
−1 = [πs◦f−1(id, g)]−1.

Portanto, segue-se que

Lip(f |graf(g)) = Lip(πs ◦ f ◦ (id, g)) =

(pelo lema 3.27)

Lip([πs ◦ f−1(id, g)]−1) ≤ 1

λ−1 − ǫ
< 1.

Conclúımos que nesse caso Lipschitz global, f |graf(g) é uma con-
tração, concluindo o item 3. Isto nos dá que graf(g) está contido no
espaço estável de f . Para concluir que coincidem, seja x = (xs, xu) ∈
Es(f), então x = f−n(yn), com (yn) limitada (yn = fn(x) → 0,
quando n → +∞), digamos, por um certo rx. Aplicando indutiva-
mente o lema 3.29 para yn ∈ Es(f) e σ = g. Dáı, obtemos que

‖xu − g(xs)‖ = ‖πuf
−n(yn) − g(πsf

−n(yn))‖ ≤

(α+ 2ǫ)n‖ynu − g(yns)‖ ≤ (α+ 2ǫ)n2rx,

o que implica que (xs, xu) = (xs, g(xs)) e portanto Es(f) = graf(f).
O item 4 se deve ao fato de a transformação de gráfico depender

continuamente de f e do ponto fixo depender continuamente da con-
tração (vide obs. 2.21, na página 32). Deixamos os detalhes como
exerćıcio para o leitor (Exerćıcios 7 e 8).

3.6 Programa de Cálculo de projeções es-

pectrais

Nessa seção, apresentamos um programa em linguagem C por nós
escrito que permite entrar uma matriz e uma região quadrada con-
tendo um posśıvel autovalor λ de um operador A, com a finalidade de
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calcular, usando da teoria vista de Análise complexa a projeção es-
pectral associada λ. Note que a mesma região funciona para calcular
a projeção espectral associada ao prolongamento de λ com respeito
a operadores suficientemente próximos de A.

Para compilar o programa, deve-se digitar e salvar em uma mesma
pasta os quatro arquivos listados abaixo, e digitar em um terminal
(preferencialmente, linux):

gcc -o proj proj.c -lm

Após a listagem, temos uma figura com a tela de execução do
exemplo que demos na introdução. Para quem preferir copiar e colar,
a listagem abaixo também se encontra no link:

https://groups.google.com/

forum/?fromgroups#!forum/funcoesdeoperador29cbm

/∗ Programa de Calcu lo de Projecoes Espec t ra i s ∗/
/∗ Arquivo p r i n c i p a l : pro j . c
∗/
/∗ Autor : Augusto Armando de Castro Junior ∗/
/∗ Data : 15 de a b r i l de 2013.
∗/

#include <s t d i o . h>

#include <s t d l i b . h>

#include <math . h>

#ifndef r e a l
#define r e a l double

#endif

#ifndef PI
#define PI 3.1415926535897932384626433832795
#endif

struct complex{
r e a l re ;
r e a l im ;

} ;
char e r r =0;
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stat ic struct complex ze r c= {0 . 0 , 0 . 0 } ;
stat ic struct complex umc= {1 . 0 , 0 . 0 } ;

struct complex somc ( struct complex , struct complex ) ;
struct complex subc ( struct complex , struct complex ) ;
struct complex mulc ( struct complex , struct complex ) ;
struct complex mulr ( struct complex , r e a l ) ;
struct complex divc ( struct complex , struct complex ) ;
int i g u a l c ( struct complex z1 , struct complex z2 )
{return ( ( z1 . re== z2 . re)&& ( z1 . im== z2 . im ) ) ; }
#define a t r i c 1 ( z ) ( z )
struct complex a t r i c 2 ( r ea l , r e a l ) ;

long cu rva r e s o l v en t e ( struct complex ∗ , int , int , struct complex ∗ , long ) ;

long ge racu rva f e c ( struct complex , struct complex , struct complex ∗ , long ) ;

#define TIPOCOMPLEX
#define TIPO struct complex
#include ” t ipo . h”
#include ” e q l i n . c”
#include ” i n t e g r a . c”

/∗ Numero de d i v i s o e s na in tegracao : ∗/
#define ITERA 640
/∗ dimensao ( ao quadrado ) maxima das matr i zes : ∗/
#define DIMAX2 36

int main ( int argc , char ∗argv [ ] )
{
char ∗ s t r ;
r e a l p1 , q1 , p2 , q2 ;
struct complex r1 , z1 , z2 ;
stat ic struct complex mat [ (2∗ ITERA+ 1)∗ DIMAX2] ,

matsai [ ITERA∗ DIMAX2] ,
z [ ITERA∗ 2 ] , s , ∗sum ;
int n , co l , i , j , dimat ;
long p ;

i f ( argc < 6)
{

p r i n t f (
”Programa %s \n” ,

argv [ 0 ] ) ;
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p r i n t f (
”Uso : %s z1 . re z1 . im z2 . re z2 . im dim mat [ 0 ] . r e mat [ 0 ] . im . . . \ n” ,

argv [ 0 ] ) ;
puts ( ”Onde : ” ) ;
puts ( ” z1 . re , z1 . im : coordenadas do centro da r eg i a o ” ) ;
puts ( ” z2 . re , z2 . im : coordenadas de um ponto f o r a da r eg i a o . ” ) ;
puts ( ”dim : dimensao do espaco em que a matr iz atua” ) ;
e x i t ( 0 ) ;

}

z1 . re = a to f ( argv [ 1 ] ) ;
z1 . im = ato f ( argv [ 2 ] ) ;
z2 . re = a to f ( argv [ 3 ] ) ;
z2 . im = ato f ( argv [ 4 ] ) ;
dimat = a t o i ( argv [ 5 ] ) ;

s= a t r i c 2 ( 0 . 0 , 1 . 0/ (2∗ PI ) ) ;

i f ( ( dimat∗ dimat )∗ 2 >= ( argc− 5) )
{

p r i n t f (
”Numero de entradas eh menor que a dimensao %dx%d da matr iz ” ,

dimat , dimat ) ;
e x i t (−1);

}
for ( i= 0 , j= 6 ; i< ( dimat∗ dimat ) ; i++, j+= 2)

{
mat [ i ] . r e= a to f ( argv [ j ] ) ;
mat [ i ] . im= ato f ( argv [ j +1 ] ) ;

}

p= geracu rva f e c ( z1 , z2 , z , ITERA) ;

cu rva r e s o l v en t e (mat , dimat , dimat , z , p ) ;
i n t e g r c (&mat [ (ITERA+ 1)∗ dimat∗ dimat ] , matsai ,

&mat [ dimat∗ dimat ] , z , dimat∗ dimat , p ) ;

sum= &matsai [ dimat∗ dimat∗ (p− 1 ) ] ;
for ( i= 0 ; i< dimat∗dimat ; i++)

{
sum [ i ]= mulc (sum [ i ] , s ) ;

}

p r i n t f ( ”A matr iz de pro j ecao eh : \n” ) ;
mostramatriz (sum , dimat , 0 , 0 ,

dimat , dimat , ”%l7 . 4 f+ i%l7 . 4 f ” ) ;
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puts ( ”\nQue as f o r c a s cegas se domem, da luz que a alma tem !\n” ) ;
}

struct complex a t r i c 2 ( r e a l re , r e a l im)
{
struct complex z ;
z . r e= re ;
z . im= im ;

return ( z ) ;
}

struct complex mulc ( struct complex z1 , struct complex z2 )
{
struct complex z ;
z . r e= z1 . re ∗ z2 . re − z1 . im∗ z2 . im ;

z . im= z1 . re ∗ z2 . im + z1 . im∗ z2 . re ;

return ( z ) ;
}

struct complex mulr ( struct complex z1 , r e a l r )
{
z1 . re∗= r ;

z1 . im∗= r ;

return ( z1 ) ;
}

struct complex somc ( struct complex z1 , struct complex z2 )
{
struct complex z ;
z . r e= z1 . re + z2 . re ;
z . im= z1 . im + z2 . im ;
return ( z ) ;

}

struct complex divc ( struct complex z1 , struct complex z2 )
{
struct complex z ;
r e a l m= z2 . re ∗ z2 . re+ z2 . im∗ z2 . im ;
i f (m != 0 . 0 )

{
z2 . re/= m;
z2 . im/= −m;
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z . re= z1 . re ∗ z2 . re − z1 . im∗ z2 . im ;
z . im= z1 . re ∗ z2 . im + z1 . im∗ z2 . re ;
return ( z ) ;

}
e r r= 1 ;
return ( z2 ) ;

}

struct complex subc ( struct complex z1 , struct complex z2 )
{
z1 . re−= z2 . re ;
z1 . im−= z2 . im ;
return ( z1 ) ;

}

long ge racu rva f e c ( struct complex z1 , struct complex z2 ,
struct complex ∗z , long p)

{
r e a l r1 , r2 , x , y ;
int j , k , l , m;

p−= p%4;

i f (p<= 0)
return ( 0 ) ;

r1= fabs ( z1 . re− z2 . re ) ;
r2= fabs ( z1 . im− z2 . im ) ;

r1= ( r1>= r2 )? r1 / 4 . 0 : r2 / 4 . 0 ;
r2= (8 . 0∗ r1 )/ ( r e a l ) ( p ) ;

p+= 4 ;
for ( j= 0 , l= p/4 , k= (3∗p)/4− 1 , m= p− 1 ,

x= z1 . re− r1 , y= z1 . im− r1 ;
x<= ( z1 . re+ r1 ) ;
x+= r2 , y+= r2 , j++, l++, k−−, m−−)

{
z [ j ] . r e= z [ k ] . r e= x ;
z [ j ] . im= z1 . im− r1 ;
z [ k ] . im= z1 . im+ r1 ;

z [ l ] . im= z [ m] . im= y ;
z [ l ] . r e= z1 . re+ r1 ;
z [ m] . r e= z1 . re− r1 ;
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}

for ( ; j<= (p /4 ) ; j++)
{
z [ j ] . r e= z1 . re+ r1 ;
z [ j ] . im= z1 . im− r1 ;

}
for ( ; k>= p/2 ; k−−)

{
z [ k ] . r e= z1 . re+ r1 ;
z [ k ] . im= z1 . im+ r1 ;

}

for ( ;m>= (3∗p ) /4 ; m−−)
{
z [ m] . im= z1 . im+ r1 ;
z [ m] . re= z1 . re− r1 ;

}
z [ p+ 1]= z [ p]= z [ 0 ] ;

return ( p ) ;

}

long cu rva r e s o l v en t e ( struct complex ∗mat , int co l , int n ,
struct complex ∗z , long p)

{
long i , j ;
struct complex mataux [ 2 5 6 ] ;

for ( i= 1 ; i<= p ; i++)
{
for ( j= 0 ; j< n ; j++)

{
memcpy(&mataux [ j ∗ 2∗ c o l ] ,

&mat [ j ∗ c o l ] , c o l ∗ s izeof ( struct complex ) ) ;
mataux [ j ∗ 2∗ c o l+ j ]= subc ( mataux [ j ∗ 2∗ c o l+ j ] , z [ i− 1 ] ) ;

}
invmatudo (mataux , co l , &mat [ i ∗ n∗ c o l ] ) ;

}

}
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/∗−−− Arquivo t i p o . h −−−−−−−−∗/

#ifdef TIPOREAL
#define SM(x , y ) ( ( x)+ (y ) )
#define SB(x , y ) ( ( x)− ( y ) )
#define ML(x , y ) ( ( x )∗ ( y ) )
#define DV(x , y ) ( ( x )/ (y ) )
#define AT(x , y ) ( ( x)= (y ) )
#define ATR(x , y ) ( ( x)= (y ) )
#define IGUAL(x , y ) ( ( x)==(y ) )
#define MEN(x , y ) ( ( x)< ( y ) )
#define MENI(x , y ) ( ( x)<= (y ) )
#define TAM s izeof ( r e a l )
#define ZERO (( r e a l ) ( 0 . ) )
#define UM (( r e a l ) ( 1 . ) )
#define STR ”%8.3 l f ”
#define TIP(x ) (x )

#endif

#i fde f TIPORACIONAL
#define SM(x , y ) soma ( ( x ) , ( y ) )
#define SB(x , y ) suba ( ( x ) , ( y ) )
#define ML(x , y ) mula ( ( x ) , ( y ) )
#define MLR(x , y ) mula ( ( x ) , aproxrea l ( y ) )
#define DV(x , y ) d i v i ( ( x ) , ( y ) )
#define AT(x , y ) ( ( x)= (y ) )
#define ATR(x , y ) ( x)= at r i b1 (y )
#define IGUAL(x , y ) i g ua l ( ( x ) , ( y ) )
#define MEN(x , y ) menor ( ( x ) , ( y ) )
#define MENI(x , y ) menorigual ( ( x ) , ( y ) )
#define TAM s izeof ( struct r a c i o n a l )
#define STR ”%6ld/%6ld ”
#define TIP(x ) aproxrea l ( x )
#define ZERO zera
#define UM uma
#endif

#i fde f TIPOCOMPLEX
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#define SM(x , y ) somc ( ( x ) , ( y ) )
#define SB(x , y ) subc ( ( x ) , ( y ) )
#define ML(x , y ) mulc ( ( x ) , ( y ) )
#define MLR(x , y ) mulr ( ( x ) , ( y ) )
#define DV(x , y ) d ivc ( ( x ) , ( y ) )
#define AT(x , y ) ( ( x)= (y ) )
#define ATR(x , y ) ( x)= a t r i c 1 (y )
#define IGUAL(x , y ) i g u a l c ( ( x ) , ( y ) )
#define TAM s izeof ( struct complex )
#define STR ”%l f+ i %l f ”
#define TIP(x ) a t r i c 2 ( ( x ) , 0 . 0 )
#define ZERO zer c
#define UM umc
#endif

/∗−−−− Arquivo e q l i n . c −−−−−∗/

#define SIST( i , j ) s [ ( i ) ∗ ( ( c o l )+1) + j ]

int e s ca la tudo (TIPO ∗ s , TIPO ∗x , int imax , int c o l )
{
int jaux , iaux , indx ;
int ct= 0 , i , j , k , kant , n , tm ;
TIPO s i i , m;

n= ( imax< c o l )? imax : c o l ;

for ( i= k= kant= 0 ; i< n ; i++)
{
indx= i ;
ATR( s i i , ZERO) ;
do{

for ( iaux= i ; iaux< imax ; iaux++)
i f ( ! ( IGUAL( s [ iaux ∗ c o l+ i+ k ] , ZERO ) ) )
{
ATR( s i i , s [ iaux ∗ c o l+ i+ k ] ) ;
indx= iaux ;
break ;

}
i f (IGUAL( s i i , ZERO))

k++;
}while ( (IGUAL( s i i , ZERO)) && ( ( i+ k)< c o l ) ) ;

i f ( k != kant )
{
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ct++;
kant= k ;

}

i f ( ! IGUAL( s i i , ZERO) )
{
i f ( indx != i )

{
tm=( co l − ( i+k ) )∗ TAM;
memcpy ( ( char ∗)x ,

(char ∗)&s [ indx∗ c o l+ i+ k ] , tm ) ;
memcpy ( ( char ∗)&s [ indx∗ c o l+ i+ k ] ,

(char ∗)&s [ i ∗ c o l+ i+ k ] , tm ) ;
memcpy ( ( char ∗)&s [ i ∗ ( c o l+ 1)+ k ] ,

(char ∗)x , tm ) ;
}

for ( iaux= i+ 1 ; iaux< imax ; iaux++)
{
m= DV( s [ iaux ∗ c o l+ i+ k ] , s i i ) ;
for ( jaux= i ; jaux< c o l ; jaux++)

ATR( s [ iaux ∗ c o l+ jaux ] ,
SB( s [ iaux ∗ c o l+ jaux ] ,

ML( s [ i ∗ c o l+ jaux ] ,m) ) ) ;
}

}
}

return ( c t ) ;
}

TIPO detudo (TIPO ∗ s , int c o l )
{

int jaux , iaux , indx ;
int ct= 0 , i , j , tm ;
TIPO s i i , m, muda , x [ 2 0 4 8 ] ;

ATR(muda , UM) ;

for ( i= 0 ; i< c o l ; i++)
{
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ATR( s i i , ZERO) ;
for ( iaux= i ; iaux< c o l ; iaux++)

i f ( ! IGUAL( s [ iaux ∗ c o l+ i ] , ZERO ) )
{

ATR( s i i , s [ iaux ∗ c o l+ i ] ) ;
indx= iaux ;
break ;

}

i f ( IGUAL( s i i , ZERO) )
ct++;

else

{
i f ( indx != i )

{
ATR(muda , SB(ZERO, muda ) ) ;
tm=( co l − i )∗ TAM;
memcpy ( ( char ∗)x ,

(char ∗)&s [ indx∗ c o l+ i ] , tm ) ;
memcpy ( ( char ∗)&s [ indx∗ c o l+ i ] ,

(char ∗)&s [ i ∗ c o l+ i ] , tm ) ;
memcpy ( ( char ∗)&s [ i ∗ ( c o l+ 1 ) ] ,

(char ∗)x , tm ) ;
}

for ( iaux= i+ 1 ; iaux< c o l ; iaux++)
{
m= DV( s [ iaux ∗ c o l+ i ] , s i i ) ;
for ( jaux= i ; jaux< c o l ; jaux++)

ATR( s [ iaux ∗ c o l+ jaux ] ,
SB( s [ iaux ∗ c o l+ jaux ] ,

ML( s [ i ∗ c o l+ jaux ] , m) ) ) ;
}

}
}

for ( i= 0 ; i< c o l ; i++)
{
ATR(muda , ML(muda , s [ i ∗ ( c o l+ 1 ) ] ) ) ;
}

return ( muda ) ;

}
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int eq l inudo (TIPO ∗ s , int co l , TIPO ∗x )
{
int imax= col− 1 , c t= 0 , i , j ;
TIPO aux ;

ct= esca la tudo ( s , x , imax , c o l+ 1 ) ;

i f ( IGUAL(SIST( imax , imax ) , ZERO))
return(++ct ) ;

for ( i= imax ; i >= 0 ; i−−)
{
ATR(aux , ZERO) ;
for ( j= i+ 1 ; j <= imax ; j++)

ATR(aux , SB( aux , ML(SIST( i , j ) , x [ j ] ) ) ) ;
ATR(x [ i ] , DV(SM( aux , SIST( i , c o l ) ) , SIST( i , i ) ) ) ;
}

return ( 0 ) ;
}

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
/∗ funcao i n t invmatudo () ∗/
/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
/∗ Obje t i vo : Inve r t e r uma matriz . ∗/
/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/

int invmatudo (TIPO ∗ s , int co l , TIPO ∗ s inv )
{
int i , j , k , imax= co l ;
TIPO aux , d1 , d2 ;

i f ( c o l== 2)
{
aux= s inv [ 0]= s [ 0 ] ;
s inv [ 1]= s [ 1 ] ;
s inv [ 2]= s [ 4 ] ;
s inv [ 3]= s [ 5 ] ;
d1= ML(aux , s inv [ 3 ] ) ;
d2= ML( s inv [ 1 ] , s inv [ 2 ] ) ;
d1= SB(d1 , d2 ) ;
i f (IGUAL(d1 , ZERO))

{
puts ( ”matr iz nao i n v e r s i v e l ” ) ;
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96 [CAP. 3: FUNÇÕES DE OPERADOR

return ( 1 ) ;
}

s inv [ 0]= DV( s inv [ 3 ] , d1 ) ;
s inv [ 3]= DV(aux , d1 ) ;
d1= SB(ZERO, d1 ) ;
s inv [ 1]= DV( s inv [ 1 ] , d1 ) ;
s inv [ 2]= DV( s inv [ 2 ] , d1 ) ;
return ( 0 ) ;

}

for ( i= 0 ; i< c o l ; i++)
{
for ( j= 0 ; j< i ; j++)

s [ ( i ∗ 2 + 1)∗ c o l+ j ]= s [ ( j ∗ 2 + 1)∗ c o l+ i ]= ZERO;
}

for ( i= 0 ; i< c o l ; i++)
s [ ( i ∗ 2+ 1) ∗ c o l + i ]= UM;

i f ( e s ca la tudo ( s , s inv , imax , 2∗ c o l ) )
return ( 0 ) ;

for ( i= imax− 1 ; i >= 0 ; i−−)
{
aux= s [ i ∗ 2∗ c o l+ i ] ;
for ( j= i ; j< 2∗ c o l ; j++)

s inv [ i ∗ ( co l −1)+ j ]= s [ i ∗ 2∗ c o l+ j ]= DV( s [ i ∗ 2∗ c o l+ j ] , aux ) ;
for ( k= i− 1 ; k>= 0 ; k−−)

{
aux= s [ k∗ 2∗ c o l+ i ] ;
for ( j= co l ; j< 2∗ c o l ; j++)

{
s [ k∗ 2∗ c o l+ j ]= SB( s [ k∗ 2∗ c o l+ j ] , ML(aux , s [ i ∗ 2∗ c o l+ j ] ) ) ;

}
/∗−−−− nao esca lona duas vezes s , ja s a i com s inv −−−−∗/

}

}

for ( i= 0 ; i< c o l ; i++)
for ( j= 0 ; j< c o l ; j++)

{
s inv [ i ∗ c o l+ j ]= s [ i ∗ 2∗ c o l+ co l + j ] ;
s [ i ∗ 2∗ c o l+ j ]= ( i== j )?UM:ZERO;

}
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return ( 1 ) ;
}

int mostramatriz (TIPO ∗ s , int co l , int l i n i , int c o l i n i ,
int nl , int ncol , char ∗ s t r )

{
int i , j ;
int l f im= l i n i+ nl , c o l f im= c o l i n i+ nco l ;

for ( i= l i n i ; i< l f im ; i++)
{
putchar ( ’ | ’ ) ;
for ( j= c o l i n i ; j< co l f im ; j++)

p r i n t f ( s t r , s [ i ∗ c o l+ j ] ) ;
puts ( ” | ” ) ;

}
return ( n l ∗ nco l ) ;

}

/∗−−− Arquivo in t e g ra . c −−−−−−−−−∗/

#define GAUX( i , j ) gaux [ ( i )∗ (n) + ( j ) ]
#ifdef GRAFICO
#define G( i , j ) g [ ( i )∗ (n+ 1) + ( j+ 1 ) ]
#define GX( i ) g [ ( i )∗ (n+ 1 ) ]
#else

#define G( i , j ) g [ ( i )∗ (n) + ( j ) ]
#endif

#ifndef TIPO
#define TIPO r e a l
#endif

/∗ Integracao por Trapezio ∗/

TIPO in t e g r ( r e a l xa , r e a l x ,TIPO ∗ya ,TIPO ∗g ,
TIPO ∗gaux , int n , long p)

{
long k , l ;
TIPO sum ;
r e a l r= (x− xa )/ ( r e a l ) ( p ) , r r= fabs ( r ) / 2 . 0 ;
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for ( k= 0 ; k< n ; k++)
{
GAUX(p+1, k)= ZERO;
for (G(0 , k)= sum= ya [ k ] , l= 0 ; l< p ; l++)

{
sum= SM(sum , MLR(SM(GAUX( l , k ) , GAUX( l+ 1 , k ) ) , r r ) ) ;

G( l+ 1 , k)= sum ;

}
}

return ( sum ) ;
}

/∗ Integracao Curv i l inea ( r e a l ou complexa ) t i p o Trapezio ∗/

TIPO in t e g r c ( TIPO ∗ya , TIPO ∗g ,
TIPO ∗gaux , TIPO ∗curv , int n , long p)

{
long k , l ;
TIPO sum ;

for ( k= 0 ; k< n ; k++)
{
GAUX(p+ 1 , k)= GAUX(p , k)= GAUX(p− 1 , k ) ;

for (G(0 , k)= sum= ya [ k ] , l= 0 ; l< p ; l++)
{
sum= SM(sum , ML(MLR(SM(GAUX( l , k ) , GAUX( l+ 1 , k ) ) , 0 . 5 ) ,

SB( curv [ l +1] , curv [ l ] ) ) ) ;

G( l+ 1 , k)= sum ;
}

}
return ( sum ) ;

}
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Exemplos de uso do programa proj, entre o quais se vê o da Introdução deste livro.

Vide: https://groups.google.com/forum/?fromgroups#!forum/funcoesdeoperador29cbm
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3.7 Exerćıcios

1. Prove que se M é espaço métrico compacto, então (κ(M), dH)
é ele mesmo um espaço métrico compacto.

2. Mostre que o operador Tn := T + 1
nA definido em 3.24, na

página 75, é invert́ıvel, possui norma menor ou igual a 1 e o
raio espectral de sua inversa é 1

3. Mostre que se o resolvente de um operador A está definido sobre
uma curva compacta C, então existe uma vizinhança V ∈ L(E)
de A, em que o mesmo ocorre para todo operador em V .

4. Seja p(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 + xn um polinômio

mônico de grau n e seja U um aberto com fronteira regular
tal exista uma única raiz λ1 de p contida em U , e esta possua
multiplicidade 1. (Vide o exerćıcio 13 da página 57, para ver
um método fáct́ıvel de como saber se uma região U contém uma
tal raiz em seu interior ). Seja A a matriz companheira de p,
isto é, a matriz

A :=












0 . . . 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

... . . . 1 0 −an−2

0 . . . 1 −an−1












,

cujo polinômio caracteŕıstico é justamente p(x). Considere a
matriz

Πλ1
:=

1

2πi

∫

∂U

(zI −A)−1dz.

Mostre que qualquer coluna v não nula de Πλ1
é um autovetor

de A. Seja então w := A · v. Se vj é alguma entrada não nula
de v conclua que λ1 = wj/vj .

Isso nos dá uma maneira efetiva, embora onerosa do ponto de
vista computacional, de calcular ráızes de polinômios.

5. Mostre que um subespaço fechado se escreve como um gráfico
de uma aplicação de E0 em E1 esta é única, linear e cont́ınua.
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6. Mostre que a coleção de subespaços

E := {Ê; Ê ⊂ E é gráfico de alguma σ̂ ∈ L(E0, E1)}

é um espaço métrico completo com a métrica

d(Ê,
ˆ̂
E) := Lip(ĝ, ˆ̂g).

7. Mostre que a aplicação Γ : B(T, r) ⊂ L(E) → C0(L1(E
s, Eu);

L1(E
s, Eu)) dada por

Γ(f)(·) = Γf−1(·)

é cont́ınua.

8. Mostre que a aplicação que a f ∈ B(T, r) atribui o ponto fixo
de Γf−1 é cont́ınua.
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Caṕıtulo 4

O Operador Adjunto e

seu Espectro

Seja E um espaço vetorial normado. O espaço dual de E, denotado
por E∗, é o espaço vetorial dado por

E∗ := {ı : E → R

C; ı é funcional linear cont́ınuo.}

É claro que devido às completudes de R e C, E∗ é sempre um espaço
de Banach com a norma do operador:

‖ı‖op := sup
x∈E,‖x‖=1

{|ı(x)|}

Se Ê é um outro espaço normado, e A ∈ L(E, Ê), então dado
 ∈ Ê∗, podemos definir um funcional linear A∗() ∈ E∗ por:

A∗()(x) =  ◦A(x),∀x ∈ E.

Note que a aplicação A∗ : Ê∗ → E∗ dada por  7→ A∗() é, ela mesma,
linear, denominada a adjunta de A.

Proposição 4.1. (Propriedades do Operador Adjunto) A apli-
cação ∗ : L(E, Ê) → L(Ê∗, E∗) que a cada A ∈ L(E, Ê) atribui seu
adjunto A∗ é um isomorfismo isométrico linear tal que valem

102
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a) (TA)∗ = A∗T ∗, ∀A ∈ L(E, Ê), T ∈ L(Ê, Ẽ);

b) se A possui uma inversa limitada, A∗ também o possui e (A∗)−1 =
(A−1)∗; em particular, se E = Ê, temos sp(A) ⊃ sp(A∗).

c) ∗ é cont́ınua na topologia uniforme (da norma do operador). Se E
for reflexivo, ∗ também é cont́ınua na topologia fraca no espaço
de aplicações lineares, mas o é na topologia forte se e só se, E
possui dimensão finita.

Prova: ∗ é claramente linear, e isometria:

‖A‖L(E,Ê) = sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖ = sup
‖x‖≤1

sup
l∈E∗,‖l‖≤1

|l(A(x)| =

sup
|l|≤1

sup
x∈E,‖x‖≤1

|(A∗l)(x)| = sup
‖l‖≤1

‖A∗(l)‖ = ‖A∗‖.

A segunda igualdade acima deve-se, claro, ao Teorema de Hahn-
Banach.

Agora, seja l ∈ Ê∗; temos portanto que

((TA)∗(l))(x) = l(TA(x)) = (A∗(l ◦ T ))(x) = (A∗T ∗(l))(x).

Da definição de ∗, é fácil ver que (IE)∗ = IE∗ .
Da propriedade a), temos

IÊ∗ = (IÊ)∗ = (A ◦A−1)∗ = ((A−1)∗ ◦A∗),

analogamente para IE∗ no lugar de IÊ∗ , conclúımos b).
Por ser isometria, é claro que ∗ é cont́ınua na norma do operador.

Dados An → A na topologia fraca de L(E, Ê), temos fixado l ∈ Ê∗

que

(An
∗(l))(x) = l(An(x)) → l(A(x)) = (A∗(l))(x),

implicando que (An)∗(l) converge a A∗(l) na topologia fraca-* de E∗,
a qual é igual a topologia fraca de E∗, por E ser reflexivo. Temos
portanto que An

∗ → A∗ na topologia fraca de L(E, Ê).
Para vermos que em dimensão infinita, seja Tn atuando em ℓ1(N)

dado por

Tn((a1, a2, . . . )) = (an+1, an+2, . . . )
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Note que Tn tem como adjunto o deslocamento de n a direita em
ℓ∞(N), dado por

(Tn)∗((a1, a2, . . . )) = (0, . . . 0
︸ ︷︷ ︸

n×

, a1, a2, . . . )

De fato, dadas sequências (aj) e (bj) respectivamente em ℓ1(N) e
ℓ∞(N) temos

+∞∑

j=1

[Tn((aj))]jbj =
+∞∑

j=1

aj+nbj =
+∞∑

j=n+1

ajbj−n =
+∞∑

j=1

aj [(Tn)∗((bj))]j

Claramente, Tn → 0 na topologia forte de ℓ1(N), mas tal não
ocorre com (Tn)∗. Sabemos que todo espaço de Banach separável é
isomorfo a algum espaço quociente de ℓ1(N), e dáı é fácil construir
exemplo análogo em qualquer espaço de Banach separável. Dado
um espaço de Banach E de dimensão infinita qualquer, tomando um
conjunto enumerável linearmente independente e o fecho de seu su-
bespaço gerado, obtemos um subespaço Ê ⊂ E fechado e separável,
no qual podemos definir aplicações como acima, que depois estende-
mos ao espaço inteiro. O que demonstra que quando a dimensão é
infinita, ∗ não é cont́ınua na topologia forte.

Embora a definição acima seja bastante geral, nos restringiremos
nessa seção a estudar operadores definidos em espaços vetoriais nor-
mados cuja norma ‖ · ‖ provém de um produto interno < ·, · >, via
a fórmula usual ‖v‖ =

√
< v, v >,∀v ∈ E. Veremos que nesse caso,

a definição do operador adjunto é ligeiramente diferente, pois faz uso
do isomorfismo sesquilinear existente entre o espaço E e seu dual
dado pelo Lema de Riesz. Para explicarmos melhor como isso se dá,
começamos por lembrar a seguir algumas definições e fatos referentes
a tais espaços:

Definição 4.2. (Espaço de Hilbert.) Um espaço vetorial normado
E é dito um espaço de Hilbert se sua norma provém de um produto
interno e se ele é completo.

Definição 4.3. (Espaço Ortogonal.) Seja E um espaço dotado
de um produto interno e Ê um subespaço vetorial de E. O espaço
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ortogonal a Ê, denotado por Ê⊥ é definido como:

Ê⊥ := {v ∈ E;< x̂, v >= 0,∀x̂ ∈ Ê}.

Claramente Ê⊥ é um subespaço vetorial fechado de E e temos
E = Ê ⊕ Ê⊥.

Definição 4.4. (Base Ortonormal.) Seja E um espaço vetorial
dotado de produto interno. Uma base ortonormal é um conjunto
β ⊂ E tal que valem ‖v‖ = 1,∀v ∈ β, < v,w >= 0,∀v, w ∈ β,
com v 6= w e finalmente, dado x ∈ E existem escalares não nulos
α1, . . . , αn, . . . e v1, . . . , vn, · · · ∈ E satisfazendo

x =

∞∑

j=1

αjvj .

Outra definição útil em espaços dotados de produto interno:

Definição 4.5. (Subespaço ortogonal.) Seja E um espaço ve-
torial munido de um produto interno e Ê ⊂ E um seu subespaço
vetorial. O espaço ortogonal de Ê é o conjunto:

Ê⊥ := {x ∈ E,< x, v̂ >= 0,∀v̂ ∈ Ê},

o qual claramente é um subespaço vetorial de E.

O próximo exemplo mostra que em um espaço vetorial dotado com
um produto interno, mas não completo, podemos ter um subespaço
fechado cujo espaço ortogonal é trivial.

Exemplo 4.6. Seja E = (C0([0, 1]; R), < ·, · >) o espaço das funções
cont́ınuas com domı́nio no intervalo [0, 1], dotado do produto interno

< f, g >:=
∫ 1

0
f(t) · g(t)dt. Seja (gn), gn ∈ E uma sequência de

Cauchy em E sem limite em E. Por exemplo, tome

gn :=







0, para t ∈ [0, 1/2 − 1/(n+ 1)];
1/2 + (t− 1/2) · (n+ 1)/2, se t ∈ (1/2 − 1/(n+ 1),

1/2 + 1/(n+ 1));
1, para t ∈ [1/2 + 1/(n+ 1), 1].
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Dáı, defina o funcional linear ĝ : E → R por:

ĝ(f) := lim
n→∞

< f, gn >,∀f ∈ E.

É fácil de verificar que ĝ é cont́ınuo. De fato, se fj ∈ E, fj → 0,
temos:

lim
j→∞

|ĝ(fj)| ≤ lim
j→∞

lim
n→∞

‖fj‖‖gn‖ ≤ lim
j→∞

‖fj‖ = 0,

sendo a primeira desigualdade devido a Cauchy-Schwarz, e a seguinte
porque a sequência (gn) é limitada (com norma menor do que 1, em
nosso caso espećıfico). Considere Ê = ker(ĝ). Como ĝ é cont́ınuo,
segue-se que Ê é fechado em E. Note que qualquer função cont́ınua
f : [0, 1] → R que se anule em [1/2, 1] pertence a Ê, o que mostra
que esse espaço não é trivial. Por outro lado, Ê 6= E, uma vez que
qualquer função cont́ınua f : [0, 1] → R tal que f(t) > 0,∀t ∈ (1/2, 1)
não está contida em Ê. Contudo, Ê⊥ = {0}. Tal é demonstrado, em
grande generalidade, na próxima proposição.

Proposição 4.7. Seja E um espaço vetorial dotado de um produto
interno, (gn), gn ∈ E uma sequência de Cauchy não convergente em
E e ĝ : E → R o funcional linear dado por

ĝ(x) = lim
n→∞

< x, gn > .

Então:

• ĝ é cont́ınuo;

• Ê = ker(ĝ) é um subespaço fechado (em E) próprio de E;

• Ê⊥ = {0}.
Prova: A prova dos dois primeiros itens é análoga aos argumentos

já vistos no exemplo acima. Para o último item, procedamos por
absurdo.

De fato, se um vetor w 6= 0 pertencesse a Ê⊥, podeŕıamos escrever
qualquer vetor v em E como v = v− < v,w > w/‖w‖2+ < v,w >
w/‖w‖2. Ora,

< v − < v,w >

‖w‖2
w,w >=< v,w > −< v,w >

< w,w >
< w,w >= 0,



“espectralcolo
2013/5/23
page 107

i

i

i

i

i

i

i

i

107

o que implica que v− < v,w > w/‖w‖2 ∈ (Ê⊥)⊥ = Ê, pois Ê é
fechado em E. Não há perda em normalizar w, isto é, supor que
‖w‖ = 1. Afirmamos que w realiza a norma de ĝ. De fato, se v ∈ E
é outro vetor de norma 1, não colinear a w, vimos acima que v =
v − v̂+ < v,w > w, com v̂ ∈ ker(ĝ). Dáı,

|ĝ(v)| = |ĝ(v̂)+ < v,w > ĝ(w)| = | < v,w > |‖ĝ(w)‖ <

(aplicando Cauchy-Schwarz em sua forma estrita, e supondo sem
perda ĝ 6≡ 0)

‖v‖‖w‖‖ĝ(w)‖ = ‖ĝ(w)‖,
o que implica que ‖ĝ‖ = ‖ĝ(w)‖, como afirmamos. Observe ainda
que ‖ĝ‖ = limn→∞ ‖gn‖. De fato,

lim
n→∞

‖gn‖ = lim
n→∞

< gn, gn >√
< gn, gn >

= lim
n→∞

<
gn√

< gn, gn >
, gn >≥

(novamente, por Cauchy-Schwarz)

lim
n→∞

< w, gn >= |ĝ(w)| = ‖ĝ‖.

Para a outra desigualdade, começamos por observar que para cada
j ∈ N, vale ĝ(gj/‖gj‖) = limn→∞ < gj/‖gj‖, gn >≤ ‖ĝ‖. Por outro
lado, como gn é de Cauchy, ela é limitada, digamos, com norma
acotada por M > 0 e ainda como gn 6→ 0, dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N

tal que

‖ gj

‖gj‖
− gn

‖gn‖
‖ < ǫ/M,∀j, n ≥ n0.

Isso implica que

| < gj

‖gj‖
, gn > − <

gn

‖gn‖
, gn > | ≤ ‖ gj

‖gj‖
− gn

‖gn‖
‖M < ǫ,∀j, n ≥ n0,

e por conseguinte, limn→∞
√
< gn, gn > = limj→∞ ĝ(gj) ≤ ‖ĝ‖.

Desse modo,

lim
n→∞

< gn − < gn, w >

‖w‖2
w, gn − < gn, w >

‖w‖2
w > =

= lim
n→∞

< gn− < gn, w > w, gn > =
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= lim
n→∞

< gn, gn > − << gn, w > w, gn > =

= lim
n→∞

< gn, gn > − < gn, w >2 = ‖ĝ‖2 − ‖ĝ(w)‖2 = 0.

Dáı, conclúımos que existe limn→∞ gn, e este seria um múltiplo
não nulo de w, o que contradiz a hipótese de que a sequência gn não
converge em E.

É bastante fácil ver que dado um espaço vetorial E munido com
um produto interno e um seu subespaço vetorial de dimensão finita
Ê ⊂ E, temos E = Ê ⊕ Ê⊥. Para tal, basta ver que dado v ∈ E,
existe um ponto v̂Ê que minimiza a distância entre v e Ê, e que
v − v̂ ∈ Ê⊥ (vide exerćıcio 1)..

Usaremos isto no próximo

Lema 4.8. (Identidade de Parseval Fraca, ou Teorema de
Pitágoras.) Seja E um espaço vetorial com produto interno e seja
Ê ⊂ E um subespaço vetorial de dimensão finita, o qual dotamos do
produto interno oriundo de E. Suponha que β̂ = {v̂1, . . . , v̂n} seja
uma base ortonormal de Ê. Então, dado v ∈ E, este se escreve de
maneira única como v = α1v̂1 + · · ·+αnv̂n + v̂⊥, onde α̂1 =< v, v̂1 >
, . . . , α̂n =< v, v̂n > e v̂⊥ ∈ Ê⊥, valendo

‖v‖2 = (
n∑

j=1

|αj |2) + ‖v̂⊥‖2.

Em particular, vale ‖v‖2 ≥ ∑∞
j=1 |αj |2.

Prova: Como Ê tem dimensão finita, em particular é fechado
em E, implicando que E = Ê ⊕ Ê⊥. Assim, dado v ∈ E, podemos
escrever v = v̂+v̂⊥, com v̂ ∈ Ê e v̂⊥ ∈ Ê⊥. Ademais, v̂ =

∑n
j=1 αj v̂j ,

com
αj =< v̂, v̂j >=< v̂ + v̂⊥, v̂j >=< v, v̂j >,

devido à ortogonalidade existente entre v̂⊥ e vj .
Finalmente, temos

< v, v >=<

n∑

j=1

αj v̂j + v̂⊥,

n∑

j=1

αj v̂j + v̂⊥ >=
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(devido às relações de ortogonalidade existentes entre os diversos ve-
tores v̂1, . . . v̂n e v̂⊥)

n∑

j=1

|αj |2 < v̂j , v̂j > + < v̂⊥, v̂⊥ >= (
n∑

j=1

|αj |2) + ‖v̂⊥‖2.

Observação 4.9. Note que a prova acima pode ser facilmente adap-
tada para o caso em que Ê seja somente completo, não necessaria-
mente de dimensão finita (exerćıcio 2).

Lema 4.10. Seja E um espaço de Hilbert e seja Ê ⊂ E um subespaço
fechado próprio. Então, dado v /∈ Ê, existe v̂ ∈ Ê tal que

inf
x̂∈Ê

{‖v − x̂‖} = ‖v − v̂‖.

Ademais, v − v̂ = w ∈ Ê⊥, o que implica que Ê⊥ 6= {0}.
Prova: Seja δ = inf x̂∈Ê{‖v − x̂‖}. Seja (x̂j), x̂j ∈ Ê uma

sequência que minimiza a distância entre v e Ê. Não há perda em
supor que ‖xj − v‖ ≤ 2δ + 1 para uma tal sequência minimizante.
Comecemos mostrando que < xj − v, x̂ > converge uniformemente a
zero, para x̂ ∈ E ∈ B(0, ‖v‖ + 2δ + 1).

De fato, para α ∈ R (ou C, se o espaço for complexo), temos:

δ2 ≤< (v − xj) + αx̂, (v − xj) + αx̂ >⇔

δ2 ≤< (v − xj), (v − xj) > + < (v − xj), αx̂ > +

+ < αx̂, (v − xj) > +|α2| < x̂, x̂ >⇔
(Fazendo α = r < (v − xj), x̂ >, onde r ∈ R é qualquer, obtemos:)

δ2 ≤< (v − xj), (v − xj) > +2r| < v − xj , x̂ > |2+

+r2| < v − xj , x̂ > |2‖x̂‖2,∀r ∈ R,⇔
δ2 ≤< (v − xj), (v − xj) > +r(2 + r‖x̂‖2)| < v − xj , x̂ > |2,∀r ∈ R.

Tomando r < 0, |r|(‖v‖ + 2δ + 1) < 1 temos que

δ2 ≤< (v − xj), (v − xj) > +r| < v − xj , x̂ > |2. (4.1)
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Seja ǫ > 0 dado. Tome |r| < ǫ2 e seja j0 tal que

| < (v − xj), (v − xj) > −δ2| < r2,∀j ≥ j0.

Tal implica que

| < v − xj , x̂ > | < ǫ,

ou a desigualdade 4.1 não seria satisfeita.
Mostremos que (xj) é de Cauchy. De fato,

0 ≤ ‖xj−xm‖2 =< xj−xm, xj−xm >=< xj−v+v−xm, xj−xm >=

< xj − v, xj − xm
︸ ︷︷ ︸

:=x̂∈Ê

> − < xm − v, xj − xm > .

converge a zero quando j,m→ +∞, pela parte inicialmente provada
neste lema.

Conclúımos que (xj) é de Cauchy, e como a sequência minimizante
tomada é arbitrária, conclúımos (por argumento canônico de Análise)
que toda sequência minimizante possui o mesmo limite, digamos v̂ ∈
Ê. Como v /∈ Ê, segue-se que w = v − v̂ 6= 0. Como limj→+∞ <

v − xj , x̂ >→ 0, ∀x̂ ∈ Ê, conclúımos da continuidade do produto

interno que w ∈ Ê⊥.

Observação 4.11. Note que é imediato do lema acima que se E é um
espaço de Hilbert e Ê é um seu subespaço fechado, então E = Ê⊕Ê⊥.
A mesma prova serve para mostrar que se E é um espaço vetorial
dotado de produto interno (não necessariamente completo) e Ê é um
subespaço vetorial completo de E, então também vale E = Ê ⊕ Ê⊥.

Teorema 4.12. (Representação de Riesz.) Seja E um espaço de
Hilbert. Então, dado um funcional linear cont́ınuo f ∈ E∗, existe um
único w ∈ E tal que f(x) =< x,w >, ∀x ∈ E.

Prova: Suponha que f 6= 0, pois este caso é imediato. Seja
Ê = ker(f). Como f é cont́ınuo, Ê é fechado em E. Pelo lema
anterior, ker(f)⊥ 6= {0}. Seja w̃ 6= 0 um vetor em ker(f)⊥ tal que
f(w̃) = 1, e seja w := w̃/ < w̃, w̃ >. Dáı, dado v ∈ E, escrevendo
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v = (v− < v, w̃ > w̃/ < w̃, w̃ >)+ < v, w̃ > w̃, é claro que v̂ :=
(v− < v, w̃ > w̃/ < w̃, w̃ >) ∈ ker(f), temos:

f(v) = f(v̂)+f(< v, w̃ > w̃/ < w̃, w̃ >) =
< v, w̃ >

< w̃, w̃ >
f(w̃) =< v,w > .

Finalmente, para vermos a unicidade, basta aplicarmos mais uma
vez o lema: w e z são tais que f(v) =< v,w >=< v, z >,∀v ∈ E,
então vale:

< v,w >=< v, z >,∀v ∈ E ⇔< v, z − w >=

= 0,∀v ∈ E ⇔ z − w ∈ E⊥ = {0},
implicando que z = w.

Corolário 4.13. Seja E um espaço de Hilbert. Então a aplicação
F : E → E∗ dada por

F (w) =< ·, w >,

é um isomorfismo (sesqui)linear isométrico de E em E∗.

Observação 4.14. (Representação dos funcionais lineares em E∗,
quando E é espaço vetorial com produto interno, não necessaria-
mente completo.) Seja E um espaço vetorial dotado de um produto

interno, e f : E → R

C um funcional linear cont́ınuo. Então, pelo
teorema de extensão de operadores lineares (o conhecido B.L.T.), o

funcional linear f possui uma única extensão cont́ınua f̃ : Ẽ → R

C,

onde Ẽ é o completamento de E. Analogamente, dado f̃ : Ẽ → R

C um
funcional linear cont́ınuo, sua restrição a E determina um único fun-

cional cont́ınuo f : E → R

C. Em ambos os casos, como E é denso em
Ẽ, obtemos que ‖f‖ = ‖f̃‖. Isso implica que E∗ é isometricamente
isomorfo a Ẽ∗, via aplicação F̃ : E∗ → Ẽ∗ dada por F̃ (f) = f̃ , em
que f̃ é a única extensão cont́ınua de um funcional f com domı́nio
em E ao completamento Ẽ. Ora, do Teorema de Representação de
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Riesz, temos que qualquer funcional linear cont́ınuo f̃ (definido no
espaço de Hilbert Ẽ, completamento de E) é da forma:

f̃(x̃) =< x̃, w̃ >,∀x̃ ∈ Ẽ,

onde w̃ ∈ Ẽ é um vetor constante, unicamente determinado por f̃ .
Ora, se f = F̃−1(f̃), então f = f̃ |E . Em particular, tomando-se uma
sequência wn → w̃, onde wn ∈ E, é claro que para x ∈ E vale

f(x) = f̃(x) =< x, w̃ >= lim
n→∞

< x,wn >,

o que nos fornece uma representação (não única) para os funcionais
lineares em E, simplesmente em termos de sequências em E.

A mais importante conclusão a que chegamos a partir da ob-
servação acima é que embora nem todo funcional linear em E∗ (quando
E não é completo) possa ter uma representação do tipo f(x) =<
x,w >,∀x ∈ E, com w ∈ E, vetor constante, mesmo assim, os funci-
onais desse tipo podem ser usados para aproximar qualquer funcional
em E∗, pois formam um subconjunto denso de E∗. Desse modo, es-
tamos aptos a fazer a seguinte:

Definição 4.15. (Operador Adjunto em Espaços vetoriais com
produto interno.) Seja A : E → E um operador linear cont́ınuo,
definido no espaço vetorial E, dotado de produto interno < ·, · >. O
adjunto, se existir, de A é o único operador linear A∗ : E → E dado
por:

< A · x, y >=< x,A∗ · y >,∀x, y ∈ E.

Exemplo 4.16. Seja E = (C0([−1, 1]; C), < ·, · >) o espaço das
funções cont́ınuas com domı́nio no intervalo [0, 1], dotado do pro-

duto interno < f, g >:=
∫ 1

0
f(t) · g(t)dt. Seja (gn), gn ∈ E uma

sequência de Cauchy em E, normalizada, sem limite em E. Vamos
definir uma aplicação A : E → E tal que A∗ não esteja definido.
Seja p1, p2, . . . a base ortonormal de E dada pela normalização dos
polinômios de Legendre. Seja y ∈ E vetor não nulo fixado. Defina
A(pj) := limn→∞

<pj ,gn>
<y,y> y Dáı,

< A(pj), y >= lim
n→∞

< pj , gn >

< y, y >
,∀pj ,
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e portanto, A∗(y)(·) = limn→∞ < ·, gn >, ou seja, não existe w ∈ E
tal que < A(x), y >=< x,A∗(y) >.

Compare a definição acima com a de operador adjunto em espaços
normados. No caso de espaços vetoriais dotados com produto interno,
identificamos E com seu mergulho em E∗. Com isso, temos que
em espaços dotados de produto interno, tanto o operador como seu
adjunto atuam no mesmo domı́nio, E.

Propriedades importantes acerca do espectro de operadores auto-
adjuntos são assinaladas na próxima proposição:

Proposição 4.17. (Propriedades do Operador Adjunto) Dado
um operador A : E → E em um espaço de Hilbert complexo E, temos
que

sp(A) = sp(A∗)

Prova: Note que o adjunto Hilbertiano é definido de maneira um
pouco diferente do de Banach. De fato, temos que

< x, y >=< (λ−A)(λ−A)−1(x), y >=< (λx−A(x))−1, y >=

< x, (λx−A(x))−1∗(λy −A∗)(y) >,∀x, y ∈ E,

implicando (Mutatis Mutandis) que (λx−A(x))−1∗ = (λy − A∗).
Permutando os papéis de A e seu adjunto, obtemos que o conjunto
resolvente de um é o conjugado do outro, o mesmo valendo para seus
espectros.

A despeito de toda a teoria abstrata vista até agora, a grande
motivação e utilidade de se considerar operadores adjuntos reside na
próxima importante

Proposição 4.18. Seja A : H → H um operador linear limitado
com domı́nio em um espaço de Hilbert H. Então ker(A) = ran(A∗)⊥

e ran(A) = ker(A∗)⊥.

Prova: Dado v ∈ ker(A) e w ∈ H qualquer, temos:

< v,A∗(w) >=< A(v), w >= 0,
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e portanto a imagem de A∗ é perpendicular ao ker(A), e reciproca-
mente, dado v ∈ ran(A∗)⊥, temos que

0 =< v,A∗(w) >=< A(v), w >,∀w ∈ H,

e portanto A(v) = 0, isto é, v ∈ ker(A).

Por outro lado, como A∗∗ = A, do que recém provamos temos que

ker(A∗) = ran(A∗)⊥ e portanto ker(A∗)⊥ = ran(A∗)⊥
⊥

= ran(A∗).

Pensando no contexto de dimensão finita, lembramos que parte
da dificuldade em obtermos uma forma de Jordan diagonal em geral
consiste em que ker(A− λI) e ran(A− λI) não são em geral espaços
complementares podendo ter intersec cão não trivial. Tais espaços
são invariantes para A, têm dimensão complementar, mas podem
não estar em soma direta. A proposição anterior no permite obter um
espaço complementar a ker(A− λI), embora em geral não invariante
por A, se A 6= A∗. Mesmo assim, o fato do aplicação de passar ao
adjunto ser um isomorfismo, nos permite até em dimensão infinita
levar e trazer cálculos funcionais de um operador para o seu adjunto
e vice-versa. Tal será explorado de maneira muito esperta na próxima
seção, na prova de uma versão aprimorada do Teorema Ergódico de
Von Neumann. Por outro lado, quando A = A∗, e a dimensão for
finita, a proposição anterior nos dá que ker(A − λI) e ran(A − λI)
estão em soma direta, e a mesma prova da Forma de Jordan nos
dá que A é diagonalizável. Tal é provado, em maior generalidade
inclusive, no Apêndice do livro.

Um operador A tal que A = A∗ é dito auto-adjunto.

Proposição 4.19. Seja E um espaço dotado de produto interno e
seja A : E → E um operador auto-adjunto. Então qualquer (posśıvel)
autovalor de A pertence a R. Ademais, se v1 e v2 são autovetores
correspondentes a autovalores λ1 6= λ2, então são ortogonais.

Prova: Suponha que λ ∈ C seja um autovalor de A.

Temos, portanto:

λ < ṽ, ṽ >=< ṽ, λṽ >=< ṽ,Aṽ >=



“espectralcolo
2013/5/23
page 115

i

i

i

i

i

i

i

i
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(pois A é auto-adjunta)

< Ãṽ, ṽ >=< λṽ, ṽ >= λ < ṽ, ṽ > .

Como ṽ 6= 0, segue-se que λ = λ, ou seja, λ ∈ R.
Finalmente,

λ1 < v1, v2 >=< Av1, v2 >=< v1, Av2 >= λ2 < v1, v2 > ⇒
︸︷︷︸

λ1 6=λ2

< v1, v2 >= 0,

ou seja, v1 e v2 são ortogonais se são autovetores associados a auto-
valores distintos.

Observação 4.20. É fato que se A é um operador linear auto ad-
junto, então seu espectro está contido em R.

4.1 Aplicação: generalizando o Teorema

de von Neumann

Vimos no caṕıtulo anterior que se o raio espectral de um operador
A ∈ L(E) é estritamente menor que 1, então a norma de An converge
exponencialmente rápido para zero. Em particular, An(v) converge a
zero para qualquer vetor v ∈ E. Nessa seção, pretendemos estudar o
que podemos dizer sobre a sequência (An(v)), v 6= 0 quando n→ +∞
no caso em que o raio espectral é menor ou igual a 1. Será que tal
sequência possui limite em algum sentido? Os próximos exemplos nos
indicam que hipóteses adicionais são necessárias para que o limite de
tal sequência exista à Césaro, o que tende em geral a ser o máximo
que podemos esperar.

Exemplo 4.21. Seja A ∈ L(R2) a aplicação linear cuja matriz na
base canônica é dada por

A :=

(
1 1
0 1

)
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Do caṕıtulo 1 temos que

An :=

(
1 n
0 1

)

Desse modo, vemos que para v = (0, 1), An(v) = (n, 1), a qual con-
verge a infinito com velocidade polinomial.

Exemplo 4.22. Seja A ∈ L(R2) a aplicação linear cuja matriz na
base canônica é dada por

A :=

(
1/2 −

√
3/2√

3/2 1/2

)

,

que corresponde a rotação de π/3. Ora, tal implica que todo ponto
não nulo é periódico de peŕıodo mı́nimo igual a 6. Portanto, a
sequência (An(v)), v 6= 0 é periódica, não convergindo quando n →
+∞.

Note no segundo exemplo que, embora a sequência não convirja
sua média converge à Cesàro, ou seja, as médias,

1

N

N−1∑

n=0

An(v)

convergem, quando N → +∞. (No exemplo em questão, convergem
para zero).

Exemplo 4.23. Seja ℓ2 o espaço de Hilbert das sequências quadrado
somáveis de números complexos, e considere A : ℓ2 → ℓ2 dada por

A((x1, x2, . . . )) := (x2, . . . )

Dado N ∈ N, observe que I,A,A2, . . . , AN são isometrias (sobre sua
imagem) quando restritos ao subespaço

EN := {x ∈ ℓ2;x = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

N vezes

x1, . . . )}.

Claramente, a norma de A, e portanto a de An é menor ou igual a
1, para todo n ≥ 0 e o acima mostra que de fato sua norma é igual
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a 1. Mais ainda, é fácil de verificar que 1
N

∑N−1
n=0 A

n também uma
isometria sobre sua imagem quando restrita a EN . Logo, essa soma
a Cesàro não converge em norma a zero. Entretanto, na topologia
forte (pontual) é fácil ver que tal soma converge a zero (exerćıcio 3).

Teorema 4.24. (Ergódico de Von Neumann, generalizado.)
Seja V um operador em um espaço de Hilbert H satisfazendo ‖V n‖ <
C para todo n. Então

1

N

N−1∑

n=0

V n(f) → P (f),∀f ∈ H,

onde P é uma projeção (não necessariamente ortogonal) sobre
{f ;V (f) = f} =: F (V ).

Prova:
Note que F (V ) é claramente um subespaço fechado de H, já que

é o núcleo de V − I, onde I é a identidade, logo, é o núcleo de uma
aplicação cont́ınua. Observamos também que

PN (f) :=
1

N

N−1∑

n=0

∥
∥
∥V n(f)

∥
∥
∥ ≤ (1/N) ·N‖f‖ ≤ C‖f‖.

E que se f ∈ F (V ) = ker(I − V ), então PN (f) = f,∀N . Portanto,
1
N

∑N−1
n=0 V

n(f) → P (f),∀f ∈ F (V ). Vejamos agora o que ocorre no
espaço ran(I−V ) =: E(V ). Se f ∈ E(V ), então existe g ∈ H tal que
f = g − V (g), logo temos:

∥
∥
∥

1

N

N−1∑

n=0

V n(f)
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

1

N

N−1∑

n=0

V n(g − V (g))
∥
∥
∥ =

1

N

∥
∥
∥g − V N (g)

∥
∥
∥ ≤ 1

N
(‖g‖ + C‖g‖) → 0 quando N → +∞.

Notamos que converge também para zero para toda f ∈ E(V ).
Neste caso, existem E(V ) ∋ fj → f e dáı,

∥
∥
∥

1

N

N−1∑

n=0

V n(fj) −
1

N

N−1∑

n=0

V n(f)
∥
∥
∥ =

1

N

∥
∥
∥

N−1∑

n=0

V n(fj − f)
∥
∥
∥ ≤
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≤ 1

N

N−1∑

n=0

C‖fj − f‖ ≤ C‖fj − f‖ → 0,

implicando a afirmação que fizemos.
Note que devido aos limites acima serem distintos em F (V ) e

E(V ) temos que F (V ) ∩ E(V ) = {0}. Se mostrarmos que F (V ) ⊕
E(V ) = H, então teremos conclúıdo a prova.

Para ver isso, devemos considerar F (V ∗) : = ker(I−V ∗) e E(V ∗) =
ran(I − V ∗). Como ‖V n‖ ≤ C,∀n ∈ N, vale também que ‖(V ∗)n‖ ≤
C,∀n ∈ N. De fato, para qualquer operador linear cont́ınuo A : H →
H vale que (A∗)n = (An)∗ e além do mais

‖A‖ = sup
‖v‖=1

‖A(v)‖ = sup
‖v‖=1

sup
‖w‖=1

< A(v), w >=

sup
‖w‖=1

sup
‖v‖=1

< v,A∗(w) >= sup
‖w‖=1

‖A∗(w)‖ = ‖A∗‖.

Logo, obtemos pelas mesmas contas que já fizemos para V que
F (V ∗) e E(V ∗) têm intersecção trivial. Mas

F (V )⊥ = ker(I − V )⊥ = ran(I − V ∗) = E(V ∗),

e
E(V )⊥ = ran(I − V )⊥ = ker(I − V ∗) = F (V ∗).

Donde conclúımos que

(F (V ) + E(V ))⊥ = F (V ∗) ∩ E(V ∗) = {0},

ou seja, H = F (V ) + E(V ), como queŕıamos demonstrar.

Observação 4.25. Note que se V fosse autoadjunto, a projeção seria
ortogonal. Uma versão ainda mais elaborada do Teorema Ergódico
Von Neumann foi apresentada por Thiago Bomfim em sua monografia
de curso e trabalho de iniciação cient́ıfica. Tal trabalho foi medalha
de prata no V Simpósio Nacional / Jornadas de Iniciação Cient́ıfica,
em 2011, e encontra-se dispońıvel no link:

http://www.colmat.ufba.br/monografias?page=1
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Note o que o Teorema acima nos diz em particular: se um opera-
dor de norma menor ou igual a 1 possuir autovalor 1, ele nos dá um
modo de calcular seu autoespaço (note que nesse caso, o autoespaço
generalizado de 1 é um autoespaço ) Se por outro lado, tal espaço for
trivial, então qualquer média de Birkhoff como do Teorema converge
a zero.

Para os próximos exemplos aplicando o teorema anterior, falare-
mos um pouco de transformações que preservam medidas. Dado um
conjunto X, uma medida finita µ : A → [0,+∞), A ⊂ P(X) é uma
função de conjunto tal que

1. µ(∅) = 0.

2. µ é σ−aditiva:

µ(∪̇∞
n=1An) =

∞∑

n=1

µ(An),

para toda união de conjuntos dois a dois disjuntos An da coleção
A.

Em geral, pede-se que a coleção A seja uma σ−álgebra, isto é, que
seja fechada para uniões enumeráveis, intersecções enumeráveis e pas-
sagem ao complemento de seus membros.

Dizemos que uma aplicação f : X → X preserva a medida µ se
para todo A ∈ A, então f−1(A) ∈ A e vale que

µ(A) = µ(f−1(A)).

Dado um intervalo limitado I ⊂ R um exemplo bem conhecido de
medida finita é a que atribui a cada subintervalo de I o seu compri-
mento. Claramente, a menor σ−álgebra que contém tais intervalos
contém todos os abertos (e fechados) em I e de fato coincide com a
menor σ−álgebra que contém os abertos de I, também chamada de
σ−álgebra de Borel de I.

Pensemos na seguinte situação-exemplo:
Seja f : S1 → S1 a aplicação dada por f(z) := α ∗ z, α = eiθ ∈

S1, π/θ é irracional, onde o produto em questão é a multiplicação
usual em C. Ou seja, f é dita uma rotação irracional do ćırculo S1.
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Dado um segmento de arco em S1, via coordenadas polares, pode-
mos identificá-lo com um intervalo da reta de mesmo comprimento, e
dessa forma transportar a medida do intervalo I = [0, 2π) para S1 de
maneira natural. Também uma função ϕ : S1 → R

C
é dita integrável

se ∫

S1

|ϕ|dm :=

∫ 2π

0

|ϕ|(eit)dt < +∞,

e nesse caso, sua integral é

∫

S1

ϕdm :=

∫ 2π

0

ϕ(eit)dt < +∞.

Dado p ≥ 1, a exemplo dos espaços ℓp, podemos considerar
Lp(S1,m) como o espaço das funções cont́ınuas dotado da norma

‖ϕ‖p := p

√
∫

S1

|ϕ|pdm

e definir Lp(S1,m) como o completamento de Lp(S1,m). Note que
a integral também se estende de maneira natural ao completamento.

Em particular para p = 2, é posśıvel provar que tal completamento
é um espaço de Hilbert.

Interessantemente, U(ϕ) := ϕ◦f é uma isometria em cada um dos
espaços Lp(S1,m), se estendendo continuamente de maneira única
ao completamento. Note que ϕ ≡ 1 é autovetor do autovalor 1 desse
operador.

Conclúımos do Teorema 4.24 que dado ϕ ∈ L2(S1,m) que existe
ϕ̃ ∈ L2(S1,m) tal que

∥
∥
∥

1

N

N−1∑

n=0

ϕ ◦ fn − ϕ̃
∥
∥
∥

2
→ 0 quando N → +∞.
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4.2 Exerćıcios

1. Mostre que se E é um espaço dotado de produto interno e
Ê ⊂ E é um subespaço de dimensão finita, então E = Ê⊕ Ê⊥.

2. Mostre que se E é um espaço dotado de produto interno e
Ê ⊂ E é um subespaço completo, então E = Ê ⊕ Ê⊥. Enuncie
e prove com tal hipótese uma versão mais geral do teorema de
Pitágoras (lema 4.8 da página 108).

3. Prove que na topologia forte no espaço dos operadores a soma
de Birkhoff do exemplo 4.23 da página 116 converge a zero.
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Caṕıtulo 5

Pontos Periódicos de

Função de Operador

Dada uma função holomorfa f , estudaremos neste caṕıtulo a dinâmica
da aplicação f̂ por ela induzida no espaço L(E) dos operadores line-
ares cont́ınuos num espaço de Banach real E. Provaremos que todos
os pontos periódicos isolados da aplicação A 7→ f̂(A), A ∈ L(E) estão

necessariamente contidos no subespaço unidimensional R̂ := {λI, λ ∈
R}, em que I : E 7→ E é a identidade. Ademais, todos os (posśıveis)
pontos hiperbólicos são atratores ou repulsores.

Lembramos que um ponto periódico A = f̂k(A) é dito isolado

se houver um aberto B em L(E) contendo a órbita {f̂ j(A), j =
0, . . . , k− 1} tal que nenhuma órbita periódica com o mesmo peŕıodo
k intersecta B. Em outras palavras, não há sequência (An) de pontos
k-periódicos convergindo para A.

Também definimos ponto periódico fortemente isolado:

Definição 5.1. (Ponto periódico fortemente isolado.) Um

ponto periódico A = f̂k(A) é dito fortemente isolado se ∀n ∈ N exis-

tir um aberto B em L(E) contendo a órbita {f̂ j(A), j = 0, . . . , k− 1}
tal que nenhuma órbita periódica com peŕıodo menor ou igual a s
intersecta B. Em outras palavras, não há sequência (An) de pontos
periódicos de peŕıodos uniformemente limitados convergindo para A.

122
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Note que qualquer ponto periódico fortemente isolado é isolado.
Sabemos do Teorema da Aplicação Inversa que se A = f̂k(A) e o

espectro de Df̂k(A) não contiver 1, então A é isolado. Em particular,
pontos periódicos hiperbólicos (cujos espectros não intersectam S1)
são isolados.

Como muitos aspectos relevantes da dinâmica são refletidos no
conjunto periódico de um sistema (veja [3], por exemplo), e em par-
ticular, nos pontos periódicos hiperbólicos, neste caṕıtulo daremos
uma caracterização deste conjunto.

Exemplo 5.2. Seja E = R
2. Neste caso L(E) é identificado com

o espaço das matrizes 2 × 2. Em tal espaço podemos considerar o
conjunto

C :=
{ (

a −b
b a

)

; a, b ∈ R

}

.

Tal conjunto é isomorfo ao corpo C. Dada uma função de operador
f̂ : L(R2) → L(R2), a restrição f̂ |C pode ser considerada como uma
função anaĺıtica ordinária em C. Isto significa que qualquer ponto
periódico (ou zero) de f̂ |C : C → C é um ponto isolado em C.
Note que tal ponto periódico pode ser qualquer ponto em C ∼= C.
Entretanto, nossos resultados implicam que a situação é bem diferente
para f̂ . Mesmo se o ponto periódico pertencer a C \ {λI, λ ∈ R}, ele
será acumulado por pontos periódicos em L(R2).

5.1 O caso geral em Espaços de Banach

Lema 5.3. Seja E um espaço normado sobre um corpo K, em que K é
igual a R ou C. Seja L(E) o espaço dos operadores lineares cont́ınuos
em E munido da norma do operador. Se um operador A ∈ L(E)
comuta com todo elemento num aberto não-vazio B ⊂ L(E), então A
é um múltiplo escalar da identidade.

Prova: Não há perda em supor que B é uma bola, digamos,
B = B(X0, r), para algum X0 ∈ L(E) e r > 0. Dáı, como AX =
XA,∀X ∈ B(X0, r), conclúımos que A(X − X0) = (X − X0)A, o
que implica que A comuta com todo operador em B(0, r). Qual-
quer operador L ∈ L(E) é um múltiplo escalar de um operador em
B(0, r), isto significa que A comuta com todo operador em L(E). Em
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particular, dado qualquer v ∈ E não-nulo, A comuta com qualquer
projeção Πv tal que Πv(v) = v e Πv(w) = 0 em algum espaço omple-
mentar de span(v) (tal projeção existe como uma consequência direta
do teorema de Hahn-Banach). Portanto, temos

ΠvA(v) = AΠv(v) = A(v).

Isto quer dizer que o espaço gerado por A(v) é invariante por Πv.
Temos duas possibilidades. Se A(v) 6= 0, então A(v) é autovetor de
Πv associado ao autovalor 1. A segunda alternativa é que A(v) = 0.
Em ambos casos, conclúımos que para qualquer v ∈ E existe λv ∈ K
tal que A(v) = λv · v. Provemos que λv independe de v. De fato,
dados dois vetores linearmente independentes v, w ∈ E, se λv 6= λw

então
λv+w · (v + w) = A(v + w) = λv · v + λw · w ⇔

(λv+w−λv)·v+(λv+w−λw)·w = 0 ⇔ (λv+w−λv) = (λv+w−λw) = 0.

Dáı, λv = λw, o que implica que A tem a forma A = λ ·I, para algum
escalar λ ∈ K.

Teorema 5.4. Sejam K = R or K = C, U ⊂ K um aberto e
f : U → K uma função anaĺıtica, e considere a função de ope-
rador (denotada por f̂) por ela induzida no espaço L(E) de ope-
radores lineares cont́ınuos num espaço de Banach E sobre o corpo
K. Então todo ponto periódico isolado de f̂ está contido na cópia
{λ · I;λ ∈ K, I = identidade} de K em L(E).

Prova: Como o iterado f j := f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

j×

é também anaĺıtico,

não há perda de generalidade em considerar A um ponto fixo de
f̂ . Suponha que A /∈ K̂. Pelo último lema, para qualquer bola
B(I, 1/n), n ∈ N, existe um isomorfismo linear Pn que não comuta
com A. É claro que Pn → I implica que PnAP

−1
n → A. Ademais,

é fácil ver que como f̂(A) = A então f̂(PnAP
−1
n ) = PnAP

−1
n . Por-

tanto, obtivemos uma sequência de pontos fixos de f̂ convergindo
para A.

Observação 5.5. As mesmas técnicas funcionam para funções de
operador não anaĺıticas (a exemplo das médias de Birkhoff: fn =

limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 A

j). Na verdade vale o seguinte
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Lema 5.6. Se X comuta com A ∈ L(E) e Fn é sequência de funções
anaĺıticas em A convergindo fortemente para P (i.é., Fn(x) → P (x)∀x ∈
A), então P comuta com X.

Prova: Seja f ∈ E. Temos ‖Fn(A) − Pf‖ → 0. Ademais,
limXFn(A) = limFn(AX).

Portanto, ‖(XFn(A)−XP )(f)‖ = ‖X(Fn−P )(f)‖ ≤ ‖X‖‖(Fn−
P )(f)‖.
Definição 5.7. (Ponto periódico simples.) Seja E um espaço
normado, e U ⊂ E um aberto. Dada uma aplicação C1 g : U → E,
dizemos que o ponto periódico p = gj(p) é simples se spec(Dgj(p)) 6∋
1.

Devido ao Teorema da Aplicação Inversa, pontos periódicos sim-
ples são isolados, já que spec(Dgj(p)) 6∋ 1 significa dizer queDg(p)−I
é invert́ıvel, o que por sua vez implica que f−I é localmente invert́ıvel
em torno do p.

Em particular, o último teorema implica que se f̂ exibir pontos
periódicos simples, eles estarão contidos em K̂. Outra observação
interessante: como qualquer ponto x · I ∈ K̂ comuta com todo X ∈
L(E), a derivada Df̂(x · I) = Df(x) · I. Isto significa que se x0

é um ponto periódico simples (resp. hiperbólico) para a dinâmica
dada por f , então x0 · I é também um ponto periódico simples (resp.

hiperbólico) para f̂ .
Isto nos permite enunciar o seguinte

Corolário 5.8. Sejam K = R ou K = C, U ⊂ K um aberto e
f : U → K uma função anaĺıtica, e considere a função de opera-
dor (denotada por f̂) por ela induzida no espaço L(E) de operado-
res lineares cont́ınuos num espaço de Banach E sobre o corpo K.
Então todo ponto periódico hiperbólico de f̂ está contido na cópia
K̂ := {λI, λ ∈ K} ⊂ L(E) de K. Ademais, todo ponto periódico
hiperbólico de uma função de operador é também um atrator ou um
repulsor.

Prova: Imediata, do teorema e discussão acima.

O próximo teorema afirma que os pontos periódicos isolados de f̂
são exatamente os simples.
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Teorema 5.9. Sejam K = R ou K = C, U ⊂ K um aberto, f :
U → K uma função anaĺıtica, e considere a função de operador (de-

notada por f̂) por ela induzida no espaço L(E) dos operadores line-
ares cont́ınuos num espaço normado E sobre o corpo K. Então todo
ponto periódico isolado f̂ é simples. Reciprocamente, se A é um ponto
periódico simples, ele é isolado.

Prova: Como já vimos, a rećıproca é consequência direta do
Teorema da Aplicação Inversa. Provemos, então, a outra implicação
enunciada. Suponha por absurdo que A é um ponto periódico isolado
de f̂ que não é simples. Apenas trocando f̂ por um seu iterado,
podemos supor que A é um ponto fixo de f̂ . Como A é um ponto
fixo isolado, ele tem a forma λI, λ ∈ K, e como A não é simples,
isto implica que a derivada f̂ ′(A) = 1 · I. Como a dimensão de E
é maior 1 (caso contrário não há nada o que fazer), é fácil construir

uma sequência de pontos fixos de f̂ convergindo para A. Para isto,
note que um ponto periódico A de f̂ com peŕıodo p é simples se, e só
se, ele for uma raiz simples para ĝ(X) := f̂(X) −X. Dáı, se A = λI
é um ponto fixo isolado de f que não é simples, então g tem uma
expressão como g(z) = (z − λ)2 · h(z), para alguma função anaĺıtica
h numa vizinhança de λ. Tome um espaço bidimensional W ⊂ E
com base {w1, w2} e um espaço complementar W̃ de W em E. O
operador linear Ak ∈ L(E), k ∈ N definido por

Ak(w2) := 1
k w1 + λw2

Ak(w1) := λw1

Ak|W̃ := λI|W̃
é uma raiz de g(z) (pois é raiz de (z − λ)2), então (Ak)k∈N é uma
sequência de zeros de g (e de pontos fixos de f) convergindo na norma
do operador para A quando k → +∞. Isto contradiz o fato de termos
tomado A como um zero isolado de g.

Corolário 5.10. Sejam K = R ou K = C, U ⊂ K um aberto,
g : U → K uma função anaĺıtica, e considere a função de operador
(denotada por ĝ) por ela induzida no espaço L(E) dos operadores
lineares cont́ınuos num espaço normado E sobre o corpo K. Então
toda raiz isolada de ĝ está contida na cópia K̂ := {λI, λ ∈ K} ⊂ L(E)
de K, e é uma raiz simples de g.
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Prova: Imediata da prova do teorema anterior.

Quando K = R, todo ponto periódico fortemente isolado de uma
função de operador f̂ é hiperbólico e então, atrator ou repulsor:

Proposição 5.11. Sejam U ⊂ R um aberto, f : U → R uma função
anaĺıtica, e considere a função de operador (denotada por f̂) por
ela induzida no espaço L(E) dos operadores lineares cont́ınuos num
espaço normado E. Então todo ponto periódico fortemente isolado
de f̂ é hiperbólico. Ademais, todo ponto periódico hiperbólico de uma
função de operador é também um atrator ou um repulsor.

Prova: Lembre que provamos que todo ponto periódico isolado
é simples. No caso real, se A é um ponto periódico simples (com

peŕıodo p) de f̂ que não é hiperbólico, então como A ∈ R̂, temos que

(̂f̂p)′(A) = Df̂p(A) = −1 · I. Isto implica que A ∈ R̂ é um ponto

periódico para f̂2 que não é simples. Pelo teorema 5.9, A não é um
ponto periódico isolado para f2, nem para f . Portanto, devemos
ter que A é hiperbólico. Pelo corolário 5.8, ele também deve ser um
atrator ou um repulsor contido em R̂ := {λI, λ ∈ R} ⊂ L(E).

O próximo corolário generaliza a proposição acima para o caso
complexo:

Corolário 5.12. Sejam K = R ou K = C, U ⊂ K um aberto,
f : U → K uma finção anaĺıtica, e considere a função de operador
(denotada por f̂) por ela induzida no espaço L(E) dos operadores
lineares cont́ınuos num espaço normado E sobre o corpo K. Um
ponto periódico A de f̂ é fortemente isolado se, e só se, A = λI para
algum λ ∈ C e Df(p) = c · I, em que c ∈ C não é uma raiz de
q(z) := zn − 1, ∀n ∈ N.

Prova: A rećıproca é imediata, já que um ponto periódico que
é simples é isolado. Agora, suponha que A é um ponto periódico
isolado de f̂ . Já vimos (teorema 5.4) que A = λI para algum λ ∈ C.

Ademais, também observamos que Df̂(A) = Df(λ) · I = c · I, para
algum c ∈ C. Se supusermos por absurdo que c é uma raiz da unidade,
digamos, cn = 1, então A seria um ponto periódico não-simples de f̂n.
Neste caso, devido ao teorema 5.9, A não seria um ponto periódico
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isolado para fn. Isto implicaria que A não é um ponto periódico
isolado para f , contradição.

5.2 Um caso particular em dimensão fi-

nita

Nesta seção, consideramos zeros/pontos periódicos de funções de ope-
rador em L(E), onde E = Kn, K = R ou K = C, n ∈ N. Neste caso,
identificamos os operadores em L(E) com suas respectivas matrizes
na base canônica.

Analisemos o caso E = C
n. Seja f : U → C uma função anaĺıtica

e suponha que f̂ seja sua respectiva função de operador. Como antes,
não há perda de generalidade em considerar pontos fixos. Dado um
ponto fixo f̂(A) = A, seja P ∈ L(E) o operador invert́ıvel tal que

PAP−1 = J , onde J é uma matriz de Jordan. Note que P f̂(A)P−1 =

f̂(PAP−1) = f̂(J). Isto significa que P é uma autoconjugação de f̂
entre vizinhanças de A e J em L(E). Em particular, obtemos também

do acima que J = P f̂(A)P−1 = f̂(J), ou seja, J é também um ponto

fixo para f̂ . Observe que isto implica certa rigidez para f e A. De
fato, temos o seguinte resultado:

Proposição 5.13. Suponha que λ é um autovalor de A = f̂(A).
Então f(λ) = λ. Ademais, se o expoente k do fator (z − λ)k no
polinômio mı́nimo de A for diferente de 1 então também obtemos que
Df(λ) = 1.

Prova: Seja J uma matriz na forma de Jordan conjugada a A. Se
λ é um autovalor de A, então existe pelo menos um bloco de Jordan
unidimensional Jλ = (λ). Quando aplicamos f̂ a J , tal bloco se

torna (f(λ)). Como J é também um ponto fixo para f̂ , conclúımos
que f(λ) = λ. Isto encerra a primeira asserção no enunciado da
proposição. Agora, suponha que Jλ é um bloco de Jordan de J com
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dimensão maior que 1 dado por

Jλ =











λ 1 0 . . . . . . 0
0 λ 1 0 . . . 0
...

. . .
...

... 1
0 . . . . . . . . . 0 λ











.

Como visto na seção 1.1, aplicando f̂ a Jλ, obtemos

f̂(Jλ) =
















f(λ) Df(λ) D2f(λ)
2

D3f(λ)
3! . . . Dd−1f(λ)

(d−1)!

0 f(λ) Df(λ) D2f(λ)
2

...
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

. . . Df(λ)
0 . . . . . . . . . 0 f(λ)
















.

Como f̂(J) = J , obtemos também que Df(λ) = 1.

Corolário 5.14. Suponha que λ é um autovalor de A = f̂(A). Então
f(λ) = λ. Ademais, se d é o grau de nulidade da parte nilpotente da
forma de Jordan, então Djf(λ) = 0,∀j ∈ {2, . . . , d− 1}.
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Apêndice A

Operadores Compactos

Vimos nos caṕıtulos introdutórios (vide proposição 2.22, na página
33) que um operador linear, ou é Lipschitz, ou é descont́ınuo em todos
os pontos de seu domı́nio. De maneira intuitiva, isso quer dizer que
em qualquer vizinhança de qualquer ponto de seu domı́nio, existem
pontos que são levados em pontos distantes na imagem. Ora, se um
operador linear A descont́ınuo e invert́ıvel leva pontos próximos em
pontos distantes, é de se esperar que sua inversa precise ser super-
cont́ınua, para tomar tais pontos distantes e aproximá-los novamente.

Essa é mais ou menos a idéia desta seção: em geral, operado-
res que envolvem a derivação em dimensão infinita são descont́ınuos.
Contudo, em muitos casos tais operadores possuem como inversa
operadores lineares supercont́ınuos (tecnicamente conhecidos como
operadores compactos). Desse modo, podemos resolver problemas
associados a operadores de Derivação simplesmente estudando suas
inversas.

Definição A.1. (Operador Compacto.) Seja E um espaço veto-
rial normado. Um operador linear A : E → E é dito compacto se
dada xn ∈ E limitada, então A(xn) possui subsequência convergente.

Claramente todo operador compacto é cont́ınuo. De fato, se (xn),
‖xn‖ = 1 é tal que ‖A(xn)‖ → sup‖x‖=1{‖A(x)‖} quando n → +∞,
então ‖A(xn)‖ 6→ +∞, já que da compacidade de A, tal sequência
possui subsequência convergente. Também é fácil ver que o conjunto
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dos operadores compactos forma um subespaço vetorial fechado de
L(E) que também é um ideal em relação a esse espaço: o produto
(composição) de um operador compacto qualquer por um operador
cont́ınuo é um operador compacto.

Para operadores compactos auto-adjuntos em espaços dotados
com produto interno, valem os seguintes resultados:

Lema A.2. Seja E um espaço dotado de produto interno e seja
A : E → E um operador compacto auto-adjunto. Então existe um
autovalor λ ∈ R tal que |λ| = ‖A‖.

Prova: Vimos que para um operador auto-adjunto qualquer vale

‖A‖ = sup
‖v‖=1

{| < Av, v > |}.

Tomemos então uma sequência (vn), vn ∈ E, tal que ‖vn‖ = 1,∀n ∈ N

e limn→+∞ | < Avn, vn > | = ‖A‖. Como A é compacto, e (vn) é
limitada, existe (vnk

) tal que ∃ limk→+∞Avnk
= y, e sem perda,

ainda podemos supor que limk→+∞ < Avnk
, vnk

>= λ. Dáı,

‖Avnk
− λvnk

‖2 =< Avnk
, Avnk

> −2λ < Avnk
, vnk

> +λ2 → 0,

donde conclúımos que y = limk→+∞ λvnk
. Supondo sem perda λ 6= 0

(pois se λ = 0, temos A ≡ 0), isso implica que existe limk→+∞ vnk
=

y/λ. Veja que y 6= 0, pois limk→+∞ < Avnk
, vnk

>=< y, y/λ >=
λ 6= 0. Temos portanto que y = A(y/la), ou seja, y é autovetor do
autovalor λ.

Lema A.3. Seja E um espaço vetorial dotado de produto interno e
seja A : E → E um operador compacto auto-adjunto. Se λ 6= 0 é um
autovalor de A, então dim(ker(A− λI)) < +∞.

Prova: A prova é decorrente do fato de que nenhum múltiplo da
identidade em dimensão infinita é compacto. De fato,

A|ker(A−λI) = λI|ker(A−λI).

Se dim(ker(A − λI)) fosse infinita, tomando-se um conjunto orto-
normal enumerável (portanto, limitado) {e1, e2, . . . } de ker(A − λI)
teŕıamos que Aej = λej ,∀j ∈ N. Contudo, para j 6= k valeria:

‖λej−λek‖2 = λ2 < ej , ej > −2λ2 < ej , ek > +λ2 < ek, ek >= 2λ2 > 0,



“espectralcolo
2013/5/23
page 132

i

i

i

i

i

i

i

i

132 [CAP. A: OPERADORES COMPACTOS

o que em particular implica que a sequência (λej) não possui sub-
sequência convergente, o que contradiz o fato de A ser um operador
compacto.

Lema A.4. Seja E um espaço vetorial dotado de produto interno
e seja A : E → E um operador compacto auto-adjunto. Então os
autovalores de A ou são em número finito ou formam uma sequência
que tem zero como único ponto de acumulação.

Prova: Suponha por absurdo que exista c > 0 e uma sequência
(λj) de autovalores distintos de A tal que |λj | > c,∀j ∈ N. Tomando
(ej) a sequência ortonormal de autovetores associados, temos:

‖A(ej) −A(ek)‖2 = λ2
j‖ej‖2 − 2λjλk < ej , ek > +λ2

k‖ek‖2 =

λ2
j + λ2

k ≥ 2 · c > 0,

o que, a exemplo do lema anterior, é absurdo, pois contradiz o fato
de que A é compacto. Note que isso implica que o conjunto for-
mado pelos autovalores não nulos é portanto enumerável (se fosse
não enumerável, possuiria alguma sequência com termos distintos
convergindo a um valor diferente de zero).

A.1 O Teorema Espectral para Operado-

res Compactos

Teorema A.5. Seja E um espaço vetorial dotado de produto in-
terno e seja A : E → E um operador compacto auto-adjunto, e se-
jam λ1, λ2, . . . , λk, . . . os autovalores não nulos dois a dois distintos
de A. Seja Ê o subespaço fechado de E gerado pelos espaços dois
a dois ortogonais ker(A − λ1I), . . . , ker(A − λjI), . . . . Então temos

Ê⊥ = ker(A) e Ê = A(E). Em particular, A(E) admite uma base
ortonormal formada por autovetores de A correspondentes a autova-
lores não nulos.

Prova: Suponha sem perda A 6= 0, caso em que a proposição está
trivialmente demonstrada. Assim, pelo lema A.2, Ê é um subespaço
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não trivial de E. Observe que Ê é invariante por A; o mesmo então
valendo para Ê⊥, pois A é auto-adjunto:

< A(v̂), w⊥ >= 0 ⇒< v̂,A(w⊥) >= 0,∀v̂ ∈ Ê,∀w⊥ ∈ Ê⊥.

Considerando A|Ê⊥ : Ê⊥ → Ê⊥, como este é também compacto,
segue-se novamente pelo lema A.2 que se este operador fosse não
nulo, então possuiria autovalor λ 6= 0 tal que |λ| = ‖A|Ê⊥‖. O
que é absurdo, pois λ seria também autovalor não nulo de A, e seu
autoespaço, por definição de Ê, está contido neste último. Con-
clúımos que A|Ê⊥ ≡ 0, o que implica que Ê⊥ ⊂ ker(A). Como

ker(A) ⊥ ker(A− λjI),∀j ∈ N, temos que ker(A) ∈ Ê⊥.

Mostremos agora que Ê = A(E). Claramente, como ker(A −
λjI) ⊂ A(E),∀j ∈ N, o que implica que Ê ⊂ A(E). Seja {ek}
uma base ortonormal de vetores de Ê, obtida a partir da união de
bases ortonormais dos subespaços ker(A− λjI). Seja A(x) ∈ A(E) e
considere

xm :=

m∑

k=0

< x, ek > ek.

Temos então que ‖xm‖2 ≤ ‖x‖2,∀m ∈ N e

A(xm) =

m∑

k=0

< x, ek > A(ek) =

m∑

k=0

< x, λj(k)ek > ek =

m∑

k=0

< x,A(ek) > ek =

m∑

k=0

< A(x), ek > ek.

Visto que A é um operador compacto, existe uma subsequência xml

tal que A(xml
) é convergente a y ∈ Ê. Todavia,

< A(x) − y, ek >=< A(x), ek > − lim
l→+∞

< A(xml
), ek >=

< A(x), ek > − lim
l→+∞

<

ml∑

q=0

< A(x), eq > eq, ek >= 0.

Isto implica que A(x) − y ∈ Ê⊥ = ker(A) = A(E)
⊥

; mas isso é
absurdo, pois A(x) − y ∈ A(E). Portanto, A(E) = Ê, e conclúımos
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134 [CAP. A: OPERADORES COMPACTOS

que A(E) possui uma base ortonormal formada por autovetores de A
correspondentes aos autovalores não nulos de A.

Corolário A.6. Seja E um espaço vetorial dotado de produto in-
terno, e A : E → E um operador compacto auto-adjunto. Se dim(E) =
+∞ e A(E) = E então os autovalores de A constituem uma sequência
λ1, . . . , λj , . . . de reais não nulos, existe uma base ortonormal de E
formada por autovetores de E.

Prova: Como ker(A) = A(E)⊥, e A(E) = E, segue-se que
ker(A) = {0}, e logo 0 não é autovalor de A. Como a dimensão
de cada autoespaço correspondente a cada autovalor não nulo é finita
e dim(E) = +∞, segue-se que a sequência dos autovalores é infinita.

Outro arremate importante do último teorema é:

Corolário A.7. (Teorema espectral para operadores compac-
tos.) Seja E um espaço de Hilbert, e A : E → E um operador
compacto auto-adjunto. Então E = A(E) ⊕ ker(A), e A(E) admite
uma base enumerável formada de autovetores de A correspondentes
a autovalores não nulos.

Prova: Imediato, do fato de que, sendo E completo, temos E =
ker(A) ⊕A(E), e do último corolário, aplicado a A(E).
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