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Prefácio

Decomposição de Domı́nio refere-se a um conjunto de técnicas do
tipo “divisão e conquista” usadas para achar soluções numéricas de
equações diferenciais parciais, principalmente equações eĺıpticas e pa-
rabólicas. Estas técnicas são baseadas numa decomposição ou partição
em subdomı́nios do domı́nio onde a equação diferencial é formulada.
A ideia geral é usar a solução da equação nos subdomı́nios para obter
a solução (ou aproximações da solução) no domı́nio original. Por ex-
emplo, no estudo do fluxo de petróleo ou água em meios porosos,
a solução direta da equação diferencial no domı́nio original requer
a solução de um sistema linear gigantesco. Resolver diretamente
este sistema linear é impraticável em muitos casos devido ao alto
custo computacional (e/ou muito tempo de processamento). Neste
caso, uma abordagem de decomposição de domı́nio requer somente
resolver a equação diferencial nos subdomı́nios várias vezes, em vez
de resolver o problema diretamente no domı́nio original. As soluções
da equação nos subdomı́nios podem ser obtidas resolvendo sistemas
lineares menores que requerem baixo custo computacional e pouco
tempo de processamento. Computação paralela pode ser usada para
reduzir ainda mais o tempo total de processamento.

O objetivo geral do minicurso “Introdução aos métodos de de-
composição de domı́nio” é introduzir a teoria clássica dos métodos
de decomposição de domı́nio. Em particular, as ideias básicas de de-
composição de domı́nio aplicadas a solução de sistemas lineares que
aparecem na aproximação numérica da solução de uma equação difer-
encial parcial eĺıptica.

i
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Iniciamos com uma introdução a modelagem de fluxo de fluidos
em meios porosos heterogêneos. Depois apresentamos o método dos
elementos finitos para aproximar a solução de equações diferenci-
ais eĺıpticas. Em seguida estudamos o método do gradiente conju-
gado precondicionado para a solução de sistemas lineares. Na parte
principal do curso apresentamos vários precondicionadores de decom-
posição de domı́nio. O objetivo desta parte será entender a cons-
trução e implementação destes precondicionadores. Apresentar-se-
á uma introdução curta à análise teórica envolvida. O minicurso
será finalizado ilustrando rapidamente outros precondicionadores de
decomposição de domı́nio e mencionando vários outros modelos e
aplicações onde as técnicas estudadas podem ser aplicadas.

Observamos aqui que a construção de precondicionadores é so-
mente uma subárea de decomposição de domı́nios. Muitos outros
problemas encontrados na análise numérica de equações diferenci-
ais parciais podem ser abordados usando ideias de decomposição de
domı́nios, veja [31, 24, 30, 27].

O curso está orientado para estudantes de iniciação cient́ıfica ou
primeiro ano de mestrado. É requerido familiaridade com os conceitos
básicos de álgebra linear e noções básicas de equações diferenciais par-
ciais em duas dimensões.

Gostaria de agradecer a Martha Miranda pela ajuda com o texto
e ao Duilio Conceição por revisar o conteúdo e o texto do minicurso e
também pelas suas contribuições assim como as discussões cient́ıficas.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Problemas eĺıpticos em uma e duas
dimensões

Neste caṕıtulo introduzimos as equações diferenciais usadas neste
minicurso. Seja D ⊂ R2 um domı́nio aberto e limitado e ∂D seu
bordo. Consideramos equações diferenciais da forma

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−div(κ(x)∇u(x)) = f(x) para todo x = (x1, x2) ∈ D,

u(x) = g(x) para todo x = (x1, x2) ∈ ∂D
(1.1)

onde∇u denota o vetor linha gradiente de u dado por∇u =
[
∂u
∂x1

, ∂u∂x2

]
e o tensor de permeabilidade κ é da forma

κ(x) =
[
κ11(x) κ12(x)
κ21(x) κ22(x)

]
.

O operador diferencial envolvido é

div(κ(x)∇u(x)) =
2∑
i=1

2∑
j=1

∂

∂x1

(
κij(x)

∂

∂xj
u(x)

)
.

1
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Dizemos que a equação diferencial (1.1), ou que o operador div(κ∇(·)),
é eĺıptico se existem κmin e κmax tais que para todo x ∈ D temos

0 < κmin ≤ µmin(x) ≤ µmax(x) ≤ κmax, (1.2)

onde, para cada x ∈ D, µmin(x) e µmax(x) são o menor e maior au-
tovalor da matriz κ(x).

Note que a versão em uma dimensão da equação diferencial (1.1)
é dada por

Achar u : (a, b)→ R tal que:{
−(κ(x)u′(x))′ = f(x) para todo x ∈ (a, b),

u(x) = g(x) para x = a e x = b,
(1.3)

que é eĺıptica quando existem κmax e κmin tais que

0 < κmin ≤ κ(x) ≤ κmax para todo x ∈ (a, b). (1.4)

O objetivo deste minicurso é o uso de técnicas de decomposição de
domı́nios para obter de forma eficiente a solução numérica de (1.3) e
(1.1). Para poder apresentar as técnicas de decomposição de domı́nio
precisamos primeiro introduzir uma discretização para aproximar as
soluções das equações (1.3) e (1.1). Podemos eleger dentro muitas dis-
cretizações posśıveis, veja por exemplo [4]. Neste minicurso usamos o
método dos elementos finitos para obter uma aproximação numérica
destas equações eĺıpticas. Usando elementos finitos a solução direta
da equação diferencial no domı́nio original requer resolver um sistema
linear gigantesco, mal condicionado e esparso. Resolver diretamente
este sistema linear é impraticável em muitos casos devido ao alto
custo computacional e/ou muito tempo de processamento. Uma abor-
dagem de decomposição de domı́nio introduz uma decomposição do
domı́nio original em subdomı́nios e requer resolver a equação diferen-
cial somente nos subdomı́nios várias vezes, em vez de resolver o prob-
lema diretamente no domı́nio original. As soluções da equação nos
subdomı́nios podem ser obtidas resolvendo sistemas lineares menores
que requerem baixo custo computacional e pouco tempo de processa-
mento. Computação paralela pode ser usada para reduzir ainda mais
o tempo total de processamento.
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1.2. SIMULAÇÃO DE FLUIDOS EM MEIOS POROSOS 3

Equações diferenciais eĺıpticas mais gerais podem também ser es-
tudadas, sendo a escolha de (1.3) e (1.1) motivada unicamente pela
simplicidade da notação e exposição de ideias. Por exemplo pode-se
considerar a equação

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−div(κ(x)∇u(x)) +B(x)∇u+ c(x)u = f(x) ∀x ∈ D

u(x) = g(x) ∀x ∈ ∂D

com hipóteses adequadas para B e c. Também pode-se usar outras
condições de contorno. Veja [31, 24, 27, 30].

1.2 Simulação de fluidos em meios porosos

O tratamento numérico de (1.3) e (1.1) depende do tipo de coeficiente
κ(x) usado. Definimos o contraste do coeficiente por

contraste(κ) = κmax/κmin.

Em geral, entre maior o contraste, mais dif́ıcil é obter computacional-
mente uma aproximação numérica da equação eĺıptica (1.3) ou (1.1).
Veja os experimentos numéricos na Seções 2.5 e 4.3.

Quando as equações eĺıpticas acima modelam fenômenos de es-
coamento de fluidos em meios porosos, o coeficiente κ representa, de
algum jeito, a permeabilidade do meio poroso. A permeabilidade do
meio poroso mede a facilidade do meio de deixar o fluido escoar e
depende de muitos fatores. Sendo dif́ıcil descrever a permeabilidade
do meio poroso, mencionamos três classes de coeficiente que podem
aparecer dependendo da informação sobre o meio poroso e de como
é processada esta informação:

1) Coeficiente constante por partes

Em algumas situações o meio poroso é particionado em blocos de
tamanho apropriado e tem-se informação da permeabilidade “média”
em cada um destes blocos. Temos então que nas equações (1.1) e (1.3)
o coeficiente κ é uma função constante por partes. Note que neste
caso as segundas derivadas em (1.1) podem não existir no sentido
clássico. Uma interpretação adequada desta equação é requerida.
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2) Coeficiente oscilatório

Outro jeito de modelar a permeabilidade de um meio poroso é usan-
do coeficientes oscilatórios, isto é, coeficientes baseados em funções
periódicas com diferentes peŕıodos. A idéia é que quando mistu-
ramos variações em diferentes peŕıodos, obtemos uma representação
aceitável da f́ısica do meio poroso. Neste caso o coeficiente nas
equações acima envolve funções periódicas com peŕıodos variando
em diferentes escalas. O uso de coeficientes oscilatórios reflete as
múltiplas escalas presentes no meio poroso: tamanho do poro, escala
geológica e tamanho do reservatório entre outras. Veja [1, 5, 13].

3) Coeficiente aleatório

Pode-se também assumir que a permeabilidade é imposśıvel de descre-
ver exatamente. Neste caso usamos uma permeabilidade aleatória,
isto é, o coeficiente da equação eĺıptica acima é uma variável aleatória
para cada x ∈ D. Este tipo de modelo é adequado em muitos ca-
sos. Quando o coeficiente κ(x) de (1.1) é aleatório pode-se usar
métodos tipo Monte Carlo para calcular uma aproximação numérica.
Os métodos tipo Monte Carlo requerem a solução numérica de uma
equação eĺıptica várias vezes.

Pode-se também usar coeficientes que combinem estes três tipos
acima, por exemplo um coeficiente calculado como a soma de uma
função constante por partes e uma função oscilatória. Em todos os
casos, quando uma aproximação numérica de uma equação diferencial
eĺıptica é requerida, temos que resolver um sistema linear gigantesco
e esparso. A matriz obtida é uma matriz mal condicionada. Entre
maior é o contraste do meio, pior a condição da matriz. Entre maior
é a precisão requerida, maior a dimensão do sistema linear e pior a
condição da matriz.

Levando em conta os comentários acima, apresentamos agora uma
situação prática. Consideramos o modelo de escoamento bifásico
(água e óleo) em meios porosos. Neste modelo em particular, a
quantidade que queremos aproximar depende do tempo e para poder
obter uma simulação com sucesso do tempo inicial até o tempo final é
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1.2. SIMULAÇÃO DE FLUIDOS EM MEIOS POROSOS 5

necessário resolver a equação eĺıptica (1.1) muitas vezes. Para poder
aplicar este modelo em problemas reais no reservatório de petróleo,
precisamos, pelo menos, uma forma eficiente de obter soluções acu-
radas das equações eĺıpticas do tipo (1.1) ou (1.3).

A modelagem do fluxo de fluidos em meios porosos aparece em
uma ampla gama de aplicações, incluindo áreas como a Engenharia de
Petróleo, Ciências Ambientais, Biologia, Hidrologia e Geologia, entre
outras. O objetivo ate o final do caṕıtulo é apresentar ideias gerais
da modelagem de fluidos em meios porosos e identificar a necessidade
do uso de métodos adequados na solução dos sistemas lineares que
aparecem como parte deste processo.

A modelagem do fluxo de fluidos em meios porosos envolve muitas
questões práticas e teóricas importantes e é o epicentro de muitos
projetos de pesquisa no mundo acadêmico/cient́ıfico. As ferramen-
tas matemáticas usadas tornam-se então fundamentais para lidar efi-
cientemente com as dificuldades inerentes à modelagem, como por
exemplo o tratamento das heterogeneidades do meio poroso e ou-
tras questões relacionadas com a permeabilidade. Em particular, os
métodos numéricos para fazer frente a estas dificuldades tem que
ser eficientes e aproveitar o incremento constante do poder computa-
cional dos computadores modernos.

Para fixar ideias consideramos a modelagem numérica de fluidos
(possivelmente multifásico) num reservatório de petróleo. Na mode-
lagem em meios porosos uma das equações diferenciais mais usadas
é a equação de Darcy, ou lei de Darcy. Para um fluido em um meio
poroso modelado pelo domı́nio D ⊂ R2, esta lei pode ser escrita como

u(x) = −κ(x)
µ
∇p(x) + F (x), (1.5)

onde u = (u1(x), u2(x)) : D → R2 é a velocidade do escoamento, a
função p : D → R é a pressão do fluido, o parâmetro µ é a viscosi-
dade do fluido e a função F : D → R2 representa um força externa,
gravidade por exemplo. O coeficiente κ é a permeabilidade do meio
poroso. Este coeficiente representa a capacidade do meio poroso de
deixar o fluido escoar. Em geral κ é um objeto complicado e existem
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

várias opções para modelar este coeficiente e para trata-lo numerica-
mente.

Na modelagem de fluidos em meios porosos a equação (1.5), ou
equações derivadas dela, precisam ser resolvidas numericamente. Por
exemplo, o modelo matemático para o transporte de fluido bifásico
(água e petróleo) no processo de recuperação de petróleo, temos
que resolver numericamente um sistema de equações que tem uma
equação de transporte para a saturação (quantidade relativa de água
ou óleo) acoplada com a equação de Darcy para a velocidade junto
com uma condição de incompressibilidade do fluido; veja [1]. Se as-
sumimos que não existem fontes nem sumidouros e sem considerar a
gravidade, o sistema é,

u = −λ(s)κ∇p
−div · u = 0

∂s

∂t
+∇ · (F (s)u) = 0.

(1.6)

Aqui s é a saturação de água. As funções λ(s) e F (s) represen-
tam a mobilidade total e o fluxo fracionário, respectivamente. Para
aproximar este sistema numericamente temos que introduzir uma
discretização no tempo (t) e uma discretização na variável espacial
(x ∈ D). Para a maioria das escolhas para a discretização temporal,
na aproximação numérica de (1.6), ainda temos que lidar, em cada
passo de tempo, com uma equação da forma

−div. (κ̃∇p) = f in D, (1.7)

onde κ̃ = λ(s)κ e o lado direito f depende da aproximação no passo
do tempo anterior. Esta equação resulta de substituir a primeira
equação em (1.6) na segunda. A aproximação de (1.7) pode ser feita
utilizando várias discretizações; veja [4, 7, 8, 21]. Podemos utilizar
por exemplo, uma discretização de elementos finitos, a qual requer
o cálculo da solução de um sistema linear muito grande, esparso,
e muito mal condicionado. A solução desta classe de sistemas li-
neares requer muito tempo de CPU e muitos recursos de memória
do computador. Em geral, calcular a solução numérica de (1.7) é o
gargalo computacional do processo de aproximação do sistema (1.6).
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Para poder aplicar este modelo em problemas reais no reservatório de
petróleo, precisamos, então, de um meio de obter soluções acuradas
e eficientes das equações eĺıpticas do tipo (1.1) ou (1.3).

Outros exemplos como o caso de fluido trifásico (água, petróleo e
gás) e outros problemas associados a modelagem em meios porosos
compartilham caracteŕısticas similares. Veja por exemplo [1, 33, 5,
11]. Por último mencionamos que no lugar da equação eĺıptica (1.1),
equações como (1.5) podem requerer uma aproximação. Neste caso
é também posśıvel usar o método dos elementos finitos para obter
uma aproximação e as técnicas de decomposição de domı́nio calcular
eficientemente esta aproximação numérica. Veja [31, 27, 24, 30].
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Caṕıtulo 2

O método dos
elementos finitos em
uma dimensão

Neste caṕıtulo apresentamos uma introdução curta ao método dos
elementos finitos em uma dimensão. O leitor interessado pode con-
sultar [21, 23] e as referências ali citadas.

2.1 Introdução

Na hora de resolver numericamente equações diferenciais parciais o
método dos elementos finitos é um dos mais usados na prática, espe-
cialmente para aproximar equações eĺıpticas, parabólicas e sistemas
de equações tipo Navier-Stokes. Em geral, o método dos elementos
finitos para obter a aproximação numérica de uma equação diferencial
requer basicamente três passos:

1. O primeiro passo consiste em construir uma formulação fraca
ou formulação variacional da equação diferencial, isto é, o pro-
blema deve ser posto num espaço de funções adequado, usual-
mente um espaço de Hilbert. Verifica-se aqui a existência de
soluções fracas para o problema estudado.

8
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2. O segundo passo é introduzir espaços de elementos finitos, o
problema obtido no primeiro passo é aproximado por um pro-
blema posto num espaço de dimensão finita. Depois de in-
troduzir bases adequadas, achar a aproximação de elementos
finitos é equivalente a resolver um sistema linear. Na prática,
a matriz deste sistema linear é muito grande, esparsa e mal
condicionada.

3. O terceiro passo é resolver o sistema linear obtido no passo
anterior. Para resolver este sistema linear, usa-se algum método
iterativo. Quando o sistema linear é definido positivo, o método
preferido é o método de gradiente conjugado precondicionado.

Vamos estudar agora os dois primeiros passos acima mencionados
do método dos elementos finitos para o caso de uma dimensão. No
Caṕıtulo 3 apresentamos uma introdução ao caso de duas dimensões.
Depois, no Caṕıtulo 4 estudamos o método do gradiente conjugado
precondicionado para resolver o sistema linear obtido (terceiro passo).
Nos Caṕıtulos 5, 6 e 7 apresentamos os precondicionadores de de-
composição de domı́nios usados no método do gradiente conjugado
precondicionado.

2.2 Formulação fraca

Para deduzir a formulação fraca de uma equação diferencial (e.g.
(1.3)) no intervalo (a, b) temos que

1. Supor que existe uma solução u de nossa equação diferencial,
multiplicar os dois lados da equação por uma função teste v ∈
C∞0 (a, b) e tomar integrais nos dois lados da igualdade.

2. Usar a fórmula de integração por partes e a condição de con-
torno para ficar com expressões que nessecitem somente de
derivadas da mais baixa ordem posśıvel. Por exemplo, geral-
mente, uma expressão requerendo calcular somente primeiras
derivadas é preferida a uma que envolve o cálculo de alguma
segunda derivada.
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3. Trocar v ∈ C∞0 (a, b) por v ∈ V onde o espaço de funções teste
V é o maior posśıvel. Neste passo também escolhemos o espaço
de funções U tal que a solução u ∈ U .

Usamos os exemplos introduzidos no Caṕıtulo 1 para ilustrar o pro-
cedimento acima.

2.2.1 Espaços de funções

Agora vamos a definir o espaço H1(a, b) que será o espaço de funções
apropriado para todos os problemas eĺıpticos considerados neste mini-
curso; veja [23, 9]. Definimos o espaço L2(a, b) como o conjunto das
funções de quadrado integrável. Também definimos

H1(a, b) :=
{
v ∈ L2(a, b) | v′ ∈ L2(a, b)

}
. (2.1)

O espaço H1(a, b) é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v)H1(a,b) =
∫ b

a

u(x)v(x)dx+
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx

= (u, v)L2(a,b) + (u′, v′)L2(a,b)

e norma

‖v‖2H1(a,b) =
∫ b

a

|v(x)|2dx+
∫ b

a

|v′(x)|2dx

= ‖v‖2L2(a,b) + ‖v′‖2L2(a,b).

Também usaremos o espaço de funções H1
0 (a, b) ⊂ H1(a, b) definido

por
H1

0 (a, b) = {v ∈ H1(a, b) | v(a) = 0 e v(b) = 0}. (2.2)

Finalmente definimos o espaço H2(a, b) por

H2(a, b) :=
{
v ∈ L2(a, b) | v′, v′′ ∈ L2(a, b)

}
com a norma

‖v‖2H2(a,b) =
∫ b

a

|v(x)|2dx+
∫ b

a

|v′(x)|2dx+
∫ b

a

|v′′(x)|2dx

= ‖v‖2L2(a,b) + ‖v′‖2L2(a,b) + ‖v′′‖2L2(a,b).

Note que H2(a, b) ⊂ H1(a, b) ⊂ L2(a, b).
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2.2.2 Exemplo: a equação de Laplace

Considere a seguinte equação diferencial parcial eĺıptica de Laplace,

Achar u : (a, b)→ R tal que:{
−u′′(x) = f(x), para x ∈ (a, b)
u(x) = g(x), para x = a, x = b.

(2.3)

Para obter a formulação fraca de (2.3), primeiro multiplicamos os
dois lados da primeira igualdade em (2.3) por v ∈ C∞0 (a, b) fixa mas
arbitrária, depois integramos os dois lados da equação e obtemos

Achar u : (a, b)→ R tal que: −
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx =
∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (a, b)

u(x) = g(x), para x = a, x = b,
(2.4)

em seguida, usando a fórmula de integração por partes e o fato v(a) =
v(b) = 0 para toda v ∈ C∞0 (a, b) obtemos

−
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx =
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx− [u′(b)v(b)− u′(a)v(a)]

=
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx− [u′(b)0− u′(a)0]

=
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx.

A equação (2.4) pode ser escrita então como

Achar u : [0, 1]→ R tal que:
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx =
∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (a, b)

u(x) = g(x), para x = a, x = b.

(2.5)

A formulação fraca de (2.3) é quase (2.5), pois ainda temos que
trocar os espaços de funções envolvidos. Isto é necessário pois quere-
mos que o problema seja posto num espaço de Hilbert e C∞0 (a, b) não
é um espaço de Hilbert. Temos que escolher um espaço U onde procu-
rar a solução u, i.e., u ∈ U , e também temos que escolher um espaço
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V para as funções teste v, i.e., v ∈ V . Queremos C∞0 (a, b) ⊂ V . Em
termos gerais, os espaços U e V devem ser tais que:

• Todas as integrais na posśıvel formulação fraca obtida devem
estar bem definidas. No nosso exemplo da equação de Laplace
estamos considerando as integrais na primeira equação em (2.5),
isto é, as derivadas u′, v′ e a integral

∫ b
a
u′(x)v′(x)dx devem

estar bem definidas para toda u ∈ U e v ∈ V . Note que∫ b
a
u′(x)v′(x)dx está bem definida se u′ e v′ são funções de

quadrado integrável, i.e., funções em L2(a, b).
Também precisamos que a integral

∫ b
a
f(x)v(x)dx esteja bem

definida para toda v ∈ V . Note que se v ∈ L2(a, b) e f ∈
L2(a, b) temos que esta integral está bem definida.

• Para toda u ∈ U tem que fazer sentido a segunda igualdade em
(2.5). Lembramos que no caso geral esta igualdade corresponde
a imposição da condição de contorno do problema estudado.
No exemplo da equação de Laplace com condição de contorno
de Dirichlet esta equação envolve os valores da função u nos
pontos fronteira do intervalo (a, b), i.e., em a e b. Por exemplo, a
escolha U = L2(a, b) não é boa neste sentido pois se u ∈ L2(a, b)
os valores u(a) e u(b) podem não estar bem definidos.

• A escolha de U e V pode ser feita independente uma da outra.
Pode-se também escolher U = V . Em todas as formulações
fracas deste livro usamos U = V , i.e., o espaço onde procuramos
a solução é o mesmo espaço de funções teste. Esta escolha tem
a vantagem de ser mais fácil obter sistemas lineares simétricos.

• Os espaços de funções mais adequados considerando os três
items acima são os Espaços de funções tipo Sobolev definidos
em (a, b). Uma definição geral destes espaços requer o con-
hecimento de um pouco de medida e integração e de derivadas
generalizadas. Na Seção 2.2.1 fizemos uma revisão rápida destes
espaços. Veja [22] por exemplo.

Escolhemos V = H1
0 (a, b) e U = H1(a, b). Para facilitar a escrita

introduzimos a seguinte notação

A(u, v) =
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx para toda v ∈ V e u ∈ U (2.6)
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e

F(v) =
∫ b

a

f(x)v(x)dx para toda v ∈ V. (2.7)

Note que A : U × V → R é uma forma bilinear e F : V → R é um
funcional linear. A formulação fraca de (2.3) é então a formulação
(2.5) posta nos espaços U e V definidos acima:

Achar u ∈ U tal que:{
A(u, v) = F(v), ∀v ∈ V
u(x) = g(x) para x = a, x = b.

(2.8)

Observação 1. A formulação fraca (2.8) pode ser reduzida ao caso
g(x) = 0 em x = a e x = b. Com efeito, se ug é uma função
suave qualquer tal que ug(a) = g(a) e ug(b) = g(b) podemos escrever
u = u∗ + ug, note que u∗ ∈ V = H1

0 (a, b) e para achar u∗ podemos
resolver o problema

Achar u∗ ∈ V tal que:{
A(u∗, v) = F(v)−A(ug, v) ∀v ∈ V. (2.9)

2.2.3 Exemplo: equação eĺıptica básica em meios
heterogêneos

Considere a seguinte equação diferencial parcial eĺıptica,

Achar u : (a, b)→ R tal que:{
−(κ(x)u′(x))′ = f(x) para x ∈ (a, b)

u(x) = g(x) para x = a, x = b,
(2.10)

onde supomos que existem κmin e κmax tais que

0 < κmin ≤ κ(x) ≤ κmax para todo x ∈ (a, b). (2.11)

Para obter a formulação fraca de (2.10), primeiro multiplicamos os
dois lados da primeira igualdade por v ∈ C∞0 (a, b) fixa mas arbitrária,
depois integramos os dois lados da equação, aplicamos integração por
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partes e obtemos

−
∫ b

a

(κ(x)u′(x))′v(x)dx =
∫ b

a

κ(x)u′(x)v′(x)dx

− [κ(b)u′(b)v(b)− κ(a)u′(a)v(a)]

=
∫ b

a

κ(x)u′(x)v′(x)dx− 0

=
∫ b

a

κ(x)u′(x)v′(x)dx.

A formulação fraca de (2.10) pode ser escrita como

Achar u ∈ U tal que:{
A(u, v) = F(v) ∀v ∈ V
u(x) = g(x) para x = a, x = b,

(2.12)

onde a forma bilinear A é definida por

A(u, v) =
∫ b

a

κ(x)u′(x)v′(x)dx para toda v ∈ V e u ∈ U (2.13)

e o funcional linear F é como antes

F(v) =
∫ b

a

f(x)v(x)dx para toda v ∈ V. (2.14)

Usando o mesmo argumento na Observação 1, a formulação (2.12)
pode ser reduzida a

Achar u∗ ∈ V tal que:{
A(u∗, v) = F(v)−A(ug, v) ∀v ∈ V (2.15)

2.2.4 Existência de soluções fracas

A solução de uma formulação fraca é conhecida como solução fraca
da equação original. Por exemplo, a solução de (2.12) é uma solução
fraca da equação diferencial (2.10). Uma solução de (2.10) é dita
solução forte, se as duas igualdades em (2.10) são satisfeitas para
todo x ∈ D. Neste caso temos que poder calcular as duas derivadas
na equação.
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Observação 2 (Veja [21]). Toda solução forte de uma equação dife-
rencial é solução fraca. Se os coeficientes da equação são regulares e
uma solução fraca é regular, então ela é solução forte. Aqui regular
significa que a solução fraca tem derivadas cont́ınuas até a ordem da
equação diferencial. No caso de (2.10) precisamos de duas derivadas
cont́ınuas.

Observação 3. O método dos elementos finitos é usado para aproxi-
mar soluções fracas de equações diferenciais parciais.

Para provar a existência de soluções fracas usa-se resultados como
o Lema de Lax-Milgram. Nestas notas assumiremos que para o tipo
de coeficiente em (2.11), temos existência de soluções fracas. Veja
[21].

Lema 4. Se κ satisfaz (2.11), então existe uma única solução fraca
para o problema (2.12).

2.3 Formulação de Galerkin

Todas as formulações fracas da Seção 2.2 são da forma,

Achar u∗ ∈ V tal que:{
A(u∗, v) = F(v) para toda v ∈ V (2.16)

onde V é o espaço de dimensão infinita V = H1
0 (a, b). O segundo

passo na aplicação do método dos elementos finitos consiste em tro-
car os espaços de dimensão infinita na formulação fraca (2.16) por
espaços de dimensão finita, i.e., espaços de elementos finitos.

Considere V h, h > 0, subespaços de dimensão finita V h ⊂ V .
O parâmetro h indica o tamanho do espaço, quanto o h, maior a
dimensão de V h. A idéia geral é que V h aproxime o espaço V no
limite quando h→ 0. Dado V h ⊂ V de dimensão finita, a formulação
de Galerkin de (2.16) em V h é

Achar u∗h ∈ V h tal que:{
A(u∗h, vh) = F(vh) para toda vh ∈ V h. (2.17)
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O espaço V h é de dimensão finita, podemos então considerar uma
base de V h denotada por

{φ1, φ2, . . . , φNh
} onde Nh é a dimensão de V h. (2.18)

Podemos escrever u∗h como combinação linear desta base,

u∗h = x1φ1 + x2φ+ · · ·+ xNh
φNh

=
Nh∑
i=1

xiφi.

Como A é uma forma bilinear temos que para toda vh ∈ V h vale

A(u∗h, vh) = A

(
Nh∑
i=1

xiφi, vh

)
=

Nh∑
i=1

xiA(φi, vh).

Sendo A uma forma bilinear e F um funcional linear, é suficiente ve-
rificar (2.17) somente para as funções teste vh = φi, i = 1, . . . , Nh, na
base (2.18) de V h, i.e, a formulação de Galerkin (2.17) é equivalente
a formulação

Achar u∗h =
Nh∑
i=1

xiφi tal que:
Nh∑
i=1

xiA(φi, φj) = F(φj), j = 1, . . . , Nh.
(2.19)

Introduzimos a representação matricial da forma bilinear A, isto
é, a matriz A = [aij ] de dimensão Nh ×Nh com entradas

aij = A(φi, φj), i, j = 1, . . . , Nh. (2.20)

Também definimos os vetores

b =


b1
b2
...
bNh

 ∈ RNh bj = F(φj), j = 1, . . . , Nh. (2.21)

e o vetor uh = [x1, . . . , xNh
]T ∈ RNh .
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Com a nova notação (2.17) e (2.19) são equivalentes ao problema

Achar u∗h =
Nh∑
i=1

xiφi tal que:
Nh∑
i=1

aijxi = bj , j = 1, . . . , Nh

(2.22)

que em notação matricial é o sistema linear

Achar uh ∈ RNh tal que: Auh = b (2.23)

onde A e b foram definidos em (2.20) e (2.21) e a solução do problema
(2.17) é dada pela combinação linear das funções base (2.18) com os
pesos nas coordenadas do vetor uh solução de (2.23), i.e.,

u∗h =
Nh∑
i=1

xiφi.

O seguinte lema é muito útil na hora de estudar as propriedades da
matriz de elementos finitos A definida em (2.20).

Lema 5. Sejam vh,wh ∈ RNh as coordenadas das funções de ele-
mentos finitos vh, wh ∈ V h. Então

vThAwh = A(vh, wh).

Agora vamos escolher um espaço V h adequado. Em geral existem
duas formas de definir Vh. O espaço Vh pode depender ou ser inde-
pendente de uma malha, grade, partição ou triangulação. No caso de
uma escolha de Vh dependente de uma malha, esta pode depender ou
não do domı́nio de definição da equação diferencial parcial. A escolha
do espaço Vh e a sua base são muito importantes. Estas escolhas tem
implicações diretas na condição e padrão de esparsidade da matriz A
definida em (2.20). A idéia geral do método dos elementos finitos é
usar funções bases com suporte pequeno de tal forma que a condição
da matriz esparsa resultante se mantenha moderada; entre outras
vantagens do método. Neste minicurso usamos somente o espaço de
funções lineares por partes baseado numa triangulação (partição) do
domı́nio da equação diferencial.
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2.3.1 O espaço de elementos finitos de funções li-
neares por partes

Suponha que o domı́nio da equação diferencial é o intervalo (a, b).
Seja T h uma triangulação ou partição do intervalo (a, b). Temos que
a partição ou triangulação T h é formada por intervalos pequenos,
chamados elementos, da forma Ki = (xi, xi+1), i = 1, . . . ,M − 1;
onde os vértices {xi}Mi=1 satisfazem

a = x1 < x2 < · · · < xM−1 < xM = b

e os diâmetros dos elementos são de tamanho proporcional a h > 0,

diâmetro(Ki) = |xi+1 − xi| = O(h) para todo i = 1, . . . ,M − 1.

Os vértices são divididos em, vértices fronteira {x1, xM} e vértices
interiores {xi}M−1

i=2 . Definimos o espaço de funções cont́ınuas lineares
por partes associado a triangulação T h,

P1(T h) =
{
v ∈ C(a, b) : v

∣∣
K

é polinômio de grau 1 para todo
elemento K da triangulação T h

}
onde v

∣∣
K

denota a restrição da função v ao elemento K. Na Figura
2.1 a) e b) vemos duas funções lineares por partes numa triangulação
uniforme com h = 1

5 e h = 1
100 , respectivamente. Também definimos

P1
0(T h) como o espaço de funções lineares por partes com valor zero

nos pontos extremos (fronteira) do intervalo (a, b), isto é,

P1
0(T h) =

{
v ∈ P1(T h) : v(x1) = v(xM ) = 0

}
.

Lema 6. O conjunto de função lineares por partes P1(T h) é subcon-
junto do espaço H1(a, b). A derivada de uma função linear por partes
é uma função constante por partes em T h.

Dados h > 0 e uma triangulação do intervalo (a, b) pode-se então
usar V = P1(T h) em (2.17). A solução obtida em (2.17) é a aproxi-
mação de elementos finitos P1(T h) da solução de (2.16). Denotamos
por uh esta aproximação.
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a) b)

Figura 2.1: Exemplo de funções lineares por partes: a) com h = 1/5,
b) com h = 1/100.

Note que se vh ∈ P1(T h), então

vh(x) =
M∑
i=1

vh(xi)φi(x) (2.24)

onde as funções base ou funções chapéu φi, i = 1, . . . ,M , estão
definidas por

φi(x) =

 1, se x = xi, (1 no vértice xi)
0, se x = xj , j 6= i, (0 nos outros vértices)
extensão linear, se x não é vértice.

(2.25)
Veja a Figura 2.2 para um exemplo de função base. Da equação (2.24)
conclúımos que P1(T h) é gerado pelas M funções {φi}Mi=1. Observe
também que P1

0(T h) é gerado pelas M − 2 funções {φi}M−1
i=2 .

Figura 2.2: Função base numa triangulação não uniforme.
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Lema 7. Seja Ki = (xi, xi+1) um elemento da triangulação T h de
(a, b). Temos que

φi(x) =
xi+1 − x
xi+1 − xi

, φi+1(x) =
x− xi

xi+1 − xi
, para todo x ∈ Ki.

Observação 8. De acordo com o Lema 7 dizemos que o método dos
elementos finitos lineares por partes tem dois graus de liberdade por
cada elemento.

Da equação (2.24) vemos que o vetor uh ∈ RM que representa
as coordenadas da função de elementos finitos uh ∈ Ph0 (T h) é dado
pelos valores da função uh nos vértices da triangulação T h, isto é,

uh = [uh(x1), uh(x2), . . . , uh(xM )]T ∈ RM . (2.26)

O sistema linear obtido com funções do espaço de elementos finitos
de funções lineares por partes é então

Auh = b (2.27)

onde uh é como em (2.26), b é dado por (2.21) e a matriz A é calculada
como em (2.20).

Observação 9 (Matrizes de Neumann e de Dirichlet). Se usamos to-
dos os vértices (i.e., o espaço P1(T h)), a matriz obtida é de dimensão
M ×M e é chamada de Matriz de Neumann. Se usamos somente
os vértices interiores (i.e., o espaço P1

0(T h)) obtemos uma matriz de
dimensão (M − 2)× (M − 2) conhecida como matriz de Dirichlet.

Comentaremos mais uma propriedade da matriz de elementos fini-
tos. Esta propriedade é útil na hora de montar a matriz de elementos
finitos. Consideramos somente o caso da forma bilinear definida em
(2.13) e funções de elementos finitos lineares por partes.

Lema 10. Seja A a forma bilinear definida em (2.13) e T h uma
triangulação de (a, b). Sejam Ki = (xi, xi+1), i = 1, . . . ,M − 1
os elementos da triangulação. Defina Ri como a matriz 2 ×M de
restrição ao elemento Ki, i.e., a matriz Ri tem todas as entradas
nulas com excessão das posições (1, i) (correspondente ao vértice xi)
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e na posição (2, i + 1) (do vértice xi+1), onde tem o valor um. Seja
AKi

a matriz local definida por

AKi =
[
AKi(φi, φi) AKi(φi, φi+1)
AKi(φi+1, φi) AKi(φi+1, φi+1)

]
(2.28)

onde AKi
, a restrição da forma bilinear A ao elemento Ki, é dada

por

AKi(v, w) =
∫
Ki

κ(x)v′(x)w′(x)dx. (2.29)

Finalmente seja bKi
o lado direito local,

bKi =
[
FKi(φi)
FKi(φi+1)

]
(2.30)

onde FKi
, a restrição de F ao elemento Ki, é dada por

FKi
(v) =

∫
Ki

f(x)v(x)dx.

Temos então que

A =
M−1∑
i=1

RTi AKi
Ri (2.31)

e

b =
M−1∑
i=1

RTi bKi
(2.32)

O lema anterior permite montar a matrizA usando as contribuições
locais de cada elemento. Isto representa uma grande vantagem na
hora da implementação numérica. Na igualdade (2.31) o papel das
matrizes Ri é somente colocar a contribuição local no lugar certo na
matriz global A, desse modo, as matrizes Ri não precisam ser calcu-
ladas. Note também que as matrizes locais (2.29) são calculadas em
cada elemento Ki separadamente.
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Exemplo: a equação de Laplace

Suponha que queremos aproximar da solução a equação de Laplace
(2.3) usando elementos finitos. Queremos resolver

Achar u : [0, 1]→ R tal que:{
−u′′(x) = −1, 0 < x < 1
u(0) = 1, u(1) = 1.

(2.33)

Vamos agora introduzir ideias básicas úteis na implementação com-
putacional do método dos elementos finitos.

Formulação fraca

A formulação fraca de (2.33) foi constrúıda na Seção 2.2.2. Lem-
bramos a definição da forma bilinear A em (2.6) e do funcional linear
F definido em (2.7).

Triangulação

Neste exemplo queremos usar a triangulação uniforme com quatro
vértices,

T h = {x1 = 0, x2 =
1
3
, x3 =

2
3
, x4 = 1}.

Nesta triangulação temos três elementos, K1 = (0, 1
3 ),K2 = ( 1

3 ,
2
3 ) e

K3 = ( 2
3 , 1).

Montagem da matriz

Depois de definir a triangulação, montamos a matriz A usando (2.31),
isto é, juntando as contribuições locais de cada elemento. Para isto
precisamos construir, elemento por elemento, as matrizes locais AKi

em (2.28) e as matrizes de restrição RKi , i = 1, 2, 3.

O primeiro elemento é K1 = (x1, x2) = (0, 1
3 ). As funções base em

K1 são φ1(x) = x2−x
x2−x1

= 3( 1
3 − x) e φ2 = x−x1

x2−x1
= 3x, x ∈ (x1, x2).

Com estas duas funções base calculamos as entradas da matriz local
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AK1 em (2.28) como segue,

AK1(φ1, φ1) =
∫
K1

φ′1φ
′
1 =

∫ x2

x1

|φ′1|2 = (−3)2 1
3

= 3,

AK1(φ1, φ2) = AK1(φ2, φ1) =
∫
K1

φ′0φ
′
1 =

∫ x2

x1

(−3)(3) = −3,

AK1(φ2, φ2) =
∫
K1

φ′2φ
′
2 =

∫ x2

x1

|φ′2|2 = 32 1
3

= 3,

e portanto AK1 = 3
[

1 −1
−1 1

]
. Note que R1 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
e

RT1 AK1R1 = 3


1 −1 0 0
−1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Analogamente pode-se calcular as matrizes locais AKi

e de restrição
Ri para i = 2 e i = 3. Obtemos

AKi
= 3

[
1 −1
−1 1

]
, i = 1, 2, 3.

Temos finalmente que a matriz (Neumann) global é dada por

A =
3∑
i=1

RTi AKi
Ri = 3


(1) −1 0 0
−1 (1 + 1) −1 0
0 −1 (1 + 1) −1
0 0 −1 (1)

 ,
ou seja,

A = 3


1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1

 .
Observamos que computacionalmente não é necessário criar as ma-
trizes Ri e RTi , mas sim adicionar a matriz AKi

nas posições corretas
na matriz global A.
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24 CAPÍTULO 2. ELEMENTOS FINITOS EM 1D

Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (2.32). Novamente vamos
calcular, elemento por elemento, os lados direitos locais bKi

, i =
1, 2, 3, em (2.30). Neste exemplo a função do lado direito é f(x) = −1
para todo x ∈ (0, 1). No elemento K1 = (x1, x2) temos

FK1(φ1) =
∫
K1

−1φ1(x)dx = −
∫ x2

x1

x− x1

x2 − x1
dx = −1

6

FK1(φ2) =
∫
K1

−1φ2(x)dx = −
∫ x2

x1

x2 − x
x2 − x1

dx = −1
6

e então bK1 = −[ 1
6 ,

1
6 ]T . Analogamente bK2 = bK3 = −[ 1

6 ,
1
6 ]T .

Temos finalmente que

b =
3∑
i=1

RTi bKi
=


− 1

6
− 1

6 −
1
6

− 1
6 −

1
6

− 1
6

 = −


1/6
1/3
1/3
1/6

 .

Solução do sistema linear

Temos que resolver o sistema linear

Auh = 3


1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1



uh(x0)
uh(x1)
uh(x2)
uh(x3)

 =


−1/6
−1/3
−1/3
−1/6

 .
Sabemos que uh(x0) = −1 e uh(x1) = 1. Podemos substituir no lado
esquerdo, 

uh(x0)
uh(x1)
uh(x2)
uh(x3)

 =


1
0
0
1

+


0

uh(x1)
uh(x2)

0
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e colocando o termo conhecido A(−1, 0, 0, 1)T no lado direito, obte-
mos,

3


1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1




0
uh(x1)
uh(x2)

0

 =


−1/6
−1/3
−1/3
−1/6

−


3
−3
−3

3


ou

3
[

2 −1
−1 2

] [
uh(x1)
uh(x2)

]
=
[

8/3
8/3

]
que resulta na solução

[
uh(x1)
uh(x2)

]
=
[

8/9
8/9

]
. A aproximação de

elementos finitos é então

uh =


uh(x0)
uh(x1)
uh(x2)
uh(x3)

 =


1

8/9
8/9
1

 e uh = φ1 +
8
9
φ2 +

8
9
φ3 + φ4.

A solução exata de (2.33) pode ser calculada facilmente. O objetivo

Figura 2.3: Solução exata de (2.33), linha pontilhada, e aproximação
de elementos finitos com h = 1/3, linha sólida.

deste exemplo é mostrar o potencial do método dos elementos finitos.
Na Figura 2.3 comparamos a solução exata u e a aproximação de ele-
mentos finitos obtida acima uh = φ1 + 8

9φ2 + 8
9φ3 + φ4. Lembre que
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Figura 2.4: Solução exata de (2.33), linha pontilhada, e aproximação
de elementos finitos com h = 1/10, linha sólida.

neste exemplo h = 1/3 e resolvemos um sistema linear de tamanho
2× 2.

Para finalizar esta seção resolvemos a equação (2.33) com uma
triangulação mais fina que a usada no exemplo, usamos uma trian-
gulação uniforme com h = 1/10. Na figura 2.4 vemos a aproximação
de elementos finitos para esta malha mais fina. O sistema linear re-
solvido para obter a aproximação de elementos finitos com h = 1/10
é de tamanho 9× 9.

2.3.2 O sistema linear obtido

Nas aplicações praticas do método dos elementos finitos o tamanho
da matriz do sistema linear em (2.23) é muito grande, especialmente
em duas e três dimensões. É necessário então, escolher o método
adequado para aproximar a solução deste sistema linear. No caso
da equação eĺıptica básica (2.10) e o espaço de elementos finitos de
funções linear por partes, a matriz resultante A tem as seguintes
propriedades que podem ser deduzidas do Lema 5 a das propriedades
das funções base (2.25),

• O tamanho da matriz é gigantesco.
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• A matriz A é esparsa: isto é, uma pequena porcentagem das
entradas da matriz é diferente de zero. Este é o principal motivo
da escolha de funções base de elementos finitos com suporte
pequeno.

• A matriz de Neumann é semi-definida positiva.

• A matriz de Dirichlet é definida positiva.

• Para a matriz da forma bilinear A definida em (2.13) com o
coeficiente κ satisfazendo (2.11) temos que existem constantes
positivas C e c, que dependem unicamente da triangulação T h
e do domı́nio D, tais que

λmax ≤ Cκmax
1
h

e λmin ≥ cκminh,

onde λmax e λmin são o maior e menor autovalor da matriz A.
Podemos então estimar o número de condição (espectral) da
matriz A,

Cond(A) :=
λmax

λmin
≤ C

c

κmax

κmin

1
h2
. (2.34)

2.4 Erro de aproximação

Dados h > 0 e uma triangulação do intervalo (a, b) pode-se então usar
V = P1(T h) em (2.17). A solução obtida em (2.17) é a aproximação
de elementos finitos P1(T h) da solução de (2.16). Denotamos por
uh esta solução. O erro de aproximação u − uh poder ser calculado
usando resultados da análise, por exemplo temos o seguinte lema;
veja [21].

Lema 11 (Estimativa de erro ‘a priori’). Sejam u e uh as soluções
da formulação fraca (2.16) e da formulação de Galerkin (2.17) com
V h = P1(T h), respectivamente. Temos que existe uma constante C
que é independente de h > 0 e de u, tal que

|u− uh|H1(a,b) ≤ Ch|u|H2(a,b) e ‖u− uh‖L2(a,b) ≤ Ch2|u|H2(a,b).
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2.5 Experimentos numéricos

Defina

κ1(x, µ) =

 1, x ∈ (0, 1
5 ) ∪ ( 2

5 ,
3
5 ) ∪ ( 4

5 , 1)

µ, x ∈ ( 1
5 ,

2
5 ) ∪ ( 3

5 ,
4
5 )

(2.35)

e
k2(x, p) = 1 + sin(2πpx). (2.36)

Considere a equação

Achar u : [0, 1]→ R tal que:{
−(κu′(x))′ = −1, 0 < x < 1
u(0) = 0, u(1) = 1.

(2.37)

onde
κ(x) = κ1(x, µ) + 100κ2(x, p)

para valores dados de µ e p. Note que entre maior o µ maior o con-
traste do meio (contraste(κ) = κmax/κmin) e que p introduz uma
variação considerável do coeficiente na escala fina.

Apresentamos alguma das soluções de elementos finitos com difer-
entes valores de µ, p e h.

Primeiro consideramos o caso µ = 1000 e n = 1 que corresponde
ao caso de um meio poroso com contraste alto e sem variações nas
escalas finas. Na Figura 2.5 observamos aproximações de elementos
finitos para diferentes valores de h. Note que para os primeiros valores
de h, obtemos aproximações não muito boas quando comparadas com
as aproximações para valores menores de h. Compare com o exemplo
da equação de Laplace no final da Seção 2.3.1. Conclúımos que,
neste exemplo, o valor de h requerido para obter aproximações satis-
fatórias depende do contraste do meio. Observamos também que
o sistema linear resolvido é muito mal condicionado, veja (2.34), o
que dificulta ainda mais a obtenção de soluções acuradas de forma
eficiente. Esta situação é similar ou pior em duas e três dimensões.
Observamos novamente a necessidade de usar métodos acurados e
eficientes para calcular as soluções de equações diferenciais parciais
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eĺıpticas em meios porosos com contraste alto.

Figura 2.5: Aproximações de elementos finitos para diferentes valores
de h. Aqui usamos o coeficiente κ(x) = κ1(x, 1000) + 100κ2(x, 1).
Notamos que a curva correspondente ao h = 1/2048 coincide com a
curva correspondente ao h = 1/256 na escala da figura.

Agora consideramos o caso µ = 100 e p = 30 que corresponde ao
caso com contraste alto e caracteŕısticas finas. Nas Figuras 2.6 e 2.7
apresentamos a solução de elementos finitos para vários valores do
h. Na Figura 2.6 temos que com uma malha do tamanho h = 1/64
obtemos uma aproximação razoável do comportamento da solução
mais a aproximação do comportamento da solução na escala fina pode
ser melhorada. Na Figura 2.7 vemos que com uma malha mais fina
obtemos melhor aproximação do comportamento da solução na escala
fina. Compare com o exemplo da equação de Laplace no final da
Seção 2.3.1. Conclúımos que, neste exemplo, para obter uma boa
aproximação do comportamento da solução nas escalas de variação
do coeficiente κ devemos usar uma malha suficientemente fina. Isto
requer a solução de sistemas lineares gigantescos. Entre menor a
escala de variação que queremos representar, maior o sistema linear
obtido. Lembrei que o tamanho do sistema junto com a condição da
matriz tem implicações direitas no tempo e custo computacional. A
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Figura 2.6: Aproximações de elementos finitos para h = 1/16 e h =
1/64 com κ(x) = κ1(x, 1000) + 100κ2(x, 30).

Figura 2.7: Aproximações de elementos finitos para h =
1/256, 1/2048 e 1/8192 e κ(x) = κ1(x, 1000) + 100κ2(x, 30). A curva
correspondente ao h = 1/8192 coincide com a curva correspondente
ao h = 1/2048 na escala da figura.
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situação fica pior em dimensões maiores. Observamos novamente a
necessidade de usar métodos acurados e eficientes para calcular as
soluções de equações diferenciais parciais eĺıpticas em meios porosos
com contraste alto e múltiplas escalas.
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Caṕıtulo 3

O método dos
elementos finitos em
duas dimensões

O objetivo deste caṕıtulo é estudar o método dos elementos finitos
usando funções lineares por partes em duas dimensões. O leitor é
referido à Seção 2.1 para uma discussão geral. Para um estudo mais
detalhado veja [7, 8, 21, 3, 10, 17, 16] e as referências ali citadas.

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo trabalhamos num subconjunto aberto, conexo e polig-
onal D ⊂ R2 que é o domı́nio f́ısico onde a equação diferencial é
formulada. Denotamos x = (x1, x2) ∈ R2. Em geral pode-se con-
siderar subconjuntos Lipschitz de R2 e não somente subconjuntos
poligonais. Denotamos por ∂D a fronteira do domı́nio D. Dada uma
função v : D → R denotamos por ∂v

∂x1
= ∂1v e ∂v

∂x2
= ∂2v as suas

derivadas parciais. Notação similar é usada para as derivadas parciais
de ordem dois, ∂2v

∂x2
1

= ∂2
11v, ∂2v

∂x2∂x1
= ∂2

21v
∂2v
∂x2

2
= ∂2

22v. Denotamos

32
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por ∇v o vetor linha

∇v =
[
∂v

∂x1
,
∂v

∂x2

]
.

Note que se w : D → R, temos os seguintes produtos

∇v · ∇w = (∇v)T∇w =
∂v

∂x1

∂w

∂x1
+

∂v

∂x2

∂w

∂x2
=

2∑
i=1

∂iv∂iw

|∇v|2 = ∇v · ∇v =
∣∣∣∣ ∂v∂x1

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ ∂v∂x2

∣∣∣∣2 =
2∑
i=1

|∂iv|2

e se

κ(x) =
[
κ11(x) κ12(x)
κ21(x) κ22(x)

]
(3.1)

é uma matriz 2× 2 para cada x ∈ D, então

∇vκ∇w = ∇vκ · ∇w = ∇vκ(∇w)T =
2∑
i=1

2∑
i=1

κij∂iv∂jw.

Dadas duas funções v, w : D ⊂ R2 → R, definimos o divergente do
vetor (v, w) ∈ R2 por

div(v, w) = ∂1v + ∂2w.

Para toda função u, o Laplaciano ∆u é definido por

∆u = div(∇u) =
∂2

∂x2
1

u+
∂2

∂x2
2

u

e o operador diferencial eĺıptico div(κ∇(·)) é

div(κ∇u) =
2∑
i=1

2∑
j=1

∂i(κij∂ju).

Quando κ(x) = κ̃(x)
[

1 0
0 1

]
usaremos a notação

div(κ̃∇u) = div(κ∇u) =
2∑
i=1

∂i(κ̃∂iu) = ∂1(κ̃∂1u) + ∂2(κ̃∂2u).
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34 CAPÍTULO 3. ELEMENTOS FINITOS EM 2D

Vamos usar as seguintes formulas de integração por partes (primeira
identidade de Green)∫

D

(∆u)vdx =
∫
∂D

v(∇u · η)dS −
∫
D

∇u · ∇vdx, (3.2)

onde para cada x ∈ ∂D, η(x) denota o vetor normal com sentido
para o exterior de D em x. Com κ em (3.1) a mesma fórmula é∫

D

div(κ∇u)vdx =
∫
∂D

v(κ∇u · η)dS −
∫
D

∇u · κ∇vdx (3.3)

que é o análogo da fórmula de integração por partes em uma di-
mensão,

∫ b
a

(κu′)′v = (κu′v)|ba −
∫ b
a
κu′v′.

3.2 Espaços de funções

Nesta seção definimos o espaço de funções adequado para construir
a formulação fraca das equações diferenciais eĺıpticas em duas di-
mensões. Veja [2, 21, 9, 23].

Denote por C∞0 (D) as funções teste infinitamente diferenciáveis e
com suporte compacto contido em D. Denotamos por L2(D) o espaço
das funções de quadrado integrável segundo a medida de Lebesgue.
Definimos também

H1(D) :=
{
v ∈ L2(D) | ∂v

∂x1
,
∂v

∂x2
∈ L2(D)

}
. (3.4)

O espaço H1(D) é um espaço de Hilbert com o produto interno

(v, w)H1(D) =
∫
D

v(x)w(x)dx+
∫
D

∇v(x) · ∇w(x)dx

= (v, w)L2(D) + (∂1v, ∂1w)L2(D) + (∂2v, ∂2w)L2(D)

e norma

‖v‖2H1(D) =
∫
D

|v(x)|2dx+
∫
D

|∇v(x)|2dx

= ‖v‖2L2(D) + ‖∂1v‖2L2(D) + ‖∂2v‖2L2(D).
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Também usaremos o espaço de funções H1
0 (D) ⊂ H1(D) definido por

H1
0 (D) = {v ∈ H1(D) | v = 0 em ∂D} (3.5)

onde v = 0 em ∂D quer dizer que
∫
∂D

v2 = 0, isto é, v = 0 no sentido
L2(∂D).

Finalmente definimos

H2(D) :=
{
v ∈ L2(D) | ∂v

∂xi
,

∂2v

∂xi∂xj
∈ L2(D), i, j = 1, 2

}
(3.6)

com norma

‖v‖2H2(D) = ‖v‖2L2(D) +
2∑
i=1

‖∂iv‖2L2(D) +
2∑
i=1

2∑
j=1

‖∂ijv‖2L2(D).

Note que H2(D) ⊂ H1(D) ⊂ L2(D).

3.3 Formulação fraca

Agora vamos estudar o que seria o análogo em duas dimensões a
formulação fraca em uma dimensão da Seção 2.2. Para construir a
formulação fraca de um problema eĺıptico posto em D ⊂ R2 temos
que

1. Supor que existe uma solução u de nossa equação diferencial,
multiplicar os dois lados da equação por uma função teste v ∈
C∞0 (D) e tomar integrais nos dois lados da igualdade.

2. Usar a fórmula de integração por partes em R2 (primeira iden-
tidade de Green) e a condição de contorno para ficar com ex-
pressões que requeiram tomar somente derivadas da mais baixa
ordem posśıvel.

3. Trocar v ∈ C∞0 (a, b) por v ∈ V = H1
0 (D).

Usaremos os exemplos introduzidos no Caṕıtulo 1 para ilustrar o
procedimento acima.
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3.3.1 Exemplo: a equação de Laplace

Considere a seguinte equação diferencial parcial eĺıptica de Laplace,

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−∆u(x) = f(x), para x = (x1, x2) ∈ D

u(x) = g(x), para x = (x1, x2) ∈ ∂D.
(3.7)

Para obter a formulação fraca de (3.7) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por v ∈ C∞0 (D) fixa mais arbitrária, depois
integramos os dois lados da equação e obtemos

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que: −
∫
D

∆u(x)v(x)dx =
∫
D

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (D)

u(x) = g(x), para x ∈ ∂D.
(3.8)

Usamos a fórmula de integração por partes (3.2) e o fato v(x) = 0
para todo x ∈ ∂D e obtemos

−
∫
D

∆u(x)v(x)dx =
∫
D

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
∂D

v(x)(∇u(x) · η(x))dS

=
∫
D

∇u(x) · ∇v(x)dx− 0 =
∫
D

∇u(x) · ∇v(x)dx

A equação (3.8) pode ser escrita então como

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:
∫
D

∇u(x) · ∇v(x)dx =
∫
D

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (D)

u(x) = g(x), para x ∈ ∂D.

(3.9)

Defina

A(u, v) =
∫
D

∇u(x) · ∇v(x)dx para toda u, v ∈ H1(D) (3.10)

e

F(v) =
∫
D

f(x)v(x)dx para toda v ∈ H1(D). (3.11)
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Note que A : U × V → R é uma forma bilinear e F : V → R é um
funcional linear. Seguindo as mesmas ideias da Seção 2.2 conclúımos
que a formulação fraca de (3.7) é

Achar u ∈ U tal que:{
A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1

0 (D)
u = g, em ∂D.

(3.12)

3.3.2 Exemplo: equação eĺıptica básica em meios
heterogêneos

Considere a seguinte equação diferencial parcial eĺıptica,

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−div(κ(x)∇u(x)) = f(x), para x ∈ D

u(x) = g(x), para x ∈ ∂D
(3.13)

onde o tensor de permeabilidade (ou condutividade) κ é definido em
(3.1). Assumimos que existem κmin e κmax tais que para todo x ∈ D
temos

0 < κmin ≤ µmin(x) ≤ µmax(x) ≤ κmax, (3.14)

onde µmin(x) e µmax(x) são o menor e maior autovalor da matriz κ(x)
em (3.1).

Para obter a formulação fraca de (3.13) multiplicamos os dois
lados da primeira igualdade por v ∈ C∞0 (D) fixa mas arbitrária,
depois integramos os dois lados da equação, aplicamos a fórmula de
integração por partes (3.3) e obtemos

−
∫ b

a

div(κ(x)∇u(x))v(x)dx =
∫
D

∇u(x)κ · ∇v(x)dx

−
∫
∂D

v(x)(∇u(x)κ(x) · η(x))dS

=
∫
D

∇u(x)κ(x) · ∇v(x)dx− 0

=
∫
D

∇u(x)κ(x) · ∇v(x)dx.
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A formulação fraca de (3.13) pode ser escrita como

Achar u ∈ H1(D) tal que:{
A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1

0 (D)
u = g, em x ∈ ∂D,

(3.15)

onde a forma bilinear A é definida por

A(u, v) =
∫
D

∇u(x)κ(x) · ∇v(x)dx u, v ∈ H1(D) (3.16)

e o funcional linear F é o mesmo definido em (3.11).

3.4 Formulação de Galerkin

Como no caso de uma dimensão espacial, podemos considerar a for-
mulação fraca (3.12), (3.15) ou qualquer problema da forma

Achar u∗ ∈ V tal que:{
A(u∗, v) = F(v) ∀v ∈ V (3.17)

onde V = H1
0 (D) ou V é um espaço de funções em D. Como antes,

trocamos os espaços de dimensão infinita na formulação fraca (3.17)
por espaços de dimensão finita, i.e., espaços de elementos finitos.

Considere V h, h > 0, subespaços de dimensão finita V h ⊂ V . A
formulação de Galerkin de (3.17) é então

Achar u∗h ∈ V h tal que:{
A(u∗h, vh) = F(vh) para toda vh ∈ V h. (3.18)

Depois de escolher uma base de V h,

{φ1, φ2, . . . , φNh
} onde Nh é a dimensão de V h, (3.19)

obtemos o sistema linear Nh ×Nh (veja a Seção 2.3),

Auh = b
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onde a representação matricial A = [aij ] da forma bilinear A tem
entradas

aij = A(φi, φj), i, j = 1, . . . , Nh, (3.20)

e

b =


b1
b2
...
bNh

 ∈ RNh bj = F(φj), j = 1, . . . , Nh, (3.21)

e o vetor uh = [x1, . . . , xNh
]T ∈ RNh .

3.4.1 O espaço de elementos finitos de funções li-
neares por partes em duas dimensões

Seja D ⊂ R2 um domı́nio poligonal. Uma triangulação (ou malha)
T h do domı́nio D é uma partição de D em subconjuntos disjuntos de
D chamados elementos, isto é, T h = {Ki}

Ne
h

i=1 com

Ne
h⋃

i=1

Ki = Ω, Ki ∩Kj = ∅ for i 6= j, e h = max
1≤i≤Ne

h

diâmetro(Ki).

A triangulação T h é chamada geometricamente conforme se a in-
terseção dos fechos de dois elementos diferentes (i 6= j) Ki ∩ Kj

é um lado ou um vértice comum aos dois elementos. Veja Figura
3.1. O triângulo de referência K̂ é o triângulo com vértices (0, 0),

Figura 3.1: Exemplo de triangulação geometricamente não conforme
(esquerda) e geometricamente conforme(direita).
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(0, 1) e (1, 0). Neste minicurso consideramos unicamente malhas for-
madas por triângulos que são a imagem por uma aplicação afim do
triângulo de referência, isto é, para cada elemento K da malha existe
uma aplicação FK : K̂ → K que é da forma

FK(x̂) =

[
bK11 bK12

bK21 bK22

] [
x̂1

x̂2

]
+

[
cK1
cK2

]
.

Para cada elemento K ∈ T h define-se o fator de aspecto ρ(K) por
ρ(K) = diâmetro(K)/rK , onde rK é o raio do maior ćırculo contido
em K. Veja Figura 3.2.

Figura 3.2: Elemento com fator de aspecto pequeno (esquerda) e
grande (direita).

Uma familia de triangulações {T h}h>0 é dita de aspecto regular
se existe uma constante C > 0 independente de h tal que ρ(K) ≤ C
para todo elemento K ∈ T h. A familia de triangulações {T h}h>0 é
dita quase-uniforme se existe uma constante C independente de h tal
que diam(K) ≥ Ch para todo elemento K ∈ T h. Assumiremos que
todas as triangulações usadas neste minicurso são de aspecto regular
e quase-uniformes.

Dada uma triangulação T h, sejaNv
h o número de vértices da trian-

gulação. Os vértices da triangulação {xi} são divididos em, fronteira
{xi ∈ ∂D} e interiores {xi ∈ D}. Definimos o espaço de funções
cont́ınuas lineares por partes associado a triangulação T h,

P1(T h) =

v ∈ C(D) :
v
∣∣
K

é polinômio em duas variáveis de
grau total 1 para todo elemento K da
triangulação T h


onde v

∣∣
K

denota a restrição da função v ao elementoK. Na Figura 3.3
a) e b) mostramos duas funções lineares por partes numa triangulação
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estruturara com h = 1
2 e h = 1

10 , respectivamente. Também definimos
P1

0(T h) como o espaço de funções lineares por partes com valor zero
nos vértices fronteira da triangulação, isto é,

P1
0(T h) =

{
v ∈ P1(T h) : v(x) = 0 para todo x ∈ ∂D

}
.

a) b)

Figura 3.3: Exemplo de funções lineares por partes num quadrado:
a) com h = 1/2, b) com h = 1/10.

Lema 12. O conjunto de funções lineares por partes P1(T h) é sub-
conjunto do H1(D). O gradiente de uma função linear por partes é
uma função (vetorial) constante por partes em T h.

Dados h > 0 e uma triangulação do domı́nio D pode-se então usar
V = P1(T h) em (3.18). A solução obtida em (3.18) é a aproximação
de elementos finitos P1(T h) da solução de (3.17).

Note que se vh ∈ V = P1(T h), então podemos escrever

vh(x) =
Nv

h∑
i=1

vh(xi)φi(x) (3.22)

onde Nv
h é o número de vértices da malha e as funções base ou funções

chapéu , φi, i = 1, . . . , Nv
h , estão definidas por

φi(x) =

 1, se x = xi, (1 no vértice xi)
0, se x = xj , j 6= i, (0 nos outros vértices)
extensão linear, se x não é vértice.

(3.23)
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Também usaremos a notação φxi = φi, i = 1, . . . , Nv
h . Veja a Figura

3.4 para um exemplo de uma função base e seu suporte. Conclúımos
que P1(T h) é gerado pelas Nv

h funções {φi}
Nv

h
i=1. Observe também que

P1
0(T h) é gerado pelas funções {φi : xi é vértice interior}.

Figura 3.4: Exemplo de uma função base em duas dimensões.

Usando a equação (3.22) o vetor uh ∈ RNv
h que representa as

coordenadas da função de elementos finitos uh ∈ Ph(T h) na base
das função chapéu é dado pelos valores da função uh nos vértices da
triangulação T h, isto é,

uh = [uh(x1), . . . , uh(xNv
h
)]T ∈ RN

v
h . (3.24)

Analogamente ao caso em uma dimensão, depois de escolher a base,
a formulação de Galerkin equivale a resolver um sistema linear. O
sistema linear obtido com o espaço de elementos finitos de funções
lineares por partes é então

Auh = b (3.25)

onde uh é como em (3.24), b é dado por (3.21) e a matriz A é definida
como em (3.20).

Observação 13 (Matrizes de Neumann e de Dirichlet). Se usamos
todos os vértices (i.e., os espaço P1(T h)) a matriz obtida é de di-
mensão Nv

h × Nv
h e é chamada de Matriz de Neumann. Se usamos

somente os vértices interiores (i.e., o espaço P1
0(T h)) obtemos uma

matriz de dimensão menor conhecida como matriz de Dirichlet.
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Agora descrevemos melhor as funções base do espaço P1(T h).

Lema 14. Seja K̂ o triângulo de referência com vértices (0, 0), (1, 0)
e (0, 1) e φ̂1, φ̂2 e φ̂3 as respectivas funções bases. As três funções
bases no K̂ são

φ̂1(x̂) = 1− x̂1 − x̂2, φ̂2(x̂) = x̂1, φ̂3(x̂) = x̂2,

para todo x̂ = (x̂1, x̂2) ∈ K̂.

Lema 15. Seja Ki um elemento da triangulação T h com vértices
u = (u1, u2), v = (v1, v2) e z = (z1, z2) (ordenados no sentido anti-
horário) e φ1 = φu, φ2 = φv e φ3 = φz as respectivas funções base.
Seja K̂ o triângulo de referência e FKi : K̂ → K a função afim tal
que FKi

(K̂) = Ki e FKi
(0) = u. Então

FKi
(x̂) =

[
v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
x̂+

[
u1

u2

]
, x̂ ∈ K̂

e para cada x ∈ Ki, as três funções bases com suporte no elemento
Ki são

φj(x) = φ̂j(x̂), para todo x̂ = F−1
Ki

(x), j = 1, 2, 3.

Também temos que

∇xφj = ∇x̂φ̂j(x̂)B−1
Ki

onde BKi
=
[
v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
.

Observação 16. De acordo com o Lema 15 dizemos que o método
dos elementos finitos lineares por partes em duas dimensões tem três
graus de liberdade por cada elemento.

No triângulo de referência K̂ vale a seguinte fórmula de quadratura.

Lema 17 (Quadratura de sete pontos no triângulo). Vale∫
K̂

f(x̂)dx̂ ≈
7∑
i=1

f(ζi)ωi
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Ponto ζi Peso ωi

( 1
3 ,

1
3 ) 9

90

( 6+
√

15
21 , 6+

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 9−2
√

15
21 , 6+

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 6+
√

15
21 , 9−2

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 6−
√

15
21 , 6−

√
15

21 ) 155−
√

15
2400

( 9+2
√

15
21 , 6−

√
15

21 ) 155−
√

15
2400

( 6−
√

15
21 , 9+2

√
15

21 ) 155−
√

15
2400

Tabela 3.1: Pontos e pesos da fórmula de quadratura com sete
pontos no triângulo de referência (esquerda) e mapa dos pontos de
quadratura no triângulo de referência (direita)

onde os pontos de quadratura e pesos ζi, ωi são definidos na Tabela
3.1. A fórmula acima integra exato polinômios de grau total menor
o igual que cinco.

Afim de aplicar a formula de quadratura do lema anterior para
calcular os termos do lado direito ou da matriz A quando κ(x) é um
coeficiente complicado usamos a fórmula de mudança de variáveis.

Lema 18. Seja Ki um elemento da triangulação T h com vértices
u = (u1, u2), v = (v1, v2) e z = (z1, z2) (ordenados no sentido anti-
horário). Para toda função integrável f : Ki = FKi(K̂)→ R temos∫

Ki

f(x)dx =
∫
K̂

f(FKi(x̂))|det
[
v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
|dx̂.

Análogo ao caso em uma dimensão a matriz A pode ser constrúıda
somando as contribuições locais de cada elemento. Note que em cada
elemento triangular temos três graus de liberdade, isto é, somente três
funções bases tem suporte em cada elemento. Consideramos somente
o caso da forma bilinear definida em (3.16).
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Lema 19. Seja A a forma bilinear definida em (3.16) e T h uma
triangulação de D. Sejam Ki, i = 1, . . . , Ne

h os elementos da trian-
gulação. Definamos Ri como a matriz 3 × Nv

h de restrição ao ele-
mento Ki, i.e., a matriz RTi tem todas as entradas nulas com excessão
das posições (1, i1) (correspondente ao vértice xi1 ∈ Ki), (2, i2) (do
vértice xi2 ∈ Ki) e (3, i3) (do vértice xi3 ∈ Ki), onde tem o valor
um. Seja AKi a matriz local definida por

AKi
=

 AKi
(φi1 , φi1) AKi

(φi1 , φi2) AKi
(φi1 , φi3)

AKi(φi2 , φi1) AKi(φi2 , φi2) AKi(φi2 , φi3)
AKi(φi3 , φi1) AKi(φi3 , φi2) AKi(φi3 , φi3)

 (3.26)

onde AKi
, a restrição da forma bilinear A ao elemento Ki, é dada

por

AKi
(v, w) =

∫
Ki

κ(x)∇v(x) · ∇w(x)dx. (3.27)

Finalmente seja bKi
o lado direito local,

bKi
=

 FKi
(φi1)

FKi
(φi2)

FKi
(φi3)


onde FKi

, a restrição do F ao elemento Ki, é dada por

FKi
(v) =

∫
Ki

f(x)v(x)dx.

Temos então que

A =
Ne

h∑
i=1

RTi AKi
Ri (3.28)

e

b =
Ne

h∑
i=1

RTi bKi
. (3.29)

O lema anterior permite calcular a matriz A usando as contribui-
ções locais de cada elemento. Isto representa uma grande vantagem
na hora da implementação numérica. Na igualdade (3.28) o papel das
matrizes Ri é somente colocar a contribuição local no lugar certo na
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matriz global A. As matrizes de extensão Ri, i = 1, . . . , Ne
h, podem

ser substitúıdas por funções que transformem os ı́ndices locais [1, 2, 3]
no elemento Ki, nos ı́ndices globais [i1, i2, i3]. Analogamente para as
matrizes RTi , i = 1, . . . , Ne

h. Note também que as matrizes locais são
calculadas em cada elemento Ki separadamente.
Para resolver o sistema linear Ax = b com a matriz A em (3.28)
usando um método iterativo, somente precisamos de uma rotina que
faça a operação de multiplicação matriz vezes vetor, isto é, dado
x ∈ RNv

h , calcule, Ax. O resultado de aplicar a matriz A ao vetor
x pode ser calculado usando (3.28) diretamente. A formulas (3.28)
e (3.29) são fundamentais para a construção de muitos algoritmos
de decomposição de domı́nios na aproximação numérica de equações
diferenciais parciais eĺıpticas.

Exemplo: a equação de Laplace

Suponha que queremos aproximar a solução da equação de Laplace
(3.7) com D = [0, 1] × [0, 1] e f(x) = −1 usando elementos finitos,
isto é, queremos resolver

Achar u : [0, 1]× [0, 1]→ R tal que:{
−∆u(x) = −1, x ∈ [0, 1]× [0, 1]

u(x) = 1, x ∈ ∂([0, 1]× [0, 1]).
(3.30)

Formulação fraca

Usamos a formulação fraca constrúıda na Seção 3.3.1. Lembramos
a definição da forma bilinear A em (3.10) e do funcional linear F
definido em (3.11).

Triangulação

Neste exemplo usamos a triangulação da Figura 3.5. Observe que esta
triangulação tem 12 vértices, 23 arestas e 12 elementos (triângulos).
O primeiro elemento pode ser denotado por K1 = [1, 2, 6] indicando
que seus vértices são x1, x2 e x6, nessa ordem (sentido anti-horário).
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Figura 3.5: Triangulação usada para aproximar a solução de (3.30)

Os doze elementos são (veja Figura 3.5)

K1 = [1, 2, 6], K2 = [6, 5, 1], K3 = [2, 3, 7],
K4 = [7, 6, 1], K5 = [3, 4, 8], K6 = [8, 7, 3],
K7 = [5, 6, 10], K8 = [10, 9, 5], K9 = [6, 7, 11],
K10 = [11, 10, 6], K11 = [7, 8, 12], K12 = [12, 11, 7].

Montagem da matriz

Depois de definir a triangulação procedemos a construção da matriz
A usando a fórmula (3.28). Temos que construir as matrizes locais
em (3.26). O primeiro elemento é K1 com vértices x1 = (0, 0), x2 =
(1/3, 0) e x6 = (1/3, 1/2). Vide Figura 3.5. Para este elemento temos

que a matriz BK1 do Lema 15 é BK1 =
[

1/3 1/3
0 1/2

]
e a sua inversa

é dada por B−1
K1

=
[

3 −2
0 2

]
. Para as funções em K1 temos então

que

∇xφ1 = ∇x̂φ̂1B
−1
K1

=
[
−1 −1

]
B−1
K1

=
[
−3 0

]
,
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e analogamente em K1 temos ∇φ2 =
[

3 −2
]

e ∇φ6 =
[

0 2
]
.

As entradas da matriz local AK1 são calculadas como segue,

AK1(φ1, φ1) =
∫
K1

∇φ1 · ∇φ1 =
∫
K1

(−3)2 + (0)2 = 9|K1| =
9
12
,

AK1(φ1, φ2) = AK1(φ2, φ1) =
∫
K1

∇φ1 · ∇φ2 =
∫
K1

−9 =
−9
12
,

AK1(φ1, φ6) = AK1(φ6, φ1) =
∫
K1

∇φ1 · ∇φ6 =
∫
K1

0 = 0,

AK1(φ2, φ2) =
∫
K1

∇φ2 · ∇φ2 =
∫
K1

13 =
13
12
,

AK1(φ2, φ6) = AK1(φ6, φ2) =
∫
K1

−4 =
−4
12
,

AK1(φ6, φ6) =
∫
K1

4 =
4
12
.

Portanto a matriz local é AK1 = 1
12

 9 −9 0
−9 13 −4

0 −4 4

 . Note que R1

é a matriz 3× 12,

R1 =

 1 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 1 0 . . . 0


e RT1 AK1R1 é a matriz 12× 12 tal que

RT1 AK1R1 =
1
12



9 −9 0 0 0 0 0 . . .
−9 13 0 0 0 −4 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 −4 0 0 0 4 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


.
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3.4. FORMULAÇÃO DE GALERKIN 49

Analogamente podem ser calculadas as matrizes locais e de restrição
para os outros elementos Ki, i = 2, . . . , 12. Obtemos

AKi
=

1
12

 9 −9 0
−9 13 −4

0 −4 4

 , i = 2, . . . , 12.

Com as matrizes locais AKi e as matrizes Ri, i = 1, . . . , 12, montamos
a matriz global

A =
12∑
i=1

RTi AKi
Ri.

Por exemplo, se queremos calcular a entrada a66 da matriz A notamos
que x6 é o terceiro vértice de K1, o primeiro vértice de K2, o segundo
vértice de K4,..., donde

a6,6 = A(φ6, φ6) =
∑

i=1,4,9,10,7,2

AKi
(φ6, φ6)

=
4
12

+
13
12

+
9
12

+
4
12

+
13
12

+
9
12

=
52
12
.

onde os ı́ndices na soma acima são os elementos da triangulação que
tem vértice 6 (x6).

Observação 20. No caso geral, as integrais no triângulo de re-
ferência no calculo das matrizes locais acima podem ser calculadas
usando uma fórmula de quadratura. Veja Lema 17. O mesmo vale
para os calculo do lado direito local.

Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (3.29). Como antes vamos
elemento por elemento para calcular as contribuições locais. Neste
exemplo a função do lado direito é g(x) = −1 para todo x ∈ D. No
elemento K1, usando a fórmula de mudança de variáveis, temos

FK1(φ1) =
∫
K1

−1φ1(x)dx = −
∫
K̂

φ̂1(x̂)|detBK1 |dx̂ = − 1
36

FK1(φ2) =
∫
K1

−1φ2(x)dx = −
∫
K̂

φ̂2(x̂)|detBK1 |dx̂ = − 1
36

FK1(φ3) =
∫
K1

−1φ3(x)dx = −
∫
K̂

φ̂3(x̂)|detBK1 |dx̂ = − 1
36
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50 CAPÍTULO 3. ELEMENTOS FINITOS EM 2D

e então bK1 = −( 1
36 ,

1
36 ,

1
36 )T . Analogamente bKi = −( 1

36 ,
1
36 ,

1
36 )T ,

i = 2, . . . , 12. Temos finalmente que

b =
12∑
i=1

RTi bKi
.

Por exemplo a sexta coordenada de b é

f6 =
∑

i=1,4,9,10,7,2

FKi
(φ6) = −

∑
i=1,4,9,10,7,2

1
36

= −1
6
.

onde os ı́ndices na soma acima são os elementos da triangulação que
tem vértice 6 (x6).

Solução do sistema linear

Temos que resolver os sistema linear

Auh = b.

Sabemos que uh(xi) = 1 para i = 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 11. Podemos
substituir

uh = uDh +



...
0

uh(x6)
uh(x7)

0
...


e colocando o termo conhecido AuDh no lado direito, obtemos

1
12

[
52 −18
−18 52

] [
uh(x6)
uh(x7)

]
= −

[
1/6
1/6

]
+
[

16/6
16/6

]
=

[
8/3
8/3

]

que fornece a solução
[
uh(x6)
uh(x7)

]
=
[

16/17
16/17

]
. Pedimos ao leitor

que tente construir uma solução anaĺıtica para o problema (3.30). O
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3.4. FORMULAÇÃO DE GALERKIN 51

objetivo deste exemplo é mostrar o potencial do método dos elemen-
tos finitos. Na Figura 3.6 a) mostramos a aproximação de elementos
finitos obtida acima. Lembre que neste exemplo o tamanho do sis-
tema linear resolvido é 2× 2.

Para finalizar esta seção calculamos a solução de elementos finitos
da equação (3.30) numa malha mais fina com h = 1/10. Na figura
3.6 b) vemos a aproximação por elementos finitos para esta malha
mais fina. O sistema linear resolvido para obter a aproximação de
elementos finitos com h = 1/10 é de tamanho 81× 81.

a) b)

Figura 3.6: Aproximações de elementos finitos da solução da equação
(3.30): a) com h = 1/2, 12 vértices e 12 elementos; b) com h = 1/10,
121 vértices e 200 elementos.

3.4.2 O sistema linear obtido

Como no caso de uma dimensão espacial, é necessário escolher o
método adequado para aproximar a solução do sistema linear equiv-
alente à formulação de Galerkin. No caso da equação eĺıptica básica
(3.13) e o espaço de elementos finitos de funções lineares por partes,
a matriz resultante A tem as seguintes propriedades: O tamanho da
matriz é gigantesco. A matriz A é esparsa, menos esparsa que em uma
dimensão, mas ainda a porcentagem de entradas não nulas é muito
grande. A matriz de Dirichlet é definida positiva. Para a matriz da
forma bilinear A definida em (3.16) com o coeficiente κ satisfazendo
(3.14) temos que existem constantes positivas C e c, que dependem
unicamente da triangulação T h e do domı́nio D, tais que

λmax ≤ Cκmax e λmin ≥ cκminh
2.
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52 CAPÍTULO 3. ELEMENTOS FINITOS EM 2D

Onde λmax e λmin são o maior e o menor autovalor da matriz A.
Podemos assim estimar o número de condição (espectral) da matriz
A por

Cond(A) :=
λmax

λmin
≤ C

c

κmax

κmin

1
h2
. (3.31)

3.4.3 Erro de aproximação

Dados h > 0 e uma triangulação do domı́nio D pode-se então usar
V = P1(T h) em (3.18). A solução obtida em (3.18) é a aproximação
de elementos finitos P1(T h) da solução de (3.17). Denotaremos por
uh esta solução. Temos

Lema 21 (Estimativa de erro ‘a priori’). Sejam u e uh as soluções
da formulação fraca (3.15) e da sua formulação de Galerkin com
V h = P1(T h), respectivamente. Temos que existe uma constante C
que é independente de h > 0 e de u, tal que

|u− uh|H1(D) ≤ Ch|u|H2(D) e ‖u− uh‖L2(D) ≤ Ch2|u|H2(D).
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Caṕıtulo 4

O método do gradiente
conjugado

O material apresentado neste caṕıtulo corresponde ao caṕıtulo do gra-
diente conjugado num curso de análise numérico no IMPA. Parte do
material aqui apresentado coincide com [29]. Veja também [18, 28, 4].

4.1 O método do gradiente conjugado

Neste caṕıtulo A denota uma matriz auto-adjunta e definida posi-tiva
de dimensão n× n. A norma gerada pela matriz A é dada por

‖x‖A = (x,Ax) = (A1/2x,A1/2x) = ‖A1/2x‖2

onde ‖ · ‖2 é a norma Euclidiana do Rn. Dois vetores x, y ∈ Rn
são ditos conjugados com relação a A, ou A-ortogonais se eles são
ortogonais no produto interno gerado pela matriz A, isto é,

(x,Ay) = xTAy = 0.

O conjunto {di}ni=1 é dito conjugado se di é conjugado a dj para todo
i 6= j. Neste caso temos dTi Adj = 0 para todo i 6= j.

53
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54 CAPÍTULO 4. O MÉTODO DO GRADIENTE CONJUGADO

Suponha que {di}ni=1 são direções conjugadas em Rn, temos que
estas direções são linearmente independentes, logo span{di}ni=1 = Rn.
Seja x∗ tal que

Ax∗ = b.

Temos que existem α1, . . . , αn tais que das direções conjugadas,

x∗ =
n∑
i=1

αidi. (4.1)

Podemos então calcular x∗ se conseguimos especificar direções con-
jugadas {di}ni=1 e os respectivos coeficientes {αj}ni=1. Se aplicamos a
matriz A na equação (4.1), obtemos que

∑n
i=1 αiAdi = b e tomando

produto interno com dj para j fixo, mas arbitrário, obtemos

n∑
i=1

αid
T
j Adi = dTj b

donde, usando o fato dTj Adi = 0 para i 6= j, obtemos

αj =
dTj b

dTj Adj
, j = 1, . . . , n.

Para j = 1, . . . , n, defina a j-ésima aproximação de x∗ por

xj =
j∑
i=1

αidi. (4.2)

Como Ax∗ = b temos

0 = Ax∗ − b = Axj−1 − b+
n∑
i=j

αiAdi,

e tomando novamente produto com dTj , temos

αj = −
dTj (Axj−1 − b)

dTj Adj
=
dTj qj−1

dTj Adj
,
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4.1. O MÉTODO DO GRADIENTE CONJUGADO 55

onde o j−ésimo reśıduo é

qj = −(Axj − b) = b−Axj , j = 1, . . . , n.

Observe que, dado xk, podemos calcular

xk+1 = xk + αk+1dk+1 onde αk+1 =
dTk+1qk

dTk+1Adk+1
. (4.3)

Temos o seguinte lema.

Lema 22. Suponha que x0 = 0. Se i ≤ k então qTk di = 0.

Demonstração. De (4.1) obtemos

qk = b−Axk = A(x∗ − xk) = A

 n∑
j=k+1

αjdj

 =
n∑

j=k+1

αjAdj

onde, para i ≤ k, dTi qk =
∑n
j=k+1 αjd

T
i Adj = 0.

Corolário 23. Se temos as k primeiras direções conjugadas {di}ki=1,
e qk = b − Axk 6= 0 então {d1, d2, ..., dk, qk} é linearmente indepen-
dente.

Suponha que temos k + 1 direçõesA-ortogonais d1, d2, ..., dk. Para
obter outra direção conjugada a partir de qk, aplicamos Gram-Schmidt
no produto interno A, isto é, geramos dk+1 com

dk+1 = qk −
k∑
j=1

ājkdj , (4.4)

e span{d1, . . . , dk, qk} = span{d1, . . . , dk, dk+1}. Provaremos na frente
que somente o último coeficiente ākk em (4.4) acima é diferente de
zero. Tomando produto interno com Adi, i = 1, ..., k, obtemos

0 = dTi Adk+1 = dTi Aqk −
k∑
j=1

ājkd
T
i Adj

= dTi Aqk − āikdTi Adi.
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56 CAPÍTULO 4. O MÉTODO DO GRADIENTE CONJUGADO

Donde para cada coeficiente em (4.4) temos āik =
dTi Aqk
dTi Adi

.

Teorema 24. Se d1 = b, e di 6= 0, i = 1, . . . , k, temos então ā1k =
ā2k = ... = ā(k−1)k = 0.

Para provar o teorema anterior precisamos de um lema simples.

Lema 25. Suponha que x0 = 0, q1 = b, d1 é um múltiplo escalar de
b e di 6= 0, i = 1, . . . , k. Defina

Vk := span{d1, ..., dk} = span{di}ki=1.

Temos que

1. Vk = span{b, Ab, ..., Ak−1b} (subespaço de Krylov!)

2. Vk = span{q1, . . . , qk}

3. AVk ⊆ Vk+1

4. qTk AVk−1 = {0}, qTk Vk−1 = {0} e qTk qi = 0 para i ≤ k − 1.

Demonstração. Para provar 1. usamos indução. Sabemos que

V1 = span{d1} = span{b}. Suponha que o lema vale para o in-
teiro k. Para xk ∈ Vk temos que qk = b − Axk ∈ span{AVk, b} =
span{b, Ab, . . . , Ak−1b, Akb}. Portanto, de (4.4) e a hipótese de indução
vemos que

dk+1 ∈ span{b, Ab, . . . , Ak−1b, Akb}.

Isto da span{di}k+1
i=1 ⊆ span{Aib}ki=0 e como os vetores {di}k+1

i=1 são
linearmente independentes eles devem gerar um espaço de dimensão
k + 1. Isto prova o primeiro enunciado. A prova do 2. segue do
processo de ortogonalização em (4.4). A prova de 3. seque de 1. e a
prova de 4. segue do 2. e o Lema 22.

Agora provamos o Teorema 24.

Demonstração. Se i ≤ k − 1 usando (4.4) temos
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4.1. O MÉTODO DO GRADIENTE CONJUGADO 57

dTi Adk+1 = dTi Aqk −
k∑
j=1

ājkd
T
i Adj

= dTi Aqk − āikdTi Adj .

Note que dTi Adk+1 = 0, por 3. do Lema 25 temos que dTi Aqk = 0, e
dTi Adj 6= 0, o que implica que aik = 0.

Temos então a seguintes formulas para a direção conjugada k+ 1
e o seu coeficiente αk+1 em (4.1) e (4.3),

dk+1 = qk − akkdk, ākk =
dTkAqk
dTkAdk

, αk+1 =
dTk+1qk

dTk+1Adk+1
.

Vamos simplificar um pouco mais estas formulas. Note que da primeira
fórmula acima e o Lema 22 temos

αk+1 =
(qk − akkdk)qk
dTk+1Adk+1

=
qTk qk

dTk+1Adk+1
,

e na iteração k teŕıamos αkdTkAdk = qTk−1qk−1. Do fato que podemos
escrever qk = qk−1 − αkAdk e 4. no Lema 25 temos que

qTk qk = qTk (qk−1 − αkAdk) = −αkqTk Adk.

Juntando estas duas últimas igualdades temos

βk := −ākk = − d
T
kAqk
dTkAdk

= −
− 1
αk
qTk qk

1
αk
qTk−1qk−1

=
qTk qk

qTk−1qk−1
.

Usando estas formulas finais descrevemos o algoritmo na Tabela 4.1.

Agora estudamos a convergência do método do gradiente con-
jugado. Queremos saber a velocidade de convergência do método.
Embora o gradiente conjugado tome somente n iterações para achar
a solução do sistema linear, n poder ser muito grande e pode ser que
o nosso tempo computacional não seja suficiente para chegar ate a
última iteração.
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58 CAPÍTULO 4. O MÉTODO DO GRADIENTE CONJUGADO

1. Inicializar q0 = b−Ax0

2. Iterar k = 1, 2, . . . , ate a convergência

βk =
(qk−1, qk−1)
(qk−2, qk−2)

[β1 = 0]

dk = qk−1 + βkdk−1 [d1 = q0]

αk =
(qk−1, qk−1)

(dk, Adk)
xk = xk−1 + αkdk

qk = qk−1 − αkAdk

Tabela 4.1: Algoritmo do gradiente conjugado

Note que se xk :=
∑k
i=1 αidi, com {di}ni=1 direções conjugadas e

x∗ =
∑n
i=1 αidi, então xk é projeção ortogonal (no produto interno

gerado pela matriz A) do vetor x∗ no espaço Vk = span{di}ki=1. Das
propriedades gerais das projeções ortogonais, temos

(di, A(x∗ − xk)) = 0 i = 1, ..., k,

e

min
y∈Vk

||x∗ − y||A = ||x∗ − xk||A. (4.5)

Denote por Pk−1 o conjunto de polinômios de grau menor o igual
que k − 1. Dado y ∈ Vk, usando o Lema 25 pode-se exprimir

y =
k−1∑
i=0

γiA
i−1b.

Se P é o polinômio de grau k − 1 definido por P (x) =
∑k−1
i=0 γix

i

podemos escrever y = P (A)b. Conclúımos que

Vk = {P (A)b : P ∈ Pk−1}
= {P (A)Ax∗ : P ∈ Pk−1}.
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Com esta igualdade, (4.5) e o fato ‖y‖A = ‖A1/2y‖2 para todo y ∈ Rn
temos

||x∗ − xk||A = min
y∈Vk

||x∗ − y||A = min
P∈Pk−1

||x∗ − P (A)Ax∗||A

= min
P∈Pk−1

||A1/2 [I − P (A)A]x∗||2 (4.6)

Considere a decomposição espectral da matriz auto-adjunta e pos-
itiva definida A = Q∗ΛQ, onde Q é uma matriz ortonormal (tem
colunas ortonormais) e Λ = diag(λ1, . . . , λn) é a matriz diagonal com
os autovetores de A ordenados do maior ao menor, isto é, λmax =
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = λmin. Temos que a decomposição espectral
I − P (A)A = Q∗ [I − P (Λ)Λ]Q e usando propriedades das matrizes
ortonormais temos

||A1/2 [I − P (A)A]x∗||2 = || [I − P (A)A]A1/2x∗||2
≤ ||I − P (A)A||2||A1/2x∗||2
≤ ||Q∗ [I − P (Λ)Λ]Q||2||x∗||A
= ||I − P (Λ)Λ||2||x∗||A

onde temos usado a desigualdade ||Bz‖2 ≤ ‖B‖2‖z‖2 valida para toda
matriz B. Lembrando que para B auto-adjunta e definida positiva
‖B‖2 é o máximo autovalor de B, temos,

||A1/2 [I − P (A)A]x∗||2 = ||I − P (Λ)Λ||2||x∗||A
≤ max

1≤i≤n
|1− P (λi)λi|||x∗||A

≤ max
λ∈[λn,λ1]

|1− P (λ)λ|||x∗||A, (4.7)

onde na última linha o máximo é tomado no intervalo [λn, λ1] e não
somente nos n autovalores λn, . . . , λ1. Finalmente pondo (4.7) em
(4.6) obtemos

||x∗ − xk||A ≤ ||x∗||A min
P∈Pk−1

max
λ∈[λn,λ1]

|1− λP (λ)|

= ||x∗||A min
P∈Pk,P (0)=1

max
λ∈[λn,λ1]

|P (λ)| (4.8)

onde para obter a última igualdade notamos que se P é de grau k−1
então o polinômio definido por 1 − λP (λ) é de grau k e tem o valor
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1 quando λ = 0.

Para entender melhor o problema de minimização (4.8) estudamos
polinômios ortogonais de Chebyshev(Tchebyshev). Uma das muitas
definições dos Polinômio de Chebyshev é a seguinte. Define-se o
polinômio de Chebyshev de grau k por 1

Tk(x) =


cos(k cos−1(x)), se |x| ≤ 1,

cosh(k cosh−1(x)), se |x| > 1.
(4.9)

Note que Tk(x) = cos(kθ) onde cos(θ) = x com θ ∈ [−π, 0] e portanto
Tk define um polinômio de grau k na variável x já que cos(kθ) é um
polinômio em cos(θ). Temos

Tk(1) = 1, |Tk(x)| ≤ 1, para todo x ∈ [−1, 1].

∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)(1− x2)−
1
2 dx = δij ,

onde δij é o delta de Kronecker. Os polinômios Tn(x) podem também
ser obtidos a partir da recorrência:

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x) (4.10)

que pode ser deduzida facilmente de (4.9).

Na equação (4.8) podemos tomar P = T k definido a partir do
polinômio de Chebyshev de grau k, Tk, por

T k(λ) =
Tk(g(λ))
Tk(g(0))

com g(λ) =
λ1 + λn − 2λ
λ1 − λn

.

1Para ver que as duas partes da definição dão os mesmos polinômios podemos
verificar a fórmula de recorrência (4.10) para cada uma. Uma outra forma de ver
este fato é que passando a variável complexa temos

cosh(k cosh−1(ζ)) = cos(−ik cosh−1(ζ)) = cos(k cos−1(ζ))

para todo ζ no domı́nio das duas funções no plano complexo.
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Observe que g leva o intervalo [λn, λ1] no intervalo [−1, 1] com g(λn) =
1, g(λ1) = −1. Os zeros do polinômio Tk ficam localizados no inter-
valo [−1, 1]. Temos então que no caso λ1 6= λn

g(0) =
λ1 + λn
λ1 − λn

> 1, donde Tk(g(0)) 6= 0,

vemos que T k(0) = 1. Os zeros do polinômio T k ficam localizados no
intervalo [λn, λ1]. De (4.8) vemos que

||x∗ − xk||A ≤ max
[λn,λ1]

|T k(λ)|||x∗||A ≤
1

Tk(g(0))
||x∗||A

com

g(0) =
λ1 + λn
λ1 − λn

=
Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

,

e onde o número de condição2 de A é definido por

Cond(A) =
λ1

λn
=
λmax

λmin
. (4.11)

Para continuar com o argumento usaremos o seguinte resultado.

Lema 26. Para todo x com |x| ≥ 1 existe z tal que

x =
z + z−1

2
, e Tk(x) =

zk + z−k

2
.

Note que
√

Cond(A)+1√
Cond(A)−1

≥ 1, e que podemos escrever

Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

=
1
2


√

Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

+
1√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1


2ou número de condição espectral
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Aplicando o Lema 26 com z =
√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1

temos que

Tk(g(0)) = Tk

[
Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

]

=
1
2

[√Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k
+

[√
Cond(A) + 1√
Cond(A)− 1

]k
logo,

1
Tk(g(0))

=
2[√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1

]k
+
[√

Cond(A)+1√
Cond(A)−1

]k
≤ 2[√

Cond(A)+1√
Cond(A)−1

]k = 2

[√
Cond(A) + 1√
Cond(A)− 1

]k
.

Fica provado então o seguinte Teorema.

Teorema 27. Seja x∗ tal que Ax∗ = b e xk o k−ésimo iterado do
gradiente conjugado. Então

||x∗ − xk||A ≤ 2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k
||x∗||A.

Corolário 28. Para o caso em que x0 6= 0, aplicamos o argumento
anterior a

Aδx = b−Ax0, (δx)0 = 0

e obtemos

||x∗ − xk||A ≤ 2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k
||x∗ − x0||A

para todo k.

Para fechar completamente a prova do teorema anterior temos
que provar o Lema 26.
Demonstração. Se x ≥ 1, pode-se exprimir
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x = cosh(ζ) =
eζ + e−ζ

2
=
z + z−1

2
, com z = eζ ,

donde, usando a definição do Tk em (4.9).

Tk(x) = cosh(k cosh−1 ζ) =
ekζ + e−kζ

2
=
zk + z−k

2
.

Como resultado do Teorema 27 vemos que o erro do gradiente
conjugado na norma da energia depende do número de condição da
matriz Cond(A) = λmax/λmax.

Em geral, dada uma matriz invert́ıvel B, o número de condição
na norma ‖ · ‖2 é definido por

Cond(B) = ‖B‖2‖B−1‖2.

Pode-se provar que quando A é auto-adjunta e definida positiva temos
que Cond(A) = λ1/λn.

4.2 Contagem de número de iterações

No Teorema 27 provamos que o erro inicial e reduzido pelo fator

2
[√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1

]k
, isto é,

||x∗ − xk||A ≤ 2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k
||x∗ − x0||A.

Se queremos calcular suficientes iterações para reduzir o erro inicial
por um fator ε, é suficiente tomar k tal que,

2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k
≤ ε



i
i

“introdd” — 2009/5/7 — 11:51 — page 64 — #70 i
i

i
i

i
i
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donde, utilizando o fato ln( 1+x
1−x ) ≥ 2x com x = 1/

√
Cond(A) con-

clúımos que k é da ordem

k =
ln( 2

ε )

ln

[
1+ 1√

Cond(A)

1− 1√
Cond(A)

] ≤ 1
2

√
Cond(A) ln

[
2
ε

]
. (4.12)

Note que a desigualdade é assintoticamente uma igualdade quando
Cond(A)→∞. Observamos então que o número de iterações necessárias
para obter uma aproximação da solução com uma tolerância ε de-
pende fortemente da condição da matriz Cond(A).

Por exemplo, para a matriz da forma bilinear A definida em (2.13)
com o coeficiente κ satisfazendo (2.11), temos a estimativa (2.34) para
o número de condição, isto da que existe uma constante C indepen-
dente de h tal que

k ≤ C 1
2
h ln

[
2
ε

]
.

A constante C pode depender do contraste do coeficiente κmax/κmin.
Vemos que o número de iterações necessárias para obter a solução de
elementos finitos (com uma tolerância ε) cresce de forma linear com o
parâmetro da triangulação. Lembramos que o parâmetro h controla
o tamanho do erro de elementos finitos. Geralmente, para proble-
mas práticos isto representa demasiadas iterações (isto é, demasiado
tempo computacional).

4.3 Experimentos numéricos

Nesta seção curta mostramos alguns resultados numéricos obtidos
usando o método do gradiente conjugado na solução do sistema li-
near associado a discretização de elementos finitos da equação eĺıptica
básica em (2.10) e (3.13).

Uma dimensão

Considere primeiro a equação de Laplace (2.3). Em particular con-
sidere a equação u′′ = −1 em (0, 1) com u(0) = u(1) = 0. A for-
mulação fraca desta equação foi constrúıda na Seção 2.2.2 usando a
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forma bilinear A em (2.6) e do funcional linear F em (2.7). Usa-
mos uma triangulação estruturada, isto é, com vértices igualmente
espaçados.

n ↓ Iterações (est. cond)
16 8 103.09
32 16 414.35
64 32 1659.38

128 64 6639.52
256 128 26560.07
512 256 106242.29

1024 512 424971.18
2048 1024 1699886.72

Tabela 4.2: Número de iterações do gradiente conjugado para o
problema considerado nesta seção. Aqui h = 1/n e usamos uma
tolerância de 10−6. Veja a fórmula (4.12).

Seguimos os mesmos passos do exemplo no final da Seção 2.3.1
mas na hora de resolver os sistemas lineares usamos o método do
gradiente conjugado. Obtemos os resultados da Tabela 4.2. Vemos
que quando o parâmetro h = 1/n é dividido por dois, o número
de condição é multiplicado por um fator de 4 e o número de it-
erações duplica-se. Veja a fórmula (4.12). Conclúımos que o número
de iteração cresce de forma linear com respeito ao parâmetro h.
Vemos também que se precisamos usar h << 1, o número de it-
erações necessárias, para calcular a solução de elementos finitos com
a tolerância desejada, é muito grande. A situação fica pior em di-
mensões dois e três.

Consideramos agora o exemplo da Seção 2.5,

Achar u : [0, 1]→ R tal que:{
−(κ(x)u′(x))′ = −1, 0 < x < 1
u(0) = 0, u(1) = 1.

(4.13)

onde
κ(x) = κ1(x, µ) + 100κ2(x, p)
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com κ1 e κ2 definidos em (2.35) e (2.36). Com µ = 1000 e p = 30
obtemos os resultados da Tabela 4.3. Conclúımos que o número de
iterações necessárias aumenta com o contraste do meio. A situação
fica pior em dimensões maiores.

n ↓ Iterações (est. cond)
16 15 696.97
32 35 3166.30
64 86 16806.85

128 228 126804.46
256 588 869532.27
512 1439 5132737.47

1024 3356 24495669.25
2048 >5000 47948970.24

Tabela 4.3: Número de iterações do gradiente conjugado para o pro-
blema (4.13) com coeficiente κ(x) = κ1(x, µ) + 100κ2(x, p). Aqui
h = 1/n e usamos uma tolerância de 10−6.

Duas dimensões

Suponha que queremos calcular a solução de elementos finitos da
equação de Laplace (3.7) com D = [0, 1] × [0, 1] usando elementos
finitos, isto é, queremos resolver

Achar u : [0, 1]× [0, 1]→ R tal que:{
−∆u(x) = −1, x ∈ [0, 1]× [0, 1]

u(x) = 1, x ∈ ∂([0, 1]× [0, 1]).

Usamos a formulação fraca constrúıda na Seção 3.3.1 com A em
(3.10) e F em (3.11). Usamos uma triangulação estruturada. Dividi-
mos o quadrado [0, 1] × [0, 1] em n × n quadrados e cada quadrado
é dividido em dois triângulos. Veja Figura 4.1. Seguimos os mesmos
passos do exemplo no final da Seção 3.4.1 mas na hora de resolver os
sistemas lineares usamos o método do gradiente conjugado. Obtemos
os resultados da Tabela 4.4. Observamos novamente que o número
de iteração cresce linearmente com h. O número de condição cresce
quadraticamente com h. Vemos que para obter a mesma ordem h
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Figura 4.1: Triangulação estruturada com h =
√

2/n e n = 16 usada
para aproximar a solução da equação de Laplace em duas dimensões

que no caso de uma dimensão precisamos de muitas mas iterações. A
situação piora em dimensões maiores.

n ↓ Nv
h Iterações (est. cond)

8 81 9 25.27
16 289 25 103.09
32 1089 51 414.35
64 4225 100 1659.38

128 16641 197 6639.52

Tabela 4.4: Número de iteração do gradiente conjugado para o pro-
blema considerado nesta seção. Aqui h =

√
2/n e usamos uma

tolerância de 10−6. Veja a fórmula (4.12).

Voltamos a atenção para a equação

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−div(κ(x)∇u(x)) = f(x) x ∈ D

u(x) = g(x) x ∈ ∂D

onde κ(x) = 1 + 1000(1 + sin(6πx1) sin(4πx2)). O contrate deste
coeficiente e ao redor de 2000. Obtemos os resultados na Tabela 4.5.
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n ↓ Nv
h Iterações (est. cond)

8 81 17 27.71
16 289 42 155.64
32 1089 95 785.21
64 4225 205 3498.16

128 16641 430 14700.20

Tabela 4.5: Número de iteração do gradiente conjugado para o pro-
blema com coeficiente κ(x) = 1+1000(1+sin(6πx1) sin(4πx2)). Aqui
h =
√

2/n e usamos uma tolerância de 10−6. Veja a fórmula (4.12).

Agora consideramos o problema eĺıptico geral acima mas com o
coeficiente

κ(x) =
(
κ1(x1, µ) + 100κ2(x1, p)

)(
κ1(x2, µ) + 100κ2(x2, p)

)
(4.14)

onde κ1 e κ2 definidos em (2.35) e (2.36). Com µ = 1000 e p = 30
obtemos os resultados da Tabela 4.6.

n ↓ Nv
h Iterações (est. cond)

8 81 27 162.99
16 289 110 1238.65
32 1089 289 5859.17
64 4225 814 31908.59

128 16641 >2000 240630.26

Tabela 4.6: Número de iteração do gradiente conjugado para o pro-
blema eĺıptico com coeficiente (4.14). Aqui h =

√
2/n e usamos uma

tolerância de 10−6. Veja a fórmula (4.12).

Das Tabelas 4.6 e 4.5 conclúımos que o número de iterações ate
a convergência do método do gradiente conjugado aumenta consi-
deravelmente com a presencia de contraste alto e múltiplas escalas.
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4.4 O método do gradiente conjugado pre-
condicionado

O método do gradiente conjugado pode ser modificado para obter o
método do gradiente conjugado precondicionado. Com o método do
gradiente conjugado precondicionado podemos obter as aproximações
de elementos finitos das equações diferenciais mencionadas na Seção
4.3 em muitas menos iterações e portanto menos tempo computa-
cional. O sucesso no uso do método do gradiente conjugado pre-
condicionado depende da escolha de um bom precondicionador.

Para resolver um sistema linear

Ax = b

onde a matriz A é simétrica e definida positiva mas também muito
grande, n >> 1, e muito mal condicionada, Cond(A) >> 1, aplicar
diretamente o método do gradiente conjugado resultaria em demasi-
adas iterações para alcançar a tolerância requerida. A idéia é então
usar um precondicionador M−1 onde M é simétrica e definida posi-
tiva, isto é, resolver o sistema linear

M−1Ax = M−1b

no lugar de resolver o sistema linear original Ax = b. Note que os dois
sistemas lineares tem a mesma solução. Dado que, em geral, M−1A
não é simétrica, para poder aplicar o método do gradiente conjugado
usamos a substituição z = M1/2x e obtemos que z satisfaz

M−1/2AM−1/2z = M−1/2b. (4.15)

A matriz M−1/2AM−1/2 é simétrica e definida positiva. Podemos
estimar a condição dela usando a rata entre o maior e o menor auto-
valor. O produto interno gerado por M−1/2AM−1/2 é dado por

(z,M−1/2AM−1/2w) = (M−1/2z,AM−1/2w) = (x,M−1Ay) (4.16)

onde x = M1/2z e y = M−1/2w. Note também que para todo vetor
x, y ∈ Rn temos

(M−1/2x,M−1/2y) = (x,M−1y). (4.17)
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Se resolvemos os sistema linear (4.15) usando o método do gradi-
ente conjugado na Tabela 4.1, obtemos o método do gradiente conju-
gado precondicionado. Fazendo algumas manipulações usando (4.16),
(4.17) e lembrando que queremos calcular x, obtemos o algoritmo na
Tabela 4.7.

1. Inicializar q0 = b−Ax0

2. Iterar k = 1, 2, . . . , ate a convergência

zk−1 = M−1qk−1(Precondicionador)

βk =
(zk−1, qk−1)
(zk−2, qk−2)

[β1 = 0]

dk = zk−1 + βkdk−1 [d1 = z0]

αk =
(zk−1, qk−1)

(dk, Adk)
xk = xk−1 + αkdk

qk = qk−1 − αkAdk

Tabela 4.7: Algoritmo do gradiente conjugado para resolver Ax = b
com precondicionador M .

O número de iterações dependera então da condição da matriz
M−1/2AM−1/2,

Cond(M−1/2AM−1/2) =
λmax

λmin

onde λmax e λmin são o maior e menor autovalor da matriz simétrica
definida positiva M−1/2AM−1/2. Temos o seguinte lema que ensina
como calcular o número de condição desta matriz.

Lema 29. Suponha que A e M são matrizes simetrias e definidas
positivas. Os seguintes problemas de autovalores tem os mesmos au-
tovalores



i
i

“introdd” — 2009/5/7 — 11:51 — page 71 — #77 i
i

i
i

i
i

4.4. O GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO 71

1. M−1/2AM−1/2x = λx

2. M−1Ax = λx

3. Ax = λMx (problema de autovalores generalizados)

Também vale Cond(M−1/2AM−1/2) = λmax
λmin

onde λmax = max1≤i≤n λi
e λmin = min1≤i≤n λi.

Note que podemos usar os autovalores de qualquer um dos prob-
lemas 1), 2) ou 3) no lema anterior. Em particular temos que

Cond(M−1A) = Cond(M−1/2AM−1/2) =
λmax

λmin
. (4.18)

Onde o primeiro número de condição deve ser interpretado como o
número de condição espectral, isto é, definido como a rata entre o
maior e o menor autovalor do problema de autovalor 2) ou 3) no Lema
29. O operador M (ou M−1) é conhecido como precondicionador.
Para construir um bom precondicionador precisamos levar em conta
que,

1. o cálculoM−1q não deve ser muito custoso em termos de memória
e tempo de computação.

2. o numero de condição Cond(M−1A) em (4.18) deve ser menor
que o numero de condição Cond(A). Podemos pensar que M−1

é uma aproximação da inversa da matriz A, isto é, M−1 ≈ A−1.

É desejável poder usar computação paralela de forma eficiente no
cálculo M−1q. Em geral, dado um vetor q, o custo de calcular Aq
pode ser menor que o custo de calcular M−1q. Note que na Tabela
4.7 temos somente um cálculo da forma M−1q em cada iteração. No
caso de sistemas linear de elementos finitos é também desejável que
o numero de condição Cond(M−1A) dependa pouco do tamanho da
matriz, isto é, da dimensão do espaço de elementos finitos.

Na prática, depois de construir o precondicionador M−1, temos
que estimar o número de condição Cond(M−1A) em (4.18). Um jeito
relativamente simples de estimar o número de condição da matriz
precondicionada é usando o seguinte lema que pode ser deduzido
facilmente do problema 2) do Lema 29.
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Lema 30. Se existem constantes c, C > 0 tais que

xTAx ≤ CxTMx e yTAy ≥ cyTMy para todo x, y ∈ Rn,

então, Cond(M−1A) = Cond(M−1/2AM−1/2) ≤ C/c.

O seguinte lema também é útil quando precisamos estimar o
número de condição do operador precondicionado.

Lema 31. Sejam A e M−1 simétricas positivas definidas e sejam c
e C duas constantes positivas. São equivalentes,

c(Ax, x) ≤ (AM−1Ax, x) ≤ C(Ax, x), para todo x ∈ Rn, (4.19)
c‖x‖A ≤ ‖M−1Ax‖A ≤ C‖x‖A, para todo x ∈ Rn, (4.20)

1
C

(Ax, x) ≤ (M−1x, x) ≤ 1
c

(Ax, x), para todo x ∈ Rn, (4.21)

1
C

(M−1x, x) ≤ (Ax, x) ≤ 1
c

(M−1x, x), para todo x ∈ Rn. (4.22)

Para estimar o número de condição do operador precondicionado
podemos provar qualquer uma das desigualdades acima. Nos Caṕıtulos
5 e 6 usaremos (4.20).



i
i

“introdd” — 2009/5/7 — 11:51 — page 73 — #79 i
i

i
i

i
i

Caṕıtulo 5

Métodos com
superposição em
dimensão um

Neste caṕıtulo construiremos precondicionadores de decomposição
de domı́nios para sistemas lineares que resultam na aproximação
numérica de equações diferenciais eĺıpticas em dimensão um. Con-
sideramos especificamente o sistema linear obtido usando elementos
finitos do Caṕıtulo 2. O material apresentado está baseado nas notas
de um minicurso e um curso regular no IMPA dirigidos pelo Professor
Marcus Sarkis em métodos de decomposição de domı́nios. Para um
estudo mais detalhado veja [31, 24, 30, 27] e as referências ali citadas.

5.1 Decomposição com e sem sobreposição

Seja T h = {K} uma triangulação do intervalo (a, b). Consideramos
a formulação fraca na Seção 2.2.3. Introduzimos uma partição do
domı́nio D = (a, b) da equação diferencial em subdomı́nios (subin-
tervalos) disjuntos {Di = (ai, bi)}NS

i=1 com

a = a1 < b1 = a2 < b2 = a2 < · · · < bNS
= b

73
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onde NS é o número de subdomı́nios. Esta decomposição é dita sem
sobreposição. Assumimos que cada subdomı́nio Di, i = 1, . . . , Ns
é a união de elementos da triangulação T . Com esta decomposição
constrúımos uma nova cobertura {D′i}

NS
i=1 do intervalo D = (a, b) com

sobreposição δ definindo

D′i = {x ∈ D : |x−y| < δ, para algum y ∈ Di} = (ai−δ, bi+δ)∩D.

Assumimos também que cada subdomı́nio D′i, i = 1, . . . , NS é a união
de elementos da triangulação. Vide Figura 5.1. Usaremos a notação

• Ne
h número de elementos da triangulação

• Nv
h número de vértices da triangulação

• N (i),e
h número de elementos do subdomı́nio Di

• N (i),I
h número de vértices interiores no subdomı́nio D′i.

Figura 5.1: Exemplo de uma decomposição sem sobreposição (acima)
e a decomposição com sobreposição constrúıda aumentando cada sub-
domı́nio com δ = 4h (embaixo).

Usando a decomposição com sobreposição {D′i}
NS
i=1 do domı́nio D,

vamos construir um precondicionador de decomposição de domı́nios.
Os ingredientes principais de um precondicionador de decomposição
de domı́nios são:

1. os espaços locais
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2. operadores de restrição e extensão

3. em cada espaço local teremos que definir uma aproximação da
forma bilinear da formulação fraca, ou seja, uma matriz local
que aproxime a sub-matriz da matriz global.

4. um (ou ate vários) espaço(s) grosso(s).

5.2 Espaços locais, operadores de restrição
e extensão

No Caṕıtulo 2 estudamos o espaço de elementos finitos de funções
lineares por partes. O espaço de elementos finitos usado para aproxi-
mar (2.10) é o espaço

V := P1
0(T h).

Neste caṕıtulo V é o espaço global de nosso método de decomposição
de domı́nios. Dada uma decomposição com sobreposição δ, {D′i}
definimos os espaços locais por

V (i) = V (i)(D′i) = P1
0(D′i) = span{φi;xi ∈ D′i}, (5.1)

onde as funções base chapéu {φi}, foram definidas em (2.25). O
espaço local V (i) é somente a restrição do espaço global V aos vértices
interiores ao subdomı́nio D′i, i = 1, . . . , NS . Vide Figura 5.2.

Definimos a matriz de restrição R(i) de dimensão N (i),I
h ×Nv

h com
entradas nulas em todas as posições com excessão das posições (`, j)
onde o ı́ndice j corresponde ao vértice xj ∈ D′i. As matrizes R(i),
i = 1, . . . , NS , são análogas as matrizes de restrição do Lema 10.
Note que a matriz R(i)T representa o operador linear extensão por
zero para fora do D′i, , i = 1, . . . , NS ,.

Para cada D′i, i = 1, . . . , NS , definimos A(i), a restrição da forma
bilinear A ao subdomı́nio V (i) por,

A(i)(ui, vi) =
∫
D′i

κ(x)u′i(x)v′i(x)dx, ui, vi ∈ V (i). (5.2)
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Figura 5.2: Funções base dos espaços locais V (1) (embaixo) e V (2)

(acima) para a decomposição {D′1, D′2, D′3}.

Seja A(i) a matriz N
(i),I
h × N

(i),I
h que representa a forma bilinear

local A(i). A matriz A(i), i = 1, . . . , NS , é a matriz de Dirichlet da
mesma equação diferencial que estamos considerando mas restrita
ao subdomı́nio D′i. Note que A(i) é uma matriz invert́ıvel. Observe
também que para i = 1, . . . , NS , e ui, vi ∈ V (i) temos

uTi A
(i)vi = A(i)(ui, vi)

= A(R(i)Tui, R
(i)T vi) = (R(i)Tui)TA(R(i)Tvi)

onde R(i)Twi é a função de elementos finitos com representação ve-
torial R(i)Twi ∈ RNv

h e A é matriz global, isto é, a representação
matricial da forma bilinear global A. A função R(i)Twi é nula nos
vértices fora do D′i, i = 1, . . . , NS . Conclúımos que

A(i) = R(i)AR(i)T , i = 1, . . . , NS . (5.3)

A matriz local A(i) é o bloco diagonal da matriz A correspondente
aos ı́ndices associados aos vértices interiores ao subdomı́nio D′i, i =
1, . . . , NS . Veja a ilustração da Figura 5.3.
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Figura 5.3: Exemplo de matriz local A(2) que corresponde ao espaço
local V (2) = span{φ3, φ4, φ5}

5.3 Precondicionador aditivo de um ńıvel

Com a notação introduzida na Seção 5.2 definimos o precondicionador
aditivo de um ńıvel M−1

1 por

M−1
1 =

NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i). (5.4)

Lembre que para usar o precondicionador acima no método do gra-
diente conjugado precondicionado precisamos discutir como obter
M−1

1 q dado um vetor q do tamanho apropriado. Observamos que

1. M−1
1 q =

NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i)q =
NS∑
i=1

R(i)Tui onde definimos

ui =
[
A(i)

]−1
R(i)q.

2. Cada parcela da soma na definição de M−1
1 em (5.4) pode ser

calculada independente das outras. Pode-se então utilizar com-
putação paralela para implementar o precondicionador M−1

1 .

3. Para calcular a i-ésima parcela ui =
[
A(i)

]−1
R(i)q no lugar

de aplicar a inversa da matriz local A(i) podemos resolver o
sistema linear

A(i)ui = R(i)q

que como sabemos equivale a solução da mesma equação dife-
rencial parcial mas no subdomı́nio D′i com condição de contorno
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de Dirichlet. Note que a dimensão deste sistema linear é pe-
quena quando comparada com a dimensão do sistema linear
global.

4. Nas aplicações práticas pode-se substituir ui (solução exata do
problema local) por alguma aproximação da mesma. Isto é,
não precisamos resolver os sistemas lineares locais com precisão
total.

5. Depois de calcular as soluções dos problemas locais, montamos

M−1
1 q usando as matrizes de extensão: M−1

1 q =
NS∑
i=1

R(i)Tui.

A idéia é então usar o método do gradiente conjugado precondi-
cionado da Tabela 4.7 na página 70 com o precondicionador M−1

1

acima. Em cada iteração do método na Tabela 4.7 devemos

1. aplicar a matriz global A. Isto pode ser feito usando a fórmula
(2.31).

2. aplicar M−1
1 q levando em conta as recomendações acima.

O número de iterações até a convergência depende da condição do
operador precondicionado M−1

1 A. O seguinte teorema fornece uma
estimativa para o número de condição desta matriz. A prova deste
resultado não será apresentada aqui. Na Seção 5.7 será apresentada
a idéia da prova para o caso do precondicionador de dois ńıveis que é
um pouco mais complicada que a prova do resultado enunciado nesta
seção.

Teorema 32. Considere o precondicionador M−1
1 definido em (5.4).

A matriz A é a matriz da forma bilinear definida em (2.13) com o co-
eficiente κ satisfazendo (2.11). Existe uma constante C independente
de h tal que

Cond(M−1
1 A) ≤ C

(
1 +

1
δH

)
onde H = max1≤i≤Ns

diâmetro(Di) e δ é o parâmetro da decom-
posição com superposição {D′i}. A constante C pode depender do
contraste do meio.
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5.4 Experimentos numéricos

Nesta seção consideramos a equação de Laplace u′′ = −1 com condição
de Dirichlet no intervalo (0, 1). Dividimos o intervalo (0, 1) em N
subdomı́nios, i.e., H = 1/N . Cada subdomı́nio é dividido em n ele-
mentos, i.e., h = 1/(nN). Calcularemos a solução usando o método
do gradiente conjugado precondicionado com o precondicionador adi-
tivo de um ńıvel. Mostramos os resultados na Tabela 5.1. Compare
com os resultados da Tabela 4.2 na página 65. Por exemplo, para
h = 1/1024 temos 512 iterações do gradiente conjugado sem precondi-
cionador e um número de condição de 424971.18. Para o mesmo valor
de h na Tabela 5.1 obtemos 34 iterações e um número de condição
de 3323.64 se tomamos N = 32 e n = 32. Neste caso, em cada uma
das 34 iterações do método do gradiente conjugado precondicionado
temos que resolver 32 problemas locais de tamanho 33×33. Podemos
também obter a solução em 18 iterações se tomamos N = 16 e n = 64
ou em 64 iterações se N = 64 e n = 16.

n\N 4 8 16 32 64
4 3( 4.53) 6(26.53) 10(104.21) 18(415.41) 34(1660.41)
8 4(11.47) 9(53.19) 17(208.74) 31(831.22) 54(3321.28)
16 5(28.21) 9(105.92) 17(417.13) 33(1662.15) 64(6642.28)
32 5(55.57) 9(211.10) 17(833.59) 34(3323.64) 67(13283.92)
64 5(110.23) 9(421.34) 18(1666.34) 34(6646.46) 68(26567.01)

Tabela 5.1: Número de iterações do gradiente conjugado precondi-
cionado (estimativa do número de condição) para o problema con-
siderado nesta seção. Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o fixamos
δ = 2h.

Na Tabela 5.1 o tamanho da sobreposição é fixado em 2h para
todos os casos. Note que a sobreposição fica menor com h. Pelo
Lema 32 o número de condição do operador precondicionado M−1

1 A
é limitado pelo número

1 +
1
δH

= 1 +
1
2
nN2.

Os resultados da Tabela 5.1 coincidem com esta afirmação. O número
de condição multiplica por dois (aproximadamente) nas colunas e por
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um fator de quatro nas linhas. Na Figura 5.4 ilustramos as cinco
iterações do caso N = 4 e n = 32 na Tabela 5.1. Vemos a efe-
tividade das iterações e a dependência no tamanho da sobreposição
δ. Repetimos o mesmo experimento mas agora usamos uma so-

Figura 5.4: Convergência rápida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de um ńıvel. Aqui ui, é a
i−ésima iteração do método, i = 1, . . . , 5. Observe que as iteração u4

e u5 estão muito próximas e u5 é a solução com tolerância de 10−6.
Aqui temos N = 4 subdomı́nios (H = 1/4) e n = 32 elementos em
cada subdomı́nio (h = 1/(4× 32)). Veja Tabela 5.1.

breposição generosa δ = nh = 1/N . Veja os resultados na Tabela
5.2. Os resultados coincidem com a teoria também neste caso já que
1 + 1

δH = 1 +N2.

5.5 Precondicionador de dois ńıveis

Nesta seção introduziremos o método aditivo de dois ńıveis. Para
este fim introduzimos uma triangulação grossa T H adicional. Supo-
mos que H > h. A nova triangulação pode, em geral, ser inde-
pendente da triangulação mais fina, da decomposição {Di}NS

i=1 e da
decomposição {D′i}

NS
i=1. Para simplificar a apresentação assumiremos

que a triangulação grossa é dada por T H = {Di}NS
i=1, isto é, a malha
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n\N = 1/δ 4 8 16 32 64
4 3(3.00) 5(10.18) 9(39.32) 14(156.02) 24(622.90)
8 3(3.00) 5(10.18) 9(39.32) 14(156.02) 24(622.90)
16 3(3.00) 5(10.18) 9(39.32) 15(156.02) 24(622.90)
32 3(3.00) 5(10.18) 9(39.32) 15(156.02) 25(622.90)
64 3(3.00) 5(10.18) 9(39.32) 15(156.02) 25(622.90)

Tabela 5.2: Número de iteração e estimativa do número de condição
do gradiente conjugado precondicionado para o problema desta seção.
Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o fixamos δ = H

grossa coincide com a decomposição original da qual constrúımos o
precondicionador de um ńıvel.

Dada uma malha grossa consideramos um espaço de elementos
finitos grossos baseado nos vértices de T H , isto é, um espaço de
elementos finitos da forma

V H = span{Φj ∈ V h : i = 1, . . . , Nv
H}

onde as funções bases do espaço grosso serão definidas logo e Nv
H é o

número de vértices da malha grossa. Como Φj ∈ V h pode-se escrever

Φj =
Nv

h∑
i=1

Φj(xi)φi ou Φj = [Φj(x1), . . . ,Φj(xNv
h
)]T

onde φi, i = 1, . . . , Nv
h , são as funções base da malha fina T h definidas

em (2.25). Denotemos por R(0) a transposta da matriz

R(0)T = [Φ1, . . . ,ΦNv
H

]

e definamos a matriz grossa A(0) como a matriz global A na base
grossa,

A(0) = R(0)AR(0)T . (5.5)

Note que se u0, v0 ∈ V (0) temos

u0A
(0)v0 = (R(0)Tu0)TA(R(0)Tv0) = A(R(0)Tu0, R

(0)T v0)

onde R(0)Tw0 ∈ V é a função de elementos finitos com representação
R(0)w0 ∈ RNv

h . Conclúımos que A(0) é a representação matricial da
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forma bilinear A(0) definida como a restrição da forma bilinear A ao
subespaço V (0) ⊂ V ,

A(0)(u0, v0) = A(R(0)Tu0, R
(0)T v0). (5.6)

Definimos o precondicionador aditivo de dois ńıveis M−1
2

M−1
2 = R(0)T

[
A(0)

]−1

R(0) +
NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i) (5.7)

= R(0)T
[
A(0)

]−1

R(0) +M−1
1 , (5.8)

onde M−1 é o precondicionador aditivo de um ńıvel definido em (5.4).
Para aplicar M−1

2 temos que aplicar M−1
1 como antes e aplicar o

termo R(0)
[
A(0)

]−1
. Observe que,

1. M−1
2 q =

NS∑
i=0

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i)q =
NS∑
i=0

R(i)Tui onde definimos

ui =
[
A(i)

]−1
R(i)q, i = 0, 1, . . . , NS .

2. Como no caso de M1, cada parcela da soma na definição de
M−1

2 pode ser calculada em paralelo.

3. Para calcular a 0-ésima parcela u0 =
[
A(0)

]−1
R(0)q no lugar

de aplicar a inversa da matriz grossa A(0) resolvemos o sistema
linear

A(0)u0 = R(0)q

que como sabemos equivale a solução da mesma equação di-
ferencial no domı́nio D no espaço de elementos finitos V (0)

baseado na triangulação grossa T H . Note que a dimensão deste
sistema linear é pequena quando comparada com a dimensão
do sistema linear global na malha fina T h. Em particular a di-
mensão do problema grosso é da ordem do número de vértices
na malha grossa T H .

4. Depois de calcular as soluções dos problemas locais ui, i =
1, . . . , NS , e do problema grosso u0, montamos M−1

2 q usando

as matrizes de extensão: M−1
2 q =

NS∑
i=0

R(i)Tui.
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5.5.1 Espaços grossos

Nesta seção vamos a descrever as funções bases {Φj} que definem o
espaço grosso V (0). Em geral as funções base grossa devem ser calcu-
ladas antecipadamente. Pode-se por exemplo usar funções bases cuja
construção requer um alto custo computacional já que este cálculo é
feito somente uma vez.

As funções grossas devem ser escolhidas de tal forma que gerem
funções com comportamento similar à solução do problema consider-
ado. Existem muitas escolhas posśıveis para as funções bases grossas.
Vamos descrever unicamente duas escolhas para as funções base grossas.

Funções base lineares por partes na malha grossa

Podemos escolher Φj como sendo as funções base chapéu na malha
grossa T H = {Di}NS

i=1. A vantagem desta escolha é o baixo custo
computacional requerido para construir as funções bases. Existem
uma função por vértice da malha grossa e duas funções com suporte
não nulo em cada elemento grossoDi. Sejam y0, . . . , yNS+1 os vértices
da triangulação grossa T H , temos

Φj(x) =

 1, se x = yj , (1 no vértice yj)
0, se x = yk, k 6= j, (0 nos outros vértices)
extensão linear, se x não é vértice de T H .

(5.9)

Figura 5.5: Função base grossa linear por partes na malha grossa.
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Funções de elementos finitos multi-escala

No lugar de usar funções lineares por partes podemos usar funções
que localmente resolvem a equação diferencial, isto é, que a função
base seja uma solução da (ou de uma) equação diferencial em cada
elemento da malha grossa. No lugar de usar uma extensão linear
dentro de cada elemento da malha grossa Φj , podemos usar uma
extensão harmônica ΦMS

j definida por

ΦMS
j (x) =

 1, se x = yj ,
0, se x = yk, k 6= j,
extensão harmônica, se x não é vértice de T H ,

(5.10)
para j = 1, . . . , NS + 1. Aqui extensão harmônica no interior do
elemento quer dizer que Φj satisfaz a equação

A(ΦMS
j , v) = 0 ∀v ∈ P1

0(T h|Dj )
Φj(yj−1) = 0 e Φj(yj) = 1,

onde T h|Dj denota a restrição da malha fina ao elemento da malha
grossa Dj = (yj−1, yj). No caso da forma bilinear A definida em
(2.13), Φj é a aproximação de elementos finitos da equação,

−(κ(x)ΦMS
j (x))′ = 0 x ∈ Dj = (yj−1, yj)

ΦMS
j (yj−1) = 0 e Φj(yj)MS = 1.

Quando κ(x) = 1 para todo x ∈ Dj temos que ΦMS
j é uma ex-

tensão linear dentro do elemento grosso Dj e portanto ΦMS
j = Φj

para todo j.

5.5.2 Número de condição

O seguinte teorema fornece uma estimativa para o número de condição
do operador precondicionado M−1

2 A. A idéia da prova deste resul-
tado é apresentada na Seção 5.7.

Teorema 33. Considere o precondicionador M−1
2 definido em (5.7)

com o espaço grosso de funções lineares ou funções de elementos fini-
tos multi-escala. Se A é a matriz da forma bilinear definida em (2.13)
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Figura 5.6: Função base grossa de elementos finitos multi-escala com
coeficiente κ(x) = 2 + sin(10πx).

com o coeficiente κ satisfazendo (2.11), então existe uma constante
C independente de h e H tal que

Cond(M−1
2 A) ≤ C

(
1 +

H

δ

)
onde H = max1≤i≤Ns

diâmetro(Di) e δ é o parâmetro da decom-
posição com superposição {D′i}. A constante C pode depender do
contraste do coeficiente κ.

5.6 Experimentos numéricos

Vamos repetir os experimentos numéricos da Seção 5.4 mas com o pre-
condicionador de dois ńıveis M−1

2 definido em (5.7). Mostramos os
resultados na Tabela 5.3. Compare com a Tabela 4.2 (página 65) que
mostra os resultados se usamos o gradiente conjugado sem precondi-
cionador, e com a Tabela 5.1 (página 79) que mostra os resultados
usando o precondicionador de um ńıvel. Na Tabela 5.3 o tamanho da
sobreposição é fixado em 2h para todos os casos e o espaço grosso é
gerado pelas funções lineares por partes na malha grossa de elementos
retangulares com H = 1/N . Note que a sobreposição fica menor com
h = 1/(nN). Pelo Teorema 33 o número de condição do operador
precondicionado M−1

2 A depende do número

1 +
H

δ
= 1 +

n

2
.
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Os resultados da Tabela 5.3 são melhores que os resultados esperados.

n\N 4 8 16 32 64
4 5(2.93) 9(2.99) 9(2.99) 11(2.96) 10(2.95)
8 5(2.60) 8(2.65) 8(2.65) 9(2.62) 8(2.62)
16 5(2.35) 7(2.39) 7(2.39) 7(2.36) 7(2.36)
32 5(2.19) 6(2.21) 6(2.21) 6(2.19) 6(2.19)
64 5(2.10) 5(2.10) 5(2.10) 5(2.10) 5(2.10)

Tabela 5.3: Número de iterações do gradiente conjugado precondi-
cionado (em parênteses estimativa do número de condição) para
o problema considerado nesta seção. Consideramos h = 1/(nN),
H = 1/N e δ = 2h. Usamos o espaço grosso de funções lineares por
partes na malha grossa.

Repetimos o mesmo experimento mas agora usamos uma sobre-
posição generosa δ = nh = 1/N . Veja os resultados na Tabela 5.4.
Os resultados coincidem com a teoria também neste caso pois 1 +
H
δ = 2. Compare com a Tabela 5.2. Na Figura 5.7 ilustramos a

n\N = 1/δ 4 8 16 32 64
4 2(1.50) 5(2.98) 9(3.68) 12(3.88) 13(3.94)
8 2(1.50) 5(2.98) 9(3.68) 12(3.88) 14(3.93)
16 2(1.50) 5(2.98) 9(3.68) 12(3.88) 14(3.93)
32 2(1.50) 5(2.98) 9(3.68) 12(3.88) 14(3.93)
64 2(1.50) 5(2.98) 9(3.68) 12(3.88) 15(3.93)

Tabela 5.4: Número de iteração e em parênteses estimativa do número
de condição do gradiente conjugado precondicionado para o problema
desta seção. Consideramos h = 1/(nN), H = 1/N e δ = H. Usamos
o espaço grosso de funções lineares por partes na malha grossa.

convergência rápida do gradiente conjugado precondicionado com o
precondicionador de dois ńıveis.
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a) b)

Figura 5.7: Convergência rápida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de dois ńıveis. Aqui temos
N = 8 subdomı́nios (H = 1/8) e n = 8 elementos em cada sub-
domı́nio (h = 1/(8)(8)). Veja Tabela 5.3. a) Aqui ui, é a i−ésima
iteração do método, i = 1, . . . , 8. Observe que as iterações u2, . . . , u8

estão muito próximas e u8 é a solução com tolerância de 10−6. b)
Valor absoluto da diferença entre as iterações u2 e u8 que é da ordem
10−4.

5.7 Introdução à análise: como estimar o
número de condição?

Nesta seção descrevemos como estimar o número de condição do op-
erador precondicionado M−1

2 A. Da definição de M−1
2 em (5.7) temos

M−1
2 A =

NS∑
i=0

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i)A =
NS∑
i=0

T (i)

onde para i = 0, 1, . . . , NS , temos definido

T (i) = R(i)T T̃ (i) (5.11)

com
T̃ (i) =

[
A(i)

]−1

R(i)A. (5.12)

Dado u ∈ V = P1
0(T h), temos que T̃ (i)u ∈ V (i) é a solução do sistema

linear
A(i)

[
T̃ (i)u

]
= R(i)Au.
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Se colocamos este sistema linear na sua formulação de Galerkin equi-
valente obtemos a formulação

A(i)(T̃ (i)u, vi) = A(u,R(i)T vi) ∀vi ∈ V (i) (5.13)

que também pode ser usada para definir T̃ (i). De (5.13) conclúımos
que T̃ (i)u tem a forma de uma ‘projeção’ da função u no espaço
local V (i) segundo o produto interno gerado pela forma bilinear A(i).
Observe também que, pela simetria de A obtemos

A(T (i)u, v) = A(R(i)T T̃ (i)u, v) = A(v,R(i)T T̃ (i)u)

= A(i)(T̃ (i)v, T̃ (i)u) por (5.13)

= A(i)(T̃ (i)u, T̃ (i)v).

Ou seja
A(T (i)u, v) = A(i)(T̃ (i)u, T̃ (i)v). (5.14)

Usando os mesmos argumentos obtemosA(u, T (i)v) = A(i)(T̃ (i)u, T̃ (i)v)
e portanto

A(u, T (i)v) = A(T (i)u, v).

Conclúımos que o operador T (i), i = 0, . . . , N , é simétrico com res-
peito ao produto interno gerado pela forma bilinear A e portanto T
é também simétrico no produto interno gerado por A.

O seguinte resultado determina um limite inferior para o menor
autovalor do operador precondicionado

T := M−1
2 A =

NS∑
i=0

T (i) (5.15)

com T (i) definido em (5.11) e T̃ (i) definido em (5.12) ou (5.13).

Lema 34. Suponha que existe C0 > 0 tal que para todo v ∈ V , existe
a decomposição v =

∑NS

i=0R
(i)T vi, com vi ∈ V (i), i = 0, . . . , NS, e

NS∑
i=0

A(i)(vi, vi) ≤ C2
0A(v, v). (5.16)

Então
λmin(T ) ≥ C−2

0 .
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Observação 35. O Lema 34 implica que T = M−1A é invert́ıvel.

Observação 36. A desigualdade (5.16) em forma matricial é: para
toda v ∈ RNv

h , existe a decomposição v =
∑NS

i=0R
(i)Tvi, com vi ∈

RN
(i),v
h , i = 1, . . . , NS, e

NS∑
i=0

vTi A
(i)vi ≤ C2

0vAv. (5.17)

Demonstração. Usando a desigualdade de Cauchy Schwarz

A(i)(z, w) ≤ A(i)(z, z)1/2A(i)(w,w)1/2,

como v =
∑N
i=0R

(i)T vi e usando (5.13), obtemos que

A(v, v) =
NS∑
i=0

A(v,R(i)T vi) = A(i)(T̃ (i)v, vi)

≤
NS∑
i=0

A(i)(T̃iv, T̃iv)1/2A(i)(vi, vi)1/2.

Agora usamos a desigualdade xT y ≤ ||x||2||y||2, x, y ∈ RNS+1 para
obter

A(v, v) ≤

[
NS∑
i=0

A(i)(T̃ (i)v, T̃ (i)v)

]1/2 [NS∑
i=0

A(i)(vi, vi)

]1/2

≤

[
NS∑
i=0

A(T (i)v, v)

]1/2 [NS∑
i=0

A(i)(vi, vi)

]1/2

por (5.14)

≤ A(
N∑
i=0

T (i)v, v)1/2

[
NS∑
i=0

A(i)(vi, vi)

]1/2

≤ A(Tv, v)1/2

[
NS∑
i=0

A(i)(vi, vi)

]1/2

por (5.15)

≤ A(Tv, v)1/2C0A(v, v)1/2
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onde na última desigualdade usamos a hipótese (5.16). Isto implica
que A(v, v) ≤ C2

0A(v, Tv) o que da (veja (4.20))

λmin(T ) = min
v 6=0

A(v, Tv)
A(v, v)

≥ C−2
0 .

O seguinte lema determina um limite superior para o maior au-
tovalor.

Lema 37 (Lema do limite superior). Suponha que existe uma cons-
tante ω > 0, tal que

A(R(i)T vi, R
(i)T vi) ≤ ωA(i)(vi, vi) ∀vi ∈ V (i), 0 ≤ i ≤ NS .

Suponha também que existem constantes Eij, 1 ≤ i, j ≤ NS, tais que
∀vi ∈ V (i), vj ∈ V (j)

A(R(i)T vi, R
(j)T vj) ≤ EijA(R(i)T vi, R

(i)T vi)1/2A(R(j)T vj , R
(j)T vj)1/2.

Então
λmax(T ) ≤ (ρ(E) + 1)ω

onde E = {Eij} ∈ RNS×NS e ρ(E) = λmax(E).

Demonstração. Usando a primeira hipótese do lema e (5.14) temos

que

A(T (i)v, T (i)v) = A(R(i)T T̃ (i)v,R(i)T T̃ (i)v)

≤ ωA(i)(T̃ (i)v, T̃ (i)v) = ωA(v, T (i)v). (5.18)

Pela primeira hipótese do lema, para i = 0,

A(v, T (0)v) ≤ A(v, v)1/2A(T (0)v, T (0)v) ≤ ωA(v, v). (5.19)

Note que xTEx ≤ ρ(E)||x||2 para todo x ∈ RNS . De (5.18) e da
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segunda hipótese do lema

A

(
NS∑
i=1

T (i)v,

NS∑
vj=1T

(j)v

)
=

NS∑
i,j=1

A(T (i)v, T (j)v)

≤
NS∑
i,j=1

Ei,jA(T (i)v, T (i)v)1/2A(T (j)v, T (j)v)1/2

≤ ρ(E)
NS∑
i=1

A(T (i)v, T (i)v)

≤ ρ(E)ωA

(
v,

NS∑
i=1

Tiv

)
onde na última desigualdade usamos (5.18). Temos assim

A

(
v,

NS∑
i=1

T (i)v

)
≤ ρ(E)ωA(v, v)

e usando (5.19) obtemos

A(v, Tv) = A(v, T0v) +A(v,
NS∑
i=1

T (i)v) ≤ (ρ(E) + 1)ωa(v, v),

o que finaliza a prova.

Podemos estimar C0, ω, ρ(E) e

Cond(M−1
2 A) = κ(T ) ≤ λmax

λmin
≤ (ρ(E) + 1)ωC−2

0 .

Vamos fazer o resumo destes resultados no seguinte lema.

Lema 38. Suponhamos,

1. Decomposição estável:. Existe C2
0 > 0 tal que para toda

v ∈ V , existe a decomposição v =
∑NS

i=0R
(i)T vi, com vi ∈ V (i),

i = 0, . . . , NS, e
NS∑
i=0

a(vi, vi) ≤ C2
0a(v, v). (5.20)
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2. Estabilidade local: Existe ω > 0, tal que

A(R(i)T vi, R
(i)T vi) ≤ ωA(i)(vi, vi) ∀vi ∈ V (i), 0 ≤ i ≤ Ns.

3. Desigualdades fortes de Cauchy : Existem Eij, 1 ≤ i, j ≤
NS, tais que para toda vi ∈ V (i), vj ∈ V (j)

A(R(i)T vi, R
(j)vj) ≤ EijA(R(i)T vi, R

(i)T vi)1/2A(R(j)T vj , R
(j)T vj)1/2.

Então,

Cond(M−1
2 A) = Cond(T ) ≤ (ρ(E) + 1)ωC−2

0 . (5.21)

Agora aplicamos esta teoria ao método aditivo de dois ńıveis com
sobreposição. Para isto, temos que verificar as três hipóteses do
Lema 38. Para simplificar a apresentação consideramos somente o
caso da forma bilinear A definida em (2.6) associada a equação di-
ferencial de Laplace na Seção 2.2.2 com condição de contorno de
Dirichlet. Provaremos que a condição do operador precondicionado
usando o precondicionador aditivo de dois ńıveis pode ser estimada
por Cond(M−1

2 A) ≤ C
[
1 + H

δ

]
onde C é independente dos parâmetros

h e H.
Uma análise similar pode ser aplicada para a forma bilinear (2.13)
quando o coeficiente κ é limitado e outras condição de contorno. A
constante C pode depender do contraste do coeficiente neste caso.

Verificamos cada uma das três hipóteses do Lema 38. A decom-
posição estável é a mais dif́ıcil de verificar e será apresentada depois.

Estabilidade local: De (6.2) conclúımos que

A(R(i)T vi, R
(i)T vi) = viR

(i)TAR(i)vi = viA
(i)vi = A(i)(vi, vi)

donde ω = 1. Observamos que ω pode ser dif́ıcil de obter quando no
lugar da matriz local exata A(i) usamos uma aproximação Ã(i) ≈ A(i).

Desigualdades fortes de Cauchy: Da desigualdade usual de
Cauchy-Schwarz conclúımos que Eij ≤ 1 em todos os casos. Como
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para |i − j| > 2 temos D′i ∩ D′j = ∅, conclúımos então que Eij = 0
quando |i− j| > 2 pois suporte(vi) ⊂ Di e suporte(vj) ⊂ Dj da

A(R(i)T vi, R
(j)T vj) = 0.

Para a matriz E podemos tomar a matriz tridiagonal

E =


1 1 0 0 . . . 0
1 1 1 0 . . . 0
0 1 1 1 . . . 0
. . . . . .
0 0 0 1 1

 .
É fácil ver que o maior autovalor desta matriz tridiagonal é no máximo
três, isto é, ρ(E) ≤ 3. Este argumento é um caso particular de um
argumento mais geral conhecido como técnica de colorir, veja [31].

Decomposição estável: Dado v ∈ V , temos que achar vi ∈ V (i),
i = 0, ..., NS , tais que

NS∑
i=0

A(i)(vi, vi) ≤ C2
0A(v, v). (5.22)

A forma matricial da desigualdade acima é (5.17). Antes de apresen-
tar esta decomposição introduzimos um pouco de notação e alguns
lemas necessários. Dado um vértice yj da malha grossa, defina

Wyj
= suporte de Φj = Dj ∪Dj+1.

Seja v ∈ V = P1(T h). Defina a interpolação de v na malha grossa
por

IHv = v0 =
Nv

H−1∑
j=2

v̄jΦHj

onde v̄j é a meia na vizinhança de yj da função v, isto é, v̄j =
1

|Wyj
|
∫
Wyj

v, j = 2, . . . , Nv
H − 1, onde Nv

H é o número de vértices da

malha grossa T H . Note que IHv(a) = IHv(b) = 0 e IHv ∈ V . Temos
o seguinte lema que da as propriedades de aproximação e estabilidade
da interpolação IH , veja [31, 7, 8, 24].
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Lema 39. Para a interpolação definida acima temos que para todo
v ∈ V ,

||v −R(0)T v0||L2(D) ≤ CHA(v, v) (5.23)

A(0)(v0, v0) ≤ CA(v, v). (5.24)

Também vamos usar a interpolação linear na triangulação T h.
Seja f uma função cont́ınua, denotamos por Ih(f) a sua interpolação
linear nos vértices de T h. Vemos que Ih(f) é a função de elementos
finitos com valores Ih(f)(xi) = f(xi), para todo vértice xi da malha.
Temos o seguinte lema.

Lema 40. Se f é cont́ınua em D = (a, b) e diferenciável por partes
na malha T h então ∫

D

|(Ih(f))′|2 ≤
∫
D

|f ′|2.

Introduzimos também uma partição da unidade {θi}NS
i=1 subordi-

nada à decomposição {D′i}
NS
i=1, com

0 ≤ θi ≤ 1, suporte(θi) ⊂ D′i

|θ′i| ≤ C
δ , i = 1, . . . , NS , e∑NS

i=1 θi(x) = 1

 (5.25)

Definimos v0 = IHv. A interpolação na malha grossa v0 é a
componente grossa da decomposição. Seja z = v − R(0)T v0 ∈ V .
Definimos vi = Ih(θiz), i = 1, . . . , NS . Como {θi}NS

i=1 é uma partição
da unidade subordinada à decomposição {D′i}

NS
i=1 temos vi ∈ V (i)

com V (i) definido em (5.1), i = 1, . . . , NS , e vale

NS∑
i=0

R(i)T vi = v0 +
NS∑
i=1

Ih(θi(v − v0))

= v0 + Ih

(
(
NS∑
i=1

θi)(v − v0)

)
= v0 + Ih(v − v0) = v0 + (v − v0) = v.
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Desta maneira achamos uma decomposição para v. Temos ainda que
provar a estabilidade desta decomposição, isto é, a equação (5.22).

Cada termo em (5.22) pode ser estimado usando o Lema 40 e a
regra para a derivada do produto como segue

A(i)(vi, vi) =
∫
D′i

|(Ih(θiz)′|2

≤
∫
D′i

|(θiz)′)|2

≤ 2
∫
D′i

θ2
i |z′|2 + 2

∫
D′i

|θ′i|2|z|2

≤ 2
∫
D′i

|z′|2 +
2C
δ2

∫
D′i\Di

|z|2.

Somando nos subdomı́nios obtemos

NS∑
i=1

A(i)(vi, vi) ≤ 2
NS∑
i=1

∫
D′i

|z′|2 +
2C
δ2

NS∑
i=1

∫
D′i\Di

|z|2. (5.26)

Para estimar o primeiro termo na última linha acima usamos que
z′ = v′ − (R(0)T v0)′ e obtemos∫

D′i

|z′|2 ≤ 2
∫
D′i

|v′|2 + 2
∫
D′i

|(R(0)T v0)′|2,

donde

NS∑
i=1

∫
D′i

|z′|2 ≤ 2
∫
D

|v′|2 + 2
∫
D

|R(0)v′0|2 = 2A(v, v) + 2A(0)(v0, v0)

(5.27)
Na última desigualdade, D′i sobreposiciona somente D′i−1 e D′i+1.

Para estimar o segundo termo em (5.26) lembramos que v0 = IHv
e com ajuda do Lema 39 obtemos

NS∑
i=1

∫
D′i\Di

|z|2 ≤
NS∑
i=1

∫
D′i

|z|2 ≤ CH2A(v, v). (5.28)
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Substituindo (5.27) e (5.28) em (5.26) e adicionando o termo de ordem
zero (5.24) obtemos

NS∑
i=0

A(i)(vi, vi) ≤ C

[
1 +

H2

δ2

]
A(v, v).

Isto finaliza a prova de (5.22) com

C2
0 = C

[
1 +

H2

δ2

]
.

Finalmente, juntando as três hipóteses verificadas temos pelo Lema
38 que existe uma constante C tal que

Cond(M−1
1 A) = κ(T ) ≤ (ρ(E) + 1)ωC−2

0 ≤ C
[
1 +

H2

δ2

]
.

Provamos então o seguinte resultado.

Lema 41. Assumindo as hipóteses acima na decomposição de D
temos que

Cond(M−1
2 A) ≤ C

[
1 +

H2

δ2

]
.

A prova do lema anterior pode ser melhorada para obter o seguinte
resultado.

Teorema 42. Assumindo as hipóteses acima na decomposição de D
temos que

Cond(M−1
2 A) ≤ C

[
1 +

H

δ

]
.

A idéia para provar o Teorema 41 é modificar a prova do Lema
41. No lugar de usar a estimativa trivial (5.28) usamos a seguinte
estimativa que será provada no Lema 43 a seguir. A estimativa é∫

D′i\Di

|z|2 ≤ C

[
δ

H

∫
D′i

|z|2 + δH

∫
D′i

|z′|2
]

(5.29)
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que somando em i, usando (5.27) e o Lema 39 para z = v −R(0)T v,

NS∑
i=1

∫
D′i\Di

|z|2

≤ C

[
δ

H

∫
D

|z|2 + δH
(
A(v, v) +A(0)(v0, v0)

)]
≤ C̃δH

[
A(v, v) +A(0)(v0, v0)

]
. (5.30)

Substituindo (5.27) e (5.30) em (5.26) e somando o termo de ordem
zero (5.24) obtemos

NS∑
i=0

A(i)(vi, vi) ≤ C
[
1 +

H

δ

]
A(v, v).

Para fechar a ideia da prova do Teorema 41 apresentamos uma ideia
da prova da estimativa usada.

Lema 43. Para todo z ∈ H1
0 (D) vale∫

D′i\Di

|z|2 ≤ C

[
δ

H

∫
D′i

|z|2 + δH

∫
D′i

|z′|2
]
. (5.31)

Se a derivada z′ é integrável (que é o caso) podemos escrever

z(0) = z(x)−
∫ x

0

z′(y)dy x ∈ D′i

e usando uma desigualdade de Cauchy-Schwarz na última integral,

|z(0)|2 ≤ C

[
|z(x)|2 +H

∫
D′i

|z′|2
]
,

onde utilizamos que o diâmetro de D′i é da ordem H, i = 1, . . . , NS .
Tomando integrais em D′i nos dois lados obtemos

|z(0)|2 ≤ C

[
1
H

∫
D′i

|z|2 +H

∫
D′i

|z′|2
]
.
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Similarmente

|z(x)|2 ≤ C

[
1
H

∫
D′i

|z|2 +H

∫
D′i

|z′|2
]

e tomando integrais em D′i\Di e lembrando que o diâmetro de D′i\Di

é δ obtemos o enunciado do Lema 43.
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Caṕıtulo 6

Métodos com
superposição em
dimensão dois

Neste caṕıtulo estudamos precondicionadores de decomposição de
domı́nio em duas dimensões. Consideramos especificamente o sis-
tema linear obtido usando elementos finitos em duas dimensões; veja
o Caṕıtulo 3. O leitor interessado pode consultar [31, 24, 30] e as
referências ali citadas.

6.1 Decomposição com e sem sobreposição

Trabalhamos num domı́nio poligonal conexo D ⊂ R2 que tem associa-
da uma triangulação T h com parâmetro h > 0 e elementos {K}N

e
h

i=1.
Assumimos que a triangulação T h é conforme e quase-uniforme e
consideramos a formulação fraca da Seção 3.3.2.

Introduzimos uma partição do domı́nio D da equação diferencial

99
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em subdomı́nios poligonais disjuntos {Di}NS
i=1 com

NS⋃
i=1

Di = D, Di ∩Dj = ∅, for i 6= j.

Aqui NS é o número de subdomı́nios. Esta decomposição é dita
sem sobreposição. Vide Figura 6.1. Com a decomposição sem so-

Figura 6.1: Exemplo de uma decomposição sem sobreposição do
quadrado D = (0, 1)× (0, 1).

breposição constrúımos uma nova cobertura {D′i}
N ′S
i=1 do domı́nio D

com sobreposição δ definindo

D′i = {x ∈ D : d(x, y) < δ, para algum y ∈ D}

onde d(·, ·) denota alguma função distancia em R2. Assumimos também
que cada subdomı́nio D′i, i = 1, . . . , NS , é a união de elementos da
triangulação, isto é, para cada i = 1, . . . , NS ,

D′i =
⋃

i:Ki⊂D′i

Ki.

Vide Figura 6.1. Usaremos a notação
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• Ne
h número de elementos da triangulação

• Nv
h número de vértices da triangulação

• N (i),e
h número de elementos do subdomı́nio Di

• N (i),I
h número de vértices interiores no subdomı́nio D′i.

Figura 6.2: Exemplo de uma decomposição com sobreposição do
quadrado D = (0, 1) × (0, 1). Esta decomposição foi constrúıda a
partir da decomposição da Figura 6.1. Somente mostramos o sub-
domı́nio D′5 (região cinza). Analogamente são constrúıdos os outros
subdomı́nios. Neste exemplo temos δ = 2h.

Usando a decomposição com sobreposição {D′i}
NS
i=1 do domı́nio D,

vamos construir um precondicionador de decomposição de domı́nios.
Como no caso de uma dimensão, os ingredientes principais de um
precondicionador de decomposição de domı́nios são: os espaços locais,
operadores de restrição e extensão, em cada espaço local teremos que
definir uma aproximação da forma bilinear da formulação fraca e um
(ou ate vários) espaços grossos.
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6.2 Espaços locais, operadores de restrição
e extensão

No Caṕıtulo 3 estudamos o espaço de elementos finitos de funções
lineares por partes. O espaço de elementos finitos usado para aproxi-
mar (3.13) é o espaço V := P1(T h) onde T h é a malha do domı́nio
D. O espaço V é o espaço global de nosso método de decomposição
de domı́nios. Dada uma decomposição com sobreposição δ, {D′i}

NS
i=1,

definimos os espaços locais por

V (i) = V (i)(D′i) = P1
0(D′i),

isto é, o espaço local é somente a restrição do espaço global V aos
vértices interiores do subdomı́nio D′i, i = 1, . . . , NS .

Definimos a matriz de restrição R(i) de dimensão N (i),I
h ×Nv

h com
entradas nulas menos nas posições (`, j) onde o ı́ndice j corresponde
ao vértice xj ∈ D′i. Note que as matrizes R(i), i = 1, . . . , NS , são
análogas as matrizes de restrição definidas no Lema 19.

Para cada D′i, i = 1, . . . , NS , definimos A(i), a restrição da forma
bilinear A ao subdomı́nio V (i) por,

A(i)(ui, vi) =
∫
D′i

κ(x)u′i(x)v′i(x)dx, ui, vi ∈ V (i). (6.1)

Seja A(i) a matriz N (i),I
h ×N (i),I

h que representa a forma bilinear local
A(i). Observe que

uTi A
(i)vi = A(i)(ui, vi) = A(R(i)Tui, R

(i)T vi) = (R(i)Tui)TA(R(i)Tvi)

onde R(i)Twi é a função de elementos finitos com representação ve-
torial R(i)wi ∈ RNv

h e A é matriz global, isto é, a representação
matricial da forma bilinear global A. Conclúımos que

A(i) = R(i)AR(i)T . (6.2)

A matriz local A(i) é o bloco diagonal da matriz A correspondente
aos ı́ndices associados aos vértices interiores ao subdomı́nio D′i, i =
1, . . . , NS . Veja a ilustração da Figura 5.3.
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6.3 Precondicionador aditivo de um ńıvel

Com a notação introduzida na Seção 6.2 definimos o precondicionador
aditivo de um ńıvel M−1

1 por

M−1
1 =

NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i). (6.3)

Esta é exatamente a mesma fórmula do caso unidimensional (5.7).
Esta fórmula é geral e independente da dimensão espacial do pro-
blema. Para poder aplicar a fórmula (6.3) somente precisamos da
definição das matrizes locais e das matrizes de restrição e extensão.

Lembre que para usar o precondicionador acima no método do
gradiente conjugado precondicionado temos que poder calcular M−1

1 q
dado um vetor q do tamanho apropriado. Temos que levar em conta
as mesmas observações que para o caso unidimensional. Podemos
escrever

M−1
1 q =

NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i)q =
NS∑
i=1

R(i)Tui

onde definimos ui =
[
A(i)

]−1
R(i)q, i = 1, . . . , NS . Cada parcela

desta soma pode ser calculada em paralelo. Para calcular a i-ésima
parcela ui =

[
A(i)

]−1
resolvemos o sistema linear local

A(i)ui = R(i)q.

Note que a dimensão deste sistema linear é pequena quando com-
parada com a dimensão do sistema linear global. Nas aplicações
praticas este sistema linear não precisa ser resolvido com precisão
total, uma aproximação pode ser usada.

O número de iterações do gradiente conjugado precondicionado
com precondicionador M−1

1 acima depende do número de condição
do operador precondicionado M−1

1 A. Temos a seguinte estimativa
para o número de condição de M−1

1 A.
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Teorema 44. Suponha que a malha T h é conforme e quase-uniforme.
Considere o precondicionador M−1

1 definido em (6.3). A matriz A
é a matriz da forma bilinear definida em (3.16) com o coeficiente κ
satisfazendo (3.14). Temos que existe uma constante C independente
h e de H tal que

Cond(M−1
1 A) ≤ C

(
1 +

1
δH

)
onde H = max1≤i≤Ns

diâmetro(Di) e δ é o parâmetro da decom-
posição com superposição {D′i}. A constante C pode depender do
contraste do coeficiente κ.

6.4 Experimentos numéricos

Nesta seção consideramos a equação de Laplace ∆u = −1 em D =
(0, 1)×(0, 1) com condição de Dirichlet. Calculamos a solução usando
o método do gradiente conjugado precondicionado com o precondi-
cionador aditivo de um ńıvel M−1

1 definido em (6.6). Usamos uma
malha uniforme como na Seção 4.3. Dividimos o domı́nio D em N×N
subdomı́nios quadrados e usamos uma malha triangular baseada em
n×n quadrados dentro de cada subdomı́nio. Os resultados aparecem
na Tabela 6.1. Compare com os resultados da Tabela 4.4 na página 67
usando o gradiente conjugado sem precondicionador. Por exemplo,
para h =

√
2/128 temos 197 iterações no gradiente conjugado sem

precondicionador e um número de condição de 6639.53. Na Tabela
6.1 para a mesma malha e o mesmo valor de h podemos calcular a
solução em 32 iterações no gradiente conjugado precondicionado se
usamos 16 · 16 = 256 subdomı́nios (N = 16) e dentro de cada sub-
domı́nio uma malha triangular baseada em 8× 8 quadrados (n = 8).
O número de condição é 351.47. Neste caso, em cada uma das 32
iterações do gradiente conjugado precondicionado temos que resolver
256 sistemas lineares pequenos de tamanho 81 × 81 (considerando a
sobreposição δ = 2h). Note que a dimensão do sistema linear original
é 16641 × 16641. Podemos também obter a solução em 25 iterações
usando N = 8 e n = 16.
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n \N 2 4 8 16
2 1 (1.00) 7 (4.27) 9 (13.61) 15 (51.56)
4 5 (4.89) 8 (10.60) 13 (36.61) 23 (141.94)
8 7 (8.52) 11 (24.45) 18 (89.69) 32 (351.47)
16 8 (16.36) 14 (51.82) 25 (194.94) 47 (768.03)

Tabela 6.1: Número de iterações do gradiente conjugado precondi-
cionado e parênteses em estimativa do número de condição para o pro-
blema considerado nesta seção. Consideramos h = 1/(nN), H = 1/N
e δ = 2h.

Na Tabela 6.1 o tamanho da sobreposição é fixado em 2h para
todos os casos. Pelo Teorema 32 o número de condição do operador
precondicionado M−1

1 A depende do número

1 +
1
δH

= 1 +
1
2
nN2.

Os resultados da Tabela 6.1 mostram-se em concordância com esta
afirmação. Nas linhas o número de condição duplica-se (aproximada-
mente) e nas colunas vemos um incremento com um fator aproxi-
madamente quatro.

Repetimos o mesmo experimento com a sobreposição δ = nh.
Mostramos os resultados na Tabela 6.2. Nesta caso 1+ 1

δH = 1+N2.
Observamos resultados em concordância com a teoria.

n\N 2 4 8 16
2 1 (1.00) 7 (4.27) 9 (13.61) 15 (51.56)
4 1 (1.00) 7 (4.13) 9 (13.05) 15 (49.35)
8 1 (1.00) 7 (4.09) 10 (12.87) 15 (48.66)
16 1 (1.00) 8 (4.07) 10 (12.81) 16 (48.44)

Tabela 6.2: Número de iterações do gradiente conjugado precondi-
cionado e em parênteses estimativa do número de condição) para o
problema considerado nesta seção. Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o
fixamos δ = nh = H.
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Figura 6.3: Convergência rápida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de um ńıvel. Aqui ui, é a
i−ésima iteração do método, i = 1, 2, 4, 8 (de esquerda para direita e
de cima para baixo). Neste exemplo n = N = 4. Veja a Tabela 6.1.
Observe que u8 é a solução com tolerância de 10−6.
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6.5 Precondicionador de dois ńıveis

No domı́nio D introduzimos uma triangulação grossa T H adicional.
Supomos que H > h. A nova triangulação pode, em geral, ser inde-
pendente da triangulação mais fina, da decomposição {Di}NS

i=1 e da
decomposição {D′i}

NS
i=1. Assumimos que a triangulação grossa é dada

por T H = {Di}NS
i=1, isto é, a malha grossa coincide com a decom-

posição original da qual constrúımos o precondicionador de um ńıvel.

Dada uma triangulação grossa consideramos um espaço de ele-
mentos finitos grossos baseado nos vértices de T H , isto é, um espaço
de elementos finitos da forma

V H = span{Φj ∈ V h : i = 0, 1, . . . , Nv
H}

onde Nv
H é a quantidade de vértices da malha grossa T H e as funções

base grossa serão definidas logo. Como Φj ∈ V h pode-se escrever

Φj =
Nv

h∑
i=1

Φj(xi)φi ou Φj = [Φj(x1), . . . ,Φj(xNv
h
)]T

onde φi, i = 1, . . . , Nv
h , são as funções base da malha fina T h definidas

em (3.23). Denotemos por R(0) a matriz

R(0)T = [Φ1, . . . ,ΦNv
H

]

e definamos a matriz grossa A(0) como a matriz global A na base
grossa,

A(0) = R(0)AR(0)T . (6.4)

Note que se u0, v0 ∈ V (0) temos

u0A
(0)v0 = (R(0)Tu0)TA(R(0)Tv0) = A(R(0)Tu0, R

(0)T v0)

onde R(0)Tw0 ∈ V é a função de elementos finitos com representação
R(0)w0 ∈ RNv

h . Conclúımos que A(0) é a representação matricial da
forma bilinear A(0) definida como a restrição da forma bilinear A ao
subespaço V (0) ⊂ V ,

A(0)(u0, v0) = A(R(0)Tu0, R
(0)T v0). (6.5)
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Definimos o precondicionador aditivo de dois ńıveis M−1
2

M−1
2 = R(0)T

[
A(0)

]−1

R(0) +
NS∑
i=1

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i) (6.6)

= R(0)T
[
A(0)

]−1

R(0) +M−1
1 ,

onde M−1 é o precondicionador aditivo de um ńıvel definido em (6.3).
Para aplicar M−1

2 temos que aplicar M−1
1 como antes e aplicar o

termo R(0)T
[
A(0)

]−1
R(0). Neste caso podemos exprimir

M−1
2 q =

NS∑
i=0

R(i)T
[
A(i)

]−1

R(i)q =
NS∑
i=0

R(i)Tui

onde definimos ui =
[
A(i)

]−1
R(i)q, i = 0, 1, . . . , NS . Como no caso

de M1, cada parcela da soma na definição de M−1
2 pode ser calculada

em paralelo. Para calcular a 0-ésima parcela u0 =
[
A(0)

]−1
R(0)q no

lugar de aplicar a inversa da matriz grossa A(0) resolvemos o sistema
linear

A(0)u0 = R(0)q

que como sabemos equivale a solução da mesma equação diferencial
no domı́nio D no espaço de elementos finitos V (0) baseado na tri-
angulação grossa T H . A dimensão deste sistema linear é pequena
quando comparada com a dimensão do sistema linear global. Em
particular a dimensão do problema grosso é da ordem do número de
vértices na malha grossa T H .

6.5.1 Espaços grossos

Nesta seção vamos a descrever as funções bases {Φj} que definem
o espaço grosso V (0). As funções grossas devem ser escolhidas de
tal forma que gerem funções com comportamento similar à solução
do problema considerado. Existem muitas escolhas posśıveis para as
funções bases grossas. Vamos mencionar unicamente duas escolhas
para as funções base grossas.
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Funções base lineares por partes na malha grossa

Podemos escolher Φj como sendo as função base chapéu na malha
grossa T H = {Di}NS

i=1. A vantagem desta escolha é o baixo custo
computacional requerido para construir as funções bases. Note que
existe uma função por vértice da malha grossa. Sejam y0, . . . , yNv

H
os

vértices da triangulação grossa T H . Para simplificar assumimos que
os elementos da malha grossa são retângulos ou triângulos. Para os
elementos triangulares temos

Φj(x) =

 1, se x = yj , (1 no vértice yj)
0, se x = yk, k 6= j, (0 nos outros vértices)
extensão linear, se x não é vértice de T H .

(6.7)
e para os elementos retangulares,

Φj(x) =


1, se x = yj ,
0, se x = yk, k 6= j,
polinômio linear
de grau um em
cada variável,

se x não é vértice de T H .
(6.8)

Lembramos que um polinômio de grau um em cada variável é da
forma p(x, y) = ax + bx + cxy + d. Esta é a versão numa malha
retangular do métodos dos elementos finitos lineares por partes; veja
[7]. Na Figura 6.4 temos uma destas funções base grossas.

Figura 6.4: Exemplo de uma função base grossa numa partição em
subdomı́nios retangulares.
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Funções de elementos finitos multi-escala

No lugar de usar funções lineares por partes podemos usar funções
que em cada elemento da malha grossa sejam uma solução da (ou
de uma) equação diferencial. No lugar estender linearmente dentro
de cada elemento da malha grossa para obter Φj , podemos usar uma
extensão harmônica ΦMS

j definida por

ΦMS
j (x) =



1, se x = yj ,
0, se x = yk, k 6= j,
extensão
LINEAR,

se x pertence as arestas de
algum elemento.

extensão
harmônica,

se x ∈ K é ponto interior
de algum elemento T H .

(6.9)

Aqui extensão harmônica no interior do elemento quer dizer que ΦMS
j

satisfaz a equação

A(ΦMS
j , v) = 0 ∀v ∈ P1

0(T h|D`
)

ΦMS
j (x) = Φj(x) para x ∈ ∂D`

para todos os elementos do suporte de Φj e onde T h|D`
denota a

restrição da malha fina ao elemento da malha grossa D`. No caso da
forma bilinear A definida em (3.16) temo que ΦMS

j é a aproximação
de elementos finitos da equação,

−div(κ(x)∇ΦMS
j (x)) = 0 x ∈ D`.

ΦMS
j (x) = Φj(x) para x ∈ ∂D`.

Quando κ(x) = 1 para todo x ∈ D` temos que ΦMS
j = Φj em D`. Na

Figura 6.5 mostramos um exemplo de função base grossas de elemen-
tos finitos multi-escalas. Neste exemplo o coeficiente é apresentado
na Figura 6.6.

O seguinte resultado fornece uma estimativa para o número de
condição do operador precondicionado M−1

2 A com M−1
2 definido em

(6.6) se usamos qualquer um dois espaços grossos descritos acima.
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Figura 6.5: Função base grossa de elementos finitos multi-escala numa
partição em subdomı́nios retangulares calculada com o coeficiente na
Figura 6.6.

Figura 6.6: Coeficiente oscilatório usado para calcular a função base
grossa da Figura 6.5
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Teorema 45. Assuma que a triangulação T h é conforme e quasi-
uniforme. Considere precondicionador M−1

2 definido em (6.6) com o
espaço grosso de funções lineares por partes ou o espaço grosso das
funções de elementos finitos multi-escala. Seja A a matriz da forma
bilinear (3.16) com κ como em (3.1) satisfazendo (3.14). Temos que
o número de condição do operador precondicionado é

Cond(M−1
2 A) ≤ Cκmax

κmin

[
1 +

H

δ

]
,

onde a constante C é independente de h.

6.6 Experimentos numéricos

Consideramos a equação de Laplace ∆u = −1 com condição de
Dirichlet em D = (0, 1) × (0, 1). Calculamos a solução usando o
método do gradiente conjugado precondicionado com o precondi-
cionador aditivo de dois ńıveis. Usamos uma malha uniforme como na
Seção 4.3. Dividimos o domı́nio D em N×N subdomı́nios quadrados
(H = 1/N) e dentro de cada subdomı́nio consideramos uma malha
triangular baseada em n × n quadrados (h =

√
2/(nN)). A malha

grossa coincide com esta decomposição. Usamos o espaço de funções
(bi)lineares por partes na malha grossa como espaço grosso, veja 6.9 e
[7, 31, 24]. Mostramos somente resultados usando uma sobreposição
generosa δ = nh. Veja Tabela 6.3. Compare com a Tabela 6.2
na página 105 (precondicionador de um ńıvel) e com a Tabela 4.4
da página 67 ( gradiente conjugado sem precondicionador). Pelo
Teorema 45 temos que o número de condição depende do número
1 + H

δ ' 1 + n
2 . Observamos resultados em concordância com a teo-

ria.

Agora consideramos o problema eĺıptico geral

Achar u : D ⊂ R2 → R tal que:{
−div(κ(x)∇u(x)) = f(x) x ∈ D

u(x) = g(x) x ∈ ∂D

com o coeficiente

κ(x) =
(
κ1(x1, µ) + 100κ2(x1, p)

)(
κ1(x2, µ) + 100κ2(x2, p)

)
(6.10)
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n\N 2 4 8 16
2 2(1.2500) 8(2.9063) 10(5.4219) 14(7.6644)
4 7(4.5667) 12(4.9929) 15(5.1662) 15(5.1252)
8 9(4.5957) 14(5.3112) 16(5.4764) 15(5.4472)
16 11 (6.0372) 16(7.3533) 18(7.6699) 18(7.65)

Tabela 6.3: Número de iteração do gradiente conjugado precondi-
cionado (estimativa do número de condição) para o problema con-
siderado nesta seção. Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o fixamos
δ = 2h.

onde κ1 e κ2 definidos em (2.35) e (2.36), e usamos µ = 1000 e
p = 30 que corresponde ao caso de um coeficiente com contraste alto
e variações nas escalas finas. Usamos o espaço de funções (bi)lineares
por partes na malha grossa quadrada gerada pelos subdomı́nios. Us-
amos uma sobreposição generosa δ = nh = H. Veja os resultados na
Tabela 6.4. Compare com a Tabela 4.6 onde usamos o método do
gradiente conjugado sem precondicionador. Temos uma redução con-
siderável no número de iterações. Por exemplo, na Tabela 4.6 temos
289 iterações quando n = 32. Na Tabela 6.4 temos 22 iterações
quando usamos 8 × 8 (N=8) subdomı́nios e uma malha triangular
baseada em 4 × 4 quadrados dentro de cada subdomı́nio (n = 4).
Neste caso, em cada uma das 22 iterações temos que resolver 64 sis-
temas lineares locais de tamanho 25 × 25 (que é pequeno quando
comparado a dimensão 1089 × 1089 do sistema linear original). Na
Tabela 6.4 também temos 18 iterações quando n = 8 e N = 4, ou 2
iteração quando n = 16 e N = 2.

6.7 Introdução à análise: como estimar o
número de condição?

Como antes temos o lema abstrato de decomposição de domı́nios.

Lema 46. Suponhamos,

1. Decomposição estável:. Existe C2
0 > 0 tal que, para toda

v ∈ V , existe a decomposição v =
∑NS

i=0R
(i)T vi, com vi ∈ V (i),
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n\N 2 4 8 16
2 2 (2.00) 16 (9.01) 20 (7.56) 19 (6.74)
4 2 (2.00) 18 (10.42) 22 (8.82) 25 (9.35)
8 2 (2.00) 18 (9.91) 25 (12.70) 36 (18.31)
16 2 (2.00) 18 (11.00) 30 (23.97) 45 (30.83)

Tabela 6.4: Número de iterações do gradiente conjugado precondi-
cionado e em parênteses estimativa do número de condição para o pro-
blema considerado nesta seção. Consideramos h = 1/(nN), H = 1/N
e δ = 2h.

i = 0, . . . , NS, e

NS∑
i=0

a(vi, vi) ≤ C2
0a(v, v). (6.11)

2. Estabilidade local: Existe ω > 0, tal que

A(R(i)vi, R
(i)T vi) ≤ ωA(i)(vi, vi) ∀vi ∈ V (i), 0 ≤ i ≤ NS .

3. Desigualdades forte de Cauchy : Existem Eij, 1 ≤ i, j ≤
NS, tais que para toda vi ∈ V (i), vj ∈ V (j)

A(R(i)T vi, R
(j)vj) ≤ EijA(R(i)T vi, R

(i)T vi)1/2A(R(j)T vj , R
(j)T vj).

Então
Cond(M−1

1 A) = κ(T ) ≤ (ρ(E) + 1)ωC−2
0 . (6.12)

Para provar o Teorema 45 e estimar o número de condição do
precondicionador aditivo de dois ńıveis temos que verificar as três
hipóteses do lema anterior. A prova é a extensão das ideias da prova
em uma dimensão (Seção 5.7) para o caso de duas dimensões e não
será apresentada aqui. Veja [31, 24, 30].
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Caṕıtulo 7

Comentários finais

7.1 Introdução aos métodos sem sobre-
posição

Como antes queremos resolver o sistema linear global de elementos
finitos

Au = b

que é eĺıptico e definido positivo. Considere uma decomposição sem
sobreposição {Di}NS

i=1. Denotemos por A(i) a matriz local (Neumann)
da forma bilinear no subdomı́nio Di, i = 1, . . . , NS , isto é A(i) é a
representação matricial da forma bilinear A restrita ao subespaço

P1(T h|Di
)

isto é, a restrição do espaço global V = V h(D) = P 1
0 (T ) aos vértices

interiores e fronteira do subdomı́nio Di, i = 1, . . . , NS .

Definimos as interfaces locais por Γi = ∂Di ∩D, i = 1, . . . , NS e
a interface (global) por Γ =

⋃N
i=1 Γi. Veja a Figura 7.1.

Dada uma função de elementos finitos u ∈ V h0 (D) classificamos
os seus graus de liberdade (isto é, os valores da função nos vértices)
em

• uΓ, os valores na interface que são os valores que corespondem
a vértices em Γ (veja a Figura 7.1) e

115
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Figura 7.1: Classificação dos graus de liberdade em interface Γ (•)
e interiores I ( ) .

• uI , os valores interiores, aqueles associados aos vértices fora do
Γ e no interior dos subdomı́nios (veja a Figura 7.1).

Se reordenamos os vértices da triangulação e colocamos primeiro to-
dos os vértices interiores e depois os vértices na interface, obtemos
a seguinte estrutura matricial 2 × 2 em blocos do sistema linear de
elementos finitos,

Au =
[
AII AIΓ
ATIΓ AΓΓ

] [
uI
uΓ

]
=
[
bI
bΓ

]
= b. (7.1)

ou
AIIuI +AIΓuΓ = bI
ATIΓuI +AΓΓuΓ = bΓ

}
(7.2)

Podemos fazer o mesmo em cada subdomı́nio e classificar os graus
de liberdade em interiores e na interface, obtemos, o mesmo formato
por blocos para as matrizes locais,

A(i) =

[
A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)T
IΓ A

(i)
ΓΓ

]
i = 1, . . . , NS . (7.3)
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7.1.1 O complemento de Schur

Da primeira equação do sistema linear 2×2 em (7.1) ou (7.2) obtemos

uI = A−1
II bI −A

−1
II AIΓuΓ

e substituindo na segunda equação ficamos com o sistema linear

SuΓ = b̃ (7.4)

onde

S = AΓΓ −ATIΓA−1
II AIΓ e b̃ = bΓ −ATIΓA−1

II bI . (7.5)

A matriz S é chamada complemento de Schur da matriz A com re-
speito de Γ. Se reordenamos os vértices interiores de acordo com os
subdomı́nios observamos que AII é diagonal por blocos com respeito
aos subdomı́nios, isto é,

AII = diag(A(i)
II )NS

i=1 =


A

(1)
II

A
(2)
II

. . .
A

(NS)
II

 (7.6)

e portanto conclúımos que A−1
II = diag((A(i)

II )−1)NS
i=1. Note também

que

AIΓ =


A

(1)
IΓ

A
(2)
IΓ
...

A
(NS)
IΓ

 . (7.7)

Dado um vetor uΓ, podemos calcular SuΓ usando (7.5), (7.6)
e (7.7) como segue. Usando o formato por blocos (7.3) em cada
subdomı́nio definimos o complemento de Schur local por

S(i) = A
(i)
ΓΓ −A

(i)T
IΓ (A(i)

II )−1A
(i)
IΓ i = 1, . . . , NS . (7.8)

Pode-se verificar facilmente usando (7.5), (7.6) e (7.7) que

S =
NS∑
i=1

R(i)TS(i)R(i)
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onde, para i = 1, . . . , NS , R(i) é a matriz de restrição ao domı́nio Di.
Conclúımos que para calcular SuΓ temos que aplicar os complemen-
tos de Schur locais definidos em (7.8), cada um deles envolve resolver
um sistema linear da forma

AIIxi = R(i)uΓ.

Se queremos resolver (7.4) usando o gradiente conjugado, em cada
iteração, aplicar S envolve resolver NS problemas Dirichlet, un em
cada subdomı́nio. A dimensão do sistema linear (7.4) é muito menor
que a dimensão do sistema linear original pois envolve somente os
graus de liberdade em Γ. Pode-se provar que o número de condição
do complemento de Schur é da ordem Cond(S) = O(κmax

κmin

1
hH ) onde

h é o parâmetro da triangulação T h e H é o máximo dos diâmetros
dos subdomı́nios {Di}, veja [31, 24]. Em principio o sistema linear
para o complemento de Schur resulta em menos iterações que para
o sistema linear original, mas ainda é um número de iterações muito
grande. O uso de um precondicionador é ainda necessário.

7.1.2 Precondicionadores

Pode-se construir vários precondicionadores de decomposição de do-
mı́nios. Vamos a descrever somente um deles na sua forma matricial.
Pode-se como antes, especificar os espaços locais, globais, formas bi-
lineares locais e globais da construção e usar o Lema 38 para estimar
o numero de condição do operador precondicionado.

Precondicionador: forma matricial

Um precondicionador aditivo de um ńıvel é

B−1 =
NS∑
i=1

R(i)T (S(i))†R(i)

onde (S(i))† é a inversa generalizada de S(i). Para aplicar B−1

precisa-se calcular (S(i))† aplicado num vetor do tamanho apropri-
ado. Da definição do complemento de Schur local vemos que para
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cada i = 1, . . . , NS ,[
A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)T
IΓ A

(i)
ΓΓ

] [
0
u

(i)
Γ

]
=
[

0
S(i)u

(i)
Γ

]
, (7.9)

e portanto, calcular a ação da inversa do complemento de Schur local
S(i), equivale a resolver um problema no subdomı́nio Di com a matriz
de Neumann A(i) associada ao subdomı́nio. Lembramos que resolver
um problema de Neumann requer uma condição de compatibilidade;
veja [7, 31, 22].

O seguinte resultado pode ser provado usando o lema abstrato de
decomposição de domı́nios Lema 38.

Lema 47. Suponha que consideramos a forma bilinear (3.16) com κ
satisfazendo (3.14). Baixo hipóteses adequadas na triangulação T h e
na decomposição {Di}NS

i=1 temos que existe uma constante C tal que

Cond(B−1S) ≤ C 1
H2

(
1 + log(H/h)2

)
.

Como antes este limite pode ser melhorado se introduzimos um
problema grosso. Por exemplo, podemos usar o problema grosso ger-
ado pelas funções de elementos finitos multi-escala da Seção 6.5.

O precondicionador B−1 é o precondicionador de decomposição
de domı́nios mais básico que pode ser constrúıdo quando trabalhamos
com métodos sem sobreposição. Este precondicionador pode ser me-
lhorado de muitas formas. Para mas detalhes veja [31, 24] e as re-
ferências ali citadas.

7.2 Outras equações diferenciais parciais

Nesta seção curta mencionamos algumas outras equações para as
quais podemos aplicar o método dos elementos finitos e as técnicas de
decomposição de domı́nios. Certamente esta lista fica muito curta.
O objetivo aqui é somente passar a idéia ao leitor da ampla gama de
problemas onde as ideias básicas aqui introduzidas podem ser apli-
cadas. Entre mais complicado o problema considerados, mais de-
talhes técnicos deveram ser tratados. Em cada equação o espaço de
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elementos finitos dever ser escolhido adequadamente. O mesmo acon-
tece com os métodos de decomposição de domı́nios. Nem todas as
equações mencionadas caem na solução de sistemas lineares definidos
positivos. Neste caso, no lugar do gradiente conjugado, um outro
método iterativo pode ser empregado, entre outros, podemos usar o
GMRES ou MINRES; veja [4, 28, 18].

Equação eĺıptica geral

Seja D ⊂ Rd, d ∈ {1, 2, 3}. A equação é{
−div(κ(x)∇u(x)) +B(x)∇u+ c(x)u = f(x) x ∈ D

u(x) = g(x) x ∈ ∂D.

Esta equação generaliza a equação da pressão em meios porosos e
aparece em muitas outras aplicações. Também podemos incluir ou-
tras condição de contorno. Veja [31, 24, 27]

Equação de Stokes

Esta é a versão linear e estacionaria das equações de Navier-Stokes.
Esta equação é da forma

−∇ · T (u, p) = b in D
∇ · u = g in D

u = h on ∂D∫
D
g =

∫
∂D
h · η.

(7.10)

Aqui u = (u1(x), u2(x)) : D → R2, p : D → R, e definimos
T (u, p) := −pI + 2µDu onde Du := 1

2 (∇u + ∇Tu) é o tensor de
estresse linearizado. Temos que µ é a viscocidade, u é a velocidade e
p é a pressão do fluido compresśıvel considerado. A última equação
é uma condição de compatibilidade. Veja [10, 16, 11, 15]. Pode-se
também incluir as equações de elasticidade quase incompressivel; veja
[31].

Lei de Darcy

Como foi mencionado anteriormente, este sistema de equações modela
o fluxo de fluidos em meios porosos. O sistema de equações é da
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forma,
u = −κµ∇p+ b in D (Darcy’s law)

∇ · u = g in D
u · η = h on ∂D∫
D
g =

∫
∂D

h.

(7.11)

Aqui u é a velocidade do escoamento, p é a pressão, b é uma força
externa, g representa a existência de fontes e/ou sumidouros e κ rep-
resenta a permeabilidade do meio. A última equação é uma condição
de compatibilidade. Veja [8, 7, 31, 24, 15, 1, 33].

Equação de advecção difusão

Mencionamos também a equação de advecção difusão. Esta equação
é da forma {

ν∆u+B · u = f in D
u = h on ∂D

(7.12)

onde ν > 0 é o coeficiente de difusão e B é uma função vetorial com
entradas limitas. Veja [11] e as referências ali citadas.

Equações do tipo Oseen

Mencionamos também sistemas de equações da forma
−2νdiv(ε∆u) +B · u+∇p = f in D

∇ · u = g in D
u = h on ∂D∫

D
g =

∫
∂D
h · η

(7.13)

Este tipo de equações são obtido das equações de Navier-Stokes depois
de uma linearização. Veja [11].

7.3 Bibliografia recomendada

Finalizamos o minicurso recomendando algumas referências.
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Método dos elementos finitos

Para uma discussão introdutória recomendamos [21] e as referências
ali citadas. Para dicas de implementação veja [3]. Para uma in-
trodução ao método dos elementos finitos com conteúdo matemático
no ńıvel de pós-graduação, recomendamos [21, 7, 8, 17, 16, 10] e as
referências ali citadas. Para a parte de teoria de equações diferen-
ciais parciais e espaços de funções necessários como pré-requisitos
recomendamos [22, 2, 12, 19, 23, 26] entre outros.

Decomposição de domı́nios

Para uma discussão introdutória recomendamos [30], o primeiro caṕı-
tulo de [31] e o primeiro caṕıtulo de [24]. Para estudo dos métodos de
decomposição de domı́nios no ńıvel de pós-graduação veja [31, 24, 27]
e as referências ali citadas. Atualmente existem muitas aplicações,
ainda em desenvolvimento, das tecnicas de decomposição de domı́nios
aos diferentes modelos encontrados na pratica. Convidamos ao leitor
a visitar o śıtio oficial de decomposição de domı́nios www.ddm.org
onde além de um lista de referências atualizadas também pode-se
achar as pré-publicações das reuniões e eventos da área. Por últimos
citamos algumas teses de doutorado e dissertações de mestrado do
IMPA em elementos finitos e/ou decomposição de domı́nios: [32, 11,
33, 20, 15, 14, 25, 6].
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