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1.7 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 Teoria Básica das Séries de Fourier 35
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2.3.1 Núcleos de Fejér . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.3.2 O Teorema de Fejér . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4 A Transformada de Fourier Periódica . . . . . . . . . . 51
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Prefácio

O objetivo deste livro é apresentar os fundamentos teóricos das
Séries e da Integral de Fourier no caso unidimensional. Estas teo-
rias são pontos de partida de uma área muito ativa da Matemática,
denominada Análise Harmônica.

Hoje em dia, encontramos uma vasta literatura no assunto, in-
clusive em português, voltada principalmente para as aplicações das
Séries de Fourier e da Transformada de Fourier no contexto das
Equações Diferenciais Parciais ( veja por exemplo [4] e [5]). Todavia,
além das clássicas aplicações nas Equações Diferencias que mode-
lam problemas da F́ısica-Matematica, a Análise Harmônica encontra
aplicações em outros campos da Matemática e também em outras
áreas do conhecimento.

O presente texto tem dois focos principais. O primeiro é desen-
volver a teoria básica das Série de Fourier e da Transformada de
Fourier de forma acesśıvel para estudantes de cursos de graduação
em Matemática e áreas afins, usando apenas elementos da Análise
Real sem apelar para a Teoria da Medida.

O segundo foco é apresentar algumas aplicações em outras áreas
da Matemática, tais como Geometria Diferencial, Sistemas Dinâmicos
e Teoria dos Números, além da própria Análise.

Estas notas estão divididas em quatro caṕıtulos, sendo os três

7
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8 SUMÁRIO

primeiros dedicados ao desenvolvimento teórico dos objetivos pro-
postos e o último exclusivamente dedicado às aplicações.

Mais especificamente, no Caṕıtulo 1, com o objetivo de deixar o
texto mais auto-contido, apresentamos alguns conceitos da Análise
Real, os quais serão utilizados como as principais ferramentas nos
demais caṕıtulos. Abordamos, inclusive, alguns tópicos que não são
canônicos em cursos de ńıvel de graduação.

O Caṕıtulo 2 é dedicado à teoria básica das Séries de Fourier,
fazendo uma descrição de maneira natural e em ordem crescente, de
acordo com o grau de complexidade da teoria.

No Caṕıtulo 3, fazemos um paralelo das Séries de Fourier no con-
texto da Transformada de Fourier. Isto é feito motivando o conceito
de Transformada como um limite das Séries de Fourier. Finalizamos
o caṕıtulo conectando ambas as teorias mediante a Fórmula do So-
matório de Poisson.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, utilizamos as teorias desenvolvidas das
Séries de Fourier e da Transformada de Fourier para fazer algumas
aplicações.

Ademais, no final de cada caṕıtulo, o leitor encontrará exerćıcios
propostos com o objetivo de fixar os conhecimentos adquiridos.

Gostaŕıamos de agradecer aos nossos colegas do Instituto de Mate-
mática da UFAL, de modo especial a Dimas Mart́ınez Morera, pelo
suporte no uso do LATEX, a Hilário Alencar e Krerley Oliveira pelo
apoio e incentivo durante a preparação deste trabalho, e aos nossos
alunos Fábio Henrique de Carvalho, Isnaldo Isaac Barbosa e Abraão
Mendes do Rêgo, que nos ajudaram no trabalho de revisão.

Também queremos agradecer à Comissão Organizadora do 27o

Colóquio Brasileiro de Matemática pela oportunidade de tornar con-
creto o nosso desejo de escrever estas notas, e as agências de fomento
CNPq, CAPES e FAPEAL pelo apoio financeiro.

Maceió, 18 de maio de 2009
Adán J. Corcho Fernández

Marcos Petrúcio de A. Cavalcante
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo apresentaremos as principais ferramentas
que serão usadas em todo o texto.

Procuramos apresentar estes resultados de maneira auto-contida
visando uma maior comodidade para o leitor, bem como unificar a
notação.

1.1 Funções Riemann integráveis

A classe mais geral de funções com a qual trabalharemos é a classe das
funções definidas num intervalo (finito ou infinito) da reta, que tomam
valores complexos e que são integráveis no sentido de Riemann.

Assim, se f : [a, b] → C é dada por f(x) = u(x) + iv(x), então
dizemos que f é Riemann integrável se, e somente se, a parte real
u : [a, b] → R e a parte imaginária v : [a, b] → R são funções Riemann
integráveis. Além disso, vale que

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
u(x)dx + i

∫ b

a
v(x)dx.

Em particular, a integral de f é um número complexo.

9
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10 [CAP. 1: PRELIMINARES

Por simplicidade, vamos sempre supor que as funções são limi-
tadas. Com esta hipótese evitamos tratar com integrais impróprias
em intervalos limitados e muitas demonstrações ficam mais naturais.
Contudo, repetimos a condição de limitação em alguns enunciados
onde ela é fundamental.

Recordamos que quando f estiver definida em um intervalo ili-
mitado consideramos a integral imprópria de f . Se por exemplo f :
[a,+∞) → C, f(x) = u(x) + iv(x) e os limites

∫ +∞

a
u(x)dx = lim

M→+∞

∫ M

a
u(x)dx

e ∫ +∞

a
v(x)dx = lim

M→+∞

∫ M

a
v(x)dx,

existem, definimos a integral de f no intervalo [a,+∞) pondo,

∫ +∞

a
f(x)dx =

∫ +∞

a
u(x)dx + i

∫ +∞

a
v(x)dx.

De maneira similar podemos definir a integral de f em intervalos
da forma (−∞, b] e (−∞, +∞).

Daqui por diante as funções Riemann integráveis serão chamadas
simplesmente de funções integráveis, e denotaremos por

∫
I f(x)dx a

integral da função f definida no intervalo I ⊂ R, ou ainda por
∫

f ,
se o intervalo de integração estiver subentendido.

Recordamos que as funções integráveis, satisfazem as seguintes
propriedades:

(R1) formam um espaço vetorial com as operações usuais de soma e
produto por um escalar complexo;

(R2) se f é integrável, então f também é integrável e vale que

∫

I
f(x)dx =

∫

I
f(x)dx;
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[SEC. 1.1: FUNÇÕES RIEMANN INTEGRÁVEIS 11

(R3) se f e g são integráveis, então o produto fg também é integrável.

Deixamos a verificação dessas propriedades a cargo do leitor (veja
exerćıcio 3).

Vamos denotar por R(I) o espaço vetorial das funções integráveis
no intervalo I.

Recordando a definição de integral de Riemann podemos encon-
trar funções integráveis que não são cont́ınuas. Vejamos um exemplo
simples.

Exemplo 1.1. Considere f : [0, 1] → C dada por

f(x) =

{
1, se x = 1/2
0, se x 6= 1/2.

Vemos claramente que f é integrável e sua integral é igual a zero.
Para o leitor familiarizado, devemos dizer que basta tomarmos, na
definição de integral, o limite sobre todas as partições que contem o
ponto 1/2.

Modificando o exemplo acima podemos construir exemplos de
funções integráveis que são descont́ınuas em qualquer subconjunto
finito de um intervalo. Mais ainda, podemos construir exemplos
de funções integráveis que são descont́ınuas numa infinidade (enu-
merável) de pontos. Vejamos isso no próximo exemplo.

Exemplo 1.2. Seja f : [0, 1] → C dada por

f(x) =

{
0, se x =

1

n
, n ≥ 1

1, caso contrário.

Neste caso temos
∫ 1
0 f(x)dx = 1.

Por outro lado, podemos verificar facilmente que funções cont́ınuas
e limitadas definidas em intervalos finitos são integráveis. Com efeito,
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se f : (a, b) → C é cont́ınua e limitada, então o mesmo ocorre para a
sua parte real u e sua parte imaginária v. Dáı, se −M ≤ u(x) ≤ M
e −N ≤ v(x) ≤ N , para todo x ∈ (a, b), então,

−M(b − a) ≤
∫ b

a
u(x)dx ≤ M(b − a)

e

−N(b − a) ≤
∫ b

a
v(x)dx ≤ N(b − a),

Vamos denotar por C
0(I) o conjunto das funções cont́ınuas defini-

das no intervalo I que tomam valores complexos. Como antes, é
fácil ver que C

0(I) é um espaço vetorial sobre o corpo dos números
complexos.

Agora, se I for um intervalo compacto e f : I → C for uma
função cont́ınua, então f assume o seu máximo em I (em particular
f é limitada) e portanto, f é integrável. Neste caso, C

0(I) é um
subespaço vetorial de R(I). Mais ainda, veremos que a integral de
Riemann define em C

0(I) um produto interno (complexo).

Lembramos que um produto interno 〈·, ·〉 em um espaço vetorial
complexo E é uma aplicação

〈·, ·〉 : E × E → C

satisfazendo

(I1) para todo v ∈ E a aplicação φv(u) = 〈u, v〉 é um funcional
linear definido em E;

(I2) 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

(I3) 〈·, ·〉 é estritamente definido positivo, isto é, 〈u, u〉 ≥ 0 para
todo u ∈ E e 〈u, u〉 = 0 se, e somente se, u = 0.
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[SEC. 1.1: FUNÇÕES RIEMANN INTEGRÁVEIS 13

Também convém recordar que um produto interno em um espaço
vetorial induz, de maneira natural, uma norma, a saber: ||u|| :=√
〈u, u〉.
Formalizamos a afirmação acima com o seguinte lema:

Lema 1.3. Seja I ⊂ R um intervalo compacto. Então, a aplicação
〈·, ·〉 : C

0(I) × C
0(I) → C, definida por

〈f, g〉 =

∫

I
f(x)g(x)dx (1.1)

define um produto interno em C
0(I).

Demonstração. A propriedade (I1) decorre diretamente da lineari-
dade de integral de Riemann. Para provarmos (I2) utilizaremos a
propriedade (R2):

〈f, g〉 =

∫
fg =

∫
fg =

∫
fg = 〈g, f〉.

Finalmente, para provarmos a propriedade (I3) devemos verificar
que

〈f, f〉 =

∫

I
|f(x)|2dx = 0

implica que f ≡ 0, ou seja, f(x) = 0, para todo x ∈ I. De fato,
definindo g(x) = |f(x)|2 em I, temos que g é uma função cont́ınua e
não-negativa em I. Suponhamos que ||f || = 0 e que exista um ponto
x0 no interior do intervalo I tal que a = |f(x0)|2 > 0. Então, pela
continuidade de g(x) = |f(x)|2, existe δ > 0 tal que g(x) > a/2 para
todo x ∈ I ∩ (x0 − δ, x0 + δ). Assim,

0 = 〈f, f〉 =

∫ 1

0
g(x)dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ
g(x)dx >

∫ x0+δ

x0−δ

a

2
dx = δa > 0,

o que é imposśıvel.
De maneira análoga também encontramos uma contradição se x0

é um dos extremos de I.
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14 [CAP. 1: PRELIMINARES

Como em todo espaço vetorial com produto interno, temos que
em C

0(I) com o produto interno dado em (1.1) vale a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, que neste caso nos diz que

∣∣∣∣
∫

I
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(∫

I
f2(x)dx

)1/2(∫

I
g2(x)dx

)1/2

.

Assim, se f e g são cont́ınuas e integráveis, então podemos verificar
que o produto fg é integrável simplesmente aplicando a desigualdade
acima às funções f e g.

Para fins de aplicações futuras, apresentaremos uma demonstração
da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso geral.

Proposição 1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um
espaço vetorial sobre o corpo dos números complexos com um pro-
duto interno 〈·, ·〉. Então, para todos u, v ∈ E vale que

|〈u, v〉| ≤ ||u|| ||v||. (1.2)

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, u = λv (ou v = λu),
para algum λ ∈ C.

Demonstração. Inicialmente observamos que se ||v|| = 0 então 〈u, v〉 =
0, qualquer que seja u. Na verdade, mostraremos saparadamente que
a parte real e a parte imaginária de 〈u, v〉 são nulas.

Com efeito, para todo número real t temos que

0 ≤ ||u + tv||2 = 〈u + tv, u + tv〉
= ||u||2 + t(〈u, v〉 + 〈u, v〉)
= ||u||2 + t(〈u, v〉 + 〈u, v〉)
= ||u||2 + 2tℜ〈u, v〉.

Assim, se ℜ〈u, v〉 6= 0 podemos escolher um t suficientemente grande
(positivo ou negativo) tal que essa desigualdade não vale.
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[SEC. 1.1: FUNÇÕES RIEMANN INTEGRÁVEIS 15

Analisando 0 ≤ ||u+itv||2 de maneira inteiramente análoga pode-
mos mostrar que ℑ〈u, v〉 = 0. Portanto, se ||v|| = 0 ambos os lados
da desigualdade (1.2) são nulos e o resultado segue trivialmente.

Agora supondo que ||v|| 6= 0 e definimos λ = 〈u, v〉/||v||2. Então
podemos verificar que 〈u − λv, λv〉 = 0. Assim, escrevendo u =
u − λv + λv temos

||u||2 = ||u − λv||2 + ||λv||2 ≥ |λ|2||v||2.

Tomando a raiz quadrada de ambos os membros obtemos o resultado.
Observamos ainda que vale a igualdade se, e somente se,

||u − λv|| = 0,

ou seja u = λv.

Observação 1.5. O produto interno em C
0(I) definido em (1.1) pode

ser estendido a R(I) como uma aplicação bilinear, porém ele não é
estritamente definido positivo. No exemplo 1.1 encontramos uma
função f ∈ R(I) tal que 〈f, f〉 = 0, porém f não é identicamente
nula.

Vejamos agora um exemplo que vai aparecer com muita freqüência
em todo o livro:

Exemplo 1.6. Seja f : R → C, dada por f(x) = cos x+ isenx. Para
o leitor familiarizado devemos dizer que esta é a função exponencial
complexa restrita aos números imaginários puros. Assim convém
utilizar a notação clássica

eix = cos x + isen x.

Como a função exponencial é cont́ınua, temos que ela é integrável
em cada intervalo limitado de R. Por simplicidade vamos nos res-
tringir ao intervalo [0, 1] e vamos considerar a seguinte famı́lia de
funções do tipo acima:

ek : [0, 1] → C, ek(x) = e2πikx, k ∈ Z.
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16 [CAP. 1: PRELIMINARES

Utilizando o produto interno definido em (1.1), podemos verificar
que,

〈ek, el〉 = δkl =

{
1, se k = l,
0, se k 6= l.

(1.3)

Em outras palavras as funções ek, k ∈ Z formam um conjunto ortonor-
mal de C

0([0, 1]) ⊂ R[0, 1].

Assim, em analogia com o espaço Euclidiano Rn, podemos pensar
que as funções ek formam uma base no espaço vetorial das funções
integráveis.

Observamos ainda que a identidade (1.3) é equivalente a seguinte:

∫ 1

0
e2πikx =

{
1, se k = 0,
0, se k 6= 0.

1.2 Funções periódicas

No estudo das funções de variável real freqüentemente encontramos
funções definidas em toda a reta real R, mas cujo os valores se
repetem com uma mesma freqüência. Por este motivo estas funções
são chamadas de funções periódicas. A seguir encontramos a definição
precisa de função periódica.

Definição 1.7. Uma função f : R → C é dita periódica de peŕıodo
L > 0 se para qualquer x ∈ R, f(x + L) = f(x).

Na prática, as funções periódicas podem ser consideradas como
funções definidas num intervalo limitado da reta (e.g. o menor inter-
valo onde a função não se repete).

Por outro lado, dada uma função definida num intervalo limitado,
podemos construir uma função periódica definida em toda reta. De
fato, se por exemplo f : [a, b) → C então inicialmente definimos os
intervalos In = [a + nL, b + nL), onde L = b − a e n ∈ Z, de forma
que R =

⋃
n In. Agora, dado x ∈ R temos que existe um único
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número inteiro n tal que x ∈ In, neste caso definimos F : R → C
pondo F (x) = f(x − nL). Por construção temos que F é periódica
de peŕıodo L.

Da mesma maneira, se f está definida num intervalo compacto,
digamos f : [a, b] → C, podemos construir uma função periódica
definida em toda a reta, desde que f(a) = f(b).

Notemos que se f é periódica de peŕıodo L então F (x) = f(Lx) é
periódica de peŕıodo 1. Isto nos permite, por simplicidade, considerar
apenas funções de peŕıodo 1, dado que f(x) = F (x/L). As funções
periódicas de peŕıodo 1 serão chamadas daqui por diante simples-
mente de funções periódicas.

Exemplo 1.8. São exemplo de funções periódicas:

(a) f(x) = sen2πx;

(b) g(x) = cos 2πx;

(c) h(x) = e2πix = cos 2πx + isen2πx;

(d) 〈x〉 = x − ⌊x⌋, onde ⌊x⌋ denota o maior inteiro não superior a
x.

-3 -2 -1 1 2 3 x

y

Figura 1.1: Gráfico da função 〈x〉 = x − ⌊x⌋.

Sem dúvida, as funções periódicas mais famosas são as funções
trigonométricas circulares seno e cosseno, as quais podem ser consi-
deras como funções definidas num ćırculo.
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18 [CAP. 1: PRELIMINARES

x

y

cos t

sen t

t

Figura 1.2: As funções seno e cosseno

Veremos agora que qualquer função periódica pode ser vista como
uma função definida num ćırculo e vice versa. Para que isso fique mais
natural tomemos f : R → C uma função periódica de peŕıodo 2π e
denotemos por S1 ⊂ R2 o ćırculo centrado na origem e de raio 1 (e
portanto de comprimento 2π).

Definimos ϕ : S1 → C pondo ϕ(p) = f(x), onde x é o único
elemento (ângulo) do intervalo [0, 2π) tal que (cos x, sen x) = p.

Reciprocamente, dada γ : S1 → C definimos g : R → C pondo
g(x) = γ(cos x, senx). Por construção, g é periódica de peŕıodo 2π.

Mais ainda, se tomarmos γ = ϕ encontramos g = f . Dessa forma,
temos uma correspondência biuńıvoca entre as funções periódicas (de
peŕıodo 2π) e as funções definidas no ćırculo S1.

Naturalmente o argumento acima vale para funções periódicas de
qualquer peŕıodo. Por exemplo, no caso de funções periódicas de
peŕıodo 1, devemos definir ϕ(p) = f(x), onde x é o único elemento
do intervalo [0, 1) tal que (cos 2πx, sen 2πx) = p. Neste caso diremos
que f e ϕ são correspondentes.

Observação 1.9. O leitor familiarizado deve perceber que o que está
por trás desse argumento é o fato que a aplicação

P : R → S1, P (x) = (cos x, sen x),
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é uma aplicação de recobrimento. Portanto, caminhos, como é o caso
da função f , podem ser levantados (e também projetados).

Mais geralmente, denotando por Tn o toro n-dimensional S1×· · ·×
S1, temos que a aplicação Π : Rn → Tn, dada por Π(x1, · · · , xn) =
(eix1 , · · · , eixn) é um recobrimento de Tn por Rn, e neste sentido é
posśıvel definir funções periódicas de várias variáveis.

Em referência a essa notação vamos denotar o ćırculo S1 por T,
o toro unidimensional.

O diagrama abaixo ilustra a nossa construção.

R

P
��

ϕ
// C

T
f

??
�

�
�

�
�

�
�

Pela nossa construção podemos verificar que as funções f e ϕ
estão relacionadas no que diz respeito a regularidade e integrabili-
dade. Destacaremos isto na próxima proposição, cuja demonstração
deixaremos como exerćıcio.

Proposição 1.10. Seja f : R → C uma função periódica e seja
ϕ : T → C a sua correspondente. Então vale que:

(a) ϕ é cont́ınua em T se, e somente se, f for cont́ınua em R;

(b) ϕ é integrável em T se, e somente se, f for integrável no inter-
valo [0, 1];

(c) ϕ é de classe Ck em T se, e somente se, f for de classe Ck em
R.

Além disso, podemos verificar que se f e g são funções periódicas,
então af + bg, com a, b ∈ C, também é periódica. Mais ainda, o
conjunto das funções periódicas é um espaço vetorial complexo, que
denotaremos por F(T).

Os seguintes subespaços vetoriais de F(T) serão considerados mais
tarde:
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20 [CAP. 1: PRELIMINARES

• C
0(T): o espaço vetorial das funções f : R → C periódicas e

cont́ınuas;

• C
k(T): o espaço vetorial das funções f : R → C periódicas de

classe Ck;

• C
∞(T): o espaço vetorial das funções f : R → C periódicas

infinitamente diferenciáveis.

Estes espaços satisfazem a seguinte cadeia de inclusões

C
∞(T) ⊂ C

κ+1(T) ⊂ C
κ(T) ⊂ C

0(T) ⊂ F(T),

para todo κ ∈ Z+.
Naturalmente, estes espaços podem ser definidos de maneira análoga

para funções definidas em intervalos compactos de R. Como estamos
supondo que as funções são limitadas vale a seguinte cadeia de in-
clusões.

C
∞(I) ⊂ C

κ+1(I) ⊂ C
κ(I) ⊂ C

0(I) ⊂ R(I).

Denotaremos por R(T) o espaço vetorial das funções f : R → C
periódicas e integráveis no intervalo [0, 1].

Não é dif́ıcil de ver que o subespaço R(T) ∩ C(T) é um espaço
vetorial munido de um produto interno como o que foi definido em
(1.1). Por simplicidade usaremos a mesma notação:

〈f, g〉 :=

∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Aqui o detalhe está no fato que as funções estão definidas em toda a
reta R mas para o produto interno basta integrar no intervalo [0, 1],
ou qualquer outro intervalo de comprimento 1. Com efeito, vale o
seguinte lema que será deixado como exerćıcio.

Lema 1.11. Se f : R → C é periódica e integrável em [0, 1], então f
é integrável em qualquer intervalo finito e vale que

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b+c

a+c
f(x)dx,
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para todos a, b, c ∈ R.

Conclúımos esta seção recordando que as funções ek pertencem
ao espaço R(T) e ainda satisfazem 〈ek, el〉 = δkl, k, l ∈ Z.

1.3 Aproximação por funções cont́ınuas

Esta seção é devotada a um importante resultado que será utilizado
em muitas demonstrações deste livro. Veremos aqui que funções in-
tegráveis no toro podem ser aproximadas por funções cont́ınuas, tanto
quanto se queira.

Na demonstração faremos uso da definição de integral de Riemann
de funções reais, a qual recordaremos a seguir.

Seja I ⊂ R um intervalo limitado, digamos I = (a, b), e seja
u : I → R uma função integrável. Isto significa que, dado ε > 0
existe uma partição do intervalo I, digamos, a = t0 < · · · < tn = b
tal que

n∑

i=1

[ sup
x∈[xi−1,xi)

u(x)](xi − xi−1) −
n∑

i=1

[ inf
x∈[xi−1,xi)

u(x)](xi − xi−1) < ε.

(1.4)

Temos o seguinte teorema:

Teorema 1.12 (Teorema da existência de uma aproximação cont́ınua).
Seja f : R → C uma função periódica e integrável. Se f é limi-
tada, então para todo ε > 0 existe uma função cont́ınua e periódica
f0 : R → C tal que

sup
x∈[0,1]

|f0(x)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)|

e ∫ 1

0
|f(x) − f0(x)|dx < ε.
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22 [CAP. 1: PRELIMINARES

Demonstração. Seja f = u + iv e suponhamos que o resultado valha
para u e para v, funções reais. Então existem u0 e v0 funções (reais)
cont́ınuas e periódicas tais que

∫ 1

0
|u(x) − u0(x)|dx <

ε

2
e

∫ 1

0
|v(x) − v0(x)|dx <

ε

2
.

Dáı, pela desigualdade triangular,

∫ 1
0 |f(x) − f0(x)|dx =

∫ 1
0 |(u(x) − u0(x)) + i(v(x) − v0(x))|dx

≤
∫ 1
0 |u(x) − u0(x)|dx +

∫ 1
0 |v(x) − v0(x)|dx

< ε/2 + ε/2 = ε.

Assim, basta provarmos o teorema para u : I → R. Dado ε > 0 seja
0 = t0 < · · · < tn = 1 uma partição de [0, 1] onde vale (1.4). Seja
U : I → R a função escada definida a partir da partição da seguinte
maneira

U(x) = sup
x∈[xi−1,xi)

u(x), se x ∈ [xi−1, xi),

para cada i = 1, . . . , n.
Em particular, U(x) ≥ u(x) para todo x, e se u(x) ≤ M , então

também teremos U(x) ≤ M .
Notemos também que, por (1.4),

∫ 1

0
|U(x) − u(x)|dx =

∫ 1

0
(U(x) − u(x))dx < ε.

Agora dado δ > 0 vamos construir a função cont́ınua u0.
Definimos u0(x) = U(x), se |x − xi| ≥ δ, i = 1, · · · , n. Se x ∈

[xi − δ, xi + δ], i = 2, . . . , n− 1, definimos u0(x) como sendo a função
linear (segmento) cujo gráfico liga os pontos ((xi − δ), U(xi − δ)) e
((xi+δ), U(xi+δ)). No intervalo [0, x1] definimos u0(x) como a função
linear cujo o gráfico liga os pontos (0, u(0)) e ((xi + δ), U(xi + δ)),
e finalmente, no intervalo [xn − δ, 1] definimos u0(x) como a função
linear cujo o gráfico liga os pontos ((1− δ), U(1− δ)), e (1, u(1)). Por
construção temos que u0 é uma função cont́ınua e que u0(0) = u0(1).
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Agora verificaremos que u0 satisfaz a condição do teorema.
Inicialmente notemos que u0 também é limitada pela mesma cons-

tante M . Além disso, u0 é uma boa aproximação de U . De fato, u0 só
difere de U nos intervalos de comprimento (no máximo) 2δ em torno
dos pontos da partição. Em cada um desses intervalos, digamos Ii

temos que
∫
Ii
|u0(x) − U(x)| < 2δM . Como são n intervalos,

∫ 1

0
|u0 − U |dx < 2δMn.

Escolhendo um δ muito pequeno, como por exemplo δ = ε/2Mn,
teremos uma função cont́ınua u0 tal que

∫ 1

0
|u0 − U |dx < ε.

Dáı, aplicando a desigualdade triangular novamente, obtemos
∫ 1

0
|u0 − u|dx ≤

∫ 1

0
|u0 − U |dx +

∫ 1

0
|u − U |dx < 2ε

Agora é só observar que podeŕıamos ter começado essa demonstração
com ε/2 no lugar de ε.

A Figura 1.3 ilustra a construção da função u0.

x1 x

y

Figura 1.3: Construção de uma aproximação cont́ınua

Observação 1.13. O leitor deve perceber que o teorema que acabamos
de provar também vale para funções definidas em intervalos limitados
de R
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1.4 Identidades Aproximadas

Nesta seção provaremos um teorema que tem muita utilidade para
recuperar os valores de uma função através certos tipos de operadores
integrais.

Começamos definindo o que entendemos por Identidade Aproxi-
mada e no final da seção daremos uma justificativa para este nome.

Definição 1.14. Uma seqüência {Ψn}n≥1 de funções, definidas num
intervalo aberto I = (−a, a) (finito ou infinito) e tomando valores
reais é chamada de Identidade Aproximada no intervalo I se satisfaz
as seguintes condições:

(a) Ψn(x) ≥ 0 para todo x ∈ I;

(b)

a∫

−a

Ψn(x)dx = 1;

(c) Se δ > 0, então lim
n→∞

∫

δ<|x|<a

Ψn(x)dx = 0.

Alguns exemplos de Identidades Aproximadas são os seguintes:

(e1) Ψn : (−1, 1) → R, n ≥ 1, definida por

Ψn(x) =

{
n se |x| < 1

2n ,

0 se 1
2n < |x| < 1.

(e2) Φn : R → R, n ≥ 1, definida por Φn(x) = n√
π
e−n2x2

.

Mais geralmente vale o seguinte resultado, cuja prova deixamos
como exerćıcio.

Proposição 1.15. Se Φ : R → R é uma função não negativa tal que∫∞
−∞ Φ(x)dx = 1, então Φn(x) = nΦ(nx) é uma identidade aproxi-

mada.
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Identidades aproximadas nos permitem calcular o valor de funções
cont́ınuas mediante um processo de limite que explicamos a seguir.

Teorema 1.16 (Concentração da Massa). Sejam I = (−a, a) um
intervalo (finito ou infinito) e {Ψn}n≥1 uma identidade aproximada
definida em I. Então, para qualquer função f : I → C integrável,
limitada e cont́ınua no ponto x = 0 tem-se

lim
n→∞

a∫

−a

Ψn(x)f(x)dx = f(0).

Demonstração. Seja ǫ um número positivo qualquer. A continuidade
de f na origem nos garante a existência de δ > 0 de modo que

|f(x) − f(0)| < ǫ/2, para todo |x| < δ. (1.5)

Temos que provar a convergência para 0 da seqüência

Jn :=

a∫

−a

Ψn(x)f(x)dx − f(0).

Pela propriedade (b), temos que

Jn =

a∫

−a

Ψn(x)[f(x) − f(0)]dx.

A função f é limitada, logo existe M > 0 tal que |f(x)| ≤ M . Assim,
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26 [CAP. 1: PRELIMINARES

usando (1.5) obtemos

|Jn| ≤
a∫

−a

Ψn(x)|f(x) − f(0)|dx

=

δ∫

−δ

Ψn(x)|f(x) − f(0)|dx +

∫

δ<|x|<a

Ψn(x)|f(x) − f(0)|dx

≤ ǫ

2

δ∫

−δ

Ψn(x)dx + 2M

∫

δ<|x|<a

Ψn(x)dx

≤ ǫ

2
+ 2M

∫

δ<|x|<a

Ψn(x)dx.

(1.6)

Por outro lado, da propriedade (c) segue-se que para n ≫ 1 vale
∫

δ<|x|<a

Ψn(x)dx ≤ ǫ

4M
(1.7)

Combinado (1.6) e (1.7) temos que

|Jn| ≤
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ, para n ≫ 1,

donde segue o resultado desejado.

Observação 1.17. O Teorema 1.16 nos diz que as médias ponder-
adas de f , com pesos Ψn, vão se concentrando sucessivamente em
torno da origem. Além disso, no caso em que f é cont́ınua em x = 0 o
limite deste processo é precisamente o valor de f nesse ponto. Natu-
ralmente a origem pode ser substitúıda por qualquer outro ponto.
Neste caso temos a seguinte identidade

lim
n→∞

∫ a

−a
Ψn(x − x0)f(x)dx = f(x0).
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1.5 Um pouco sobre convoluções

A convolução é uma operação entre duas funções cujo resultado ainda
é uma função e aparece de forma natural quando estamos trabalhando
com funções integráveis.

Nesta breve seção veremos, além da definição precisa, algumas
das principais propriedades desta operação. Por simplicidade vamos
tratar apenas com funções no espaço R(T).

Definição 1.18. Sejam f e g funções periódicas e integráveis em R.
Definimos a convolução entre f e g como sendo a função f ∗g definida
no intervalo [0, 1] dada por

(f ∗ g)(x) =

∫ 1

0
f(y)g(x − y)dy.

Esta definição faz sentido pois o produto de duas funções in-
tegráveis é uma função integrável, como diz a propriedade (R3) vista
acima.

Na proposição abaixo encontramos as principais propriedades da
convolução.

Proposição 1.19. Sejam f, g, h ∈ R(T). Então:

(a) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h;

(b) f ∗ g = g ∗ f

(c) (λf) ∗ g = λ(f ∗ g), para todo λ ∈ C;

(d) f ∗ (g ∗ h) = f ∗ (g ∗ h);

(e) f ∗ g é cont́ınua.

Demonstração. Provaremos aqui apenas a propriedade (e) e deixare-
mos as demais como um exerćıcio para o leitor. Suponhamos inicial-
mente que f e g são funções cont́ınuas. Então,
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(f ∗ g)(x1) − f(f ∗ g)(x2) =

∫ 1

0
f(y)[g(x1 − y) − g(x2 − y)] dy.

Como g é cont́ınua, temos que g é uniformemente cont́ınua em
qualquer intervalo fechado de R, e como g é periódica temos que g
é uniformemente cont́ınua em toda reta. Desta forma, dado ε > 0
existe δ > 0 tal que

|g(x) − g(y)| < ε, sempre que |x − y| < δ.

Portanto, se |x1 − x2| < δ, então |(x1 − y)− (x2 − y)| < δ, para todo
y. Dáı,

|(f ∗ g)(x1) − f(f ∗ g)(x2)| ≤ |
∫ 1

0
f(y)[g(x1 − y) − g(x2 − y)] dy|

≤
∫ 1

0
|f(y)||g(x1 − y) − g(x2 − y)|] dy

≤ ε|
∫ 1

0
|f(y)| dy|

≤ εM,

onde M > 0 é tal que |f(x)| ≤ M , para todo x. Isto mostra que
(f ∗ g) é uma função cont́ınua.

Agora suponhamos que f e g sejam apenas integráveis. Neste
caso, dado k ∈ N, temos pelo Teorema 1.12 que existem fk e gk

cont́ınuas tais que
∫ 1
0 |f(x)−f0(x)| dx < 1

k e
∫ 1
0 |g(x)−g0(x)| dx < 1

k .
Notemos que

f ∗ g − fk ∗ gk = (f − fk) ∗ g + fk ∗ (g − gk).
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Por outro lado,

|(f − fk) ∗ g(x)| ≤
∫ 1

0
|f(x − y) − fk(x − y)||g(y)| dy

≤
∫ 1

0
M

∫ 1

0
|f(x) − fk(x)| dy

=
M

k
,

qualquer que seja x. Isto significa que a sequência (f−fk)∗g converge
uniformemente para zero, quando k → ∞, e o mesmo vale para a
sequência fk ∗ (g − gk).

Conclúımos que fk ∗gk converge uniformemente para f ∗g. Como
o limite uniforme de funções cont́ınuas é uma função cont́ınua, o item
(e) está provado.

Observação 1.20. Mais uma vez queremos enfatizar que as pro-
priedades da convolução que acabamos de mostrar valem também no
contexto de funções definidas em intervalos limitados de R. Observa-
mos ainda que usando a notação de convolução a última identidade
da seção anterior se escreve como

lim
n→∞

Ψn ∗ f(x0) = f(x0).

1.6 As notações de O grande e o pequeno

Finalizamos este caṕıtulo apresentando duas notações que acredita-
mos ser tão úteis que mereceream uma seção inteira. A notação de
O grande, que veremos a seguir foi introduzida pela primeira vez por
Paul Bachmann, em 1894, mas se popularizou com os trabalhos de
Edmund Landau, especialmente com o livro [6]. Aqui apresentaremos
estas notações no nosso contexto.
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Definição 1.21. Sejam f e g funções definidas no intervalo I ⊂ R
tomando valores em C e seja x0 ∈ I (ou x = ±∞). Escrevemos

f = O(g) quando x → x0

se existe uma constante C > 0 tal que

|f(x)| ≤ C|g(x)|

para todo x suficientemente próximo de x0.

Isto significa que f é minorada por −C|g| e majorada por C|g|,
numa vizinhaça de x0.

Em particular, fixado m ∈ R, se f = O(|x|m) quando x → x0,
então existe C > 0 e δ > 0 tais que |f(x)| ≤ C|x|m, para todo
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Vejamos um exemplo simples para fixar esse conceito.

Exemplo 1.22. Seja f(x) = 4x5 − 20x3 − cos x. Então afirmamos
que f = O(|x|5) quando x → ∞.

Com efeito, se x é suficientemente grande (em particular x > 1),
então

|f(x)| = |2x5 − 7x3 − cos x|
≤ 2x5 + 7x3 + 1
≤ 2x5 + 7x5

= 9|x|5.
Podemos verificar algumas propriedades básicas para a notação

O grande.

Proposição 1.23. Para a notação de O grande valem as seguintes
propriedades:

(a) Se f1 = O(g) e f2 = O(g), então f1 + f2 = O(g);

(b) Se f = O(g), então λf = O(g) para todo λ ∈ C;

(c) Se f1 = O(g1) e f2 = O(g2), então f1f2 = O(g1g2);
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(d) Se f = O(|x|m1) e m1 ≥ m2, então f = O(|x|m2).

Deixamos a prova desta proposição como exerćıcio.

Num outro sentido temos a definição de o pequeno.

Definição 1.24. Sejam f e g funções definidas no intervalo I ⊂ R
tomando valores em C e seja x0 ∈ I (ou x = ±∞). Escrevemos

f = o(g) quando x → x0

se

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0.

Neste caso, esta notação significa que a função f é muito menor
que a função g, numa vizinhança de x0.

Exemplos simples são 6x = o(x2) e 1/x = o(1), quando x → ∞,
enquanto x2 6= O(x2) quando x → x0, qualquer que seja x0.

Observe que se f(x) = o(g(x)) quando x → x0, então f(x) =
O(g(x)) quando x → x0.

1.7 Exerćıcios

1. Mostre que sen(x) =
eix − e−ix

2i
e que cos(x) =

eix + e−ix

2
.

2. Mostre que
∫∞
0

senx
x dx < ∞, mas

∫∞
0

∣∣ senx
x

∣∣ dx diverge.

3. Prove as propriedades R1, R2 e R3 das funções integráveis.

4. Prove que a função f : R → R, definida por

f(x) =

{
1 se x é racional;

0 se x é irracional,

admite qualquer número racional como peŕıodo e não admite
nenhum peŕıodo irracional.
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5. Mostre que sen(x) =
eix − e−ix

2i
.

6. Mostre que
∫∞
0

senx
x dx < ∞, mas

∫∞
0

∣∣ senx
x

∣∣ dx diverge.

7. Prove que o conjunto dos peŕıodos de uma função cont́ınua
f : R → R é um conjunto fechado.

8. Seja f : R → C periódica de peŕıodo L e diferenciável. Prove
que f ′ também é periódica, de peŕıodo L.

9. Suponha f : R → C é periódica de peŕıodo L e integrável em
qualquer intervalo finito da reta. Prove que se a, b ∈ R, então

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b+L

a+L
f(x)dx =

∫ b−L

a−L
f(x)dx.

Além disso, prove que

∫ L/2

−L/2
f(x + a)dx =

∫ L/2

−L/2
f(x)dx =

∫ a+L/2

a−L/2
f(x)dx.

10. Mostre as propriedades (a), (b), (c) e (d) da Proposição 1.19 .

11. Mostre que
∫ 1
0 (f ∗ g)(x)dx =

[∫ 1
0 f(x)dx

]
.
[∫ 1

0 g(x)dx
]
.

12. Mostre se f, g ∈ R(T) são funções diferenciáveis, então

d

dx
(f ∗ g) =

df

dx
∗ g = f ∗ dg

dx
.

13. Se f é uma função cont́ınua e g uma função monótona em [a, b],
então existe c, a < c < b, tal que

∫ b

a
gf = g(b−)

∫ b

c
f + g(a+)

∫ c

a
f,

onde g(b−) = lim
h→0+

g(b − h) e g(a+) = lim
h→0+

g(a + h).
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14. Mostre que ex − 1 − x − x2 = O(x3) quando x → 0.

15. Prove a Proposição 1.23
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Caṕıtulo 2

Teoria Básica das Séries

de Fourier

Neste caṕıtulo vamos apresentar alguns dos principais fundamentos
da Análise Harmônica.

Como o próprio t́ıtulo já diz, escolhemos apresentar o estudo
das séries de Fourier, especialmente no que diz respeito a sua con-
vergência. Como veremos nas próximas páginas, esta convergência se
dá de várias maneiras, dependendo essencialmente da regularidade
da função de partida.

Além disso, veremos mais adiante que estes teoremas não são
apenas ricos de importância teórica, mas também o são no que toca
às aplicações, dentro e fora da matemática.

Procuramos introduzir os conceitos de forma natural, utilizando
as ferramentas que foram apresentadas no caṕıtulo anterior.

2.1 A Série de Fourier

No caṕıtulo anterior vimos que o espaço vetorial C
0(T), das funções

periódicas que são cont́ınuas, e portanto integráveis, possui um pro-
duto interno bem definido. Com este produto interno mostramos que

35
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as funções ek(x) = e2πikx, k ∈ Z formam um conjunto ortonormal.
Mais ainda, o produto interno de C

0(T) pode ser aplicado a qualquer
função periódica e integrável. Assim, a seguinte pergunta faz sentido
neste momento:

Dada f ∈ R(T) é posśıvel escrever f como uma combinação linear
das funções ek, k ∈ Z?

A resposta desta pergunta está no cerne da teoria que foi proposta
por Joseph Fourier no século XVIII.

Para introduzimos os fundamentos dessa teoria tomamos uma
função f ∈ R(T) e suponhamos inicialmente que f admite a seguinte
representação

f(x) =
+∞∑

n=−∞
ane2πinx. (2.1)

Suponhamos ainda que podemos integrar a série termo-a-termo e que
a integral comuta com o sinal do somatório. Então, multiplicando
(2.1) por e−2πimx e integrando no intervalo [0, 1] obtemos

∫ 1

0
f(x)e−2πimxdx =

+∞∑

n=−∞
an

∫ 1

0
e2πi(n−m)xdx = am, (2.2)

visto que ∫ 1

0
e2πκixdx =

{
1 se κ = 0,

0 se κ 6= 0.

Motivados por estes cálculos informais apresentamos duas definições.

Definição 2.1. Seja f ∈ R(T). Os números

f̂(n) =

∫ 1

0
f(x)e−2πinxdx, n ∈ Z, (2.3)

são chamados de coeficientes de Fourier da função f . A série

+∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx =

+∞∑

n=−∞
f̂(n)en(x), (2.4)
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é chamada de série de Fourier da função f .

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2. Seja f : R → C a função dada por f(x) = |x| no in-
tervalo [−1/2, 1/2] e nos demais reais definida como sendo periódica.
Assim f(x) = f(x + 1), para todo x ∈ R (veja figura (2.1)).

-3
2 -1 -1

2
1
2 1 3

2
x

y

Figura 2.1: Gráfico da função f(x) = |x|, f(x) = f(x + 1).

Vejamos quem são os coeficientes de Fourier de f e qual a sua
série de Fourier.

Inicialmente temos que

f̂(0) =

∫ 1

2

− 1

2

|x|dx = 2

∫ 1

2

0
x dx =

1

4
.

Agora seja n é um inteiro diferente de zero. Inicialmente escreve-
mos,

f̂(n) =

∫ 1

2

− 1

2

|x|e−2πinxdx

=

∫ 0

− 1

2

(−x)e−2πinxdx +

∫ 1

2

0
xe−2πinxdx.
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Integrando por partes temos,

∫ 0

− 1

2

(−x)e−2πinxdx =

∫ − 1

2

0
xe−2πinxdx

=

(
i

2πn
x +

1

4π2n2

)
e−2πinx

∣∣∣∣
x=− 1

2

x=0

=

(
− i

4πn
+

1

4π2n2

)
eπin − 1

4π2n2
.

De maneira análoga,

∫ 1

2

0
xe−2πinxdx =

(
i

4πn
+

1

4π2n2

)
eπin − 1

4π2n2
.

Assim,

f̂(n) =
1

2π2n2
[eπin − 1] =

1

2π2n2
[(−1)n − 1],

ou seja,

f̂(n) =





− 1
π2n2 se n é ı́mpar,

1/4, se n = 0,

0 se n é par.

Portanto a série de Fourier da função f é

1

4
−
∑

|n|≥1

1

π2(2n + 1)2
e2π(2n+1)ix.

Isto finaliza o nosso exemplo.

Como já mencionamos o objetivo principal deste caṕıtulo é dar
condições de convergência para a série de Fourier e entender em que
sentido as somas parciais

SNf(x) =
∑

|n|≤N

f̂(n)en(x) (2.5)
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convergem para f(x). Em outras palavras, queremos descobrir quando
e em que sentido podemos garantir a igualdade

lim
N→∞

SNf(x) = f(x).

2.1.1 Propriedades dos Coeficientes

Antes de prosseguir vamos apresentar alguns resultados sobre os co-
eficientes da Série de Fourier que utilizaremos com muita freqüência.

Começamos com uma fórmula alternativa para calcular os coefi-
cientes de Fourier de f , a saber:

Lema 2.3. Se f̂(n) é o n-ésimo coeficiente de f ∈ R(T), então,

f̂(n) = −
∫ 1

0
f(x + 1

2n)e−2πinxdx.

Demonstração. Fazendo a mudança de variáveis u = x− 1

2n
na inte-

gral (2.3) e usando o Lema 1.11, temos

f̂(n) =

∫ 1+ 1

2n

1

2n

f
(
u +

1

2n

)
e−2πinueπi du = −

∫ 1

0
f
(
u +

1

2n

)
e−πinu du.

Na próxima proposição encontramos dois resultados importantes
e bem úteis.

Proposição 2.4. Seja f absolutamente Riemann integrável no toro,
isto é, f e |f | ∈ R(T). Então

(a) |f̂(n)| ≤
∫ 1

0
|f(x)|dx;

(b) lim
|n|→∞

f̂(n) = 0 (Lema de Riemann-Lebesgue).
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Demonstração. Da definição de f̂(n) e fazendo-se uso da desigualdade
triangular temos

|f̂(n)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0
f(x)e−2πinx

∣∣∣∣ dx ≤
∫ 1

0
|f(x)| dx,

para todo n ∈ Z.
A propriedade (b) é conhecida na literatura como Lema de Riemann-

Lebesgue. Para provarmos essa propriedade combinamos a definição
inicial de f̂(n) com a fórmula dada no Lemma 2.3:

f̂(n) =
1

2

∫ 1

0
(f(x) − f(x + 1

2n))e−2πinxdx. (2.6)

Agora separamos a demonstração em dois casos.

Caso 1: f ∈ C
0(T). Neste caso f é uniformemente cont́ınua em [0, 1];

logo, dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(y) − f(x)| < ǫ para todo |y − x| < δ.

Assim, para todo |n| > 1
2δ temos que

|f̂(n)| ≤ 1

2

∫ 1

0
|f(x) − f(x + 1

2n)|dx <
ǫ

2
,

o que implica que lim
|n|→∞

f̂(n) = 0.

Caso 2: f ∈ R(T). Se f é apenas integrável, sabemos do Teorema
1.12 que dado ǫ > 0 existe g ∈ C

0(T) tal que

∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx <

ǫ

2
.

Por outro lado, pelo Caso 1, tomando |n| suficientemente grande
temos que

|ĝ(n)| <
ǫ

2
.
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Então, fazendo uso da propriedade (a) conclúımos que

|f̂(n)| ≤ |(f − g)̂(n)| + |ĝ(n)|

≤
∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx + |ĝ(n)| < ǫ,

para |n| ≫ 1, obtendo-se assim o resultado.

2.2 Convergência Pontual

Nesta seção apresentaremos alguns critérios suficientes que garantem
a convergência pontual da série de Fourier. Destacamos o Teorema de
Dirichlet, que foi o primeiro resultado sobre a convergência pontual
da série de Fourier. Essencialmente, para cada x fixado, veremos que
sob certas condições a sequência SNf(x) converge para f(x) ou, de
um modo mais geral, para o valor 1

2

[
f(x+) + f(x−)

]
, onde

f(x+) = lim
h→0+

f(x + h) e f(x−) = lim
h→0+

f(x − h)

são limites laterais, direito e esquerdo, de f em x, respectivamente.

2.2.1 Núcleos de Dirichlet

Para obtermos alguns critérios de convergência pontual é conveniente
expressar SNf(x) da seguinte forma:

SNf(x) =
∑

|n|≤N

e2πinx

∫ 1

0
f(y)e−2πiydy

=

∫ 1

0
f(y)

∑

|n|≤N

e2πi(x−y)dy

=

∫ 1

0
f(y)DN (x − y)dy = f ∗ DN (x)

=

∫ 1

0
f(x − y)DN (y)dy,
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onde DN (x) =
∑

|n|≤N

e2πinx é chamado de Núcleo de Dirichlet.

Lema 2.5. Dado N ∈ N, temos que

DN (x) =





sen[(2N + 1)πx)]

sen(πx)
se x ∈

[
−1

2 , 0
)⋃(

0, 1
2

]
,

2N + 1 se x = 0.
(2.7)

Demonstração. Pondo w = e2πix escrevemos

DN (x) =
−1∑

n=−N

wn +
N∑

n=0

wn =
N∑

n=1

(1/w)n +
N∑

n=0

wn.

Efetuando as somas geométricas obtemos

DN (x) =
w−N − 1

1 − w
+

wN+1 − 1

w − 1
=

w−N − wN+1

1 − w
.

Agora, multiplicando numerador e denominador por w−1/2

2i , conclúımos
que

DN (x) =
(w−(N+1/2) − wN+1/2)/2i

(w−1/2 − w1/2)/2i
=

sen[(2N + 1)πx)]

sen(πx)
,

para todo x ∈
[
−1

2 , 0
)⋃(

0, 1
2

]
.

Por último, observamos que DN (0) =
∑

|n|≤N

1 = 2N + 1, logo, o

resultado está provado.

Os núcleos de Dirichlet são cont́ınuos e, além disso, satisfazem

∫ 1

0
DN (x)dx = 1 para todo N ∈ N, (2.8)

que é facilmente verificado quando escrevemos DN (x) =
∑

|n|≤N

e2πinx

e lembramos das identidades em (1.3).
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x

y

D5(x)

D3(x)

Figura 2.2: Núcleos de Dirichlet

No entanto, eles não satisfazem as propriedades de uma identi-
dade aproximada, pois é posśıvel mostrar que

lim
N→∞

∫ 1

0
|DN (x)|dx = +∞.

Ver detalhes no Exerćıcio 6 no final do caṕıtulo.

Observação 2.6. O fato de {DNf(x)}N≥1 não ser uma identidade
aproximada não nos permite usar o Teorema 1.16 para garantir a
convergência pontual de SNf(x) para f(x) para funções cont́ınuas
periódicas. Assim, devemos procurar outros critérios de convergência
pontual para a série de Fourier.

2.2.2 Critério de Dirichlet

O primeiro resultado positivo de convergência pontual deve-se a Jo-
hann Dirichlet, que provou o seguinte critério.

Teorema 2.7 (Critério de Dirichlet). Seja f ∈ F(T) limitada, cont́ınua
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por partes e com um número finito de máximos e mı́nimos. Então,

lim
N→∞

SNf(x) =
1

2
[f(x+) + f(x−)].

Em particular, temos que SNf(x) converge pontualmente para f(x)
nos pontos onde f é cont́ınua.

Demonstração. Vamos tomar um ponto x0 ∈ [0, 1]. Notemos que
como f tem um número finito de máximos e mı́nimos então f é
monótona por partes. Em particular, existem os limites laterais.

Usando que o núcleo de Dirichlet é uma função par podemos
escrever

SNf(x) =

∫ 0

− 1

2

f(x0 − y)DN (y)dy +

∫ 1

2

0
f(x0 − y)DN (y)dy

=

∫ 1

2

0
f(x0 + y)DN (y)dy +

∫ 1

2

0
f(x0 − y)DN (y)dy.

Assim, é suficiente mostrar que

lim
N→∞

∫ 1

2

0
f(x0 + y)DN (y)dy =

f(x+
0 )

2

e

lim
N→∞

∫ 1

2

0
f(x0 − y)DN (y)dy =

f(x−
0 )

2
.

Vamos analisar o primeiro limite. Escolhendo um δ ∈ (0, 1/2), e

lembrando que
∫ 1

2

0 DN (y) dy = 1
2 , temos

∫ 1

2

0
f(x0 + y)DN (y) dy − f(x+

0 ) =
∫ 1

2

0 [f(x0 + y) − f(x+
0 )]DN (y) dy

=
∫ δ
0 [f(x0 + y) − f(x+

0 )]DN (y) dy

+
∫ 1

2

δ [f(x0 + y) − f(x+
0 )]DN (y) dy.
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Agora analisemos as duas últimas integrais separadamente.

Sem perda de generalidade podemos supor que f é crescente a
direita de x0. Dáı, dado ε > 0, escolhemos δ > 0 tal que f(x) −
f(x+

0 ) < ε, se x0 < x < δ.

Assim, utilizando o teorema do valor médio para integrais (veja
exerćıcio 13 no caṕıtulo 1),

∣∣∣∣
∫ δ

0
[f(x0 + y) − f(x+

0 )]DN (y) dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣[f(x+

0 ) − f(x+
0 )]

∫ η

0
DN (y)dy

+ [f(x0 + δ−) − f(x+
0 )]

∫ δ

η
DN (y)dy

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣[f(x0 + δ−) − f(x+
0 )]

∫ δ

η
DN (y)dy

∣∣∣∣

≤ ε

∣∣∣∣
∫ δ

η
DN (y)dy

∣∣∣∣,

onde η ∈ (0, δ).
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Por outro lado,

∣∣∣∣
∫ δ

η
DN (y)dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ δ

η

sen[(2N + 1)πy)]

sen(πy)
dy

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ δ

η

sen[(2N + 1)πy)]

πy
dy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ δ

η
sen[(2N + 1)πy)]

[
1

sen(πy)
− 1

πy

]
dy

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

R

sen(πy)

πy
dy

∣∣∣∣+
∫ δ

η

∣∣∣∣
1

sen(πy)
− 1

πy

∣∣∣∣ dy

≤ C +

∫ δ

η

∣∣∣∣
πy − sen(πy)

πy sen πy

∣∣∣∣ dy

= C +

∫ δ

η

∣∣∣∣
o(πy2)

πy sen πy

∣∣∣∣ dy

≤ C +

∫ δ

η

∣∣∣∣
πy

sen πy

∣∣∣∣ dy

≤ C +
πδ

sen πδ
(δ − η) ≤ C + 1,

ou seja, a integral
∣∣ ∫ δ

0 [f(x0 + y) − f(x+
0 )]DN (y) dy

∣∣ converge a zero
quando N → ∞.

Finalmente vamos estimar a integral

∫ 1

2

δ
[f(x0 + y) − f(x+

0 )]DN (y) dy.

Por simplicidade escrevemos g(y) = f(x0 + y) − f(x+
0 ), y ∈ (δ, 1/2).

Como g é apenas uma translação de f temos que g também é in-
tegrável. Também observamos que a função 1

sen πx atinge o máximo
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em x = δ no intervalo (δ, 1/2). Com esses fatos temos que

∣∣∣∣
∫ 1

2

δ
[f(x0 + y) − f(x+

0 )]DN (y) dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

2

δ
g(y)

sen[(2N + 1)πx]

sen(πx)
dy

∣∣∣∣

≤ 1

sen(πδ)

∫ 1

2

δ
g(y)sen(πx) dy

≤ C

∫ 1

2

δ
g(y)e(2N+1)πix dy

−C

∫ 1

2

δ
g(y)e−(2N+1)πix dy

= C[ĝ(−(2N + 1)) − ĝ(2N + 1)].

Assim, aplicando o Lema de Riemann Lebesgue obtemos que

lim
N→∞

∣∣
∫ 1

2

δ
[f(x0 + y) − f(x+

0 )]DN (y) dy
∣∣ = 0.

Isso conclui a prova do teorema.

2.3 Convergência no Sentido de Cesàro

Com o objetivo de recuperar uma função periódica f através de seus
coeficientes de Fourier é conveniente dar outro sentido para a con-
vergência das somas parciais SNf . A seguir explicaremos a con-
vergência no sentido de Cesàro, a qual é diferente da convergência no
sentido usual.

Definição 2.8. Uma sequência {an}n≥0 de números complexos é dita
convergente no sentido de Cesàro para o número a se a sequência das
médias aritméticas

cn =
a0 + a1 + · · · + an−1

n

converge para a no sentido usual, ou seja, lim
n→∞

cn = a.
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Não é dif́ıcil provar que se uma sequência {an}n≥0 converge para
a no sentido usual também converge no sentido de Cesàro para o
mesmo valor a.

O contrário não é verdade. De fato, a sequência {1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . }
obviamente não converge, porém as médias aritméticas de seus ter-
mos convergem para 1/2.

No exerćıcio 8 o leitor encontrará mais informações sobre a soma
de Cesàro, além de algumas generalizações.

2.3.1 Núcleos de Fejér

Estudaremos a seguir a convergência no sentido de Cesàro de SNf(x),
portanto devemos considerar as médias

σNf(x) =
S0f(x) + · · · + SN−1f(x)

N
.

Usando que Snf(x) = f ∗ Dn(x), temos que

σNf(x) =
1

N

(
f ∗ D0(x) + · · · + f ∗ DN−1(x)

)

=
1

N

N−1∑

n=0

∫ 1

0
f(y)Dn(x − y)dy

=

∫ 1

0
f(y)

1

N

N−1∑

n=0

Dn(x − y)dy = f ∗ FN (x),

(2.9)

onde FN (x) = 1
N

N−1∑
n=0

Dn(x) é chamado de Núcleo de Fejér.

O próximo lema nos dá uma fórmula para FN que será de muita
utilidade.

Lema 2.9. Dado N ∈ N temos que

FN (x) =





sen2(Nπx)

Nsen2(πx)
se x ∈

[
−1

2 , 0
)⋃(

0, 1
2

]
,

N, se x = 0.
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Demonstração. Sabemos que Dn(x) =
w−n − wn+1

1 − w
, onde w = e2πix.

Assim,

NFN (x) =
N−1∑

n=0

Dn(x) =
1

1 − w

N−1∑

n=0

(w−n − wn+1)

=
1

1 − w

(w−N − 1

w−1 − 1
− wN+1 − w

w − 1

)

=
w−N − 2 + wN

(w−1/2 − w1/2)2

=
(w−N/2 − wN/2)2

(w−1/2 − w1/2)2
=

sen2(Nπx)

sen2(πx)
,

se x ∈
[
−1

2 , 0
)⋃(

0, 1
2

]
. Para finalizar, notemos que

FN (0) =
1 + 3 + · · · + (2N − 1)

N
=

N2

N
= N.

x

y

FN (x)

Figura 2.3: Núcleo de Fejér

Veremos agora que os Núcleos de Fejér formam uma identidade
aproximada.
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Lema 2.10. A sequência
{
FN

}
N≥0

, dos núcleos de Fejér, é uma
identidade aproximada.

Demonstração. Primeiro observamos que FN ≥ 0 para todo N ≥ 0.
Além disso, por 2.8 obtemos que

∫ 1/2

−1/2
FN (x)dx =

1

N

N−1∑

n=0

∫ 1/2

−1/2
Dn(x)dx = 1.

Por último, se 0 < δ < 1/2 então para todo δ ≤ |x| ≤ 1/2 temos

0 <

∫

δ≤|x|≤1/2

FN (x)dx ≤
∫

δ≤|x|≤1/2

dx

Nsen2(πδ)
=

1 − 2δ

Nsen2(πδ)
−→ 0,

quando N → ∞, verificando-se assim as propriedades de identidade
aproximada.

2.3.2 O Teorema de Fejér

Usando o bom comportamento dos núcleos de Fejér obtemos o seguinte
resultado importante.

Teorema 2.11 (Teorema de Fejér). Seja f ∈ R(T), então

(a) SNf(x0) converge pontualmente, no sentido de Cesàro, para
f(x0) em todo ponto x0 de continuidade de f ;

(b) se f ∈ C
0(T), então SNf(x) converge uniformemente, no sen-

tido de Cesàro, para f(x).

Demonstração. Como já vimos as médias de Cesàro de
{
Snf(x)

}
n≥0

são dadas por σNf(x) = f ∗ FN (x). Os resultados seguem combi-
nando o Teorema 1.16 do Caṕıtulo 1 com o fato de

{
FN

}
N≥0

ser
uma identidade aproximada.

Como conseqüência do Teorema de Fejér temos a unicidade da
série de Fourier.
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Corolário 2.12 (Unicidade da Série de Fourier). Seja f ∈ R(T) tal
que f̂(n) = 0 para todo n ∈ Z, então f(x) = 0 em todo ponto x onde
f é cont́ınua. Em particular, se f̂(n) = ĝ(n), para todo n ∈ Z, então
f(x) = g(x) nos pontos x onde (f − g) é cont́ınua.

Uma outra conseqüência importante é dada no seguinte corolário.

Corolário 2.13 (Aproximação de Weierstrass). Se f ∈ C
0(T), então

f pode ser aproximada uniformemente por um polinômio trigono-
métrico. Isto é, para todo ǫ > 0 existe pN (x) =

∑
|n|≤N

ane2πix, an ∈ C,

tal que

|f(x) − pN (x)| ≤ ǫ para todo x ∈ [−1/2, 1/2].

Demonstração. O resultado segue diretamente do item (b) do Teo-
rema 2.11, uma vez que notemos que

σNf(x) =
S0f(x) + · · · + SN−1f(x)

N

é um polinômio trigonométrico.

Observação 2.14. O Corolário 2.13 é o análogo, no caso periódico,
ao Teorema de aproximação de Weierstrass por polinômios para fun-
ções cont́ınuas definidas em intervalos fechados.

2.4 A Transformada de Fourier Periódica

Consideremos o espaço vetorial

ℓ∞(Z) =
{{

an

}
n∈Z

; an ∈ C e lim
|n|→∞

|an| = 0
}

.

Definição 2.15. A Transformada de Fourier Periódica é a aplicação
Fp : R(T) −→ ℓ∞(Z), definida por Fp(f) =

{
f̂(n)

}
n∈Z

.



“IAH˙F”
2009/5/19
page 52

i

i

i

i

i

i

i

i
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Fp está bem definida devido à Proposição 2.4 e, além disso, é uma
transformação linear (veja o exerćıcio 1). Saber se Fp é um isomor-
fismo linear é muito importante, pois isto nos permitiria identificar
os espaço vetorial R(T) com o espaço vetorial ℓ∞(Z). Porém, duas
funções integráveis diferentes podem ter a mesma série de Fourier
associada (veja o exerćıcio 3), conseqüentemente Fp não é injetiva.

Por outro lado a restrição de Fp ao subespaço C
0(T) de R(T) é

injetiva. Com efeito, suponhamos que Fp(f) = Fp(g) para f, g ∈
C

0(T), isto significa que f̂(n) = ĝ(n) para todo n ∈ Z; como f e g
são cont́ınuas, temos pelo Teorema 2.11-(b) que f(x) = g(x) para
todo x ∈ T. No entanto, a imagem de C

0(T) por Fp não é ℓ∞(Z).
De fato, no final do caṕıtulo teremos condições de exibir exemplos
de sequências em ℓ∞(Z) que não possuem pre-imagem em C

0(T) pela
aplicação Fp.

2.5 Convergência Uniforme

A unicidade da série de Fourier (Corolário 2.12) nos rende um primeiro
resultado sobre a convergência uniforme de SNf(x). O preço será
assumir a convergência absoluta da série dos coeficientes, precissa-
mente:

Teorema 2.16. Seja f ∈ C
0(T) tal que a série

+∞∑
n=−∞

f̂(n) converge

absolutamente. Então, a série de Fourier converge uniformemente
para f .

Em outras palavras, dado ε > 0 existe Nε ∈ N tal que

|f(x) − SNf(x)| < ǫ,

para todo N ≥ Nǫ e todo x ∈ [0, 1].

Demonstração. Usando a igualdade |f̂(n)e2πinx| = |f̂(n)| e a con-

vergência da série
+∞∑

n=−∞
|f̂(n)| temos, pelo teste M de Weierstrass,
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que

SNf(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)e2πinx

converge uniformemente para alguma função, a qual chamamos de
g(x), ou seja

+∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx = g(x). (2.10)

Além disso, g é cont́ınua visto que SNf(x) é cont́ınua para todo N .
Resta provar que g é igual a f . Com efeito, integrando termo-a-termo
a série em (2.10) conclúımos que

ĝ(m) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)

∫ 1

0
e2πinxe−2πimxdx = f̂(m),

para todo m ∈ Z. Assim, o resultado desejado decorre diretamente
do Corolário 2.12.

A Proposição 2.16 nos garante convergência uniforme da série

+∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx, (2.11)

sempre que a série
∑ |f̂(n)| convergir. Portanto, é natural investigar

o comportamento da sequência
{
f̂(n)

}
n∈Z

no infinito.
Nos próximos resultados utilizaremos mais uma vez as notações

de O grande e o peneno vistas na seção 1.6

2.5.1 Propriedades de Decaimento

Como já vimos anteriormente, pela Proposição 2.4, se f for integrável,
então f̂(n) = o(1) no infinito. Nos perguntamos se a regularidade
de f tem alguma influência no decaimento de seus coeficientes de
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Fourier no infinito. Por exemplo, se supomos que f ∈ C
1(T), usando

integração por partes temos

f̂ ′(n) =

∫ 1

0
f ′(x)e−2πinxdx

= f(x)e−2πinx
∣∣∣
1

0
+ 2πin

∫ 1

0
f(x)e−2πinxdx

= 2πinf̂(n).

(2.12)

De forma indutiva, podemos provar uma propriedade mais geral rela-
cionando os coeficientes de Fourier de f e f (κ) para uma função
f ∈ C

κ(T), com κ ≥ 1, a saber:

(
2πin

)k
f̂(n) = f̂ (k)(n). (2.13)

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue, f̂ (k)(n) −→ 0 quando |n| → ∞,
assim de (2.13) conclúımos que

|f̂(n)| ≤ o
(
1/|n|k

)
, n → ∞. (2.14)

2.5.2 Critérios de Convergência Uniforme

O resultado a seguir resume algumas relações mais precisas entre a
regularidade da função e o decaimento no infinito dos seus coeficientes
de Fourier.

Aqui precisamos lembrar dois conceitos clássicos sobre regulari-
dade.

Definição 2.17. Seja f ∈ F(T) uma função periódica qualquer.

(a) Dizemos que f é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe uma
constante C > 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|, para todo x, y ∈ T;
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(b) Dizemos que f é de Hölder com expoente α se existe uma con-
stante C > 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|α, para todo x, y ∈ T.

Teorema 2.18. Seja f ∈ R(T). As seguintes afirmações valem:

(a) Se f ∈ C
κ(T) com κ ≥ 1, então f̂(n) = o(1/|n|κ);

(b) Se f é Lipschitz, então f̂(n) = O(1/|n|);

(c) Se f satisfaz a condição de Hölder com expoente α ∈ (0, 1],
então f̂(n) = O(1/|n|α).

Demonstração. A propriedade (a) ja foi obtida em (2.14) e a pro-
priedade (b) é consequência da propriedade (c) tomando α = 1. Para
provar (c) usamos a fórmula

f̂(n) =
1

2

∫ 1

0
(f(x) − f(x + 1

2n))e−2πinxdx (2.15)

que, combinada com a condição de Hölder para f nos dá

|f̂(n)| ≤ 1

2

∫ 1

0
|f(x) − f(x + 1

2n)|dx ≤ 1

2α+1nα
,

conclúındo-se assim a prova do teorema.

Corolário 2.19. Se f ∈ C
κ(T), κ ≥ 2, então

+∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx = f(x)

e a convergência é uniforme.

Demonstração. Pelo Teorema 2.18 temos
∑
n6=0

|f̂(n)| ≤ c
∑
n6=0

1/|n|κ,

sendo esta série convergente para κ ≥ 2. Portanto, o resultado é
consequência imediata do Teorema 2.16.
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2.6 Convergência em Média Quadrática

Nesta seção descreveremos o papel da sequência SNf na geometria
do espaço C

0(T) com o produto interno dado em (1.1).

2.6.1 Produto Interno no Toro Revisitado

Já vimos que a aplicação 〈·, ·〉 : C
0(T)×C

0(T) → C, definida em (1.1)
por

〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx

define um produto interno em C
0(T).

Também já observamos que o produto interno em C
0(T) definido

por (1.1) pode ser estendido às funções de R(T), porém ele não é estri-
tamente definido positivo. No entanto, isto não é um problema grave
pois o conjunto das descontinuidades de tais funções tem medida nula
(veja [13] pg. 287).

Agora, dada f ∈ C
0(T) definimos

‖f‖2 =
√

〈f, f〉 =
(∫ 1

0
|f(x)|2dx

)1/2
,

a qual chamamos de norma quadrática do espaço C
0(T). Como já

vimos no Caṕıtulo 1, a norma quadrática possui as seguintes pro-
priedades:

• é multiplicativa: ‖λf‖2 = |λ|‖f‖2 para todo λ ∈ C,

• é definida positiva: ‖f‖2 ≥ 0 e ‖f‖2 = 0 ⇔ f = 0,

• satisfaz a desigualdade triangular: ‖f + g‖2 ≤ ‖f‖2 + ‖g‖2.

Introduzimos a seguir a noção de convergência quadrática em
R(T).
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Definição 2.20. Sejam f ∈ R(T) e {fn}n≥0 uma sequência em R(T).
Dizemos que fn converge em média quadrática para f se

lim
n→∞

‖f − fn‖2 = lim
n→∞

(∫ 1

0
|fn(x) − f(x)|2dx

)1/2
= 0.

O nosso objetivo nesta seção é mostrar que a convergência em
média quadrática é a convergência adequada para

SNf(x) =
∑

|n|≤N

f̂(n)en(x).

Notemos que SNf pertence ao espaço vetorial gerado pelas funções
{e−N , . . . , e−1, 1, e1, . . . , eN}, o qual denotaremos por VN e cuja di-
mensão é 2N + 1.

2.6.2 Melhor Aproximação

Agora entenderemos melhor o papel das funções ek, k ≥ 1 no espaço
R(T).

Lema 2.21. Sejam f ∈ R(T) e N ∈ N. Então, para todo
v =

∑
|n|≤N

bnen ∈ VN , valem:

(a) 〈f − SNf, v〉 = 0;

(b) ‖f − v‖2
2 = ‖f − SNf‖2

2 +
∑

|n|≤N

|f̂(n) − bn|2.

Demonstração. Seja |m| ≤ N , então

〈f − SNf, em〉 = 〈f, em〉 −
∑

|n|≤N

f̂(n)〈en, em〉

= 〈f, em〉 − f̂(m)

= 0.
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Logo, se v =
∑

|n|≤N

bnen ∈ VN então

〈f − SNf, v〉 =
∑

|n|≤N

b̄n〈f − SNf, en〉 = 0,

o que prova a validade de (a).

Fazendo uso (a) temos que 〈f − SNf, SNf − v〉 = 0, logo

‖f − v‖2
2 = ‖(f − SNf) + (SNf − v)‖2

2

= ‖f − SNf‖2
2 + ‖SNf − v‖2

2

= ‖f − SNf‖2
2 +

∥∥∥∥
∑

|n|≤N

(f̂(n) − bn)en

∥∥∥∥
2

2

= ‖f − SNf‖2
2 +

∑

|n|≤N

|f̂(n) − bn|2.

Corolário 2.22 (Melhor Aproximação). Sejam f ∈ R(T), N ∈ N e
v =

∑
|n|≤N

bnen ∈ VN . Então,

‖f − SNf‖L2 ≤ ‖f − v‖L2 . (2.16)

Demonstração. A desigualdade (2.16) é consequência imediata do
item (b) do Lemma 2.21, visto que

∑
|n|≤N

|f̂(n) − bn|2 ≥ 0.

2.6.3 Identidade de Parseval

Provaremos a seguir a convergência em média quadrática da série de
Fourier.

Teorema 2.23. Se f ∈ R(T), então lim
N→∞

‖f − SNf‖2 = 0.
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. . .

VN

SNf

f

e0

e1

eN

e−N

Figura 2.4: SNf é a melhor aproximação de f no espaço VN

Demonstração. Mais uma vez, utilizando o Teorema 1.12, faremos a
prova em dois passos, o primeiro quando f é cont́ınua e o segundo
quando f é apenas integrável.

Caso 1: f ∈ C
0(T). Neste caso, pelo Corolário 2.13 dado ε positivo

existe um polinômio trigonométrico pm(x), de grau m, tal que

|f(x) − pm(x)| < ε/2, ∀ x ∈ [0, 1]. (2.17)

Assim, de (2.17) temos

‖f − pm‖2 =
(∫ 1

0
|f(x) − pm(x)|2dx

)1/2

≤
(∫ 1

0

ǫ2

4
dx
)1/2

=
ε

2
.

(2.18)

Usando agora o Corolário 2.22 obtemos

‖f − SNf‖2 ≤ ‖f − pm‖2 < ε/2, ∀ N ≥ m, (2.19)

o que prova o teorema quando f é cont́ınua.
Caso 2: f ∈ R(T). No Caṕıtulo 1 provamos que dado ε positivo existe
uma função g ∈ C

0(T) tal que

sup
x∈[0,1]

|g(x)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)| = A
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e ∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx <

ε2

8A
.

Assim, tem-se

‖f − g‖2 =
(∫ 1

0
|f(x) − g(x)||f(x) − g(x)|dx

)1/2

≤
√

2A
(∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx

)1/2

≤ ε

2
.

(2.20)

Por outro lado, de (2.18) conclúımos que existe um polinômio
trigonométrico pm(x), de grau m, tal que

‖g − pm‖2 < ε/2. (2.21)

Da desigualdade triangular obtemos a seguinte desigualdade

‖f − pm‖L2 ≤ ‖f − g‖L2 + ‖g − pm‖L2

≤ ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

(2.22)

Novamente fazendo uso do Corolário 2.22, temos que

‖f − SNf‖L2 ≤ ‖f − pm‖L2 ≤ ǫ, ∀ N ≥ m.

A convergência em média quadrática que acabamos de provar nos
permite obter uma identidade muito útil.

Teorema 2.24 (Identidade de Parseval). Seja f ∈ R(T) uma função
periódica e integrável. Então

+∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2 = ‖f‖2

2 =

∫ 1

0
|f(x)|2dx.
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Demonstração. Do Lema 2.21-(b), tomando v = 0, temos que

‖f‖2
2 = ‖f − SNf‖2

2 +
N∑

n=−N

|f̂(n)|2.

Passando ao limite, quando N → ∞, obtemos o resultado desejado.

Como consequência deste teorema temos uma identidade equiva-
lente e que será usada em algumas aplicações.

Corolário 2.25 (Identidade de Parseval Polarizada). Seja f ∈ R(T)
uma função periódica e integrável. Então

+∞∑

n=−∞
f̂(n)ĝ(n) = 〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Demonstração. Basta utilizar a identidade de polarização para ve-
tores que diz

〈u, v〉 =
1

4

[
||u + v||2 − ||u − v||2 + i||u + iv||2 − ||u − iv||2

]
.

2.6.4 Retornando à Convergência Uniforme

Finalizamos este caṕıtulo usando a convergência quadrática da série
de Fourier para provar que podemos pedir menos regularidade da
função f , que a assumida no Corolário 2.19, para garantir a con-
vergência uniforme de sua série de Fourier.

Teorema 2.26. Seja f ∈ C
1(T), ou seja f é uma função periódica

diferenciável e sua derivada é uma função cont́ınua. Então, a série
de Fourier de f converge uniformente.
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Demonstração. Basta provar que
∑

|n|≥1

|f̂(n)| converge absolutamente.

Inicialmente, pela propriedade 2.13, f̂ ′(n) = 2πinf̂(n). donde

f̂(n) =
1

2πin
f̂ ′(n), n 6= 0.

Aplicando a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-
Schartz para séries temos,

∑

|n|≥1

|f̂(n)| ≤
∑

|n|≥1

1

|2πin| |f̂
′(n)|

≤
√√√√
∑

|n|≥1

1

4π2n2

√∑

|n|≥1

|f̂ ′(n)|2

=
1

4π2

√√√√
∑

|n|≥1

1

n2

√∫ 1

0
|f ′(x)|2 dx.

O resultado segue do fato que a série é
∑

|n|≥1

1
n2 e a integral

∫ 1
0 |f ′(x)|2 dx

são convergentes.

Observação 2.27. É posśıvel mostrar que se f é apenas derivável,
então a sua Série de Fourier converge pontualmente. Veja [13]

Observação 2.28. Aproveitamos para finalizar lembrando a imagem
da transformada de Fourier periódica, como anunciado anteriormente,

não é ℓ∞(Z). De fato, tomando a sequência

{
1√
|n|+1

}

n∈Z

não pode

exsitir função cont́ınua tal que f̂(n) = 1√
|n|+1

, pois pela identidade

de Parseval teriamos

‖f‖2
2 =

∑

n∈Z

1

|n| + 1
= +∞,

o que é uma contradição.
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2.7 Exerćıcios

1. Mostre que se f, g ∈ R(T) e λ ∈ C então

(a) ̂(f + g)(n) = f̂(n) + ĝ(n);

(b) (̂λf)(n) = λf̂(n).

2. Mostre que se f ∈ R(T) é uma função par, então f̂(n) = 0,
quando n é par diferente de zero.

3. Dê um exemplo de duas funções distintas em R
1(T) com coefi-

cientes de Fourier idênticos.

4. Prove que se f ∈ C
0(T) satisfaz a condição de Hölder com α > 1,

então f é constante.

5. Uma sequência {an}n∈Z é dita rapidamente decrescente se para
todo m ∈ N existe uma constante positiva cm tal que |an| ≤
cm/|n|m para todo n 6= 0. Prove que, se se f ∈ C

∞(T) então
{f̂(n)}n∈Z é rapidamente decrescente. Reciprocamente, prove
que se {an}n∈Z é rapidamente decrescente, então existe f ∈
C
∞(T) tal que an = f̂(n) para todo n ∈ N.

6. Defina os números de Lebesgue LN =

∫ 1/2

−1/2
|DN (x)|dx.

(a) Prove que

LN = 2

∫ 1/2

0

∣∣∣∣
sen (2N + 1)πx

πx

∣∣∣∣ dx + O(1)

= 2

∫ N+1/2

0

∣∣∣∣
sen πt

πt

∣∣∣∣ dt + O(1).

(b) Use (a) para provar que

LN =
2

π

N−1∑

k=0

∫ 1

0

|sen πt|
1 + k

dt + O(1).
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(c) Use (b) para cncluir que LN =
4

π2
ln(N) + O(1).

7. Prove que se uma série
∞∑

n=0

an converge para s no sentido usual,

então também converge para s no sentido Cesàro.

8. (Somas de Cesàro Generalizadas)

(a) Mostre que se
∑∞

i=0 an converge no sentido de Cesàro para
S, então ela converge também converge para S no sentido
usual. Mais especificamente, pondo sn = a1+a2+ · · ·+an,
mostre que se

lim
n→∞

s1 + s2 + · · · + sn

n
= S,

então limn→∞ sn = S.

(b) Mostre que a série
∑∞

i=0(−1)n = 1−1+1−1+1−1+· · · não
é convergente no sentido usual, mas converge no sentido
de Cesàro;

(c) Mostre a série
∑∞

i=0(−1)nn = 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + · · ·
não é convergente no sentido de Cesàro;

(d) Dizemos que uma série
∑∞

i=0 an é converge para S no sen-
tido (H, 2) se a sequência das médias das somas parciais
s1, s2, · · · + sn converge no sentido de Cesàro, ou seja, se

cn =
s1 + s2 + · · · + sn

n
,

então a sequência dn = c1+c2+···+cn
n converge.

Mostre que a série
∑∞

i=0(−1)nn = 1−2+3−4+5−6+ · · ·
converge para 1/4 no sentido (H, 2).

(e) Por convenção dizemos que uma série converge no sentido
(H, 0) se ela converge no sentido usual e que converge no
sentido (H, 1), se converge no sentido de Cesàro.



“IAH˙F”
2009/5/19
page 65

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 2.7: EXERĆICIOS 65

Indutivamente, dizemos que uma série
∑∞

i=0 an é converge
para S no sentido (H, k) se a sequência de suas somas
parciais converge para S no sentido (H, k − 1), k ≥ 1.
Esta notação é feita em homentagem a Otto Hölder que
deu grandes contribuições a teoria das séries divergentes.

Mostre que se
∑n

i=0 an converge para S no sentido (H, k),
então também converge para S no sentido (H, j) para todo
1 ≤ j ≤ k.

9. Mostre a propriedade 2.13.

10. Mostre que se f : I → C é uma função real tal que a sua série

de Fourier converge, então que f̂(n) = f̂(−n).

11. Prove que não existe nenhuma função f ∈ C0(T) tal que

{
f̂(n)

}
=





1√
n log n

, n ≥ 1,

0, n ≤ 0.
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Caṕıtulo 3

A Transformada de

Fourier na Reta

No caṕıtulo anterior provamos que toda função periódica cont́ınua
pode ser escrita como soma de ondas periódicas simples desde que
seja tomada a convergência adequada. Neste caṕıtulo provaremos que
resultados similares valem para funções cont́ınuas na reta que não são
periódicas, dando a série Fourier lugar à transformada de Fourier.

Desenvolveremos a teoria básica da transformada de Fourier no
espaço R

1(R) das funções absolutamente Riemann integráveis na reta
e dedicamos uma seção ao estudo da transformada no espaço de
Schwartz S(R) das funções de decrescimento rápido, onde a transfor-
mada tem um comportamento simétrico. Em seguida, desenvolver-
emos a teoria básica no espaço R

2(R) das funções de quadrado in-
tegráveis, segundo Riemann, na reta, onde o principal resultado é o
teorema de Plancherel. Finalizamos o caṕıtulo provando a Fórmula
da Soma de Poisson, a qual resulta da combinação das teorias desen-
volvidas para a série e a transformada de Fourier.

67
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3.1 Da Série de Fourier à Transformada de

Fourier

A seguir motivaremos a definição de transformada de Fourier como
um limite da série de Fourier.

Sejam f : R → R uma função cont́ınua e absolutamente integrável
na reta e L un número real positivo. Denotemos por fL a extensão
2L-periódica da restrição de f ao intervalo [−L, L]. Além disso, ob-
servamos que, pontualmente,

f(x) = lim
L→+∞

fL(x).

x

y

−L L

f

x

y

L−L

fL

A série de Fourier de fL é dada por

fL(x) ∼
+∞∑

n=−∞
f̂L(n)e

nπ
L

ixdx,

com

f̂L(n) =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−

nπ
L

ixdx.

Pondo ξn = n/2L e definindo a função g por

g(ξ) =

∫ L

−L
f(x)e−2πixξdx, (3.1)
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podemos escrever a série de fL como segue

fL(x) ∼
+∞∑

n=−∞
e2πξnixg(ξn)

1

2L
. (3.2)

Como ∆ξn = ξn+1 − ξn = 1/2L, a soma (3.2) pode ser interpretada
como uma soma de Riemann em R da função g(ξ)e2πixξ. Assim,
passando formalmente o limite quando L → +∞ (conseqüentemente
∆ξn → 0) em (3.1) e (3.2) obtemos as expressões

g(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx (3.3)

e

lim
L→+∞

fL(x) = f(x) ∼
∫ ∞

−∞
g(ξ)e2πixξdξ. (3.4)

Nas próximas seções veremos que definindo rigorosamente a transfor-
mada de Fourier mediante a fórmula (3.3) teremos uma teoria bem
fundamentada. Além disso, provaremos que poderemos recuperar a
função f através da fórmula de inversão da transformada de Fourier,
a qual será dada pela expressão em (3.4).

3.2 Convergência Dominada

Antes de definir a Transformada de Fourier na reta provaremos um
resultado de convergência para seqüências de funções cont́ınuas na
reta, o qual será muito útil no decorrer do caṕıtulo.

Definição 3.1. Dizemos que uma seqüência {fn} de funções cont́ınuas,
definidas na reta, converge localmente uniformemente para uma função
f se para todo ponto x ∈ R existe um δx > 0 tal que {fn} converge
uniformemente para f no intervalo [x − δx, x + δx].
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Observação 3.2. Como proposto no exerćıcio 2, o conceito de con-
vergência uniforme local é equivalente a provar que que a sequência
{fn} converge uniformemente para a função f em qualquer intervalo
fechado [a, b] da reta.

Teorema 3.3 (Convergência Dominada). Seja {fn} uma seqüência
de funções cont́ınuas, definidas na reta, que converge localmente uni-
formemente para uma função f . Suponha existe uma função real
não-negativa g(x), definida na reta, tal que |fn(x)| ≤ g(x), para todos
n ∈ N e x ∈ R, e, além disso, satisfazendo

∫∞
−∞ g(x)dx < ∞. Então,

as integrais
∫∞
−∞ fn(x)dx e

∫∞
−∞ f(x)dx existem e vale a igualdade

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx.

Demonstração. Dado n ∈ N, para todo a > 0 temos que
∫ a

−a
|fn(x)|dx ≤

∫ a

−a
g(x)dx ≤

∫ ∞

−∞
g(x)dx < ∞.

Logo, a integral
∫∞
−∞ fn(x)dx existe. Além disso, como a sequência

{fn} converge uniformemente para f no intervalo [−a, a] para todo
a > 0, temos que

∫ a

−a
|f(x)|dx = lim

n→+∞

∫ a

−a
|fn(x)|dx

≤
∫ a

−a
g(x)dx ≤

∫ ∞

−∞
g(x)dx < ∞,

o que verifica a existência da integral
∫∞
−∞ f(x)dx.

Pondo gn = fn−f só nos resta provar que lim
n→∞

∫∞
−∞ gn(x)dx = 0.

Com efeito, da convergência da integral
∫∞
−∞ g(x)dx, segue-se que

para cada ε > 0 existe a > 0 tal que
∫ a

−a
g(x)dx <

ε

4
. (3.5)
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Por outro lado, como gn converge uniformemente para zero no inter-
valo [−a, a], existe um n0 ∈ N tal que para n ≥ n0

∫ a

−a
|gn(x)|dx <

ε

2
. (3.6)

Portanto, combinando (3.5) e (3.6), para todo n ≥ n0 temos

∫ ∞

−∞
|gn(x)|dx =

∫ a

−a
|gn(x)|dx +

∫

|x|>a
|gn(x)|dx

≤
∫ a

−a
|gn(x)|dx +

∫

|x|>a
2g(x)dx

≤ ε

2
+

ǫ

2
= ε,

concluindo-se com isto a prova do teorema.

3.3 Definição de Transformada de Fourier

Denotamos por R
1(R) o conjunto das funções limitadas f : R → C

que satisfazem

‖f‖1 :=

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < +∞.

Além disso, definimos R
1
c(R) := R

1(R) ∩ C0(R).
Não é dif́ıcil de verificar que a aplicação

‖ · ‖1 : R
1
c(R) −→ [0, +∞)

satisfaz as propriedades de norma, ou seja, para quaisquer f, g ∈
R

1
c(R) e λ ∈ C valem:

• ‖λf‖1 = |λ|‖λf‖1,

• ‖f‖1 = 0 ⇔ f = 0,
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• ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1.

A última destas três propriedades é a desigualdade triangular e nos
garante que se f e g estão no espaço R

1
c(R), então a soma delas

também está em R
1
c(R).

Definição 3.4 (Transformada de Fourier). Seja f ∈ R
1(R). A Trans-

formada de Fourier de f é a função definida por

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx,

para todo ξ ∈ R.

Exemplo 3.5. Seja f(x) = χ[−1,1](x), isto é:

χ[−1,1](x) =

{
1 se x ∈ [−1, 1],

0 se x ∈ R \ [−1, 1].

Então, para todo ξ 6= 0 temos que

χ̂[−1,1](ξ) =

∫ 1

−1
e−2πξixdx =

[
e−2πξix

−2πξi

]1

−1

=
e2πiξ − e−2πiξ

2πξi
=

sen (2πξ)

πξ

e para ξ = 0 temos χ̂[−1,1](0) = 2.
Resumindo,

χ̂[−1,1](ξ) =

{
sen (2πξ)

πξ , se ξ 6= 0,

2, se ξ = 0.

No exemplo acima podemos constatar que χ̂[−1,1](ξ) é cont́ınua e,
além disso, lim

|ξ|→+∞
χ̂[−1,1](ξ) = 0. De fato, o resultado a seguir nos

garante que estas propriedades sempre serão satisfeitas pela trans-
formada f̂(ξ) de qualquer função f ∈ R

1(R), inclusive, mais do que
a continuidade da transformada teremos a continuidade uniforme da
mesma.
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Proposição 3.6. Seja f ∈ R
1(R). Então,

(a) |f̂(ξ)| ≤ ‖f‖1 para todo ξ ∈ R;

(b) f̂ é uniformemente cont́ınua;

(c) lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0 (Lema de Riemann-Lebesgue).

Demonstração. A afirmação (a) segue diretamente da definição da
transformada. Para provar (b), dado ε > 0, é preciso mostrar que
existe δ > 0 tal que

|ξ′| < δ =⇒ |f̂(ξ + ξ′) − f̂(ξ)| < ε, para todo ξ ∈ R.

Notemos que

∣∣f̂(ξ + ξ′) − f̂(ξ)
∣∣ ≤

∫ +∞

−∞
|f(x)||e2πi(ξ+ξ′)x − e2πiξx|dx

=

∫ +∞

−∞
|f(x)||e2πiξ′x − 1|dx.

(3.7)

Por outro lado, como |f | é integrável, existe a > 0 tal que

∫

|x|>a
|f(x)|dx <

ε

4
. (3.8)

Pela continuidade da função e2πiη−1 no ponto η = 0, podemos tomar
δ′ > 0 tal que

|η| < δ′ =⇒ |e2πiη − 1| <
ε

2‖f‖1

. (3.9)

Agora tomamos δ = δ′/a e observamos que,

|ξ′| < δ =⇒ |ξ′x| < δ′, sempre que |x| ≤ a. (3.10)
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Logo, para todo |ξ′| < δ, de (3.7) obtemos

∣∣f̂(ξ + ξ′) − f̂(ξ)
∣∣ ≤ 2

∫

|x|>a
|f(x)|dx

+

∫

|x|≤a
|f(x)||e2πiξ′x − 1|dx

≤ ε

2
+

ε

2
= ε,

(3.11)

onde usamos (3.8), (3.9) e (3.10) para estimar as duas últimas inte-
grais.

Procedemos agora com a prova de (c). Primeiro suponhamos que
f ∈ R

1
c(R) e observemos que para todo ξ 6= 0 vale

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx

= −
∫ ∞

−∞
f(x)e

−2πiξ
(
x+ 1

2ξ

)
dx

= −
∫ ∞

−∞
f
(
x − 1

2ξ

)
e−2πiξxdx.

(3.12)

Logo,

f̂(ξ) =
1

2

∫ ∞

−∞

[
f(x) − f

(
x − 1

2ξ

) ]
e−2πiξxdx.

Para toda sequência ξn → ∞, usando a continuidade de f tem-se que

fn(x) :=
[
f(x)− f

(
x − 1

2ξn

) ]
e−2πiξnx converge uniformemente para

zero em qualquer intervalo fechado [a, b] de R. Assim, fazendo uso do
teorema de convergência dominada, temos que lim

|ξn|→∞
f̂(ξn) = 0 para

toda sequência ξn → ∞, de onde se segue o resultado para funções
em R

1
c(R). Para funções em R

1(R) a prova é similar ao caso do Lema
de Riemann Lebesgue para funções periódicas.
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3.4 Propriedades da Transformada de Fourier

Nesta seção apresentamos algumas das principais propriedades da
transformada de Fourier.

Teorema 3.7. Seja R
1
c(R). Então, valem as seguintes propriedade:

(a) Se g(x) = f(x + a), então ĝ(ξ) = f̂(ξ)e2πiaξ;

(b) Se g(x) = f(x)e2πiax, então ĝ(ξ) = f̂(ξ − a);

(c) Se g(x) = 1
λf(x

λ), então ĝ(ξ) = f̂(λξ);

(d) Se f ∈ C
1(R) e f ′ ∈ R

1
c(R), então f̂ ′ (ξ) = 2πiξf̂(ξ);

(e) Se g(x) = −2πixf(x) ∈ R
1
c(R), então f̂ ∈ C

1(R) e vale a
relação f̂ ′(ξ) = ĝ(ξ).

Demonstração. As propriedades (a), (b) e (c) seguem diretamente
da definição e das propriedades de integração. Para provarmos (d)
lembramos que, pela integrabilidade de |f |, existem sequências an e
bn tais que f(an) → 0 e f(bn) → 0 quando n → ∞. Assim, integrando
por partes temos

f̂ ′(ξ) = lim
n→∞

∫ bn

an

f ′(x)e−2πiξxdx

= lim
n→∞

[
f(x)e−2πiξx

]ξ=bn

ξ=an

+ 2πiξ lim
n→∞

∫ bn

an

f(x)e−2πiξxdx

= 2πiξ

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx = 2πiξf̂(ξ).

Por último, para provarmos (e) observamos que

f̂(ξ + h) − f̂(ξ)

h
=

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πi(ξ−h)x e−2πihx − 1

h
dx. (3.13)
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Agora definimos

fh(x) := f(x)e−2πi(ξ−h)x e−2πihx − 1

h

e aplicando o Teorema do Valor Médio vemos que fh satisfaz

|fh(x)| ≤ 2π|xf(x)| ∈ R
1
c(R) para todo h 6= 0.

Além disso,
lim
h→0

fh(x) = f(x)e−2πiξx(−2πix)

localmente uniforme em x. Passando o limite quando h → 0 em (3.13)
o resultado desejado segue do teorema da convergência dominada.

Provaremos a seguir que faz sentido calcular a transformada de
Fourier da convolução de duas funções em R

1(R), dado que a con-
volução é uma operação interna nesse espaço. Além disso, estabele-
ceremos a conexão existente entre as transformadas de f , g e f ∗ g.

Teorema 3.8 (Teorema da Convolução). Sejam f, g ∈ R
1(R). Então

(a) f ∗ g ∈ R
1(R) e vale ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1;

(b) (̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ).

Demonstração. Usando a desigualdade triangular,

|(f ∗ g)(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(x − y)g(y)|dy.

Logo, aplicando o teorema o Teorema de Fubini e a mudança de
variável x → y + z, obtemos

‖f ∗ g‖1 ≤
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(x − y)g(y)|dy

)
dx

=

∫ ∞

−∞
|g(y)|

(∫ ∞

−∞
|f(x − y)|dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
|g(y)|

(∫ ∞

−∞
|f(z)|dz

)
dy

= ‖f‖1‖g‖1,
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o que nos dá o resultado enunciado em (a). Para provarmos (b)
aplicamos novamente o Teorema de Fubini e a mudança de variável
x → y + z para obtermos

(̂f ∗ g)(ξ) =

∫ ∞

−∞
e−2πiξx

(∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy

)
dx

=

∫ ∞

−∞
g(y)

(∫ ∞

−∞
e−2πiξxf(x − y)dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
e−2πiξyg(y)

(∫ ∞

−∞
e−2πiξzf(z)dz

)
dy

= f̂(ξ) ĝ(ξ),

como esperávamos.

3.5 Fórmula de Inversão

Embora, pelo Lema de Riemann-Lebesgue, lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0 para toda

f ∈ R
1(R), isto não quer dizer que f̂ pertença ao espaço R

1(R) dado
que o decaimento de f̂(ξ) pode não ser suficiente para a convergência
da integral. Por exemplo, a função f(x) definida por

f(x) =

{
e−x se x ≥ 0,

0 se x < 0,

está no espaço R
1(R), porém sua transformada de Fourier é a função

f̂(ξ) = 1
1+2πiξ , cuja norma ‖f̂‖1 =

∫ +∞
−∞

dξ√
4πξ2+1

não é finita.

Uma pergunta natural é a seguinte: Em que condições podemos
recuperar f a partir de sua transformada f̂ ?

A fórmula natural para inverter a transformada de Fourier, como
visto na motivação ao ińıcio do caṕıtulo, é

f(x) =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ.
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Portanto, supondo que f̂ ∈ R
1(R) a fórmula faz sentido. De fato,

provaremos que assumindo esta hipótese podemos de fato recuperar
a função f através de sua transformada.

O seguinte resultado será fundamental em nossa tarefa.

Lema 3.9. Seja φ(x) = e−πx2

. Então,

(a)
{
φn(x)

}
n∈N

=
{
nφ(nx)

}
n∈N

é uma identidade aproximada;

(b) φ̂(ξ) = φ(ξ).

Demonstração. A afirmação em (a) é imediata visto que
∫ +∞

−∞
ne−πn2x2

dx =

∫ +∞

−∞
e−πx2

dx = 1,

para todo n ∈ N.
Para provarmos (b) observamos que φ satisfaz a seguinte equação

diferencial ordinária
φ′(x) = −2πxφ(x). (3.14)

Definindo u(x) = φ(x)eπx2

temos que

u′(x) = (φ′(x) + 2πxφ(x))eπx2

= 0,

de onde concluimos que u(x) = c ⇔ φ(x) = ce−πx2

, com c ∈ R, são
as únicas soluções da equação (3.14). Por outro lado, de acordo com
as propriedade (e) do Teorema 3.7, temos

(φ̂)′(ξ) =

∫ +∞

−∞
(−2πix)e−πx2

e−2πiξxdx

= i

∫ +∞

−∞

(
e−πx2

)′
e−2πiξxdx

= −2πξφ̂(ξ),

(3.15)

onde na última igualdade usamos integração por partes.
Logo, φ̂ também satisfaz a equação diferencial (3.14) e conseqüen-

temente φ̂(ξ) = ce−πξ2

para alguma constante real c. Como φ̂(0) = 1,
então c = 1 e assim φ̂(ξ) = e−πξ2

.
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[SEC. 3.5: FÓRMULA DE INVERSÃO 79

Lema 3.10. Seja f ∈ R
1
c(R). Então,

(f ∗ φn)(x) =

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2

f̂(y)e2πixydy,

para todo n ∈ N.

Demonstração. Combinando o Lema 3.9 com a propriedade (c) do
Teorema 3.7 vale que

φ̂( ·
n)(ξ) = nφ̂(nξ) = nφ(nξ) = φn(ξ).

Então, aplicando esta relação chegamos a seguinte igualdade:

(f ∗ φn)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)φn(x − t)dt

=

∫ +∞

−∞
f(t)φ̂( ·

n)(x − t)dt

=

∫ +∞

−∞
f(t)

(∫ +∞

−∞
φ( y

n)e−2πi(x−t)ydy

)
dt.

Ora, usando a paridade de φ e o Teorema de Fubini obtemos

(f ∗ φn)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)

(∫ +∞

−∞
φ( y

n)e2πi(x−t)ydy

)
dt

=

∫ +∞

−∞
φ( y

n)e2πixy

(∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiytdt

)
dy

=

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2

f̂(y)e2πixydy,

concluindo-se assim aprova do resultado.

Finalmente, estamos em condições de provar a fórmula de in-
versão da transformada de Fourier.
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Teorema 3.11 (Fórmula de Inversão). Seja f ∈ R
1
c(R) tal que a

transformada f̂ ∈ R
1
c(R). Então, para todo x ∈ R, tem-se

f(x) =

∫ +∞

−∞
f̂(y)e2πixydy.

Além disso, vale a relação
̂̂
f(x) = f(−x).

Demonstração. Pelo Lema (3.10), para todo n ∈ N temos

(f ∗ φn)(x) =

∫ +∞

−∞
e−(πy)/n2

f̂(y)e2πixydy.

Passando o limite, quando n → ∞, o lado esquerdo da igualdade
acima tende para f(x), por se φn uma identidade aproximada, e o
lado direito tende para

∫ +∞
−∞ f̂(y)e2πixydy, fazendo uso do teorema da

convergência dominada. Assim, para todo x ∈ R tem-se

f(x) = lim
n→∞

(f ∗ φn)(x) = lim
n→∞

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2

f̂(y)e2πixydy

=

∫ +∞

−∞
f̂(y)e2πixydy.

De onde, segue diretamente relação

f(−x) =

∫ +∞

−∞
f̂(y)e−2πixydy =

̂̂
f(x),

finalizando-se a prova do teorema.

Seja R
1
c(R̂) o subespaço vetorial de R

1
c(R) formado por todas as

funções de R
1
c(R) tais que f̂ ∈ R

1
c(R). Denotamos por Fc o operador

transformada de Fourier definido em R
1
c(R̂), ou seja:

Fc : R
1
c(R̂) −→ R

1
c(R̂),
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dado por Fc(f)(ξ) = f̂(ξ), o qual está bem definido dado que para
toda f ∈ R

1
c(R̂) temos

f̂(x) ∈ R
1
c(R) e

̂̂
f(x) = f(−x) ∈ R

1
c(R).

Corolário 3.12. Seja f ∈ R
1
c(R̂). Então,

F 4
c (f) = Fc ◦ Fc ◦ Fc ◦ Fc(f) = f.

Exemplo 3.13. A transformada inversa da função g(ξ) = e−a|ξ| com
a > 0 é a função

Pa(x) =
2a

4π2x2 + a2
.

Com efeito, pela fórmula de inversão

Pa(x) =

∫ ∞

−∞
e−a|ξ|e2πixξdξ

=

∫ 0

−∞
eaξe2πixξdξ +

∫ ∞

0
e−aξe2πixξdξ

=

[
eaξe2πixξ

2πix + a

]ξ=0

ξ=−∞
+

[
e−aξe2πixξ

2πix − a

]ξ=+∞

ξ=0

=
1

2πix + a
− 1

2πix − a
=

2a

4π2x2 + a2
.

O espaço R
1
c(R̂) nos permite resolver o problema da inversão da

transformada de Fourier, porém não temos uma descrição muito clara
dos seus elementos. Na proxima seção apresentaremos um subespaço
de R

1
c(R̂) de funções muito bem comportadas no infinito onde toda a

teoria feita até agora se adapta de maneira muito simétrica.

3.6 A Transformada de Fourier no Espaço de

Schwartz

Consideremos o seguinte espaço de funções que decrescem rapida-
mente no infinito:
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Definição 3.14 (Espaço de Schwartz). O espaço de Schwartz, deno-
tado por S(R), é constitúıdo pelas funções f : R → C infinitamente
diferenciáveis tais que

σm,n(f) = sup
x∈R

|xmf (n)(x)| < ∞, ∀m, n ∈ N0 = N ∪ {0}.

O espaço S(R) contém o espaço C
∞
0 (R) das funções infinitamente

diferenciáveis de suporte compacto na reta, isto é, f ∈ C
∞(R) e existe

a > 0 tal que f ≡ 0, para todo |x| ≥ a. De fato se f ∈ C
∞
0 (R)

σm,n(f) = sup
|x|≤a

|xmf (n)(x)| < ∞,

visto que as funções cont́ınuas fm,n(x) = |xmf (n)(x)| definidas no
intervalo fechado [−a, a] são limitadas e atingem seu máximo pelo
teorema de Weierstrass.

Um exemplo clássico de função em S(R), que não está em C
∞
0 (R),

é a função gaussiana f(x) = e−x2

, verificação que deixamos a cargo
do leitor.

x

y

e−x2

Lema 3.15. O espaço S(R) é um subespaço vetorial de R
1
c(R). Pre-

cisamente, valem as seguintes afirmações:

(a) S(R) ⊂ R
1
c(R),

(b) Sejam f, g ∈ S(R) e λ ∈ C. Então, f + g ∈ S(R) e λf ∈ S(R)
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Demonstração. Para provar (a), basta observar que se f ∈ S(R),
tomando a constante positiva C = σ0,0(f) + σ2,0(f) temos que

|f(x)| ≤ C

1 + x2
.

Assim, ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx ≤ C

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π.

Deixamos a propriedade (b) como exerćıcio.

Teorema 3.16. Seja f ∈ S(R). Então f̂ ∈ S(R) e, além disso, a
transformada de Fourier restrita a S(R),

Fc : S(R) 7−→ S(R),

é uma bijeção.

Demonstração. Notamos que se f ∈ S(R) então (−2πix)nf ∈ S(R)
para todo n ∈ N. Aplicamos agora sucessivamente as propriedades
(d) e (e) do Teorema 3.7 para obtermos, respectivamente,

f̂ (m)(ξ) = (2πiξ)mf̂(ξ)

e
f̂ (n)(ξ) = [(−2πix)nf ]̂ (ξ),

para quaisquer m, n ∈ N0. Conseqüentemente, para quaisquer m, n ∈
N0 temos que

ξmf̂ (n)(ξ) =
1

(2πi)m
(2πiξ)m [(−2πix)nf ]̂ (ξ)

=
1

(2πi)m

[(
(−2πix)nf

)(m)
]̂

(ξ).

Usando a regra de Leibniz para derivação de produto de funções temos

que g(x) =
(
(−2πix)nf

)(m)
(x) ∈ S(R) ⊂ R

1
c(R). Logo, ξmf̂ (n)(ξ) é

limitada, mostrando isto que f̂ ∈ S(R).
O fato de Fc ser uma bijeção em S(R) é conseqüência imediata

da fórmula de inversão.
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3.7 Teorema de Plancherel

O teorema de Plancherel para transformada de Fourier é o equivalente
da identidade de Parseval para a série de Fourier.

Seja R
2
c(R) o espaço das funções f : R → C cont́ınuas e limitadas

tais que

‖f‖2 :=

(∫ +∞

−∞
|f(x)|dx

)1/2

< +∞,

também conhecido como espaço das funções quadrado integráveis na
reta. Similar ao caso periódico, esta norma provém do produto in-
terno em R

2
c(R), definido por

〈f, g〉 =

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx.

Uma observação interessante é que no caso periódico, qualquer
função quadrado integrável no toro é também absolutamente integrável.
De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz se f é de quadrado in-
tegrável

∫ 1

0
|f(x)|dx ≤

√∫ 1

0
1dx

√∫ 1

0
|f(x)|2dx = ‖f‖2 < ∞.

Além disso, como estamos trabalhando com funções limitadas, a
rećıproca também vale, ou seja, toda função periódica absolutamente
integrável é também quadrado integrável pois

∫ 1

0
|f(x)|2dx ≤ sup

x∈[0,1]
|f(x)|

∫ 1

0
|f(x)|dx < ∞.

No caso da reta, também temos que R
1
c(R) ⊂ R

2
c(R). Entretanto,

o fato de estarmos trabalhando com um domı́nio infinito de integração
no nos garante a inclusão contrária. Por exemplo, a função

f(x) =

{
e−1ex, se x ≤ 1
1
x , se x ≥ 1



“IAH˙F”
2009/5/19
page 85

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 3.7: TEOREMA DE PLANCHEREL 85

está em R
2
c(R), porém não pertence a R

1
c(R). Para isto, basta observar

que ∫ +∞

−∞
|f(x)|dx ≥

∫ ∞

1

dx

x
= lnx

∣∣∣
∞

1
= ∞.

Agora enunciamos e provamos o Teorema de Plancherel que nos
garante que a norma quadrática é invariante pela transformada de
Fourier.

Teorema 3.17. Para toda f ∈ R
1
c(R) temos que f̂(ξ) ∈ R

2
c(R). Além

disso, vale a igualdade
‖f‖2 = ‖f̂ ‖2.

Demonstração. Definimos

g(x) =

∫ ∞

−∞
f(y − x)f(y)dy.

Portanto, g(0) = ‖f‖2
2. Por outro lado, pelo Lema 3.10, temos que

g(0) = lim
n→∞

(g ∗ φn)(0) = lim
n→∞

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2

ĝ(y)dy.

Logo, usando que ĝ(y) = |f̂(y)|2, temos

‖f‖2
2 = lim

n→∞

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2 |f̂(y)|2dy.

Observamos que, se
∫ +∞
−∞ |f̂(y)|2dy < ∞ então o resultado segue do

teorema da convergência dominada. Supondo que
∫ +∞

−∞
|f̂(y)|2dy = ∞,

chegaremos a uma contradição e o teorema estará provado. Com
efeito, nesse último caso, existe a > 0 tal que

∫ a

−a
|f̂(y)|2dy > 2‖f‖2

2.
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Logo, pela convergência uniforme local de fn(y) = e−πy2/n2 |f̂(y)|2
para |f̂(y)|2 quando n → ∞ e o fato de fn ser monótona crescente(
fn+1(y) ≥ fn(y)

)
, existe algum n0 ∈ N tal que

∫ +∞

−∞
e−πy2/n2 |f̂(y)|2dy ≥

∫ a

−a
e−πy2/n2 |f̂(y)|2dy > 2‖f‖2

2,

para todo n ≥ n0, o que é imposśıvel.

3.8 Fórmula de Soma de Poisson

Finalizamos o caṕıtulo conectando as teorias da série e da trans-
formada de Fourier através da beĺıssima fórmula do somatório de
Poisson.

Seja f ∈ C
0(R) e suponhamos que para todo x ∈ R a série

g(x) =
∑

n∈Z

f(x + n)

convirja absolutamente. Observemos que com tais condições, g(x) é
uma função periódica de peŕıodo 1. Suponhamos ainda que a série
de Fourier de g convirja pontualmente, ou seja,

g(x) =
∑

m∈Z

ĝ(m)e2πimx.

Calculando no ponto x = 0 ambas expressões para g temos

∑

n∈Z

f(n) = g(0) =
∑

m∈Z

ĝ(m)

=
∑

m∈Z

∫ 1

0
g(y)e−2πimydy

=
∑

m∈Z

∫ 1

0

∑

n∈Z

f(y + n)e−2πimydy.

(3.16)



“IAH˙F”
2009/5/19
page 87

i

i

i

i

i

i

i

i
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Assumindo que podemos trocar o sinal do somatório em n com a inte-
gral e usando a mudança de variável y → z−n, de (3.16) conclúımos
que

∑

n∈Z

f(n) =
∑

m∈Z

∫ 1

0

∑

n∈Z

f(y + n)e−2πimydy

=
∑

m∈Z

(∑

n∈Z

∫ 1

0
f(y + n)e−2πimydy

)

=
∑

m∈Z

(∑

n∈Z

∫ n+1

n
f(z)e−2πimzdz

)

=
∑

m∈Z

(∫ ∞

−∞
f(z)e−2πimzdz

)
=
∑

m∈Z

f̂(m),

(3.17)

obtendo-se assim a seguinte identidade

∑

n∈Z

f(n) =
∑

n∈Z

f̂(n). (3.18)

A fórmula (3.18) é conhecida como Fórmula de Soma de Poisson e
as deduções para chegar à mesma foram feitas de maneira formal. A
seguir damos condições nas quais a fórmula vale efetivamente com o
rigor matemático necessário.

Teorema 3.18. Seja f ∈ R
1
c(R)

⋂
C

1(R) tal que para algum δ > 0 as
funções

(1 + |x|)1+δf(x) e (1 + |x|)1+δf ′(x)

são limitadas. Então a Fórmula de Soma de Poisson

∑

n∈Z

f(n) =
∑

n∈Z

f̂(n)

vale, onde f̂(n) =
∫ +∞
−∞ f(x)e−2πinxdx.
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Demonstração. Como f(x + n) ≤ C

(1 + |x + n|)1+δ
, pelo teste M de

Weierstrass a série
∑
n∈Z

f(x + n) converge uniformemente para uma

função cont́ınua g. Pelo mesmo argumento, a série
∑

m∈Z

f ′(x+m) con-

verge uniformemente para uma função cont́ınua h. Agora observamos
que, pela convergência uniforme, valem as igualdades
∫ x

0
h(x)dx =

∫ x

0

∑

m∈Z

f ′(t + m)dt

=
∑

m∈Z

∫ x

0
f ′(t + m)dt

=
∑

m∈Z

∫ m+x

m
f ′(s)ds =

∑

m∈Z

[
f(x + m) − f(m)

]
ds

= g(x) − g(0).

(3.19)

Derivando (3.19) temos que h(x) = g′(x), o que implica que que
g ∈ C

1(T), ou seja, g é continuamente diferenciável de peŕıodo 1.
Ora, pelo Teorema 2.26 do caṕıtulo 2 a série de Fourier de g converge
uniformemente para g e, portanto, todos os passos formais feitos em
(3.16) e (3.17) valem de forma rigorosa sob as hipóteses assumidas.
Isto conclui a prova do Teorema.

3.9 Exerćıcios

1. Sejam f, g ∈ R
1
c(R) e λ ∈ C. Prove que

(a) ‖λf‖1 = |λ|‖λf‖1,

(b) ‖f‖1 = 0 ⇔ f = 0,

(c) ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1.

2. Mostre que uma seqüência {fn} de funções cont́ınuas, definidas
na reta, converge uniformemente localmente para uma função
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f se, e somente se, ela converge uniformemente em qualquer
intervalo fechado [a, b] da reta.

3. Mostre que f(x) = e−x2 ∈ S(R). Sugestão: use indução.

4. Prove que se f ∈ S(R), então
∫∞
−∞ |f(x)|pdx < ∞ para todo

p ≥ 1.

5. Prove que se f ∈ C
2(R) é tal que f, f ′, f ′′ ∈ R

1
c(R), então f̂ ∈

R
1
c(R). Logo, f ∈ R

1
c(R̂).

6. Dê um exemplo de função em R
1
c(R̂) que não esteja em S(R).

7. Considere o operador transformada de Fourier

Fc : R
1
c(R̂) −→ R

1
c(R̂).

Prove que se λ é autovalor de Fc então λ4 − 1 = 0, ou seja,
os posśıveis autovalores são λ = ±1,±i. Dê um exemplo de
auto-função associada a algum desses posśıveis autovalores.

8. ∗Seja M : S(R) → S(R) um operador linear tal que

M(xf)(x) = xM(f)(x).

Prove que existe g ∈ C∞(R) limitada tal que M(f) = g f .

9. Assuma que a é um número real não nulo e que f ∈ R
1(R).

Encontre a transformada de Fourier de g(x) = f(x) cos(ax) em
função da transformada de Fourier de f .

10. Existe alguma função f ∈ R
1(R) tal que f̂(ξ) = 1 − sen ξ

ξ ?

11. Assuma que f é diferenciável e que tem transformada de Fourier

f̂(ξ) =
1 + iξ

1 + ξ6
.

Calcule f ′(0).
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12. Seja f ∈ R
1
c(R) tal que f(x) é positiva para todo x ∈ R. Prove

que |f̂(ξ)| < |f̂(0)| para todo ξ 6= 0.

13. Dado a > 0, verifique que vale a identidade

1

π

∞∑

n=−∞

a

a2 + n2
=

1 + e−2πa

1 − e−2πa
.
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Caṕıtulo 4

Aplicações

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar algumas aplicações das teorias
das série e da Transformada de Fourier desenvolvidas nos caṕıtulos
anteriores.

4.1 Somando Séries Numéricas

Não podeŕıamos deixar de fazer uma aplicação rápida sobre soma de
séries numéricas. A idéia básica é calcular a Série de Fourier de uma
função na qual a série convirja e avalia-la num dado ponto.

No Exemplo 2.2 do Caṕıtulo 2 calculamos a Série de Fourier da
função f(x) = |x|, x ∈ [−1/2, 1/2], f(x + 1) = f(x), a qual converge
pontualmente para f pelo Critério de Dirichlet. Assim,

|x| =
1

4
−
∑

|n|≥1

1

π2(2n + 1)2
e2π(2n+1)ix, x ∈ [−1/2, 1/2].

Tomando x = 0 obtemos que

∑

|n|≥1

1

π2(2n + 1)2
=

1

4
,

91
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donde,
∞∑

n=0

1

(2n + 1)2
=

π2

4
.

Por outro lado, aplicando a identidade de Parserval temos que

1

16
+
∑

|n|≥1

1

π4(2n + 1)4
=

∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2

=

∫ 1/2

−1/2
|f(x)|2 dx

=

∫ 1/2

−1/2
x2 dx =

1

12

e assim,
∑

|n|≥1

1

π4(2n + 1)4
=

π4

48

No Exerćıcio 6 indicamos outro exemplo clássico onde podemos aplicar

este método.

4.2 A Série Theta

A função theta se define da seguinte através da série

ϑ(s) =
∑

n∈Z

e−πn2s,

para todo s > 0. Notamos que ϑ está bem definida dado que a série
converge absolutamente se comparamos, por exemplo, com a série∑
n∈Z∗

1
n2 , uma vez que lim

n→∞
n2e−πn2s = 0 por ser s > 0.

Usando a Fórmula de Soma de Poisson provaremos que ϑ satisfaz
uma importante equação funcional, a saber:
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Teorema 4.1. Para todo s > 0 tem-se ϑ(s) = 1√
s
ϑ(1/s)

Demonstração. Seja fs(x) = e−πsx2

. Então, pelo Lema 3.9, temos
que f̂1 = f1. Portanto, usando o item (c) do Teorema 3.7 segue que

f̂s(ξ) =
1√
s
f1/s(ξ).

Como fs ∈ S(R) para todo s > 0, pela fórmula do Somatório de
Poisson obtemos

∑

n∈Z

fs(n) =
∑

n∈Z

f̂s(n) =
1√
s

∑

n∈Z

f1/s(n),

ou seja ϑ(s) = 1√
s
ϑ(1/s).

Observação 4.2. A função ϑ pode ser estendida a todo número
complexo s com parte real positiva (Re(s) > 0), sendo válida ainda a
equação funcional provada acima. Além disso, esta função se conecta
com a função zeta de Riemann, definida por

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
, Re(s) > 1,

a qual joga um papel fundamental na teoria dos números primos.

4.3 O Teorema da Amostragem de Shannon

O resultado que provaremos a seguir tem importantes aplicações na
tecnologia usada para a gravação de audios.

Teorema 4.3 (Teorema da Amostragem de Shannon). Suponha que
f ∈ R

1
c(R) e que f̂(ξ) = 0 para |ξ| ≥ c. Então

f(x) =
∑

n∈Z

f
(nπ

c

) sen (cx − nπ)

cx − nπ
,

onde a soma é uniformemente convergente em R.
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Demonstração. Pela fórmula de inversão da Transformada de Fourier
segue-se que

f(x) =
1√
2π

∫ c

−c
f̂(ξ)eixξdξ =

1

2c

∫ c

−c

2c√
2π

f̂(ξ)e−ixξdξ. (4.1)

Definimos agora as funções

g(ξ) =
2c√
2π

f̂(ξ) e h(ξ) = e−ixξ,

as quais consideramos como restrições no intervalo [−c, c] de funções
2c-periódicas e cujas respectivas séries de Fourier são

g(ξ) =
∑

n∈Z

ĝ(n)ei nπ
c

ξ e h(ξ) =
∑

n∈Z

ĥ(n)ei nπ
c

ξ, (4.2)

com coeficientes dados por

ĝ(n) =
1

2c

∫ c

−c
g(ξ)e−i nπ

c
ξdξ =

1√
2π

∫ c

−c
f̂(ξ)e−i nπ

c
ξdξ

= f
(
−nπ

c

) (4.3)

e

ĥ(n) =
1

2c

∫ c

−c
h(ξ)e−i nπ

c
ξdξ =

1

2c

∫ c

−c
e−ixξe−i nπ

c
ξdξ

=
sen (cx + nπ)

cx + nπ
.

(4.4)

Aplicando a identidade de Parseval polarizada para funções 2c-periódicas
podemos reescrever (4.1) comno segue

f(x) =
1

2c

∫ c

−c

2c√
2π

f̂(ξ)e−ixξdξ

=
1

2c

∫ c

−c
g(ξ)h(ξ)dξ =

∑

n∈Z

ĝ(n)ĥ(n).
(4.5)
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[SEC. 4.4: A EQUAÇÃO DE LAPLACE NO SEMIPLANO 95

Usando em (4.5) a expressão dos coeficientes de Fourier de g e h,
dadas em (4.3) e (4.4), obtemos

f(x) =
∑

n∈Z

ĝ(n)ĥ(n) =
∑

n∈Z

f
(
−nπ

c

) sen (cx + nπ)

cx + nπ

=
∑

n∈Z

f
(nπ

c

) sen (cx − nπ)

cx − nπ
.

Observação 4.4. O Teorema de Amostragem de Shannon nos diz
que, se assumimos que um sinal f(x) é constrúıdo usando apenas
freqüências angulares ξ abaixo do valor c (|ξ| ≤ c) então é posśıvel
reconstruir completamente o sinal se usamos uma amostragem do
mesmo em intervalos de comprimento π/c.

4.4 A Equação de Laplace no Semiplano

A aplicação que faremos a seguir se encontra no contexto das Equações
Diferenciais Parciais. Especificamente, resolveremos o Problema de
Valor Inicial associado à Equação de Laplace no Semiplano

H+ =
{
(x, y) ∈ R2; y > 0

}
.

Isto é, queremos achar um função u tal que
{

∂2u
∂x2 (x, y) + ∂2u

∂y2 (x, y) = 0, (x, y) ∈ H+,

u(x, 0) = f(x) ∈ C
0(R), x ∈ R,

(4.6)

onde u é considerada na classe de funções que satisfazem:

(i) u ∈ C2(H+), i.e, ∂2u
∂x2 (x, y), ∂2u

∂x∂y (x, y) e ∂2u
∂x2 (x, y) são cont́ınuas

em H+,

(ii) u(·, y) ∈ R
1
c(R) para cada y > 0.
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H+

y0u(·, y0) y

x

y

Usando as hipóteses colocadas para u podemos aplicar a Transfor-
mada de Fourier na variável x para transformar a equação de Laplace
na seguinte famı́lia de equações diferenciais ordinárias:

{
−4π2ξ2û(ξ, y) + ∂2û

∂y2 (ξ, y) = 0, ξ ∈ R,

û(ξ, 0) = f̂(ξ).
(4.7)

onde assumimos que a derivação com respeito à variável y comuta
com a Transformada de Fourier na variável x, ou seja,

∂̂2u

∂y2
(ξ, y) =

∫ +∞

−∞

∂2u

∂y2
(x, y)e−2πiξxdx

=
∂2

∂y2

(∫ +∞

−∞
u(x, y)e−2πiξxdx

)

=
∂2û

∂y2
(ξ, y).

Agora, fixamos a variável ξ e resolvemos a equação diferencial or-
dinária de segunda ordem (4.7) na variável y, cuja solução geral é
dada pela expressão

û(ξ, y) = A(ξ)e−2π|ξ|y + B(ξ)e2π|ξ|y, (4.8)

onde A(ξ) e B(ξ) são constantes reais que dependem de ξ. Como
û(ξ, y) é limitada para y > 0 temos que B(ξ) ≡ 0. Ora, da expressão
(4.8) segue-se que û(ξ, 0) = A(ξ) = f̂(ξ), consequentemente

û(ξ, y) = f̂(ξ)e−2π|ξ|y. (4.9)
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Lembramos agora que no Exemplo 3.13 provamos que

Py(x) =
4πy

4π2x2 + 4π2y2

é a transformada inversa de e−2π|ξ|y. Logo, de (4.9) tem-se

û(ξ, y) = f̂(ξ)P̂y(ξ)

Agora podemos recuperar a solução u(x, y) aplicando a propriedade
da transformada da convolução, precisamente temos que

u(x, y) = f ∗ Py(x) =
y

π

∫ ∞

−∞

f(s)

(x − s)2 + y2
ds.

A fórmula acima é conhecida como Fórmula Integral de Poisson para
o semiplano.

4.5 A Desigualdade Isoperimétrica

Nesta seção veremos como as Séries de Fourier podem resolver um
problema clássico em Geometria Diferencial. Mais especificamente,
vamos usar a teoria das Séries de Fourier para demonstrar a famosa
Desigualdade Isoperimétrica para curvas no plano R2.

Como veremos mais adiante, a Desigualdade Isoperimétrica é
uma desigualdade que relaciona o comprimento de uma curva plana
fechada com a área delimitada pela curva, e foi concebida para re-
solver o seguinte problema:

Problema Isoperimétrico 1: Dentre todas as curvas fechadas
simples no plano de comprimento L, qual é a curva (se existir) que
limita a maior área?

Podemos provar (veja o Exerćıcio 1) que resolver este problema é
equivalmente a resolver o seguinte:
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Problema Isoperimétrico 2: Dentre todas as curvas fechadas
no plano que limitam uma área fixa A, qual é (se existir) a que tem
o menor comprimento?

Sendo estes dois problemas equivalente, vamos nos referir a am-
bos simplesmente por Problema Isoperimétrico. O leitor deve se con-
vencer que a curva que é solução para o Problema Isoperimétrico é
um ćırculo.

Apesar do Problema Isoperimétrico ser conhecido desde os tempos
da antiga Matemática Grega, uma prova completa só veio aparecer
em 1870 com Karl Weiestrass. Hoje em dia podemos encontrar várias
outras demonstrações para o Problema Isoperimétrico (veja por ex-
emplo [11]), e também várias generalizações; muitas delas ainda sem
respostas (consulte [12] sobre resultados recentes).

Como veremos a seguir, a Desigualdade Isoperimétrica resolve
este problema completamente.

A fim de enuciarmos precisamente nossos resultados necessitamos
lembrar algumas definições.

Definição 4.5. Uma curva plana é simplesmente uma função cont́ınua
α : I → R2, de um intervalo I da reta no plano Cartesiano.

Dizemos que α é simples se α é injetiva. E dizemos que α é
fechada se I = [a, b] e α(a) = α(b).

Nem toda curva plana simples e fechada tem o seu comprimento
bem definido, o qual pode ser definido por meio de aproximações por
curvas poligonais. Aqui não queremos entrar nesta discussão. Para
darmos uma definição eficiente de comprimento de curvas vamos fixar
mais algumas notações.

Se escrevemos α(t) = (x(t), y(t)), então lembramos que α é difer-
enciável quando as funções x e y são funções reais diferenciáveis.
Neste caso α′(t) = (x′(t), y′(t)). A curva α é dita de classe Ck, k ∈ N,
se as funções x e y são funções de classe Ck. Finalmente dizemos que α
é regular se o seu vetor tangente nunca se anula, ou seja, α′(t) 6= (0, 0)
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Figura 4.1: Curva fechada e curva não fechada

para todo t. Quando queremos estudar propriedades geométricas lo-
cais das curvas é comum exigir que a curva seja regular, pois neste
caso temos uma reta tangente bem definida. Abaixo encontramos um
exemplo de uma curva diferenciável que não é regular.

Exemplo 4.6. Seja α : R → R2 dada por α(t) = (t3, t2). Então α
é de classe Ck para todo k ≥ 1 e α′(t) = (3t2, 2t). Portanto o vetor
tangente a α no ponto t = 0 é (0, 0).

x

y

Figura 4.2: Curva não regular

Quando α é uma curva regular temos uma boa definição para o
comprimento.
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Definição 4.7. Seja α : [a, b] → R2 uma curva regular. O compri-
mento de α no intervalo [a, b] é definido por

L(α) =

∫ b

a
|α′(t)|dt.

Para muitas aplicações é conveniente identificar a curva α : I →
R2 com o seu traço C = α(I) ⊂ R2. De fato, se ϕ : J ⊂ R → I
é um difeomorfismo (bijeção diferenciável com inversa diferenciável)
e β : J → R2 é definda por β(s) = α(ϕ(s)), então α e β têm o
mesmo traço e o mesmo comprimento L(α) = L(β) (veja o exerćıcio
2). Neste caso, dizemos que β é uma reparametrização de α e ϕ é
chamado de mudança de parâmetro. Podemos verificar que α e β
têm várias propriedades geométricas em comum, e é isso que motiva
a fazer a identificação de uma curva com o seu traço. Em particular,
dada uma curva α regular sempre existe uma reparametrização de α
cujo vetor tangente é unitário. Quando isto ocorre dizemos que α é
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Finalmente, lembramos que o Teorema de Jordan-Brower para
curvas planas garante que qualquer curva fechada simples divide o
R2 em duas regiões, uma limitada e outra ilimitada (veja [7] para um
demonstração no caso diferenciável). Mais uma vez, supondo que α é
uma curva regular, é posśıvel mostrar que a área da região delimitada
por α : [a, b] → R2, α(t) = (x(t), y(t)) é dada por

A =
1

2

∣∣∣∣
∫ b

a
x(t)y′(t) − y(t)x′(t)dt

∣∣∣∣ .

Esta fórmula pode ser obtida do Teorema de Green (veja por exemplo
[9] p. 427).

Agora estamos prontos para enunciar e provar o nosso principal
resultado desta seção.

Teorema 4.8 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja C ⊂ R2 uma
curva regular, simples e fechada no plano, de comprimento L e de-
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limitando uma região de área A. Então vale que

A ≤ L2

4π
. (4.10)

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, C é um ćırculo.

Antes de apresentar a demonstração (usando as Séries de Fourier)
veremos como esta desigualdade resolve os dois problemas isoperimétri-
cos que enunciamos acima.

Primeiro, fixado L temos que (4.10) é uma cota superior para
a área A e, se uma curva C tem a maior área dentre todas com
comprimento L, então temos a igualdade em (4.10) e portanto C é
um ćırculo, o que resolve o Problema Isoperimétrico 1.

Por outro lado, fixado A, (4.10) é uma conta inferior para L, a
saber

√
4πA ≤ L, e, analogamente, a curva que tem o menor com-

primento é a que realiza a igualdade, donde um ćırculo. E assim
também resolvemos o Problema Isoperimétrico 2.

Agora observamos que a desigualdade isoperimétrica é invariante
por homotetias. Com efeito, seja C uma curva plana de comprimento
L e limitando uma região de área A. Tomando uma homotetia de
fator λ obtemos uma nova curva C̃, de comprimento L̃ e limitando
uma região de área Ã tais que Ã = λ2A e L̃ = λL (veja exerćıcio 3).
Assim, vale a desigualdade isoperimétrica para C se, e somente se,
vale para C̃.

Portanto, para fins de demonstração podemos supor que L = 1.
Neste caso precisamos mostrar que A ≤ 1

4π .

Prova da Desigualdade Isoperimétrica:

Demonstração. Seja γ : [0, 1] → R2, γ(s) = (x(t), y(t)) uma parametrização
de C pelo comprimento de arco,

i.e.,

||γ′(t)||2 = (x′(s))2 + (y′(s))2 = 1, ∀s ∈ (0, 1).
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Como γ é fechada, temos que x(s) e y(s) são funções periódicas,
(de peŕıodo 1), e, por um argumento de aproximação, podemos su-
por que x e y são de Classe C2. Assim vamos supor que as Séries
de Fourier de x, y, x′ e y′ convergem uniformemente e em média
quadrática:

x(s) =
∑

x̂(n)e2πins, y(s) =
∑

ŷ(n)e2πins,

x′(s) =
∑

x̂′(n)e2πins =
∑

2πinx̂(n)e2πins

e
y′(s) =

∑
ŷ′(n)e2πins =

∑
2πinŷ(n)e2πins.

Como estamos supondo que γ está parametrizada pelo compri-
mento de arco, temos que

∫ 1

0
[x′(s)2 + y′(s)2]ds = 1.

Aplicando a Identidade de Parseval obtemos,

∞∑

n=−∞
4π2|n|2(|x̂(n)|2 + |ŷ(n)|2) = 1. (4.11)

Por outro lado, temos a fórmula da área da região limitada por C
na qual podemos usar a Identidade de Parseval Polarizada (Corolário
2.25) obtendo,

A =
1

2

∣∣∣∣
∫ b

a
x(t)y′(t) − y(t)x′(t)dt

∣∣∣∣

= π

∣∣∣∣
∞∑

n=−∞
n[x̂(n)ŷ(n) − ŷ(n))x̂(n)]

∣∣∣∣.

Neste ponto devemos lembrar das seguintes desigualdades (veri-
fique!)

|zw − wz| ≤ |z||w| ≤ |z|2 + |w|2, z, w ∈ C. (4.12)
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Mais ainda, vale a igualdade se, e somente se, z = w.
Agora, lembrando de (4.11), vamos usar os extremos nas desigual-

dades acima e o fato que |n| ≤ |n|2 para estimar o valor de A,

A ≤ π
∞∑

n=−∞
|n|2

(
|x̂(n)|2 − |ŷ(n)|2

)

≤ 1

4π
.

Que é a desigualdade que estávamos procurando.
Para finalizar, devemos analisar o que acontece com as funções x

e y quando temos a igualdade A = 1
4π .

A nossa primeira observação é que neste caso temos |n| = |n|2,
o que só é verdade quando n = 0, 1, −1. Assim usando as Séries de
Fourier de x e y temos que

x(s) = x̂(−1)e−2πis + x̂(0) + x̂(1)e2πis

e
y(s) = ŷ(−1)e−2πis + ŷ(0) + ŷ(1)e2πis

Agora, lembramos que x e y são funções reais, ou seja x = x
e y = y, e isto implica que x̂(n) = x̂(−n) e ŷ(n) = ŷ(−n) (veja
exerćıcio 10 no caṕıtulo 2). Usando este fato na identidade (4.11)
conclúımos que 2(|x̂(1)|2 + |ŷ(1)|2) = 1; e como vale a igualdade em
(4.12) devemos ter |x̂(1)| = |ŷ(1)| = 1/2. Assim, podemos escrever

x̂(1) =
1

2
e2πiα e ŷ(1) =

1

2
e2πiβ .

Dessa forma, pondo x̂(0) = a e ŷ(0) = b, temos que

x(s) = a +
1

2

(
e−2πi(s+α) + e−2πi(s+α)

)
= a + cos(s + α),

e analogamente
y(s) = b + cos(s + β).
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Finalmente, temos que 2|x̂(1)ŷ(1) − ŷ(1)x̂(1)| = 1. Aplicando a
notação acima nesta igualdade temos,

1 =
1

2
|e2πiαe−2πiβ − e2πiβe−2πiα|

=
1

2
|e2πi(α−β) − e−2πi(α−β)|

= |sen (α − β)|,

donde α − β = kπ/2, para algum k ∈ Z.
Portanto, podemos escrever

x(s) = a + cos(s + α) e y(s) = b + sen (s + α)

ou
x(s) = a + cos(s + α) e y(s) = b − sen (s + α),

dependendo da paridade de k. Em todo caso, temos que a curva γ é
a parametrização de um ćırculo. Isto conclui a prova.

4.6 Exemplo de uma Função Cont́ınua que

não tem Derivada em Nenhum Ponto.

Normalmente, quando estudamos (ou ensinamos) o conceito de dife-
rencibilidade conseguimos provar, sem maiores dificuldades, que toda
função diferenciável é cont́ınua. Também é muito comum nos de-
pararmos com o clássico exemplo da função modular f(x) = |x| como
contra-exemplo para a rećıproca, ou seja, este é um exemplo de uma
função cont́ınua que não é diferenciável. Isto constuma convencer
bem a platéia (posśıvelmente ainda em êxtase diante do novo con-
ceito) e é posśıvel que um estudante venha a concluir o seu curso
com apenas este exemplo ou algumas poucas variantes dele.

Por outro lado, o estudante mais curioso pode não ficar muito
convecido com o exemplo dado, afinal a função f(x) = |x| não é
diferenciável apenas na origem, e por construções semelhantes só é



“IAH˙F”
2009/5/19
page 105

i

i

i

i

i

i

i

i
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posśıvel gerar funções cont́ınuas com um número finito (ou até enu-
merável) de pontos onde a derivada não existe.

Usando o Teorema de Baire é posśıvel mostrar que, fixado um
intervalo [a, b] ⊂ R, o conjunto das funções cont́ınuas que possuem
derivada em algum ponto de (a, b) é magro no conjunto das funções
cont́ınuas que não possuem derivada em ponto algum (veja [10], p.
195). A grosso modo, isto significa que a “maioria”das funções cont́ı-
nuas (definidas num dado intervalo) não possui de derivada em nen-
hum ponto.

Como ocorre com vários outros entes patológicos da matemática,
os exemplos concretos geralmente requerem argumentos mais elabo-
rados.

Para o deleite dos curiosos, vamos apresentar aqui uma famı́lia
de funções cont́ınuas, onde cada uma delas não possui derivada em
nenhum ponto, e faremos isso usando as Séries de Fourier.

Teorema 4.9. Para cada α ∈ (0, 1), a função

rα(x) =

∞∑

n=0

2−nαe2πi2nx (4.13)

é cont́ınua em R, mas não é diferenciável em nenhum ponto de R.

Notemos que a função rα está expressa em termos da sua Série de
Fourier e que nesta série apenas os coeficientes da forma r̂α(2n) não
são nulos, e estes são muito pequenos. Isto significa que cada soma
parcial tem pouca amplitude e muita frequência; essencialmente, este
é o motivo porque esta função (o limite dessas somas parciais) não é
diferenciável.

A continuidade de rα segue do fato que a série
∑∞

n=0 |2−nαe2πi2nx| =∑∞
n=0 2−nα é uma série convergente, dáı, pelo Teste M de Weiestrass,

a série (4.13) converge uniformemente, e como cada parcela é cont́ınua
temos que a série é uma função cont́ınua (veja [8] pg. 375).
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Antes de apresentarmos a demonstração de que rα não é dife-
renciável em nenhum ponto vamos precisar de alguns lemas.

Seja f : R → C uma função periódica f (ou definida em [0, 1))
cuja a série de Fourier é convergente, ou seja,

f(x) =
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx.

Então já vimos que SN (f) = f ∗DN e σN (f) = f ∗FN , onde DN é o
núcleo de Dirichlet e FN é o núcleo de Fejér.

Lema 4.10. Se f ∈ R(T) é uma função cont́ınua que é diferenciável
em x0, então

σN (f)′(x0) = O(log N), quando N → ∞.

Demonstração. Como σN (f) = f ∗ FN , temos, derivando sob o sinal
da integral,

σN (g)′(x0) =

∫ 1

0
F ′

N (x0 − y)f(y)dy =

∫ 1

0
F ′

N (y)f(x0 − y)dy.

Como FN é periódica,
∫ 1
0 F ′

N (y)dy =
∫ 1

2

− 1

2

F ′
N (y)dy = 0. Assim pode-

mos escrever

σN (g)′(x0) =

∫ 1

2

− 1

2

F ′
N (y)[f(x0 − y) − f(x0)]dy.

Como f é diferenciável em x0 temos que

|σN (g)′(x0)| ≤ C

∫ 1

2

− 1

2

|F ′
N (y)||f(x0)|dy,

onde C é uma constante positiva.
Agora temos duas estimativas para F ′

N :



“IAH˙F”
2009/5/19
page 107

i

i

i

i

i

i

i

i
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1. |F ′
N (y)| ≤ CN2.

De fato, como FN é uma combinação linear das funções e2πinx,
com −N ≤ n ≤ N , cujos coeficientes são limitados por 1, então
F ′

N também é uma combinação linear das mesmas funções,
porém com os coeficientes ≤ N . Assim,|F ′

N | ≤ (2N + 1)N ≤
CN2, onde C é uma (outra) constante positiva.

2. |F ′
N (y)| ≤ C

|y2| .

Neste caso lembramos que FN (y) = sen2 (Nπy)
Nsen2 (πy)

. Derivando esta

expressão obtemos,

F ′
N (y) =

2πsen (Nπy) cos(Nπy)

sen2 (πy)
− 2πsen2 (Nπy) cos(πy)

sen3 (πy)
.

Agora usando os fatos que | cos(y)| ≤ 1, |sen (Nπy)| ≤ CN |y| e
|sen (πy)| ≥ c|y|, se |y| ≤ 1/2, conclúımos a segunda estimativa.

Usando essas estimativas temos que

|σN (f)′(x0)| ≤ C

∫

|y|≥1/N
|F ′

N (y)||y| dy + C

∫

|t|≤1/N
|F ′

N (y)||y| dy

≤ C

∫

|y|≥1/N

1

|y| dy + CN

∫

|t|≤1/N
dy

= O(log N) + O(1)

= O(log N).

Agora precisamos definir mais um tipo de convergência para Séries
de Fourier.

Definição 4.11. Definimos a média com atraso de f como sendo

∆N (f) = 2σ2N (f) − σN (f).
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Neste caso temos que ∆N (f) = f ∗ [2F2N − FN ].
Sobre as médias com atraso temos a seguinte consequência do

lema anterior.

Corolário 4.12. Seja f ∈ R(T) nas mesmas condições do Lema 4.10.
Então vale que

∆N (f)′(x0) = O(log N), quando N → ∞.

Finalmente, temos dois fatos particulares sobre a famı́lia de funções
rα.

Lema 4.13. SN (rα) = ∆N ′(rα), onde N ′ é o maior inteiro da forma
2k menor ou igual a N . Em particular, S2n(rα) = ∆2n(rα).

Deixamos a prova deste lema como exerćıcio para o leitor.

Lema 4.14. Se 2N = 2n, então

∆2N (rα) − ∆N (rα) = 2−nαe2πi2nx.

Demonstração. Segue do lema anterior, visto que

∆2N (rα) − ∆N (rα) = S2N (rα) − SN (rα) = 2−nαe2πi2nx.

Agora podemos concluir a prova do Teorema 4.9. Suponhamos
que rα é derivável no ponto x0. Então derivando a identidade do
lema 4.14 temos

|∆2N (rα)′(x0) − ∆N (rα)′(x0)| = |2πi2n2−nαe2πi2nx|
= C2n(1−α) ≥ CN1−α, (4.14)

para alguma constante C > 0.
Por outro lado, pelo Corolário 4.12 temos que

∆2N (rα)′(x0) − ∆N (rα)′(x0) = O(log N).

Isso é uma contradição com a estimativa (4.14). Com esta con-
tradição conclúımos a prova do Teorema 4.9.
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4.7 O Teorema de Weyl

Vamos agora descrever uma aplicação que se encontra na fronteira dos
sistemas Dinâmicos com a Teoria dos Números. A mesma refere-se à
distribuição de números irracionais no intervalo [0, 1].

Antes de enunciar o resultado principal damos alguns conceitos
preliminares. Dado um número real x denotaremos por [x] o maior
inteiro menor ou igual do que x e por 〈x〉 = x− [x] a parte fracionaria
de x. Por exemplo, [2.3] = 2 e 〈2.3〉 = 0.3, bem como [−1.7] = −2 e
〈−1.7〉 = 0.3 Notamos também que, 〈x〉 ∈ [0, 1), para todo x ∈ R.

Definimos agora a seguinte relação de equivalência em R. Dizemos
que dois números reais x e y são congruentes módulo 1 se x − y ∈ Z
e usamos a notação

x = y mod 1

para representar esta frase.

Observamos que qualquer número real x é congruente com um
único número no intervalo [0, 1), que não é mais que sua parte fra-
cionaria 〈x〉. De fato, se existem inteiros n e m e números reais
αn, αm ∈ [0, 1) tais que

x = n + αn = m + αm,

então |n − m| = |αm − αn| < 1. Logo n = m e αm = αn. Por-
tanto, na congruência módulo 1 basta considerar apenas os números
do intervalo [0, 1).

Seja α 6= 0 um número real e consideremos a sequência de seus
múltiplos

α, 2α, . . . , nα, . . .

Olhamos agora para a sequência de suas partes fracionarias

〈α〉, 〈2α〉, . . . , 〈nα〉, . . . (4.15)

e observamos os seguintes fatos:
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• Se α = p/q é racional, então a sequência (4.15) possui apenas
um número finito de elementos distintos, que são

〈p/q〉, 〈2p/q〉, . . . , 〈(q − 1)p/q〉, 〈qp/q〉 = 0.

• Se α é irracional, então todos os elementos de (4.15) são distin-
tos. De fato, se 〈nα〉 = 〈mα〉 com n 6= m, então nα − mα ∈ Z,
sendo α irracional o que é uma contradição.

Provaremos a seguir resultados mais profundos acerca da sequência
(4.15). Por exemplo, mostraremos a densidade da sequência dela no
intervalo [0, 1), resultado provado por Kronecker e que obteremos aqui
como conseqüência do Teorema de Weyl, o qual garante que garante
que a sequência (4.15) é uniformemente equidistribúıda no intervalo
[0, 1).

A seguir definimos o que entendemos por sequência uniforme-
mente equidistribúıda.

Definição 4.15. Dizemos que uma sequência {αn}n∈N de números
reais é uniformemente equidistribúıda no intervalo [0, 1) se para todo
intervalo (a, b) ⊂ [0, 1) tem-se

lim
N→∞

|AN |
N

= b − a,

onde AN =
{
1 ≤ n ≤ N ; αn ∈ (a, b)

}
e |AN | é o número de

elementos de AN .

Exemplo 4.16. A sequência

0,
1

2
, 0 ,

1

3
,

2

3
, 0,

1

4
,

2

4
,

3

4
, 0, . . .

é equidistribúıda em [0, 1). Além disso, ela é densa em [0, 1), pois
contém os racionais deste intervalo.
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Exemplo 4.17. Sendo {rn}n∈N uma enumeração de Q∩ [0, 1), defin-
imos a sequência {αn}n∈N por

αn =

{
rn

2
, se n = 2k,

0, se n = 2k − 1,

não é equidistribúıda em [0, 1), pois se tomamos (a, b) = (0, 1), para
todo N ∈ N metade da sequência estará fora de (0,1). Logo,

lim
N→∞

|AN |
N

=
1

2
6= 1.

Noentanto, a sequência {αn}n∈N é densa em [0, 1).

Os exemplos acima mostram que o conceito de equidistribuição é
mais fino que o de densidade e que para uma sequência ser equidis-
tribúıda deverá ter um bom ordenamento dos seus termos.

Proposição 4.18. Seja {αn}n∈N equidistribúıda em [0, 1). Então,
{αn}n∈N é densa em [0, 1).

Demonstração. Seja x0 ∈ [0, 1) e δ > 0 tal que (x0−δ, x0+δ) ⊂ [0, 1).
Assim,

lim
N→∞

|AN |
N

= 2δ > 0,

o que implica que existe algum termo da sequência no interior do
intervalo (x0−δ, x0+δ). Como δ é arbitrário a densidade está provada.

O seguinte resultado será a peça chave na prova do Teorema de
Weyl.

Lema 4.19. Seja f ∈ C
0(T) e α irracional. Então,

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f(nα) =

∫ 1

0
f(x)dx.
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Demonstração. Dividimos a prova em três passos.
(1) Primeiro suponhamos que f = e0 = 1 a igualdade é óbvia. Se

f = ek(x) = e2πikx, com k 6= 0, temos

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πiknα = lim
N→∞

e2πikα

N

1 − e2πikNα

1 − e2πikα
= 0,

onde o fato de α ser irracional nos garante que 1 − e2πikα 6= 0.
(2) Como o lema vale para as funções ek(x) = e2πikx, k ∈ Z, então

também vale para todo polinômio trigonométrico.
(3) Sendo f cont́ınua e periódica, dado ε > 0 existe um polinômio

trigonométrico tal que

sup
x∈R

|f(x) − p(x)| <
ε

3

(conseqüência do Teorema de Fejér). Pelo passo (2), existe N0 >> 1
tal que para N ≥ N0 tem-se

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

n=1

p(nα) −
∫ 1

0
p(x)dx

∣∣∣∣∣ <
ε

3
.

Portanto,

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

n=1

f(nα) −
∫ 1

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
1

N

N∑

n=1

|f(nα) − p(nα)|

+

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

n=1

p(nα) −
∫ 1

0
p(x)dx

∣∣∣∣∣

+

∫ 1

0
|p(x) − f(x)|dx <

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

para todo N ≥ N0.

Finalmente, enunciamos o Teorema de Weyl.
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Teorema 4.20 (Teorema de Weyl). Seja α irracional. Então, a
sequência

〈α〉, 〈2α〉, . . . , 〈nα〉, . . .
é uniformemente equidistribúıda em [0, 1).

Demonstração. Consideremos uma extensão periódica, de peŕıodo 1,
em toda a reta da função caracteŕıstica χ(a,b). O primeiro passo será
observar que

|AN | = |
{
1 ≤ n ≤ N ; αn ∈ (a, b)

}
| =

N∑

n=1

χ(a,b)(nα).

Portanto, provar o teorema é equivalente a provar

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

χ(a,b)(nα) =

∫ 1

0
χ(a,b)(x)dx.

Agora só resta aproximar a função caracteŕıstica χ(a,b) por funções
periódicas cont́ınuas f−

ǫ e f+
ǫ tais que

f−
ǫ (x) ≤ f(x) ≤ f+

ǫ (x)

e satisfazendo

b − a − 2ǫ ≤
∫ 1

0
f−

ǫ (x)dx e

∫ 1

0
f+

ǫ (x)dx ≤ b − a + 2ǫ.

Assim,

1

N

N∑

n=1

f−
ǫ (nα) ≤ 1

N

N∑

n=1

χ(a,b)(nα) ≤ 1

N

N∑

n=1

f+
ǫ (nα),

de onde, usando o Lema 4.19, obtemos as desigualdades

b − a − 2ǫ ≤ lim inf
N→∞

1

N

N∑

n=1

χ(a,b)(nα)
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e

lim sup
N→∞

1

N

N∑

n=1

χ(a,b)(nα) ≤ b − a + 2ǫ.

Como ǫ é arbitrário, temos lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

χ(a,b)(nα) = b − a.

4.8 Exerćıcios

1. Mostre que o Problema Isoperimétrico 1 é equivalente ao Prob-
lema Isoperimétrico 2.

2. Seja α : I → R2 uma curva regular e ϕ : J ⊂ R → I é um
difeomorfismo. Se β : J → R2 é definda por β(s) = α(ϕ(s)),
mostre que α e β têm o mesmo traço e o mesmo comprimento
L(α) = L(β).

3. Seja T : R2 → R2 uma homotetia de fator λ, ou seja T (v) = λv,
e seja C ⊂ R2 uma curva regular fechada de comprimento L
limitando uma região de área A. Se C̃ = T (C) mostre que o
comprimento de C̃ é igual a λL e a área limitada por C̃ é igual
a λ2A.

4. Mostre que a curva α[0, 1] → R2 dada por α(t) = (t, sen t
t ), se

t ∈ (0, 1] e α(0) = (0, 0) não tem comprimento bem definido.
[Sugestão: Mostre que o comprimento de α restrito ao intervalo
[ε, 1] vai para infinito quando ε → 0.]

5. Prove o Lema 4.13.

6. Use a Série de Fourier da função f(x) = x2, x ∈ (−1/2, 1/2),
f(x) = f(x + 1), para encontrar a soma

∑∞
n=1

1
n2 .
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110




