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Prefacio

Este texto consiste das notas para um curso apresentado no
26° Coloquio Brasileiro de Matematica no IMPA, Rio de Janeiro,
em julho de 2007.

O objetivo do curso “Introdugdo aos Algoritmos Randomizados”
é apresentar a pesquisadores e estudantes da area de ciéncia da com-
putagao as técnicas fundamentais para o desenvolvimento de algo-
ritmos randomizados (também chamados probabilisticos, por alguns
autores). O curso tem carater introdutério: nao sao assumidos conhe-
cimentos avancados de probabilidade ou de algoritmos. Os conceitos
tedricos que se fazem necessdrios sao apresentados no proprio texto,
em geral acompanhando os préprios problemas e algoritmos que os
demandam. Ao completar este curso, o aluno tera travado contato
com o instrumental basico dessa area e com um elenco representativo
de algoritmos randomizados — e, em alguns casos, também deter-
ministicos — para diversos problemas combinatoérios. Este curso in-
trodutério corresponde a tema de iniciacao cientifica, tem um nimero
minimo de pré-requisitos, estimula o aluno a investigacao cientifica e
ainda nao é oferecido regularmente nos curriculos das universidades
brasileiras.

O projeto para este curso a quatro autores nasceu da tese de
doutorado de Vinicius, defendida no Programa de Engenharia de Sis-
temas e Computacdo (PESC) da COPPE/UFRJ em marco de 2006.
Durante a escrita dessa tese, realizada sob a orientacao de Celina,
foram criados varios algoritmos, entre deterministicos e randomiza-
dos, para um problema de teoria dos grafos. Alguns desses algorit-
mos foram desenvolvidos em co-autoria com Guilherme, que fez seu
mestrado em estruturas de dados cinéticas (deterministicas e rando-
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mizadas) também no PESC e orientado por Celina. Guilherme faz
doutorado em geometria computacional na Universidade de Mary-
land. Manoel veio da Universidade Federal de Pernambuco partici-
par como membro da banca da tese de doutorado de Vinicius, tendo
naquela ocasido manifestado interesse em voltar ao tema que apre-
sentara no Coloquio de 1989 para discutir o algoritmo randomizado
de Rabin. Vinicius é, desde abril de 2006, pés-doutor junto ao PESC,
onde lecionou uma versao preliminar destas notas.

Agradecemos ao comité organizador do Coléquio Brasileiro de Ma-
temadtica pela oportunidade de apresentar este curso. Agradecemos
também a CAPES, ao CNPq e a FAPERJ pelo apoio concedido na
forma de bolsas de doutorado, pos-doutorado, pesquisa e auxilios
para viagens. Agradecemos a Antonio Carlos Rodrigues Monteiro e
Raphael Carlos Santos Machado pelas atentas corregoes e sugestoes
de melhorias. Finalmente, agradecemos a Luiz Henrique de Figuei-
redo pelo cuidadoso trabalho de diagramacao.

Celina, Guilherme, Manoel e Vinicius.
Rio de Janeiro, 30 de abril de 2007.
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Capitulo 1

Randomizados?

Algoritmo é uma seqliéncia de instrugoes para resolver um pro-
blema. Computadores sao especialmente habeis para lidar com al-
goritmos, pois, partindo de um estado inicial e seguindo a risca um
encadeamento muito bem definido de passos, a resposta buscada sera
eventualmente anunciada.

Diz-se que experimentos sao aleatdrios, ou randéomicos, quando
seu resultado advém da interacao de um numero tao grande de va-
ridveis que quaisquer tentativas de prevé-los com exatidao seriam
simplesmente vas. O langamento de um dado ou de uma moeda é
exemplo classico: impossivel conhecermos todos os fatores — posicao
e momentos linear e angular exatos no instante do langamento, re-
sisténcia do ar, grau de elasticidade das diversas colisoes etc. — que
influenciardo seu movimento até que, finalmente imével, apresente,
naquela de suas faces que o “acaso” escolheu deixar voltada para
cima, o resultado final do experimento.

Algoritmos randomizados sdo aqueles que utilizam experimentos
randomicos para decidir, em um ou mais momentos durante sua exe-
cugao, o que fazer ou para onde ir. Por motivo de clareza, algoritmos
cldssicos (nao-randomizados) sao também ditos deterministicos.

Na maioria dos casos, é conveniente imaginarmos um algoritmo
randomizado como que langando um dado ou uma moeda e, de acordo
com o resultado obtido, decidindo entre a execugao dessa ou daquela
acdo. Esta é a figura que estaremos constantemente evocando ao
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longo do texto quando nos referirmos as escolhas aleatérias que nos-
sos algoritmos precisarao tomar: o algoritmo simplesmente lanca um
dado — com qualquer nimero de faces.

E evidente, no entanto, que computadores nao podem valer-se de
tais expedientes fisicos ou mesmo lidicos. Portanto, na pratica, o que
entra em cena nos papéis de dados e moedas sao os famosos geradores
de miimeros aleatdrios!.

Geradores de numeros aleatérios, por sua vez, nada mais sao do
que algoritmos — deterministicos! — que, utilizando func¢des de dis-
persao e valores obtidos do relégio interno da maquina, sao capazes
de simular o “sorteio” de um numero, tirado de um conjunto finito
deles, com distribuicio de probabilidade tdao préxima da uniforme?
quanto melhor o gerador.

Recentemente, algoritmos randomizados tém encontrado aplica-
¢ao em areas tao distintas quanto computacao algébrica, criptografia,
geometria computacional, protocolos de redes, computacao distribu-
ida, teoria dos grafos, estruturas de dados e outras. O motivo: algo-
ritmos randomizados sao, quando comparados a seus correspondentes
deterministicos, em geral mais simples ou mais eficientes — ou ambos.

Poderia soar bastante estranho que a introducao de aleatoriedade
num reino digital j& tao aparentemente imprevisivel viesse — ao invés
de piorar ainda mais as coisas — trazer ao mesmo tempo eficiéncia
e simplicidade sem cobrar por isso qualquer prego. Mas hé, de fato,
um preco: a incerteza. Incerteza essa que pode aparecer em um de
dois lugares: na propria qualidade da resposta obtida pelo algoritmo
— que pode, em alguns casos, estar errada! — ou em seu tempo de
execucgao, que passa a depender nao mais exclusivamente da entrada
do problema, mas também dos resultados dos experimentos aleatérios
empregados pelo algoritmo.

Felizmente, como veremos, o preco cobrado pelos algoritmos ran-
domizados cuja incerteza recai na qualidade das respostas por eles
obtidas nao é injustamente alto. De fato, ndo apenas é possivel ter-
mos total conhecimento do quao (im)provével é a exibigdo de uma
resposta incorreta por parte deles, como podemos também negociar

ITambém chamados geradores de niimeros pseudo-aleatdrios, o que, embora
possa soar um pouco pedante, é mais correto.

2Uma distribuicdo de probabilidade é uniforme quando todos os resultados do
experimento aleatério ocorrem com idéntica probabilidade.



esse preco em troca da moeda tempo. Permitindo-lhes o emprego de
uma maior quantidade de tempo computacional, consegue-se refinar
a probabilidade de erro a niveis tao infimos quanto se queira. Vere-
mos também que, quando essa diminuicao da probabilidade de erro se
da exponencialmente com a quantidade de tempo empregada, como
acontece na maioria dos casos interessantes, podemos estar diante de
um algoritmo randomizado eficiente e 1til, situagao essa certamente
bastante desejavel.

Ja a incerteza presente naqueles outros algoritmos — cujo tempo
de execucao nao pode ser deterministicamente previsto — volta-se
quase sempre a seu proprio favor. A idéia central é a de que, por
pior que seja a entrada do problema, seu tempo de execucao sera,
com alta probabilidade, bom. Um paradigma muito util aqui é o
do adversdrio malicioso, uma entidade supostamente conhecedora de
cada linha de nosso algoritmo e que, implacavel, submete-lhe sem-
pre uma instancia de entrada tao desfavoravel quanto possivel, isto
é, aquela que dele exigird a execugao do nimero maximo de passos.
Tal entidade — cujas acoes assumem, na pratica, formas tao prosai-
cas quanto seqiiéncias pré-ordenadas de numeros ou grafos conexos
2-regulares — nada pode contra algoritmos randomizados, uma vez
que desconhece as escolhas aleatérias que serao por eles feitas. Ou
seja, a mesma incerteza que, por um lado, nao nos permite prever
exatamente o tempo de execucao para uma determinada instancia do
problema (por exemplo, para a pior possivel) é, por outro, o que nos
garante que uma entrada jamais serd ruim o suficiente para obrigar
nosso algoritmo a executar um ntimero excessivo de passos — passos
que seriam, talvez, forgosamente executados por um algoritmo deter-
ministico ao se ver diante dessa ou daquela instancia desfavoravel.

Este primeiro capitulo é a introdugao, propriamente dita, aos al-
goritmos randomizados. Fazemos, nas segoes 1.1 e 1.2, uma breve
revisao de tépicos basicos de probabilidade, variaveis aleatorias e de-
sigualdades de cauda, necessarios ao bom entendimento das anélises
dos algoritmos que aparecem ao longo do texto. Na secao 1.3, des-
crevemos as duas principais familias de algoritmos randomizados —
Monte Carlo e Las Vegas — e apresentamos a argumentacao combi-
natéria que as justifica, ilustrando-as com exemplos faceis e didéticos.
Na secao 1.4 encontram-se as classes de complexidade as quais per-
tencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos ran-
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domizados. O capitulo se encerra com segoes de exercicios e notas
bibliograficas, como acontecera também nos demais capitulos deste
texto.

O Capitulo 2 aborda a andlise probabilistica de algoritmos, bem
como alguns dos paradigmas combinatdrios mais comuns relacionados
a nosso tema. Algoritmos de ordenacao bem conhecidos sao utilizados
para ilustrar as idéias principais.

Primalidade é o tema de nosso Capitulo 3. Por exigir este tema
ferramentas matematicas proprias e decerto mais complexas que aque-
las necessérias aos demais capitulos, adotamos aqui uma abordagem
mais lenta, no sentido em que nos concedemos voltar a definigoes
basicas de onde resultados mais complexos sao entao, pouco a pouco,
inferidos. Permitimos, assim, que o leitor acumule, ao longo de quase
todo o capitulo, o conhecimento que se faz essencial para o entendi-
mento de um dos algoritmos randomizados mais importantes, famosos
e utilizados na pratica: o algoritmo de Rabin para primalidade.

No Capitulo 4, discutimos alguns problemas de geometria com-
putacional, drea que vem se mostrando fértil para o florescimento de
algoritmos randomizados interessantes e eficientes — como os que sao
nesse capitulo apresentados.

O Capitulo 5 fecha este texto apresentando o método proba-
bilistico para provas de existéncia e de-randomizacao.

1.1 Probabilidade basica

E evidente que o estudo de algoritmos randomizados nao poderia
prescindir de alguma dose de cédlculo de probabilidades, pelo que
entao fazemos agora uma breve e informal revisao de alguns de seus
mais importantes conceitos. Procuramos ilustrar cada um dos tépicos
com exemplos faceis, e recomendamos as notas bibliograficas ao final
deste capitulo para material mais aprofundado.

1.1.1 Axiomas e definigoes
Espago probabilistico, espago amostral e eventos

Sempre que se fala em probabilidade, é preciso deixar claro o espago
probabilistico sobre o qual as probabilidades sao aferidas. Um espago
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probabilistico é constituido de:

e um espaco amostral Q = {ry,rq,...}, que é o conjunto de todos
0s possiveis resultados de um experimento aleatério qualquer.
Eventos sao quaisquer subconjuntos de €. Os subconjuntos
unitarios E; = {r;} € Q,i = 1,2,..., definem os eventos ele-
mentares daquele experimento.

e uma fungdo de probabilidade Pr, que associa a cada evento A C
) uma probabilidade Pr[A], que pode ser entendida como o
valor para o qual converge a taxa de ocorréncia daquele evento®
caso o experimento seja repetido por um ntimero muito grande
de vezes.

Funcao de probabilidade

A funcdo de probabilidade Pr precisa atender as seguintes condigoes:
1. Para todo evento A C 2, 0 <Pr[4] <1.
2. Pr[Q] = 1.

3. Para eventos Ap, Ao, ... disjuntos dois-a-dois, vale Pr[J; 4;] =
>, PrlA,).

Seja, por exemplo, o experimento aleatério muito simples do lan-
camento de um dado honesto de seis faces e o espago probabilistico de-
finido pelo conjunto 2 = {1,2,3,4,5,6} de seus possiveis resultados e
pela fungao de probabilidade Pr que associa a cada evento elementar
E; = {i} — entendido como “o resultado obtido foi i” (i =1,...,6)
— a probabilidade Pr[E;] = 1/6. Podemos estar interessados em
eventos um pouco mais complexos como “o resultado obtido foi par”,
que equivale ao evento B = {2, 4,6}, ou “o resultado obtido foi maior
do que 77, que é simplesmente o evento C' = { }.

3Quando se pensa na ocorréncia de um evento A, estd-se pensando no(s)
caso(s) em que o resultado do experimento pertence ao conjunto A.
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Principio da inclusao-exclusao

Sejam Aj, As, ... eventos arbitrarios quaisquer. Entao,

= > Pr(4]

- Z ].:)I'[Az N Aj]
1<j
+ Z PI‘[AZ' n A]' N Ak]

i<j<k

—e (=D Y Pr

11 <ip<---<1ig

Pr

U4

l

(4.

r=1

Ainda no exemplo do langamento de um dado, suponha que este-
jamos interessados no evento “o resultado é par ou miltiplo de 3”.
E claro que, aqui, estamos diante do evento D = {2,3,4,6} e, pela
condigao 3 da definigao da funcao de probabilidade, temos que Pr[D]
= Pr[{2}] + Pr[{3}] + Pr[{4}] + Pr[{6}] = 4/6. No entanto, po-
derfamos pensar em D como sendo a uniao dos eventos “resultado
par” e “resultado miiltiplo de 37, isto é, Dy = {2,4,6} e Dy = {3, 6},
respectivamente. Sendo assim, e aplicando o principio da inclusao-
exclusao que queremos ilustrar, teriamos

Pr[D] = Pr[D;UDs]
= Pr[Dy] + Pr[D3] — Pr[D; N Dy
= Pr[{2,4,6}] + Pr[{3,6}] — Pr[{6}]
= 3/6+2/6—1/6
= 4/6.

Limite da uniao

Decorre do principio da inclusao-exclusao a seguinte desigualdade,
tao simples quanto 1til na obtenc¢ao de limites para diversas proba-
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bilidades associadas a algoritmos randomizados:

Embora pareca pouco justo este limite da unido, o fato é que nao
apenas é, na maioria das vezes, perfeitamente suficiente a utilizagao
de tal limite quanto seria extremamente dificil o calculo exato de
probabilidades complexas pelo principio da inclusao-exclusao. Além
disso, como veremos, em muitos casos ja estamos mesmo trabalhando
com desigualdades e majorantes, donde um excesso de pragmatismo
no célculo exato de determinadas probabilidades nao faria mais que
adicionar paginas pouco uteis a andlise do algoritmo em questao.

Pr

Probabilidades condicionais e eventos independentes

A probabilidade condicional de um evento A dado um evento B é
escrita Pr[A|B] e corresponde & probabilidade de que o resultado do
experimento aleatdrio pertenca ao conjunto A sabendo-se que per-
tence ao conjunto B.

Podemos calcular Pr[A|B] como

Pr[AN B]

Pr[A|B] = Pr(]

Se Pr[A|B] = Pr[A], dizemos que A e B sdo independentes en-
tre si. Intuitivamente, conhecermos que o resultado do experimento
pertence a B em nada altera a avaliagao da probabilidade de que ele
pertenca a A.

Da definicao das probabilidades condicionais advém a expressao
para o calculo da probabilidade de uma conjuncao de eventos:

N4

i=1

Pr

= - Pr AZ‘mAj
i=1

i<i
E, no caso particular de eventos dois-a-dois independentes, temos

Pr[ﬁAi] = f[lPr[Ai}.

i=1
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Probabilidade total e a Regra de Bayes

Se particionamos o espago amostral ) em eventos (disjuntos) By, Ba,
.., B, podemos calcular a probabilidade de um evento A qualquer
pela expressao seguinte, conhecida como probabilidade total:

Pr[A] = > Pr[A|B,]Pr[B;].

i=1

Dessa expressao decorre a chamada Regra de Bayes para probabili-
dades condicionais:
PI‘[Bk N A] PI’[A‘B;C]PI'[B]C]

PP = T T ST, PrAIBIPIB]

1.2 Variaveis aleatdrias e esperanga

Muitas vezes interessa-nos atribuir um valor numérico ao resultado
de um experimento aleatério qualquer. Por exemplo, se nosso ex-
perimento consiste de seis langamentos consecutivos de uma moeda,
temos 25 = 64 diferentes seqiiéncias possiveis de caras e coroas, cada
uma das quais constituindo um evento elementar do espago amos-
tral (2 associado aquele experimento. Se usarmos a notacao K para
cara e C para coroa, nossos eventos elementares podem ser escri-
tos como “KKKKKK”, “KKKKKC”, “KKKKCK”, “KKKKCC” etc.
Pode ser, no entanto, que interesse-nos apenas, digamos, o tamanho
da maior seqiiéncia de caras consecutivas. Neste caso, eventos elemen-
tares como “CKKKKC” e “KKKKCC” correspondem a um mesmo
resultado de um méximo de 4 caras consecutivas.

Uma varidvel aleatéria X é, portanto, uma fungao de certo espago
amostral Q) no conjunto dos ntmeros reais (isto é, X : Q@ — R),
de forma que, ao escrevermos Pr[X = z| estamos nos referindo &
probabilidade de que o resultado r do experimento aleatério seja tal
que X(r) = z.

Seja novamente o experimento do exemplo anterior, onde uma
moeda é langada seis vezes consecutivas. Se definimos uma varia-
vel aleatéria Y como sendo o ntmero total de coroas obtidas, es-
crevermos Pr[Y < 1] é o mesmo que escrevermos Pr[{ “KKKKKK”,
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“CKKKKK”, “KCKKKK”, “KKCKKK”, “KKKCKK”, “KKKKCK”,
“KKKKKC”}], donde Pr[Y < 1] = 7/64.

Analogamente & independéncia de eventos, dizemos que duas va-
ridveis aleatérias X e Y sdo independentes se Pr[X = z,Y = y] =
Pr[X = z|Pr[Y = y] ou, equivalentemente, Pr[X = z|Y = y| =
Pr[X = z].

A fungao densidade de probabilidade p : R — [0, 1] de uma varidvel
aleatéria X ¢ definida como px (z) = Pr[X = z].

A esperanca, ou o wvalor esperado, de uma varidvel aleatéria X
é, intuitivamente, a média dos possiveis valores de X ponderados
pelas freqiiéncias com que X assume cada um daqueles valores. Mais
formalmente,

E[X] = prx(a:).

1.2.1 Linearidade da esperanga

Um conceito absolutamente importante com respeito as varidveis
aleatérias e sua aplicagao em algoritmos randomizados é o da line-
aridade da esperanga, que reza que, nao importando se as varidveis
aleatdrias em questao sao ou nao independentes, vale

E[h(XlaX27 e 7X'VL)] = h(E[Xl]aE[XQ]a s 7E[X71,D )

para toda fungao linear h.

Voltemos, ainda uma vez, ao exemplo dos seis langcamentos da
moeda. Estamos interessados no valor esperado da variavel aleatoria
Y que representa o total de coroas obtidas. Pela definicdo de espe-
ranga, poderfamos calcular E[Y] como

EY]=1-Pr[Y =1]4+2-Pr[y =2+ - +6-Pr[Y = 6],

onde Pr[Y = y] é dada por (2)2’6. Pela linearidade da esperanca,
no entanto, é ficil obter E[Y] escrevendo primeiramente ¥ = Y7 +
Yo +-- -+ Ys, onde cada Y; representa o numero de coroas obtidas no

i-ésimo lancamento da moeda, e, entao:

6

>y

i=1

6

=Y E[Y;]=6-1/2=3.

i=1

E[Y] =E
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Aqui tivemos que calcular explicitamente apenas a esperanca de Y;,
que é 0-Pr[Y; = 0]+1-Pr[Y; = 1] = 1/2, supondo “honesta” a moeda.

1.2.2 Limites de cauda

A esperanca de uma varidvel aleatéria nos dé a idéia de “média” e
costuma ser extremamente valioso conhecé-la, especialmente se es-
tamos interessados no valor acumulado apés um numero grande de
repetigoes do experimento randoémico. Por exemplo, se a varidvel
aleatéria em questao € o tempo de execugao X de um algoritmo ran-
domizado, é no minimo 1util — e talvez indispensiavel — sabermos
que, ap6s um numero grande k de execugoes daquele algoritmo, o
tempo total gasto terd convergido para kE[X].

Entretanto, no caso de estarmos interessados em uma atribuicao
de valor aquela varidvel aleatdria (por exemplo, uma execucao parti-
cular do algoritmo), a esperanga, apenas, nao nos diz muito a respeito
da densidade de probabilidade daquela varidvel (que é, em tltima
instancia, o que nos diria tudo sobre ela).

Na auséncia da expressao exata para a densidade de probabili-
dade, podemos fechar algumas lacunas utilizando limites de cauda
como a desigualdade de Markov, dada a seguir:

E
Pr(X >a] < %, para todo a > 0,

valida para varidveis aleatorias X que assumem apenas valores nao-
negativos.

Na verdade, a desigualdade de Markov é o melhor que podemos
conseguir quando tudo o que conhecemos é a esperanca da varidvel
aleatdria (e o fato de assumir ela apenas valores nao-negativos).

Se, além da esperanca, conhecermos também a varidncia de uma
variavel aleatoria X,

Var[X] = E[(X - E[X])*] = E[X?] - (E[X])?,

podemos estabelecer, a partir da desigualdade de Markov, um limite
mais forte conhecido como desigualdade de Chebyshev:

< Var[X]

Pr[|X - E[X]| >4a] < 5 para todo a > 0.
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A desigualdade de Chebyshev também pode ser escrita como

1
Pr[|X — E[X]| > ko] < 73 bara todo k > 1,
onde 0 = /Var[X] é o desvio padrdo de X, que d& intuitivamente o

quao afastados da esperanga os valores assumidos por X devem estar.

Desigualdades como as de Markov e Chebyshev sao muito utili-
zadas na analise de algoritmos probabilisticos e sao muitas vezes as
responsaveis por prover o grau de confianca necessario a adogao de
estratégias randomizadas em problemas praticos.

As desigualdades conhecidas como limites de Chernoff podem
ser ainda mais poderosas, ainda que fujam ao escopo deste curso
introdutorio. O leitor pode encontrar maiores informagoes nas notas
bibliogréficas.

1.2.3 Algumas variaveis aleatorias importantes

Descreveremos agora, para referéncia, as variaveis aleatérias mais
comuns e Uteis para nosso tema.

Varidvel aleatéria de Bernoulli

A varidvel aleatéria de Bernoulli é comumente usada como indica-
dor da ocorréncia de algum evento, ja que pode assumir apenas dois
valores: 0 (normalmente associado a nao-ocorréncia de determinado
evento) ou 1 (normalmente associado & sua ocorréncia).

E comum chamarmos de “sucesso” ao evento para o qual o indi-
cador de Bernoulli recebe valor 1, e de “fracasso” a seu complemento.
Sendo p a probabilidade associada ao sucesso, temos a seguinte den-
sidade de probabilidade para nossa varidvel de Bernoulli:

1—p sex=0
px(x) =4 p sex =1
0 para todos os demais valores de x.

O evento em questao, propriamente dito, pode ser qualquer. Por
exemplo, suponha uma roleta numerada de 0 a 36 onde a probabi-
lidade de se obter qualquer um dos ntimeros é idéntica e, portanto,
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igual a 1/37. Estamos interessados em saber se, numa dada rodada
da roleta, houve ou ndo, como resultado, o nimero zero (que, no
famoso jogo de azar, é associado a ganho da “banca”). Terfamos,
nesse caso, “sucesso” definido como o evento em que zero é o nimero
sorteado, sendo fracasso o evento complementar em que sai qualquer
outro numero entre 1 e 36. A probabilidade de sucesso associada a
nossa variavel de Bernoulli seria, portanto, de 1/37.

E facilmente demonstravel que a esperanca de uma varidvel alea-
téria de Bernoulli é igual a probabilidade de sucesso p. Sua variancia

é p(1—p).

Variavel aleatéria binomial

A varidvel aleatéria binomial aparece, normalmente, quando se deseja
indicar o total de sucessos obtidos apds uma seqiiéncia de n experi-
mentos randémicos idénticos e independentes. Em outras palavras,
pode ser entendida como a soma de n indicadores de Bernoulli, cada
um dos quais associado a uma mesma probabilidade de sucesso p.

Ja vimos — sem o termos anunciado — a variavel aleatoria bi-
nomial, quando nos interessamos pelo nimero total de coroas ob-
tidas em seis lancamentos consecutivos de uma moeda. Trata-se,
portanto, de uma binomial X que pode ser entendida como a soma
X = X; + X5 + -+ 4+ Xg de indicadores de Bernoulli, cada um dos
quais associado a uma probabilidade de sucesso igual a 1/2.

Usualmente, abreviam-se varidaveis aleatdrias binomiais com pa-
rametros n (ndmero de repeti¢oes de um experimento) e p (probabili-
dade de que uma execugao do experimento resulte em sucesso) como
B(n,p). Sua densidade de probabilidade é dada por

n

px(z) = ( )pm(l -p)"",

x
para 0 < z < n e x inteiro. Todos os demais valores reais de x
resultam em px (z) = 0.

A esperanga E[X] de uma varidvel aleatéria X com distribui¢ao
binomial B(n,p) é igual a np, como pode ser facilmente verificado.
Para obtermos a variancia da binomial, é preciso conhecermos
E[X?] = n(n — 1)p? + np, que resulta diretamente da definicio de



[SEC. 1.3: MONTE CARLO E LAS VEGAS 13

esperanga, mas cujos cdlculos nao apresentamos aqui. Chega-se, as-
sim, a Var[X] = np(1 — p).

Variavel aleatéria geométrica

Quando, ao invés de nos interessarmos pelo total de sucessos numa
seqiiéncia, estamos preocupados com o nimero de repetigoes de um
experimento randémico até o momento em que o primeiro sucesso
tenha sido observado, estamos diante de uma variavel aleatoria geo-
métrica.

Suponha que, no exemplo da moeda, nao limitdssemos em 6 o
nimero de langamentos, mas, do contrario lan¢assemos a moeda o
numero de vezes que fosse necessario até o aparecimento da primeira,
digamos, coroa. Este nimero é exatamente o valor assumido por
nossa variavel aleatéria geométrica.

A densidade de uma geométrica X com probabilidade de sucesso p
é dada por

p(1—p)*~! paraxz=1,2,3,...
px(z) = .
0 para todos os demais valores de z.

A esperanga de uma geométrica é o inverso de sua probabilidade
de sucesso, ou E[X] = 1/p. Sua variancia é (1 — p)/p?.

1.3 Monte Carlo e Las Vegas

Voltemos, agora, ao assunto que mais nos interessa: algoritmos ran-
domizados. Como o adiantaramos na introdugao, portanto, existem
dois grandes grupos de algoritmos randomizados, que se distingiiem
um do outro pela localizagao da incerteza que resulta da presenca de
experimentos aleatérios a dirigir-lhes de algum modo os passos: se
na prépria corretude da resposta apresentada, sao ditos algoritmos de
Monte Carlo; se em seu tempo de execugao, sao chamados algoritmos
de Las Vegas.

Da aplicacao real depende a maior adequagao de um ou outro
tipo. Se é preciso a garantia de que o tempo exigido pelo algoritmo
serd deterministicamente limitado, em todas as suas execugoes, por
uma certa funcdo do tamanho da entrada, um algoritmo de Monte
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Carlo é certamente o mais indicado, e uma margem diminuta de erro
pode mesmo ser irrelevante diante da certeza de boa performance que
ele venha a oferecer. Ja a necessidade de se estar sempre diante da
resposta correta aponta o uso de um algoritmo de Las Vegas.

Na maior parte das vezes, no entanto, o que permite ou sugere
a construcao de algoritmos de um ou outro tipo é o conjunto de
caracteristicas do problema em si — e alguma dose de experiéncia.
Tanto é assim que nem sempre se conhece algoritmo de Las Vegas
eficiente para um problema para o qual existe algoritmo de Monte
Carlo arrasador; da mesma forma, muito embora seja sempre possivel
construirmos a partir de um algoritmo de Las Vegas um outro, de
Monte Carlo (vide se¢ao 1.3.3), nem sempre este tltimo apresentard
desempenho suficientemente interessante.

1.3.1 Monte Carlo

Algoritmos randomizados de Monte Carlo nem sempre dao a resposta
certa. Existe uma chance, inerente ao algoritmo, de que a resposta
apresentada esteja desastrada e inescrupulosamente errada.

Nao é preciso, no entanto, que lhes votemos absolutamente qual-
quer sentimento prematuro de desconfianca ou antipatia. Afinal, a
vida pratica é também cheia de incertezas. FExames laboratoriais
podem diagnosticar doencas inexistentes, mas nao deixam de ser fer-
ramentas valiosas nas maos do bom médico. E preciso apenas saber
lidar com a possibilidade de erro.

Algoritmos randomizados nao estao limitados a problemas de de-
cisdo*. Estes, porém, permitem dividir os algoritmos de Monte Carlo
em dois tipos: os de erro unilateral e os de erro bilateral.

Algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral para problemas de
decisao erram, como sugere o nome, apenas para um dos lados: aque-
les que sao baseados-no-sim nunca erram quando a resposta por eles
encontradas é SIM; ja os baseados-no-nao estao sempre falando a ver-
dade quando apresentam o NAQ como resposta. Algoritmos de Monte

4Problemas de decisdo sdo aqueles em que se deseja descobrir se algo é verda-
deiro: existe representagdo plana para este grafo? Tal niimero é primo? E possivel
ir da cidade A & cidade B passando por no méaximo k cidades intermediarias? Esta
amostra de sangue possui o virus XYZ? Estes sao todos exemplos de problemas
de decisdo — a resposta certa é um simples SIM ou NAO.
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Carlo de erro bilateral podem retornar tanto SIM quanto NAO incor-
retos.

A unilateralidade do erro de um algoritmo de Monte Carlo é ca-
racteristica importante que permite-nos refinar eficientemente nosso
“grau de confianga” na resposta obtida a niveis tao bons quanto de-
sejemos.

Exemplo: identidade de polinémios

Seja o seguinte problema: dados dois polinémios de grau d, um deles
apresentado na forma de um produto de polinémios de primeiro grau,
e.g., F(z) = (z —a1)(x —as) -+ (x — aq), e outro na forma canoénica
da soma de monémios, e.g., G(z) = bgz? 4+ bg_1241 4+ -+ + by + by,
é verdade que ambos os polindémios sao idénticos?

Um algoritmo muito simples é aquele baseado na comparacao dos
coeficientes dos termos de mesmo grau dos dois polinémios, uma vez
que ambos encontrem-se na forma canoénica. Para isso, o algoritmo
teria que, em primeiro lugar e inevitavelmente, transformar F(x),
executando, para isso, um nimero quadratico O(d?) de operagoes
bésicas de adi¢ao e multiplicacao.

Eis um algoritmo randomizado que da a resposta certa com pro-
babilidade alta em tempo linear no grau dos polinémios, ou seja,
executando um nimero O(d) de operagoes bésicas:

Entrada:
F, G: dois polinbmios de grau d.
Saida:
SIM ou NAO, decidindo se F' e G s3o idénticos.

identidadePolinémios(F, G):
sorteie aleatdria e uniformemente um inteiro w entre 1 e 100d
avalie F(w) e G(w)
retorne NAO se F'(w) # G(w); caso contrario, retorne SIM

Figura 1.1: Monte Carlo para verificar a identidade de polinémios.
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Observe que o algoritmo da figura 1.1 é um algoritmo de Monte
Carlo de erro unilateral baseado-no-nao. De fato, quando o algoritmo
responde NAO, ele tem sempre razdao. HA4 um certificado para esse
NAO, algo que garante a corretude dessa resposta. Ora, se existe um
numero w para o qual F(w) # G(w), os polinémios ndo podem ser
idénticos. Observe que, se os polindmios sao idénticos o algoritmo
jamais responderd erradamente que eles nao o sejam. Nao existe algo
como um “certificado falso” para o NAO.

Por outro lado, se a resposta dada pelo algoritmo é SIM, ha uma
chance de que ela esteja errada. E possivel que os polindémios ndo
sejam idénticos, mas que o inteiro w sorteado aleatoriamente apenas
seja raiz do polinémio H(z) = F(x) — G(z), caso este em que F(w)
e G(w) avaliariam o mesmo valor especificamente para w. Nao cons-
tituiria a igualdade F(w) = G(w), portanto, um certificado para o
SIM®; poder-se-ia concluir apenas que o algoritmo ndo localizou um
certificado para o NAO.

Se o algoritmo sempre acerta a resposta quando os polindémios
sao idénticos, a pergunta é: qual a probabilidade do algoritmo errar
a resposta quando os polinémios nao sdo idénticos?

Sabemos que um polinémio de grau d possui no maximo d raizes
inteiras distintas. Dessa forma, a probabilidade de que o inteiro w
sorteado aleatoriamente seja raiz de F'(z) — G(z) é menor ou igual a
d/100d = 1/100.

O que ganhamos com esse algoritmo? Ora, é possivel avaliar arit-
meticamente polindmios de grau d em tempo linear O(d). Rodando,
portanto, em tempo O(d), nosso algoritmo é extremamente mais efi-
ciente do que o algoritmo deterministico O(d?) que menciondramos.

Probabilidades associadas ao Monte Carlo de erro unilateral

A pergunta que precisamos responder, quando diante de um algo-
ritmo de Monte Carlo, é: qual a probabilidade p > 1 — ¢ de que a
resposta correta seja dada?

5E evidente que poderia haver um certificado para o SIM, se o desejassemos.
Bastaria nos certificarmos de que os polinémios avaliam os mesmos resultados
para d + 1 valores distintos de w. Mas ter que realizar O(d) avaliagdes, cada
uma das quais em tempo O(d), nos daria um algoritmo de tempo quadritico
O(d?), justamente a performance ruim que queremos evitar. Nio hé, portanto,
um certificado eficiente para o SIM.
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Seja um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral e sejam os
seguintes eventos associados a uma execugao do algoritmo para uma
determinada instancia de um problema de decisao.

e Ags — o algoritmo responde SIN;
e Ax — o algoritmo responde NAQ;
e (s — a resposta correta para aquela entrada é SIM;
e Cy — a resposta correta para aquela entrada é NAO.

Para um melhor acompanhamento dos pardgrafos seguintes, acon-
selhamos a consulta a figura 1.2, onde uma seta de X para Y repre-
senta a probabilidade condicional Pr[Y|X].

Ha duas maneiras de se entender as probabilidades associadas a
um algorimo de Monte Carlo de erro unilateral. A primeira é pen-
sarmos nas probabilidades de acerto Pr[Cs|As] e Pr[Cy|An] ou de
erro Pr[Cn|Ag] e Pr[Cs|An] condicionadas ¢ resposta apresentada.
Quando se constréi um algoritmo, no entanto, em geral estamos pre-
ocupados com as probabilidades de acerto Pr[Ag|Cs] e Pr[An|Cn]
ou de erro Pr[An|Cs] e Pr[As|Cn] condicionadas a entrada do pro-
blema®.

Aparentemente, é mais intuitivo pensarmos nas condicionais as-
sociadas a resposta do algoritmo. No entanto, o fato é que, em-
bora o “certificado” apresentado para o NAO (respectivamente, para o
SIM) por um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral baseado-no-
nao (resp. baseado-no-sim) nos dé automaticamente Pr[Cy|An] =1
(resp. Pr[Cs|Ag] = 1), nem sempre é facil — ou possivel — calcular-
mos as probabilidades condicionadas ao fato de que a resposta dada
ndo veio acompanhada de um certificado (pontos de interrogagao
nos diagramas da figura 1.2). Em outras palavras, se um algoritmo
baseado-no-nao respondeu SIM ou se um baseado-no-sim respondeu
NAQ, sé é possivel obter as probabilidades condicionais se conhecer-
mos a distribui¢do de probabilidade da entrada do problema (vide
exercicio 2). Ou poderemos, no maximo, atualizar nosso “modelo de
confianga” (vide exercicio 3).

6 Admitimos que pode parecer confuso trabalhar com as condicionais nos dois
sentidos. Nossa recomendagao é a de que o leitor prefira concentrar-se nas pro-
babilidades condicionadas a entrada do problema.
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? ?
/ Resposta correta \ / Resposta correta \
SIM NAO SIM NAO
A A A A
? 1 O o1 p p 1,0 /0 |1 ?
A A A \
SIM NAO SIM NAO
\Resposta do algoritmo / \ Resposta do algoritmO/4
1-p 1-p
(@) (b)

Figura 1.2: (a) MC baseado-no-nao. (b) MC baseado-no-sim.

Se, por outro lado, concentrarmo-nos nas probabilidades associ-
adas a entrada do problema, é facil respondermos satisfatoriamente
aquela pergunta fundamental. Algoritmos baseados-no-nao respon-
derao corretamente SIM sempre que a entrada for wma instancia
SIM (j4 que nao inventardo jamais um certificado falso para o NAQ).
Quando a entrada for uma instancia NAO, a corretude da resposta
depende do algoritmo ter a capacidade (ou “sorte”) de encontrar um
certificado para o NAO”.

A probabilidade de acerto de um algoritmo de Monte Carlo
de erro unilateral baseado-no-ndo é maior ou igual a pro-
babilidade de que o algoritmo encontre um certificado para
o NAO caso a entrada seja uma instdncia NAO.

7 Analogamente, algoritmos baseados-no-sim responderdo corretamente NAO
sempre que a entrada for uma instdncia NAO. Quando a entrada for SIM, a resposta
86 serd um correto SIM se o algoritmo tiver a “sorte” de encontrar um certificado
(o que, deseja-se, acontece com alta probabilidade).
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A probabilidade de acerto de um algoritmo de Monte Carlo
de erro unilateral baseado-no-sim € maior ou igual a pro-
babilidade de que o algoritmo encontre um certificado para
0 SIM caso a entrada seja uma instancia SIM.

Portanto, é com a (alta) probabilidade de encontrar um certificado
para um dos lados que devemos nos preocupar quando do desenvol-
vimento e anélise de algoritmos de Monte Carlo de erro unilateral.

Reduzindo a probabilidade de erro

Seja A um algoritmo de Monte Carlo de erro-unilateral baseado-no-
nao que erra com probabilidade menor ou igual a €1 e seja I uma
instancia qualquer para um problema de decisao.

Sigamos agora, o seguinte plano: executemos A, seguida e in-
dependentemente, diversas vezes, até que uma resposta NAO tenha
sido encontrada — e, portanto, certificada — ou até que um ntmero
maximo de t execucoes tenha sido executado.

Com que probabilidade, ap6s a adogao da estratégia acima, esta-
remos diante de uma resposta incorreta para o problema?

Ora, se a resposta correta é SIM, forcosamente teremos nas maos
um SIM apéds exatas t execugoes. Entao, para que o algoritmo erre, é
preciso que a resposta correta seja NAO e que ele falhe em encontrar
um certificado para o NAO por ¢ vezes independentes e consecutivas.
Sendo assim, e designando a notagdo A% para o evento em que a k-
ésima execugao do algoritmo retorna SIM, a probabilidade global de
erro €; pode ser dada por:

t
ee = Pr|Cy,[)A%
k=1
t k—1
= Pr[Cy]- [[ Pr|A§ICN, ) 4%
k=1 j=1

Pr(Cy] - [ [ PrlA%|Cn]
k=1
Pr(Cy] - (Pr[Ak|CN])".
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Na terceira linha, usamos o fato de que as repeticoes do algoritmo
sao todas independentes, de forma que o conhecimento dos resulta-
dos obtidos pelas k — 1 execugoes do algoritmo em nada altera as
probabilidades associadas a k-ésima execucao.

Como Pr[Cn] < 1, temos

et < (Pr[A}9|CN])t =¢l.

Vemos, assim, que a probabilidade de erro decresce exponenci-
almente com o aumento do nimero de repetigoes independentes do

algoritmo?®.
Note que calculamos a probabilidade de erro como sendo a pro-
babilidade da conjuncao dos eventos Cy e A’g,k =1,...,t. Istoé

possivel pois o algoritmo possui erro unilateral (baseado-no-néo, nesse
caso), de forma que bastaria uma tnica resposta assertiva (com exi-
bigao de certificado para o NAQ, no caso) para que tivéssemos certeza
da resposta correta. Sao necessarias, portanto, para que haja exibi-
cao de resposta incorreta, t execugoes distintas e independentes do
algoritmo, cada uma das quais falhando em encontrar um certificado
(para o NAD).

A probabilidade de acerto é, evidentemente, a complementar da
probabilidade de erro, e, portanto, maior ou igual a 1 — ;. Se, por
outro lado, optassemos por calcular diretamente a probabilidade de
acerto como sendo a probabilidade da disjuncdo dos eventos A%
precisariamos ou trabalhar com um limite pouco justo usando o limite
da unigo (vide segdo 1.1.1) ou obter a probabilidade da disjungéo de
eventos usando, a duras penas, o principio da inclusio-exclusio (vide,
igualmente, a secao 1.1.1).

8Em alguns casos, como no do algoritmo de Monte Carlo para a verificacdo
da identidade de polindémios, a probabilidade de erro pode ser reduzida simples-
mente alterando-se um parametro interno do algoritmo. Naquele caso, teria sido
o tamanho do intervalo do qual o inteiro w é sorteado. Se, ao invés de utilizar-
mos um intervalo de tamanho 100d, tivéssemos utilizado um de tamanho 1000d,
a probabilidade de erro teria sido menor ou igual a 1/1000, e ndo 1/100. H4,
no entanto, um limite — imposto pelas caracteristicas da maquina ou da lingua-
gem utilizada — para esse intervalo, como hd sempre um limite para o ajuste do
“parametro interno”, qualquer que seja. Além disso, evidentemente, nem sempre
é inerente ao préprio algoritmo um tal parametro “ajustdavel” como o tamanho
do intervalo, naquele caso. J4 o niimero de repetigoes independentes de um algo-
ritmo é ilimitado, sendo esta sim a maneira usualmente adotada para se reduzir
a probabilidade de erro a niveis tao baixos quanto se queira.
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Regra prdtica: calcule sempre a probabilidade global de
erro pela probabilidade da conjuncao dos erros mas inde-
pendentes execucdes do algoritmo. A probabilidade global
de acerto € sua complementar.

1.3.2 Las Vegas

Ainda que dele consigamos apenas estimativas probabilisticas, algo-
ritmos randomizados de Las Vegas tém, em geral, tempo de execucao
bom o suficiente para que seja justificada sua utilizacdo — se é que
apenas o aspecto simplicidade, tantas vezes presente, ja por si s6 nao
a justificaria — e nada ficam devendo a algoritmos deterministicos
quanto a qualidade de sua resposta, que estd sempre correta.

O tempo computacional de um algoritmo de Las Vegas é uma
varidvel aleatoria e, como tal, estd completamente definido por seu
conjunto de momentos. Por nao ser nosso objetivo abordar temas
de probabilidade e estatistica mais do que o fizemos em nossa breve
porém suficiente — assim o esperamos! — revisao na secao 1.1.1,
basta-nos aqui o entendimento de que, sendo uma varidvel aleatoria
cujo comportamento a andlise do algoritmo torna muito bem conhe-
cido, o tempo computacional de um algoritmo de Las Vegas pode ser
e é avaliado em termos de seu wvalor esperado — e talvez variancia,
desvio padrao etc.

Exemplo: busca de elemento em lista com repetigoes

Suponha que desejamos localizar um algarismo qualquer (digamos,
0 9) numa lista de tamanho n que contém todos os algarismos de 0
a 9 distribuidos em iguais quantidades, isto é, 1/10 de suas posigoes
apresentam o algarismo 0, 1/10 de suas posigoes apresentam o al-
garismo 1 e assim por diante. Nada se sabe, no entanto, sobre a
localizagao dos elementos.

Imagine um algoritmo deterministico para resolver este problema.

Qualquer um. Aqui vao algumas sugestoes (cada item corresponde a
um algoritmo completo):
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1. Examine uma a uma todas as posigoes da lista, a partir da
primeira, até encontrar o primeiro 9.

2. Examine uma a uma todas as posigoes da lista, a partir da
ultima e caminhando de tras para diante, até encontrar o pri-
meiro 9.

3. Examine primeiro todas as posicoes impares da lista, isto é,
a primeira, depois a terceira, quinta etc., depois (se nenhum
9 tiver ainda sido encontrado, evidentemente) venha voltando
pelas posicoes pares de tras para diante.

4. Divida a lista em k sublistas de tamanho n/k cada: os primeiros
n/k elementos irdo para a primeira sublista, os n/k elementos
seguintes irao para a segunda sublista e assim por diante. Exa-
mine agora o primeiro elemento de cada sublista, em seguida o
segundo elemento de cada sublista, em seguida o terceiro etc.
até encontrar um 9.

Agora vejamos: como se comportard o primeiro algoritmo se os
elementos da lista que lhe for submetida estiverem dispostos em or-
dem crescente (000...0111...1222...2...999...9)? E evidente que
o algoritmo terd investigado 9n/10 + 1 posigdes no momento em que
encontrar seu desejado algarismo 9.

E o segundo algoritmo? Como evitar que gaste também um tempo
muito longo percorrendo quase toda a lista, caso a entrada esteja
organizada em ordem decrescente? O terceiro algoritmo também nao
se comportard nada bem caso os algarismos 9 aparegam nas n/10
primeiras posigoes pares da lista. E tampouco o quarto algoritmo tera
melhor desempenho se os algarismos 9 ocuparem as tltimas n/10k
posicoes de cada sublista. ..

Resumindo, qualquer que seja a estratégia adotada, sempre ha
de existir entradas que exigirdo do algoritmo um tempo “ruim” (li-
near no tamanho da entrada, no nosso exemplo). Dependendo da
aplicagao e da distribuigao das instancias de entrada — por forca de
algum agente externo, malicioso ou nao, ou ainda que intermiten-
temente, durante determinados periodos, por exemplo — pode ser
que o algoritmo deterministico seja constantemente levado a ter um
desempenho lento.
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Seja, agora, o algoritmo seguinte:

5. Escolha, aleatdria e uniformemente, uma posigdo qualquer, das
n possiveis. Verifique-a. Repita até encontrar um 9.

Nao, nao é sequer preciso deixar menos simples o algoritmo adici-
onando algum tipo de controle das posicoes ja examinadas. Perceba
que, a cada verificacao, a probabilidade de encontrarmos um 9 é de
1/10. O numero de verificagdes, portanto, até que o primeiro 9 seja
encontrado é uma simples varidavel aleatdéria geométrica cuja proba-
bilidade de sucesso é 1/10 (vide se¢ao 1.2.3). O valor esperado para
o numero de verificagbes a serem executadas por este algoritmo é,
portanto, igual a 10, independentemente do tamanho da entrada.

Em resumo: como alternativa aos algoritmos deterministicos de
tempo linear (no pior caso), conseguimos um algoritmo de Las Vegas
de tempo esperado constante para todas as entradas®.

1.3.3 Certeza ou desempenho?

Como vimos, a certeza da resposta correta dada por um algoritmo
de Las Vegas pode torna-lo bastante atraente. Ocorre que, mesmo
em se tratando de algoritmos de Las Vegas cujo tempo esperado é
bom, nao podemos saber ao certo se uma determinada execuc¢ao do
algoritmo demandard, talvez, tempo muito maior.

Algoritmos de Monte Carlo, por outro lado, permitem que calcu-
lemos deterministicamente seu tempo assintético de pior caso, o que
pode ser, em muitos casos, essencial.

Transformando Las Vegas em Monte Carlo

Uma maneira simples de transformarmos um algoritmo de Las Vegas
em um algoritmo de Monte Carlo é: execute o algoritmo de Las

9% evidente que, com probabilidade baixa, o tempo de uma execucao em par-
ticular de um algoritmo de Las Vegas pode ser muito maior do que seu valor
esperado (vide exercicio 5). H& mesmo, em nosso exemplo, uma probabilidade
infinitamente pequena de que seu tempo de execugdo seja infinitamente grande.
Se, no entanto, modificdssemos ligeiramente o algoritmo proposto, evitando que
uma mesma posigao da lista fosse verificada mais do que uma vez, a pior execu¢do
possivel do algoritmo demandaria tempo O(n) — seria, portanto, pelo menos tao
eficiente quanto qualquer algoritmo deterministico.



24 [CAP. 1: RANDOMIZADOS?

Vegas durante certo tempo, ou durante um nimero de passos limitado
por certa funcao do tamanho da entrada. Se encontrar a resposta,
retorne-a, evidentemente, e pare; do contrario, responda NAQ'® apds
aquele numero-limite de passos.

Note que o algoritmo obtido dessa forma esta sempre certo quando
responde SIM (baseado-no-sim), pois o SIM terd sido forgosamente
respondido dentro do limite de tempo pré-estabelecido e, portanto,
durante a execugao normal do algoritmo de Las Vegas (cuja resposta
¢ sempre correta). Uma resposta NAO, por outro lado, pode ter sido
informada durante a execucao normal do Las Vegas ou, arbitraria-
mente, apds o estouro do limite de tempo.

A probabilidade de erro € de um algoritmo de Monte Carlo baseado-
no-sim dessa forma obtido serd majorada pela probabilidade de que
o algoritmo de Las Vegas demande, para responder SIM quando a
resposta correta é SIM', tempo maior do que o limite estabelecido.
Como o tempo computacional do algoritmo de Las Vegas é uma
varidvel aleatéria muito bem definida, o cdlculo exato dessa proba-
bilidade — ou, pelo menos, a determinacao de bons limites inferio-
res e/ou superiores — ¢é factivel. Seja, por exemplo, X a varidvel
aleatéria que representa o tempo computacional de nosso algoritmo
de Las Vegas, e seja u = E[X]. Podemos, por exemplo, definir o
limite de tempo como ku e empregarmos a desigualdade de Markov
(vide se¢ao 1.2.2) para escrevermos

E[X]

1
< Pr|X > < — = —.
e <Pr[X > ky] < ik

Transformando Monte Carlo em Las Vegas

A transformagao de um algoritmo de Monte Carlo de erro unilateral
em um algoritmo de Las Vegas costuma ser menos eficaz: no caso
de um Monte Carlo baseado-no-nao, por exemplo, teriamos que re-
peti-lo indefinidamente até que um NAO fosse encontrado. Mas e se
a resposta correta for SIM? Rodaria um numero infinito de vezes?!
Bem, em alguns casos é possivel (leia-se pouco custoso) fazer com

10Totalmente arbitrario. Poderfamos ter escolhido responder SIM apés o limite
de tempo, e teriamos, entdo, um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nao.

11Se tivéssemos optado por um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-ndo,
releia-se este pardgrafo substituindo-se todos os “sim” por “nao”.
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que as sucessivas execugoes do algoritmo de Monte Carlo ndo sejam
independentes, de forma a se evitar a repeticao das mesmas escolhas
aleatérias. O algoritmo, nesse caso, pararia apos todas as possiveis
seqiiéncias de escolhas terem sido exauridas, ou apds certo ntimero
de escolhas distintas ter sido feito, o que pode constituir, em alguns
casos (vide nota de rodapé nimero 5 no exemplo da identidade de
polinémios da se¢ao 1.3.1), certificado para o SIM!2.

Quando, no entanto, ha dois algoritmos de Monte Carlo para
um problema, um deles baseado-no-sim (que, portanto, exibe um
certificado para o SIM com probabilidade maior ou igual a certo valor
ps caso a resposta correta seja SIM) e outro baseado-no-ndo (que,
portanto, exibe um certificado para o NAQ com probabilidade maior
ou igual a um py caso a resposta correta seja NKO), entao é sempre
possivel criarmos um algoritmo de Las Vegas para o problema em
questao como veremos a seguir.

Seja algg o algoritmo de Monte Carlo baseado-no-sim e algy o
algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nao para um determinado pro-
blema II. Seja p o menor entre pg e py. O algoritmo de Las Vegas é
exibido na figura 1.3.

Como a probabilidade de que uma resposta (necessariamente cor-
retal) seja retornada a cada iteragdo do algoritmo acima é maior ou
igual a p, o numero de iteracoes do algoritmo é uma variavel aleatoria
geométrica X com probabilidade de sucesso maior ou igual a p e, por-
tanto, o nimero esperado de iteragdes é menor ou igual a 1/p. Sendo
ambos Algg e Alg, polinomiais, teremos obtido um algoritmo de Las
Vegas para Il de tempo esperado igualmente polinomial.

Caso semelhante, em que a transformacao de Monte Carlo em
Las Vegas é sempre possivel, é aquele em que se deseja localizar uma
estrutura que possua determinada propriedade e cuja existéncia é
sabida. Suponhamos que exista um algoritmo de Monte Carlo que
encontra a estrutura desejada (por exemplo, um corte com pelo me-
nos metade do nimero de arestas do grafo — vide se¢ao 5.1.2 para o
problema do corte méximo) com probabilidade p em tempo polino-
mial. A figura 1.4 mostra como podemos obter um algoritmo de Las
Vegas polinomial de forma bastante simples.

12Mais uma vez, aqui, SIM e NAO foram escolhidos arbitrariamente. O leitor
pode reler todo o pardgrafo trocando os “sim” por “nao” e vice-versa.
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Entrada:
algg: algoritmo de Monte Carlo baseado-no-sim;
alg 5 algoritmo de Monte Carlo baseado-no-n3o;
I: instancia do problema.

Saida:
SIM ou NAO, decidindo I.

LasVegas-decisdo(alg g, alg 5, I):
repita:
se algg(I) retorna SIM:
retorne SIM
se alg y (I) retorna NAQ:
retorne NAO
até alguma resposta ser retornada

Figura 1.3: Las Vegas obtido de dois Monte Carlos.

Entrada:
alg: um algoritmo de Monte Carlo;
I: instancia do problema.

Saida:
A estrutura desejada, presente em I.

LasVegas-localizagdo(alg, I):
repita:
seja x a estrutura retornada por alg(l)
se x possui a propriedade desejada, retorne x

até a estrutura desejada ser encontrada

Figura 1.4: Las Vegas obtido de Monte Carlo para localizacao.
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Mais uma vez, o nimero de iteragoes do algoritmo de Las Vegas
serd uma variavel aleatéria geométrica associada a uma probabilidade
de sucesso p, donde o nimero esperado de iteragoes é 1/p. Note que,
aqui, é necessario que seja possivel verificar em tempo polinomial se
a estrutura retornada pelo algoritmo de Monte Carlo possui ou nao a
propriedade desejada (por exemplo, se o nimero de arestas do corte
retornado é maior ou igual & metade do niimero de arestas do grafo).

1.4 Classes de complexidade

Além das classes de complexidade usuais em que sao classificados
os problemas de decisao de acordo com o esforco computacional que
sua resolugao demanda, algoritmos randomizados deram origem a
novas classes, que ora listamos para rapida referéncia. Nas notas
bibliograficas referimos o leitor a textos mais aprofundados.

1. Classes de complexidade relacionadas a algoritmos determinis-
ticos:

e EXP — classe dos problemas que podem ser decididos em
tempo exponencial no tamanho da entrada.

e P — classe dos problemas que podem ser decididos em
tempo polinomial no tamanho da entrada.

e NP — classe dos problemas para os quais uma resposta
SIM pode ser verificada em tempo polinomial.

e co-NP — classe dos problemas para os quais uma resposta
NAO pode ser verificada em tempo polinomial.

2. Classes de complexidade relacionadas a algoritmos randomiza-
dos:

e RP (randomized polynomial time) — classe dos problemas
para os quais existe algoritmo randomizado polinomial que
responde SIM com probabilidade maior ou igual a 1/2 caso
a resposta correta seja SIM e responde NAO com probabili-
dade 1 caso a resposta correta seja NA0O™. Em outras pala-

130 valor 1/2 foi definido arbitrariamente.
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vras, € a classe dos problemas para os quais hé algoritmo
de Monte Carlo baseado-no-sim.

e co-RP — analogamente, é a classe dos problemas para
0s quais existe algoritmo randomizado polinomial que res-
ponde NAO com probabilidade maior ou igual a 1/2 caso a
resposta correta seja NAD e responde SIM com probabilida-
de 1 caso a resposta correta seja SIM. Em outras palavras,
é a classe dos problemas para os quais ha algoritmo de
Monte Carlo baseado-no-nao.

o ZPP (zero-error probabilistic polynomial time) — classe
dos problemas para os quais hd algoritmo randomizado de
Las Vegas de tempo esperado polinomial'4.

e BPP (bounded-error probabilistic polynomial time) —
classe dos problemas para os quais hé algoritmo de Monte
Carlo de erro bilateral onde tanto a probabilidade de res-
ponder SIM dado que a resposta correta é SIM quanto a
probabilidade de responder NAO dado que a resposta cor-
reta ¢ NAO sdao maiores ou iguais a 3/4.%°

e PP (probabilistic polynomial time) — classe dos problemas
para os quais ha algoritmo de Monte Carlo de erro bilateral
onde tanto a probabilidade de responder SIM dado que a
resposta correta é SIM quanto a probabilidade de responder
NA0 dado que a resposta correta é NAO sao maiores que 1/2.

Por defini¢ao, a classe BPP estia contida na classe PP. A
diferenca fundamental entre os problemas em BPP e os em
PP\BPP é o nimero de repeti¢oes do algoritmo randomizado
necessarias para que a probabilidade de erro seja menor do que
€ > 0: para os primeiros, um ndmero polinomial (no tama-
nho da entrada) de repetigdes; para os ultimos, apenas com um
numero exponencial delas é possivel chegar-se ao erro ¢.

140 algoritmo de Las Vegas da figura 1.3 funciona como prova de que
(RP N co-RP) C ZPP. Como, evidentemente, ZPP C (RP N co-RP), temos
ZPP = RP N co-RP.

15Novamente, o valor 3/4 foi aqui escolhido arbitrariamente; é suficiente que o
limite inferior para as probabilidades em questdo seja igual a 1/2 + 1/3, onde
é um polinémio qualquer no tamanho da entrada do problema.
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1.5 Exercicios

1. Considere uma seqiiéncia de n lancamentos de uma moeda ho-
nesta. Seja H; o valor da diferenga entre o nimero de ca-
ras e o niumero de coroas que foram obtidos nos primeiros
lancamentos, e seja H = max; H;. Mostre que E[H;] = ©(V/i)
e que E[H] = ©(y/n).

2. Certo exame de sangue pode ser entendido como um algo-
ritmo de Monte Carlo baseado-no-sim que, com probabilidade
p > 95%, diagnostica determinada doenca X caso o dono do
sangue examinado de fato a possua. Uma epidemia de X fez
com que um tergo dos habitantes de uma cidade estivesse com
aquela doenga, cujo tratamento é, no entanto, muito penoso e
nao deve ser administrado a pessoas sas. Quantas vezes aquele
exame precisard ser repetido até que possa ser avaliada como
“desprezivel” (menor do que 1%) a chance de que uma pessoa
daquela cidade apresente a doenga X7

3. Seja o mesmo exame de sangue do exercicio 2. Nao ha epidemia
alguma, desta vez. Um médico experiente, porém, baseado nos
diversos sintomas clinicos apresentados por um paciente seu,
avalia em 80% a probabilidade de que aquele paciente tenha
a doencga X. O exame que se segue, no entanto, nao revela a
existéncia da doenca. Como aquele médico deve reavaliar sua
confianga inicial de que seu paciente é um doente de X?

4. Seja um algoritmo de Monte Carlo de erro bilateral para um
problema da classe PP. Mostre que um numero polinomial de
repeticoes independentes do algoritmo podem nao ser suficien-
tes para reduzir a probabilidade de erro para 1/4. (Considere
a taxa de erro como sendo 1/2 — 1/2™.)

5. Seja t o numero de verificagoes realizadas pelo algoritmo de
Las Vegas proposto para a busca de elemento em lista com
repeticoes da secao 1.3.2. Use as desigualdades de Markov e
Chebyshev para obter majorantes para a probabilidade de que ¢
seja:
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(a) maior do que uma constante k;

(b) da ordem do tamanho da entrada, ou seja, maior ou igual
a cn, para uma constante c.

1.6 Notas bibliograficas

O livro de Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [11] é largamente ado-
tado nos cursos de graduagao em estruturas de dados e algoritmos,
e contém nao s6 um bom capitulo com as ferramentas de proba-
bilidade para algoritmos randomizados, como também segoes onde
discute aplicagoes como Quick Sort (que serd visto na secao 2.2.1)
e o algoritmo de Rabin para primalidade (discutido na secao 3.9).
Uma referéncia também geral, mais recente, é o livro de Kleinberg e
Tardos [32], que contém um capitulo dedicado a algoritmos randomi-
zados.

O livro classico para o estudo de algoritmos randomizados é o
de Motwani e Raghavan [41]. Mais recentemente, foi langado o livro
de Mitzenmacher e Upfal [39], que consideramos mais indicado para
uma introducdo ao assunto e que contém excelente capitulo sobre
desigualdades de cauda e limites de Chernoff.

Uma introdugdo em portugués é o livro de Martinhon [35], in-
cluindo uma boa apresentacao das classes de complexidade a que
pertencem os problemas que podem ser resolvidos por algoritmos
randomizados, bem como demonstragoes detalhadas das relagoes de
pertinéncia e igualdade entre as diferentes classes.



Capitulo 2

Paradigmas
combinatodrios e
analise probabilistica

Na solucao de problemas combinatérios, em geral, e em particular no
estudo de algoritmos randomizados, é comum nos depararmos com
novas situacoes, modelos probabilisticos ou experimentos aleatérios
que nos remetem a outros ja vistos ou analisados anteriormente.
Quando estudamos as varidveis aleatérias, por exemplo, e atenta-
mos as distribuigdes probabilisticas mais comuns (Bernoulli, binomial
etc.), o que fazemos é preparar um certo repertério de paradigmas,
um arcaboucgo de ferramentas béasicas que sera, quando propicio, evo-
cado. Evitamos, assim, dispender muito tempo ou energia analisando
idéias basicas em detrimento do fluxo de raciocinio demandado pelo
problema especifico que se esta a discutir.

Veremos, agora, alguns paradigmas combinatérios que sao bas-
tante recorrentes nas andlises de algoritmos randomizados: o modelo
de bolas-e-latas, na secao 2.1.1, com a discussao do paradoxo do ani-
versario; e o paradigma do colecionador de cupons, na se¢ao 2.1.2.

A segunda parte deste capitulo apresenta, na secio 2.2, a andlise
probabilistica de algoritmos, forma interessante de se avaliar a per-
formance média de algoritmos a partir de certas hipéteses a respeito

31
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das instancias de entrada que sao a eles submetidas.

2.1 Paradigmas combinatorios

2.1.1 O modelo de bolas-e-latas

Seja a seguinte situacgdo: existem m objetos indistingiifveis (bolas),
cada qual a ser associado aleatoriamente a um de n objetos distintos
(latas). Esse cendrio tao simples, convenientemente chamado modelo
de bolas-e-latas, encontra aplicacao em um sem-nimero de problemas
reais. A idéia é: cada bola seré colocada com a mesma probabilidade
1/n em qualquer das latas.

As questbes que se pretende responder sdo, em geral, do tipo:
quantas latas permanecem vazias?, qual o numero esperado de latas
com mais do que k bolas?, quantas bolas se deve distribuir até que
seja mais provavel haver do que nao haver alguma lata com mais do
que uma bola?, qual o nimero de bolas na lata mais cheia? etc.

O paradoxo do aniversario

O caso particular em que o numero de latas é igual a 365 remete-
nos ao famoso “paradoxo do aniversario”, que, de paradoxo, nao tem
nada — exceto o fato de serem as probabilidades envolvidas algo
contra-intuitivas para a maioria das pessoas.

H4 23 pessoas num campo de futebol, durante uma partida (onze
jogadores em cada time, mais o juiz). Qual a probabilidade de que
haja duas pessoas quaisquer naquele grupo aniversariando exata-
mente no mesmo dia do ano? Para verificar a contra-intuitividade
da resposta correta, normalmente o proponente do “paradoxo” nao
exige o cédlculo exato da probabilidade em questao, mas apenas uma
estimativa, a que o desprevinido interpelado costuma responder algo
como “baixa” ou “muito baixa”. Na verdade, a probabilidade exata
é de 50,72972343%, sendo, portanto, mais provavel haver do que néo
haver algum dia do ano com mais de um aniversariante dentre aquelas

23 pessoas’.

LCom menos do que 23 pessoas, a probabilidade de haver aniversarios coinci-
dentes é menor do que 50%.
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Numa situagao mais geral do modelo de bolas-e-latas com n latas
e m bolas, pode-se calcular a probabilidade de nao haver qualquer
lata com mais do que uma bola raciocinando em cima do seguinte
experimento: sortearemos uma lata, aleatéria e uniformemente, para
colocar cada uma das bolas, uma por vez. Seja A; (i = 1,...,m) o
evento em que a i-ésima bola nao é colocada numa lata que ja possua
alguma bola. A probabilidade p que buscamos é

Pr

i)
I

=1

ﬁmuﬁﬂ&
i=1

j<i

O valor Pr[4;|(0;_; A;] é a probabilidade de que a lata escolhida
para a i-ésima bola nao seja uma das latas ja ocupadas, dado que as
1—1 bolas anteriores foram posicionadas cada qual numa lata distinta,
sendo portanto igual a 1 — (¢ — 1) /n. Substituindo na expressao de p,
temos

" i—1 Cn—i+1
p:g(l‘ BRI

i=1

A probabilidade de que ezista alguma lata com mais do que uma
bola é, evidentemente, 1 — p. Resolvendo a equagdo 1 —p = 1/2,
consegue-se chegar, apds algumas aproximagoes envolvendo exponen-
ciais, a m ~ v2n1In2 = O(y/n).

O paradoxo do aniversario é apenas uma das situagoes que se pode
associar ao modelo de bolas-e-latas. O valor critico m = O(y/n) como
limitrofe dos casos em que a probabilidade de “colisdo” é menor ou
maior do que 1/2 é bem conhecido e aparece, com alguma freqiiéncia,
em aplicagoes do modelo.

A andlise probabilistica do algoritmo de ordenagao Bucket Sort
que veremos na secao 2.2.3 assume um modelo de bolas-e-latas para
as possiveis entradas do problema. O paradigma do colecionador de
cupons, que veremos a seguir, é mais um de seus desdobramentos.
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2.1.2 O colecionador de cupons

Seja o seguinte experimento: sorteia-se, aleatéria e uniformemente,

um elemento de um conjunto D = {dy,ds,...,d,} de objetos distin-
tos. Faz-se isto repetidamente, gerando uma seqiiéncia de varidveis
aleatérias independentes Xq, Xo,..., cada X; indicando o indice do

elemento obtido no i—ésimo sorteio.

Costuma-se pensar neste experimento como o de um colecionador
que adquire itens para sua colegao aleatoriamente, cada item do uni-
verso de todos os n itens do que seria a colegao completa podendo
ser adquirido com a mesma probabilidade 1/n a cada vez. Imagine,
por exemplo, caixas de cereal que trazem, em seu interior, cupons
numerados de 1 a 10, um cupom por caixa.

Define-se a variavel aleatéria W, ,, como sendo o niimero de sor-
teios realizados até que se tenha obtido k itens distintos, dos n exis-
tentes. Ou seja, o nimero de caixas de cereal que foram compradas
até que o colecionador tivesse k cupons distintos em sua colecao. Em
geral, estamos interessados em E[W,, x].

Especial atencao é dada a varidvel aleatéria W, ,,, que é o ntimero
de caixas que o colecionador precisa comprar até completar sua colecao
com todos os n cupons. Como se vé, o paradigma do colecionador de
cupons nao é mais do que o modelo de bolas-e-latas com n latas e um
ntmero ilimitado de bolas (as caixas s@o as bolas e o cupom existente
na i-ésima caixa é a lata que recebe a i-ésima bola). Nesse caso, es-
tamos interessados na quantidade de bolas que deve ser distribuida
até que nao haja mais latas vazias.

Para i = 1,2,...,n, seja Z; a quantidade de caixas de cereal
necessarias até que o nimero de cupons distintos possuidos pelo cole-
cionador aumente de ¢ — 1 para ¢. Ora, quando o colecionador possui
1—1 cupons distintos, a probabilidade p; de que um cupom, adquirido
aleatéria e uniformemente do universo de todos os m coupons, seja
um dos que ele ainda nao possui é igual a 1 — (i — 1)/n. Cada Z; é,
portanto, uma variavel aleatoria geométrica com probabilidade de su-
cesso p;, donde a esperancade Z;(i = 1,...,n) é E[Z;] = n/(n—i+1).
Escrevendo Wy, , = Z1 + Z3 + - - - 4+ Z},, chegamos ao valor esperado

k
n
EW,.] = —T
i=1
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Para o importante caso em que k = n, temos

n

n |
BWonl =2 o1 =n 27

i=1

Lembrando que o nimero harménico H(n) =Y,  1/k=Inn+c,
para uma constante ¢, chegamos ao ndmero esperado E[W, ,]
nlnn+0O(n) de caixas de cereal compradas até que todos os n cupons
distintos tenham sido obtidos pelo colecionador.

Exemplo: mapeamento de roteadores

Diversos sao os problemas que admitem algoritmos randomizados
cuja analise recai, de alguma forma, no paradigma do colecionador
de cupons: o problema dos casamentos estaveis, o problema do ciclo
hamiltoniano em grafos aleatérios, e muitos outros.

Uma aplicagdo bem simples é aquela em que uma mensagem é
enviada de uma origem (cliente) a um destino (servidor), numa rede
de computadores. A mensagem é quebrada em pacotes de informagao,
cada qual transmitido através de um caminho fixo de roteadores (o
mesmo caminho para todos os pacotes). Suponha que o servidor
precise saber quais sao os roteadores existentes no caminho pelo qual
passou a mensagem que lhe foi enviada pelo cliente (para que, em
caso de erro, por exemplo, possa investigar possiveis roteadores que
estejam corrompendo a informagao).

Uma maneira simples seria, evidentemente, fazer com que cada
pacote armazenasse, em um campo especifico de seu descritor (hea-
der), a seqiiéncia de roteadores pela qual passou. Ocorre que pode
nao haver espaco suficiente, no descritor de cada pacote, para guardar
a identificagao de todos os roteadores do caminho percorrido, sem fa-
lar da carga extra e redundante de informagao que se faria transmitir
pela rede.

Uma abordagem randomizada seria: cada pacote guardaria a
identificagao de apenas um dos roteadores pelos quais passasse. A
escolha de qual roteador deverd ter sua identificacao armazenada no
descritor de um dado pacote deve ser feita aleatoriamente, de forma
uniforme. Ou seja, para cada pacote transmitido, todos os n rote-
adores daquele caminho terdo a mesma probabilidade 1/n de ser o
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escolhido para ter sua identificagdo armazenada. Do ponto de vista
do servidor, cada pacote que chega é como uma caixa de cereal con-
tendo — com distribui¢ao uniforme de probabilidade — algum dos
n cupons existentes. O numero esperado de pacotes que precisam
ser recebidos até que o servidor tenha tido conhecimento de todos os
roteadores daquele caminho é, como foi visto, nlnn + ©(n).

Resta-nos resolver a questao muito pratica de como fazer para que
um pacote em transito tenha a mesma probabilidade 1/n de armaze-
nar a identificacdo de qualquer um dos n roteadores que encontrara
pela frente. Pode mesmo ser o caso em que ndo se saiba de antemdao
o numero de roteadores do caminho em questao.

Isto pode ser resolvido usando-se a técnica conhecida como re-
servoir sampling. Seja um caminho de n roteadores. Consideremos
agora um pacote que comega a ser transmitido. Quando passar pelo
primeiro roteador, ele armazena a identificagao daquele roteador com
probabilidade 1. Em seguida, quando passar pelo k-ésimo roteador,
decide trocar a identificacdo que estd no momento armazenando pela
identificacao deste k-ésimo roteador com probabilidade 1/k. O que
precisamos mostrar é que, dessa forma, garantimos distribui¢ao uni-
forme de probabilidade entre os roteadores?, ou seja, mostrar que,
para k = 1,...,n, a probabilidade de que o k-ésimo roteador seja
aquele cuja identificacdo serd apresentada por um pacote qualquer
ao servidor é 1/n.

Para que o k-ésimo roteador seja o escolhido final, nao importa
qual seja o roteador armazenado no descritor do pacote em transito
no momento em que este chega ao k-ésimo roteador. Tudo o que
precisa acontecer é que, naquele momento, o pacote opte por trocar
a identificacdo correntemente armazenada pela do k-ésimo (o que
ocorre com probabilidade 1/k) e que, chegando em cada roteador
que lhe estd a frente no caminho até o servidor, o pacote opte por
nao trocar.

Seja T}, (respectivamente, T}) o evento em que opta-se (resp. nio
se opta) por trocar pela do k-ésimo roteador a identificagdo que estd
correntemente armazenada no descritor do pacote no momento em

2Note que, ainda que nds saibamos que k = 1,...,n, por hipétese, o nimero n
de roteadores nao precisa ser conhecido pelo pacote, j4 que apenas k tem algum
papel na decisdo sobre trocar ou ndo o roteador cuja identificacdo estd sendo
armazenada.
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que este passa pelo k-ésimo roteador. O evento Fj, em que a iden-
tificacao do k-ésimo roteador é a que chega ao servidor por meio de
um dado pacote, corresponde a Ty N Tpy1 N Thio N ...NT,. Para
k=1,...,n, temos

Pr[Fy] = Pr[Ty] H Pr(T}],
i=k+1

pois todas as escolhas sao independentes. Como

_ 1 i1
Pr[T]=1--="—,
(3 (3

a expressao de Pr[Fy] fica

1 k k+1 n—2 n—1

PriF] = = . ) .. )
L R M T s R

e, apos os cancelamentos de numeradores e denominadores em cas-
cata, chegamos a Pr[F;] = 1/n, como querfamos demonstrar.

2.2 Analise probabilistica de algoritmos

Até agora, vimos como a presenca de escolhas aleatdrias faz com
que diferentes execugoes de um algoritmo para uma mesma entrada
possam levar tempos distintos ou até mesmo apresentar respostas
distintas. No entanto, vimos também como a presenca dessa mesma
aleatoriedade permite-nos conseguir algoritmos simples e eficientes,
que sao assim considerados quando a esperanga da varidvel aleatoria
em que se constitui seu tempo de execucao é polinomial no tamanho
da entrada.

Por outro lado, diferentes execugoes de um algoritmo determinis-
tico para uma mesma entrada sempre resultarao em resposta idéntica
e apoOs exatamente o mesmo niimero de passos. Dessa forma, algorit-
mos deterministicos sdo considerados eficientes quando executam um
numero polinomial de passos para a pior entrada possivel.

Na pratica, porém, nem sempre o algoritmo mais adequado é o que
apresenta o melhor tempo para a pior entrada possivel. Pode ser que,
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Entrada:
S: conjunto de elementos comparaveis.
Saida:

Os elementos de S em ordem crescente.

quickSort(:S):
se |S| < 2, retorne S
tome x, o primeiro elemento de S, como pivd
crie duas listas S1 e S> inicialmente vazias
para cada elemento y de S:
se y < x, coloque y em S;
se y > x, coloque y em Sy
retorne quickSort(S1), x, quickSort(Ss2)

Figura 2.1: Algoritmo Quick Sort para ordenacao.

para entradas tipicas de uma aplicagao qualquer, algoritmos teorica-
mente menos eficientes tenham desempenho muito melhor! E é jus-
tamente o conhecimento da “entrada tipica” — ou, melhor dizendo,
das freqiiéncias de ocorréncia (probabilidades) das diferentes entra-
das — que permite, em muitos casos, avaliarmos a performance de
algoritmos de forma sensivel a um modelo probabilistico das possiveis
entradas para o problema. Eo que chamamos de andlise probabilistica
de algoritmos (randomizados ou deterministicos!), como veremos nos
exemplos que se seguem.

2.2.1 Quick Sort

Diversos algoritmos existem para o famoso problema da ordenacéo.
A entrada, cujos elementos se deseja dispor em ordem, digamos, cres-
cente, é uma seqiiéncia 1, ra, ..., T, de elementos compardaveis dois-
a-dois. Podemos considerar, por simplicidade, que os elementos sejam
nimeros e que nao haja dois nimeros iguais na seqiiéncia.

Um dos algoritmos mais simples de ordenacao é o chamado Quick
Sort, cujo pseudo-cédigo encontra-se na figura 2.1.

A idéia é a de escolher arbitrariamente um dos n elementos da
lista (o primeiro, por exemplo) e utilizd-lo como o “pivd” de uma
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estratégia do tipo divisdo-e-conquista. A lista numérica original é
quebrada em duas sub-listas: uma contendo os elementos que sao
menores do que o pivo, outra contendo aqueles que sao maiores do
que o pivo. Em seguida, as sub-listas sao recursivamente submeti-
das & mesma estratégia de ordenagdo. O algoritmo retorna, entao,
nesta ordem, os elementos ja ordenados da primeira sub-lista, o pivo,
e os elementos ja ordenados da segunda sub-lista. Note que listas
vazias ou unitdrias, por ji se encontrarem trivialmente ordenadas,
sao retornadas imediatamente, nao dando origem a novas chamadas
recursivas.

Um algoritmo tal como o descrito permite-nos facilmente pensar
numa entrada ruim, ou seja, uma que exija uma grande quantidade de
operagoes basicas de comparagao entre dois nimeros. Imaginemos,
por exemplo, uma entrada jd ordenada na forma r; < xo < --- < x,.
Como o pivo é escolhido como sendo o primeiro elemento da lista,
a primeira divisao em sub-listas dard origem a uma sub-lista vazia
(dos elementos menores que o pivo z1) e a uma sub-lista com n — 1
elementos (aqueles maiores do que o pivo). Sendo assim, a chamada
recursiva ao Quick Sort para ordenar a sub-lista nao-vazia constituira
problema praticamente idéntico ao original, apenas com um elemento
a menos: o proprio pivd. A ordenacao da lista contendo n—1 elemen-
tos, por sua vez, fard com que n — 2 comparagoes sejam executadas,
ao término das quais, novamente, uma sub-lista vazia (dos elementos
menores do que o pivo x3) e uma contendo n — 2 elementos (maio-
res do que xq) terdo sido obtidas. E assim sucessivamente, até que
as chamadas recursivas sejam interrompidas no momento em que as
comparagoes contra o (n — 1)-ésimo pivo tenham dado origem a uma
sub-lista com apenas um elemento (além, é claro, de uma sub-lista
vazia). O nimero total de comparacdes para uma tal entrada® seria,
portanto, igual a

n(n —1)

(n—1)+(n—2)+~--+2+1:T:O(nz).

Digamos, agora, que nds saibamos de antemdo que nossa entrada

3Salientamos que entradas pré-ordenadas ndo sdo as tinicas que exigem tempo
quadratico do algoritmo Quick Sort. Qualquer entrada em que aconteca de o pivo
ser sistematicamente escolhido de forma a dividir a lista atual, a cada chamada
recursiva, em sub-listas de tamanho muito desequilibrado (uma delas de tamaho
limitado por uma constante, por exemplo), sdo igualmente ruins.
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tipica nao é do tipo pré-ordenado, nem foi escolhida por qualquer
forma de adversario malicioso, mas seja uma sequéncia escolhida
uniforme e aleatoriamente do universo de todas as possiveis per-
mutagoes de seus elementos. Qual o comportamento esperado do
Quick Sort, nesse caso? Em outras palavras, qual o nimero médio
de comparagoes que serao executadas para entradas dessa natureza?

Seja S = x1,x9,...,x, uma instancia de entrada para o algoritmo
Quick Sort (obedecendo a nosso hipotético modelo probabilistico da
entrada) e seja S’ = y1,y2, ..., yn a salda que o algoritmo se dispoe a

apresentar. Ou seja, a seqiiéncia S’ é exatamente a seqiiéncia S em
ordem crescente.

Seja X uma variavel aleatéria que corresponde ao numero total de
comparagoes efetuadas. Interessa-nos E[X]. Como quaisquer y; € y;
sao comparados no maximo uma Unica vez ao longo do algoritmo
(quando um deles for escolhido como pivo de uma lista que ainda
contenha o outro), podemos escrever

EX]=E| Y VY,|= > E,

1<i<j<n 1<i<j<n

onde Y;; é um indicador de Bernoulli que assume valor 1 quando os
numeros y; e y; sao comparados durante a execucdo do Quick Sort
para aquela entrada. A segunda igualdade é possivel pela linearidade
da esperanca.

Uma vez que o valor esperado de uma variavel aleatéria de Ber-
noulli é igual a probabilidade de que ela assuma valor 1, s6 o que
precisamos saber é a probabilidade p;; de que y; e y; (i < j) sejam
comparados ao longo da execucao do algoritmo. Esta probabilidade
é igual a probabilidade de ndo haver, na seqiiéncia .S, qualquer ele-
mento do conjunto {yit+1, Yi+2, - -, Yj—2,Yj—1} aparecendo & esquerda
de ambos y; e y; (de forma que algum elemento maior que y; e me-
nor que y; seria escolhido como pivo antes que y; ou y; o fossem,
separando-os em sub-listas distintas). Em outras palavras, interessa-
nos a probabilidade de que y; ou y; seja o elemento mais a esquerda,
em S, dentre aqueles do conjunto {y;, ¥i+1,--.,Y;—-1,¥;}. Como, por
hipétese, a entrada foi escolhida aleatéria e uniformemente de todas
as permutagoes possiveis dos elementos de S’, todos os elementos
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entre y; e y; (ambos incluidos) em S’ tém a mesma chance de ser,
dentre eles, o elemento mais & esquerda em S. Conseqlientemente,

2

Pij = ———=

R
resolvendo nosso somatdério:

2
EX] = ) ——
1<icj<nd " +1
= 12yl 2 22
B 3 4 n—2 n-—1 n

+1+2+2+ + 2 + 2
3 4 n—2 n-—1

+1+2+2+ +
3 4 n—2
+...
—|—1~G—2
3
+1.

Ao re-escrevermos o somatorio original reagrupando as parcelas
iguais (que formam as colunas do desenvolvimento acima), obtemos

n

EX] = > (n—k+ 1)%
k=2

2
E—2(n—1)

M=

= (n+1)
k

(2n + 2) —4n.

I
M-
T =

o

=1

Como j4 o lembramos na segao 2.1.2, H(n) = >, 1/k = Inn—+c,
para uma constante c¢. Sendo assim, obtemos, finalmente, E[X] =
2nlnn + cn = O(nlogn).

Como pudemos ver, portanto, por meio da analise probabilistica,
o tempo médio do Quick Sort para entradas obtidas do modelo con-
siderado ¢é tdo bom quanto O(nlogn).



42 [CAP. 2: PARADIGMAS COMBINATORIOS E ANALISE PROBABILISTICA

Entrada:

S: conjunto de elementos comparaveis.
Saida:

Os elementos de S em ordem crescente.

quickSortRandomizado(S):
escolha, aleatéria e uniformemente, uma permutacio de S
retorne quickSort(.S)

Figura 2.2: Algoritmo Quick Sort Randomizado para ordenacao.

2.2.2 Quick Sort Randomizado

Na andlise que acabamos de ver, estivemos diante de algoritmo perfei-
tamente deterministico. A aleatoriedade do experimento esteve pre-
sente no momento da escolha da entrada do problema, e nao durante
a execucao do algoritmo. Ha casos, porém, em que podemos inserir a
aleatoriedade dentro do préprio algoritmo, na forma de uma pequena
etapa de pré-processamento. Procedendo assim, a boa performance
do algoritmo deixa de depender de um modelo pré-estabelecido para
as entradas que lhe sao submetidas, como que forcando-as interna-
mente a conformarem com a distribuicao probabilistica do modelo
desejado.

Um exemplo muito simples é o do proéprio algoritmo Quick Sort,
que pode ser facilmente transformado num Quick Sort Randomizado,
como esbogado na figura 2.2.

Sendo idénticas as andlises nos dois casos, pode-se ver que o tempo
esperado do Quick Sort Randomizado para uma entrada qualquer sera
o mesmo O(nlogn) que tem o Quick Sort deterministico para uma
entrada obtida aleatéria e uniformemente do universo de todas as
permutacoes de seus elementos?.

4Uma versdo bem conhecida do Quick Sort Randomizado é aquela em que néo
h4 pré-processamento algum da entrada, mas o pivé é escolhido aleatoriamente,
a cada passo, entre todos os elementos da lista. E facil ver que o tempo esperado
das duas versoes randomizadas do algoritmo é absolutamente o mesmo.
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A insercao do pré-processamento da entrada para trans-
formar algoritmos deterministicos em algoritmos rando-
mizados com bom tempo esperado nem sempre € possivel.

2.2.3 Bucket Sort

Damos agora um segundo exemplo de algoritmo deterministico para
o problema da ordenagao. O algoritmo é o chamado Bucket Sort, que,
dada uma certa distribuicao probabilistica das instancias de entrada,
roda em tempo linear O(n), quebrando portanto o conhecido limite
inferior O(nlogn) para ordenagdes baseadas em comparagao.

O modelo probabilistico da entrada que assumimos aqui é aquele
em que uma entrada é formada por n = 2™ ntmeros, que se deseja
ordenar, e cada nimero foi escolhido aleatéria e uniformemente do
intervalo [0, 2%[, onde k > m.

O algoritmo Bucket Sort funciona em duas etapas: na primeira,
cada um dos n nimeros que se deseja ordenar é colocado em uma de
n listas, ou buckets. Os buckets sdo rotulados de 0 a n—1 em bindrio,
ou seja, “000...000”, “000...001”, “000...010”, “000...011", ...,
“111...1117, onde o numero de digitos é igual a m. Cada bucket «
contera os elementos da entrada que, se representados como numerais
de k digitos bindrios, apresentam seus m primeiros digitos correspon-
dendo ao rétulo de a.

Por exemplo, suponha que tenhamos n = 8 niimeros para orde-
nar, escolhidos aleatéria e uniformemente do intervalo [0, 128], por
exemplo®: 126,7,2,39,70,91,120 e 66. Serdo criados 8 buckets con-
forme indicado abaixo juntamente com os elementos da entrada que
serdo a cada qual atribuidos:

“000”: 7 (0000111), 2 (0000010)
“001”: vazio

“010”: 39 (0100111)

“011”: vazio

“100”: 70 (1000110), 66 (1000010)
“1017: 91 (1011011)

“110”: vazio

“1117: 126 (1111110), 120 (1111000)

5Neste exemplo, m = 3,k = 7.
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Assumindo que cada elemento pode ser posicionado no seu devido
bucket em tempo constante, a primeira etapa roda em tempo O(n).

Na segunda etapa, cada bucket é ordenado usando, para isso,
qualquer algoritmo de ordenagao de tempo quadratico (Quick Sort,
por exemplo). Finalmente, concatena-se as listas correspondentes a
cada um dos buckets ja ordenados, e isto é tudo. Queremos mostrar
que o tempo esperado da segunda etapa é também O(n).

Seja X; o niimero de elementos da entrada que caem no bucket j.
Dado o modelo probabilistico da entrada que assumimos, cada ele-
mento tem probabilidade idéntica de pertencer a qualquer um dos n
buckets — e, portanto, igual a 1/n. Note o leitor que estamos exata-
mente diante do modelo de bolas-e-latas (vide segdo 2.1.1), onde os
buckets sao as latas e os nimeros que se deseja ordenar sao as bolas.
Sendo assim, X; é uma varidvel aleatéria binomial B(n,1/n).

Para ordenar os X; elementos do j-ésimo bucket, um algoritmo
de ordenagéo de tempo quadrético levara tempo ¢(X j)2 para alguma
constante c e, dessa forma, o valor esperado para o tempo total X da
segunda etapa do Bucket Sort serd dado por:

EX]=E zn:c(xjﬁ = enE[X?)],
j=1

onde usamos a linearidade da esperanca e o fato de que todas as
varidveis X; tém idéntica distribuicdo de probabilidade.

Ja vimos, na segao 1.2.3, que, para uma variavel aleatéria X com
distribuicio binomial B(n,p), temos E[X?] = n(n—1)p? + np. Como
todas as nossas X; e, em particular, X, sdo binomiais B(n,1/n),
temos E[X?] =2 —1/n < 2 e, portanto, o tempo esperado de toda a
segunda etapa é no maximo 2cn.

Conseqiientemente, o algoritmo Bucket Sort roda em tempo linear
O(n) para entradas do modelo probabilistico considerado.

2.3 Exercicios

1. Suponha uniforme a distribuicao de nascimentos entre os sete
dias da semana.
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(a) Qual o tamanho minimo de um grupo de pessoas escolhi-
das aleatoriamente para que haja pelo menos duas pessoas,
naquele grupo, nascidas num mesmo dia da semana com
probabilidade p = 17

(b) Qual o tamanho minimo de um grupo de pessoas escolhi-
das aleatoriamente para que haja pelo menos duas pessoas,

naquele grupo, nascidas num mesmo dia da semana com
probabilidade p > 1/27?

2. Um dado honesto é lancado repetidamente até que todos os
seis resultados possiveis tenham sido obtidos. Avalie a proba-
bilidade de que o niimero de lancamentos seja maior ou igual a
10.

3. Suponha um sistema de computagao distribuida no qual proces-
sos disputem a utilizacao de recursos mas desistam, temporari-
amente, em face de conflitos com outros processos. O seguinte
modelo de bolas-e-latas — em que as bolas sao os processos e as
latas sao os recursos em disputa — descreve o funcionamento do
sistema: a cada rodada, bolas sao atiradas independentemente,
e de forma aleatdria e uniforme, nas n latas existentes. Bolas
que, apos todas terem sido distribuidas, estejam localizadas so-
zinhas numa lata serdo imediatamente atendidas (o recurso é
concedido ao processo que o requisita) e tiradas do conjunto de
bolas sob consideracao. As demais bolas serao distribuidas no-
vamente na rodada seguinte. Este procedimento continua até
que ndo haja mais bolas (isto é, até que todos os processos
tenham sido atendidos).

(a) Se hé b bolas no infcio de uma rodada, qual o ntmero
esperado de bolas no inicio da rodada seguinte?

(b) Suponha que, a cada rodada, o nimero de processos aten-
didos seja exatamente o valor esperado do nimero de bolas
que nao compartilham sua lata com nenhuma outra. Mos-
tre que um ndmero inicial de n bolas é totalmente servido
em O(loglogn) rodadas.

(Dica: se x; é o numero esperado de bolas apds j rodadas,
demonstre e use o fato de que ;41 < x?/n)
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Entrada:
Um conjunto S de elementos compardveis e um inteiro k.
Saida:

O k-ésimo elemento de S.

selecdo(S, k):
se |S| = 1, retorne o tnico elemento de S
tome x, o primeiro elemento de S, como pivd
crie duas listas Sy e S inicialmente vazias
para cada elemento y de S:
se y < x, coloque y em S;
se y > x, coloque y em Sz
se k < |S1]|, retorne selecdo(S1, k)
se k — 1 =51, retorne
sen3o retorne selecdo(S2,k — 1 — |S1])

Figura 2.3: Algoritmo para sele¢ao do k-ésimo elemento.

4. Dados um conjunto S e um inteiro k, definimos o k-ésimo ele-
mento de S como o elemento na k-ésima posicao da lista que
contém os elementos de S em ordem crescente. E possivel de-
terminar o k-ésimo elemento de S em tempo O(nlogn) usando
ordenacao. Analise o tempo médio do algoritmo da figura 2.3,
que determina o k-ésimo elemento sem entretanto ordenar S.
(Considere que S é escolhido aleatéria e uniformemente do uni-
verso de todas as possiveis permutagoes de seus elementos.)

5. Seja x1,T9,...,T, uma lista de n nimeros distintos. Dizemos
que x; e x; estao invertidos se ¢ < j mas a; > a;. O algoritmo
de ordenagao conhecido como Bubble Sort troca a posicao de
dois ntiimeros vizinhos na lista que estejam invertidos, até que
nao haja mais vizinhos invertidos — quando entao a lista estara
ordenada. Suponha que a entrada do algoritmo Bubble Sort é
uma permutagao escolhida aleatéria e uniformemente de todas
as possiveis permutacoes de um conjunto de n ntimeros distin-
tos. Determine o niimero esperado de inversoes realizadas pelo
algoritmo para ordenar os elementos daquela entrada.
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2.4 Notas bibliograficas

A lista de aplicagbes do modelo de bolas-e-latas é extensa. Alguns
exemplos recentes o leitor encontrara nos artigos de Edmonds e Pruhs
[17] e de Strumpen e Krishnamurthy [51]. Uma aplicacao importante
é o estudo dos grafos aleatorios, em especial aqueles do largamente
utilizado modelo Gy, 5r, onde cada possivel grafo com n vértices e
M arestas tem a mesma probabilidade de ser obtido do experimento
aleatério que os geraS. Grafos aleatérios foram definidos por Erdés
e Rényi em 1959 [18], sendo hoje o livro de Bollobés [3] uma das
melhores referéncias no tema.

O paradigma do colecionador de cupons é também largamente
empregado e aparece em algoritmos randomizados para uma série de
problemas classicos. Bons exemplos sao o problema dos casamentos
estéveis [24, 28], para o qual o leitor encontra algoritmo de Las Vegas
sendo discutido no livro de Motwani e Raghavan [41], e o problema
da paginacao, com um belo algoritmo randomizado proposto por Fiat
et al. [21].

O problema do ciclo hamiltoniano em grafos aleatérios [9, 10] néo
apenas admite algoritmo randomizado eficiente (baseado no paradig-
ma do colecionador de cupons) como é também exemplo bastante re-
presentativo da técnica da andlise probabilistica de algoritmos, como
é apresentado bastante didaticamente por Mitzenmacher e Upfal [39].

Vasta é a literatura sobre algoritmos de ordenagao (como os algo-
ritmos Quick Sort e Bucket Sort apresentados neste capitulo). Uma
boa referéncia é o terceiro volume do célebre trabalho de Knuth [33].
Para algoritmos randomizados no tema, publicacao recente é o artigo
de Dean [16].

60 modelo Gn,p é também muito conhecido, e é aquele em que grafos aleatérios
de n vértices sao obtidos adicionando-se cada possivel aresta entre dois de seus
vértices com probabilidade p.






Capitulo 3

Primalidade

O primeiro sistema de criptografia com chave ptblica foi desenvolvido
por Rivest, Shamir e Adleman [48] e é hoje largamente utilizado para
garantir a seguranca e a privacidade na troca de informagoes através
da rede mundial de computadores. O RSA, assim chamado devido as
iniciais de seus criadores, atinge seus objetivos porque é relativamente
facil encontrar nimeros primos grandes e é praticamente impossivel
fatorar o produto de dois destes nimeros'. Neste capitulo, apresen-
tamos um algoritmo randomizado, desenvolvido por Rabin [45], que
decide em tempo polinomial se determinado ntmero é primo. Este
algoritmo é muito empregado, na pratica, para a importante tarefa
de se localizar primos grandes.

Em 2002, uma descoberta matematica foi noticiada na primeira
pagina dos principais jornais do mundo. Agrawal, Kayal e Saxena
obtiveram um algoritmo polinomial, batizado AKS, para decidir a
primalidade de um inteiro [1]. Foge ao escopo deste texto, no en-
tanto, a analise do deterministico AKS. Além disso, para todos os fins
praticos, o algoritmo randomizado de Rabin lhe é superior. Em pri-
meiro lugar, sua mecanica — bem como a matemaéatica necessaria para

IShor [50] desenvolveu um algoritmo quantico rapido para fatoragio. Contudo,
para ser executado, o computador quantico necessitaria de pelo menos tantos g-
bits (bits quanticos) quanto o nimero de digitos na base 2 do numero a ser
fatorado — a construgao de tal computador estd absolutamente fora de nosso
alcance, na atual fase do conhecimento humano.

49
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justificd-la — é bem menos complexa que a demandada pelo AKS.
Em segundo, o algoritmo de Rabin tem custo O(log? n(loglogn)°™M),
enquanto o custo do AKS é O(log® n(loglogn)®™M). Mais uma vez,
portanto, sai-se melhor o algoritmo randomizado em simplicidade e
eficiéncia.

Veremos, das secoes 3.1 a 3.8, conteido matemético bésico para
o entendimento do algoritmo de Rabin. Na se¢@o 3.1, definimos o-
peragoes de adi¢ao e multiplicacao em Z,. O algoritmo de Euclides
para o calculo do maior divisor comum de dois inteiros é descrito e
analisado na se¢ao 3.2. Uma aplicagao deste algoritmo é encontrada
na segdo 3.3, ao recordarmos o Teorema Fundamental da Aritmética.
Na secao 3.4, estabelecemos o Pequeno Teorema de Fermat como uma
conseqiiéncia do Teorema de Euler e estudamos uma de suas varian-
tes, central para a descrigao do algoritmo de Rabin. Na secao 3.5,
abordamos o Teorema Chinés do Resto. Na secao 3.6, mostramos que
qualquer elemento inversivel de Z,, é poténcia de um elemento fixo
quando n é primo ou o quadrado de um primo. Na secdo 3.7, defi-
nimos quando um natural n é pseudoprimo com respeito a uma base
e calculamos a probabilidade disto ocorrer quando n é composto. O
custo das operagoes aritméticas usuais é analisado na secao 3.8, onde
é também apresentado um algoritmo eficiente para o calculo da ex-
ponenciacao em Z,. Finalmente, na se¢ao 3.9, introduzimos a pérola
deste capitulo: o algoritmo randomizado de Rabin para decidir prima-
lidade. A secao 3.10 fecha o capitulo com uma exposi¢ao do algoritmo
RSA para criptografia, pretendendo justificar o enorme interesse que
hé em torno de algoritmos eficientes para encontrar nimeros primos
grandes.

3.1 Aritmética modular

Dado um ndmero natural n, denotamos por [n] o conjunto dos possi-
veis restos de uma divisdo por n, isto é, [n] = {0,1,2,...,n — 1}.
Claramente, [n] ndo é fechado com relacao as operagoes usuais de
adicao e multiplicagao: quando efetuamos uma destas operagoes em
dois elementos de [n], o resultado pode nao estar em [n]. Este pro-
blema pode ser contornado definindo-se novas operacoes de adicao e
multiplicagao neste conjunto: o resultado destas novas operacoes sera
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o resto da divisao por n do resultado obtido quando estas operacoes
sao realizadas normalmente em Z,. Formalmente, para a,b € [n],
definimos

a®b = res(a+b,n)
a®b

res(ab, n),

onde res(x, n) denota o resto da divisdo do inteiro x por n. A aritmé-
tica modular estabelece outro enfoque para a definicdo e a aplicagao
destas operagoes, dando origem a demonstragoes elegantes e elimi-
nando varios problemas técnicos.

Para um inteiro a, considere o seguinte subconjunto de Z:

a={beZ:res(a,n) =res(b,n)}.

Quando b € @, temos que @ = b, pois a e b deixam o mesmo resto
quando divididos por n. Portanto, dois conjuntos pertencentes a
{@ : a € Z} séo iguais ou disjuntos. Isto é, {@ : a € Z} é uma
particao de Z que serd denotada por Z,. Se r for o resto da divisao
de a por n, entao @ = 7. Conseqiientemente,

T ={0,1,2,...,n =1}

Para a # b € [n], temos que @ # b. Logo, Z, possui exatamente
n elementos. Mais ainda, a func¢ao de [n] em Z, que leva a em @ é
uma bije¢do entre estes conjuntos. Isto é, os elementos de [n] e Z,
possuem uma identificagao natural.

A adicdo de dois elementos @,b € Z,, denotada por @ + b e re-
sultando em a + b, é bem definida. Isto é, se @ = a’ e b = I/, temos
a+b=a'+V, pois

(a+b)—(d+V)=(a—d)+ (b-"V)

¢ divisivel por n — uma vez que a —a’ e b — b’ o sdo. A adicao em
7., possui as propriedades usuais:

Proposigao 3.1.1. A operacdo de adicao em Z, € associativa, co-
mutativa, possui elemento neutro e tem inverso aditivo.
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Demonstracdo. Observe que 0 é o elemento neutro de Z,,, pois a+0 =
a+ 0 = a, para qualquer inteiro a. Como @+ —a = a + (—a) = 0,
temos que —a é o inverso aditivo de @. Por defini¢do, para inteiros
a,b e ¢, temos:

a+(b+¢)=a+b+c=a+ (b+c)=(a+b) +c=a+b+c=(a+b)+c,

provando a associatividade. (A terceira igualdade segue da associati-
vidade para a adigdo nos inteiros.) A comutatividade é mostrada de
maneira similar. O

A operacgao de multiplicagao em Z,, é definida de forma andloga,
isto é, quando @,b € Z,, o produto de @ com b, denotado por @b,
resulta em ab. Esta operacdo também estd bem definida, ou seja,
quando@=da' eb =1V,

ab—a't =ab—ab +abt' —a'b/ =alb—b)+b(a—a)

¢ divisivel por n porque b—b' e a—a’ o sdo. Logo, ab = a’b/. Também
de maneira andloga a adigao, temos que:

Proposigao 3.1.2. A operacdo de multiplicacdo em Z,, € associativa,
comutativa e possui elemento neutro.

Note que, quando a e b pertencem ao conjunto [n],

G+b=a®b e ab=a®b.

Isto é, as operacoes definidas em Z, coincidem com as operagoes
definidas para [n] (quando fazemos a identificacdo natural entre estes
conjuntos).

As proposigoes 3.1.1 e 3.1.2 estabelecem propriedades naturais
para as operacoes de adicao e multiplicagao em Z,,. Contudo, o ines-
perado pode ocorrer quando operamos neste conjunto. Por exemplo,
quando n = 14, temos que

2. 7=14=0.

Isto ¢, o produto de dois elementos diferentes de 0 pode ser igual a 0.
(Lembre-se que isto também ocorre com a multiplicacdo de matrizes.)
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Dizemos que @ é divisor de zero em Z,, quando @ # 0 e existe b em Z,
tal que b # 0 e @b = 0.

Para descrevermos os divisores de zero em Z,,, precisamos de uma
definigao. Sejam a e b inteiros, com a ou b diferente de 0. O maior
divisor comum de a e b, denotado por (a,b), é o maior nimero natural
que divide simultaneamente a e b. Quando (a,b) = 1, dizemos que a
e b sao relativamente primos (ou primos entre si).

Se a é um inteiro satisfazendo d = (a,n), entdo, por defini¢do,
existem inteiros a’ e n’ tais que a = da’ e n = dn’. Portanto,

an’ =an’ =d'dn’ =a'n=0.

Conseqiientemente, @ é divisor de zero quando @ # 0 e d > 1.

Dizemos que um elemento @ de Z, é inversivel quando existe
b em Z, tal que ab = 1. (Isto é, @ possui inverso multiplicativo
e pode-se “dividir por a” em Z,.) Um elemento @ ndo pode ser
simultaneamente inversivel e divisor de zero em Z,,. De fato, caso
@ seja inversivel em Z,, existe elemento b de Z, tal que ab = 1.
Portanto, quando @¢ = 0 temos:

0=100=0b(ac) = (bajc=1lc=¢c
e a nao ¢ divisor de zero em Z,,.

Na proxima segao, mostraremos que todo elemento de Z,, que é
diferente de 0 ou é um divisor de zero ou é inversivel.

Caso @ possua um inverso b em Z,, este inverso é tinico. Su-
ponha que V' seja também um inverso de @ em Z,. Por definicio,
@b = 1. Multiplicando ambos os lados desta identidade por b, temos
(@b)’ = V. Utilizando associatividade e comutatividade da mul-
tiplicagio em Z,, reescrevemos esta identidade como b(@b’) = V.
Conseqiientemente b = b’ e dai b é tinico.

3.2 Maior divisor comum

Sejam a e b inteiros tais que a # 0 ou b # 0. Relembraremos o
algoritmo de Euclides para encontrar o maior divisor comum de a
e b, que foi denotado por (a,b). Como

(a,b) = (b,a) e (a,b) = (|al, [0]),
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nao perdemos generalidade ao assumirmos que a > b > 0. Se b = 0,
entdo (a,b) = a. Portanto, vamos supor que b # 0. Iremos construir
recursivamente duas seqiiéncias, uma de restos e outra de quocien-
tes, a saber: ro,71,...,7%,Tkt1 € Q1,...,qx. Faga rg = a,m; = b e,
enquanto r; # 0, g; e r;41 sdo respectivamente o quociente e o resto
da divisao de r;_1 por r;. Isto é,

Ti—1 = qiT + Tit+1, COHIOSTiJrl < r;. (31)

Note que 741 = 0. Vamos mostrar que ry = (a,b). De (3.1), quando
um inteiro divide dois elementos consecutivos na seqiiéncia de restos,
divide também o elemento anterior e o posterior a estes. Portanto,
todo inteiro que divide dois elementos consecutivos da seqiiéncia de
restos divide todos os elementos desta seqiiéncia. Como (a,b) divide
dois elementos consecutivos na seqiiéncia de restos, ro e r1, entao
(a,b) divide ry. De (3.1), para ¢ = k, concluimos que ry divide
ry_1. Conseqlientemente, r; divide dois elementos consecutivos da
seqliéncia de restos: rp_1 e . Portanto, ry divide todos os elementos
da seqiiéncia de restos, em particular a e b. Por definicao do maior
divisor comum, r; < (a,b). Logo, r = (a,b), pois (a,b) divide rg.

Queremos encontrar um majorante para k, isto é, um limite supe-
rior para o numero de divisoes realizadas pelo algoritmo de Euclides
para o cédlculo do maior divisor comum. De (3.1), temos que

To>T1 >T9 >T3 > > 1 > 0. (3.2)
De (3.1) e (3.2), pois, segue-se que
¢ > 1 paratodo i€ {l1,2,3,...k}. (3.3)
Substituindo (3.3) em (3.1), obtemos que, quando i € {1,2,3,...,k},
Ti1 = @i T Tit1 2 T+ Tig1 > 2040,
onde a ultima desigualdade segue de (3.2). Portanto, a seqiiéncia
70,72, T4, 76y -+ -T2l

rm T T nao-nu il mo indice um inteir
formada por todos os restos nao-nulos tendo como indice teiro
par satisfaz a seguinte propriedade: ao percorrermos a seqiiéncia da
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direita para a esquerda, um elemento serda sempre maior que o dobro
de seu antecessor. Logo

a=ry>2ry>2%ry > 2rg > ... > 2l717"2(l_1) > 2lry;.

Em particular,
loga > 1+ logrey > 1.

(Ao longo deste capitulo, utilizamos loga para denotar o logaritmo
de a na base 2.) Como 2! € {k — 1,k}, obtemos o seguinte limite
superior para o nimero k de divisdes realizadas pelo algoritmo de
Euclides para o cdlculo do maior divisor comum:

k<1+420<1+2loga.

Se, em (3.1), a divisdo fosse realizada de forma que o resto r;41
satisfaca

necessitariamos no maximo log a divisoes para encontrar o maior di-
visor comum, tornando o algoritmo de Euclides mais eficiente. (Neste
caso, os restos poderiam assumir também valores negativos.)
Dizemos que um inteiro x é combinag¢ao dos inteiros y e z quando
existem inteiros u e v tais que x = py + vz. Observe que = é com-
binacdo de y e z se e somente se |z| é combinacao de |y| e |z|.

Teorema 3.2.1. Se a e b sao inteiros tais que a # 0 ou b # 0, entdo
(a,b) é combinagdo de a e b.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
a > b > 0. Estabeleceremos um resultado mais forte: (a,b) é com-
binagao de quaisquer dois elementos consecutivos da seqiiéncia de
restos. Utilizando recursao, este resultado segue dos seguintes fatos:

(i) (a,b) é combinagao dos dois dltimos elementos da seqiiéncia de
restos; e

(ii) para quaisquer trés elementos consecutivos da seqiiéncia dos
restos, se (a,b) é combinagao dos dois ultimos, entdo também é
combinagao dos dois primeiros.
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Comprovamos (i) facilmente, pois (a,b) = ry = prg + vrgy1, onde
(u,v) é igual a (1,0). Para mostrar (ii), suponha que r;_1,7;, 741
sejam os trés elementos consecutivos da seqiiéncia de restos, para
algum natural i. Por hipédtese, (a,b) é combinagao de r; e r;41, isto
é, existem inteiros p e v tais que (a,b) = pr; +vr;y1. De (3.1), temos
que r;4+1 = r;—1 — q;r;. Portanto,

(a,b) = pri +vripr = pri +v(rioy — qiri) = vrioy + (0 —vg)r;
e (a,b) é combinagao de r;_1 e r;. Conseqiientemente, (ii) segue. O

Observe que na demonstragao do resultado anterior esta implicito
um algoritmo para encontrar tal combinagao linear. Este algoritmo,
conhecido como algoritmo euclidiano estendido, possui k etapas e, em
cada uma delas, é realizada uma subtragao e uma multiplicagao.

Seja n um ntmero natural. Se @ é um elemento de Z,, e a # 0,
entao:

(i) (a,n) #1 e a é um divisor de zero de Z,; ou
(ii) (a,n) =1 e a é inversivel em Z,.

J4 estabelecemos (i) na segdo anterior. Vamos mostrar (ii). Pelo
teorema 3.2.1, existem inteiros p e v tais que 1 = (a,n) = pa + vn.
Portanto,

l=pa+vn=pna+vn=pa+v0=na

e dai @ é inversivel.

O conjunto de todos os elementos inversiveis de Z,, serd denotado
por Z;,. Este conjunto é fechado com relagao a operacao de mul-
tiplicacao e tera papel central na compreensao dos algoritmos para
decidir a primalidade de um nimero. A cardinalidade de Z! serd
denotada por ¢(n). (Esta fungdo é conhecida como a fungao ¢ de
Euler.) Note que

¢(n) = [{a € [n]: (a,n) = 1}].

Em particular, quando p é um ntimero primo e m um inteiro positivo,
d(p™) = p™ — p™~1. Mais ainda, quando m = 1, Ly =ZLp — {0}.
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3.3 Teorema Fundamental da Aritmética

Nesta secao, recapitulamos o cldssico Teorema Fundamental da Arit-
mética, um dos primeiros fatos matemédticos apresentados aos estu-
dantes no ensino fundamental.

Um inteiro maior que 1 é dito primo quando nao é o produto de
dois inteiros positivos menores. O resultado seguinte é o ntcleo da
demonstracao do Teorema Fundamental da Aritmética.

Lema 3.3.1. Se um primo divide um produto de inteiros, entdo di-
vide um de seus fatores.

Demonstra¢do. Seja p um numero primo. Suponhamos que p divida
o produto ab de dois nimeros a,b € Z. Se p divide a, entdo o resul-
tado segue. Assumamos, portanto, que p nao divide a. Observe que
(a,p) = 1, pois (a,p) é um divisor préprio de p. Pelo teorema 3.2.1,
existem inteiros p e v tais que

1= pa—+vp.
Multiplicando-se esta igualdade por b, obtemos
b = pab + vpb. (3.4)

Como p divide ab e pb, temos que p divide o lado direito de (3.4).
Portanto, p divide b e o lema vale para o produto de dois inteiros.

Suponhamos, agora, que p divide o produto de n inteiros, digamos
ai,as,...,a,. Pelo que acabamos de estabelecer,

(i) p divide aq; ou
(ii) p divide o produto dos outros n — 1 inteiros, que sao as, . .., ay.

Podemos repetir este processo e, ao final, encontramos um a; que é
divisivel por p. O

Estamos prontos para demonstrar o Teorema Fundamental da A-
ritmética. Vamos assumir que o produto dos elementos pertencentes
ao conjunto vazio é 1 e que o produto dos elementos pertencentes a
um conjunto unitario é o seu elemento.
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Teorema 3.3.2. Todo inteiro positivo decompde-se de maneira unica,
a menos da ordem dos fatores, como o produto de niumeros primos.

Demonstracdo. Seja n um inteiro positivo. Como o resultado vale
quando n é 1 ou primo, necessitamos demonstri-lo apenas quando
n é composto. Primeiro, mostraremos que n decompoe-se como o
produto de nimeros primos. Escolha uma seqiiéncia aq, as, ..., ax de
inteiros maiores que 1, tal que

n=ayaz---a

e o tamanho da seqiiéncia seja o maior possivel. (Note que as seqiién-
cias ay, as, ..., ax cujo produto é igual a n tém comprimento limitado
por logn porque n = ajas . ..a; > 2F. Portanto, faz sentido escolher-
mos uma de tamanho méximo.) Observe que, para todo ¢, a; é primo;
do contrario a; seria o produto de dois inteiros positivos menores e, ao
substituirmos, na seqiiéncia, a; por aqueles dois inteiros, obteriamos
uma seqiiéncia de tamanho maior, o que é uma contradigao.

Agora, estabeleceremos a unicidade da decomposicdo. Sejam
ai,as,...,ai € by, ba, ..., b seqiiéncias de ntimeros primos tais que

n:a1a2~--ak:b1b2-~-bl.

Sem perda de generalidade, podemos supor que k < [. Pelo lema 3.3.1,
ap divide b;, para algum 7. Como b; é primo, temos que a; = b;. Po-
demos reordenar os elementos na seqiiéncia by, bo, ..., b; e supor que
1 = 1. Logo,

n

7:a2...ak:b2a..bl.
ai

Repetindo este processo, podemos reordenar os elementos da segunda
seqiiéncia, de forma que as = bo,...,ar = b;. Portanto,

n
— =1 =1l by
alaQ.'.ak

Como, necessariamente, k = [, essas decomposicoes de n sao idénticas,
a menos da ordem dos fatores. O
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3.4 O Pequeno Teorema de Fermat

Seja n um inteiro positivo. Para um elemento @ de Z},, considere
todas as suas poténcias:

T_ -0 -1 -2 -3 —k
l=a",a,a",a°,...,a",....
Como todas estas poténcias pertencem ao conjunto finito Z7 , existem
inteiros i e j tais que ¢ < j e @’ = @’. Escolha i e j de forma que j
seja o menor possivel. Se b é o inverso multiplicativo de a, entao

=1 = @b) =ab =@b =a(ab)’ =a .

Pela escolha de i e j, temos que ¢ = 0. Dizemos que j é a ordem de @
em Z;. Note que

at,atad,...a =1

sdo todas as poténcias de @ em Z,,. A seguir apresentamos o Teorema
de Lagrange.

Teorema 3.4.1. Seja @ um elemento de 7% de ordem j. Sea" =T,
entao j divide k.

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao, existem inteiros ¢ e r tais
que k =qj +r e 0 <r < j. Conseqlientemente,

T=a"=a¥" = (@)%a =1a"=a".

Como j é o menor inteiro positivo tal que @ = 1, tem-se que r = 0.
Logo j divide k. O

Lema 3.4.2. Seja @ um elemento de Zj, de ordem j. Se i € [j],
entdo a ordem de @' € igual a (1]7)
Demonstragdo. Existem inteiros i’ e j' tais que i = (i,5)i' e j =
(i,7)7’. Note que

@) =g =gt =g = (@) =T =1.

Se k é a ordem de @*, entao, pelo teorema 3.4.1, k divide 7' = =G5 j)

Por definicio, T = (@)* = @*. Pelo teorema 3.4.1, j divide
ik. Portanto, j' divide i’k. Como (i, j') = 1, tem-se que j' divide k.
Mas, pelo paragrafo anterior, k divide j' e daf k = j’, como querfamos
mostrar. O
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O préximo resultado foi descoberto por Euler e descreve as pos-
siveis ordens dos elementos de Zj,.

Teorema 3.4.3. A ordem de um elemento a de Z7, divide ¢(n).

Demonstragao. A funcao f : Z} — Z7 dada por f(X) =aX ¢é inje-
tiva porque @ ¢é inversivel. Como Z, é finito, f também ¢é sobrejetiva.
Isto é, f induz uma permutagao dos elementos de Z),. Portanto,

[Mx=]J]rx=]J]@)=]]a]] x=2" [] x.

Xezy, Xez;, X€z;, X€z;, Xez;, X€z;,
Logo, a®™ = 1. Pelo teorema 3.4.1, a ordem de @ divide ¢(n). [

A instancia particular do teorema anterior em que n é primo foi
obtida por Fermat. Neste caso Z: = {a:a € [n]*} e ¢(n) =n —1,
onde, para um inteiro positivo m, [m]* = {a € [m] : a # 0} =
{1,...,m — 1}. Conseqiientemente,

Teorema 3.4.4. Se a € [n]* en é primo, entdo a" ' = 1.

Este resultado inspira um possivel algoritmo para decidir a prima-
lidade de n. Repita algumas vezes o seguinte procedimento: escolha
aleatoriamente a € [n]* e calcule o resto da divisao de a™~! por n. Se
algum destes restos nao for igual a 1, entao, pelo resultado anterior, n
é composto. Senao, sera que podemos afirmar que n é primo a menos
de uma probabilidade muito baixa? A resposta infelizmente é nao!
Existem ntimeros compostos n que falham neste teste para muito
poucos a € [n]*. Neste caso, a probabilidade do resto ser 1 é muito
alta, mesmo n sendo composto. Nosso objetivo serd mostrar que
uma pequena variante deste algoritmo funciona como desejado. Para
tanto, necessitamos estudar raizes de polinémios com coeficientes em
Z,, quando n é primo. (Surpreendentemente, o préximo resultado
nao é verdadeiro quando n é composto.)

Lema 3.4.5. Se n € primo, entdo o nimero de raizes de um po-
lindmio p(X) com coeficientes em Z,, € no mdzimo igual ao grau de

p(X).
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Demostracao. Escolha a seqiiéncia de elementos ag,...,a, de Z,
com o maior comprimento possivel tal que

p(X) = (X —ar)--- (X = am)q(X)

para algum polinémio ¢(X) com coeficientes em Z,,. Note que ag, .. .,
T s80 raizes de p(X). Se estas sdo todas as raizes de p(X) entédo
o resultado segue, pois o grau de p(X) é igual a m mais o grau de
q(X). Podemos supor que p(X) possui raiz a tal que @ # a@; para
todo i. Logo,
0= (a—aD):(a - am)(@).

Mas @ — @; # 0, para todo i, e dai g(a) = 0 porque Z, nio tem
divisores de zero quando n é primo. Dividindo ¢(X) por X — @

encontramos um polindémio ¢g(X) com coeficientes em Z, tal que
¢(X) =q(X)(X —a) + q(@) = q(X)(X —a). Portanto,

p(X) = (X —ar) - (X —ap)(X —a)q(X)
e ay,...,0m,a contraria a escolha de @y, ..., Gmn- O

Descreveremos um algoritmo para decidir, com probabilidade de
erro pequena, a primalidade de um niimero natural n. Utilizaremos,
para isto, a seguinte variante do teorema 3.4.4.

Teorema 3.4.6. Suponha que n —1 = 2"m, onde r € um inteiro
ndo-negativo e m é um inteiro impar. Se a € [n]* e n € primo,
entao:

(i) a™ =1; ou
(ii) @™ = —1, para algum inteiro i tal que 0 <i <r — 1.

Demonstragdo. Suponha que (i) ndo ocorre. Escolha o maior inteiro i
talque 0 <i<re Ezim # 1. Pelo teorema 3.4.4, i < r. Portanto,
a2"'m =T1. Logo a2 ™ é uma raiz do polinémio p(X) = X2 —1. Pelo
lema 3.4.5, p(X) possui duas raizes que necessariamente sdo 1 e —1.
Pela escolha de 4, a2 ™ = —1. Temos (ii). O

Na segao 3.7, mostraremos que a probabilidade de a € [n]* sa-
tisfazer (i) ou (ii) do teorema anterior, no caso em que n é {mpar e

composto, é inferior a %.
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3.5 Teorema Chinés do Resto

O préximo resultado é conhecido como o Teorema Chinés do Resto
e, surpreendentemente, era utilizado para determinar o tamanho de
tropas militares.

Teorema 3.5.1. Sejam mi,ma, ..., my inteiros tais que (m;, m;) =
1 para qualquer 2-subconjunto {i,j} de {1,2,...,k}. Se 0 <r; < my,
para todo i € {1,2...,k}, entdo existe um unico a € [mims ... my)
tal que r; = res(a,m;), para todo i € {1,2... k}.

Ressaltamos que, embutido na demonstragao deste teorema,
encontra-se um algoritmo para efetivamente encontrar o valor de a.

Demonstracdo. Inicialmente trataremos o caso em que k£ = 2. Ob-
serve que

{a € [mima] : 11 = res(a,m1)} = {gm1 + 11 : ¢ € [ma]}.

Desejamos encontrar todos os elementos a pertencentes a este con-
junto tais que

ro = res(a, ma).

Isto é, desejamos encontrar todos os g € [ms] tais que
Ty = qmi + 71 €m Zipy,.

Esta identidade pode ser reescrita como
gmy =713 — 11 em Zpy,.

Como (my,mz2) = 1, temos que my possui um inverso multiplicativo
em Zp,,, digamos m. (Este inverso pode ser calculado utilizando-se
o algoritmo que estd implicito na demonstragdo do teorema 3.2.1.)
Logo,

g=m(ro —r1) em Zp,,.

Conseqilientemente, g existe e é iinico. O mesmo ocorre com ¢ porque
q € [mg]. Logo o resultado vale quando k = 2.
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Vamos construir recursivamente uma seqiiéncia ai,as, ..., ax tal
que, para todo I € {1,2,...,k},

1
a € Hmi e ri=res(a;,my),i=1,2,...,1 (3.5)
i=1

Mais ainda, mostraremos que esta seqiiéncia é unica. Suponha que
a; j& foi determinado. (Note que a1 = r1.) Descreveremos, agora,
como obter a;;; a partir de a;. Como m; é relativamente primo
com mjy1, para todo i € {1,...,;}, entdo, pelo Teorema Fundamen-
tal da Aritmética, ngl m; = my ---m; é relativamente primo com
mjy1. Aplicando o resultado do pardgrafo anterior, existe um tnico
elemento a;1 de [mq ---m;m;i1] tal que

a; =res(aji1,mi---m;) e 741 =res(ajy1, Mjy1). (3.6)

Por (3.5) para l = j e (3.6), concluimos que (3.5) vale também para
I = j+ 1. Isto é, aj41 satisfaz as propriedades desejadas. Observe
que a;41 ¢ o Unico elemento de [m; - - - m;m,41] satisfazendo (3.6) e,
portanto, serd tnico, ja que a; o é. ]

Usaremos uma outra abordagem, que nao é algoritmica, para
estabelecer o Teorema Chinés do Resto. Sejam mq,mso...,my in-
teiros positivos tais que (m;,m;) = 1 para qualquer 2-subconjunto
{i,7} de {1,2,...,k}. Denote o produto destes inteiros por n, isto é,
n =myq ---my. Considere a funcdo ¥ : Z,, — Zm, X L, X -+ X L,
dada por ¥(a) = (a,q,...,a), para um inteiro a. (Apesar de @ re-
presentar conjuntos diferentes nesta identidade, nossa notagao nao
gerard confusao, ja que estd implicito qual conjunto estamos consi-
derando em cada ocorréncia de @. Na primeira, @ denota o conjunto
de inteiros que tém o mesmo resto que a quando divididos por n;
na segunda quando divididos por mi; na terceira quando divididos
por mo; e na ultima quando divididos por my.)

Mostraremos simultaneamente que ¥ estd bem definida e é inje-
tiva. Estas propriedades seguem das seguintes equivaléncias para os
inteiros a e a’:

(i) a=a em Zy;

(i) n divide a — d;
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(iii) para todo i € {1,2,...,k}, m; divide a — d/;
(iv) para todoi € {1,2,...,k},a=d em Z,;
(v) ¥(a) =¥(d).

(Para estabelecer que (ii) e (iii) sdo equivalentes é necessério utilizar
o Teorema Fundamental da Aritmética.) Como

|Z)| = Ly X Ly X -+ X Lo |
e U ¢ injetiva, temos que:
Proposigao 3.5.2. A funcao ¥ € bijetiva.

Como conseqiiéncia deste resultado obtemos o Teorema Chinés do
Resto.

Utilizaremos a fungao ¥ para obter uma propriedade fundamental
da funcao ¢ de Euler: multiplicatividade. Isto é,

¢(n) = p(m1)p(mz) - - - p(my). 3.7)

Como ¢(m) = |ZF,|, para um inteiro m positivo, a equagao (3.7)
segue de:

|Zy,| = |2y, X Loy, X === X LY, | (3.8)

Observe que (3.8) é uma conseqiiéncia imediata da proposicao 3.5.2
juntamente com o préximo resultado:

Lema 3.5.3. @ € Z}, se somente se ¥(a) € Z}

iy X Ly X X L
Demonstracdo. Observe que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) aeZy;
(i) (a,n) = 1;
(iii) para todo i € {1,2,...,k}, (a,m;) = 1;
(iv) paratodoic {1,2,...,k}, acZy, .

A equivaléncia entre (ii) e (iii) é estabelecida pelo Teorema Funda-
mental da Aritmética. O
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3.6 Geradores para Z;

Seja n um nimero natural. Um elemento @ de Z;, ¢ dito um gerador
para Z; quando todo elemento de Z; é uma poténcia de @. Neste
caso, ‘

Z;, ={a’ :j € N}.
Se a ordem de @ é d, entao,

zr ={1,a,a,...,a""1}.

Em particular, d = ¢(n). Nesta se¢ao, mostraremos que, quando n é
primo ou o quadrado de um primo, entao Z;, possui um gerador. Pri-
meiro contaremos o numero de elementos que possuem determinada
ordem em Z}, quando n é primo.

Lema 3.6.1. Suponha que n € primo. Se d é um inteiro positivo,
entao Z; possui 0 ou ¢(d) elementos de ordem d.

Demonstracdo. Considere o polindémio com coeficientes em Z,,:

p(X)=X4-T.

Observe que todo elemento de Z} que tem ordem d é raiz de p(X).
Portanto, para determinarmos o niumero de elementos de Z; que
possuem ordem d, vamos listar todas as raizes de p(X) e decidir
quais sao aquelas que possuem ordem d.

Se Z; nao tem elemento de ordem d, entao o resultado segue.
Assuma que Z;, tenha algum elemento de ordem d. Seja @ um destes
elementos. Na se¢ao 3, mostramos que

a.a,...,aal=1

sao dois a dois distintos. Vamos mostrar que cada um destes elemen-
tos é raiz de p(X). De fato,

p@)= (@) -T=@@) -1=(1)7-1=1-1=0.
Pelo lema 3.4.5, p(X) possui no maximo d raizes em Z,,. Portanto,

1,a,a%, ...,a%!
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sdao todas as raizes de p(X). Pelo lema 3.4.2, para i € [d], @ tem
ordem d se e somente se (i,d) = 1. Conseqiientemente, p(X) possui
exatamente ¢(d) raizes com ordem d. Isto é, Z7 possui ¢(d) elementos
com ordem d. O

Utilizaremos a notagao alb com o seguinte significado: a e b sdo
inteiros positivos e a divide b.

Lema 3.6.2. Suponha que n € primo. Se d é um inteiro positivo que
divide n — 1, entdo Z;, possui ¢(d) elementos de ordem d.

Demonstracdo. Para cada inteiro positivo d, seja A4y o conjunto de

elementos de Z; que possuem ordem d. Desejamos estabelecer que
|Ag| = #(d). Observe que

{Ag:d€Z e d>0}

¢ uma particao de Z;,. Pelo teorema 3.4.3, Ay = @ quando d nao
divide ¢(n) = n — 1. Conseqiientemente,

{Ag:dn—1}

¢ uma partigao de Z}. Portanto,

n—1= Z |Ad|

dln—1
Pelo lema 3.6.1, |A4| € {0,¢(d)}. Em particular,
[Ag4] < ¢(d), quando dn — 1. (3.9)

Portanto,

n—1= Y |Ad < D ¢(d)=n—1, (3.10)

dln—1 dln—1

onde a tltima igualdade segue de (3.11), que serd estabelecida a se-
guir. Temos, dessa forma, a igualdade em (3.10). Portanto, a igual-
dade tem que ocorrer em (3.9), para todo d|n—1. Isto é, |[A4| = ¢(d),
para todo d|n — 1. O
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Na demonstragao do lema anterior, necessitamos da seguinte iden-
tidade:
> (d) =m. (3.11)
d|m

Para d|m, seja I'y = {a € [m] : (a,m) = d}. Observe que {I'y : d|m}
é uma partigao de [m]. Conseqiientemente,

S rg = m. (3.12)
d|lm

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética,

ru=fotiae [2] « (02) 1)

=0 (2)

Substituindo a ultima identidade em (3.12), obtemos

Yo (%) =m. (3.13)

dlm

e dai

Quando d percorre todos os divisores positivos de m, entao 7 também

percorre todos os divisores positivos de m. Logo,
m
> 6 (%) =D 6. (3.14)
dlm dlm

Note que (3.11) é uma conseqiiéncia de (3.13) e (3.14).

Uma conseqiiéncia imediata do resultado anterior sera a préxima
proposicao, fundamental para estabelecermos a probabilidade de erro
do algoritmo para decidir primalidade.

Proposicao 3.6.3. Se n € primo, entao Z;, possui um gerador.

Demonstragcao. Um elemento de Z} é gerador quando sua ordem é
@(n) = n—1. Pelo lema 3.6.2, Z possui ¢(n—1) elementos de ordem
n — 1. O resultado segue pois ¢(n — 1) # 0. O

Proposigao 3.6.4. Se n é primo, entao Z ., possui um gerador.
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Demonstragdo. Um elemento de Z}, é gerador quando sua ordem é
#(n?) =n? —n =n(n —1). Pela proposigao 3.6.3, existe a € [n] tal
que @ gera Zy,. Seja d a ordem de @ em Z,. Por defini¢ao, em Z7,,

1.

ad

Em outras palavras, n? divide a? — 1. Conseqiientemente, n divide
a? — 1. Ou seja, em Z%,

at=1.

Pelo teorema 3.4.1, a ordem de @ em Z;, divide d. Isto é, n —1 divide
d. Pelo teorema 3.4.3, d divide ¢(n?) = n(n — 1). Como n é primo,
d e {n—-1,nn—-1)} Sed=n(n—1), entdo o resultado segue.
Podemos assumir que d =n — 1. Em particular,

aT=1 (3.15)

em 7Z,. De maneira andloga, temos que a ordem de n +a em Z), é
igual an—1 oun(n—1). Se a ordem for n(n — 1), entéo o resultado
segue. Podemos assumir que a ordem é n — 1 e dai

nta)T=1 (3.16)

em Zy,. Pelo bindmio de Newton, existe inteiro ¢, que depende de a
e n, tal que

(n4a)" ! = en®+(n—1)na"?+a" ! = (c+a""H)n*—na" 2 +a" L.

(Coloque em evidéncia n? nos termos do bindémio cujo expoente de n

¢ pelo menos 2.) Em Z,, esta igualdade torna-se

(n+a)» !t =(c+a"2)n?—na"2+4+a* ! = —na"2+4a* L
Substituindo (3.15) e (3.16) na identidade acima, temos
T=-na"2+1.
Portanto, em Z*,, —na"~2 = 0. Isto é, n? divide na"~2. Como n é

primo, n divide a; uma contradigao ja que @ é um gerador para Z),.

O
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3.7 Pseudoprimos

Seja m um inteiro positivo impar. Existem inteiros positivos r e m
tais que m é impar e n — 1 = 2"m. Para a € [n]*, dizemos que n é
pseudoprimo com respeito a base a quando:

(i) a™ =1; ou

Q

(ii) @2'™ = 1, para algum inteiro i tal que 0 < i < r — 1.

Pelo teorema 3.4.6, quando n é primo, (i) ou (ii) é sempre verda-
deira. Em particular, n é pseudoprimo? com respeito a todo elemento
de [n]*.

No restante desta se¢ao, assumiremos que n nao é primo. Mos-
traremos que n nao é um pseudoprimo com respeito a maioria dos
elementos pertencentes a [n]*. Na verdade, vamos obter um limite
superior para a probabilidade P,, de n ser pseudoprimo com respeito
a um elemento de [n]* escolhido aleatoriamente. Observe que:

P {a € [n]* : n é pseudoprimo com respeito a a}|
n — .

n—1
Rabin [45] obteve o seguinte resultado:

Teorema 3.7.1. Seja n um inteiro positivo impar. Sen nao € primo,
entao a probabilidade P, de n ser pseudoprimo com respeito a um
elemento de [n]* escolhido aleatoriamente ndo excede i.

Nesta se¢ao, nosso objetivo é demonstrar este teorema. Conside-
raremos primeiro o caso em que n nao é “livre de quadrados”.

Proposigao 3.7.2. Se existe primo q tal que ¢*|n, entdo

PTLSLSE
g+1 4

Demonstragao. Quando n é pseudoprimo com respeito a a, temos

que @"~' =1 em Z,. Neste caso, @ € Z%. Portanto,

< HaeZ:;:a" ' =T1em Z,}|

P,
n—1

(3.17)

2S0a estranho dizer que um nimero primo é pseudoprimo com respeito a um
outro nimero, mas esta abordagem facilitard nossa discussao futura.
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Podemos reescrever a equagao 3.17 como:

< Ha € [n]: (a,n) =1en|a" ! - 1}\

P, 3.18
— (3.18)
Como ¢?|n, obtemos que {a € [n] : (a,n) = lemn|a" ! —1} C
{a €n]: (a,q*) =1 e ¢*la”"* — 1}. Conseqiientemente,
. 2\ _ 2|,n—1 _
Pn S |{a’ € [n] . (a’7q ) — 1 cq |CL 1}|. (3.19)

n—1

Como cada elemento b de Z,2 intersecta [n] em q% elementos, con-

cluimos que

{a€ln]:(a,¢*) =1eq?la" ! =1} =
Bi{ae (@) (0,6%) =1 e @la" - 1}].

Substituindo esta igualdade na equagao (3.19), obtemos:

P, < Haelq?): (a,q) =1eqla™" —1}].

n
¢*(n—1)
Esta desigualdade pode ser escrita como

P, < {aeZy:a" " =T1em Zg}| (3.20)

_n
¢*(n—1)

Pela proposicao 3.6.4, existe inteiro a tal que @ é um gerador
para Z;,. Portanto, em Z7,, @ possui ordem #(q%) = q(g —1). Sabe-
mos que _

Lz ={a" i € [q(q — 1)]}-

Portanto, temos de determinar todos os expoentes ¢ pertencentes a
lq(q — 1)] tais que, em Zg,

giln=1) _ (Ei)"_l -1 (3.21)

Pelo teorema 3.4.1, ¢(¢—1)|i(n—1). Como ¢?|n, temos que (¢,n—1) =
1. Portanto, gli. Como apenas ¢ — 1 expoentes i em [g(q — 1)] sdo
miultiplos de g, existem no méximo ¢ — 1 expoentes i em [¢(q — 1)]
que podem satisfazer (3.21). Isto é,

HaeZy:a" ' =Tem Zp} <q—1.
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Substituindo esta desigualdade em (3.20), obtemos

p < Ma—1) _nlg-1) nlg—-1) nlg-1) _ 1
"T@2n-1) ¢n—-¢2 " ¢n-n n(@@-1) qg+1

O resultado segue pois g é impar, ja que n é impar, edai g+1 > 3. [

Na proposicao 3.7.2, mostramos que P, < %, quando n é nao
é “livre de quadrados”. Portanto, a partir deste momento, iremos
assumir que n é “livre de quadrados”. Pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, existem primos distintos ¢1, g2, . .., gx tais que

n=4q1q2 -4k

Observe que k > 2 pois n nao é primo. Para i € {1,2,...,k}, como
q; é impar, existem inteiros positivos r; e m; tais que m; é impar e
q; — 1=2" m;.

Mostraremos dois lemas auxiliares que estabelecem limites supe-
riores para o numero de a € [n]* satisfazendo respectivamente (i)

e (ii).
Lema 3.7.3. Vale a sequinte igualdade:

Hae€n]*:a™ =1 em Zy}| = (m,mq)(m,ma) - (m, my).

s

Lema 3.7.4. Para 0< j <r—1, |{a € [n]* : 2™ = =1 em Z,}| ¢
igual a 0, se min{ry,ro, ..., 7} < j, ouigual a 27% (m,my)(m,mz) - -

(m,my), caso contrdrio.

Uma etapa comum & demonstracao destes dois lemas é estabele-
cida no resultado enunciado a seguir.

Lema 3.7.5. Sejam u, v e w inteiros tais que u > 0 e v € {—1,1}.
Se

ko(w):={a € w|*:a* =7 em Zy},

entao
iy (n)] = [rg (@)K (g2)] - - kg (g
Utilizando a notagao definida no lema anterior, os lemas 3.7.3
e 3.7.4 fornecem limites superiores para respectivamente |k7*(n)| e

|27 (1)
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Demonstracdo do lema 3.7.5. Observe que as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes para a € [n]*:

(a) a* =7 em Zy;

(b) nla™ — v;

(c) paratodoi € {1,2,...,k}, ¢;la* — v;

(d) paratodoie€ {1,2,...,k}, @ =7 em Z,,.

O Teorema Fundamental da Aritmética estabelece a equivaléncia en-
tre (b) e (c).

Na segao 4, mostramos que a fungdo W : Z,, — Zg, X ZLg, X+ - - X Lg,
dada por ¥(a) = (a,a,...,a), para um inteiro a é uma bijegdo. Pelo
pardgrafo anterior, ¥ leva o conjunto k%(n) em x¥%(q1) x k%(g2) X

- X k¥(qy). Portanto,

[y ()] = [Fy (q1) X Ky (g2) X -+ X Ky (qr)]

e o resultado segue. O

Demonstracdo do lema 3.7.3. Pelo lema 3.7.5 serd suficiente estabe-
lecer que, para cada i € {1,2... k},

51" (ai)| = (m,my). (3.22)

Pela proposigao 3.6.3, Z;, possui um gerador @ (cuja ordem é ¢; —1 =
2"im;). Portanto, qualquer elemento de Zy, ¢ uma poténcia de a.
Isto é,

z; ={a,a*,....a% "'}

Necessitamos determinar todos os expoentes j tais que @’ € x7(q;).
Isto é,

@ = (@)™ =1 em Z,.
ms
(m,m;)’
é {mpar. Como existem (m,m;) multiplos de 2"ih em [2"im;], temos
que (3.22) segue. O

Pelo teorema 3.4.1, 2"im;|jm. Se h = entdo 2" h|j, pois m
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Demonstracdo do lema 3.7.4. Pelo lema 3.7.5 sera suficiente estabe-
lecer que, para cada i € {1,2...,k},

j 27(m,m;) quando r; > j
27my . < s 1l %
k21" (ai)] { 0 quando 7 < j (3.23)

Pela proposigao 3.6.3, Z;, possui um gerador @ (cuja ordem é ¢; —1 =
2"m;). Portanto, qualquer elemento de Zy, ¢ uma poténcia de a.

Isto é, , .
* _ [ a =i —
Zy, =A{a,a",...,a" " " }.

Necessitamos determinar todos os expoentes k tais que a* € H%J{”(ql)
Isto é,

a =—1em Zg,.

EQ-jmk: _ (7k)2-7m
Pelo teorema 3.4.1,
2rim |29 mk e 2"imy; f20mk. (3.24)

Em particular, m;|mk, pois m; é impar. Se r; < j, entdo nao existe k
satisfazendo (3.24) e daf K2']"(¢;) = @. Neste caso, (3.23) é verificada.
Vamos supor que j < r;. Podemos, entao, reescrever (3.24) como:

2= mimk e 2" TIm,; fmk. (3.25)

Se h = (mm%_), entao

ori=i=lp|k e 2Mi=ih k. (3.26)

Conseqiientemente, k tem que ser um multiplo fmpar de 277~ 1h,.
Note que existem 2771 (m, m;) miltiplos de 2" =7=1h em [2"im;], dos
quais metade sdo multiplos fmpares. Portanto, (3.23) segue. O

Demonstracdo do teorema 3.7.1. Pela proposigao 3.7.2, podemos as-
sumir que n é livre de quadrados. Pelos lemas 3.7.3 e 3.7.4, n nao é
pseudoprimo com respeito a exatamente

(m,m1)(m,ma) - (m,mz)(1+1+2% +... 4 2k(s_1))
elementos de [n]*, onde s = min{r,ry,rs,...,r}. Portanto,

P (m,my)(m,my) - (m,mp) (1414 2F 4 ... 4 2k6=1))
" n—1 ’
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Como (g1 —1)(g2—1)--- (g —1) < q1g2- - - qx — 1 = n — 1, temos que

m,my)(m, mz) - (m,my)(1+1+ ok 4.4 Qk(s—l))
2r1 m12r2m2 . 2rkmk .

Pn<(

Podemos reescrever esta desigualdade como

(m,m1)(m,ma) - (m,my) (14+1+2F 4 ... 2k 1))
m1m2...mk 2T1+7‘2+ +TE

P, <

(3.27)
Utilizando a expressao da soma de uma progressao geométrica e
também o fato de que s > 1, temos que

ks
L1428 4. 426D = 1+22,67__11
U N S
28— 1 2F—1
2’” 2’“72
T o9k 1 21
—2
- <2k 2k52k_1)>
< ( 2k _ 2 )
= oF —1 " aR@F—1)
2k 42k — 2
B <2k2k—1>
2(2% — 1)
B <2k2k—1>
- 2 (5).
- 9k—1

Substituindo este limite superior para 1 4+ 1 + 2F 4 ... 4 2k(s=1)
m (3.27), obtemos

(m,mq)(m,msg) - - (m,my) 2ks 1

Pn < mimso -« Mg 2T1+7‘2+"'+rk 2k71 ’

(3.28)
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Como, para todo i € {1,2,...,k}, (m,m;) < m; e 2% < 2" temos
que:

(m,m1)(m, ma) - - (m, my) <1le ks <
mimso -+ Mg - 27'1+7"2+"'+7"k -
Conseqilientemente,
1
P, < ST

e o resultado segue quando k£ > 3. Podemos assumir que k = 2. Neste
caso, (3.28) pode ser escrita como:

(m,my)(m,mg) 22571

P, < (3.29)

mime oritra

Note que o resultado também segue neste caso, a menos que 11 =
ro = 8, (m,my) = my e (m,my) = mg. Vamos supor que este é o
caso. Como s < r, temos que:

G—1n—1 e ¢g-—1n-1 (3.30)

Observe que n — 1 = q1g2 — 1 = (@1 — 1)g2 + ¢ — 1. Por (3.30),
q1 — 1]g2 — 1. De maneira andloga, g2 — 1|g; — 1. Portanto, ¢ = ¢o.
Com esta contradigao concluimos a demonstragao do teorema. O

3.8 A exponenciacao é rapida em 7,

Com o objetivo de estimar a complexidade da exponenciagao em Z,,,
iniciamos esta se¢ao analisando o custo das operagoes aritméticas usu-
ais. Por simplicidade, consideraremos que os operandos sao inteiros
representados em bindrio. Como se sabe, o nimero de digitos de n,
quando apresentado como um numeral escrito na base 2, é |logn]|+1.

Proposigao 3.8.1. Sejam a e b inteiros positivos, cada um com no
mazimo k digitos em sua representacdo bindria. As operagdes de
adi¢do, subtragdo e comparacao entre a e b tém custo O(k); a multi-
plicagdo e a divisio tém custo O(k?).
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Demonstragao. No algoritmo usual utilizado para a adigao, determi-
nam-se os digitos do resultado, por ordem, iniciando-se pelo locali-
zado na direita da representacao na base 2. Vamos supor que os 7 — 1
primeiros digitos foram determinados. Descreveremos como calcular
o i-ésimo. O seu valor serd 0 ou 1 dependendo de existir respectiva-
mente um nimero par ou impar de digitos iguais a 1 nas posicoes da
memoria que guardam: o i-ésimo digito de a; o i-ésimo digito de b; e o
“vai um”. (A posi¢ao “vai um” tem valor inicial 0 e é continuamente
atualizada da seguinte forma: recebe valor 0 se existe no maximo um
digito igual a 1 nas trés posi¢coes de memoria que acabamos de des-
crever; caso contrario, recebe valor 1.) Independentemente de como o
leitor deseje calcular quantas “tarefas basicas” foram realizadas para
o cédlculo deste digito, este nimero sera limitado, digamos, por [.
Portanto, o nimero de “tarefas basicas” realizadas para o calculo da
adicao de a com b é limitado por [k. Sendo assim, este algoritmo
tem custo O(k). (Caso o “vai um” final tenha valor 1, o resultado
da adigao terd k + 1 digitos e o (k + 1)-ésimo digito terd valor 1 —
o que, evidentemente, ndo altera a complexidade assintética O(k) da
operacao.)

Para descrever o algoritmo da subtracao, precisamos comparar
a com b. Inicialmente, completamos as representacoes na base 2
de a e b com 0’s a esquerda, de forma que ambos fiquem com k
“digitos”. (Quando a e b sdo armazenados em k bits de memoria, esta
tarefa foi executada.) Vamos assumir que percorremos, iniciando pela
esquerda, os 7 — 1-ésimos primeiros digitos das representacoes de a
e b na base 2 sem chegarmos a uma conclusao. Na etapa seguinte,
verificamos se os i-ésimos digitos de a e b sao iguais ou diferentes. Se
forem diferentes, entao um deles sera 0 e o outro serd 1. O numero
que tiver o i-ésimo digito igual a 1 serd o maior. Senao, quando ¢ = k,
a e b serao iguais, e, quando ¢ < k, continuamos com o processo, pois
ainda nao fomos capazes de chegar a uma conclusao. Mais uma vez,
fica claro que este algoritmo tem custo O(k).

Para subtrair, necessitamos comparar a com b. Esta fase do al-
goritmo tem custo O(k). Caso b seja maior ou igual a a, o resultado
de a — b serd um inteiro nao-positivo. Portanto, calculamos b — a e
alteramos o sinal. Vamos descrever como fazer a subtracao apenas
no caso em que a é maior que b. O algoritmo é o mesmo da adicao
exceto na alteragdo do valor encontrado em “vai um”. O “vai um”
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ficard igual a 1 se e somente se existem mais digitos iguais a 1 nas
posigoes que armazenam o i-ésimo digito de b e o “vai um” que na
posigado que guarda o i-ésimo digito de a. Claramente o custo da
segunda fase deste algoritmo também é O(k). Portanto, a subtragao
tem custo O(k).

Reduziremos a multiplicacao a adigao de até k nimeros, cada um
com no maximo 2k digitos na base 2. (Mais ainda, o resultado da
adicao de qualquer subconjunto destes nimeros possui no maximo
2k digitos.) Portanto, realizamos no méximo k — 1 adigoes, cada
uma com custo O(k). O custo final do algoritmo da multiplicagao
serd O(k?). Para encontrar o conjunto de ntimeros a serem adiciona-
dos, percorremos b da direita para a esquerda. Caso o i-ésimo digito
encontrado seja igual 1, coloca-se na familia um nimero obtido de a
ampliando, a direita, a sua representagao com ¢ — 1 digitos iguais a 0.
Caso o i-ésimo digito seja 0, ndo acrescenta-se niimero ao conjuntos.

A divisdo pode ser reduzida apenas & comparacao e subtracao
de nimeros, cada um com até k digitos. Como sdo realizadas no
maximo k de cada uma destas operacoes, o custo do algoritmo serd
O(k?), j& que o custo individual de cada operagao é O(k). O

Do resultado anterior, temos como estimar o custo de realizar o-
peragoes em Z,. Isto seréd estabelecido na préxima proposigao. Sali-
entamos que o custo para realizar a multiplicacao pode ser melhorado
desde que um algoritmo mais eficiente para realizar a multiplicagao
e divisdo nos inteiros seja utilizado?.

Proposigao 3.8.2. Seja n um inteiro positivo. Se a e b pertencem
a [n], entdo o custo de calcular a®b e a®b é respectivamente O(logn)
e O(log®n).

Demonstragdo. Seja k o nimero de digitos de n, isto é, k = |logn]+1.
Como a @b é igual a a + b, quando a + b < n, ou (a + b) — n, quando

30 custo de encontrar este conjunto de nimeros pode ser desprezado, pois a
adigao pode ser feita utilizando-se apenas a representacido de a na base 2. Outros-
sim, o custo de encontrar cada um destes nimeros é O(k) e, como encontramos
no méximo k deles, o custo final para encontré-los a todos é O(k?) — o que ndo
altera o custo assintético do algoritmo da multiplicagao.

4Veja, também, para uma discussdo sobre algoritmos mais eficientes para as
operagdes com inteiros gigantes, o livro de Crandall e Pomerance [14]. Tanto a
multiplicagio quanto a divisio podem ser realizadas em O(k(log k)© (1),
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a+b > n, realizamos, no caso que requer o maior niimero de operagoes,
uma adigao, uma comparacao e uma subtragao de inteiros positivos
com no maximo k+1 digitos. Pela proposigao 3.8.1, o custo de realizar
cada uma destas operagoes é O(k) = O(logn). Conseqiientemente, o
custo de realizar todas as trés também é O(logn).

Observe que a ® b é igual ao resto da divisao de ab por n, que sdo
inteiros positivos com no maximo 2k digitos. Pela proposicao 3.8.1,
o custo de realizar cada uma destas duas operacoes é O(log? n). Por-
tanto, o custo da multiplicacdo em [n] é O(log®n). O

Sejam m e n inteiros positivos. Neste paragrafo, descreveremos
um algoritmo para calcular @™ em Z,,, onde a € [n].

No computador, a representagao de m é na base 2. Logo existem
70,71, ..., Tk—1, 'k Dertencentes ao conjunto {0,1}, com ry # 0, isto
é, 1, = 1, tais que

m = (rgrg—1---r170)2.

Ou seja
m = rk2k + rk,12k_1 + -+ r121 + r020.
Portanto,
am = ark2k+rk_12k71+~--+r121+r020
— aTkaaT‘k,12k71 . '6T1216T020
K\ "k k—1\Tk—1 1\ 71 o\ 70
= (@) @) @) (@)
9i\ " i —
Como (6 ) é igual a @* , quando r; # 0 (isto é, r; = 1), ou 1,

quando r; = 0, temos que

a= [ @ (3.31)

1€[k+1]:r; #0

Portanto, necessitamos calcular

0 1 2 k—1 k
at,a?,a*,...,a> ,a em Z,. (3.32)

) ) )

Como cada elemento desta seqiiéncia é igual ao quadrado do elemento
que o antecede, podemos encontrar todos os elementos de (3.32) rea-
lizando k multiplicagoes em Z,,. (Nao é necessdrio calcular o primeiro
elemento, ja que a2 =gl = a.) Por (3.31), necessitamos realizar no
maximo mais k multiplicagoes em Z,, para calcular a™.



[SEC. 3.8: A EXPONENCIACAO E RAPIDA EM Zyx 79

Teorema 3.8.3. Sejam m e n inteiros positivos. Se a € [n], entao
pode-se calcular @™ em Z, realizando no mdximo 2|logm| multi-
plicagoes em Z,,. O custo de calcular @™ em Z, € O(logmlog2 n).

Demonstracdo. Pelo paragrafo anterior, realizamos no maéaximo 2k
multiplicagoes em Z, para calcular @™ em Z,. Como k+ 1 é o
numero de digitos de m na base 2, temos que

k+1=|logm|+1

edal k = |logm]|. A primeira parte do resultado segue. Para concluir
a demonstracao do teorema, necessitamos apenas estimar o custo de
calcular @™ em Z,. Pela proposicao 3.8.2, cada multiplicacdo em
Z,, tem custo O(log>n). Portanto, o custo de realizar no méximo
2[logm| é O(logmlog®n). O

Salientamos que o custo da exponenciagdo é polinomial apenas
em Zp, j& que mantemos o controle do nimero de digitos na re-
presentacao na base 2 de todos os elementos da seqiiéncia descrita
em (3.32), bem como de todos os produtos parciais obtidos quando
computamos o produto descrito em (3.31). (O resultado de uma mul-
tiplicacao em Z,, é sempre representado por um dos possiveis restos
da divisdo por n, isto é, tem a forma b, com b pertence a [n].) Caso
optemos por realizar exponenciagao nos inteiros, o seu custo seria ex-
ponencial porque o nimero de digitos iria duplicar a cada quadrado
computado. Em particular, caso a e m sejam inteiros positivos, o
numero de digitos de a™ é aproximadamente

loga™ = mloga = 2'°¢™ loga.

Logo o niimero de digitos de a™ é exponencial no tamanho da entrada
do problema, que é a e m. (Os ndmeros a e m ocupam respectiva-
mente |loga] +1 e |logm| + 1 posi¢oes de meméria.)

Teorema 3.8.4. Sejo n um inteiro positivo. Se a € [n]* en €
impar, entao € possivel decidir quando n € pseudoprimo com respeito
a a realizando no mdzimo 2|logn| multiplicacées em Z,,. O custo
desta decisio é O(log®n).

Demonstragdo. Existem inteiros positivos r e m tais que m é {mpar
en—1=2"m. Lembre-se que n é pseudoprimo com respeito a a
quando:
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(i) @™ =1; ou
(ii) @2'™ = 1, para algum inteiro i tal que 0 < i < r — 1.

Portanto, para decidirmos quando n é pseudoprimo com respeito a a,
necessitamos calcular os elementos da seqiiéncia

. _ol _92 _or—2 _or—1

a™.at™ar™, . ad ™ar ™ em Zy,. (3.33)
Ao percorrermos esta seqiiéncia da esquerda para a direita, ao ele-
varmos o quadrado de um elemento, obtemos o seu consecutivo, pois

) 2 ) )
_ ot _9.9% _oi+1
(a2 m) :a22m:a2 m

A partir de @™, necessitamos realizar r multiplicacoes em Z,, para en-
contrar toda a seqiiéncia. Pelo teorema 3.8.3, " pode ser computado
com no méximo 2|logm| multiplica¢des em Z,,. Conseqiientemente,
sa0 necessarias

r+2[logm]| < 2|r +1logm| = 2|log2"m| = 2|log(n — 1)].

Pela proposicao 3.8.2, o custo de realizar todos estes produtos em Z,,
sera O(log3 n). O resultado segue, j4 que, pela proposicao 3.8.1, cada
uma das r comparagdes envolvidas nesta decisdo tem custo O(logn).

O

3.9 Quase decidindo primalidade em
tempo polinomial

Seja n um nuimero positivo impar. Nesta secao, vamos apresentar
um algoritmo, desenvolvido por Rabin [45], que decide se n é PRIMO
ou COMPOSTO. Quando a saida do algoritmo for n é COMPOSTO, entao
realmente n é composto. Mas, se o algoritmo afirmar que n é PRIMO,
eventualmente pode ocorrer de n nao o ser. Isto é, o algoritmo pode
falhar e detectar primalidade onde ela nao exista’.

5Em outras palavras, trata-se de um algoritmo de Monte Carlo baseado-no-nio
para o problema de se determinar se n é primo.
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Entrada:
n: um inteiro impar.
Saida:
PRIMO ou COMPOSTO, decidindo a primalidade de n.

primalidade(n):
escolha, aleatoriamente, a1, as,...,as; € [n]”
para i de 1 a 5k, faca:
se n ndo é pseudoprimo com relagdo a a;, retorne COMPOSTO
retorne PRIMO

Figura 3.1: Algoritmo de Rabin.

Tememos que, apds diversas se¢oes voltadas a puro ferramental
matematico, o leitor tenha se esquecido que este texto destina-se a
discussao de algoritmos e técnicas randomizadas e esteja se pergun-
tando se nao teria valido mais a pena — para dominar o problema da
primalidade que dele exigiu tamanha preparacao — ter estudado de
uma vez o algoritmo AKS, que a decide deterministicamente. Mais
uma vez, porém, ressaltamos que a matemaéatica necessaria para com-
preender o AKS é extremamente mais complexa. Ademais, como de
costume, a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin pode ser es-
colhida tao pequena quanto se queira. Pode ser escolhida, inclusive,
como menor do que a probabilidade de que haja uma falha no hard-
ware do computador, de forma que se pode conseguir que a resposta
com ele obtida seja, para todos os efeitos, tdo boa quanto a do AKS!

A figura 3.1 apresenta o pseudo-cédigo para o algoritmo de Rabin
para decidir primalidade.

Como ja temos todo o material necessario, a andlise do algoritmo
de Rabin é deveras descomplicada. Pelo teorema 3.4.6, caso a saida
do algoritmo de Rabin seja COMPOSTO, entdo n é realmente composto®.
Por outro lado, a chance de que um n composto seja pseudoprimo
para uma base qualquer considerada em uma iteracao do lago do
algoritmo é inferior a i, como nos garante o teorema 3.7.1. Dessa

6Raciocinio alternativo: entradas em que n seja primo nunca levardo o algo-
ritmo a responder COMPOSTO.
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forma, a probabilidade de que o algoritmo responda erroneamente
PRIMO serd inferior a

N I LA R (! oy
4) 210k 210 )\ 1024 1000/  \103) 103"
Portanto, a probabilidade global de erro do algoritmo de Rabin é

e < 71031@'
Para que esta probabilidade seja feita tao pequena quando se queira,
é suficiente escolhermos valores maiores’ para k.

Pelo teorema 3.8.4, necessitamos realizar no maximo

10k logn

multiplicagoes em Z,, para executar o algoritmo de Rabin. Mais
ainda, o custo deste algoritmo serd O(k log® n). Isto é, serd polinomial
quando k for fixo. Caso sejam utilizados algoritmos mais rapidos para
executar as operagoes de multiplicagao e divisao, o custo do algoritmo
de Rabin cai para O(klog? n(loglogn)°™M).

3.10 A importancia de encontrar nimeros
primos grandes: o RSA

Nesta tltima sec¢do, apresentamos o algoritmo RSA para criptogra-
fia, em que a capacidade de se encontrar primos grandes tem papel
fundamental.

O alfabeto (conjunto de caracteres) utilizado é o mesmo para todos
os usudrios do sistema através do qual serdo transmitidas as mensa-
gens criptografadas pelo algoritmo (pode conter, por exemplo, todos
os simbolos disponiveis em um teclado de computador). Como o al-
fabeto utilizado em nossa escrita, o alfabeto utilizado pelo RSA é
ordenado. Assumamos que o alfabeto em questao possua L letras.
Estao fixos dois inteiros r e s, com r < s, para serem utilizados por
todos usuarios.

"Para k = 10, a probabilidade de erro do algoritmo de Rabin ji pode ser
considerada, para todos os efeitos, nula!
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Um usudrio qualquer, que deseja receber mensagens criptografa-
das pelo RSA, precisa escolher dois niimeros primos grandes p e g de
forma que

L™ <pg< L’ (3.34)

Seja n = pg. Observe que ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). O usudrio escolhe
um elemento € inversivel em Z,_1),—1) e calcula o seu inverso® d em
Z(pfl)(q71)~ Isto é,

ed=ed=1em Z(p—l)(q—l)' (335)

Podemos assumir que d e e s@o inteiros em [(p—1)(¢ —1)]. O usudrio
torna publicas as “chaves” n, e (para codificacdo) e mantém secreta a
“chave” d (para decodificagao). Os primos p e ¢ podem ser destruidos.

Para encaminhar uma mensagem para um usudrio que disponibili-
zou suas chaves publicas n, e, utilizamos o seguinte algoritmo: divide-
se a mensagem a ser cifrada em blocos com r letras (caso o 1ltimo
bloco fique com menos de r letras, completa-se as posigoes vazias
com a ultima letra do alfabeto — que é, em geral, um espago em
branco). Cada bloco B com r letras pode ser visto como um nimero
inteiro nao-negativo b com até r digitos escrito na base L (e tendo
como digitos as letras do alfabeto). Observe que b < L" e, sendo
assim, b € [n]. Calcula~se b = res(b%,n). Como n < L*, o inteiro
nao-negativo b’ tem no méximo s digitos quando escrito na base L.
Em particular, pode ser transformado em um bloco B’ de s letras
na base L. A mensagem a ser encaminhada é obtida substituindo-se
cada bloco B pelo bloco B’ correspondente.

Para decifrar uma mensagem que chega, o usudrio a quebra em
blocos de s letras, cada um dos quais associado a um inteiro b’ < L*.
O algoritmo utilizado para cifrar estabelece b’ = res(b®,n). Pelo
teorema 3.4.3,

7 (ze)d e (5‘“”))A b=bemZ,

(como d é o inverso de & em Z(p—1)(g—1), temos que de = Ap(n) + 1,
para algum A). Portanto, com o conhecimento de d, obtemos b a
partir de b/, e a mensagem original é recuperada.

8Na segdo 3.2 caracterizamos os elementos inversiveis de Z(p—1)(q—1) € apre-
sentamos implicitamente um algoritmo com custo polinomial para o cédlculo de
seu inverso.
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E possivel mostrar que, caso alguém possua um algoritmo para
sempre obter b a partir de ¥’ — isto é, quebrando o sistema crip-
tografico e lendo efetivamente as mensagens — , entao este alguém
consegue fatorar n rapidamente. Assume-se, no entanto, que esta
tarefa é impossivel do ponto de vista computacional.

3.11 Exercicios

10.

11.

12.

13.

. Determine todos os divisores de zero em Zs.

. Existem nuimeros inteiros a e b tais que 1 = 1514a + 135707

Em Zq514, 1357 é inversivel? Em caso afirmativo, determine
seu inverso.

Em Z*, qual a ordem de @** quando a ordem de @ é 1327
Qual o resto da divisdo de 219123 por 17?

Encontre todas as raizes do polinomio p(X) = X2 — T em Z3s.
Resolva 0 mesmo problema quando Zso € substituido por Zan.

Encontre o menor inteiro positivo que deixa restos 5, 2 e 3
quando dividido respectivamente por 9, 10 e 11.

Qual o valor de ¢(1518)7

Encontre um gerador para Z3s. Determine a ordem de todos os
elementos de Z5;.

Sejam p e n inteiros positivos. Quando p é primo, mostre que
Ly possul um gerador.

Mostre que @ = T para todo @ € ZZ, .
O inteiro 341 é pseudoprimo com respeito a 27

Calcule 727 em Z1234.
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3.12 Notas bibliograficas

Uma boa descrigao do AKS pode ser encontrada no artigo de Gran-
ville [27]. Caso deseje entender, com todos os detalhes, as razoes
pelas quais o algoritmo funciona, o leitor encontrara no livro de Cou-
tinho [13] uma excelente alternativa em lingua portuguesa.

Para uma discussao mais detalhada sobre o sistema de criptografia
com chave ptblica conhecido como RSA, outro livro de Coutinho [12]
constitui excelente escolha em lingua péatria. Pode-se também recor-
rer ao livro de Koblitz [34], que é escrito em inglés (e poderfamos
tentar adaptar, aqui, a piada de Ribenboim sobre estudar criptogra-
fia em uma linguagem cifradal — veja a pagina 104 de [47]).

Por fim, para o leitor interessado em saber tudo sobre numeros
primos, indicamos o excelente livro de Crandall e Pomerance [14],
que incorpora os mais recentes avangos — incluindo o AKS — e traz
uma abordagem detalhada dos aspectos algoritmicos envolvidos.






Capitulo 4

Geometria
Computacional

Geometria computacional é a area da computagao que estuda a com-
plexidade de algoritmos, problemas e estruturas de dados de natureza
geométrica. O problema mais famoso é talvez o fecho convexo, que
consiste em determinar o menor poligono convexo que contém um
dado conjunto de pontos.

Diversas razoes justificam o fato de os algoritmos randomizados
terem ganho importancia central no estudo da geometria computaci-
onal. Primeiro, algoritmos randomizados sao, como ja o observamos
nos capitulos anteriores, freqiientemente mais simples e eficientes na
pratica do que seus equivalentes deterministicos. Segundo, algoritmos
randomizados para problemas no plano geralmente se estendem para
espacos d-dimensionais, com pequenas modificacées. Finalmente, os
algoritmos deterministicos mais eficientes para vérios problemas fo-
ram obtidos a partir das de-randomizacoes de algoritmos randomi-
zados. Por exemplo, o unico algoritmo 6timo conhecido para com-
putacao do fecho convexo em dimensoes impares maiores que 3 é a
de-randomizacao de um algoritmo randomizado incremental.

Devido & natureza continua dos problemas, o modelo computa-
cional mais utilizado é o real RAM, onde operagdes algébricas com
nimeros reais podem ser realizadas em tempo constante. Os algo-
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ritmos sao normalmente descritos de modo geométrico, sem entrar
em detalhes de implementagao de fungoes como cédlculo de angulos
e distancias. Assume-se que qualquer computagado envolvendo um
ndmero constante de primitivas geométricas pode ser realizada em
tempo O(1).

Também assume-se que a dimensao d do espago Euclidiano é uma
constante. Portanto, um algoritmo cuja complexidade seja O(2%n)
tem sua complexidade escrita como O(n). Dependéncias exponenciais
na dimensao do espaco sao comuns. Sendo assim, a maior parte dos
algoritmos nao é eficiente para dimensoes muito altas.

Outra pratica comum em geometria computacional é assumir que
a entrada do problema estd em posicao geral. Nao tentamos definir
formalmente posicao geral, mas a idéia é desconsiderar propriedades
que se perdem com uma perturbacao infinitesimal da entrada. Por
exemplo, caso a entrada seja um conjunto de pontos, podemos assu-
mir que nao ha trés pontos colineares, ou que nao hé quatro pontos
cocirculares. Caso a entrada seja um conjunto de retas, podemos as-
sumir que nao hé retas verticais, horizontais, ou duas retas paralelas.
Na maioria dos casos, assumir posicao geral nao altera a complexi-
dade do problema e simplifica a explicacao e a analise dos algoritmos.

Na secao 4.1, apresentamos um algoritmo randomizado incremen-
tal para o problema de programagao linear com um nimero constante
de varidveis. Na secao 4.2, introduzimos o conceito de funcao hash
randomizada, que utilizamos no algoritmo para obtencao do par de
pontos mais préximos descrito na secao 4.3. O leitor encontrard, na
secao 4.4, diversos exercicios algoritmicos usando as técnicas intro-
duzidas neste capitulo. E, como de costume, incluimos notas bibli-
ograficas e comentarios mais avangados na secao 4.5.

4.1 Programacao linear

Um problema de programacdo linear com d varidveis consiste em
determinar o vetor d-dimensional X que maximiza a funcao linear
f = CX e que satisfaz um sistema de desigualdades lineares AX < B.
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Reescrevendo o problema sem usar notagao matricial temos:

Maximizar: f = cix1 + caxa + -+ + cqxy
Satisfazendo: ay11x1 + a12@s + -+ - + a1gxqg < b1

p1%1 + Apa2 + -+ + apg®q < by

Geometricamente, cada desigualdade linear representa um semi-
espago d-dimensional. A interse¢do dos n semi-espacos é chamada
de regiao vidvel. Maximizar a fungao linear f = C'X satisfazendo as
desigualdades AX < B consiste em determinar um ponto extremo
na diregdo C, que esteja contido na regiao viavel. Um problema de
programagao linear com duas varidveis estd ilustrado na figura 4.1(a).

Concentramos nossa explicagao no caso de apenas duas variaveis
(d = 2), mencionando brevemente como estender o algoritmo para
um numero arbitrério de varidveis. Sem perda de generalidade, as-
sumimos que C = (1,0), pois os demais casos podem ser reduzidos
ao caso C' = (1,0) rodando o espago (figura 4.1(b)). Assim, estamos
interessados em obter o ponto mais a direita da interse¢ao de um
conjunto de semiplanos S.

Existem dois casos especiais em que o problema nao possui solugao.
O primeiro caso ocorre quando a regido viavel é vazia (figura 4.2(a))
e é chamado de problema invidvel. O segundo caso ocorre quando a
regido vidvel ndo é limitada do lado direito (figura 4.2(b)) e é cha-
mado de problema ilimitado. Dizemos que dois semiplanos s, s, € S
limitam o problema se a regiao formada por s1 N sy é limitada do lado
direito.

O caso de o problema ser ilimitado é o primeiro que tratamos.
Desejamos obter um algoritmo que ou diga que o problema é ilimi-
tado ou encontre dois semiplanos que limitem o problema. Dado um
semiplano s, definimos N(s) como o vetor unitdrio normal & borda de
s e que aponta para o interior de s. Definimos N'(s) como o angulo
entre N(s) e (—1,0), com —w < N'(s) < m. Seja s1 o semiplano com
N'(s) > 0 que minimiza N'(s) e s3 o semiplano com N'(s) < 0 que
maximiza N'(s). E possivel provar que s, e sy limitam o problema se
N'(s1) — N'(s3) < w. O problema é ilimitado se s; ou ss nao existir,
ouse N'(s1) — N'(s2) > m. O caso N'(s1) — N'(s2) = m é mais deli-
cado, mas nao ocorre quando os semiplanos estao em posicao geral.
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—2z < 10

T—-2Y<2

3y <3

ponto maximo:

(L,-1

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Interpretagdo geométrica de um problema de pro-
gramacao linear com duas varidveis. (b) O mesmo problema apds
rotagao.

> /K_>

N i

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Problema de programacao linear invidvel. (b) Pro-
blema de programacao linear ilimitado.
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Usando o procedimento descrito no paragrafo anterior, nao sé po-
demos nos concentrar apenas em problemas limitados, como também
sabemos como obter duas restrigoes que limitam o problema, caso
elas existam. Esta é a condigao inicial do nosso algoritmo incremen-
tal. A partir dai, acrescentamos as restricdes uma a uma, atualizando
o ponto extremo satisfazendo as restrigbes. De modo geral, um al-
goritmo randomizado incremental primeiro resolve o problema para
um subconjunto pequeno dos elementos da entrada e, a cada passo,
acrescenta, um novo elemento da entrada escolhido aleatoriamente,
atualizando a solugao. Quando todos os elementos da entrada tive-
rem sido acrescentados, tem-se a solugao do problema.

Sejam s1,...,$, 0s n semiplanos da entrada do problema, onde
$1, S2 sao um par de semiplanos que limitam o problema. Definimos
S; = {s1,...,8;} e p; como o ponto mais & direita da intersegdo de
semiplanos de S;. Iniciamos o algoritmo determinando o ponto ps. O
ponto ps pode ser determinado resolvendo o sistema linear formado
pelas retas que definem a borda de s; e sy. Para calcularmos p,,, que
é a solucao do nosso problema, o algoritmo procede calculando p;
incrementalmente, para ¢ de 3 até n. Existem dois casos que podem
ocorrer: ou bem p;_1 € s;, ou p;_1 ¢ s;. Analisamos estes dois casos
separadamente.

Note que a regiao viavel definida por S; estd contida na regiao
viavel definida por S;_1, pois a regiao vidvel de S; é a intersecao de
s; com a regido vidvel de S;_;. Conseqlientemente, se p;_1 € s,
entdo p; = p;—1. Neste caso, p; pode ser computado em tempo O(1).

Caso p;—1 ¢ s;, precisamos examinar os semiplanos de S; para de-
terminar o valor de p;. Fica como exercicio provar que, se o problema
é viavel, entao p; estd na borda de s;. No caso de duas varidveis, é facil
determinar o valor de p;, em tempo O(i), examinando a intersegao
de cada semiplano de S;_; com a reta formada pela borda de s;.
E possivel que, neste procedimento, nao encontremos nenhum ponto
viavel. Se isso ocorrer, podemos afirmar que o problema é inviavel.
Vale notar que, no caso de d varidveis, como a solucao se encontra
no subespago s;, é necesséario resolver recursivamente um problema
de programagao linear com d — 1 varidveis.

Assim, para acrescentarmos um semiplano a um problema com 4
semiplanos, a complexidade de tempo é O(4) no pior caso. Para acres-
centarmos n semiplanos, um a um, comecando com 2 semiplanos, a
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Entrada:

v: Vetor com n elementos a serem permutados aleatoriamente.
Saida:

O vetor v permutado aleatoriamente.
Observagdes:

rand(n): Nidmero aleatério distribuido uniformemente de 0 a n — 1.

permutagdoAleatéria(v, n):
para i decrescendo de n — 1 até 1
troca v[i] com v[rand(i)]

Figura 4.3: Algoritmo que permuta aleatoriamente um vetor.

complexidade de tempo é

Desejamos reduzir o valor esperado da complexidade de tempo.
Para isto, permutamos aleatoriamente os semiplanos de s3 a s,. O
algoritmo para permutar aleatoriamente um vetor de n elementos em
tempo O(n) estd descrito na figura 4.3. O pseudo-cddigo do algoritmo
de programacao linear encontra-se na figura 4.4.

Podemos escrever o valor esperado da complexidade de tempo

como
n

E[T(n)] = (¢:0(i) + (1 - :)O(1)),
i=3
onde ¢; é a probabilidade de p;—1 ¢ s;. Para determinarmos E[T'(n)],
precisamos calcular um limite superior para o valor de ¢;. Este limite
superior deve depender apenas da permutacao aleatoria dos semipla-
nos, e nao da entrada do problema.

A técnica andalise de trds para frente é freqiientemente utilizada
para analisar algoritmos incrementais randomizados. O algoritmo in-
cremental descrito parte de uma solugao inicial e segue acrescentando
um semiplano por vez. Podemos imaginar esse processo de tras para
frente, partindo da solugéao do problema e removendo um semiplano
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Entrada:
S: Conjunto de n semiplanos.
Saida:
p: Ponto extremo direito na intersecdo dos semiplanos de S.

progLin(.S):
determinar 2 semiplanos s1, s2 que limitem o problema
se s1, S2 nNdo existem:
retorne “problema ilimitado”
p <« intersecao das bordas de s1 e s2
fazer s3,...,Sn uma permutagdo aleatéria de S\ {s1,s2}.

para i de 3 até n:
se p ¢ s
p «— ponto extremo direito na borda de s; e
contido na intersecdo de s1,...,8;—1
se p ndo existe:
retorne “problema inviavel”
retorne p

Figura 4.4: Algoritmo que resolve o problema de programacao linear.

por vez, até chegar na solucao inicial. A cada passo, removemos um
semiplano aleatorio dentre ¢ — 2 semiplanos, pois 2 semiplanos fazem
parte da solugao inicial. O valor de g; é a probabilidade de remo-
vermos um dos 2 semiplanos que definem p;. Entao concluimos que
¢ <2/(i—2)=0(1/i). Assim, temos

n

E[T(n)] = Y (O(1/)0(i) + 0(1)O(1)) = Y O(1) = O(n).
=3

=3

4.2 Funcoes hash

Funcoes hash, também chamadas de fungoes de dispersdo, nao sao um
topico particularmente geométrico. Entretanto, elas encontram diver-
sas aplicacoes dentro de geometria computacional, assim como nas
areas mais diversas da computagao, de linguagens de programacao a
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teoria da complexidade. Dados um parametro inteiro m e um con-
junto de ntumeros inteiros C, uma func¢ao hash é uma funcao h que
mapeia os elementos de C' em numeros inteiros de 0 a m — 1. Cha-
mamos os elementos de C' de chaves. Desejamos escolher aleatori-
amente uma funcdo hash de modo que, se x e y sdo duas chaves
distintas, entdo h(xz) # h(y) com alta probabilidade (no caso, pelo
menos 1 —1/m).

Por exemplo, considere o conjunto de chaves C' = {7,92,1092} e o
pardmetro m = 3. Uma excelente fungao hash seria h(x) = z mod 3,
pois h(7) = 1, h(92) = 2, h(1092) = 0, de modo que h(x) # h(y)
sempre que x # y. Porém, a fun¢do h(x) = x mod 3 funciona ex-
tremamente mal para certos conjuntos de chaves, como por exemplo,
C = {3,33,129}. Neste caso, temos h(z) = 0 para todo x € C. A
utilizacao de niimeros aleatorios permite construir fungoes hash que
funcionem bem, no caso esperado, para qualquer conjunto de cha-
ves C, sem nem mesmo necessitarmos examinar o conjunto C'.

Para construirmos uma fungao hash, primeiro determinamos um
nimero primo p tal que p > x para todo x € C. A obtengao de
tal niimero primo nao é tarefa trivial, porém p pode ser obtido efi-
cientemente usando as técnicas descritas no capitulo 3, juntamente
com o postulado de Bertrand, que diz que, para todo = > 3, existe
um numero primo p tal que z < p < 2x — 2. Apds calcularmos p,
obtemos dois nimeros inteiros aleatérios a € [1,p—1] e b € [0,p—1].
Definimos a fungao hash como

h(z) = res(res(ax + b, p), m),

onde res(z, y) representa, como na se¢ao 3.1, o resto da divisao de z
por y. Para essa funcao hash, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Dadas duas chaves distintas x,y € C, a probabili-
dade de h(xz) = h(y) € no mdzimo 1/m. A probabilidade € obtida em
funcdo dos valores aleatdrios a e b, independente do valor de = e y.

Demonstragdao. Nesta demonstragao usamos notagao e propriedades
estabelecidas no capitulo 3. Definimos H(z) =a T+ b em Z,. Con-
sidere duas chaves ¢y, ¢z € Z,. Temos que

H(cy)=aer+b e H(cx)=acz+Db.
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Primeiro, mostramos que H(c;) = H(ca) se e 86 se ¢1 = ¢3. Par-
tindo de H(c;) = H(cz), por definicio temos que @ ¢; +b =a &3 +
Pela existéncia de inverso aditivo em Z,, temos que @ ¢; = @ C3.
Como a # 0 e p é primo, @ possui inverso multiplicativo em Z,.
Entao concluimos que ¢; = ¢3.

O préximo passo é mostrarmos que podemos determinar @ e b em
fungao de ¢1, ¢3, H(c1) e H(cg). Subtraindo @ ¢; de H(c1) temos que

fal|

b=H(c;)—acy.
Subtraindo H(c;) — H(cg) temos
H(cr) — H(e2) =a (c1 — ¢2).

Como ¢; # ©2, entdo c¢; — ¢ possui inverso multiplicativo em Z,.
Denotamos o inverso multiplicativo de ¢; — ¢z por (¢; — cz) 1. Segue
que

a= (01 — Cg)il(H(Cl) — H(Cg)).

Note que existem p(p — 1) atribuicdes possiveis para o par (@, b),
e existem também p(p — 1) pares (H(cy), H(c2)) com H(cy) # H(ca).
Sendo assim, existe uma correspondéncia 1 para 1 entre (@, 5) e
(H(cy), H(cg)). Como (@,b) é escolhido aleatéria e uniformemente
em (Zy,Zp), o par (H(c1),H(cz)) também é escolhido aleatéria e
uniformemente dentre pares de valores distintos em Z,,.

A partir daqui, consideramos H(c;) e H(cz) como inteiros de 0
a p — 1, e ndo mais como elementos de Z,. Temos que h(c;) =
res(H (c1),m) e h(ca) = res(H(cz),m). Queremos determinar a pro-
babilidade Pr[h(c1) = h(cz)] e sabemos que H(c1) # H(cz).

Se fixarmos o valor de H(c;), existem no méximo [p/m|—1 valores
possiveis de H(cz) com H(cg) # H(cq) e h(c1) = h(cz). Como ha no
total p — 1 valores possiveis para H(cq), entao

[p/m|—-1 _(p-1)/m _ 1
Pr[h(cl) = h(Cg)] < o 1 S b — 1 S m.

O

Corolario 4.2.2. Considere uma chave x € C, e um conjunto C’' C
C com |C'] < m. O valor esperado do nimero de chavesy € C' com
h(z) = h(y) é menor que 2, ou seja, E[|[{y € C" : h(z) = h(y)}|] < 2.
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Demonstracao. O valor esperado do ntimero de chaves y € C’ com
h(z) = h(y) é a soma das probabilidades de h(z) = h(y) para as
chaves y € C’. Caso x € C’, usando o teorema 4.2.1,

c' -1
- ]1<1 |7 .
E[|{y € C": h(z) = h(y)}] +Z L+ —=——<2
Caso x ¢ C', e usando ainda o teorema 4.2.1,
teld 1 c
E[{y € C": h(z) = h(y)}|] SZE <1

4.3 Par de pontos mais proximos

Dado um conjunto P contendo n pontos de um espaco Euclidiano d-
dimensional, é natural perguntar qual o par de pontos mais proximos,
isto é, quais sao os dois pontos distintos p,q € P que minimizam a
distancia |p — ¢g|. Um algoritmo trivial para este problema tem com-
plexidade de tempo O(n?), simplesmente calculando as distancias
entre todos os n(n — 1)/2 pares de pontos e escolhendo o par que
determina a distancia minima. Entretanto, existem algoritmos mais
eficientes. Por bastante tempo, o problema foi considerado completa-
mente solucionado, pois ha diversos algoritmos deterministicos com
tempo O(nlogn) e existe um limite inferior de Q(nlogn) para o pro-
blema, mesmo no caso unidimensional. O limite inferior se refere
apenas a algoritmos deterministicos e restritos a comparar resultados
de operacoes algébricas.

O piso de um numero real z é denotado por |z] e é definido
como o maior inteiro ¢ tal que ¢ < z. O piso ndo é uma operagao
algébrica. Surpreendentemente, usando randomizagao e computagao
de pisos, é possivel resolver o problema em tempo O(n). Usando
pisos, mas sem usar randomizagao, é possivel resolver o problema em
tempo O(nloglogn). Descrevemos um algoritmo randomizado que
resolve o problema em tempo O(n). O algoritmo pode ser facilmente
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generalizado para espagos d-dimensionais, mas nos restringimos ao
caso bidimensional.

O algoritmo usa randomizagdo de duas maneiras. Primeiro, usa
randomizagao explicitamente na escolha do ponto a ser amostrado a
cada iteragao. Segundo, usa randomizacao implicitamente através da
utilizacdo de fungoes hash (vide sec¢do 4.2). Iniciamos com algumas
definigoes que facilitam a descrigdo do algoritmo. O wvizinho mais
prézimo de um ponto p (com respeito ao conjunto P), denotado por
vmp(p), é o ponto p’ € P\ {p} que minimiza |p — p’|. Definimos
f(p) = |p — vmp(p)|, ou seja, f(p) é a distancia do ponto p ao seu
vizinho mais proximo.

A idéia do algoritmo é, a cada iteragdo, escolher um ponto p
aleatoriamente e remover de P todo ponto g com f(q) > f(p). Este
procedimento é repetido até todos os pontos de P serem removidos.
Note que f(p) limita superiormente a distancia entre o par de pontos
mais préximos. Conseqiientemente, os pontos removidos nao podem
ser um dos pontos do par de pontos mais préximos, a nao ser que p
seja um dos pontos do par de pontos mais proximos. Quando todos
os pontos foram removidos, sabe-se que p e seu vizinho mais préximo
sdo de fato o par de pontos mais proximos. O pseudo-cédigo do
algoritmo encontra-se na figura 4.5.

Entretanto, calcular f(q) leva tempo O(n), pois determinar o vi-
zinho mais préximo de um ponto ¢ exige examinar todos os demais
pontos de P. Assim, a primeira chamada da func¢do removerPontos
leva tempo ©(n?) ao calcular f(q) para todo ¢ € P. Como a nossa
meta é determinar o par de pontos mais préximos em tempo O(n),
precisamos acelerar a funcgao removerPontos. Temos que remover do
conjunto P todos os pontos ¢ com f(q) > f(p), sem calcularmos f(q)
individualmente para cada ponto q € P.

Podemos, antes de iniciar o algoritmo, transladar e escalar os
pontos sem alterar o par de pontos mais proximos. Portanto, assu-
mimos, sem perda de generalidade, que os pontos de P estao contidos
no quadrado unitdrio, ou seja, P C [0,1]%. Imagine um quadriculado
dividindo o quadrado unitédrio em células de didmetro f(p)/2 (e lado
f(p)/2v/2). Chamamos a célula que contém um ponto ¢ de c(q), e
definimos a adjacéncia de uma célula ¢(q) como a regido formada por
¢(q) e as no méximo 8 células no seu entorno (figura 4.6). Note que,
se f(g) > f(p), entdo a adjacéncia de ¢(q) contém somente o ponto q.
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Entrada:
P: Conjunto de n pontos.
Saida:
p, p': Par de pontos mais préximos de P.

pontosMaisPréximos(P):
enquanto P # o
p < ponto de P escolhido aleatoriamente
p’ — vmp(p)
P — removerPontos(P, f(p))
retorne p, p’

removerPontos(P, fp):
para cada q € P:
se f(q) = fp:
P —P\{q}

Figura 4.5: Primeira versao do algoritmo que determina o par de
pontos mais proximos.

Por outro lado, a adjacéncia de ¢(q) conter somente o ponto g nao
significa que f(q) > f(p), mas sim que f(q) > f(p)/2v/2. Para
removermos eficientemente todo ponto ¢ tal que a adjacéncia de ¢(q)
contém somente ¢, usamos uma funcao hash e a fungao piso.
Definimos uma funcao hash h com parametro m = n e con-
junto de chaves sendo o conjunto de todas as células do quadri-
culado, representadas por numeros inteiros como definido a seguir.
A fungao piso é importante porque, para representar a célula de
um ponto ¢ = (¢g,¢gy) como um numero inteiro, fazemos c¢(q) =
Lo/ (F(2)/2V3)| + L0/ (F(p)/2V3) | onde k = 14+ | 1/(£(p)/2V2)].
Criamos entao um vetor v com n posicoes inicializadas com um
conjunto vazio. O vetor v é definido como um vetor de colegoes
de conjuntos de pontos. Associamos cada ponto ¢ € P a um dos
conjuntos em v[h(c(q))]. Desejamos que dois pontos pertencam ao
mesmo conjunto se e s6 se pertencerem a mesma célula, mas duas
células distintas podem ter o mesmo valor da funcao hash. Esta é
razao de associarmos v[h(c(q))] a uma colegcdo de conjuntos, sendo um
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f(p)/2 .
\ > ® @® par de pontos
* mais préximos
i [ ]

vmp(p) o)

P~

e
o
. o o T~ adjacéncia de c(q)

Figura 4.6: Divisao do plano por um quadriculado, com adjacéncia
da célula do ponto ¢ em cinza.

conjunto (de pontos) para cada célula distinta. Deste modo, a posicao
v[h(c(q))] armazena as células cuja funcdo hash tem valor h(c(q)), e
um dos conjuntos de v[h(c(q))] contém os pontos da célula ¢(q).

Usando o vetor v, podemos remover todo ponto ¢ tal que a ad-
jacéncia de ¢(g) contém somente g. Para isso, examinamos um ele-
mento do conjunto de pontos — de modo a determinar a célula cor-
respondente — e o nuimero de pontos no conjunto — de modo a de-
terminar se a célula contém algum ponto que nao seja ¢ —, conforme
o pseudo-cédigo da figura 4.7.

Infelizmente, a funcdo removerPontos remove pontos ¢ com
f(p)/2v/2 < f(q) < f(p). Deste modo, nosso algoritmo nao encontra
necessariamente o par de pontos mais proximos, mas sim uma apro-
zimag¢do do par de pontos mais préximos. Mais especificamente, o
algoritmo encontra um par de pontos p,p’ cuja distancia |p — p’| é no
maximo 2v/2 vezes a distancia entre o par de pontos mais préximos.
Antes de mostrarmos como obter uma solugao exata para o problema,
a partir da solucao aproximada, analisamos a complexidade de tempo
do algoritmo.

Primeiro, analisamos a complexidade da funcao removerPontos.
Para mostrar que a funcao leva tempo O(n), precisamos mostrar
que a condi¢do se do loop mais interno é avaliada O(n) vezes. O
nimero de conjuntos C € vlh(z)] é igual ao nimero de células y com
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removerPontos(P, fp):

P —{}
v[0...(n—=1)] < {}
k—1+4|1/(fp/2v2)]

seja c(q) = |g./(fp/2v2)| + k |ay/(fp/2V2)]
para cada q € P:
para cada conjunto C' € v[h(c(q))]
se o(C[0]) = e(q)
C=CuU{q}
se ¢ n3o foi adicionado a nenhum conjunto C'
olh(c(q))] = vlh(c(q))] U{{a}}
para cada q € P:
remover < 1
para cada célula = na adjacéncia de c(q):
para cada conjunto C' € v[h(z)]
se ¢(C[0]) =z e (¢(C[0]) # c(q) ou |C] > 1)
remover < 0
se remover # 1:
P — P 'U{q}
retorne P’

Figura 4.7: Funcao que remove todos os pontos que nao possuem
nenhum outro ponto na adjacéncia de sua célula em tempo O(n).

h(y) = h(x). Pelo coroldrio 4.2.2, o valor esperado do niimero de
células y com h(y) = h(z) é no maximo 2. O ndmero de células
na adjacéncia de uma célula qualquer é no maximo 9. Portanto, a
condicao se do loop mais interno é avaliada no méximo 18 vezes por
ponto de P e, conseqiientemente, a fungao removerPontos leva tempo
esperado O(n).

Desejamos analisar a complexidade do algoritmo da figura 4.5
usando a fung@o removerPontos. Note que, a cada iteragdo, o con-
junto P pode ser ordenado segundo o valor de f(p) para cada p € P.
Escolhemos um ponto p aleatoriamente. Portanto, no caso esperado,
pelo menos metade dos pontos ¢ € P tem f(q) > f(p), sendo entédo
removidos. O algoritmo termina quando ndo hd mais pontos em P.
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Sendo assim, limitamos o valor esperado da complexidade de tempo
usando a linearidade da esperancga:

E[T(n)] <> 0(n/2") = O(n).
=0

Voltamos agora ao problema do algoritmo analisado nao determi-
nar o par de pontos mais proximos, mas sim uma aproximacao do
par de pontos mais préximos. Para obtermos o par de pontos mais
préximos a partir da aproximacao, usamos um quadriculado e funcao
hash novamente. Seja a a distancia entre o par de pontos retornada
pelo algoritmo aproximado. Criamos um quadriculado com células
de lado a e usamos a funcao hash para organizar os pontos em um
vetor, do mesmo modo que feito anteriormente. Para cada ponto ¢,
determinamos o ponto mais préximo de ¢ na adjacéncia da célula
que contém ¢, se houver. Note que, como a é um limite superior para
a distancia entre o par de pontos mais proximos, e as células tém
lado a, sabemos que o par de pontos mais proximos encontra-se em
células adjacentes.

Para analisarmos a complexidade do algoritmo, precisamos saber
o nimero maximo de pontos que podem pertencer a uma mesma
célula do quadriculado. Sabemos que nao ha dois pontos mais préxi-
mos que a/2+/2, j4 que a é uma aproximacao de fator 21/2 da distancia
do par de pontos mais préximos. Dividimos uma célula do quadri-
culado em 16 sub-células de didmetro a/2v/2 (figura 4.8). Como nao
ha dois pontos mais préximos que a/2+v/2, cada sub-célula pode ter
no maximo 1 ponto, e uma célula pode ter no maximo 16 pontos.
Usando o corolario 4.2.2 de maneira andloga a anterior, mostramos
que esta rotina leva tempo O(n) — e obtemos o par de pontos mais
proximos em tempo O(n).
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a

VQ\& a4

a/4

Figura 4.8: Divisao de uma célula em 16 sub-células com no méaximo
um ponto por sub-célula.

4.4 Exercicios

1. Escreva algoritmos randomizados incrementais, com complexi-
dade de tempo O(n), para os seguintes problemas:

(a) Dado um conjunto de n pontos P, e um ponto p € P,
determinar o menor circulo C que contém todos os pontos
de P, tal que p pertence a borda de C.

(b) Dado um conjunto de n pontos P, determinar o menor
circulo C' que contém todos os pontos de P.

2. Dados dois conjuntos de pontos P, P,, separados por uma reta
vertical, chamamos de ponte a reta r que contém dois pontos
p1 € P e po € Py, de modo que todos os demais pontos de
P; U P; estao abaixo de r. Escreva um algoritmo randomizado
incremental que determina a ponte em tempo O(|P1| + | P2|).

3. Dado um conjunto de n chaves inteiras C, uma funcao hash h
é dita perfeita quando h(xz) # h(y) para todo par de chaves
distintas z,y. Neste exercicio, vocé deve escrever e analisar um
algoritmo que, dado um conjunto C', obtenha uma funcao hash
perfeita h : C — {0,...,m — 1}. A fungdo h deve poder ser
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avaliada em tempo O(1). Fornega inicialmente um algoritmo
de Monte Carlo e, em seguida, converta este algoritmo em um
algoritmo de Las Vegas. Considere que o parametro m é:

(a) m = O0(n?);
(b) m = O(n). (Dica: use dois niveis de funcoes hash.)

4. Escreva um algoritmo que, dados um conjunto de pontos P e
um numero real r, liste todos os pares de pontos p1, po tal que
|p1 — p2| < 7. O seu algoritmo deve ter complexidade de tempo
O(n + k), onde k é o nimero de pontos listados.

m
m

5. Modifique o algoritmo que determina o par de pontos mais pro-
ximos para funcionar em espacos d-dimensionais, onde d é cons-
tante.

4.5 Notas bibliograficas

Diversos livros estudam algoritmos randomizados em geometria com-
putacional. De Berg, van Kreveld, Overmars e Schwarzkopf [15] fa-
zem uma excelente introducao ao estudo de geometria computacional,
cobrindo diversos algoritmos randomizados, entre eles o algoritmo de
programacao linear apresentado aqui. Motwani e Raghavan [41] ana-
lisam um grande nimero de algoritmos randomizados de programacao
linear, geometria computacional e fungdes hash. Mulmuley [42] in-
troduz problemas fundamentais de geometria computacional usando
algoritmos randomizados. Em lingua portuguesa, Figueiredo e Car-
valho [22] e também Rezende e Stolfi [46] escreveram 6timos textos
introdutorios de geometria computacional.

O algoritmo de programacao linear apresentado aqui foi desco-
berto por Seidel [49]. Caso consideremos a dimensdo d como uma
varidvel assintética, a complexidade de tempo é O(d!n). Outros al-
goritmos randomizados sao mais eficientes em funcao de d, tendo
complexidades como O(d%n + eV d) [37].

Fungoes hash vém sendo estudadas na ciéncia da computacao
desde a década de 50 e costumam ser apresentadas em livros intro-
dutdrios de algoritmos [11, 32]. Knuth [33] cobre fungoes hash, porém
considerando a distribuigao probabilistica das chaves. Funcoes hash
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que garantem resultados probabilisticos independentemente da dis-
tribuigdo das chaves foram introduzidas por Carter e Wegman [4].

O algoritmo classico para o par de pontos mais préximos leva
tempo O(nlogn) e é baseado no paradigma de divisdo e conquista [43].
A primeira solugao randomizada foi descoberta por Rabin [44] e leva
tempo O(n). Um algoritmo deterministico que usa a fungao piso e
leva tempo O(nloglogn) foi descoberto por Fortune e Hopcroft [23].
Khuller e Matias [31] descobriram o algoritmo descrito aqui.

Grande parte dos algoritmos randomizados para geometria com-
putacional possuem versoes de-randomizadas com complexidades si-
milares. Chazelle e Friedman [6] introduziram diversas técnicas para
de-randomizar algoritmos geométricos. Matousek [36] compilou di-
versos resultados de de-randomizacao em geometria computacional.
O algoritmo randomizado incremental para o fecho convexo em tempo
6timo O(nl(@=1/2] 4 nlogn) foi descoberto por Clarkson e Shor [7]
e de-randomizado por Chazelle [5].



Capitulo 5

O Método
Probabilistico

Algoritmos randomizados, além de poderem oferecer bom custo-be-
neficio na solugao de problemas combinatérios, introduziram uma
poderosa ferramenta para provas de existéncia: o chamado método
probabilistico. A idéia é utilizarmos algoritmos randomizados e as
probabilidades a eles associadas para provar (com certezal) a exis-
téncia de determinada propriedade ou objeto. A secao 5.1 discute
o método da probabilidade positiva e o método da esperanga para
provas de existéncia, exemplificando-os com problemas de teoria dos
grafos.

Em alguns casos, é também possivel de-randomizar algoritmos
randomizados, obtendo algoritmos deterministicos cuja corretude é
provada pelo método probabilistico. A secao 5.2 apresenta o método
das esperancas condicionais para a obtengao de algoritmos deter-
ministicos a partir de algoritmos randomizados.

5.1 Provas de existéncia
Imagine-se num pais desconhecido sobre cuja moeda vocé nada sabe.

H&4 um bat contendo moedas locais. Vocé desconhece totalmente
quais sejam os valores das moedas existentes naquele pais. Ora, se

105
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um nativo lhe informa que é nula a probabilidade de que uma moeda
retirada do bat ao acaso seja uma moeda de, digamos, 3 dinheiros,
isso nao lhe agrega muita informagao quanto aos tipos de moedas
emitidas naquele pais. Sequer poderia vocé concluir que nao existem
moedas locais de 3 dinheiros, pois é bem possivel que aquele bai,
em particular, nao tenha sido abastecido com moeda alguma daquele
valor. Por outro lado, se o nativo lhe informasse ser positiva a proba-
bilidade de que uma moeda retirada ao acaso fosse uma moeda de 3
dinheiros, ele estaria lhe informando, nao ha duvida, que ezxiste pelo
menos uma moeda de trés dinheiros no sistema monetario daquele
pais! Note bem que nao importa qual seja aquela probabilidade,
contanto seja estritamente maior do que zero — existe a tal moedal

Suponha agora que vocé, naquele mesmo pafs desconhecido, se
interesse pelos salarios pagos aos professores de matematica locais.
Vocé toma conhecimento de um estudo que revela que a média salarial
da classe dos professores de matemética' é de 500 dinheiros. Ora, este
dado traz consigo duas informagoes extras: existe algum professor
de matematica ganhando 500 dinheiros ou menos; e ezxiste algum
professor de matematica ganhando 500 dinheiros ou mais.

Esses dois exemplos ilustram as estratégias de prova mais simples
baseadas no método probabilistico. Nas notas bibliograficas, indica-
mos onde encontrar o lema Local de Lovasz e o método do segundo
momento, que sao ferramentas de prova mais sofisticadas.

5.1.1 O método da probabilidade positiva

Seja K40 o grafo completo? de 40 vértices. Deseja-se saber se é

possivel 2-colorir suas (420) = 780 arestas® de forma que ndo haja

nenhuma clique monocromética® de tamanho maior ou igual a 8.

1O mesmo que o valor esperado, ou esperanca, da varidvel aleatéria S definida
como o salario de um professor de matematica sorteado aleatéria e uniformemente
do universo de professores de matemaética daquele pais.

2Um grafo é completo se cada um de seus vértices é adjacente a todos os
demais vértices do grafo.

3Uma d-coloragdo em arestas é uma fungdo do conjunto de arestas de um grafo
em um conjunto qualquer de d elementos, ditos “cores”.

4Uma cligue de um grafo é um subgrafo completo. Uma clique é mono-
cromdatica, no contexto da coloragdo de arestas, se todas as suas arestas possuem
a mesma Cor.
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Entrada:
G: um grafo.
Saida:
Uma 2-coloragdo de G.

coloragdo(G):
para cada aresta a do grafo G:
jogue uma moeda
se cara, pinte a de azul; se coroa, pinte a de amarelo
retorne a coloracdo assim obtida

Figura 5.1: Algoritmo randomizado para 2-colorir um grafo.

Seja o espaco amostral constituido de todas as 2780 2-coloracoes
possiveis para o Ky49. Se mostrarmos que, ao selecionarmos randomi-
camente um elemento daquele espago amostral, é estritamente posi-
tiva a probabilidade de que aquele elemento possua a caracteristica
desejada, isto é, trate-se de uma 2-coloragao em arestas que nao
contém cliques monocromaéticas de tamanho maior ou igual a 8, entao
teremos provado que tal coloracao existe.

Voltemos nossa atengao, agora, para o algoritmo randomizado da
figura 5.1.

Qual a probabilidade da resposta obtida por uma chamada a co-
loragdo(K 49) atender ao critério de ndo conter cliques monocromaticas
grandes?

Notemos, em primeiro lugar, que nao possuir cliques monocroméa-
ticas de tamanho maior ou igual a 8 é exatamente o mesmo que nao
possuir cliques monocrométicas de tamanho igual a 8 (convidamos o
leitor a conferir, mentalmente, esta equivaléncia). Ora, chamemos C;,
i=1,..., (480), as cliques de tamanho 8 de nosso Ky e seja M; o
evento em que as arestas de C; sdo todas azuis ou todas amarelas na

coloragao retornada pelo nosso algoritmo. E facil ver que
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Estamos interessados em
)
Pr ﬂMi =1-Pr UMi

=1 =1

Pelo limite da uniao, temos

(¥) (%) )
Pr|| M| <> Pr[M] = 2%7 < 0,573.
i=1 i=1

Chegamos, portanto, a

(%)
Pr ﬂ M;| >1—0,573 = 0,427 > 0.

i=1

Conclui-se, assim, que existe uma tal coloragao.

O mesmo raciocinio nos permite provar a existéncia de 2-colo-
ragoes para o Kggi7 onde nao hé cliques monocromaticas de tama-
nho 20 (a probabilidade utilizada na prova pelo método probabilistico
é maior que 0,00233, portanto ainda estritamente positiva). Nada po-
deriamos concluir sobre a existéncia de 2-coloragoes para o Ksg1g sem
cliques monocromaticas de tamanho 20.

Define-se um espaco probabilistico e prova-se positiva a
probabilidade de um objeto selecionado aleatoriamente pos-
suir determinada propriedade — conclui-se que existe um
objeto com a propriedade em questdo.

5.1.2 O método da esperanca

O problema do corte maximo de um grafo é NP-dificil. Um corte
é uma particdo dos vértices de um grafo em dois conjuntos, onde o
nimero de arestas que liga um vértice de um dos conjuntos a um
vértice do outro conjunto constitui o tamanho do corte.

Sendo dificil obter o tamanho do corte maximo, pode-se desejar
saber se ha algum corte grande, ou seja, contendo um niimero minimo
de arestas, ainda que nao seja este niimero o maior possivel.
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Entrada:

G: um grafo.
Saida:

Um corte de G.
corte(G):

crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cada vértice v do grafo, jogue uma moeda

se cara, coloque v em A; se coroa, coloque v em B
retorne o corte assim obtido

Figura 5.2: Algoritmo randomizado para obter um corte.

Usando o método probabilistico, consegue-se provar que hé sem-
pre um corte de tamanho maior ou igual a m/2, isto é, & metade do
numero de arestas do grafo.

Seja o algoritmo randomizado da figura 5.2 para encontrar um
corte em um grafo.

Estamos interessados no valor esperado da varidvel aleatéria
C(A, B) definida como o tamanho do corte dessa forma obtido.

Criemos um indicador de Bernoulli X;, para cada aresta a; do
grafo, definido como

Y. 1, se a; conecta A a B;
71 0, caso contrério.

A esperanca de cada X; é igual a probabilidade de a; ligar A
a B, que ¢ a probabilidade de que os extremos de a; nao tenham sido
colocados no mesmo conjunto, isto é, 1/2.

E f4cil ver que

E[C(A,B) =E

ZX} - ZE[Xi] - %

Portanto, existe corte de tamanho maior ou igual a m/2.
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Define-se um espaco probabilistico e obtém-se a esperan-
ca E[X] = p de uma varidvel aleatéria X definida para
aquele espago — conclui-se que sdo positivas Pr{X < p]
e Pr[X > u] e, portanto, existe elemento naquele espago
para o qual X tem valor menor ou igual a p e existe ele-
mento naquele espaco para o qual X tem valor maior ou
iqual a [.

5.2 De-randomizacao

Na prova de existéncia de cortes com pelo menos metade do nimero
de arestas de um grafo, e embora nao tenhamos atentado para este
fato, estivemos diante de um algoritmo de Las Vegas para localizar
um corte com pelo menos aquele nimero de arestas. O pseudo-cddigo
de tal algoritmo encontra-se na figura 5.3.

Cada iteracao do lago principal do algoritmo da figura 5.3 encontra
um corte de tamanho maior ou igual a m/2 com probabilidade p.
O ntumero de iteragoes até que seja encontrado o primeiro corte de
tamanho maior ou igual a m/2 é, portanto, uma varidvel geométrica
cuja esperanca é 1/p. Calculando p, chegamos facilmente ao tempo
esperado de execucao de nosso algoritmo de Las Vegas.

Queremos calcular p = Pr[C(A, B) > %]

Sabemos que

m

5 = E[C(4 B)]
m/2—1 m
= Y iPr[C(A,B)=il+ » iPr[C(A,B)=i.
i=0 i=m/2

A primeira parcela acima é menor ou igual a

m/2—1

(m/2-1) Y Pr[C(A,B) =i = (m/2—-1)(1-p)
i=0
e a segunda parcela é menor ou igual a

m Z Pr[C(A, B) = i] = mp.

i=m/2
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Entrada:
G: um grafo.
Saida:

Um corte de G com pelo menos metade de suas arestas.

corteGrandelLasVegas(G):
repita:
crie dois conjuntos A e B inicialmente vazios
para cada vértice v do grafo, jogue uma moeda
se cara, coloque v em A; se coroa, coloque v em B
se o tamanho do corte é maior ou igual a m/2, retorne-o
até que um corte seja retornado

Figura 5.3: Algoritmo randomizado para obter um corte grande.

Portanto,
m m
D) < (* _1) (1 —p) +mp,

implicando

D2 ™
e um valor esperado menor ou igual a 1 + m/2 para o nimero de
iteragoes em uma execucao do algoritmo.

Veremos, agora, uma maneira de de-randomizar o algoritmo para
encontrar cortes grandes de forma deterministica.

5.2.1 O método das esperancas condicionais

A idéia central do método das esperancas condicionais é quase genial
de tao simples: se hd um algoritmo que, fazendo escolhas randémicas
a cada passo, resulta num valor esperado p para uma certa variavel
aleatéria X, podemos retirar a aleatoriedade do algoritmo, ajudando-
o, por assim dizer, a tomar as decisoes que garantam que o valor
atribuido a X nao serd “pior” (menor ou maior, dependendo do que
se deseje) do que p.
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Seja o algoritmo da figura 5.2. O corte retornado, quando os
vértices sao, um a um, colocados aleatoriamente em A ou B tem ta-
manho esperado m/2 — podendo, evidentemente, ser maior ou menor
que m/2 numa iteracdo em particular.

Seja, agora, Ex[X] = E[X | Y1,Ys,...,Y,] a esperanga de X
condicionada ao fato de que os primeiros k vértices jd foram, aquele
momento, posicionados em A ou B (a varidvel aleatéria Y; assume o
valor simbdlico “A” ou “B” de acordo com o conjunto em que v; foi
posicionado). Note que E[X] = Ey[X] = m/2.

Pensemos no momento em que o (k + 1)-ésimo vértice v41 serd
colocado em A ou B, segundo o langamento da moeda. Ora, se
pudéssemos abandonar a moeda e escolher deterministicamente o
conjunto em que vg41 serd posicionado, de forma a garantir Fy1[X] >
E;[X], entdo terfamos, por indugéo em k, um método deterministico
que posicionaria todos os n vértices do grafo em A ou B de forma a
garantir que o tamanho do corte retornado no final, ou E,[X], seria
maior ou igual a Fo[X] =m/2.

Em outras palavras, queremos provar — por indugao no nimero
de vértices ja posicionados em passos anteriores — que é possivel,
a cada passo, escolher deterministicamente o conjunto em que cada
vértice sera posicionado, de forma a obter um corte de tamanho maior
ou igual ao valor esperado m/2 para o tamanho do corte que seria
retornado pelo algoritmo randomizado. A prova por indugdo tem a
seguinte estrutura:

base: E[X | Y1 = “A”] = Ey[X], por simetria (o primeiro vértice
considerado pode ser colocado em A ou B indistintamente).

passo indutivo: Eri1[X] > Ei[X], o que serd garantido ao se esco-
lher deterministicamente a posi¢ao de vgyi.

conclusdo: o corte retornado pelo algoritmo de-randomizado tem
tamanho F,[X]| > Eg[X] =m/2.

A estratégia ditada pelo método das esperancas condicionais nos
garantird o passo indutivo exposto acima, permitindo-nos, portanto,
de-randomizar o algoritmo original. Mas como consegui-lo? Como
fazer todas as escolhas de forma garantidamente nao-pior do que o
faria uma sucessao de lancamentos da moeda?
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Entrada:
G: um grafo.
Saida:
Um corte de G com pelo menos metade de suas arestas.

corteGrande(G):
sejam A e B dois conjuntos inicialmente vazios
posicione v arbitrariamente em A
para cada vértice v;,i = 2,...,n faca
se v; possui menos vizinhos em A do que em B
coloque v; em A
sendo coloque v; em B
retorne o corte assim obtido

Figura 5.4: Algoritmo de-randomizado para obter um corte grande.

Ora, se o posicionamento de v é definido pelo lancamento de
uma moeda, entao

EuX] = EX|(Yi,...,Y)N (Yipi = “A%)] - Pr[Yig, = “A7]
+ E[X|(Y1,..., i) N (Yisr = “B")] - Pr[Yigs = “B7]

= E[X|(Yi,...,Y) N (Yep = “A”)]-

DN =

N | =

+ E[X[(Y1,..., V) N (Yepr = “B”)]-
_ % (E[X|(Y1,...,Yi) O (Yies = “A")]
+ E[X|(Yi,..., Vi) N (Yas = “B7)]}.

Dessa forma, o maior entre E[X|(Y1,...,Y,) N (Yir1 = “A”)] e
E[X|(Y1,...,Y) N (Yes1 = “B”)] é necessariamente maior do que
Ei[X], e s6 o que nosso algoritmo de-randomizado precisard fazer
para “nao fazer pior do que a moeda” é saber avaliar o maior dentre
EX|(Y1,....Y )N (Y1 = “A”)] e E[X|(Yq,... ,Yk)ﬂ(Ykﬂ = “B”)]
para escolher o conjunto A ou B para posicionar viyi. E facil ver
que a escolha do destino de vi41 que maximiza Fiy1[X] é aquele
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em que vg41 ¢ colocado no conjunto (A ou B) que possua menos
vizinhos de vg41, contribuindo assim com o maior niimero possivel
de arestas para o corte (isto é, ligando A a B). Desempates podem
ser resolvidos arbitrariamente.

Nosso algoritmo fica, portanto, como mostrado na figura 5.4.

Nao ha, portanto, em momento algum, qualquer experimento
aleatério a ditar-lhe os passos — e o corte retornado tem tamanho,
como se provou, maior ou igual a m/2.

5.3

Nem sempre € fdacil, ou sequer possivel, de-randomizar
um algoritmo utilizando o método das esperancas condi-
c1onais.

Exercicios

O problema da satisfatibilidade (SAT) foi o primeiro problema
sabidamente NP-completo, como provado por Cook [8] em 1971.
Trata-se de descobrir se uma expressao booleana — envolvendo
apenas variaveis, parénteses e os operandos para conjuncao
(AND), disjungao (OR) e negacao (NOT) — pode ser satis-
feita, isto é, se existe alguma atribuicao de valor as varidveis
booleanas envolvidas que faga com que a expressao inteira te-
nha valor VERDADEIRO. Mesmo a versao do problema em
que a expressdo é dada na forma normal conjuntiva® com 3 lite-
rais por cldusula (chamada 3-SAT) é ainda NP-completa, como
provado por Karp no seu famoso texto dos 21 problemas [29].
Abaixo um exemplo de entrada para o 3-SAT com 4 cldusulas
em 5 variaveis:

(z2 OR 73 OR 77) AND
(l‘g OR Ty OR $5) AND
(z1 OR 77 OR z3).

5Expressdes booleanas na forma normal conjuntiva apresentam-se como uma
conjuncao de clausulas, cada qual uma disjungao de literais. Literais sao varidveis
booleanas ou suas negagoes. Indicamos por T a negagao da varidvel x, isto é,
NOT(z).
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Mostre, pelo método probabilistico, que, para toda entrada
de 3-SAT com n varidveis e m cldusulas, ha sempre alguma
atribuigdo booleana x € {0,1}™ que satisfaz pelo menos 7m/8
clausulas.

2. O ndmero de Ramsey R(r,s) é o menor inteiro para o qual é
verdade que, dado um grafo completo G com R(r,s) vértices
ou mais e cujas arestas estao particionadas em dois conjuntos
(o conjunto das arestas “amarelas” e o das arestas “azuis”, por
exemplo), G possui um subgrafo completo de r vértices cujas
arestas sdo todas “amarelas” ou um subgrafo completo de s
vértices cujas arestas sao todas “azuis”.

(a) Mostre que R(3,3) = 6.

(b) Do exposto na segao 5.1.1, o que se consegue inferir sobre
R(8,8)?

(c¢) Ainda nao é conhecido o valor de R(5,5). Use o método
probabilistico para provar um limite inferior para este nu-
mero.

3. (a) Prove que, para todo inteiro n, existe uma 2-coloracao das
arestas do grafo completo K, tal que o niimero total de
copias monocromaéticas do K4 é no méaximo (2)2’5.

(b) Dé um algoritmo randomizado polinomial (em n) para en-
contrar uma tal coloragao.

(¢) Mostre como construir um algoritmo deterministico base-
ado no algoritmo do item anterior, e usando o método das
esperancas condicionais.

5.4 Notas bibliograficas

A referéncia obrigatéria para o método probabilistico é o livro de
Alon e Spencer [2], além dos capitulos sobre o tema encontrados nos
livros de Motwani e Raghavan [41] e Mitzenmacher e Upfal [39]. Em
portugués, uma introducao aos numeros de Ramsey e ao método
probabilistico é encontrada no livro de Moreira e Kohayakawa [40].
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A NP-completude do problema do corte maximo foi demonstrada
por Garey, Johnson e Stockmeyer [25] em 1976. Referimos o leitor
aos textos de Festa, Pardalos, Resende e Ribeiro [20] e de Goemans
e Williamson [26] para exemplos de heuristicas randomizadas para o
problema.

De-randomizacao é tema de pesquisa muito recente, mas que ja
conta com bom material publicado. Um bom survey é o de Valen-
tine Kabanets [30]. Recomendamos também o capitulo de Peter Bro
Miltersen em [38]. Em portugués, o livro de Fernandes, Miyazawa,
Cerioli e Feofiloff [19] dedica um capitulo ao tema.
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