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Prefacio

(3 material apresentado neste texto, visa principahnente, difindir a teoria basica do pro-
blewna de autovalor polinowial natricial, enfatizando uma série de aplicagoes e proble-
tuas <le interesse conterporaneo. e como chamar atencio as propriedades intrinsecas do
problemna, relacionadas com a sensibiblidade de antovalores a pequicnas perturbagoes nos
cocficientes. A motivacdo para sun claboragiio fol gie. apesar da teoria sobre polindios
matriciais ser atualmente bem deseuvolvida ¢ mmito explorada cin andlise/controle de
sisteinas dindicos, o problema de sensibilidade & nm topico e desenvolvimento ¢ com
poucas publicagoes a respeito. Assit, aléw de difundiv a teoria fandaental do pro-
hlema de antovalor polinomial matricial. mn dos objetivos do texto é prover resultados
sobre seusibilidade de autovalores, apropriades para mnma série de problanas nos gnais
530 requeridos apenas uns poncas antavalores efon o subespago invariante associado, Os
problemas a serem discutidos cnvolvein: problemas versos HR (Harmonic Retrieval),
problemas de Tdentificio de Sistetnas Dinannicos MIMO (vibratérios, por exewplo) e pro-
blemas de realizagio de sistemnas. () texto ¢ fortemente influenciado por notas de dois ben
sucedidos Minicursos apresentades no XXIIT CNRMAC (2000) ¢ XXIV CNMAC (2001},
eseritos ein parceria com os Professores M. I Cardoso ¢ L. H. Bezerra, respectivaente,
nos quais formmn apresentadas algmuas aplicagées civolvendo o problema de antovalor
para o caso escalay.

O texto estd organizado cowo segize. O Capitulo 1 desereve conceitos gerais sobre
polindmios watricias ¢ a teoria espectral bisica de polindios matricias monicos. Enfase
& dada ao caso polinomial gquadratico. (3 warerial apresenrado agni ¢ de ficil acesso ¢
encontrado nas referéneia clissicas. O Capitnlo 2. destina-se 4 descricio de aplicagies
correntes nas quais o problema de antovalor polinowmial atricial eipre um papel fun-
damental. Especial énfase ¢ dada a problowas inversos de identilicagdo, mas waitas
outras aplicagies sio comentadas, indicanda ao leitor nnneresas fontes bibliopralicas, A
discissfio do problemsa de sensibilidade de antovalores de polindimios matriclais gerais ¢
bascada no conceito de condicionamento ¢ apresentade Capitnlo 3. (0 Capitulo 4, apre-
seuta nma cliscussio exanstiva do problena de sensibilidade e antovalores de polindinios
matriciais provenicntes de aplicacoes ein problemas HR. Muitos dos resultados apresen-



tados aqui sdo inédites. O Capitulo § destina-se & descrigho de métodos munéricos para
compitagio de antovalores de matrizes, dando énfase, e particolar, ao problema de cal-
enlar mn wimero seleto de valores singulares e subespagos associados correspondentes, de
matrizes provenicntes de problemas HR. Métodas munéricos para o problema de autovalor
polinomial inatricial sdo em geral, mais solisticados do gne os métodos para o prohlema
de autovalor matricial padrée, e requerci, portanto, certa experiténcia ¢ treinautento para
comnpreendé-los. Por causa disso, eles s80 apenas comentados no texto, wmas mnnerosas
fontes bibliogralicas sdo indicadas. O texto termina com uin apéndice que inelai i re-
sumo de conceitos ¢ resnltados de dlgebra lincar munérica, fortemente ntilizados ao lougo
do texto.

Finalmente, gostaria de expressar meu profundo agradecinento aos colegas, Profe-
ssores Mario C. Zamballi ¢ Marcio R. Fernandes, pela colaboragiio na claboragio deste
trabalbio. Agradeciinentos tambén vao para o pessoal adininistrativo do Departamcnto
de Matandtica pele apédio téenico prestado.

Floriandpolis SC, Juutho 2003 Fermin S. V. Bazan
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Capitulo 1

(GGeneralidades

1.1 Introducao

0 estudo de eqnagdes polinoniiais reonta a guase 5 séeulos e tew tido grande influéncia
no progresso da wmaremdtica [91]. Entretanto, a preocupagio com equagdes polinomi-
ais cuvolvendo uatrizes efou polindmivs com coclicienies matrieiais ¢ relativainente re-
cente.  Algnns dos priwciros trabalhos neste contexto foram publicados e 1928 por
Sylvester [101]. Uma outra referéncia envolvendo polindusios watricials, fortemente moti-
vada por problemas relacionados cow sistemay vibrardrios, ¢ Frazer, Duncan e Collar [48],
publicada ein 1938.

Um polindmio matricial muna varidvel cownplexa A (tawnbém chamado de A-matriz), é
una funciio de valor matricial da forma

PulA) = A A" + Ay X" b A A+ Ay, (1.1)

em que os coeficientes A; (j = 01 m) sAo watrives ¢ X ¢ (¢ > 1). Ou seja, P, (A) ¢ uma
matrix g X y cnjas entradas s&o polindmios escalares de sran wenor ou igual a m. Se 4.,
¢ a matriz identidade g x ¢, P, (A) 6 dito polinduiio wénico.

Dois probleias destacam no contexto de polindmios matriciais. U deles dedicado &

procura de matrizes X &€ C7Y ral que
P(X) = 4, X" + 4, X" b A X+ Ay =0, (1.2)

¢ oufro preocupado cotn a Inisea de esealares complexos A tal que det{’(A)) = 0.

As solngtes X para o primeiro problema. caso elas existam. sio charadas de selventes
(solvenrs} do polindmio watricial. A dificnldade con este problenia é gue a existéncia de
solventes nio ¢ garantida pelo teorema fundanmcental da dlgebra (vélido para polindgimios

escatares), O polindmio (A = A + Ay, ilustra esta dificaldade. A existéncia de



4 CAPITULO 1. GENERALIDADES

solventes neste caso depende da natriz Ay, pois a equagio polinomial X ? = — A pode
ou pode néo ter solugio guande Ay ¢ singular, veja, por exemplo, Horn [63, Segio 6.4].
O problema de determninar a existéncia de solventes data aproximadamente da segunda

década de 1000 (veja, Roth [102]) mas hoje em dia ¢ wn assunto bem resolvido. A
caracterizacao precisa do ntinero de solventes, no entanto, é um topico de pesquisa e
pleno desenvolvimento ¢ com aplicagdes ein importantes Areas cono andlise numdérica o
teoria de controle, eufre outras [39, 40, 441, Algwuas outras referéncias sobre solventes
de polindniios matriciais sdo [57, Segdes 4.1 ¢ 4.2] ¢ [27, 98, 61, 102, 44,

Quanto ao sezundo problema, hd teoria bew desenvolvida ¢ neubmna dificuklade em
relacio a existéncia de solugdes A's as quais sfo chainadas de autovalores do polindmio
matricial. Analogaimente ac caso matricial, para cada antovalor A associa-se wn vetor
z e x#0, tal que

B, (A)x =0, (1.3)

chamado autovetor i direitn de Pp{X) ¢ {d 2} é chamado de wuto-per (cigenpair) de
P,,{}). Similarinente, wn antovetor & esquerde de B, (A) associada ao autovalor A, é wn
vetor y € G, y % 0, tal que

Y Pr(A) = 0, (14)

O sfmbolo * denota conjugacio complexa segnida de transposicRo. O problema de eu-
contrar os atto-pares do polindmio é conhecido comeo o problema de antovalor polinomial
natricial.

Da definicio (1.3) segue que se m = 1, ¢ ¢ > 1, o problema de autovalor polinoinial
matricial é simplesinente um problema de autovalor generalizado, ou seja, um problema do
tipo Ax = ABz, o qual reduz-se ao problema de autovalor matricial padrao quando B = 1.
Excelentes referéncias para o problema de autovalor gencralizado sdo [59, 131, 108]. No
caso ¢ = 1, o problema é aquele de calcnlar os zeros de wn polindinio cow coeficientes
complexos cuja solugio & bew explicada pelo teorema fundamental da Algebra.

Independente do valor de ¢, os autovalores de wm polinduio matricial podem ser
definidos como scgue.

Definigao 1.1.1 Seja %,()) o polindiio matricial dado e (1.1). Se det(Fn(A)) néo ¢
identicainente 1ulo, B, {}) ¢ dito regulur, caso contrdxio ele ¢ dito singular. Se Po(h) é
regular, p(A) == det(P,{})) & u polindiio escalar de grau menor ou igual a m-g chamado
de polindmio caracteristico de Pn{)), e 0s autovalores de I, (A} so definidos como

(a) As raizes do polindmio caracteristico p(A},

(b) oo, com multiplicidade m - ¢ — gran(p(A}) se grau(p{A)} < m-q.
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Autovalores com multiplicidade algébrica igual a 1 sao chamados de antovalores sineples.
O conjunto de todos os antovalores é conhiecido como espeetro de P, (3 ¢ serd denotadao
por AL, (A).

Alguns exemplos que ilustramn a definigio acina sfo dados a seguir.

Exemplo 1.1.2 Scia

1 1 2
Pl(,\)=,4[>\+.4u=[0 (;]H[U ”].

Entdo, ¢ imediato que det(F(A}) == 0 para tode A, portauto, o polindmio ¢ singular.
Neste caso, todos o8 nlmeros complexos so considerados como antovalores de £ {A).
Polindmios singnlares aparegem ein aplicagdes praticas mwas o estudo deles foge do escopo
desta apresentagao nde senclo, portauto. abordados ao lougo deste texto.

O seguinte exemplo ilustra a presenga de autovalores oo,

Exemplo 1.1.3 Cousidere o polinduio matricial

=20 0 100 —2441 0 0
PAN=Ar+4=| 0 0 0 jA+|01 0= 010
00 -1 000 00 =X

Eutdo p{A) = detP{A) = (2A ~ 1}A4. Como neste easo = 1, ¢ = 3, segue cntdo que o
espectro do polindinio &
AP(A)) = {1/2.0,2c]).

Vale destacar que autovalores igual a o¢ aparceein e aplicagdes praticas: veja K. Bre-
nan [28] para algunas dessas aplicagdes no contexto de sistemas de equaches diferenciais

ordindrias con restrigoes.

Observagao 1.1.4 Diferente ao problema de antovalor warricial padrdo, no caso poli-
neinial matricial pedem aparecer antovalores distintos possnindo o mesmo aurovetor, ()
seguinte exemple ilustra este feudmeno.

Exemplo 1.1.5 Seja P(A) = Aed + A 0A + 4y tal que

060 1 -6 0
A=|060]. 4=2 -7 0|. A=1I
0 0
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O polindinio caracteristico de P {A) ¢
p(A) = dot (P (A)) = —6A% + 1107 — 120% + 12X — 6X + L,

e 08 anto-parcs {Ay, &, } 580 dados na Tabela 1.1

k| 1 2 3 4 5 6
A [ 173 1/2 i 7 -2 20
1 1 0 0 0 1
Ak 1 1 1 1] 0 0
0 0 0 1 1 0

Tabcela 1.1: Autovalores diferentes comn awtovetores iguais.

1.2 Linearizacao

Umn aspeeto interessante em relagiio a polindmios matricials ¢ que o problema de auto-
valores pode ser reduzido a um problema de antovalor generalizado envolvendo matrizes
de ordemn m. - g. Para tal, ohserve que a cada polindinio matricial mdnico F,(A)} pede
associar-se wna matriz companhetra cin blocos delinida por

0o L 0 o
0 0 I 0
Gr=| & 0o (1.5)
00 TR
—AU _A] _A"Hl

Um resultado importante que justifica esta associagio ¢ que s {A, 2} é wn aunto-par
de P, (X}, e sc T € C" é um vetor e blocos definido por

(1.6)
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entdo {A ¥} ¢ un aute-par de €. De fato,

Ax
2 Ar
. Ar
Cl:’i—? = A,"-_l.'l.' = N = A'?‘
m Ay

S5 X U
ko

Portanto, os autovaloes de I3, (A) podewn ser calenlados a partir da matriz companheira
et bloco utilizando-se inctodos mmméricos para o problema de autovalor matricial padrio.
O polindmio lincar C; — Al ¢ dito na Hncarizagdo dv P, (A).

Uma ontra lincarizacdo do polindimio matricial méuico £2,(A) pode ser coustruida a
partir da matriz compaunheira em blocos G, delivida como

B0 e 0 —Ay
L 0 0 -4

Co= |0 I -+ 0 -4 | (L.7)
0 0 o I, —Au-,

Ulna relagio entre autovetores de By, (A) ¢ aqueles da matriz Cy també pode ser deduzida.

Para tal, seja {A, T}, nm anto par de Cy. Decompoudo 7 e blocos tal que

Xy
—~ Ty "
= . , o €0 k=1m.
‘.’rl'll
SOELC (que
— Ayt = An
= Avre, = Ary
CF = Mt = : (1.8)
- — Am—‘z'f'm = )\:"m--l
Tl = il = Al

A iltima das equaghes e (1.8) garaute entde que i, # 0, caso contrdrio ¥ scria o

vetor mude. Utilizando as m equaciios ens {1.3) ¢ visto facihnente que o antovetor T pode
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ser escrito como

@ (Ay + Agh + 43X + oo+ Ao A" 2+ X7 )
Ty (Az + AgA+- + A AP AR,
F= : - : (1.9)
Tt (Apmey + ALY
Ln Ly

A primeira equagéo cm (1.8) com 2, dado pela equagao (1.9) garvante entao gne
PNy, =0.

Portanto, se {A, T} ¢ um auto-par de Cy, entéo a dltima coluna bloco de & 6w autovetor
A direita de P, (A) assoclado ao autovalor A,

Linearizaghes para o caso e que Py (A) nfo é ménico, ou scja, A # Iq, tambéin
sdo possiveis. Se 4,, ¢ nao singular, pode-se utilizar o polindinio wénico com coeficientes
A= A7 Ay, b =1:m—1, em cujo caso qualguer uma das linearizagdoes descritas aciina
pode ser utilizada. Se A, ¢ singular, o problena de autovalor polinoial matricial pode
ser resolvido através do problema de autovalor generalizado Ax = ABwx, envolvendo a
matriz €y, definide como

0 I, 0 0 b 0 0 - 0
o 0 I 0 0 I, 0 0
A AB = : : : Al oo (L1
0 0 T 00 0 I O
—Ap —Ay o —Au 00 D A

E claro que os auto-pares deste polindmio lincar sdo da forma {A, 7T} com T coma
em (1.6) ¢ que os A's encontrados sdo autovalores do polindmio watricial o, (A). Uma
linearizacio andloga pode ser construida utilizando-se a matriz Cy.

A exposicio acima sugere que para descrever de maneirn precisa o8 autovalores do
polinémio P,,(}), hasta caracterizar os autovalores do problema de autovalor generalizado
Az = ABux. Isto é visto no proximo teoreina, cuja prova pode ser encontrada e [42, Cap.
4, p. 174]

Teorema 1.2.1 Seju (X)) = A—AB € O uwm polindmdo regular. Se B € ndo singulur,
todos os autovalores de Q) sdo finitos e iyuais dqueles de B~'A (ou de AB™'}. Sc
B é singulur, () tem autovalores oc com maltiplicidade n — rank(B). Sc A ¢ ndo



1.2, LINEARIZAGAQ 9

singuler, os antovalores de ((A) sio os reciprocos dos autovaiores de A7 B fou de BA™! ).

w antorelores nulos de A7V corresponden a autovatores s de (X)),

A caracterizagdo dos antovalores de £, (A) depende portanto do cocliciente 4,,. jd
gue dele depende o posto da matriz B dada cin (1.10). O feoremra acima sngere que o
probleina de autovalor generalizado Ax = A pode ser resolvido através do seguinte
método, quando B ¢ ndo-singular,

(a} Resolva o sistena BC = 4,

{b} Resolva o problema autovalor marricial padrio associado & matiz C (nsando o

ajgoritmo QRY} !, por exemplo.

Se 4 ¢ nosingular, o mesmo métode pode ser aplicado com € a solugio de AC = 5.
Uwta desvantagem desta abordagen ¢ que os antovalores calenlados podem ser imprecisos
se 0 sistema a ser resolvido ¢ nal-condicionado. Um exciniplo gue ilnstra esta diliewddade
pode sor encontrado e |59, Cap. 7. p. 376]. Uwa das manciras mais clicientes de se
contarnar diliculdades midéricas & atraves de wwa decomposigio especial obtida nsandoe

matrizes ortogonais, descrita cowo segue.

Teorema 1.2.2 [Decomposigio de Schur Generalizadaf Scja P{A) = 4 — AB € €.
Entdo crvistem malrizes orloyonais () ¢ Z. ¢ matrizes (rinngulores supeviores T e S tal
que

(FAZ=T. ¢ Q*BZ=2S5.
Alédm disso, se para alguant k. tep = sy = 00 entdo A(P(A)) = €, cuso contrarie
AP(A)) = {ki/ 5080 # O}
Demonstragiio: A prova do teorema pode ser eucontrada e Golub {59, Cap. 7, p. 877).
EI .

Aspectos sobre a implenentacio numérica da decomposiciio generalizada de Schur sio

descritos e [59. Cap. 7).

PAlgenitmos parn o problenn de antovalor watricial padreiio sio deseritos en Capitule 5
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1.3 Pares de Jordan

E bem couliecido que toda matriz 4 € € tem uma decomnposigio de Jordan dada comno

A=XJX! com J = diag(J, Jo, . ... i), eme que
M 1 -0
Jp= [, /\k K : 1!‘"=11"':t: (111)
o 1
[E R ¢ . ¥

¢ um bloco de Jordan de ordems myg, piy. ¢ a multiplicidade do antovalor Ay, ¢

iy + MRy -+ ey = T
A matriz X contéin os anlovetores ¢ vetores generalizados de A. A decomposicio de Jor-
dan acima fornece uma descricao completa de qualquer polinéinio méuico linear 1(A) =
IMNA =X+ )X~ A pergunta natural entao é se alguina fatoracio andloga é possivel
a qual desereva completamente wmn polindmio matricial de grau m. A resposta ¢ alina-
tiva ¢ dada em terinos de pares de Jordan associados a P, {A), os qitais sdo definidos de

maneira andloga ao caso watricial padrao.

Definicao 1.3.1 Dizenos que wna seqiiéncia de vetores wp, @y, ..., &y, %o # 0, é uma
Cadeia de Jordun de comnprimento k + 1 correspondente ac autovalor Ap de P (A) se

Pm(/\u)l'u =0

Pr(Mo)s + Pr (Mo} = 0
Pa(Po)az + PR (a)r + PP (Mo)zo =0 (1.12)

1, 1.
Pu(o)zx + PO o)y + -+ T,RE.J)(/\U)iUk—j +o FP,Sf‘)(/\u):t:g =0,

em que PH](A) denota a j-6sima derivada de P, (A).

Ohbservacao 1.3.2 A deflini¢io acima garante que g, algumas vezes dito vetor lider,
é um autovetor & direita de 7, (A) associado ao autovalor Ag. Os vetores restantes da
sequéncia ndo precisamn ser lineramnente independentes (ou seja, algum deles pode ser o

vetor nulo), e sio conbecldos como autovetores yenerulizados.

Deve ficar claro que dependendo da multiplicidade geométrica do autovalor A.? difer-

2Diz-se que wm autovalor Ay tem multiplicidade georndtrics igual a r so
dim[Ker{Fy (Ao})] = r



L3. PARES DE JORDAN 11

entes cadeias de Jordan associadas com diferentes comprimnentos podem ser encontradas.
Q exemnplo a segair ilustra o uso de (1.12} no cdlenlo de cadeias de Jordaw.

Exemplo 1.3.3 Seja

010 111 101
PN =Ad®+Ah+40=1 1 1 1 |[X+3001|A+|1 01
-1 0 -1 001 101

O polinémio caracterfstico de Pa(A) & p(A) = (L + 1)(t — 0.5). Os autovalores diferentoes
de P(2) s8o portanto: Ay = 0 com multiplicidade 3, Ay = —1 com umdtiplicidade 1, ¢
Az = 0.5 com inultiplicidade 1. Coino

1 01
P2()\|] = P2(“) = 1 () 1 f
1 01

e dim{Ker(F{0))] = 2, existern «lois autovetores limearnente independentes associados a
A1 = 0. Portanto, pelo menos duas cadeias de Jordan diferentes podens ser encontradas.
Usando a primeira das cquagoes e (1.12), vem

Po(g = 0= Agiep = 0.

Este sistema tém solugbes g = [, —a)" para « # 0 on b # (1 Agora, usando a seguuda

das equacdes ein (1.12) segue que
Pu(0)) + Pé”(U]m(, =0 = Apr; + Ayrg =0, (1.13)

Se xy = le, d, e]", o sistemna acima pode ser eserito colno

1 01 ¢ —b
1 01 d | = i
1 01 ¢ "

Assimn, se b # —ao, o sistema resultante ¢ incowpativel, portanto nae existe qualquer
antovetar generalizado oy e a cadeia de Jordan associada ao vetar Ay com vetor lider
wy = [, b, _”]'r' ¢ de comprimento 1. Mas, s¢ b = —«, 0 sistema tem sohigdes da forma
o= [ztoa — 2", ¢z arbitrdrios ¢« # 0. Verificase gue nae existe uenluma terna
de vetores wg. 1y, vy que satisfaga a terecira cquagio em (1.12). Portanto as cadeias de

Jurdan associadas ao antovalor Ay sao:

o = [, b, —r:]“". i #0.h#A0b#% —a (comprimento 1)
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zp = [a, —a, —a], @ =[z,t,a—27, z,t€C, 2t arbitrdrios {(comprinento 2).

A cadeia de Jordan associada ac autovalor Ay = —1 é
o = [a,~20,0", a €, ¢ #0 (comprimento 1),
¢ a cadeia de Jordan associada ao antovalor Ay = —0.5 ¢
g = (v, —0.8v,06v]", veC, v#0, (comprinento1).

Definicdo 1.3.4 Scja dg € A(Pr(A)). Dizemos que Ji = {10,200, Z1s-1}
Jo = {®20, %010+ s 2001 oo o1 Trg = {@r0,00 Trp 11 -+ -1 rg a1}, € UNL CONjunto canduico

de cadeias de Jordan associadas ac autovalor Ay se
(a} J é de comprimento wédximo cown vy 5 € Ker(P, (Ao},
(1) Fi, & de comprimento nidximo com v g ¢ span{vip, teo, ..., W10} para fe=9: rg. ©
(€) ro = dim[Ker(Pn.{Ao}))-

Observagio 1.3.5 Uin resultado importante e relagéo a conjuntos canénicos de cadeias
de Jordan € que se myg ¢ a multiplicidade algébrica de Ay, entéo (veja, [57, Cap. 1, Prop.
1.15))

s1+ 82+ -+ 8 = Mg.

Os ntineros s1,. .., 8y, 80 deterininados unicamente {ndo dependen dos antovetores es-

colhidos} e conhecidos como multiplicidades parciais do autovalor Ap.

Definigio 1.3.6 Seja P,(A) wn polindmio méuico cout ¢ autovalores distintos Ay, ..., A
cujas mudtiplicidades algéhricas sdo my, ..., my, ou scja w4 mg 4+« +my, = m- 4. Scja
Ji.. .. ,.7;’;_ wn coujunto candnico de cadeias de Jordan associado ao autovalor A; . Seja

X; a matriz m x m; definida por
Xj=1F F) 1<i<t

Seja J; = diag{dy, ;.. ., Jy ), com 1 €4 < §, um bloco de Jordau associado ao
autovalor A;, de ordem 7y , com ry; o conprimento da cadeia de Jordan J7, 1 <1< ry.
U par de Jordun associado ao autovalor A; ¢ a dupla {X;, J;}, enquanto que wn por
de Jordun assoclado ao polindmio F,(A) ¢ a dupla {X,J}, com X = [X|,..., X] €
Cma) = diag(Jy, ..., J,) € Qlasina),
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Exemplo 1.3.7 Scja Py(A) delinido por

3 2
P:i(/\)={\/§/{\2+/\ \/5{\3 )\]'

O polinémio caracterfstico de 5(A) & p(A) = A%(A = 1)3(A + 1)% portanto, tem-se (e
ACPA) = (A A M} = (0,1, -1).

Como () = P(0) = 0, existem dois autovetores Hincarente independentes associados

a A = 0. Bscolhendo vy = [1,0]7, o mesmo procedimento do Exemplo 1.3.3 assegura

que
A 1 A 0
e =y | =19 -

¢ umn conjunto canduico de cadeias de Jordan associado a A = 0 (j& que A; ¢ de wult ipli- -
ciedade algébrica dois, veja 1.3.5). portanto, wm par de Jordan ¢

L _ |10 o1
A"[t)l]’ ""‘[u 0]'
Consideremos agora o antovalor A, = 1. Como

i) = B5(1) = [ \/‘§}+1 \/51—1 ] ,

utilizando a primeira das cquagdes e (1.12), segtie que vy 6

wam 1],

Agora. utilizando a segunda das equaghes em (1.12) para ealeular o priweire vetor gener-

alizado o . SCEIE que 1wy wodde ser eserito como
2.1 SCE { 21

w={ .

0

Portanto. um par de Jordan associado ao antavalor Ay ¢

Xzz[f\ff-i—l fz-z]_ .g:[l ”

0 0
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Desenvolvendo o mesmo procedimento, pode-se verificar que um par de Jordan asso-
ciado ao autovalor Ay = —1 é

X‘*=[‘/§11Ll ﬁ0+2]" J“:[—ol —11]

Finalmente, wn par de Jordan associade ao polindmio Py(A) &

X=[X1,X2,X3]:[I 0 —v2+1 VvV2-2 V2+1 \/§+2}!

01 10 0 1 Y

Alpuinas propricdades de pares de Jordan, cijas provas podemn ser encontradas e
[57, Cap. 1, p. 4b), sfio descritas no proximo teoreua.

Teorema 1.3.8 Seju {X, J} wm par de Jordun do polindmio ménico Pr()). Entdo:
(a) As colunas de X sio linerumente independentes se e somente se () € linear.
(b} XJ™ 4 A X o + A XS + ApX =0,

(¢} Seju S o matriz (m - q) x (m-q) definide por
X X, X, - X,
X:J XI:JI XQ:.Ig XJ:-.It (L14)
XJm=t Xp b et o X!
Entdo § € ndo-singuler ¢ o metriz companheira Cy definide em (1.5) sutisfaz:

€ =58J87. (1.15)

A equacao (1.15} ¢ wna decomposigio de Jordau da matriz C). Assim, todas as
propriedades do polmdinio ménico Py (A) concentram-se na matriz S ¢ a wmatriz de Jordan
J. Isto responde a quest@o colocada no infeio da secho.
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Finalinente, wina triple de Jordan do polinéiio ménica £, (A) é uma terna { X, J, Y}
com Y de ordem (m - ¢) x ¢ delinido por '

y=5"]": (1.16)
]

Triplas de Jordan sdo utilizadas para resolver sistemas de equacdes diferenciais or-
dindrias com cocficientes constantes [57), detalhies para o caso quadrético sio dados na
préximna segéo.

Quando o poliudntio ndo ¢ mdnico ¢ o cocliciente 4,, é singular, o par de Jordan
{X. J} deve ser formado por um par de Jordan associado aos antovalores finitos, digamos
{Xp. Jp}, e por outro par de Jordan associado aos auntovalores e, digantos {Hee: e}
o que Jye é umn bloco de Jordan cow autovalor A = 0. Detallies para o caso quadrdtico
podem ser encontrados et [122].

1.4 Espectro de Polindémios Matriciais Quadraticos

Polindinios matriciais quadraticos aparccent de maneira natural et conexao coin sisteltas
de equagoes diferencials ordingrias do tipo

Miit) + Cult) + Ku(t) = f(1), (1.17)

em que M, C ¢ K s@o watrizes nx n, et} = [wr{t) .., wa()]7, (&) = [A(t), ..., fu(O)]T
sao fungoes vetoriais de valor real. Na drea de sistemmas vilbratdrios em engenharia
uiecdnica, por exemplo, M., C ¢ K sdo shuétricas. M ¢ conhiecida como matriz de inassa,
C como matriz de amortecimento, ¢ K como watriz de rigidez. Num certo sentido, o
modelo (1.17) descreve a equagio de movimento de min sistetna gie generaliza o sistema

massa-niola-amortecedor deserito ua Figura 1.1

¢ —
= r
Ar -
M OING)
L

Figura 1.1: Sistema vibratdrio wassa wola anortecedor
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A titulo de exemnplo, considere o sistema mecénico da Figura 1.2. Ele cousiste de dois
blocos em movimento com massas m, e me, conetados por trés molas cujas constantes sdo
k1, ka ¢ k3. Para cfeitos de siinplificagiio, assuma que ndo existe fricgiio enfre os blocos ¢

0 piso.
Aplicando a lei de Newton & for¢a f; vem
fl - k-]'t.tl - -t-’.'g('ﬂ‘.l - '(f.z) = ?’Jl;’ii’-l_.

on equivalentemente
myit + (k1 + kz)ul — kgyz = fl-

Procedendo analogamente cotn a forga f vem
mpdip — koug + (ky + K2)ye = fo

As duas equacdes acima podews ser colocadas matricialinente como

Ty 0 ﬂ[ + A‘.l 4 ICQ sz (151 - f]
Q g '&2 —k2 k[ + k2 Ug - ffg '
que ¢ wn caso particular do sistemma descrito e (1.17).

— i—= U

ki k; ks
N A
1. O O A

IO 777777 7 (L2222 LN

Figura 1.2: Sistema vibratéric niassa mola

O problema de autovalor polinomial matricial quadritico aparece quando procura-sc
solugdes do problema homogéneo associado ao sistema (1.17) da forma u(t) = e*a, tal
que A € Cexe G z#0, ndo dependem de t. De fato, como a fungio u escolhida deve
satisfazer a cquacio diferencial

Mi(t) + Calt) + Kult) =0,
¢ imediato que A e x devem satisfazer a equagio

(MM +CA+ K)z =0 (1.18)
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Esta ¢ mina cquagio autovalor antovetor associada ao polindio quadratico
P) = MM+ CA+ K. {1.19)

Aplicages do modelo (1.17) euvolvendo matrizes de diferentes tipos sio encontradas
1 wmitas ouiras dreas, wna vasta lista de referéncias sobre o assunto pode ser cncontrada
cin [122]. Quanto ao espectro de P(A), cle depende das matrizes euvolvidas, ¢ é formado
por 2n autovalores {finitos ou infinitos) com até 20 antovetores associados. A existénucia e
wais do que 7 autoveteres implica necessariatmente que eles sfo linearmente dependentes.
Uma caracterizagio do espectro o antovetores do polindmio quadrdtico como Qo das
caracterisiticas das watrizes envolvidas ¢ apresentada na Tabela 1.2,

1.4.1 Solugao de Sistemas de Segunda Ordem

O objetivo aqui é utilizar a informacao espectral congeentracda nma tripla de Jordan para
resolver o sisteina descrito i (1.17). Assuina que AL é ndo-singular. Seja {X, 7, Y} mna
tripla de Jordan associada ao polindwio P,(A). A parte (b) do Teorema 1.3.8 implica

entéo que
MXJP4LCXI+ KX =1 (1.20

Quanto a matriz Y, ela satisfaz a equagio (veja (1.16)).

L, -1
Y:[?J] [”M—'. (L21)

Utilizande a definicdo de X e Y, provase que
G 1 1

YOX +YAMX T+ JYMX =1,
XYM =0 XJYM=1]

Usando (1.20} verilica-se facihuente que a fungio
we(t) = Xy,

com 2y 1 vetor constante em € ¢ a salugio geral da equagio diferencial homogénea
associada.
Delina wu,(t) por
!
w,(ty = Xelt / eV f (8)ds.
Ju

Diferenciando esta fungdo segue gne

!

i) = X.](*J'/ e sY f(s)ds.
(!

patl
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it(t) = X.JPe™ f'le_"syf(s)ds + XY (1),
n

Substituindo 1,{t}, ,(£), e i,{t) em (1.17), a segunda equachio e {1.22) assegura entéo
que

Mii,(t) + Ciep(t) + Kb, (t) = f{t),
¢ assim, u,(t) ¢ mua sohigho particular do sistena (1.17). Portanto, a solugaoe geral do

sistewna (1.17) pode ser escrita como
ot
w(t) = un(t) + upft) = Xe'* (:vg +/ c"‘“’Yf(s}ds) .
0
Detalles adicionais sobre a solngio do problema guando M é singular podem ser encon-

trados em Gohberg (57, Cap. 8. .

Umna outra forina de resolver o problema ¢ através de alguma linearizagio do polindémio
quadrdtico. Algumas linearizagges bemn como métodos munéricos para resolver o probleina
de autovalores sdo comentados no Capitulo 5.
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Matrizes Envolvidas

Tipo de Autovalores

Tipo de Autovetores

A nao-singular

21 A's initoy

M singular

Ns [initos e infinitos

M.C, K reais

X's reads ol e pares
coniplexos coujugados (A.A)

Se {\.x} ¢ auto-par
{A, ¥} é auto-par

M, C, K Hermitianas

M's reals ou i pares
complexos conjugados (A, A}

Se {A x} ¢ auto-par
{A. x} é anto-par
com & antovetor A osq.

M,C, K Hernitianas
M>0,CKz0

Re(h) <0

M, K Hermitianas
M>00C=-C"

N's imaginarios puros
ou e pares (A, —A)

Se {A.x} € auto-par
{=A,x} & anto-par
col @ antovetor & osq.

M. K Reails siinétricas

Als hnagindrios puros

M>0K>0,C=-C"

Tabela 1.2: Desericio do espectro do polindmio guadrdtics P(A) = MM 4+ CA+ K comno
fungdo as caracteristicas das atrives euvolvidas, A > 0 (> 0} significa M deflinida
positiva {seinidefinida positiva)






Capitulo 2

Aplicacoes Correntes

Este capltiudo destina-ge a apresentar algumas aplicagdes envolvendo polindmios matri-
ciais comn o intuito de salientar a relevdneia do estudo tedrico do proldema de antovalor
polinomial matricial hem cowo de 1denicas para caleular o espectro total on parcial dos
polinduiios matriciais cuvolvidos.

2.1 Recuperacgao de Harménicos

Seja s, k=0,1,2,..., mn conjunto de amostras de wm sinal discreto uo tentpo, modelada
colno mna soma de exponenciais complexas

] d
i=1 il

em que os coelicientes r; sio nthneros complexos, »* = —1, ; € 0, w; € R, ¢ At ¢ ataxa de
amostragem. Sinais deste tipo s@o geralnente associades A resposta impulsiva de sisteinas
iuvariantes no tempo, ¢ o signilicado dos pardietros envolvidos depende do sistena et
esticlo ou da origem do sinal. Se s ¢ a resposta livee on a resposta ao impulso nnitdrico
de um sistema mecanico, por exewplo, os o; loreecin amorteciwentos do sistena, os w;
desicrevemn as fregiléucias naturais de vibragio e os ry o grau de participaco de cada modo
do sistema. '

Dada mna seqiiéneia linita de awostras 5, = sptee, & = 0,1, ..., L, cin que ¢ denotar
incertezas 1o sinal, o problema de reenperugio de harménicos consiste o caleular o
infeiro d ¢ estimativas dos coclicientes r; o as exponeuciais A;. As incertezas 6. s&o de
dliversas natnrezas (inprecisées do aparelbos de medigao, etros de arredondamento, fatores
externos, eie) ¢ chawaday simplesmente de ruidos.

() problewa data de 1795 e foi inicialuente resolvido por de R. de Prouy [100]. Hoje ¢

mnite fregiiente em dreas cono. comnaicaghes. localizacin de olbjetos por radar, processa-

21
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mento de ginais sismicos, identificagio paranétrica de sisteinas dinamicos, analise modal
de estrutiras mecdnicas, ressondncia magnética nuclear, andlise de compartimentos, di-
agndsticos médicos, etc [6, 9, 19, 20, 32, 66, 71, 100, 118].

A idéia chave de R. de Prony foi provar que o sinal s; satisfaz uma equagio de
diferencas. De fato, seja P(A} um polinduio de grau d, com zeros &, (=1,-- N

d d
P(A) =H(/\_/\l) =ZC;)\", tg = 1. (2.2)
t=1 i=0

] 'y - ~
Fazendo o somatdrio 7 _nc;sj+i, paral K15 L~ d, ¢ usando a equagdo (2.1}, tem-se:

4 d o d d
Z CiSipi = Z Cy Z T'j)\';.rlri = Z i Z F[/\f/\;
=t j=0 =1 §=0 =l
o d d
= S N g =D PN =0,
=1 3=0 11

pols os A s80 rafzes de P(A). Assim, o sinal §; satisfaz a equagio de diferencas
o
Z(JJ'S“,- =0. (23)
F=0

Reciprocamente, prova-se que s¢ 7, j = 1 : d — 1 satisfaz (2.3), entdo o polindinio
P()) (2.2) tem d raizes que 8o exatamente os d-A’s.

Assumindo o ninero d conhecido, o método de Prouy para caleular as exponenciais
M's pode ser resumido a:

1. Resolver o sistema {2.4):

51 52 A7} 2] Sd-13

Sz 53 cee Sl €y Fd42
. . = — . , L=2d, (2.4)

St—d St-di1 "' FL-1 Ca—1 LTA

e construir o polindinio P(A).

2. Determinar as rafzes do polindmio P(A) de (2.2).
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Os pardinetros r sdo estimados faciluente pelo método dos quadrados minimos lincares
apds a deternminagao dos s [7, 9]

0 sistea aciina ¢ conhecido como as equagdes de Yide-Walker [130]. Curiosamente,
Prouy apresentou esta cquagao watricial mais de uut séenle antes de Yule (1927) ¢ Walker
(1031).

A grande difienddade do wétodo de Prony é que, e geral, as rafzes de min polindinio
poden ser nuito sensiveis a pequenas perfurbactes nos covlicientes. Para ilustrar este
fendineno, o wétedo de Prony foi aplicado para recuperar os pardmetros de o sinal cons

8 componentes {on seja, o = 8) as quais s50 descritas na Talela 2.1

real(A) | lmag(A) | real(ry) | imag{r)
0.2500 | £ 0.8300 0 [ 4+ 0.8000
0.3000 | £ 0.8500 [ -0.7300 | £ 0.93800
0.7800 | £ 0.5800 | 1.2500 | % 0.-300
-0.6250 | £ 04600 | 1.0000 | 4 1.3750

Tabela 2.1: Pardwctros de win sinal real com 8 cowponentes,

A Figura 2.1 mostra os resultados obtidos pelo método a partiv de wn conjunto de
dados 5 = s + e tal que |l¢]l/|[s]l = 0.03 et gne € ¢ s denotam vetores confendo
respectivamente as amostras do ruide (Gaussiano comn iddia zero) e do sinal. Ao todo
foram consicderados 64 amostras, porém para aplicar o método. foram ntilizadas somente
as 16 primeiras. Obscrve nesse gralico como os pardmetros A's mais proxinos sao mails
sensiveis a perturbagoes.

4 / . _%\\ . ‘j n - -
| o
1/ W /TN
? ’ ! é o : ' .
1TNC LT NS
p . N
(a} (1)

Figura 2.1: Estimmativa dos paraetros ry ¢ Ay pelo Método de Prony a partir de uin sinal
81 = 5 +ep. [ '0': valores exatos, P+ valores aproxiimados). (a): X', (1): s

Outra dificnldade associada ao problewa ¢ que sinais do tipo exponencial contami-
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nados por ruidos podem ser descritos muite bem utilizando wn nimero arbitrario de
componentes. Isto é ilustrado na Figura 2.2 que mostra que mn mesino siial pode ser
hem “ajustado” utilizando wm ntmero arbitrdrio de ternos.

. —— . —_— 6 -
(\ . ,\.
i
2 ! 2 /, y
/ \ ffl"' e m~ . / 1‘ I ™, ~ -
! 3 . 2R S A ;
: A "! \ ’I \‘ / \/! \/\ ° 4 1; ! <I\ ff \'_ ; AV \/\
\(:’ v s { \ \/ o
! ¥ "
-2 2| -
A -
(] 1o 7] 3 s = ] m (] 1o 2% E™ 6 w T e
(a) )

Figura 2.2: Sinais cxato (linha continua), perturbado (linha pontilhada), ¢ reconstruido
(linha tracejada) usando 64 amostras do sinal. (a): 14 componentes, (b): 20 comnponentes.

Finahneute, outro exemplo que ilustra que sinais compostos por exponenciais cout endo
pardmetros niito diferentes podem fornecer curvas muito préximas umas das outras é
apresentado na Figura (2.3). Neste caso, trata-se de dois sinais s (t) {com 3 exponencias)
e s3(t) (com 2 exponenciais) delinidos por

s1(£) = 0.305¢~Y0.83 . 2,9(2¢=1/0225 (
8u(£) = 0.0951e™" + 0.8607e~4%3 + 1.557¢="/02, .

[
[+11
—

2] \ o
\ -=
(a) (h)

Figura 2.3: {(a): Sinais $;{t) ¢ s2{t). (b): Mesmos sinais de (a} e cscala semilogaritimica
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As ificuldades associadas ao problemna de recuperagio de harménicos podem ser re-
suinidas a: :

« O wufimero 4 é desconhecido.

o As rafzes de uni polinduiio podan ser mwuito seusiveis a pequenas perturbagdes nos
coclicientes.

2.1.1 Abordagen Polinomial

Cowno os +'s entram lincannente no modelo e os pardmetros conbitidos nas exponenciais
cutrawn nae lincarmente (veja, (2.1)), o problema pode sor abordado pelo método dos
quudrades minimos para problemas ndo-lineares, usando o wétodo de Gauss-Newton, por
exemplo, na sua versdo para problemas separdveis [113]). Euntretanto, vale enfatizar que,
a wenos (ue o wiere de componentes do sinal seja conliecido a priori, e que o algoritino
utilizado seja inicializado adequadamente, a solugfo construida por esses algoritmos pode
nde ser satisfatoria (113, 124].

As dificuldades aciina podem ser contornadas clegantemente através de téenicas da
dlgebra linear computatioual. A idéia bdsica ¢ que o muuéro d pode ser detectado
pela inspecdo do posto de uma versio sobredetersninada da wmatriz do sistema de Yule-
Walker (2.4), chamada de matriz obseroagdo, ¢ que os N's podem ser estiinados atraves

da selugfo de win problema de autovalor (ou via extragio das rafzes de wn polindmio).

Comnegamnos 1mostrando a conexiio eutre o posto da matriz ohservagio con o niners
de componentes do sinal. Seja H(£) a matriz de ordein M % N delinida por

St Sl SLpN-1
. Seq1 Stz - Sty N "
H(t) = : : . £z0. (2.6)
SEgM—1 Sophr ottt SgparniN-2

Teorema 2.1.1 Seja H(£) o matriz de Henkel definide acime. Entdo
H{) = Vu ARV, (2.7)

com Vi a matriz de Vandermonde

1 1 1
Al Ao Mg
V= | A A AL (2.8)

M-y ML M-
’\‘l ’\‘2 T )‘d
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A=diag(A,---, M), ¢ R=diag{r;,---,ra). (2.9)

Conseqiieniemente, sempre que min(M, N} > d, vale
rank(H(£)) = d. (2.10)

Demonstragio: A fatoragio (2.7) ¢ mna conseqiténcia inediata da estrutura da matriz
H(£} e do modelo (2.1). A propriedade (2.10) ! segue do fato de que o subespago coluna
da matriz H(f), chawnado subespago sinal, é gerado pelas colunas de Vi (voja, (2.7)).

O

A abordagem polinomial para o problema utiliza modelos de predigéo linear progre-
ssivos e regressivos. Um modelo de predicfio linear progressivo assiune que e tem a

forma:
Cose + C18eq1 ot En—1Se N-1 = Sepn: €20, . (2ay)

Nesta formulagdo, a ordem do modelo é N e os coeficioutes ¢’s, chamados pardmetros
preditores, sao estimados através da solugio do sistea de equagtes de predigio :

H{f)e = H{€ + Den, (2.12)

e que ey é o vetor candmico em TY. O sistema acima ¢ consistente ¢ admite nfinitas
solugbes. O lena a seguir, garaute que os A's podem ser extraidos sempre a partir das
rafzes de um polinéinio de grau N > d (¢ ¢ o niitnero de comnponentes do sinal):

P_r(t) = tN +CN_1tN_1 +"'+Cjt+(.‘n, (213)
o qual é chawnado pelindmio preditor progressive.

Lema 2.1.2 Seja Pr(t) definido em {2.13). Entdo, sempre que N > d, 0s \;'s sdo 2eros
de Pj(f).

Demonstragio: Considere a matriz companheira associada a Pu(t):

00 0 -y
10 0 —qg

Cr=|01 0 —c . {2.14)
G0 - 1 —cwn

NxN

rank(-} denota o posto da matriz ()
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Agora note que, por cansa da estritura da watriz de Hankel H (€}, o sistema (2.12) pode
SeI TeSCTito Como
H{i+1)=H(I)C;.

Daf, usando a fatoragio (2.7), segue que
VNG = AV,

a qual garante que as linhas de Vi sdo antovetores & esquerda de Cy, associados aos
antovalores Ap,- -+, Ae. Como os antovalores de Cf s@o as rafzes do polindiiio associado,

15t0 prova que os A's 8o raizes de Pr(t).
I )
[

Observe que o zeros do polindiuio Pr(t), chanados zeros do sinel, sdo da fora A =
S Al g
ploe ) =1, d

U modelo de predigao linear na ordemn inversa (on regressiva) ¢ da forma:
dolte + diseqy + -+ dy_15 v = sy, £2 1
Os pardinctros A; sho obtidos, agora, dos zeros de polindurios preditores regressivos:
Bt) =tV 4+t 4o b dy ot + dy_y, (2.15)
cujos coelicientes .séo obtidos pela solugio de
H(Od=H( - e, €21, (2.16)

o gue € denota o primeiro vetor eanénico em RY. Neste caso, o problema de calcular
os zeros do polindimio Py(t) é equivalente ao problena de caleular os antovalores da matriz

companlbeira G, dada por:

-y 1 0 - 0
-, 01 - 0

Cy = : :
_‘{IN_Q o0 - 1

—dN.q (I

AN

Cont n raciocinio andlogo ao anterior, obtém-se que o antovalores de D, e portanto,
o seros de Py(2), sBo da forina A1 = glonhendd
Ewm ambos os casos, existein N — d zeros (zeros espirins) sem significado [fsico ¢ que

tlecorrem de usar un potindtio de garn waior do que o necessario. A razio de utilizar
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N > d & porque em problemas priticos o ndinero de componentes do sinal é desconhecido.
A separagiio dos d zeros desejados ndo é imediata uma vez que os (N — d) zeros espiivios
néo dependern da oscolha dos coclicientes ¢ (¢}, feita dentre as infinitas solugdes do
sistemas (2.12) e (2.16).

0 seguinte teorema fornece informacio sobre os zeros espirios.

Teorema 2.1.3 Se o5 coeficicnies c; e o; dos polindmios Pp(t}) e Fy(t) sdo respectiva-
mente, as componentes do sohigio de norme méime dos sisternas (2.12) e (2.16), entdo
08 zeros espirvios de ambos os polinémios ficum localizudos no interior do circulo unitdrio.
Atnda mais, 0s zeros espirios de P(t) sio os complezos conjugudos dugueles de Fi(t).

Demonstragao: Veja [7].
. O

Visto que os zeros do sinal associados ao polindimio FPy(t) ficam no exterior do circulo
unitdrio, pois |z\;1| > 1, ¢ 05 zeros espirios fican dentro, durante muito teinpo o problema
de recuperar exponenciais foi abordado a partir do céleulo das rafzes desse polindmio,
apesar do teorema ser valido quando o sinal & livre de ruido. Uin método neste contexto
é o método de Tufts ¢ Kumaresan (KT), onde os coclicientes s3o calculados usando a
técnica da SVD truncada (TSVD) [78]. Outro inétodo pode ser encontrado em [9], onde
os coeficientes sdo calculados através do métedo dos gradientes conjugados. A dificuldade
encontrada nos métodos existentes, que utilizam o polindrnio regressive, é que a separagéo
descjada toma-se complicada para sinais com alte nivel de ruido.

2.1.2 Meétodos de Subespago

Os métodos do tipo subespaco poden ser divididos cm duas classes [125]: métodos de
ajuste de subespaco [126] e métodos que cxploram a propriedade da matriz Hankel ser
invariante ao deslocamento® (79], {6], [71], [69],{125].

Os métodos da primeira classe utilizam téenicas de otimizagdo para resolver wn pro-
Ilema néo-linear separdvel, em que algwuas das incégnitas entram linearmente e outras
nac-lineannente. Se ndo for dado um hom clute inicial, o método pode ndo couvergir
ol encontrar minimos locais que ndo carrespondem & solugdo procurada. Devido a estas
dificuldades, abordaremos apenas alguns métodos invariantes a deslocamento. Os métodos
invariantes ao deslocamento ndo usam explicitamente polinfmtios na sua formulacao, eles
880 consicerados aqui porque sua precisao depende dos coeficientes de uin polindinio
preditor. Isto serd discutido no préximo capitulo.

?Dizer que H{£) ¢ invariaute ao deslocamento significa que o espago coluna de H(€ 4 1) estd contido
ho espago coluna de H(¢).
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Seja Vi a matriz de Vandennonde definida em {2.8), eujas colunas geram o espaco
sinal de H(£). Se A é wna matriz formada por todas as linhas da matriz Vi, exceto
tlehna, ¢ B ¢é forinada por todas as Hnhas de ¥, exceto pela primeira, entdo 42 = B.
A propricdade da invaridncia a deslocamentos da wmatriz de Hankel, assognra que se V
¢ outra matriz, cujas colinas geraw o cspago coluna de H{£), e se A ¢ B sfo obtidas a
partir de V analogammente como A ¢ B forain obtidas a partir de Vi, entdo existe uma
matriz T d x d, chamada matriz de transicio, tal que

AT = B. (2.17)

Teorema 2.1.4 Os autovalores de T sido Ay = el 108 1 =1 ... (.

Demonstragao: Como as colunas de Vyy e as colunas de ¥V geraun Sy, 0 subespago sinal,

existe uma atriz £ € cdxd: néo-singular, tal que
g
V=VyF (2.18)

Decomponha V e V) como

_|A|_|¥ | Ve e*
(4] [5] e L]

onde z ¢ a iiltima linha de V ¢ y a primeira linka <e V. Usando esta decomposicio ¢
(2.18), segue que B = Viy1AF ¢ A4 = Vi F. Substitnindo A ¢ B em (2.17), ven que

(Var-  F)T = Vi AR

Cowno v,i,_lv,v_l = I (veja Apéudice A.4), da equagio acima segne que T'= FTIAF. Isto
inostra que os autovalores de T s8o os A, {=1,2,--- 4.

]

O mesino racioeinio pode ser feito usando wna matriz I € ¥, enjas golunas geram
o espago linha de H(f) (chamado também de subespuge sinel). Neste caso, a equagio
(2.17) envolve wma matriz de transicao somelliante a A

As diferentes escolhas de V e as diferentes formas de resolver (2.17), resultamn em

vérios métodos do tipo subespago. A seguir, sao apresentados deis destes métodos.
Método de Kung

O primeiro é um inétodo bastante conliecido, o método de Kung [79), o qual foi criado
em 1978, ¢ é conhecido em Ressondncia Magnética Nuclear, como HSVD. O método
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estd baseado na SVD de H{{), a matriz V' é a matriz dos vetores singulares A esquerda,
associados aos valores singulares néo nulos. E a solugho de (2.17) é dada uo sentido dos
quadrados ininimos lineares, isto ¢, a matriz de trausigio ¢ calculada via pscudo inverséo.
Asgsim:
Ty = AlB. (2.19)
Na pratica, a pseudo inversa ¢ eficienteinente calculada setn ser necessario fazer nenhu-
ma inversio de watriz. De fato, suponha que a SVD de H(£) scja dada por:
0 v
HOy=vuznv* =[U Uy Ll = om vy, (2.20)
0 I Va
onde U}, & V; s@o as matrizes dos vetores singulares associados aos valores singulares nao
nulos, T, é wna matriz diagonal, cujos elementos da diagonalsfo gy 2 02 2 -+~ Z 0a > 0.

e[,

onde w* & a primeira linha de U}, e observe que J = Ul = uu* + A*A. Usaudo este

Agora, escreva

resultado e o Lema de Sherman Morrison (veja [59]), segue que

wu*

t= = AL A
A= (A AT = (1 e

)4, (2.21)

o qual mostra que a matriz de transicio em (2.19) pode ser caleulada usando a relagdo
(2.21).

"Método HTLS

Se a equacio (2.17) for resolvida no sentido dos quadrados minimos totais, obtém-se
o algoritmo chamado HTLS, o qual extrai os autovalores do sinal da matiiz:

Ts = —Via(Vag) 7, (2.22)

em que f/l?’, 1722", sio matrizes d X o, obtidas da SVD da matriz aumentada

2 2aT o ¥ I;’11 I>’l.2:|
AB =UZV*, comV =1 . N .
4 5] [Vzl Vaz

Para verificar a relagio (2.22) é suficiente notar que Ts é solugio do sistema linear

-~

AX =B, em que

.11\ = ffﬁf/“[el e Ed], e ﬁ = E}ﬁff'[ed.}.l P 624].
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O método foi desenvolvido por S. Van Huffel, [71], ¢ ¢ muito utilizado e problemas de
Ressondncia Magnética Nuclear.

2.1.3 Recuperagdao de Harménicos em SituagOes Reais

Os iétodos deseritos forain desenvolvidos a partir do sinal exato, isto 6, na situagdo tdeal
onde nao hd rufdes. Na prdtica, os sinais sdo perturbados por erros nos instrumentos de
nmedigao, variagio de temperatura. erres de arredendainento, ete. Ou scja, o problema
deve ser resolvido a partir de §; = i + €5, ¢ a atriz de infornagbes ¢ ITI(I) =H{l} + E.
Nestas coudigdes, nem os coclicientes preditores ¢ (ou o)) ¢ nem a matriz V oatilizada
pelos métodos de subespago podem ser caleulados exatamente. No caso dos cocficient os
preditores na diregdo inversa, o primeiro problema a ser resolvido é construir wna solugio
aproximmada para a solugo o' = H(#)!h, com b = H(f — 1)e; do sistema (2.16) (veja o
Teorewna 2.1.3), a partir do sistema pertnrbado

He =1, (2.23)

an que b = H(f ~ 1)e; = b + . Unia mauvira de se resolver este problema ¢ através da

SVD de H(f). A saber, se a SVD
. H(€) = (U, Dujdiag(Er, Z0) [V V",

disponivel, usando a melhor aproximacéo de posto d da atriz H(P} {vgja (59, Teor.

é
2.5.3}), obtém-se que uma solugéo aproximada para o problema e questao é

Prova-se que (veja Hansen [65], por excinplo)

lldt — a7 [ <« RHE) [ EM: el
fl2 L1

E|lfl H1(€))2. 2.24
S AT [T R GG

em que k(H () = o(H(O)/o{H(()) ¢ o winero de condigio da matriz H(£) (in-
formacdes adicionais sobre condicionamento sio dadas no Capitulo 3). De (2.24) segue
gue que o erro relativo nos coelicientes « estimados pela SVD depeide tanto do wimero
de condigao x(H(¢)) qnanto do nivel de ruido nos dados. Se &(H{f)) € grande, as cs-
timativas dos d; podem ser dramdticas. Outra dificuldade é que a pseudo-inversa H
nio depende continnaente dos dados, isto ¢, pequenas variagoes nos dados poden pro-
dugir grande perturbagées na psewlo-inversa estimada (ver o exemplo da pigina 12 de



32 CAPITULO 2. APLICAGOES CORRENTES

Bjork [26]). O problema de estimar o erro ne cdleulo de aproximagdes da matriz V uti-
lizadas pelos métedos do tipo subespago, a partir da matriz de informagdes, serd discutido

mais adiante.
Como em ambas as classes de métodos apresentadas, Predigio Linear e Métodos de

Subespago, o problema central a ser resolvido é um problema de autovalor, surge a per-
gunta natural: © que ocorre com os autovalores caleulados nestas condigBes? Ou seja, qual
a sensibilidade dos A's em fungéo do erro E7 Respostas para esta questdo scrdo dadas no
préximo capitulo.

2.2 Problemas com Restri¢oes de Igualdade

Problemas de otimizagio comn restriches aparecem cm aplicagdes como ajuste de su-
perficies, tomografia, sistemas mecénicos, ete., veja por exemplo, [49, 50, 51]. O objetivo
aqui & apresentar wn problema desse tipo ¢ ilustrar que sua solugio envolve um problemna
de autovalor polinomial matricial, Para tanto, sejam A € R™™ simétrica e b € R™.
Considere o seguinte problema de otimizagio

min {zT Az — 26Tz},
reR"

] 2.25
Sujeito a 2Tz =a > (0. (2.25)

Mostraremos que (2.25) pode ser reduzido a um problemma de autovalor polinomial
quadrético através da técnica dos mutiplicadores de Lagrange [35]. De fato, seja
dlz,A) = 27 Az — 207x — MaTx — a).

Calculando as derivadas em relagio a x e A segue que

Av—=Jdx=b e a=2a"r (2.26)
Se ) nfo é um autovalor de 4, a primeira das equagdes em (2.26) pode ser escrita como

z=(A-AD)""n

Introduzindo a varidvel ¥ = (A — AI)~2h, a restriggo o7 = ¢ implica entdo que

e = bT{A - 22 =ty
e assim, tem-se que

(A-M)y=b= (A1 +-224+ 4% =b. (2.27)
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Agora como b yfa = 1, o vetor b pode ser escrito como

b=n""bb"y,
portanto, a equagio (2.27} é equivalente ao problema de autovalor polinomiat quadrético

Po(Ay = (FXE 4+ A A + Ay = 0. {2.28)

o que
A = =24, A= (A% —o""0i").

A solugao do problema de minimizagio (2.25} é dada entdo por o = (A —AT)~'h, sendo
A o menor autovalor do polindmio quadritico Py{X), detalles podem ser encontrados
em [49].

2.3 ldentificagao de Sistemas Vibratdrios

2.3.1 Introducdo

Intuitivamente, o termo sistema refere-se a wma entidade (fisica, ccondmica, ete) ca-
paz de produzir algumna reagdo y (sefde/ontput) como cousequéncia de um estimulo f
{entrada/input), conforme Figura 2.4.

No texto, trataremos apenas de sistemas dindinicos lineares descritos por equacdes de
estado do tipo

J #ty = Age(t) + Bault) N
s { y(t) = Coelty+ Dauft), {(2.29)
no caso continuo, ou por
Xepr = Aaxy + Bafy
s 2.30
{ Y = Cpg + Daf. ( )

no caso discreto. Nas cquacgdes acima, A., Ag 580 matrizes de ordem n {(matrizes do
sistema), B,, By sao nxq (matrizes de conirole), C,, Cy 8o pxn (matrizes de observagido),

f y
Sistema
Input Guatput

Figura 2.4: Un sistena genérico
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e D;, Dy siio p x ¢ (matrizes de transmissdo). O ndmero n é conhecido como ordem do
sistema. Por sua vez, (), y(t}, f(£), t > 0, sfo fungles vetoriais de dimens8o comnpativel
com as operacoes envolvidas, e xx € IR”, f; € R? e ¥ € R?. Assuniremnos daqui e
diante que os sisternas ¢m consideracio sdo estdveis, ou seja, que os antovalores A;(A)
satisfazem a propriedade real();) < 0, no easo contimo, e |Af < 1 para o caso discreto.

Um problema na audlise de sistemas € identificar wmn sistema dinfinico a partir de
informagBes provenientes de um par de seqiiéncias finitas de sinais discretos de entrada
e salda, f € R? e y, € RP. Em certos casos, o problema & direcionado & husca de wn
conjunto de parimetros que caracterizam a dindmica do sistema, tais como freqiiéncias
naturais de vibragfio, amortecimento, etc. Em outros casos, procura-se as matrizes 4,
B, C e D {ou outras equivalentes via alguma transformagfio de semelhanca) que sa-
tisfacam as relagbes entrada-safda do sistema. O problema alcanga relevncia e dreas
tais como andlise modal de estruturas mecanicas e engenharia acroespacial, entre outras.
A principal dificuldade de se trabalhar neste tipo de problema & que a ordem do sisteina
é desconhecida e os sinais fi, ¥, 880 contaminados por rufdos, pois sdo resultados de
medidas de laboratério ou de experimentos.

Como o interesse ¢ analisar sistemas vibratérios, adotaremos um modelo de amorteci-
mento viscoso, deserito por um modelo linear invariante no tempo da forma

Mii(t) + Calt) + Ku(f) = f(t), t=0, (2.31)

o qual ¢ obtido freqiientemente quando sistemas vibratérios reais, tais como pontes,
prédios, fuselagem de foguetes, asa de avido, etc, sho discretizados espacialmente. No
modelo acima, M, C e K sio matrizes simétricas n X n, de massa, amorteciinento e
rigidez, respectivamente, e u e f sdo fungdes vetoriais que correspondem a deslocamento
e forcas associadas & cada uma das coordenadas fisicas (ou generalizadas) introduzidas na
discretizacio do sistema. U exerplo de discretizagiio de uma estrutura real na qual séo
utilizadas 20 coordenadas fisicas é mnostrada na Figura 2.5, detalhes podemn scr encontra-
dos em [6)].

Observe que o sistema (2.31) pode ser escrito na forma (2.2%) com 4, B., C,, D, ¢
vetor de estados ¥ definidos por

A 0 I [ o M
c= | -M-lK —MlC |t PeT | -Mt —M-lem! |

Co=s Ouxza:  Do=Ouxns € 2= [u]

u

A informa¢fio dindmica do sisteina é descrita pelos auto-pares {y;,2;} do polindnio
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Figura 2.5: Protétipe de um prédio de 3 andares

quadrdtico assoctado: (Mp* + Cp+ K)a = 0. Os wodos de vibrar do sisteina sao
descritos pelos autovalores ; enqiranto que as freqiéncias de vibragio w; e ox fatores de

amnortecimento §; vénl dos autovalores p; = —oy + 1wy, a; > 0, através da relagao

f--‘ ¥
i = T
2 2

2.3.2 Relagoes Entrada-Saida e o Problema de Identificacao

Em vista de que na préatica a andlise é feita a partir de sinais de entrada e sinais de
saida, umna priwneira tarefa é descrever relagbes de entrada-safda envolvendo a informagio
dindmica do sistema. Para tal, assuma o sistema om repouso. Tomando a transfornnada
de Laplace emn (2.31) scgue

(Ms? 4 Cs 4 K)u(s) = f(s), (2.32)

em que u(s) = L{u(t)), f(s) = L{f(#)), com £(-} denotando o operador transforinada de
Laplace. A relagéo entrada-saida do sistemna, no dowiuio de Laplace, é dada entdo por

u(s) = H{s)f(s), (2.33)
cm que
H(s) = (Ms*+ Cs + IO, s e €,

¢ a matriz funcdo de trunsférencia do sisteme 3. Quando a varidvel complexa s é restrita
ao cixo hunagindrio, ou seja s = w, a fungdo de transferécia ¢ conhecida como matriz de
resposta em freqiiéneia e denotada por H(w).

3Em aplicagbes pritices, a matriz de wassu M & dofinida-positiva. Nesse caso, existom 2n autovalores
finitos em pares complexos conjugados (veia n Tabeln 1.2), assiw, a watriz H{s) é vio-singular para todo
& diferente dos autovalores do polindmio guadrdtico.



36 CAPITULO 2. APLICAGQOES CORRENTES

A contraparte 1o dominio do tempo para H{s} ¢ a matriz resposta ao impulso unitdrio
definida como
h{t} = £7H{s)). (2.39)
Utilizande o teorema de convolugio em (2.33) segue que a relagio entrada-saida no
dominio do tempo é dada entdo por [45, 73, 74]

mnzllu—ﬂﬂﬂm. (2.35)

As funcdes de transferéncia H(s) e a fungfio de resposta ac impulso unitdrio A(2) con-
centram a informacio dinfinica do sistema descrita pelos auto-pares {p;, ©;} através das
relagoes {45, 73):

H(s) = Cins: (2.36)
( ; S fhy
n
t) = Z w9t + ] efet, (2.37)

=1
com & barra denotanda conjugagio coinplexa.

Como uma ilustracio da relevincia das relagdes entrada-saida, suponha que o sistema
¢ excitado por uma forga harméniea com frequéncia wp: f{t) = e*°f. Substituindo a
funghio forga escolhida em (2.35), é fdcil ver que wmna solugao particular para o sistema é
dada por
n T n =T
. xl v zlw
uy(t) = et Z — S Z —i2 . (2.38)
= w4y vl B)E;
Desta equacgdo segue que se :v}‘uo # 0 e wy fica préxima de wn autovalor p;, o
j-ésimo coeficiente em {2.38) cresce sem controle, fazendo com que a resposta do sis-

tema se comporte com grandes oscilagdes, ou em termos-técnicos, fazendo com que o
sistema fique préximo do fenémeno conhecido como ressondncia.

No caso de estruturas mecénicas tal como pontes, prédios, etc., o fendmeno de res-
sondncia implica em vibragoes descontroladas que podem danificar ou destruir comple-
tamente a estrutura. Um fato recente, envolvendo vibragées descontroladas numa estru-
tura real, ocorreu na ceriménia de abertura de wna ponte sobre o rio Thames (Londres,
junho-2000), de 320 metros de comprimento, conhecida como a ponte do milénio. Uma
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explicagio do fenduieno, dada pelos construtores da ponte, fot que a estrutura foi excitada
por nma forga com uma freqiéncia proxima de wna das freqiiéuclas naturais de vibracio
do sistena (a ponte), gerada provavelmente pelo vento daquele dia ¢ o cawinbar guase
sincronizado de wn ndinero grande de pessoas [37]. Curiosamente, a poute foi fechada

dois dias depois de sua ahertura.*

Na prdtica, dispde-se apenas de ¢ sinais de entrada ¢ p sinals de safda. Neste caso,
a relagdo entrada-saida do sistema no dominio do tewnpo ¢ dada atravds de mua fnncao
resposta ao impulso unitdrio p x ¢ do tipe

h(t) = ‘rf) diag(d“t: T cy"!s c;’nt‘ STy e”"l) L: (239)

el que
(rlb = E¢l! R réluq—?’l: e :éu]prn: (‘-"i S5 GP, i=1: ", (24[]]
LT = [lil . '!lilll-l: e :t_rl]rlx'bl: li € C]xqr t=1:n (2‘41]

¢; ¢ o j-éshno modo do sisterna, {; o j-ésimo vetor de futor de participngdo modod
e {dj 15,5, } 7 = 1 @ m, os pardmetros modais do sisterma. Usualmente, dispie-se de
uina versao discreta da fungao h(t), digawos iy, & =0,1,...,t7, cm intervalos ignalinente
espagados do tempo, obtida a partir da inversa da fungio de reposta e fregiiéneia Hlewe)
calculada através da inversa da transformada rapida de Fourier (FFT) [45, 73).

Dada uma seqiiéncia finita de amostras i, = hp+er, k = 0,1, by, com e, denotando

incertezas na matriz hg, o problema de identificho de parfanetros nodais cousiste e
deterininar estimativas dos parduletros modais {dy, ji;. 4, }.

Observagao 2.3.1 Em vista de que a versio discreta de A(t) dada em (2.39) pode ser

cserita cono

b= (37 X + 6,0 ) = D7 RyetAth g Rielibth, (2.42)

j=1 g1

com A; = e2%, At sendo a taxa de amostragem ¢ 2 = ¢7.% o problana de identificagao

de pardqinetros modais é, em certo sentido, nma generalizagao do problema de reenperagio

4Detalhes sobre a ponte do mildnio ¢ o fondmeno ceorrido sio cocontrados em

http : //www arnp.com/MilleniumBridge.

5As matrizes [ siio watrizes de posto 1 conbecidas como matriz de resfduos,
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de harméneos descritos na Seco 2.1. Por causa disso, daqui em diante ambos os problemas
serdo ditos problemas HR {Hannonic Retrieval).
2.3.3 Abordagem Polinomial Matricial e de Subespago

Seja H,,(¢) (€ > 0) wna watriz Hankel em blocos de ordem M x N com M = r xp,
N = s x ¢, cuja entrada na posigae bloco 4, § € fyipi-2:

he h£+1 et hHs—l

! hepr o Mg
Hyo=| " e o (2.43)

hepr—1 heer --- Reprpa—z
Usando o modclo (2.42), esta matriz pode ser fatorada como
H,o(f) = ONC,, (2.44)
el que

A =diag(Ay, oo A Ay ey A (2.45)

¢ @, C,, conhecidas respectivamente como matrizes de observebilidude e contrelabillidede,
sao definidas como

¢

PA
O, = . , Co=[LAL .- AL {2.46)

le\'r_!

O termo observabilidade é a propriedade do sistema (2.29) de penmnitir recaperar o
estado inicial £(0) a partir de informagdes de sinal de saida y(t). Quando isto ndo é
possivel, o sistema é dito ndo observdvel. Também, o sistema é dito controldvel sc para
qualquer estado desejado do sistema, digamos w € R", sempre pode ser encontrada wa
entrada (controle) f(t) que permita conduzir o sistema do estado inicial (0) até o estado
w. Em caso contrério, o sistema é dito nde condroldvel.

Teorema 2.3.2 Assuma que o sistema (2.31) € observdvel e controlduvel. Entdo, sempre
gue wmin{r, s} > 2n, tem-se

rank{H,.(£)) =2n, £>0. (2.47)
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Demonstragdo: A afinnacfo do teorenta ¢ na conseqiiénela da fatoragao (2.44) ¢ do
fato de que para sistemnas coutroldveis e observdveis, tem-se

rank(@,) = rank(C,) = 2n,
veja, por exawnplo, [34, Cap. 6].

]

Do teorema achna, scguc que o espago cohma de H,,(£) ¢ gerado pelas colimas da
matriz de observabilidade O, ¢ que sen subespago linha é gerado pelas colunas de Cr.

Assim, a j-fsima coluna de H, J(£), digamos ilj(é): J=1,..., 8 pode ser escrita como
Ri(t) = @AY L (2.48)

Coinio o vetor coluna e bloces h.(641) tambén pertence ao espago coluna de H,.(£),
pois o espago coluna de H, (¢ + 1) tawbéin ¢ gerado pelas colunas de O,.,, deven existir
matrizes Ag, Ay, ..., As; todas de ordems ¢ x ¢ tal que

Ril6) Ao+ ha(O) Ay + -+ I (O Az + 2 (0 A,y = (£ +1). (2.49)

Usando (2.48), o fato de que O, ¢ de posto completo, ¢ propriedades de psendo-inversas,
SCEUE que

Ag Ao
A[ ' Al
A, = 0N L —=C, ) =A°L.
A.!—l -'43—1

A ltina ignaldade pode ser rescrita como
LA+ ALA +- -+ A2 Ay + A LA, = AL,
Multiplicando pela esquerda awbos os meinlbros da equagéo anterior por fJ’ segLe (ne
IN = AN T 4 = A — LAy = D, (2.50)

Esta cquagio assegura que {};.{,} sfio auto-parcs (com {; sendo antovetor a esquerda) do

polindmio matricial

DA = T — Aa AT - A0 — Ay, {(2.51)
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com os coeficientes A;, 7 =0,..., s — 1 satisfazendo a equagho matricial
H ()X = E‘,(f + 1), (2.52)
com
An
A
Xa= . (2.53)
Aa—l

Os g s — 2d autovalores restantes nao tém significado fisico e dependem da solugao X4
escolhida entre as infinitas solugbes que o sistema (2.52) possui. .

O resultados teéricos acima sao a base de vérios métodos de identificagio paramétrica,
dois dos quais sio descritos a seguir.

Método das Referéncias Multiplas

O método foi proposto por H. Vold e equipe [1, 127], e bascia-sc no fate de que os
fatores de participacio nodal [; ¢ os autovalores do sistemna siio auto-pares do polindmio
P,(}) definido em (2.51). O método pode ser inplementado como segue:

1. Para { fixo, digamos £ = 0, encontrar coeficientes A;, j = 11 5—1 a partir do sistcma
linear (2.52).

2. Encontrar os auto-pares {;,4;} (com {; sendo autovetor A esquerda) do polinéinio
PA) =TA* 4+ A1 A1+ - -+ + Ajd + Ay, a partir da matriz coinpanheira

00 0 -4
I, 0 0 —A
Ci=|0 1L -4 |. (2.54)

o>

0 0 -+ I, A

3. Separar os auto-pares de interesse e encontar a matriz de modos ¢ usando a relagao
CPARL = k..

A dificuldae do método é que além de precisar da solugdo de um problema de autovalor
matricial de ordem potencialmente grande, a existéncia de s - ¢ — 2n autovalores seiw
significado fisico dificulta a separagﬁo dos autovalores de interesse. Uma maneira de
contornar as dificuldades acima é através de métodos de subespago, como iustramos a
seguir.
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Método OPIA

O métedo OPIA {Optimized Pscudo Inverse Algorith) foi desenvolvido por Bazén
¢ Bavastri [6]. A idecia bdsica é que as atrizes Hankel e blocos H. . ({+1) e H (£,
podem ser relacionadas a través da equagdo wmatricial

Hes(€41) = H (6)Ca. €20, {2.55)

com Cy sendo wna matriz companheira do tipo (2.54). Utilizando a fatorago (2.44) e
propricdades de pseude-inversas segue que

C.Cq = AC,. (2.56)

Considere a decomposigdo SVD da matriz Hankel em hloco

0 v -
o =wu [ 52 ][V ] = v
2

em que £y contém os valores singulares ndo mlos de A, ,(¢) ¢ Uy ¢ V4, os vetores singulares
associados,
Como as colunas de V| geram o sushespago gerado pelas colunas de C,, da relagio

(2.56) seguc que
CiCa = AC, == Apy = VICaV; = (CVA) ' ACV). (2.57)

A relaglo acima mostra que o cspectro da watriz Ay € C* ¢ formado pelos
autovalores do sistema, ¢ que, se X ¢ wna matriz de autovetores & csquerda da matriz
Apg, entdo os fatores de participagao 1rodal podem ser caleulados comno

LY =1, O)yeqsViX. {2.58)
A proposta do método OPIA pode ser resinnida oo segue:

1. Para £ [ixo, digamos £ = 0, calenle a SVD da matriz Hankel e bloco H,,(£) e
estinte a ordem do sisteana através do minnero de valores singulares ndo nulos dessa
matriz.

2. Calente os antovalores do sistemna através da watriz App descrita e (2.57) ¢ os

fatores de participagic inodal nsando (2.58).

3. Calcule os 1nodos ¢ analogaente ao wétodo das referéneins mitltiplas.
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No caso de dados com ruido, & matriz de Hankel é de posto completo ¢ as mesmas
dificuldades do problema de recuperagio de harmdnicos sdo encontradas aqui. Porém, s¢
o nivel de ruido nos dados néo for muito alto, a ordem do sistema pode ser descoberta
através do nimero de valores singulares dominantes de matriz de Hankel,® desde que ela
seja suficientemente sobredeterminada [6]. Muitos outros métodos do tipo subespago em
ambos os dominios, o dominio do tempo e o dominio da freqiiéneia, podem ser utilizados
para resolver o problema de identificagio. Uma hoa referéncia com uma coletdnea de
métodos é Allemang [1].

A precisao do métode de subespago descrite aqui e de outros tal como ERA (Eigen-
system Realization algorithm), no caso de dados com ruidos, dependem dos coeficientes
do polindmio F,{}) utilizado pelo método das referéncias miiltiplas.

2.4 Problema de Realiza¢do em Sistemas Dinédmicos

Cousidere um sistema dindmico com ¢ entradas f,, € R? e p saidas y,. € IRY, descrito pelas
equacdes de estado em (2.30). Suponha ainda que o sistema encontra-se et repouso.
Entdo a resposta y; do sistema ao vetor de entrada fi é governada pela operagio de
convolugao

E
Y& = Z Gr—if;, (2.59)
i=1

em que Gi € RP*Y, conhecido como Parémetro de Markov (ou resposta ac impulso
unitdrio), é definido por

D, k=0
Gy = { CA*1B, k>0 (2.60)

Dada wna seqiiéncia de sinais de entrada-saida {fi. yx}, o problemna de realizagio
consiste em determinar matrizes A, B,C ¢ D, com A da menor ordem possivel, tal que
as relacdes de entrada-saida descritas pelas equagdes de estado (2.30) sdo satisfeitas. O
problema ¢ dificil porque podem ser encontradas muitas quadruplas {A, B, C, D}, cada
uma delas com matrizes A de diferentes ordens, satisfazendo as relagdes entrada-saida.

A solucdio do problema envolve a computagio de certos subespagos dominantes de
matrizes estruturadas. Consideraremos aqui os dois casos apresentados a seguir.

Qs valores singulares 1,...,04 da matriz A € R™*" sdo dominantes se

G120 2O Ogpl 202 2 O
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2.4.1 TRealizacio a partir da Resposta ac Impulso Unitdrio

Asswima conhecida a seqiiéneia finita do sinal Gy, k= 0,1,..., K. A solucao do prohlema
comega coin a construgio de wna matriz Hankel e bloco H;,(£), com entradas na posicio
bloco 4, j igual a Gy i1 (veja {2.43)}. Analogawente ao caso da matriz Hankel cin bloco
utilizada no problema de identificagio de parfmetros modais, a matriz A, ,(£) pode ser
fatorada como

c
CA . -
H, () = : AYIB AB--- A'B)=0AC, €>0, (2.61)
CAr—l

e que O, ¢ C, 580 as natrizes de observabilidade e controlabilidade, respec hvamcmv A
propricdade do sisteina ser observével ¢ contrelével implica entdo que

rank(H, (€)) = n, {2.62)

para £ > 0 e r.s > n. Esta propriedade, bem como a decomposigio (2.61), sfio a basc
para wina série de métodos de realizagdo (6, 12, 34, 54, 79, 88, 120, 125, 135]. Daqui cm
diante, asswmireinos sempic que o sistema ¢ controlével e observivel.

Método de Zeiger-Mac Ewen
Observando que O ¢ C séo de posto comnpleto, igual a n, temos que para £ = 1
A=0OtH (1), (2.63)

em que o simbolo T denota a pseudo-inversa de wna matriz. Agora considere a decom-
posicio SVD da matriz Hankel e bloco

Hea(0) = Uy Uy ding (1, ) [V VJ" = UV,

cm que £y contéin os valores singulares nao nulos de f,,,(€) ¢ Uy ¢ Vi, os vetores singulares
associados. Observe ainda que esta decomposi¢io pode ser rescrifa sitnilanmente cowmno
em (2.61):
/2y pei /2977
Hey(0) = (THEHEW).

Assi, fica claro que podemos tenar

O=Ux? ¢ =57, (2.64)
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. como estimativas para as matrizes O e C, respectivamente 7. O métado de Zeiger-Mac
Ewen utiliza essas estimativas em (2.63) [135]. Daf vemn que

A= T H, ()T (2.65)

& uma matriz semelhante a A. As matrizes restantes para resolver o problema da realizagao
sio obtidas da seguinte forima

B = sVWT(1l:n,1:p) (2.66)
& = U(l:q1:0)z}? (2.67)
D = G (2.68)

Método de Kung

Este método estd haseado na invaridncia ao deslocmnento (shift-invariaunt} das ma-
trizes de observabilidade e controlabilidade {120, 125, 135]. Especificainente, considere a
estimativa para a matriz de observabilidade definida em (2.64) e defina U como sendo

a submatriz de @ formada pelas primeiras r — 1 linhas bloco. Entdo a invaridncia ao
deslocamento da matriz de observabilidade nos permite deduzir que

Ui =us” (2.69)

Agora, como T é de posto completo (igual a n), a equagiio acima pode ser resolvida via
pseudo-inversdo. Assim, obtemos que

A=y yni, (2.70)

Umn fato interessante relacionado comn a férmula acima é que a pseudo-inversa envolvida
pode ser calculada sem a necessidade de inverter matrizes. Informacio adicional sobre
realizagfio de sistemas pode ser encontrada em [79].

A precisao dos métoclos de subespagos deseritos aqui e de outros tal como OPIAc¢ERA
(Eigensystem Realization algoritinm), entre outros, no case de dados com ruidos, depen-
dem dos coeficientes do polinéinio matricial P,(A) utilizado pelo método das referéncias
miltiplas (veja, (2.51), detalhes podem ser vistos em Bazén {15]).

TPode-se provar que existe uma matriz ndo singular T tal que O = OTcC=T"'¢
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2.4.2 Realizagao a partir de Informagao Input-Output

O problewa de construir ua realizagio do sistea, utilizando apenas os sinais de entrada
¢ saida ¢ 1nais comnplicado do que o caso anterior. Assim, apreseutamnos apeuas nna
discusséo introdutdria do assunto. Comegamos com a observagio que os sinais ., yr,
k=0,1,..., satisfazemn a equagiio {120, 88]

Y =TX + HF. (2.71)
nde '
Y& Yt -+ ¥Yrpj-1 C
Y Yir2 .- Ykt CA
Y = : : : : ;. TI'= , . {2.72)
Yhti-2 ¥kyi-t oo ¥hyitj-3 C/_it'—l
Yevi-l  ¥kti - ¥hyij-2
Gy 0 o - 0
Gy Go o - 0
H=| G G Gy - 0 |, (2.73)

Gi2 Gisa Gioa -+ Go
X= [X.k- Kyt om0 Xi-uﬁt],
e F é uma matriz Hankel em bloco construida similarmente a Y.

A idéia bdslea do método apresentado a sepuir consiste inicialteute ewn encontrar uwa

watriz F com a propriedade FF = 0. Se isto for possivel, de (2.71) vem que

YF = I'XF. (2.74)
Desta relagao deduz-se que se
A-1 rank(l) =n,
A-2 rank(XF) =n,
entao v
rank(YF) = n. © o (2.785)

A condigfio A-1 ¢ verdadeira quando o sistena ¢ observdvel. Embora A-2 scja restritiva,
pots depende nmuito do sinal de entrada, ela ¢ freqilentewsente satisfeita quando o sinal



46 CAPITULO 2. APLICACOES CORRENTES

de entrada é um ruido Gaussiano com média zero [120]. Também, é importante observar
que a existéncia da matriz T exige que F seja uma matriz coin 1mnuito mais colunas do que
linhas (j = [ x 7).

Resumindo, se A-1 ¢ A-2 forem satisfeitas, entdo a matriz YE é de posto incompleto
e sen subespaco coluna é gerado pelas colunas da matriz de obscrvahilidade I'. Esta
informacdo pode ser utilizada para detectar a ordem n do sisteina, bem come para calcular

estimativas de A (e verdade, o que é estimado ¢ uma natriz A semelhante a A). De
fato, seja I/ wna matriz (i % [} x n cujas colunas formam uma base ortonormal para I',

calculada usando a SVD da matriz YF, por exemplo. Defina 4, como sendo a matriz
formada pelas primeiras j — 1 linhas-bloco de i/ e U, a matriz formada pelas 1iltimas
7 — 1 lmhas-hloco de I/, Entéo, prova-se que existe wma matriz A, n x n, semelhante a
A, satisfazendo a equagao

UA=Us. (2.76)

Dai é imediato que A= U]t Note também que a matriz c pode ser cstimada de hime-
diato. O clculo das matrizes B e D é mais complexo e [ica para uina outra oportunidade.

Um comentério deve ser colocado sobre a solugio do problema e situagbes reais. O
fato é que como os sinais de entrada e salda s8o sempre contaminados por ruides, inesmo
com o sinal de entrada satisfazendo A-2, a propriedade {2.75) dificilmente é satisfeita.
Asstm, na pratica, a orden do sistema é estiinada a partir do niinero de valores singulares
dominantes da matriz (YT) e a matriz 2/ é construida cntdo usando-se 0s vetores singulares
& direita, associados a esses valores singulares.

Finalmente, assim como o problema de realizagiio a partir de parimetros de Markov
estd fortemnente relacionada a polindmios natriciais preditores, pode ser demnonstrado
que realizagio a partir de sinais de entrada ¢ saida estd relacionada a fungdes racionais
envolvende polindimios matriciais; poréi, o tépico foge do escopo deste texto; veja (34,
Cap. 7).

2.5 Miscelanea

Talvéz & drea mais imediata na qual aparccem polindinios matricias é aquela que trata
de resolver sistemas de cquagdes diferenciais ordindrias de ordem superior ou igual a dois
(veja, por exemplo, Goliberg [57]). Além disso porém, existe wma grande varicdade de
aplicagbes em outras dreas cnvolvendo problemas de autovalor polinomial natricial, e wn
dos objetivos desta segéio é fornecer alguns exemplos sobre algumas aplicagdes envolvendo
o tépico em estudo, bem comno referéncias bibliograficas de aplicagbes que se encontram
espalbadas em diferentes ramos da ciéncia.
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2.5.1 Solucao de EDP’s

Problemas envolvendo equaghes diferencias parcias (EDP’) aparccem ein dreas cono
vibro-actistica, mecénica dos fluides, andlise nodal de estruturas mecinicas, cte. A
solugao desses prohlemas passa por um processo de discretizagio, o qual, ew geral, condu,
a problemas de dlgebra linear tal como a solugo de sisteas lincares efou problemas de
autovalor. A titulo de exewnplo, considere a vibragio livre de mna corda presa e awhos
os extremnos descrita por

1ty + ea(xu, = Hu, v € 0,7, €> 0,

w(t, 0) = ult, m) = 0. (2.77)

w{0,2) = h{x), u(0,2) =10,

Couhecernos, através do Método de Fourier que a solugio da equagio acima é

==}

w(w, t) = Zq;,.(t)son(k:r;), (2.78)
Fe

para determinadas fungdes gu(f). Aproximando agora a solucio até o seu n-ésito termo,
n

w(x, t) = Z g (1) sin(kx) (2.79)
kol

e aplicando o Método de Galerkin® obteinos 1 problema de valor inicial (PVI) envol-
vendo umn sistema de equagdes diferencials de segunda ordem do tipo:

{ M(t) + eCgt) + Kqy(t) =0, {2.80)

G0y =heR* §0y=0€eR"

emn que A ¢ o vetor nule 0 vén da condigio inicial (2.77),

t[(t) = [qi(t)t"'lqu(t}]:r‘f M= glnu K= gdiag(lr22:“'ei2:"':nﬂ):

5A ideia bisica do método de Gulerkin para resolver aproximadamente um problema Az = y, com
A: X — Y um operador lincar e X, Y espagos com produto interuo, é construir solughes aproximadas

N
TN =y,
il

com ;, j =1 :: N, wma base de uw subespaco Xn € X, de tal modo que o resfduo r = y — Axy &
ortogonal o Xa: detalhes do métode sio encontrados em (99, 110],
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e C com entradas cx; definidas por
Chj = f a(z) sin(ka) sin{jz)de.
0

Como todas as matrizes cnvolvidas sdo simétricas, e M, K definidas-positivas, o
polinénio matricial associado:

P(A) = MM +eCA+ K,

tAm auto-pares que visn em pares complexos conjugados (veja, Tabela 1.2). Assim, se
X € €% ¢ a matriz de autovetores & dircita de P(A) ¢ A € C**™ a watriz de

autovalores correspondentes, entdo a solugiio ¢(f) procurada é da forma
o(t) = XeMe, a€C¥,

com ¢ sendeo a solucdo do sistema linear
X o= h
XA o}’

2.5.2 Processamento de Sinais

Virias aplicacdes tal como processamento digital de voz, processamento de sinais cmn bio-
medicing, localizaco de objetos por radar, ete, utilizam modelos auto-regressivo da forma
([36, 76])

P
B = —Zakmlﬁk +&, t=1l:n, (2.81)
k=1

para predizer informagdes futuras a partir de wa conjunto de informages conhecidas. No
modelo acima, z, € IRP é wna série temporal de dados, n o niimero de dados, p & ordem
do modelo, ¢ é um processo Gaussiano com média zero e varifncia o, € 05 ’s, a serem
determinados, sio parimtros que concentram a dindmica do processo de predigdo.

Os pardmetros o’s podem ser determinados através das equagles de Yule-Walker
Roa = —r%,

em que r* = [r¥,...,75]7 com rf sendo fungdes auto-correlagao da série temporal 2 :
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ri = E{re, 2y}, @ R € RPP umna atriz de Tocplitz (a matriz de auto-correlacio) ?
cujas entradas sdo auto-correlagoes do tipo rl‘;._,.‘! veja [36, 76].
Na prética, a série temporal disponivel ¢ da forna

=t +w, t=1Llim

em que wy é um rufdo branco ndo correlacionado com variancia desconhecida g, Neste
caso, a soluciio obtida arravés das cquagoes de Yole-Walker pode ser ncorreta e levar a
conclusdes errneas. Ua maneira de contornar esta dificuldade ¢ através de um probleina
de autovalor polinomial matricial quadrético simétrico, o qual pode ser descrito como
segue:

Considere as cquacdes de Yule-Walker compensadas definidas por [36]

(S — ABY = 0, (2.82)
em que § € R WP > p com entradas Si; =775, ¢
B= [ 0. 1y ] .
0 0
Neste caso, as incognitas sao v = [1,oq,.. .. 05)7 e a ¢ nia estimativa da varifincia des-

conhecida o2, Multiplicando pela esquerda ambos os membros de (2.82) por (5 — AR

obtém-se unt problema de antovalor polinomial matricial quadrético do tipo
P(Aw = (A2 + AA + Agler == 0.
em que
Ay=B"B, A =-{§"B+B7S), A,=5"S

Eutdlo, prova-se que as estimativas dos parfmetros o’s sio obtidas das componentes do
autovetor v de P()) associado ao autovalor de wenor valor absoluto [36].
Una referéncia mais recente sobre o assnuto, mas envolvendo polindumios natriciais

de ordemn superior a 2, é [75).

9E genota o operador valor esperadn (expectation operator). A avtocorrelagio 1y ¢ usulmente ostimada

COUI0
n
W — 1 -
re=— E Ly ke
n
1
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2.5.3 Aplicacdes Diversas

Conforme comnentado achna, wma grande diversidade de aplicagBes cin ramos tecnoldgicos
de interesse contemporaneo exige a solugdo ou andlise de problemas de autovalor. Em
4dreas como analise modal experimental, engenharia aerc-espacial, engenharia elétrica,
aciistica, ete, entre outras, o envolvimento com problemas de autovalor generalizado efou
polinomial matricial quadrdtico ¢ muito freqilente; aplicacBes relevantes poden ser en-
contradas em [25, 29, 37, 45, 60, 72, 73, 82, 00].

Qutro problema relacionado com polindinios matriciais quadréticos aparece no caleulo
de funcdes de resposta em freqiiéncia H(w) de sistemas vibratérios, como em problemas
de propagaciio eletromagnética, por exeinplo [45, 47, 72, 73, 132). O céleulo de H(w) estd
baseado na relagio (veja (2.32})

(Mw? + Cw + K)H{w) = b(w),

com M,C, K ¢ bw) € C" como dados de entrada, ¢ w numa faixa de freqiiéneias usual-
mente grande. Se a dimensdo n das matrizes envolvidas ndo é muito grande, o pro-
blema pode ser resolvido através de uwma linearizagio A — wB do polindmio matricial
P(A) = Mw? + Cw + K. Para n grande, outras abordagens sfio preferivels, veja [80], por
exemplo.

Problemas de autovalor polinoinial matricial de grau superior tanibéin so freqiientes
em vérias fress. A titulo de exemplo, wn problema em aerc-aciistica que precisa da
solugdo de um problema de autovalor polinomnial matricial de grau trés é reportado em [3]-
J4 em mecanica dos fluidos, em conexdio com equagdes de Orr-Somuterfeld, o polinémio
matricial utilizado ¢ de grau 4 [29]. Muitas outras aplicagBes envolvendo problemas de
autovalor polinomial matricial podem ser encontrados em [4] e [122].



Capitulo 3

Sensibilidade de Autovalores

Apresentamnos wna diseussdo da sensibilidade do problema de antevaler polinomial ma-
tricial, bascada no conceito de condicionawento como medida de sensibilidade.  Duas
abordagens sio apresentadas: wma que explora o couceito de winero de condigao do au-
tovalor, derivado a partir do préprio polindmio, ¢ outra baseada na teoria de perturbagao
de autovalores de matrizes nao simétricas, introduzida por Wilkinson [131] ewn 1963, apli-
cada a matrizes companliciras e blocos asseciadas aos pelindinios e questdo.

3.1 Nogoes de Condicionamento

Uma caracterfstica da solugio de problemas através de anétodos computationais é que
o processo ¢ desenvolvido utilizando aritmética de ponto fintuante. Como conseqiiéneia
disso, informagdes do problema sao represeutadas apenas aproximadainente ¢ erros nos
dados de entrada sfo inevitdveis. Portanto, dependendo do problema em andlise, as
solugdes computadas podewmn ser pouco acuradas ou talves inaceitdvels,

Uma tarefa importante no processo de solngao de cada problema portanto, é discutir
on analisar o comportawento da solugio do problema devido a pequenas variaghes nos
dados de entrada. Ou seja, e sitnaghes praticas, nma andlise do grau de sensibilidade
do problema a pequenas variagoes nos dados de entrada ¢ de fundamental importducia.

Do ponto de vista tedrico, mn problema pode ser idealizado como uma fungio [,
f: X —Y,com X, Y sendo espagos normades (R*, IR™, ou €", por exemplo), chamados
espaco de entrada e de saida (on de dades e de resposta), respectivaente, de modo que,
s € X 6 considlerado como dados de entrada ¢ y = f(z) € Y a resposta do problena,
entiin o que deve-se analisar é a sensibilidade da fungio f, em 2, a pequenas variagbes
nas inforinagdes de entrada .

U problewma é dito bem condicienade se pequenas perturbagdes em @ produzen
pequenas perturbagdes e y. U problema ¢ dito mal condicionado se pequenas per-
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turbagdes em & produzem grandes perturbagdes em y. Obviamente, o significado de grande
e pequeno depende muito do problema e/ou da aplicagiio sob estudo. O assunto é melhor
compreendido analisando-se um niinero associado ao problema conhecido como nimero
de condigdo, o resto do capitulo é dedicado exclusivamente a seu estudo.

Consideremos primeiro o caso X = ¥ = R, ou seja f ¢ uma fingdo real de uma
varidvel real. Vamos asswinir que f é duas vezes continuamente diferencidvel em z # 0 e
y = f(z} # 0. Se 6z denota a perturbagio de z ¢ §y = f(a + bz} — f{x) é a perturbagao
correspondente emn y, entdo o tcorema de Taylor garante que

oy = f(z +dz) ~ f(z) = f(z)dn + O(dz)*.

Esta relagio mostra que o erro absoluto em y devido a variagdes de tamanho |6z| em ©
pode ser grande se | /()| é muito grande. Ou seja, a relagdo acima mostra que o erro
absoluto em y depende de |f/(x)]. Agora, se o interesse ¢ medir variagBes relativas, a

expressio acima pode ser rescrita comg

dy  xf'(x) dx
= L 4 (Odn),
y  fle) = (
& qual mostra que a variagho relativa em y devido a erros realtivos em x depende da
quantidade
I-'Bf () I
fz)

A conclussio que pode ser tirada desta discussao ¢ que se o problema for descrito por um
fungio f : R — IR, entdo o niinero de condigie de f no ponto z, pode ser definide como

&
lim sup l—yi, para erros absolutos
50 |gzi<s |
&(f)(x) = 3.1)
. &y| 6=
lim sup M/ I—il, para erros relativos,

=0 1aajzs [yl 1]

e que este niunero de condigao pode ser calculado come

|f(x)], para erros absolutos

EOIOR ST (3.2)

fx)

, para erros relativos.

Para o caso de serem X = R™, Y = R"®, m, n arbitrdrios, a fungio f & deserita por
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wmn conjunto de fungdes f;: R™ = R, j=1:n, tal que
y=flr) ey =Ffilv,. . en), j=1:n

e as variagbes em x ¢ y, scjam absolutas ou relativas, sdo medidas ntilizando normas
vetoriais. Por exemnplo, a variagio relativa e 2 devido & variacao di ¢

[|6:x| T
e Fr= By, ... 0]t
ol it

Scja dyy; = f(w + éx) — f;(2) a variagio da j-ésima compouente devido a variagbes cm
todas as varidvels x;, 7 =1 : m. Entao o teorema de Taylor garante que

tHn af
et = Faloe 4 S ) L -
Oy = File+0x) — fi{w) = 5 B dux;.
s B
Portanto, ao menos aproximadamente, segue que

n
l6y;l <
i1

"
< max |§u;] - nax E
1 3
-1

of
0.'{,‘,‘

[di:] < max |dai| Z ‘%‘
“ s

e, como esta desigualdade vale para j = 1 : n, e particular vale para ax |dy, |. Utilizando
j

a norma watricial || - [/, esta desigualdade pode ser escrita couto

16%lloo < N6llocl-7 flsc.

com J f sendo a matriz Jacobiana de f.

A designaldade achina sugere que o nmiimero de condigio k(f)(x} pode ser delinide
de maneira andloga como cin (3.1). substitnindo as barras de valor absoluto por norinas
vetorials apropriadas, e que para ¢ caso de considerarinos erros absoluntos, o nmimero de
condicdo &{f)(x) é dado pela norna watricial da watriz Jacobiana ||/ f]|. Um resultado
andlogo a aquele dado em (3.2), ¢ imediato neste caso ¢ dado por |||l 7£1/11F1-

Observagio 3.1.1 Alataios porén, que e cerfos easos, o ninero de condigio envel-
vendo normas da natriz Jacobiana pode sobrestimar ou subestimar a sensibilidade do
problema. Uma outra abordagein ¢ considerar nimeros de condigio individnais associa-
dos a cada varidvel y; e provenientes de analisar variagbes cu apenas uma varidvel i, Tor
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exemplo, utilizando o resultado descrito em (3.2}, o ndinero de condicio do problema, na
varidvel {ou resposta) y;, devido apenas a perturbagdes em z;, é

s(fi)(x:) = I (3.3)
2

Isto gera wna mnatriz #.x m de ndmeros de condigdo individuais, digamos T, e wm nimero

de condigio global pode ser definido utilizando alguma norna matricial de T. Un exemplo

que mostra o uso desta abordagem serd apresentado depois, Agora vamos formalizar a

definigao para o némero de condigio de wm problema f geral cown dados de entrada 2 ¢

resposta y.

Definigio 3.1.2 O nimero de condigBio do problema f, no ponto &, no caso de erros
absolatos, ¢ definido como

e =t sup 1 N
A A @D

enquanto que para o caso de erros relativos, ele é definido por

N 8F1 Nl 5

3.1.1 Raizes de um Polinémio

O problema aqui é investigar a sensibilidade do problema de calcular as raizes de umn
polinémio de grau n,

pt) ="+ @uert™ -t art + a0, o #0.
Par simplicidade, vamos assumir que a raiz v € uma raiz simples, ou seja,
pr)=0, p)#0

Neste caso, o problema é encontrar v utilizando os coelicientes e’s como dados de entrada.
Formalmente isto pode ser descrito por uma fungo .

v:R*— C, v=va), o= |a, 1y.n o]ty
definida implicitainente através de

[{e)]" + anc f(@]" 7 + -+ ag[pla)l + -+ @ p{a)] + a0 = 0.
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Calculando a derivada parcial de v e relagio a a; venn a identidade

r

v ;!
n[y(a)]"‘lbﬁ + (n— lju.,,_l[y(n)]"*zyj NI
7 i

. O ; dv
G -1 K e —_—
jaslvla)) 7 @)+ 4y 5, 0,

da gual segue.

v .
Sy Y J =
‘"(V)Ba,- + v =,

e assim (j& que p/(v) # 0),

Ay —uf

da; — pv)’
Utilizando este resultado junto com aquele descrito v (3.2), vewnos que o wimero de
condicho da raiz v, no caso de erros relativos, considerando apenas variagaes no coeliciente

Pl

i, ¢
’( v
( N
] _ 0| el \
h(u)(“’)_—_lul = oo (3.6)

Este niimero é gerahnente grande, indicando assim que o prohlema de calcular as rafses
de um polindmio pode ser muito sensivel a pequenas variagdes nos coclicientes a’s. Existe
wm exewplo famoso devido a Wilkinson [131] que ilustra este fendineno. Considere o

polinémio
20
p)=JJt - =~ D~ (@ -20).
el
A Jacobiana neste caso é
duv Ov v
Jy =]

dag By’ Vet
0

O utanere de condigio da raiz v, na norina-2; no caso de erros absolutos, &,

I 2 L 2fn-1 i
K0)e) = s L+ W A, (8.7
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enquanto ne caso de erros relativos, também na norma-2, este niimero é

w(v)(a) = Vieol* + a4+ Ia-ry_g’l(i\)/ll P D (58)

Ambos os nfuneros sio potenciabnente grandes, indicande portanto que o problema de
calcular as rafzes do polidmion de Wilkinson ¢ muito sensivel a pequenas variagoes nos
coeficientes. Umna ilustragao deste fendmeno ¢ apresentado na Figura 3.1, na qual mestra-
5e o comportamento das raizes de wn polindmio con coeficientes ¢;, obtidos perturbando-se

os coeficientes ¢; do polinémio de Wilkinson através de
Cj = Cj(l + €% TJ'),

em que 08 74 50 nineros aleatérios normalmente distribufdoes, com média zero ¢ varianga

1. O gréfico mostra o resultado de 50 realizagBes com € = 1070,

Figura 3.1: Rafzes do polindmio de Wilkinson. o: raizes exatas, - rafzes do polindmio
com coeficientes &;, obtidos perturbando os coeficientes ¢; do polinémio de Wilkinson.

Prova-se que & raiz mais sensfvel é v = 15. Para esta raiz, o nimero de condigdo (3.6)

em relagio a variagbes apenas em as ¢

1.67 x 10% x 154

~ 13
BIL4] ~ 5.1 x10™.

k() (as) &

Finahnente, ohservamos que seguindo a abordagem de calcular miimeros de condigao
individuais, conforme sugerido pela observagio acima, wn nitmero de condicao global para
o caso de erros relativos pode ser estimado como

R(v)a) = () {a); .. &(¥)an-1}]]-
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Utilizando a norina-1 seque que
1 = .
k(v){(a) = o] ; jealual’,
a qual é menor do que aquela dada em (3.8). Paro o caso das raizes do polindmio de

Wilkinson de grau n, para n grande, prova-se e o nfunero de condigdo do primeiro e
filtima raiz (ordenadas crescentemente), sao [53, Cap. 1, Sec. 3]

Rm)(@) =, e

_ 1 By
K(V")(G)N2—\/§Trn (\/5—1) .

3.1.2 Solugao de uin Sistema de Equacgces Lineares

Dados uma matriz A € ™ e um vetor b € R, o problema & calcular a solugdo do
sistema

Az =1b,
Por simplicidade, vamos assumir que apenas b ¢ sujeito a crros. Neste caso, o problema
pode ser forinulado através da funco f: IR" — R definida por

x=fl)=A4"h

Ou seja, as componentes de b sgo os dados de citrada, ¢ as componentes & os de saida.

E imediato que a Jacobiana neste caso é Jf(b) = AL, Portanto, wtilizando os resul-
tados da discussdo aciina, o nimero de condi¢do, no caso de erros relativos, no vetor b,

e

gAY A
MO0 = =

Istc mostra que o problema de resolver o sistema linear Ax = b pode ser 1nuito sensivel a
pequenas variagdes em b quando ||A~1]| é mnuito grande.

Utilizando propriedades das normas matriciais, segue facihnente que

K(f)(B) < (A1 A

Esta cota superior ¢ atingida quando & é win infiltiplo do vetor singular & esquerda, asso-
ciado ao wmaior valor singular da matriz A4, o;(A). Propriedades e definigao de valores
singulares de wna matriz s80 encontradas no apéndice A.3.
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O ndmero ||A|[] A" é conhecido como mimero de condigio da matriz A e denotado

por x(A). Ele aparece cowo un indicador da sensibilidade de vérios problemas em Algebra
lincar numérica. Para o caso A € R™*™, o ntmero de condigao de A é definido como

w(4) = [AN1A", (3.9)
No caso da norma-2, com A de posto r, ele é dado comno

Ul(A)

(A (3.10)

wa(4) = |42l A ]l =

3.1.3 Autovalores de uma Matriz

Neste caso, o problemna pode ser descrito por wna fungio

f : Cﬂx“ — c
A f(A) =,

sujeito a Az = Az, z # 0. Esta é uma fungio que depende no-linearmente das entradas
da matriz.

Para matrizes ndo simétricas (nfo Hermitianas), a andlise do condicionamncto de
autovalores simples pode ser desenvolvido na maneira usual, mas em geral o problema ¢é
mal condicionado, ou seja, pequenas variagbes nas entradas da matriz podem produzir
grandes perturbagdes nos autovalores. Para ilustrar este fato, considerc as matrizes

A= 1.000 1.000 e 1.000 1.000
- 0 1000 |’ 1 0.001 1.000 |°

Os autovalores destas matrizes sio, respectivamente, {1, 1}, e {0, 2}. Isto mostra que wna
variacio de 0.01% em A produziu wmna variagéo de 100 % nos autovalores, mostrando que
o problema de autovaler matricial para matrizes néo simétricas pode de fato ser muito
mal condicionado.

Teoricamente, o ntimero de condi¢io do problema de autovalor matricial pode ser
descrito como segue. Seja A wn autovalor simples de A com autovetores associados &
dircita e esquerda x e y, respectivamente. Se A ¢ a variagBo emn A devido a wma variagio
JA em A, e se assumimos que o autovetor associado ao autovalore A+ A é 2+ dx, entdo

(A+6A)(x + 62) = (A + N (x + 6z).

Desenvalvendo os produtos indicados, observando que Ax = Az, e desprezando termos de
segunda ordem, vem
A + 5Ax = Mz + fAa.
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Agora, como y* Adx = y"Adx, multiplicando ambos os membros da equagio acima por y*,
Segue que

_ y'dAx

oyt

A designaldade Canchy-Schiwarz garante agora

i)

OM - Heballylle
64l ™ el

Towando limite quando ||dA4|2 — 0, seque que o wihwero de condigio do antovalor siinples
A satisfaz

e efellele
(A A< | g M RellE 3.11
PO S oA S Ty @11

A cota superior emn (3.11) foi introduzida por Wilkinson[131]. Se A é siuples, o ndmero

(ellzliyll2)/la*

mede de fato a sensibilidade do autovalor A a pequenas variagtes cin A.

¢ detenininado univocaiente, ¢ portanto esta bew definido. Este niinero

A andlise de condicionamncto para o caso de autovaleres iniiltiplos é mais dificil porque
a fungdo f ¢ continua mas ndo diferencidvel. Assing, a abordagen descrita acima nao é
aplicdvel, detalhies podem ser encontrados cin [33].

A situacio muda drasticamente quando a matriz é siinétrica (ou Hermiitiana). Neste
caso, independentemente da multiplicidade do antovalor, o problema ¢ sempre bem condi-
cionado [59].

3.2 Condicionamento de Autovalores de Polinémios
Matriciais
A andlise descrita nesta se¢io é restrita a polindinios matriciais regulares. Seja

I‘sm()‘) - Am + E,,,_]Am_l + A + Aﬂ

wn polindinio natricial enjos coelicientes A; sdo aproximagdes dos coclicientes A, do
polinémio B, (A} tal que

1640, A1, -+ 6Apills <6, Gdy=A = A, l=0:m—1. (3.12)

Scja A + 8A wmn autovalor de P, (A) ¢ # 4+ dx o autovetor associado. Entao, seguindo a
definigiio geral dada em (3.4), o nimero de colicio do autovalor A, no caso de crros

absolutos. pode ser dado como scguc.
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Definigdo 3.2.1 Assuma que que as perturbaces 64; satisfazem (3.12), entio o nimero
de condigdo de wmn autovalor simples de Pa(}), no caso de erros absolutos, pode ser
definido como [90, 121]

#(A, P)= lim sup 183
o 6 (3.13)

Sujeito a B (A + X (x + ) = 0.

Claramente, o ntmero &(, P) dificinente pode ser calculado através de (3.13). Esta
dificuldade pode ser contornada utilizando o teorema seguinte.

Teorema 3.2.2 Seje A um autovelor do polindmio matriciel Pa(A) e,y € C" 05 ou-
tovetores associedos, ¢ direita e esquerdo, respectivumente. Entdo o nimero de condigdo
&(A, P) € dado por .

0 Py = plllzllzlle .
k(A P) = Umxsy (3.14)

em que,

n= /L AR+ £ A,
Demonstragdo: Primeiro observe que a restrigio em (3.13) é equivalente a
(P(A+ XY + 8Py (A + 6A)){x + dz) =0,
em que §P{A) = AN + 8 Ay A7 o AL + B Ap,.

Expandindo F,.(A + &A) em series de Taylor ¢ conservando termos de até primcira
ordein, segue que

AP (N2 + Pr(N8)a 4 6Pn( Nz = O(F).

Multiplicando pela esquerda pelo autovetor a esquerda y*, segue que
SAY*PL (AT + ¥ 8PNz = O(6%).

Dai, é imediato que

Y 6Pa(N2

A XV

+ O, {3.15)
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Agora, em vista de que §4,, =0, ¢ de que

A=ty
Nty
P (M)x = [6Am_1, 040 s, .. .. 04
Ar
@

utilizando a desigualdade de Cauchy-Sclowvarz, segue que

YL {N) < |yll2]|6 A, 84y, ..., A"_]Ilg\/l + A4 A 4 e AR
Substituindo esta desigualdde em (3.15) e a seguir, ntilizando a restricio (3.12), segue

que

1N lelalyl .
5 ="y Pl (3.16)

Agora, se E = ya" /(|lylll|z|2) ¢ as perturbagdes §4; sao delinidas como
S
§A; = ;1\1 E, j=l:m,

entdo, em vista de que ||E[|2 =1, fica ¢laro que
”[6Am—la 6Am—21 ey 6A0“|2 =4.

Este resultado garaute que a cota superior em (3.16) pode sor atingida, ou scja, as por-
turbacoes acima, tornamn {3.16) uma igualdade. A prova do teorema termina entéo,
tomando limite ¢ nessa igualdade.

O

Uma outra maneira de se medir a sensibilidade de wmn autovalor siples é através do

ninnero de condigio introduzido por Wilkinson[131].

Definigdo 3.2.3 Seja A um autovalor simnples de B, (A) (e portanto da matriz compan-
lheira em blocos €4 associada a P,({A)), e sejam r, £, autovetores a dircita e esquerda
de €4, associados ao antovalor A. Entd@o o ntimero de condicdo do autovalor A segundo
Wilkinson [131], € delinido por

K(A, Ca) = ﬂf#;—”#b (3.17)
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Para polindmics matriciais gerais, ambos os ndmeros de condigio £(A, P) e k{A, C4) séo
de tamanhos compardveis, mas potencialmente grandes. Além disso ambos precisam de
informacdes contidas nos autovetores (em geral nio disponiveis). Entretanto, conforine
veremos mais adiante, esthnativas interessantes poden ser deduzidas no caso do pelindimio
estar associado a problemas HR.

Os niumneros de eondigfo descritos acima descrevein a sensibilidade de cada autovalor
individualimente, podendo existir autovalores com nimeros de condigao muito diferentes.
Ou seja, algins autovalores podein ser muito mais sensiveis a perturbagfes do que outros.

Exemplo 3.2.4 Sensibilidade de um Problema de Autovalor Quadrético
Este exemplo considera o polindinio
BN =BT+ AX+ 4
associado ao sistema de n equagtes diferenciais de segunda ordein
M) + eCq(t) + Kg(t) = 0. (3.18)

Ou seja, aqui: Ay =eM1C, e Ay = MK,

~ Neste caso, devido ao fato do sistema ser proventente da discretizagio de wmna EDP (ver
Cap. 2), a ordem n deve ser gerahnente elevada para garantir boas solugbes aproximadas
do problema. As matrizes M e K sfo definidas por

M= %1, K= %diag(l?‘,?zr“ 2%,

enquanto a matriz C tem entradas tal que

0 se k- j for impar,

1 1
12w |——————""—{ se k+jforparek#£]j
oy = [(ra T —j)‘] Jlorparek#d  (310)
w27 + 37 b=
—_———t— se k=7j.
2 I
O niunero e deterinina a quantidade de amortecimento presente no sistema ¢ governa
a sensibilidade do problema de autovalor: sabe-se que problemas inais amortecidos sao
em geral mais sensiveis a pequenas modificagBes no sistema. Apresentamos resultados
numéricos para n = 80, e dois valores diferentes de .
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Figura 3.2: Esquerda: Autovalores de Fa{A). Dircita: k(A Cy), € = 0.1125

Quando € é pequeno (neste caso € = 0.1125 ), comprova-se de fato que os autovalores
do polindinio sdo ben condicionados (ver Figura 3.2).

Jé para ¢ grande (e = 11.25), verilica-se que a sensibilidade dos autovalores awnenta,
Isto pode ser vista na Figura 3.3, a qual ilustra niuneros de condigio inuito grandes (da
ordem de 107).
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Figura 3.3: Esquerda: Autovalores de I%(A). Direita: (A, Cy), € = 11.25

Finalwente, ¢ importante eonsiderar 1 nfmero de condigho que descreva a sensi-
hilidade do problema de autovalor matricial de mna maneira global conforme dade na
proxima definigdo.

Definigio 3.2.5 Scja A = XAX™' € O™ wna decowposicho de Jordan de 4. O
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wiimero de condigao de Jordan nas normas espectral e de Frobenius é definido por

k(X)) = inf{[| X [Jfl X (|2} (3.20)
re(X) = int(1X 1 X (1) (3.21)
Um resultado importante que relaciena o nitnero de condigao global com os mimeros

de condicio individuais, cuja prova pode ser encontrada em [131], é descrito no proximo
teorema.-

Teorema 3.2.6 Se A= XAX™! ¢ dingonalizdvel, entdo
m

ke(X) =" (A, A).

i=1



Capitulo 4

‘Analise de Sensibilidade e de Erro
em problemas HR

A caracteristica principal dos problesas HR é que tanto os polindimios como as wnatrizes
envolvidas sfo resultado de computagdes prelimninares utilizando iforinagbes aproximadas
(informacdes contaminadas por ruidos). O objetive entéio ¢ estiinar o afastamento mdximo
dos autovalores computados em relagdo aqueles ein que as inforiacgies séo livres de ridos.

A andlise de sensibilidade ¢ de estimativa de crro ¢ deseuvolvida cm duas partes.
Primeiro, sfo apresentadas duas abordagens para o caso escalar, ¢ a seguir, as mesmas
abordagens sfo estendidas para o caso polinomial matricial, enfatizaudo as vantagens da
abordagem polinomal matricial sobre a escalar.

4.1 Sensibilidade de Autovalores: Caso Polinomial
Escalar

Os resultados tedricos apresentados dependem fortemente do condicionainento de wmna
watriz retangular de Vandennounde, cujos clementos sao potéucias dos autovalores de
interesse, Comecaremos portanto, com wna andlise do condicionamento dessa matriz.

4.1.1 Condicionamento de Matrizes de Vandermonde
Scja W)y a matriz de Vandermonde o x A definida por
Lo A .. AM
1Ay A - A
Wu=|. 7 (4.1)
1 odg A .. A

65
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O ohjetivo entiio ¢ deduzir limitantes para x(War) = ||Wasi2|| W, 1|l2- Algumas estimativas
preliminares ¢ simples de serem deduzidas sdo descritas a seguir.

Teorema 4.1.1 Sejo Wy umo matriz de Vandermonde como em (4.1}, comn A; # Ay,
pare § # 14, || < 1. Bntdo, para M > d, |Wills decresce monotonicamente com M, e
este decréscimo € esirito vo longo da subseqiéneio de inteiros {d,2d,.--}. Alémn disso, se
M=p-d,p>1, entio

W—l
“VVAJHE S ” d ”2 . (4.2)
914840 A=)
em que B =min|\], i=1,---,d
Demonstragao: A demonstragio pode ser encontrada emn [11].
]

Observamos que apesar desta cstimativa poder ser muito pessimista se W, for nuito
mal condicionada fou seja, |W f,,llz muite grande), o resultado é interessaute porque
mostra gue ||W;,|] decresce monotonicamente com M. Ou seja, o resultado leva a os-
perar que #z(W)y) methore & medida que M cresce. Por outro lado, cle pode ser nuito
fitil para fins teéricos, como pode ser visto a seguir.

Teorema 4.1.2 Sejo fir o solugdo de norms minima do sistema subdeterminado
WMf = AMe:

onde A = diag(h, da, -+, Aa), € £ o vetore = (1,1, 1|7 € R Suponhe que todos os
A; satisfazem |A;| = 1, on |A;} < 1, entdo sempre que M — oo fem-se

I farll = .
Demonstragdo: Observe que
I aellz = W AMells < W lallA¥el] < W) Ve,
onde @ = max|X;|, j =1,2,-+- ,d.
I
Utilizando o Teoraina 4.1.1 segue que

ik < il Vo,
T 14 fH 4 G e GRN/ESLE

Tomando o limite nesta desigualdade quando M — oo, vemn que || Fulla = 0.
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a

O vetor fu; descrito acima, é conliecido em problemas de predigao linear cono vefor
de pardmetros preditores, e [7] podemn ser encontrados mais detalhes. Neste contexto,
ele prediz a tltima coluna de Wiy ;1. Este fato produg a seguinte relagio:

WGy = AWy, {4.3)
em que C, é a atriz companheira definida por
Co = lez ez enr — farl, (1.4)
sendo e; 0 j-gssino vetor caudnico em RM | associada ao polinduiio escalar
Pna(A) = M 4 M A .

Muitos dos resultados aqui apresentados sobre x{#Wy) dependen dos antovalores e
dos valores singulares de uma matriz d X d fortemente relacionada cotn Gy, digatos Far,
definida por

Fpr = Wy CWhy, (4.5)
e quemWyy = W3 {Wy1¥5)~Y2 Observe que a definigao aciina ¢ consistente ji que

W Wr, & definida-positiva. O seguinte teorema descrove o espectro de Fiy.
MWt £

Teorema 4.1.3 A mufriz Fyy descrite em (4.5) possui ume decornposigio espectral dudu
por:

Fu = QuiGy;, {4.6)
em que Quy = (Wi Wi )12 Além disso, o matriz de autovetores satisfoz
Ra(Qar) = ko War) = Warlla W1l
Demonstragdo: Utilizando (4.5)
Far = WiLCWiy = (Wa Wi ) VAW CaW L, (W W) 2
(WarWi )™ VAW W AW Wy (Wi W) /2
(W Wi ) A (W W ) 2

1l

Falta agora demonstrar que «2(6as) = sa{l¥ar). De fato,

[1Qallz 15112

= [¥a Vi) ™AL I (War W) |2
IW3cllz 1V arllz = 5o W),

Ka(Qar)
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a

O préximo teorema caracteriza o espectro singular de Fyy (veja Bazdn [11, Teor. 4]).

Teorema 4.1.4 Seja Fy o matriz definide em (1.5}, Entdo, seu espectro singular ¢

descrito por

24+ 1 lld = lenll3 + /(i FaelE + I i2)2 — 4154
2 ¥

GHFy) =

GE(FM) = 11j=2)"'=d_11 (47)
X 24 fuellE — Il = /(UGB + Ima 22 — 41l

oa(Fu) = 7 ,

onde py ¢ a primeire coluna de Py, 0 operador de projeg@o ortagonal sobre R(W3), e fu

& a primeira componente do vefor fur, introduzide no Teorema 4. 1.2

O condicionamento dos autovalores em relacio a perturbagSes na matriz pode ser
estimado comno uma fungao da proximidade entre os valores singulares ¢ o valor absoluto
dos autovalores, veja [104]. Assim, quanto mais préximos os valores singulares do valor
absoluto dos autovalores, 1nais bem condicionado é o problema de autovalor.

Os resultados sobre linitantes para ko Wy ) séo dados no teorema a seguir.

Teorema 4.1.5 (Limitantes para x{Wy)) Seje Wy wna matriz de Vandermonde de-
finida como em ({.1), com 0s A; no disco unitdrio. Defina

a:m}s_ax|/\j|, ,B=m}n|)\j|, 6=1§;E1|,\j—/\kl, e
2
D}y = D*(Fu) = |Fyallf — (Ml + -+ [ Aaf).

Entdo, pora M > d > 2, o mimero de condigdo k2(Way) satisfaz

”‘(f“”) < ka(Wa) € % (n +VE— 4) , (4.8)
ondep=p—d+2,
_ oy 1%
p=d [1 + m] dule, 8), (4.9)

1+of4+od4---+a2W-D
qu(ﬂ:.H)“ \/1+,62+,34+"‘+,32(N_1}- (410)
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Demonstragao: Para mostrar a desigualdade 4 esquerda, basta tomar a norma-2 em
ambos os lados de {4.6) ¢ usar o Teoremna 4.1.3.
Para provar a desigualdade a dircita, abserve que

le5@ar ll2 = lles (War W3y ¥l = |

(’.; "VM “2
Agora, utilizando (A.7) e (A.6), scgue que
&p(Wa) < p, {4.11)

sendo p deserito em (4.9). Utilivando agora Teorema 1, de Smith [104), e qual afinna que,

para uma matriz X € C**¥ nao-singular
d— 2+ ma(X) + w53 (X) < kp(X),
considerando que
d =2+ £ X} + 17 1{X) € 6p(X) & [k2(X))? = vl X)) +1 <0,

em que v = fp(X) — d +2; resolvendo esta inequagio do segundo grau, obtéin-se:
1 -
m(X) <5 [v+ ViR

Adaptando este resultado ao problema ein questfio segue que

1
ra(Wu) < 3 [KF(VVM) —d+ 2+ {rr(Wa) — d+ 2P — 4]
< 1 [p—rl+2+ \/(pwd+2)2—4] =
3
1
3

[r;+ \/’.",'2——4] .
O

O préximo passo é analisar o limitante superior em (4.8) cowo fungiio de M. Observe
que o limitante depende de trés fatores: da separagiio entre os A; no disco unitdrio, do
niimero D!, e de dps(e, B). Porém, a contribuigio de ¢has(e, 8) ndo é muito expressiva,
wmna vez que o8 A; estdo no disco unitdrio, assim, a qualidade do limitante depende
hasicamente da razae D3, /(d — 1)6%. Portanto, quando D3, for da mesma wagnitude de
{d—1)8%, e d nfio for mmito grande, temn-se [imitantes moderados. € préximo loma mostra
que isto é possivel.

10 ntmero Dy, conbecido como desvio du normalidude de A (departure from normality), mede quanto
uma watriz A difere de ser normal; se A é normal D(A) = 0.
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Lema 4.1.6 Sejo D 2, como no teorema anterior. Entdo, para cada M > d

2 d d
-1+ D= S~ p <oy il + TTINE = S0 AP, (419

1 +IEfM|i2 i=1 i=1 i=l
e portanto,
’ d d
2 2 _ 2 _ 12 .
D, = lim D}, =(d~1) -;JIZII|A,.| ;m ) (4.13)

Demonstragio: Usando o fato que o produte dos valores singulares de wma matriz
quadrada ¢ igual ao produto do valor ahsoluto dos correspondentes autovalores, ¢ o Teo-
reina 4.1.4, segue que

ot Fa)ad(Fur) = TTIM0%

i=1

Como ||Ful} = o3 (Fa) + -+ + 02 (Fa) = oi(Fu) + 03(Fu) + (d — 2), da definigho de
D3, obtémn-se:

Dl =(d-2) +02(FM)+M~§E|A-|2. (4.14)
k ot (Fa) ™ !
Mas, como
1< o¥(Fu) < 1+ [ uell3, (4.15)

pelo Teorema 4.1.4, aplicando (4.15) em (4.14), obtém-se a desigualdade descjada.

Para provar a ignaldade envolvendo D2, em (4.13), basta tomar limite quando M — oo
em ambos os lados de (4.12), e usar o Teorema 4.1.2.

O

0 Lema 4.1.6 mostra que o comportamento de D}, como fungio de M, depende da
velocidade com que || ful[? converge para zero. Quando M cresce, para M grande, o
tamanho de D%, ird depender do tamanho dos A;. Desta forina, pode-se concluir que,
sempre que M & suficientemente grande e |A;| = 1, o ndmero D}, é pequeno. Conseqiien-
temente, exceto paro o caso 1o qual os autovalores sdo muito proximos uns dos outros, a
condigiio D}, < (d—1)6? deve ser satisfeita, assegurando assim, Hinitantes pequenos para
Ko (WM)
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T Az ' i)\[l I {512
5.8021 + 1.5788: | 0.6342 - 0.746%: [ 0.0794 [ 0.1786
9.5627 + 2.5623: | 0.8858 - 1.406T¢ | 0.9747 | 0.0644
0.7956 + 1.5520: | 0.9663 - 0.1661: | 0.9805 | 0.0644
27046 + 0.7247: | 0.9642 + 0.2174 | 0.9884 | 0.0100
16.4207 + 4.3909: | 0.8811 -+ 0.2720: | 0.9224 | 0.0100

O o QS 2 | ™

Talrela 4.1: Pardmetros do sinal nsado 1os testes

Exemple 4.1.7 (Analise de k(Wy): Um problema proveniente de NMR) O cx-
emplo objetiva ilustrar o comportamento do nimero de condigio £(Wyy) e seus limitantes
tedricos conto fungdes da dinensfio M. Para tanto, utiliza-se wna matriz de vandermonde
5 x M em que 0s As, decritos na Tabela 4.1, provémn de wn sinal em NMR, veja [71].

O objetivo é mostrar que os limitantes para |1}, }| ¢ o préprio (W) como funcées
de M, tormam-se pequenos a medida que M rorna-se suficientenente grande.

O nlmero Dy € calenlado através de (4.14) e ilustrado na Figura 4.2. Na Figura 4.1

ilustra-se o rapido decréscimento de || far|}? para 0, a medida que M cresce.

O comportamento do liitante (4.8}, descrito na Figura 4.3, mostra que #z(W),) torna-
se cada ves menor a medida que A torna-se suficientemnente grande, A desigualdade que
garante valores mnoderados para este limitante, D}, < (d—1)82, é rapidamente satisfeita jd
que, se por wan lado, o valor de (d—1)8% 60.0399, por outro lado tem-se que DZ, = 0.0396,
D3 = 0.0328 D2, = 0.0308.

Figura 4.1: Comportamento de || fy %
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Figura 4.2: Comportamento de D2,.
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Figura 4.3: Limitante superior para y(Wyy), obtida no teoremna 4.8: liha solida, ¢
#£2(Wy): linha pontilhada, em cscala logarftinica,
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4.1.2 Andlise de Sensibilidade: Abordagem da Matriz Compa-
nheira

Aqui analisaimos a seusihilidade do antovalor A; através do mimero de condicio #(A;, Cu),
on seja, a andlise é feita considerando A; como antovalor de €, ¢ nao cowo antovalor de

DLn(A).
Tecrema 4.1.8 Seju A; wmn autovelor siinples do polindiio
-Pm{/\) = A"+ )\m‘]”m—i +orer ot g

Sejit Cy o malriz companheire associnda ao polinémio B, {A). Assuma que G, é decomposta
come Cy = Cp+Cy, ein que Cp = PC,, Cg= QC,, com P sendo a matriz de projecio
ortogonel sobre R{W};) ¢ Q@ = I — P. Enido o mimere de condigdo k(A;, C.) pode ser
cnleulado como

&(A,C) = \/1+|/\-|2+|,\‘|'1 N W

(4.16)
s\ IVl + 11(Ca — A )~ CoWhes 2

Demonstragdo: Sc }; ¢ um autovalor de C,, ¢é inediato gue mu autovetor a esquerda

associado a A;, € £; = Wne;. Por ontro lado, se rj ¢ uan nw antovetor A direita associado

m J

a0 wesmo antovalor, entdo 5 pode ser eserito comoe
5=+ . (4.17)

sendo ¢; = Wie; € M(W,.)1, ¢ gy um vetor no espago N(W,,).
E facil provar que ¢; ¢ autovetor de Cp associado ao autovalor A;. Utilizando csta

informacao, a relagao (4.17), ¢ a cquagio A;ry; = Cury = (Cp + Co)ry, veinos que

kY JJ

—(Cq — M) 0 ey,

A existéneia da inversa acima ¢ garantida porque A; ndo é autovalor de Co {7, 21]. A
igualdacde (4.16) resulta de sushstituir os autovetores £; e r; an {3.17), ntilizando o fato

de que cles satisfazem a condigao £5r; = 1 ¢ ¢y L ;.
O

Introduzindo a = max{[A;|}. prova-se que [16]
i

\/& Q™
\/”W"fl(.J”2 +(Cq = MD-iCg! l",,,r‘J” < |H»V‘1,I||2 1+ Tl
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Esta desigualdade mostra que a sensibilidade do autovalor A;, guando considerado como
autovetor da matriz C,, depende fortemente do tamanho da norma WL e que x(A;, Ca)

pode-se tornar grande quando [A;| & 1.

4.1.3 Andlise de Sensibilidade: Abordagem da Matriz Compa-
nheira Projetada

Para contornar a dificuldade do niunero de condigio poder ser grande quando JA| = 1,
vamnos diminuir a sensibilidade dos autovalores de interesse suprimindo de &(A;,Cu) &
influéncia da componente ¥; € N{W,,) na norma do autovetor & direita 7; da matriz
companheira C,. Este é o assunto do proximo teorema.

Teorema 4.1.9 Seju V wma matriz m x d cujos colunas formaem ume base drtonormal
para R{W2). Define
Co=V'CV. (4.18)

Entio o mimero de condigdo w{};, Ca) do autovalor A;, considerudo como autovelor de C,,
satisfaz

K031 Ca) = L Dl = Dt -+ 2D Wk (4.19)
Demonstragdo: A prova deste teorema pode ser encontrada em [14].
0O

Observagiio 4.1.10 A matriz C, definida em (4.18) ¢ a projegiio de C, no sushespago
gerado pelas colunas de V em termos dessa base, veja [123, Lecture 33, p. 254]. Essa
matriz é semelhante a Fyy, descrita em (4.5), portanto, ambas as matrizes temn 08 mesmos
autovalores. Isto justifica o nome da abordagem apresentada aqui.

A relevincia do resultado em {4.19) é que além da dimensdo do problema ter sido
reduzido a d x d (o que reduz significativamente o custo computacional), a sensibilidade do
autovalor melthora significativamnente: agora, ela depende apenas do tamanho do préprio
sutovalor e do comportamento da norma ||[Wie;|l2. Ainda mais, j& que

RVWL) = VWL W e = Wl Whll2 = (W),

veja [14] novaments, o teorema mostra que a sensibilidade global do problema de autoval-
ares associado a matriz €, depende do condicionamento da matriz de Vandermonde W,
A andlise de #({IW,,) como uma funcdo do grau do polindmio e dos préprics autovalores,
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desenvolvida anteriormente, mostra entdo que a sensibilidade global pode ser pequena
desde que o gran seja suficientemente elevado.

Uma estimativa para &(A;, C,) pode ser dada emn tennos do desvio da normalidade da
matriz C,. Isso é seinpre possivel j& que o espectro singular dessa watriz e Dy, (C,) sio
agora conhecidos (veja Teorema 4 e Lenuna 7 om [11]). Utilizando Teorenas 3 ¢ 5 por

Smith [104], segue o seguinte coroldrio.

Coroldrio 4.1.11 Seja C, a muiriz definida emn (4.18). Buiio o wimere de condigdo
£{A;,C,) sutisfaz

n(nu-1)72

d = 1o (3 + Tl Il = 57 I

N(‘\j)cﬂ) < [1+ (d — 1)(5_;2 1

(4.20)

em que §; = min | Ay — A4l
1 3 1€k Sd A 4
s

Este resultado é muito mais expressive que aquele dado no teorewa acima ja que agora
observa-se clarainente que para m suficientemente grande, excete paro o caso cm que
d; = 0, deve-se ter k{};,C,) de tamanho moderado e préximo de 1 se [A;] = 1.

4.2 Sensibilidade de Autovalores: Caso Polinomial
Matricial

Conforme descrito uo Capitulo 2, assumiremes que os coelicientes A; do polinomia ma-

tricial P (A) satisfazem uma relagdo de recorréncia do tipo
hkAU T hk'HAl SRR h‘H m-*l.A:n‘-l = hk—l tr k= 0: Lo (421)

com by = RAFL € €7, Re €™ L € C™, ¢ A = diag(A;, Ay, ..., Ag), tal que todos os

autovalores de P, (A) sao siinples ¢ lixes, e m > «. Eutdo, conforine visto anterirorinente,

Py

se I ¢ a j-esina linha de L, I; € autovetor & esquerda de P (A) associado o autovalor A;.

Os coeficientes Ay, satisfazein a cquagdo matricial
KnXa4=A"L, (4.22)
em que K, é a matriz de posto completo definida por

lcm = !L A AzL ‘. Am_lL], (423)
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and X4 = [AF AT;--- AT ¥, A matriz K é conhecida como matriz de Krylov, ou

na irea de sistemnas dindmicos como matriz de controlabilidade. Em termos da matriz
companheira em blocos, a relagio acima pode ser escrita como

KanCa = AKn. < (4.24)
Esta equacio simplesmente assegura que os vetores
-1
& =ejKm = [e}L, \je;L, ..., AT e}L]
sdo autovetores & esquerda de Oy associados ao autovalor A;.

Uma anglise de sensihilidade como aquela do caso escalar através da abordagem da
matriz companheira em biocos pode também ser dada aqui. Para isso, os autovetores &
direita de C4 podem ser descritos analogamente como no Teorema 4.1.8, e entdo uma
estimativa como aquela dada em (4.16) pode ser deduzida, com Kf e; em vez de W}le;.
Analogamente como 1o caso escalar, as estimativas assim obtidas podem ser muito pes-
shnistas devido A contribuicio da componente em A(K,.) do autovetor & dircita. Para
contornar essa dificuldade, analisaremos apenas a abordagem da matriz companheira em
blocos projetada.

Daqui em diante, a notagio serd levemente modificada com o propdsito de analisar
o efeito da dimensdo dos coeficientes Ay sobre a sensibilidade do problema de autovalor.
Para tal, a matriz companheira em blocos, associada ao pelindinio matricial de grau m
com coeficientes Ay € €79, gerd denotada por Ca(m, g). Em‘todos os casos, assume-se
que m>deqg> 1. O caso g = 1 significa simplesmente o caso escalar.

Uin resultado preliminar para nossa andlise, cuja prova é andloga aquela do Teo-
rema 4.1.3, é dado no proximo lemma.

Lema 4.2.1 Seja V = KIQ7il® em que Qg = KKy, Defina
Ca(m, q) = V*Ca(m, q)V.

Entao
Ca(m, q) = (Qung) ™/ *A(Qm )2 (4.25)

O lemna garante que a sensihilidade global do problema de autovalor associade 4 matriz

companheira em blocos projetada é essencialmente governada por /&{(Qm ¢}

Teorema 4.2.2 Se ¢ > 1 and m > d sdo mimeros naturais fivos, entdio
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fa} O nitmero de condigdo do autovalor A;, considerudo como antovulor de Ca{m, )},
pode ser caleulado como

£, Calm, g) = /14 DI 4 Il - [P0 [ e, (4.26)

em que €; denota o j-ésimo vetor candnico em R™.

() O niimero de condigdo x(A;,Ca(m, 1)) depende epenas de mutriz de Vandermonde
W descrita em (4.1} e ndo da motriz L.

{c) Assuma que m > d e que m seja fivo. Entdo, pare cade ¢ > 1 vole

i(A;, Calm, q)) < ﬁ()\j:C_.l(m, ).

(i) Sejud; = mkiu [Aj = Ael, 1 <k <d. Entio, paremn > d e g > 1 tem-se
ki
. . . " o (6=1)/2
d =1+ F3+ TG AP - S0, I
(d — 1)6;',? !

K(’\i: CA(TH'. l])) S 1+ (427)

em que fl € u solugdo de norma minime do sistema linear W,,x = A™e, onde

e=[L,...,]]" e R"
Demonstracio: Para provar () observe do Lemina 4.2.1 que
— o-l/2 _ Olf?
Ui = Q?u.l{ Gy € U= er{,qej
sao autovetores & esquerda e & direita de C4q(m, 4), respectivaincnte, associados ac auto-

valor A;, e que cles satisfazen a proppriedade uln; = 1. Além disso,
e q gy

llsilf = vjv; = € Quanges = KL 53,

llesll3 = wfus = €} Qmaes = llejKmlis = 1+ A+ Pgl* - + [
A dltima igualdade ¢ porque foi assumido que as linhas de L téin norma-2 igual a 1.
A igualdade (4.26) resulta da substituicio das duas iqualdades acina na defini¢io de
5{A;, Ca(m, ¢)) conforne dada por Wilkinsou, veja (3.17).
Para provar o item (b), obscrve que quando ¢ = 1 a sulunatriz L de Ky reduz-

*
se 4 um vetor coluna. Neste caso, pedese escrever @, = LW, WL, em que
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LW = diag(L1,- , Lna}, € com Wi sendo a matriz de Vandermonde introduzida na
secBo prévia. Utilizando esta ohservacdo e a andlise acina, segue que

wi1 = [lefWallall W] e5d2,

o qual prova o item (.
A prova do item {c) estd baseada no fato de que

1Kt el < 19 Lesll:- (4.28)

Isto pode ser visto da seguinte maneira, Seja ¢ = K!.e;. Entéo 4; é a solugdo de norma
minima do sistema subdeterminado

Kot = e;. (4.29)

Seja K, definida por
K =[LYW,, LOW,, - LOW,],
em que
LY =diag(Ly s - - Lng)y i=1,...,¢.

Obviamente, K. = KaJ com J sendo win matriz de permutagiio apropriada. Defina
ainda

wtLow*
oo || WhL®
m :
wi @

Entao segue que
RnRR2 = LWOpM® L [AL@ 4y JAOY A A

porque as linhas de L tém norma-2 igual a 1. Isso mostra que IE,‘? ¢ uma inversa a direita
de K. Defina tamnbém v = 7 lE;?,e,-. Entdo v é wina de solugio de (4.29) ¢

I3

il

||W§,€:'||§|Lj,1|2 + ||WJJ;J'||§|LJ'.2I2 +o 4 [WheslIFl Lyl
|§Wmﬁji|%(Lj,112 + | Lial* + - - + | Lsal?)
”W:Iﬁj“z'

i

A dltima igualdade deve-se ao fato da j-éssina linha de L ter norm-2 igual a 1. Este
resultado prova a designaldade (4.28), porque ¥; é a solugao de norma minina do sistema
(4.29), e prova automaticamente o item (c}.

Finalmente, o item (d) é mna consequéncia imediata do item (c) e Corolario 9 in
Bazén [11].
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]

As propriedadees () e (b) garantemn que a sensibilidade do autovalor depende essen-
cialmente do condicionamento da matriz de Krylov £,,. Ja a propricdade (¢) garante
redugdo de sensibilidade do autovalor quando extraide de um polindmio matricial com
coelicientes A; de ordem g > 1 {om teoria de sistemas, isto acontece quando as matrizes
fiy, representam respostas ao hnpalso wnitario correspondentes a uw sisterna cow entradas
widltiplas). Veremos posterionnente que a sensibilidade <o autovalor usualmente dimini
signilicativamente quando ¢ = 2 comparado com o caso ¢ = 1, ou seja, ¢ = 2, usnahuente
assegura que &{A, Ca(m, 2)) € &(A,Ca(m, 1)).

Finalmente, a desigualdade (4.27) sugere que autovalores tal que |A;] & 1, ndo extreina-
wente proximos uns aos outros, {ou scja, d; nao muito pequeno), tornamn-se quase perfeita-
wente bemn condicionados toda vez que || f[j3 2 0, porque neste caso x(A, Cq{m, 1) = 1.
E iuteressante notar que as condigdes |A;] =~ 1, ||f1]|2 = 0 sfo wuito freqiientes e
conexAo comn sistemas mecdnicos leveinente amortecides.  Alguns exemplos podem ser
vistos cin [10].

4.2.1 Analise de Sensibilidade: Um Caso Real

Exemplo 4.2.3 (Mini-Mast Medel) Neste exeiplo considera-se um polinéuio matri-
cial associado a win sistema dindmico conbecida como Mini-Mast. O Mini-Mast é numa
viga estrutural utilizada para pesquisa ein dindmice estrutural ¢ controle ativo de vi-
bracoes na NASA Langley research Center [86]). O sistana ¢ deserito por equagdes de
estado do tipo

{ t= Ar+ Bu (4.30)
y= Cu,

e que A, B e C sdo de ordem 10 x 10, 10 x 2, ¢ 2 x 10, respectivamente (ou scja, o
modelo inatemdtico considera duas entradas ¢ duas safdas). As entradas das mnatrizes
A, B e C podem ser encontradas em [86]. As matrizes /iy da relagdo de recorréncia (4.21)
580 portanto 2 X 2 e descritas como

he =Ce?2%B. k=0.1,....

Q sistcina caracteriza-se por possuir 2 pares de autovalores wmite proximos ung aos outros,
sendo portauto um excelente teste para algoritinos de identilicacdo na drea de engenharia

aero espacial. Os autovalores sio dados por Ay = %%, § = 1: 10, com At = 0.03s. As
freqiiéncias e amortecimentos (descritos pela parte imagindria ¢ parte real dos autovalores

A;); os autovalores ein wédulo, e as separagdes §; sdo descritos na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Autovaloes e separagoes.

Modo | Fator de | Fregiiéncia [A5] d;
q Aumnort, rad/s
1 0.32007 27.42011 | 0.99017 | 0.32299
2 0.38683 38.68230 | 0.98846 | 0.00982
3 0.38352 38.35103 | 0.98856 | 0.00982
4 0.09066 5.03555 0.99728 | 0.00011
5 0.09055 5.03176 0.99728 | 0.00011

Este exemplo visa ilustrar os resultados tedricos descritos no Teroremn 4.2.2. Para
tanto, caleula-se o nimero de condigiio do autovalor A; considerado como autovalor da na-
triz companheira projetada associada a polindinios de graum =10em = 20. Cohsidera-se
g =1 {0 caso escala) e ¢ = 2 (o caso polinomial matricial). Os resultados da Tabe]a 4.3
mostram que o ninmero de condiglo pode de fata, decrescer drasticamente cotn o awmento
de m quando ¢ > 1, tornando o autovalor muito bem condicionado, contrariainentc ao
que ocorre quando ¢ = L. Ou seja, redugio de sensibilidade é efetivamente obtida quando
o autovalor é associado a wa polindmio matricial.

Tabela 4.3: Nameros de condi¢io dos autovalores do Sistema.

Modo | &, Calm, 1)) | &(3,Ca(m, 1)) | £(A, Ca(m, D)) | 604, Calm. 2))
i m=10 m =20 m =10 m=120
1 0.00017 x107 0.00130=10° 1.84786 1.00766
2 0.00127 x107 | 0.02310x10° 1.20076 1.00611
3 0.00136 %107 | 0.02311x10° 1.71432 1.00758
4 3.10889 x10F | 4.75131x10° 1.52448 1.00447
5 3.11084 xi07 | 4.75306x10° 2.15234 1.00587

4.3 Andlise de erro: Caso Escalar

- Apresentamos estimativas para o erro [M — Ay, | = 1,---,d, considerando que os As
sio extraidos a partir de wna matriz de transigo T calculada pelo método de subespago
que utiliza a propriedade de deslocamente da matriz de Hankel associada ao sinal, ou

seja, a matriz T satisfaz a equagho (2.17) (veja Cap. 2), e que os s sdo autovalores de

T 2 T Para tal, observe da prova do Teorema 2.1.4 (veja também {2.18) ), que a matriz
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de transicdo T tein wna decoinposigiom espectral do tipo
T = (V'Va AWV Vi) (4.31)
Dai, segue que a natriz de autovetores satisfaz k(V*Vy,) = w(Vas), ¢ assim, a sensibilidade

dos autovalores A depende de k(Vj}, o ntuncro de condigae da matriz de Vandennonde.

Portanto, se T denota wna aproximacao de T, a teoria cldssica de perturbagio de auto-

valores, veja a relagao (A.2.6) ¢ (4.31), garante que
A =M < IT = Tls(Var), 1<I<d (4.32)

Deseja-se mostrar que os autovalores A; podeln-se tornar insensivels a pequenas per-
turhagdes nos dados, sob certas condigdes.
Como o comnportamento de xy(Vy) jd foi cstudado anteriormente, falta estudar agora

o comportamento de ||T' = T||. O erro ||T = T, serd analisado somente 11os casos e que
T ¢ estimada através de téenicas de quadrados ininimos, como desctrite e (2.19).
Sejam Vs e Vs matrizes M x d, coin colunas ortonoriais, que gerain o subespago sinal

exato Sy € 0 subespaco sinal aproxinado Su¢ respectivamente. Decowponla Vi e Vg

ST,

onde x* ¢ y* representam a primeira e a Gltima finba de Ve respectivamente, e 3¢ j* a

primeira e a {(lthna linha de Vg respectivamente.
Observe que, para sinals livres de rufdos, a matriz T ¢ a iinica solugao do sistema

(2.17). Sejan A=A+ A, B=B+Apeasumna que A possui posto igual a d. Entdo

oerro em T é:
T-T = A'B-T
= ANB+Ay)-T
= E‘(AT+AB)"T
= ANAT - AT+ Ay -T
= A(=BAT + Ay). (4.33)

A tltima desigualdade segue do fato de que A4 = I, pois foi assumido que rank(A4) = d.

Tomando a norina-2 em ambos os lados de (4.33}, tenrse:

VT - 70 < RATKT (N2l + A 5]), (4.34)
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wma vez que ||T]| = 1 (ver [10]). Observe que, para se obter gualquer estimativa de erro,

favoravel & andliss, V3 deve ser escolhida o mais préxine possivel de Vi, Isto é semnpre
possivel, e pode ser feito escolhendo Vs = VX, onde V é qualquer mnatriz M x d, comn

colunas ortonortnais que geramn o subespago Sy, ¢ X € ¢4 ¢ wna matriz unitdria que
resolve o problemna de Procrustes Ortogonal:

min [VX ~ Vs||p.

Defina G = 175'1/, ¢ considere a sua decomposicio cm valores singulares G = PEQ*.
Entdo, a matriz unitéria que resolve o problema de Procrustes ¢ X = ¢ P*, maiores
detallies sobre a solugio deste problema podem ser encontrados em {59, p. 601]. Usando

esta escolha de X, scgue que Vs = V@GP, e assiin

Vs = Vsl* = IVQPT = V) (VQP - Vs|
= |2 - PQVVs - V3VQP|
= ||l2f - PQ*G* — GQF"||
= 2| — PZP*|.

Da Segio A.6, no apéndice A, tem-se que os cossenos dos angulos entre os subespagos
Sar € Spy 580 os valores singulares de V§V, os quais estiio contidos em £. Usando esta
observaciio, a desigualdade acima implica em

=~ ?
AVs = [IVs — Vslt = 2sen 5, (4.35)

onde §, algumas vezes chamado dngulo de subespeco, denota o maior dngulo candnico
entre Sy e Spr. Como [|Aal] < JAVs] ¢ [Ag] < |AVs]|, usando estas desigualdades em
(4.35), obtem-se o seguinte resultado:

Lema 4.3.1
~ ~ [
T = T|| < 4[| 4" || 7] sen 3 (4.36)

Observe que nesta esthnativa [|;l_f|| e |T|| dependem fortemente de M, o nimero

de linhas da matriz H (). lsto sugere que devemos discutir o comportamento dessas
quantidades como funcdes de M. De fato, seja C' wma matriz companheira, M x M, tal
que

CVM = VMZ,
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onde Vi, é mna matriz de Vandermonde como em (2.8). Entde, comno VsV3Vu = Vi,
pois VsV3 € o operador projeqao ortogonal em Sy ¢ as colimas dit Vi pertencew a este
espago, a equagdo acila pode ser rescrita como

CVSV_.;VM = ‘@V;VA!Z
Usando csta igualdade, o fato de que ViVs = I ¢ (L.31), segue entdio que
SOV = (ViVa)Z(VsVa)™ = T,

Usando agora o Teorema 2 de Bazdn ¢ Toint[10], tem-se que

T}z = IV3CVsll2 < /1 + [l full3-

Dai, por causa do decreseiinento de ||fM|| para zere a medida que M eresce, segue que
para M suficientemente grande, tew-se [T = 1.

Por outro lado, observe tamhém que [|A] = 1/(1 ~ (IZ[1%) = 1/(1 — ||ar]|*), otsde Fas
& a ditima coluna do operador de projegio ortogounal no subespago Spr. Isto RUZCTC (e
se [|far

se comporta aproximadamene como |jpar|l, a qual decresce com M e permancee

préxima de 0, para M suficientemente grande (veja [10] novamente), entdo ||Al|| nao deve
ser muito maior do que 1. Desta forma, conclui-se que a estimnativa dada no Letna 4.3.1,

depende fortemente de M, apesar da proxiwidade de Sy ¢ Sy, medida pelo 4ngulo entre
os subespagos também ser inportante. Isto signilica que para valores de M grandes, o

limitante (4.36) Gca préximmo de 2sen #, a menos que Sy esteja muito distante de Sh.
Apesar deste resultado ndo provar que os erros nas entradas da matriz de dades nao sao
propagados no cdleulo de T, par M suficientemente grande, ele assegura pequenos crros
em T ¢ dngulo entre subespaco suficientanente pegueno.

Substituinde (4.36) e (4.33) obtéin-se o préximo reorciua:

Teorema 4.3.2 0 erro nos untovalores satisfoz

= e d .
e = &l < 2B Tl (7 + VoFE =) sen 3, (4.37)
onde 1 & dudo no Teorema 4. 1.5.
Coma ja foi discutide na sefio anterior, para valores de Af suficientenente grandes, i
torna-se ima constante wnoderada. Assin, o comportamento de [|4Y e | T)| como fungdo

de M, assegura que, se Vg & suficientemente préxina de Vs, no sentido da norma de
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Frobenius, entdo o limitante para o erro nos auvtovalores do sinal pode ser considerado
como o produte de sen § por mma constante moderada, isto é

[M—Z|=0(sen®), 1<i<d (4.38)

Ser4 assumido agora que Vs é estimada pela SVD da matriz de dados () =H{)+E.
O proxime corolario fornece i limitante que depende do tamanho de || E| e do menor
valor singular 180 nulo da matriz de dados exata gu(H(I)).

Corolario 4.3.3 Assuma que uma bese pare .§M ¢ calculada atrovés da SVD de H (1.
Assumindo tembém B < o4(H(I)}, o seguinte estimativa de primeira ordem para o

Emitonte de || T — T em (4.96) ocorre

3]

T—T| < 2| A T —ropms 4.39
I7 =Tl < 218 T s (4:39)
Conseqiientemente, o limitante do erro nos autovslores do sinal (4.97) tornu-se
[A = 2f < AN T (7 + VA2 —4) B 1<i<d {4.40)
- aa(H{B) 7 7

Demonstragio: Sejam a SVD de H{l) e de H({) respectivamente:

HO=[ U w][%‘ E‘LHE] e @) =[ O, E}g][% }%] % ,

onde U, Uy, Vi e T possuem d colunas. Se | E|| < oz(H({)), entéio uma base ortonormal
para o subspaco sinal aproximade (gerado pelas colunas de &), é formada pelas colunas

de uma matriz M x d, digamos 0, tat que
0, = (U + UPY(I + P*P)~\2, (4.41)

onde P é wna matriz de ordem (M — d} x d, cuja norma ¢ da ordem de || E|| ( em [119]
podem ser encontradas maiores explicagdes), e (I - P*F)~12 ¢ a inversa da raiz quadrada
da matriz positiva definida (I + P*P). Embora nfo seja possfvel encontrar a matriz P, a
sua norma || P|| é mterpretada como a tangente do naior dngulo canénico ©, veja Stewart
[107]. Por outro lade, como

Uyt = 0ty = (I+ P*P)12, (4.42)
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e, como os valores singulares desta watriz Hermitiana, sio os cossenos dos angulos
candnicos entre Sar o Sy, apds algumas manipulagdes algéhricas segue que, (16, =&, ile =
2scn % Isto assegura que Uy é a matriz mais préxima de U;. no sentido que 1y — i

¢ miniizada. Finalmente, como

£l

ft
2sen = < tan® = ||P|| € —l_
sen 5 < ta Il ””"od(H(l))

onde a tiltima desigualdade vale até a primeira owdlem de aproximacio, veja Vacearo [119].
As desigualdades (4.39) e {4.40) seguent da substituigio desta desigualdade em (4.36) c
(4.37), respectivainente.

a

Observe que a designaldade (4.39) wostra que irfio ocorrer redugies nos erros de en-
trada, sempre que 2 || A |T) < au(H (1), wm fato que ¢ freqitentemente observado se A
for suficientemente grande. Por utro lade, esta desipualdade sugere escolher as dimensées
da matriz de dados, de forma que o limitante seja minimizado para garantir o angulo
pequeno entre subespagos. Nao existe nenhum resuttado tedrico solwe o comportamento
de og(H{])} como uma fungéo de M e N, mas evidéncias empiricas ¢ alguns resultados
tedricos recentes [10, 16], sugerem escolher a matriz de dados o mais préximo possivel de
uma matriz quadrada. Desta forma o H (1)) pode atingir um valor indxime, neste caso
o limitante pode ser miniizado.

4.3.1 Resultados Numéricos

O objetivo desta subsecdo é ilustrar numericamente as estinativas tedricas de erro ohtidas
neste sego. Para tanto, utilizinos wm sinal tipico da drea de Ressonéncia Magnética
Nuclear extraide de [71]. O sinal ¢ modelado por (2.1) e possui 5 exponenciais. Os
pardmetros que descrevem o sinal, hem cowmo a separacio entre os A's, sio dados na
Tabela 4.1. Os pardmetros A, [ = 1, - -5, satisfazein [Af 2 1, e a separagio entre eles ¢
satisfatéria. O intervalo de amostragein ¢ A = 0.0001s.

Para efeito de ilustragio do coinportainento dos limitantes para o erro nos autovalores
| A — X;[, foram calewlados o limitante (4.32), o erro [A — X¢|, senf, 2sen 2, | E(|/oa(H)
e T — 7). Os autovatores A foram calculados usando (2.17), as watrizes A ¢ B foram
calculadas a partir da SVD da watriz 7 (I} = H{!) + E, cujas entradas sao amostras do
sinal perturbado & = & + ¢, onde o ruido € é da ordem de 3%, isto &, ||e||/I|2]] = 0.03.
Os resultados apresentados sfo a média dos valores obtidos para 100 experimentos coin
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Figura 4.4: [|B||/e4(H(})): linha continua, sen #: linha tracejada, 2 sen %; linha tracejada
e pontilhada, em escala logaritmica.

ruidos diferentes gerados no Matlab, porém da mesma ordem. A Figura 4.4 mostra os
comportamentos de send, 2sen §, || E||/oa( H). Percebe-se que estes valores decrescem a
medida que a matriz H(!) torna-se uma matriz quadrada. O linitante para o erro nos

autovalores (4.32), o erro |7 — T'|j e o erro proprismente dito, nos autovalores Ay, A e g
sfio apresentados na Figura 4.5, na qual, percebe-se novamente que o erro nos antovalores
diminui a medida que a matriz torna-se quadrada.

Figura 4.5: Limitante (4.32): linha continua, ||T" — T||: linha tracejada e pontilhada, e
| A=Ay paraf = 2,4, 5: linhas pontilhada, tracejada e continua-pontilha, respectivamente.
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4.4 Analise de Erro: Caso Polinomial Matricial

Analogamente ao caso escalar, o objetivo ¢ deduzir estimativas para o erro [A; — A4, em
que A; ¢ o autovalor extraido da matrix Ca(nt, ¢) = V'CaV, na qual é assiunicdo que V ¢

wna aproximacao para V, e Cu € umia aproxiaciio para a watriz companheira e blocos
Cy.

A ideia chave para desenvolver a andlise de erro para o caso polinowial matricial ¢
perceber que, desconsiderando autovalores nalos,

MCalm, q) = \V'GaV) = AWV Ca).

On seja, a ideia é perceber que o erro no autovalor A; tainbém pode ser estiinado a partir
das matrizes VV*C, ¢ VV*C,. Para simplilicar a analise e notagéio, estas matrizes serdo

denotadas por Ap ¢ Zp respectivamente. On seja
Ap=VV'Cy,  Ap =V, (4.43)

Portanto, as estimativas de erro que dedizireinos s&o bascadas no resnltado cldssico da
tedria de perturbagio de autovalores:

|’\i _le < RJ'.‘I”‘ZP - A'P”‘Z: J=1....n, (444)

e que K, 30 os nimeros de condigio do autovalor A; considerado como autovalor
da matriz Ap. A principal vantagemn desta abordagemn é que os &;,'s 580 exatamente

os niineros de condicao £(X;, Ca(m, ) estadados autcrionnente (veja Bazan [14]), nais

nportante ainda, é que o erro e norma {|Ap — Ap|2, cowo vereinos a seguir, é simples

de se estiinar.

4.4.1 Estimativas para ||Ap — Ap]ls

Contegareinos com uma definigiio preliminar.

Definigdo 4.4.1 Scjamn S, S dais subespagos de R™ cow a meswa dinenséo. Sejan P
¢ PP as matrizes de projegio ortogonal sobre & ¢ 8, respectivamnente. Eutdo a distdncia

cntre os subespagos S and S ¢ delinkda comoe

d(8.8) = || = Pl (4.45)
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Um resultado bem conhecido da érea de Algebra linear numérica é [59, p. 603]

d(8, 8) = sin(f), (4.46)

em que 8 denota o maior dngulo candnico entre S e S. Detlhes sobre dngulos candnicos
sdo encontrados em [59, p. 603], veja tamnbém Apéndice A.6.

Lema 4.4.2 Sejom Ap e Ap 0s motrizes introduzides em (4.43) tul que o iltimo vetor
coluna em blocos de Cq, X, € e solugdo de norme minima do sistema ({.22} ¢ Xséo

iltimo vetor colune em bloco da matriz 5,;. Entdo

IAp — Apliz < 4/sin(6)? + [Inl3, (4.47)

em que sin(f) € e distdncie entre os subespagos gerados por V e V,e n=X} - Xa

Demonstragdo: Particione os operadores de projegéo ortogonal P = VV* e P=VP
coIno
P:hjlans"-apN] e P=[51:52:"'|§N]: (448)
emaque p; e f;, i = 1: N sio de ordem N x gq.
Utilizando (4.43) é imediato que Ap — Ap =[ea,++ ,en, 7). Portanto,

(Ap — Ap)(dp ~ Ap)T = el + -+ enely + 7" — 1€l
(P—PHP —P)" + " — s,

Tomando a norma-2 em amnbos os membros segue que
A7 — Apll} < sin(6)” + [lnllz, (4.49)

o qual prova (4.47).
0O

Observagiao 4.4.3 Em problemas prdticos, o subespago span(lj) e os cocficientes X A
sdo computados & partir de wina matriz de informagbes com estrutura Hankel em blocos:

H=H+ E, em que H ¢ E sio desconhecidas. Portanto, quantidades que aparecem
no lado direito de (4.43) dependem da quantidade de ruido nos dados e do ntimero de

condigo da matriz de informacGes £(H) . E bem conhecido que se || B2 < ou(H), entdo

span{V) = span(V) em cujo caso sin(#) ~ 0; e a mesma conclusdio pode ser tirada em
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relagho a ||4]|2 desde que a matriz de Hankel ndo seja mal condicionada. {veja, Hausen [65,
Teor. 3.21, p. 56]).

A coudicdo [[E|ly € a.{H) depende da prépria segiiéueia {hy} e da dimensio da ma-
triz Hankel em bloco H. Para o caso escalar (fy, € €), foi provado por Bazan e Toint {16]
que cssa condiclo ¢ passivel de acontecor quando a watriz de Hankel ¢ quadrada ¢ a di-
nensao ¢ suficienteinente grande. Na prética, verilica-se fregqiienteente que gp(H) cresce
nais rapitamente que ||Ef|2. Poréw, nada é conbiccido em relagio ao caso umltivaridvel.
Entreta-nto, existamn evidéucias cupliricas que tal condigio ¢ satisfeita quando a dimensdo
da matriz Hankel e blocos ¢ suficientemente grande (desde que a sequéncia de watrices
{/} ndo seja dominada pelo rufdo); algnns exewplos podemn ser vistos an [6].

Finahnente, deve-se ohservar que, se o erro relativo nos coeflicientes X | ¢ pequeno, on
soja se {]|3 < ||X |13, entdo, devido ao fato de que ||2X |z approxiwa de xero quaide N

¢ snficientemente grande?, couclui-se gqne uma estimativa razodvel para o erro e Ap 6
[l4p — Apllz ~ sin{6). {(4.50)

Subsitituindo (4.47) em (4.44) ¢ utilizando a estimativa para &(Ca(i, 1)) dada no Teo-
rema 4.2.2, obtéimn-se o seguinte resultado.

Teorema 4.4.4 Utilizando as esmaos notagdes o Teorema 2.2, o sequinte cstimoebiva
vale

; d ; o 2 d=n/2e
A=+ M+ T Pl = 55 AP
(d — 1)8? : " (4.5])

x (sin(f)® + Inl$'*, j=1,....d

By=xnlg 1+

Ja que os fatores do lado direito de (4.51) dependen fortemente da dimensao da watriz
de Haukel, se H 6 suficienteinente graude ¢ se os antovalores nio sfio muito proximos uns
dos outros ¢ préximos do circulo nnitdrio, entao, exceto paro os casos em ne o nivel de
ruicle nos dados é extremamente alto, o erro nos antovalores pode ser estimado cono

(A = Ml = sin(9), j=1,....d (4.52)

Esta conclusfio vem do fato de que o fator da esguerda se aproxima de 1 enquanto que o
fator da direita aproxina de sin{#). Autovalores proximos do cirento unitdrio aparecem
fregitenteniente em conexdo cow estruturas dindmdcas moito fexiveis. Um exemplo que
ilustra a estimativa (4.52) é dado a seguir.

2A prova de que | X — 0 quando N — ¢ é analoga o o Teorema 4.1.2
[ 1 1 it
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4.4.2 Anilise de Erro: Um Caso Real (Mini-Mast)

Tlustraremos a potencialidade das estimativas (4.51) come wn instrumento de avaliagao
de erro n0s autovalores da estrutura MIni-Mast. Para tanto, matrizes de Haunkel em
blocos de vérias dimensdes foram perturbadas por ruidos aleatérios com média zero e
distribuigipo Gaussiana. A seguir, foram caleulados as estimativas dadas por sin(#), o

préprio erro [A; — A;, & norna do erro na matriz de dados: [E||z = T = H|la, ¢ cu(H),
o menor valor singular ndo nulo da matriz de Hankel { d = 10, neste caso).

S&o apresentados os valores médios de 100 realizagdes correspondentes a dois niveis de
ruide, especilicados pelo desvio padriio dos niuneros aleatdrios.

Os resultados correspondente ao desvio padréio 8 x 1077 (nivel haixo) sao aprescntados
na Figura 4.6 (a) e {b). A parte (a) ilustra que o4(H) realmente cresce mais rapidamente
que a norma da matriz de perturbagdes || Elz, enquanto que a parte (1) mostra que sin(6)
é de fato wna aproxinagdo razodvel para o crro nos autovalores (veja (4.52) ). Un fato
bastante interessante & ser observado & que o erro tende a decrescer a nedida que &
dimnensiio da matriz de Hankel aumenta.

Os resultados correspondentes ao outro nivel de rufdo, comn desvio padrdo igual a
4.75 x 10" (nivel alto), s3o apresentados na Figura 4.7. Esta’ figura repcte a figura
anterior mas comn matrizes de maior dimensdo. Neste caso o desvie padrdo foi calculado
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Figura 4.6: Resultados utilizando ruido baixo: (a) g4(H) (linha traccjada) ¢ valor médio
de ]| El; (linha sélida) como fungdes da dimenséo da matriz H. (h) Valor médio do erro
méximo em valor absoluto de X; (linha sélida ) e valor médio da estimativa dada por
sin(#) (linha tracejada).
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de modo que o valor singular gy(H) seja aproximadammente dominado pelo tuido (veja

Figura 4.7-{a)). A qualidade dos autovalores estiinados deteriora mm pouce om relagio

aos do caso anterior, isto pode ser apreciado ua Figura 4.7-{(b)). Analogamente ao caso
anterior, o erro ainda tende a decrescer com 0 awnento da dinensao.

10

{a)

Figura 4.7: Resultados utilizando ruido alto: (a) o4{H) {linha tracejadada) ¢ valor médio
de || E|]; (linha sdlida) eomo fimgdes da dimensao da watriz . (b} Valor médio do erro
maximo em valor absoluto de A; (linha sélida) ¢ valor médio da estimativa dada por sin{6)

(linha tracejada).
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Capitulo 5

Computacao de Autovalores

5.1 Introducgao

Vidrios problemnas praticos requerem o caleulo de apenas alguns autovalores da matriz as-
sociada ao problema ¢ respectivos autovetores. Por exemplo, a instabilidade local de um
sistema dindmico préxiino a umn ponto de singularidade é consequéncia da existéneia de au-
tovalores, da matriz jacobiana do sistema, com parte real positiva. Uma téenica utilizada
para verificar se uma matriz tem autovalores com parte real positiva ¢ utilizar traus-
formagoes de Mabius que leva o seniplano complexo fte z > 0, ao c¢irculo unitdrio [24].
Outro exemplo é ¢ problema de compressio de hinagens digitalizadas via decomposicio
em valores singulares (SVD) (ver apéndice) da matriz de dados X armazenain-se apenas
os maiores valores singulares e respectives vetores singnlares associados a X (& esquerda
e & direita). Uma ilustragio shmples (ver [42]) ¢ a seguinte: no Matlal vérias imagens
estao disponivels em arquivos .maef, por exewplo, elown.mat, mundrill mat, eurth.mat,
durer.mat ctc. Os comandos

lond mandritlmat; [U,S, Vi=sud(X): colormapgray’);
imuge{ U, LR)¥S( 1k, 1:R) V0 LR) )

produzem wma imagem com resolugao gue depende da aproximaciio de X a partir da
aproximnagdo via decomposicio parcial U S VT, e gque Sy 6 una watriz diagonal forniada
pelos & valores singulares dominantes (os k mnaiores valores singidares). QO comando lond
mandrill.met cria uma varidvel X na gual ¢ anmazenada a watriv de dados euja orden,
1o caso, ¢ 480 x 500. O comando fmaye(X) produz a iinagem original,

Os valores singularcs de wna matriz 4 sfo as rafzes quadradas dos autovalores pos-
itivos da matriz A¥ A, Cowmo caleular os antovalores de wmma natriz” Computar o seu
polindinio caracterfstico hnplica em muitas operaghes wanéricas, o que pode ocasionar
nnitos erros de arredondamento. E, nma vez computado. o cdlenlo de snas rafzes tewl

3
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Figura 5.2: k=40

Figura 5.3: k=80
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qne ser feito por inétodos iterativos, se a ordein da inatriz for maior que 4 - nao 4 forinas
fechadas de resolugao de polindinios de gran > 5, conforme Teoria de Galois. Hd inétodos
para a computagio de autovalores, bascados e dlgebra matricial. Em Matlab {ou no
sistema iterativo Octave, distrilmido conn o Linux) calenlain-se todes os awtovalores de
uma watriz pela fungRo eig. Essa fimgao é construida a partir de uma implementagao
othinizada do Método QR, que ¢ um método de decomposicio espectral muito oficiente. As
implementagoes praticas desse wétodo tranformam o prablema de calcular os autovalores
da matriz A e outro: o de calealar os antovalores da sna forma Hessemberg (ou forma
quasi-triangular). Eutfio procura-se desacoplar o problewa {diminuir a orden da matriz)
por iteragdes que tornail o clemento o, ,.., cada vez maix préximo de zero. E, assim, por
diante, até calcular todos os autovalores. Téenicas para zerar esses elementos abaixo da
diagonal priucipal da watriz de Hessemberg fazem cown gue a convergéucia ocorra pref-
crencialiente para os antovalores dominantes da matriz. Uwna téenica de deconposicio
parcial do espectro € inserir eritérios de parada quando se atinge uin determinaco wimero
de autovalores convergidos.

Neste capitulo, disentiremos brevemente o método QR e apresentaremos ontres mié-
todos nunéricos que calenlam algis antovalores de wmua matriz (nAo necessariamnente
dominantes), e a seguir, disentiremos um conjunto de métodos para caleilar os valores
stugulares dominantes de natrizes provenientes de probletmas HR. O capitulo tennina
com uma breve apresentago sobre métodos munéricos para antovalores de polindntos
matriciais.

5.2 Autovalores Matriciais

Seja A € C™ wna matriz diagonalidvel tal que os seus nantovalores, A, ..., An, sat-
isfazetn Al > |Azl = [As] = .. = |Aal- Scja {w, ..., v} base de antovetores de €7,
awsociados respectivainente aos autovalores achna. Scja wp € C", v % 0, tal que
v=mu) F ...+ Uy, &y # O

O wétodo de poténcia (2 = Aww-y, wx = zfr, o que ¢ ¢ coordenada de 2 de
mdxime valor absoluto) ¢ tal que ap converge para umn vetor do autoespago gerado por
v, 0 autoespago dominante de dimensfio 1 (porque associado ao major autovalor e valor
absoluto}: ¢ converge para A, E s6 ohservar que o vetor ay, estd no subespago gerado
por uy, = AFayg. Assim,

Uy = rtlx\:“u; e r[,,/\f;'u,, =

A\ F A
=M i +ay Z2) et Uy |l — |
: Al Ay
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e, logo, quanto maior for &, menor a influéncia das diregdes dos autovetores vz, ..., Uy €111
Lk

Em resumo, dados A e xg como acima, o algoritmo abaixo gera vetores )5 cada vez
mais préximos de {v1], o subespago gerado pelo vetor . A rapidez com que esse método

converge depende do quociente [:‘ﬁl.

Zp = A.‘L‘k_l
o =efan,  loxl =112l
Tk = BfCh

H4 outras versoes do método de poténcia nas quais a normalizacdo ¢ realizada comn

outras normas [59].

. 12 . 0 . 1/2
Exemplo: seja A = 1 4 ) Seja zg = L Assim, o = 1 Je= 4;

Ty = (5/1{), G =4-1f2="T/2 & = (19/2?), e3 = 4—5/7T=23/T: 24 =

1
autovetor associado a 3, para o qual ¢, tende por sua vez.

( 65/73 ), cq = 4 — 19/23 = 73/23; etc. E facil ver que x, tende ao vetor ( 1 ), que é

Podeinos pensar o método de poténcia comoe um caso particular de métodos do tipo

_ flA)za
==

Lk

onde f(A) é em geral uma fungio analitica e cx, um normalizador, para evitar nimeros
nmito grandes (note que o conceito de nimero grande faz sentido em aritmética de ponto
flutuante). Se tudo correr bem, o vetor de iteragiio converge para um autovetor associado
a0 maior autovalor de f(A) em valor absoluto, isto é,
112"355'" NI

Vimos acima o métedo de poténcia cléssico, com f{A) = A. Observamos também que
a taxa de convergéncia depende da raziio dos dois maiores autovalores em valor absoluto.
Observe que ¢ quociente agora ¢ entre os dois aiores antovalores em valor absoluto de
F(A); logo, se ou estiver interessado ewn computar Az, por exemplo, f deve ser de tal
modo que f{A;2) seja o maior dos autovalores, em valor absoluto. Interessante seria se
tivéssemos wna fungdo que fosse ao mesino tempo fAcil de ser computada e para a qual a
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razao entre o segundo aior autovalor em valor absotuto de f(A) e f(My) fosse o menor
possivel. Uma boa escolha ¢ a fungio

Ay =(A-pn7l,

onde p € wna estimativa do autovalor emn que en eston interessado, Nesse caso, a direcdo
wmais inportante ¢ aquela associada ao autovalor wais préximo de y, on seja, a

= max ——]|.

1
|/\T[t| llsiSN Ai—
Quanto mais préxime for i de algiun avtovalor, mais rdpido o métode convergird, Assin,
alén da escollia do vetor inicial, é importante a escolla do deslocamento (shift) inicial p.
O préprio método pode dar melhores estimativas para deslocamentos durante o processa-
mento. Por exemplo, o algoritmo scguinte utiliza wna estratégia ein que deslocamentos
sdo atualizados a partir de iteragdes anteriores:
£Lp }é 0
Parak > 1
e = (A — ey )b
o =i, el = [lnllee
Tr = Yrfen
He = -y + 1/cs

Quando A ¢ real e simétrica, se x é uin vetor real nio mitlo,

al Ay

aly

r{x) =

niniiza a forma quadrdtica ||Ax — Az|[®. Esse ntiero ¢ chawado de quociente de
Rayleigh de x. O algorituio de iteragio inversa, nesse caso, pode ser reeserito da seguinte
forina:
iloll2 =1
o = r{ze)
Para k >1
Y = (A hd ‘f‘k-][}_l.'t';r_l
e = Yo/ |lyull2
g = ()

Esse algoritino, para matrizes simétricas. couverge quase sewpre {quando [|Aze —
rixe|2 < tol, existe wm antovalor A de A tal que | — A < fol [42]). A convergéncia ¢
e geral clibica. Ou seja, o nimero de digitos corretos triplica assintoticamente a cada
PAsso.
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5.2.1 Transformagtes de Mobius

Outras fungbes interessantes sfio as do tipo

Observe que f{2) = 1+ (b—d)/(z +d). No easo de una matriz 4, f(4) = I+(b-d)(A+
df)~!, ou seja, poténcia com f ndo é muito diferente do método de iteragao inversa com
deslocamento [24], [23].

Essas fungdes sio interessantes pois transformam semiplanos complexos emn circulos, o
que faz com que o problema de se caleular autovalores em semiplanos resume-se a calcular
autovalores numa regido limitada.

5.3 Meétodos de Iteragao Simultanea

Generalizar o método de poténcia para calcular alguns autovalores downinantes de uma
matriz implica em realizar algumas operacdes com os vetores resultantes da multiplicagio
matriz-vetor a fim de evitar que convirjain todos para o autoespaco dominante gerado
peor vy, por exemplo, no caso de |A] > |Ag|. Uma operagio seria normalizar os vetores
de algum modo, para que os vetores ndo fiqiem muito grandes; outra, para evitar que os
vetores se tornem linearmente dependentes, seria, por exemplo, ortogonalizd-los (Iteragio
Ortogonal}, on fazer wma decomposigio LU da matriz de vetores etc.

Seja A € C"*™. Vamos supor que A é diagonalizdvel, que Ay, ..., A, 880 seus antoval-
ores e que

[M]Z .2 2l = Pt 202 Al

Um método interessante é uma generalizagio do método de Rayleigh-Ritz para varios
vetores [35]:

XO c anrwp‘ }/0 € ﬂnxn—p, YUTXD =7
Parak >0
By = (V7 X)) MY AXL)
P.DyP;t = By
Ky = XeFr
Yy = Yl T

Dy, quando k cresce, tende a Ay, ..., A,. X tende aos respectivos antovetores & direita
e Y, tende aos respectivos autovetores & esquerda. Uma implementagio de uin wétodo
de iteragdo simultdnes (também chamado de método de iterago em subspage) pode ser
visto em [5].
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5.3.1 Métodos de Arnoldi
Os métados de Arnoldi computam mna hase ortonornsat @, de umn subespago de Krylov -
i, Agq, A%, ... A7y - tal que C);’,‘AQP = H, ¢ ma matriz de Hessemberg cijos antovalores

580 préxiinos de autovalores de 4. (3 comande eigs do Matlal utiliza a versio contida no
pacote ARPACK {84].

Arnoldi Basico

Seja A € R™". Seja Q = (4 -+ ¢.) wna matriz ortogonal tal que QTAQ = H, H
lessemberg superior. Loge, AQ = QH ¢, comparando colunas, temos que

k1l
Aqk:z:h,-;.q,- l<hk<n—1.
il

Assim,
*.
Mepiageny = Aqe — Zh,—w,- = ry
il
e by = g7 Age, i = 1, ..., k. Logo, s¢ re £ 0,
Ger = refhe) s ey ie = |rad]e-

Dado entdo um vetor ¢ unitdrio, ¢ procedinento de Armoldi é o seguinte:

o=
hl'o =1
k=10

enquanto fuy 1z % 0
k1 = f'i-/hk 11k
k=k+1
i = Aqu
parai=1 ..k

hy = q?'w

e =T = Rty

fin

Ty 1p = [lrall2
fiin

Se w = A, 0 loop externo realiza o processo de ortogonalizagio de Gram-Schinidt: se
w = rg, 0 processo de ortogonalizacio de Gran-Schmidt inodilicado. Podemos observar

que 08 Vetores 4y, ..., g forinain mna base para o espaco de Krylov {41, Aqy, ..., A5y, O
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método gera a cada k passos wina matriz G com k colunas ortonormais tal que AQy =
Qufl + meel, em que Hi é uma matriz Lessemberg superior. Obviamente, se rp = 0,
chegamos a wn espago invariante. No caso em que o resfduo é diferente de zero, a pergunta
é se as colunas de @), geram wn espago proximo a um espago invariante por A. Nesse
caso, os autovalores de Hy seriam aproximagoes de autovalores de A. Esses antovalores
si0 chamados de valores de Ritz. Dados A, um valor de Ritz, ¢ z, un autovetor de
Hy. associado a X, o vetor @ = Qu.z é dito wn vetor de Ritz associado a A, Finahnente,
observemos ainda que o método depende crucialinente da escolha do vetor inicial ;.

5.3.2 Arnoldi com Recomego

Uma estratégia para vitalizar esse método seria recomegar o método apds alguns passos,
digamos &, a partir de um nove vetor g escolhido de algum modoe no espago coluna de Q.
Como esse espago ¢ de Krylov, ¢ ¢ da forma p(A)¢, em que p € um polindmio de grau
(k- 1). A construgio desses polindmios ¢ feita de acordo com a parte do espectro que se
quer evitar calcular, isto é, como se diz no jargao de analista numérico, fltrar {114], {115],
[106). Implementagdes de métodos de Arnoldi aparecem também em [85], [84], [89], [116],
[117], entre outros.

5.4 Método QR

Seja A € O™ tal que seus autovalores, Ay, ..., s, 580 tais que
Ml >.o2 >0

Seja A = UpRy, a fatoragdo QR de A. Tomando Uy como ponto de partida para o inétodo
de iteragao ortogonal, obteriamos a seguinte sequéncia:

Para k>0
Ak-i—l = AUK
Uit Biq1 := Apy1 (fatoragfio QR dedyqi)

Da sequéncia acima, concluiimos que
A*=U\R\Ry, ..., A" = U Ry Ry~ RiRy,

ou seja, a cada passo k a matriz Uy, é a matriz unitdria da decomposicio @R de A*L.

Assimn, o primeiro vetor coluna de U tende ao espaco [t,], o segundo, ao espaco [z, ),

i

etc. Logo, U AU, tende a uma matriz triangular superior - a forma de Schur de A, com
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os autovalores na diagenal, em ordem decrescente por valor absoluto. Esse ainda ndo é
o wétode QR, mas tem estreita ligagao com cle. O método QR se baseia no seguinte
algorituio:

A[] = A

Para k>0
xRy := Ay {fatoragho QR de A4}
AR = RO (= Qf Akthy)

. . - . 6 2 . .
Apliquemos agora o algoritie achua A watriz A = g g J:ocujos autovalores sdo 7

e

= A,

] ((s -2)(@-9\,@/20)

QoRy = e :
ofo=vmle 6 I 7v30/20

_ o T-1/10 7/10
A= Ryl = ( T/10 24 1/10 ) i

= Ll

QIRI =

1 69 —7 VABIN/10  63/+/4810

VABIO\ 7 69 0 140/4810
. o T—d4/481  03/481

Ay = By = ( 08/481 2+ 4/481 )

Observemos que a sequéncia, ja nos dois priveiros terimos, wostra tendéncia de con-
vergir para a inatriz diagonal formada por 7 ¢ 2. Mas, para cada decomposicio QR sao
necessdrias O(n?) operagdes se a matriz nfo ¢ coparsa. H& i modo desse nimero de
operagdes diminuir: operar comn wna matriz conjugada A watriz original por wina watriz

unitdria, a sua forma de Hessemberg H. Uma watriz de Hesseuberg superior ¢ mna
matriz da forua

X X %
XX x
0 x

0 0 x %

On seja, ¢ wina matriy A tal que hy; = 0, se 7 > § + 2. A matriz de Hessemberg inferior

é a transposta de vma Hessemberg superior.

[Forma de Hessemberg| YA € C"*" existe wwia wnatriz unitdria @ tal que Q7 AQ =

H . matriz de Hessemberg supcerior.
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A 'prova da proposigio acima se baseia num procedimento que gera & matriz unitdria
) como um produto de transformagoes de Householder [59]. Notemos que uma matriz
de Hessemberg conjugada a wmna matriz hermitiana € wna matriz tridiagonal. A seguir
algumas propriedades interessantes das matrizes de Hessemberg:

e a fatoracio QR de uma matriz de Hessemberg envolve O(n?) operagoes e, se ela for

tridiagonal, apenas O(n);
e se H=QR, Qe RQ = Q" HQ sio também de Hessemberg.

Agora, ohservemos o seguinte exemplo:

-3 (™) -(41)

A1:=RQ=(3 g)

O método convergiu acina numa s6 iteragio. De modo geral, se A ¢ de Hesscmberg, o
postode Aér <ned=QR entao R tem r linhas nulas correspondentes s r colunas
de Q que estdo no espago ortogonal ao espago coluna de A. Assim, o produto RQ tem
r linhas nulas e o problema de autovalores de A se desacopla em problemas menores de
_autovalores. A idéia é fazer entdo wmn deslocamento em A préximo a algum autovalor, Que
deslocamento escolher? J4 vimos que o método QR tem estreita ligaggo com o método
de poténcia (f{A4) = A), que privilegia as diregdes associadas aos maiores antovalores de
A em valor absoluto. Se a matriz A for real e seus autovalores Ay,..., A, forem tais que
JA1] > --- > [Aal (logo, todos reais), a entrada {n,n — 1) de 4 tende a ficar pequena,

A =

o o X X
o X X X
m X X X
Tx X X

An

ou sgja, a entrada (n,n) de Ay tende a A, e, assim por diante.
Vejamos entdo como fica o método QR com esta estratégia de deslocamente aplicado
4 mesma matriz A de um exemplo anterior:

o= (3 5)( )~

_ (7113 813
Ay = Ryt + 31 = ( 8/13 2+1/13 )
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1 /63 8\ [ Vvio3i/s  8/v/I033
8 63 0 64/13v/4033

1
=4, - {24 =
s A] ( 13)I

— 52 2/52:09¢
( 7—1/52429  512/52420 ) — RO+ (H%) [

R = ——
; Gl /033

512/52420 2 +1/52429

Vewos acima que o método QR com deslocamento converge mmito mais rapidamente que
o método QR simples (pelo mnenos nas duas primeiras iteracbes).

Método QR com deslocamento Seja A € C*" nma matriz de Hessemberg supe-
rior. O algoritine seguinte ¢ dito o algerittue QR comn deslocamento simples:

Au = A

Para k > 0
e = (Ak):m
Qully = Ay — ] (fatoragio QR de Ay — ;i)
AA‘“ = Rk(}j,- + ,IIA-I (= QIIAA(QA)

Observagoes:
1) Se A é una matriz real ndo siinétrica, hd wm modo de se fazer dois deslocamentos

complexos conjugados em aritinética real [39].

2} Se A é wma matriz real, fridiagonal ¢ simétrica, QR com deslocamento de Wilkinson
(o autovalor da submatriz A(n — 1 : n,n — 1 : n) mais préximo de A(n, n)) converge

globalmente [95].

5.4.1 Matrizes Simétricas Reais

Os algoritines de decomposigiio parcial do espectro de matrizes siinétricas reais, cmn geral,
realizain snas operacdes sobre a forma tridiagoual (Hessemberg simnétrica) da matriz.
Além dos wétodos de iteragio simultanca citados na se¢fo anterior, o método de hissecio
¢ muito utilizado (ver [42]). O métode de bisegdo explora bem o teorema da Inéreia de
Sylvester ¢ estd immplementado no LAPACK ([2]).

Os wétodos deseritos para matrizes gendricas uando franseritos para watrizes siné-
tricas reais té win comnportauento mais controlade, cont resultados wais precisos quanto
& velocidade de convergéncia, por exemplo. O que gnuercues dizer é que os algoritinos sao
os mesines, poréu implementados e aritinética real ¢ com convergéneia assegurada et
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muitos casos (pelo menos, em aritmética exata). E o caso, por exemplo, do método QR
aplicado a matrizes de Jacobi [41]. Métodos de Lanczgs (€ cowmo se chamain os métodos
de Arnoldi no caso simétrico real) com recomegos estdo bewn explicados em [8]. Uma
coletdnes dos resultados mais interessantes dessa referéncia, serio deseritos da préxiua
secdo em diante, dando énfase a métodos para o célculo de alguns valores singulares da
watriz de Hankel proveniente de problemas HR. Outras referéncias sdo {42], comn wna
andlise do método de Lanczgs em aritinética exata e em aritinética de ponto flutuante.

5.5 Computacao de Valores Singulares Dominantes

3

Daqui em diaute, assumiremos que A € C™* ¢ wma matriz Hernitiana obtida de um
produto do tipo H*H, com H € C™*", tal que provavelnente oy4(H) » o4 (H). Os
métodos a serem discutidos visam calcular estimativas para os d primeiros valores singu-
lares e os subespagos singulares correspondentes, de matrizes de Hankel H provenientes
de problemas HR.

5.5.1 O Procedimento de Rayleigh-Ritz

Seja A = H*H, A € C™", onde H denota a matriz H (I} definida em {2.6), e Q € C"=¢
wmna matriz ortonormal, cujas d primeiras colunas séo aproximacdes dos d autovetores
associados aos d autovalores desejados. A idéia do Procediinento de Rayleigh-Ritz é
aproximar os d autovalores de A, pelos autovalores de B = (Q* AQ, a qual possui dimensao
d x d. Os autovalores de B sio chamados valores de Ritz. Esta aproxiinaco é feita da
seguinte maneira:

5.1 Algoritmo Procedimento de Rayleigh Ritz
Aplicado a A= H*H. Dada Q € ™4, Q*Q = I.

Para k=1, 2, ... faca

1. AQ=H"(HQ)

2. B =Q'(AQ)

3. Caleule os autovetores e autovalores de B, By; = 1ig; € os vetores de Ritz

yi:Qgi: ’n‘:=1,...,d

4. Caleule os residuos S; = Ay; ~niyi, i=1,...,d
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Observe que se d = 1, entdo no passo 2 tom-se que B = Q*AQ ¢ exatamente o
Quociente de Rayleigh Ritz, p{g, A). Assin, para 4 > 1 tem-se wna generalizagio do
Quociente de Rayleigh Ritz, Alémn disso, B é Hermitiana e positiva delinida, o passo 3
pode ser caleulado de macira ripida ¢ cown baixo tempo compntacional. Para apraveitar
a cstrutura da matriz H, e a multiplicagio rapida, a multiplicacio do passo 1 ¢ dividida em
duas etapas. Prineiramente é calenlado HQ ¢ a seguir H*(H(?). As novas aproximaces
dos o autovalores e autovetores descjados, sfo dadas pelos valores de Ritz ¢ pelos vetores
de Ritz, respectivamente. Parlett [95, pag. 234] demonstra trés manciras nas quais estas
aproximagdes sao otimas.

A primeira pede ser vista como nm coroldrio do Teorema do Minimax (veja, por
exemplo, [59]).

‘Af

(f#0), 7=1,2,...\n

Ai{A) = min ma:p;"r
Ficon JeFi

onde F7 & wn subespaco de O, con dimensao J.
Seja @4 = span((2), ¢ G um subespago de @4 com dimensao j. Assim, na definigio

natural da melbor aproximagio para A;, no subespago @9 é

g;(A) = min wax 2

0, j=12....,d
Gicod g6 gty (J# ) J

A segunda abordagem, define mna matriz de residuos B(C) = AQ — AC ¢ mostra que
B = @* A} minimiza o residuo, isto &, ||R{(B)|} < [[R(C)]).

De win terceiro modo, Parlett verilica que os valores e vetores de Ritz so os autovalores
e autovetores da projecac de A em @Y, ou scja, da matriz que gera e @Y, o subespago
mais préximo de span{A4).

O valor minimo da norwa da watriz de vesiduos, R(C), pode ainda ser visto como
uwa wedida de quio perto Q7 esta de s¢ tornar nm subespaco invariante de A, Se @7
for win subespago ivariante de A, entio o produto Ag;, onde ¢ é wmna coluna de @, serd
uma combinacio linear das colunas de , isto é, Ag; = Qe Assin, existe uma matriz C,
tal que B(C) = 0. Se @ ndo é wn suhespago invariante de A, estdo ndo existe nenhmna
matriz C, tal que |[R{C)|| = 0, porém, B = (" AQ continna winimizando £(C).

Seja agora X = (ity, @2, .- ., Z¢) wna base ortonormal de Q4 ¢ A mna watriz diagonal,
A = diag(fy, 62, ..., 04), entdo |AX — XA| ¢ winimizada quando 2; = 3 e 6; = 7,
i=1,...,d Defato: Seja Y ={y. ... ), = dig(m, ..., 1) e G ={p, .... G4}

|AY — Y| = [JAQC - QCP| = [|4Q — QGEG*|| = ||AQ — QBGG*|| =

Il

14Q = QB = | R(B)|.
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Mesimo quando X # Y ou A # @, ainda é possivel expressar X na base @, X = @D,
onde D*DD = DD* = I, pois elas geram o mesmo subespago. Obtém-se entdo

IAX — XA = [AQD - QDA| = lAQ - QDAD| > |R(B)I.  (5.1)

Assiim, quande @7 é um subespago invariante de 4, (5.1), juntamente com o fato
de B = *AQ satisfazer R{B) = (, significamn que, os valores e vetores de Ritz sao
exatamente os autovalores e autovetores de A.

Quando os autovalores de A sflo bem separados, uma vez calculados os residuos s;,
pode-se facilmente obter limitantes para os valores de Ritz. Estes linitantes podem ser
obtidos a partir do teorema abaixo, cuja demonstragio pode ser encontrada em [87).

Teorema 5.5.1 Sejo @ € O™, Q*Q = I, e sgju (i, w), i = 1, ..., d, os valores e
vetores de Ritz de A, com residuos 5; = Ay; — 7y9:. Entdo, cada intervelo

[5 = sl + sl

possut um autovalor de A.

Como em cada intervalo correspondente aos valores de Ritz, existe wn avtovalor de
A, se todos estes intervalos foremn disjuntos, teremos d autovalores de A. Porém, se
alguns deles se interceptarem, podemos ter dois valores de Ritz convergindo para o mesmo
autovalor de A. No teorema abaixo, tem-se um limitante adicional pars valores de Ritz
em intervalos que se interceptam, sua demonstragiio pode ser encontrada em [95, cap. 11].

Teorema 5.5.2 Seje Q € C4, Q*Q =1, e seja (1, ), i = 1, ..., d, 05 valores e
vetores de Ritz de A, com residuos s; = Ay, — myi. Entdo, eristem d cutovalores de A,
A, i=1,...,d, tois que

|7 = X < IS

onde, § = (51, ..., 84) = AY =Y ®.

A determinagio de limitantes para os vetores de Ritz é wn pouco mais complicada,
pois, autovetores associades a antovalores com multiplicidade algébrica # 1, nao séo uni-
camente determinados. Qualquer combinagao de autovetores correspondentes ao mesino
autovalor, é wn autovetor. Portanto, ndo é possivel determinar wma estimativa de erro
para estes autovetores. Porém, este fato é irrelevante, visto que o mais interessante é
o subespago gerado por estes autovetores. Da mesma forina, vetores de Ritz correspon-
dentes a autovalores inuito préximbs, tendem a ser sensiveis ¢ darem estimativas ruins
dos correspotidentes autovetores, porém, o subespago por eles gerado pode ser uma boa

aproximacéo do subespaco associado a estes autovalores 1nuito préximos.
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5.5.2 Iteragdo em Subespacgos

A primeira versao da Iteracao e Subespagos surgiu em 1957, o foi introduzida por Bauer,
cotr 0 nowe de Treppeniterotion (iteragio escada). A Iferaciio em Subespagos pode ser
vista como wna generalizagio do Métoda das Poténcias, s0 que, ao invés de iterar mn
vetor, a iteracio cm subespagos itera d vetores shinultancamente, ¢ obtém aproximacoes
para oy f autovetores de A, associados aos o maiores antovalores. Infelizinente, esta gener-
alizacdo apresenta wn problema. Suponha wma matriz micial YO = (&, &7, ..., £,

QU Q) = I ¢ multiplique A itcerativamente. Entao, apds 7 iteragdes obtén-se
: ; i (@ i (0 P {0
@ = AQU = (A a1y, . Ay,

Pela teoria do Método das Poténcias, [120, cap. 4], pode-se deduziv que todas as
colunas de (¥ irdo convergir para o meswo autovetor de 4. o qual estd associado ao
waior autovalor. Este problema surge pois, as colunas de (F tornam-se linearmente
dependentes.  Para evitar isto, basta manter a ortogoualidade entre as colunas de ¢,
através de wn passo de ortogonalizagio em cada iteragao. A sepuir, ¢ apresentado o
algoritmo da Iteracio ein Subespagos.

5.2 Algoritmo [teragdo cm Subespacos
Seja A = H*H. Dada Q©@ e ¢4 (QO)P QW = [

Para j =1,2,... faga:
1. ZU = AQU—IJ = H'(HQ(J'—H)

2. Ortonormalize Z9 = XUVIRY onde RY & uma matriz triangular superior ¢ XU ¢
unitdria.

3. Faca QW = xU)
4. Teste a convergéncia de cada coluna

Assim cowo 1o Método das Poténcias, a convergéncia da Ireragao e Subespacos
depende do gap entre os antovalores, neste caso 10 gap entre o primciro autovalor udo
descjado e os d desejados. Assin, se este gap for pequeno, para obter wna couvergéncia
mnais rdpida, basta ammentar o uimero de autovalores descjados. de forma que este gup
fique maior. O passo 1 é feito cn duas efapas, para aproveitar a multiplicagio rapida.
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5.5.3 Iteragfio em Subespagos com Aceleracdo de Ritz

Umna maneira de acelerar a convergéncia da iteragio em subespagos é através do proced-
jmento de Rayleigh Ritz e cada iteragio. Apds o passo 2 do algoritmo 5.2, os vetores
de Ritz séo calculados a partir da matiiz X7, e as colunas da nova (Y serdo estes vetores.
Esta idéia foi criada por Rutishauser, na década de 60, e & chamada heragao ew Sube-
spagos com Aceleracdo de Ritz (SIR). Cowno as aproximagbes Gtimnas dos autovetores 5o
calenladas em cada iteracio, as componentes nas diregdes destes vetores sio ampliadas,
o0 que avmenta a razio de convergéncia.

5.3 Algoritmo Iteracie em Subespagos com Aceleragio de Ritz,
Seja A= H*H. Dada uma matriz inicial Q) € ™.

Para j=1,2,... faga:
1. 29 = HQU-

2. Caleule a svd reduzida de Z9: (X, T1, Y] = svd(Z9), onde X, € C™,
El = Rdxd, Yl € Cdxd

3 WU = X,

4. Calenle & svd reduzida de W: [Xy, By, V5] = sud(WY)), onde X, € C™*¢,
22 e Rdxd, Y2 e Cdxd

5 Q9 =X,

Observe que o algoritmo 5.3, ndo deixa explicito passos da Iteragio em Suhespagos,
nem passos da Aceleragiio de Ritz. Contudo, se for considerado que a SVD & usada
somente para calcular wina base ortogonal de uma matriz, entdio os passos 1,2 e 3 eqiiivalem
a0 passo 2 do algoritme 5.2. O passo 4 calcula wmna base ortogoual para H *HQ), e esta
base & usada como a nova Q. Desta forma, o algoritino 5.3 é cquivalente ao algoritmo 5.2,
porém, com wn passo extra de ortogonalizagio, o passo 2.

Para ficarem explicitos os passos da AceleragBio de Ritz, é necessdrio levar em conta
os efeitos dos cdleulos da SV D. Seja B := Q*H*"HQ = Y\T}YT a correspondente de-
compasigio autovalar para a SVD de HQ, calculada no passo 2, assim o quadrado dos
clementos de 3 50 os valores de Ritz de 4 = H*H, ¢ as cohmas de (Y} seus vetores de
Ritz. Como os vetores de Ritz sdo boas aproximagdes dos autovalores de A, eles tambén
s80 hoas aproximagdes dos vetores singulares 4 direita de H, os v's. Através da relagio
u; = 77 Huy, é ficil verificar que as colunas de X; sao aproximagtes dos vetores singulares
4 esquerda de H. Analogamente, verifica-se que as colunas de X sfo aproximagdes dos
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vetores singulares & direita de H. Ou seja, o algoritine aciina apresenta dois passos da
Aceleragio de Ritz.

5.5.4 Meétodo de Lanczos Basico

0O Método de Lanczos data de 1950 e foi iniciahnente utilizado para encontrar utna matriz
tridiagonal T, unitdrimmente similar a wna watriz sinétrica 4, T = (*AQ, an que
Q@ ={: G2 -~ 4) ¢ Q°CQ = I. Ean aritmiética exata isto é feito em » passos. B arit-
widtica linita as colunas de @ perde ortogonalidade produzinde dificuldades munéricas,
Por esta razao, durante alguns anos o Método de Lanczos foi substituido por nétodos
mais estdvels, cowno os wétodos de Givens [56] ¢ Houselolder [63)].

O interesse pelo Método do Lanczos s6 retornon em 1971, quando Paige (93] fez uina
andlise de erro detalhada do mnétodo, mostrando sua eficiéneia no cdleulo de sowmente
uma parte do espectro de uma matriz sinétrica. A partir dai, devido & sua shoplict-
dade, pois somente utiliza produtos matriz-vetor, ¢ também devido & qualidade das suas
aproximagdes, o Método de Lanczos tem sido fonte de diversas pesquisas.

O resto desta subsecdo ¢ dedicada ao inétodo deserito na sua forina hasica, isto ¢, ao
método descrito conforme proposto C. Lanczos. Otras versdes do método, as quais evitam,
de diferentes maneiras, a perda de ortogonalidade das colunas de ¢, sdo aprescutadas nas
subsecGes seguintes. O Método estd baseado no fato de que é possivel, cim wm ntinero
finito de passos, transforinar wna watriz Hennitiana A4, e uma matriz tridiagonal T,

por meio de transformagGes unitdrias, [59].
T = Q" AQ. (5.2)

Ainda mais, se @*AQ = T, onde T ¢ uma watriz tridiagonal real, com os elementos
das diagonais secunddrias todos positivos, entdo T ¢ (2 = (i, g, .. .. ) 580 nuicamente
determinados por A e ). A demoustragio deste fato pode ser encontrada e [95, cap. 7).
A hipétese de os elementos das diagonais scenndarias seren positivos, ndo ¢ uma restrigao
cssencial.

Equacionande as § pritneiras colunas de (5.2} obtéin-sc

AQ; = Q;Ty + el (5.3)
ondery =851 e Qs ={q. ... 4;), QQ; =1, T; éomenor jxjdeT
a )
8 as Oy
Tj =
Bi-1

Hj_; x;
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com o = i Ags e & = ||ri||- Os vetores g séo chamados vetores de Lanczos.
Similarmente, a equacao (5.3) pode ser rescrita como

ry = Bitia1 = Ay — 0545 — D151 (5.4)

A partir desta equagio ¢ deduzida a recursao de Lanczos, a qual dado win vetor inicial 41,
gera a cada iteragio, wm novo vetor de Lanczos, € 1na nova linlia e coluna sao adicionadas
a matriz 7. Os autovalores da matriz T convergem para os autovalores de A.

5.4 Algoritmo Método de Lanczos Bisico.
Seja A = H*H. Dadosrg # 0, o = ||7o]l-

Para j=1,2,... faga:
L g5 =r5-1/B5-1

2. u; v= Agy = H*(Hg)
3. 1y =1y — fi10-1

4. o =dqir;

5. Ty =T — 0y

6. 8; =l

7. Se desgjar, calcule os valores de Ritz ; e vetores de Ritz y;. Se a quantidade desejada
de valores e vetores de Ritz convergin, entdo pare.

Quando é completado wn ciclo, isto é, quando sio completados os passos de 1 até 6,
tem-se um passo de Lanczos. Este procedimento gera vetores de Lanczos até que 8; =0,
o que deve ocorrer para algum § < n. Em particular, wmiltiplos autovalores de A, forgam
B; = 0, para algum j < n (veja {131]). Os vetores de Lanczos formam uma base or-
togonal no subespago gerado por {q1, Aq, - .-, Afg;) € 0s autovetores aproximados estio
neste subespago. Portanto, o método néo é capaz de detectar nenhum autovetor ortogo-
nal & ¢, o que significa que somente é possivel determinar um autovetor, do subespago
correspondente a um autovalor miltiplo.

Da equagio (5.4) temn-se que r; é ortogonal a ¢;_y ¢ ¢;. Pode-se mostrar, {95], que r;
é ortogonal a todos os vetores de Lanczos (g, ..., ;). Os vetores g, e J;-1¢;—1 $A0 85
projecdes ortogonais de Ag; em ¢; e ¢j-1. Isto significa que o préximo vetor de Lanczos é
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obtido da ortogonalizacio de Ag; cin relagio a ¢; ¢ 45— ¢ 0s vetores ¢, 1 €1 € §, formam
wna base ortogonal no subespago de Krylov

o
o
—

KA ) =spanfy. Aq, ..., A} (5.

Usaudo a ortogonalidade dos vetores de Lancrzos ¢ a refagio (5.3), verifica-se que
T; = Q7 AL, isto ¢, Tj ¢ a projegdo de A em span((};). Assim, no passo 7 do algoritino

5.4, os valores de Ritz sdo calenlados como os autovalores de T;

T =109, i=1,2,...,j (5.6)
¢ 05 vetores de Ritz sdo delinidos por

D= Qu?, i=12. ] (5.7)

) (”y(,-j” ¢ wma boa esthnativa

Os teorcuas 5.5.1 ¢ 5.5.2 wostram que a norma [fAy;
da precisao dos valores de Ritz. A principio, € possivel calenlar 7 e y; a partir de T em

)

cada iteragiio do algoritino de Lanczos, porén, felizinente, é possivel calaudar [|Ay;
7Py sew caleular g, Usando (5.3), (5.6), (5.7) ¢ o fato de {Jgg || = 1 tew-se:
Is??ll = 114y — 7yl = 14Qs08 - Q50871
T .
1439 - QiTig = 18 1§ 9l (5.8)

o
Bile§" )| =: 8.

Il

Assim, a convergéncia dos valores de Ritz para os autovalores de A4, pode ser verificada
pelos priweiros eleirentos dos autovetores normalizados de T, evitando o célealo dos
vetores de Ritz, Este resultado explica porque alguns valores de Ritz podem ser precisos,
mesino quande d; néo é muito pequeno.

Cowo j4 foi citado anterionmente, ¢in aritmética finita mitas das propriedades do pro-
cedimento de Lanczos sdo perdidas. Nas primeiras iteraghes, os resultados nao diferem
muito do processo exato. Até que wn novo vetor de Lanczos ¢ caleulado, e este munérica-
mente deixa de ser ortogonal aos anteriores. Algumnas iteragdes mals tarde, @5 deixou de
ter posto cownpleto, isto é, suas colunas sfo lincarmente dependentes. E entdo coinegan
os problemas, a partir dai, 0 wétodo cownega a gerar cdpias de vetores de Ritz ji caleu-
lados, pois os novos vetores de Lanczos possuemn componentes uas diregoes dos vetores
de Ritz que j4 convergiram. Paige ([93],[94]) foz mma andlise detallada do desempenho

do método cm aritmética finita, ¢ conclnin que a ortogenalidade entre os ¢'s é perdida
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quando surge um F;; muito pequeno. Na pritica, o processo nunca terminara com 3; = 0,
mas ird continuar caleulando mais e mais copias do mesmos vetores de Ritz. Os erros
de arredondamento fazemn contribuiges em todas as direges, as quais crescems a medida
que o procedimento é executado. Em reswma, de um lado, a presenca de um f§; pequeno
indica que foi encontrada uma boa aproximaggo de pelo menos um antovalor de A, e de
outro lado, isto tainbém indica que os dificuldades numéricas comegarain.

Uma maneira de contornar este problema é através de reortogonalizagio completa,
isto ¢, mantendo cada novo vetor de Lanczos ortogonal aos anteriores. S8 que neste
caso, além do trabalho extra para a reortogonalizagao, hé necessidade de manter todos os
vetores de Lanczos anmazenados. Esta idéia é chamnada de Lancyos com reorfogonalizacio
completa. No outro extreme, tem-se 0 Método de Lanczos sem reortogonalizagiio, porém,
com a exigéncia de uma andlise mais detalhada das aproximacdes obtidas. Entre cstes
dois estdo os métodos que fazem reortogonalizagio parcial, ou reortogonalizagio seletiva,
isto &, reortogonalizam somente quando hd necessidade. Uina maneira de néo deixar o
nimero de vetores de Lanczos ficar muito grande, é recomnegar o processo apés mn wimero
fixo de iteracdes, com wn vetor inicial escolhido de maneira a aproveitar a estrutura da
matriz A. E neste caso a reortogonalizagio é possivel, pois somente um niimero fixo de
vetores de Lanczos ¢ mantido na meméria. Nas proximas subsegdes, vamos dar inais
detalhes sobre alguns destes métodos.

5.5.5 Meétodo de Lanczos com Reortogonalizagio Completa

A maneira mais direta de resolver o problema da perda de ortogonalidade, proposta pelo
prépric Lanczos, é fazer a reortogonalizagio de cada novo vetor de Lanczos em relagio
aos anteriores, obtendo assim, o seguinte procedimento

5.5 Algoritmo Método de Lanczos com Reortogonalizagdo Completa (LANCR).
Seja A= H*H. Dados rg #0, 8o = [[rol-

Para j =1,2,... faga:
L ogyi=rin /B

2. uy = Ag; = H*(Hg;)
3 ryi= i;_,- — B4

4 oy = qgir;

5. i =T — 0yt

5.1 Tj=Ty ’*({u(q:rj): v =J:J -1,...,1
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6. G = [lrl

7. Se descjar, caleule os valores de Ritz ; ¢ vetores de Ritz y;. Se a quantidade descjada
de valores e vetores de Ritz convergin, entdo pare.

Observe que 75 é explicitamente ortogonalizado e relagio a 4; ¢ ;-1 Consequente-
mente, € necessario manter armnazenado todos os vetores de Lanczos. Esta é a desvantagem
da reortogonalizagio completa, a qual aumenta a cada iteragho. Por ontro lado, cste al-
goritino fem a vantagein de nao caleular nenhun vetor de Ritz redimdante, ou seja, nao
calcula nais de wna vez o mesmo vetor de Ritz. F como vetores de Ritz redundantes re-
quercm wn nimero maior de iteragdes para convergir, o algoritmo 5.5 requer w niimero

minimo de iteragfes para convergir.

Quando sdo descjados somente algins dos iaiores autovalores, as desvantagens deste
algoritmo ndo séo téo sérias. Nornalnente os valores e Ritz correspondentes a cstes
autovalores convergem primneiro, e ndo so necessdrias muitas iteragoes. Isto depende
naturalnente do espectro em guestao.

Como cita Parlett, [95, pag. 303, a reortogoualizacio ndo pode por si 86 garantir a
ortogonalidade numérica dos vetores de Lanczos. Quando o corrente vetor de Lanczos tow
uma componente cousiderdvel na diregio de wn dos autro vetores, entao pode haver algun
tipo de cancelamento no passo 5.5. Segundo Parlett, wu passo extra de reortogonalizacio
¢ suficiente para tornar estes dois vetores numericamente ortogonais.

5.5.6 Lanczos com Semiortogonalizagio

A desvantagem da reortogonalizacao comnpleta é qne o traballio extra ¢ arnazenaneuto
podem diminuir a eficiéncia do método quando os vetores de Lanczos possucm muiitas
componentes, ou quando o problema requer wn graude ndinero de iteragdes. Isto levou
muitas pessoas a estudarein wna forina de transformar o métode de Lanczos Bésico, ein
wn método nais estdvel que o LANCR, veja Paige {[93] [94)).

Uma idéia ¢ reortogonalizar somente guando for unecessdrio, ¢ sonrente cn relagao
aqueles autovetores que perderam a ortogenalidade. O primeiro algoritimo deste tipo foi
feito em 1979 por Parlett e Scott [06]. Eles publicarain um artige com wn traballio
chamade: Lanczos com Ortogonalizagao Seletiva {LANSQ), no qual a ortogonalidade é
mantida através da ortogonalizagio dos novos vetores de Lanczes em relagéo aos vetores de
Ritz que ja convergiram. Em 1984, Simon [103] escreveu uis artigo no qual mostrou que,
mantenclo os vetores num nivel de ortogonalidade de 4, isto &, [gfgj ] < VU, 1 €< j,
é suliciente para obter boas aproximnacées dos autovalores ¢ antovetores, onde u denota a
menor unidade de arredondamento. Ele usou a nogio de saiortogonalidade, quando os
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vetores de Lanczos satisfazem este nivel de ortogenalidade. Esta andlise levou a um novo
algoritmo chamado Lanczos com Reortogonalizagéo Parcial (LANPR).

5.5.7 Maétodo de Lanczos com Recomegos Implicitos

Em problemas nos quais nio existe uma boa separaggo entre o3 autovalores desejados ¢ os
néio desejados, em geral sio necessdrios muitos passos de Lanczos para convergir. Assim,
o método da reortogonalizagio completa apresenta wmna desvantagem, pois ela exige o
armazenamento de todos os vetores de Lanczos. Uma forma de contornar este problemna
é recomecar as iteracfes apds um nimero finito de passos de Lanczos, wantendo assim, a
quanticade de vetores a ser arnazenada fixa, e a reortogonalizagio feita somente quando
for necessério. Calvetti, Reichel e Sorensen desenvolveram um método de Lanczos con
recomegos mplicitos (IRL), [30], o qual é uma adaptacho do método de Arnoldi com
recomegos implicitos, [83], para o caso Hermitiano. Este método forca o vetor inicial a
estar em umn subespago invariante da matriz, por meio de repetidas [iltragens do vetor
inicial, usando mn polindmio filtro, e recomegando as iteragdes implicitamente.

Este estudo estd baseado no trabalbo de Calvetti, Reichel e Sorensen, {30], porén, esta
restrito ao caleulo dos d maiores autovalores. Inicialmente, é discutido como o vetor inicial
deve ser escolliido, para que o método convirja cm d iteragdes, e produza um subespago
invariante correspondentc aos d autovetores desejados. A seguir, é descrito o algoritmo
{IRL), como uma mistura do métode de Lanczos, com o Algoritino QR com deslocamento
implicito.

0 Vetor Inicial

Quando se deseja aproximar d autovalores ¢ autovetores, usando o método de Lanczos, &
situagBo ideal é cncontrar um subespago invariante apds exatamente d iteragdes, isto é,
quando ry da equagao (5.3), se anula. Como jé foi visto no inicio da segao 5.5.4, a iteragao
de Lanczos fica completamente definida pelo seu vetor inicial, assim, ¢, determina se a
iteragiio ird convergir em d iteragfes. Surge entdo uma pergunta: Quais condices o vetar
inicial deve satisfazer, para que se obtenha um subespago invariante apds d iteragdes?
O tecrema abaixo afirma que se ¢ for wna combinagao linear de d autovetores, entao
a recursio terminard em d passos, com r4 = 0. Alén disto, a equagao {(5.4), forca os
vetores de Lanczos a estarem 1o subespaco gerado por estes o autovetores. Assim, uma
boa escolha de vetor inicial, é como tal combinagao.

Teorema 5.5.3 §eja Anxn uma matriz simétrice, € seja AQa — QuTy = ryel, com T
simétrica ndo reduzide, posso d de fatorugdo de Lanczos de A. Entdo ry = 0 se e somente
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se gy = Vau, onde
AVy = VA (5.0

com ViVy = Iy ¢ Ay wine matriz diagonal de ordem d.

Demonstragio: {=) Suponha gue ry = 0, ewio, AQy = QuTy. Scja TGy = GuAy
a decomnposigae autovalor-autovetor de Ty, G5Gy = Iy, chamando V) = .Gy, enrdo
AQGy = QuGuly, isto ¢, AV = VA, aldm disso, posto(Vy) = d, ¢ ¢ = Quey =
QuGuGhe, = Ve, com x = ey

(<=} Suponba agora que AV = VyAy, posto{Va) = d, e ¢ = Vyx. Entdo, para qualquer
inteiro m > 0, A"V = VA ¢ assin, para todo m,

Ay = A"V = VARe € R(Vy).

Consequentemente, dim(KM'(A, ) < posto(Vy) = . Como Ty é ndo reduzida, us-
ando wna pequena modificagio do Teorema 7.4.3 de Golub ¢ Van Leau [59], tew-se que,
dim{K4" (A, ¢4)) = d, ¢ entdo ry =0, a

O Algoritmo IRL

Scjam d e p, mimeros pré-especilicados [lixos, onde, d ¢ o ndmero de autovalores desejados,
e p o nlinero de passos extras que serdo realizados. Apds d 4+ p passos de Lancros, toun-se
uma wmatriz (d+p) x (- p), Hermitiana e tridiagonal Ty, ,, ¢ wna matriz Qy,, € CH7# Y
com colunas ortonornais, tais que

Quip = QurpTaip + 7180 - {(5.10)

onde rypp = Guy pttipsr- Por simplicidade, vamos chammar Q@ = Quip T = Tyyp € 7 == a4
¢ aplicar o algoritmo QR cow shilt, a esta fatoragho truucada de A. Seja jo wn shift,
calenle a decomposigio QR de T — pf, T — pf = X\ Ry, onde X, B; € CWtoxWin
XX} =T e Ry é uma watriz triangular superior. ;

Entao somando ¢ sultraindo g0 na eqnagao (5.10), e usando que T — pf = X1 R;,

ohténl-se;

AQ —mQ — QT + 1, = rc:ﬂ', o
(A-uNQ-QT— D) = rel,
(A~Q=QX By = re},, (5.11)
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maltiplicando a equagdo (5.11) por X e rearranjando os termos

Vi -
TEy ﬂ,)n

(A- mieX)) — (@X1) (R X))
AQX)) - QX)X 4 )

i
re,“,],X 1-

Seja @ = QX, ¢ T = By X, + i = X{TX;. Entao T+ ¢ simétrica, e como T é
tridiagonal, X, é Hessenherg superior, assim, T também ¢ tridiagonal. Explicitando a
primneira coluna de mnbos os lados da equagdo (5.11) tem-se

(A— Dy = QX1 Rier = Qlerpn = ¢ pu

oude g, = Qey, pu = ¢l yer e ¢f = QFer. Tew-se assim, uma relagio entre ¢, ¢ @

Aplicando p shifts ¢ usando a equagao (5.11), obtém-se:

AQ' = Q'TV+4rel,, X
T+

= + " T 5.12

(Q q“*’"“)(ﬁ,p,,,ef*_PX) (0 )

onde Gapprr = /Biyp @F = QX T = X TX e X = X1Xy... X, X;i & a matriz
ortogonal associada ao shift 4.
Observe que, come T permanece tridiagonal a cada shift, as matrizes X;, sao Hes-

senberg superiores, e os primeiros d — 1 elementos da linha d+p em X serfio iguais a zero.
0 que significa que:

.Bd i-pc’g| pXP = (0! 0: s Ba'.‘l-]:: b‘)s onde ﬁd*l*p = ﬁglﬁd-rp-

Particionando as natrizes,

L A T BueaeT
qt = (o @) T+_(ﬁjm et )

com § = ¢Z,TFey e substituindo em (5.12), tem-se:

R . T Baeac]
A (Qn} Q;) = (QI ?Q:) (Id+1:+l) @aeled Tp BE (5.13]

T
lad"'ped b



5.5 COMPUTACAO DE VALORES SINGULARES DOMINANTES 117

Ignalando as primeiras 4 colunas da equacio (5.13). obtén-se:
- T
a0} = ity +elel = @b ) ( Hp )-
g i

onde gj,, = kvl r} = (Q,,ellf;‘d+(M”,,lf}d”,) e 4l = frtll- Como (G)*Q) = I

e (Q4)qf,, = 0, entdo esta ¢ outra decomposigio de Lanczos de A, O novo vetor

inicial pede ser eserito como ¢f = ¥, (A)qr, onde ¥, é wn polindmio mdnico de grau
P cujas rafzes s80 os p shifts, gy, e, e Recomegande a partic desta {atoragio,

podemnes calenlar p passos extras de Lanczos, o que nos remete & cquagao (5.10). Entdo,
aplicando alternadamente p passos de Lanczos ¢ p shifts, obtém-se o Método de Lanczos
coin Recomegos Tplicitos. A cada iteracdo obtéin-se aproximacices dos autovetores, a
partir de wn sndespago de Krylov, de dimensdo o + p, com nu cisto de panaltiplicagoes
do tipo matriz-vetor, ao luvés de d + p.

A escolha dos shifts

Qs p passos QR aplicados deseanpenham m papel de liltragem do vetor inictal, fazendo

I I I My & :

conl que este esteja mun subespago invariante apropriado, span(Vy). O lewa abaixo,

extrafdo de {30], sugere que para clininar o conjunto de antovalores nio desejados de

Ty, deve-se escolher os p shifts j; como sendo os autovalores que estdo na parte néo
d-p: I 3

descjada do espectro. Segnndo Calvetti [30], estes shifts sdo chamados de shifts exatos.

Lema 5.5.4 Seju A(Tuip) = {1, ..oy Ul - - pnp) wmia purticdo disjunta do espectro

de Tyip € seja

Thyp = X' T X (5.14)
onde X = X1Xs.. cXp, ¢ X; & wplicitamente determinodo pelo shift . Seju 3 o0

elernento du posigdo (j + 1) da subdiagonul de T,I'“,. S 3; # 0 pura 1 £ j < o, entio

3,1=U [H
|
T:fu,: ({?ﬂ 2“1 )f
Fd

onde MT}) = {71, ma} ¢ ML) = {pr. - 1} Além disso,

il
| Vo — .
= QupXer =3 ;.
il
onde 1; € C e y; & o vetor de Ritz associedo ao valor dv Ritz 7;, isto €, 3 = Quy gy com

Tuypgi = g577 pora 1 < 5 <.
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Demonstragio: Para simplificar a demonstragio, vamos chamar T = Tiyp € @ = Qup.

Seja J..( ) = =X\ X5...Xiey e p§3 = ¢}’ Quando o primeire shift é aphcado obtém-se T—

i = X\ Ry. Explicitando a primneira coluna tem-se: ;(TF(T —ml)= Ll . Similarente,
11

aplicando p shifts chega-se a:

Iy 1
r = Xey = —7——A{T —pl) .. . (T — inDer = P(T)ey
(1) ()
-

onde () = LTI, (A — Y e v = pt) ... 9.
Seja T = GAG*® a decomposiio autovalor - autovetor de T', onde
G=1I, ¢ A=diagln,..., T, - jip).

Assiim,
(T — D) =GA - DG*, ..., (T —ppl) = G(A — 1, 1NG",

logo

GA — DA —p) .. (A 11, NG =

(T~ (T = g0y (T — )

It

[
5.'“

Q

= GAG".

Suponha que e; = 23 Yiig; =GP, onde § = [p1, ..., a1 - Entdo z; = 9(T)er =
GAG*Gp = GAG = Gupy, com Gy = [91,- ... 64 i, 1 i < d ¢lo autovetores associa-
dos & parte desejada do espectro, & @y = [p1, ..., 94" Isto mostra que as componentes
de e; na direco dos autovetores associados a g5, 1 €1 € p so amuadas, entio x; pode
ser escrito como T = 2;21 7;9;- Equacionando as primeiras § colunas da relagio (5.14),
tem-se uma decomposicio de Lanczos para a matriz T, com vetor iniclal 2. Usando
utna pequena modificagio do Teorema 7.4.3 de Golub e Van Loan [59], segue que 8y =0,

. _ (T 0 T
portanto Ty, = o ) Além disso,
P

o d
it =0QXey =Qu, = zrijgj = Z ¥;-

=1 j=1
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. [
(3 Lema 5.5.4 mostra que a escolha dos shilts exatos ¢ matetiaticamente cquivalente

a recoleear as iteragoes de Lanczos comn wn vetor inicial que seja mina combinacio linear
dlos verores de Ritz de A, correspondentes aos o autovalores descjadoes, isto ¢, como uma
aproximagao de mwa combinagio linear dos d autoverores, (3 dtodo IRL pode ser usado
para aproximar qualquer parte do espectro de 4. Contudo. o lewa 5.5.4 nao apresenta
nendnona informagao sobre a razao de couvergéneia, ¢ infeliziente sol cortas condighes,
esta pode ser unito lenta. Por exemplo. o cdleulo dos wenores autovalores, requer innitas
iteragdes até convergir, pois o wéfodo precisa traballar mnito até vencer a influéncia
dos matores antovalores, os quais aparceem cono shifts e muitas iteragées. Em [30],
cucontra-se ma diseussao sobre ontros tipos de shifts,

A sepnir, ¢ apresentado un eshogo do algoritiwo IRL, para aproximar os « maiores
antovalores, B assumido que

T ZT'JZ'“ZTM,,

5.8 Algoritmo AMétodo de Lanczos com Recomegos Tplicitos e Shifts BExatos (IRL-ES).
Scja A = H*H. Dados rg £ 0, = ||ro]l.

1. Faga d + p passos usando o algoritime 5.4 {reortogoualizando quando for necessdrio)
Repita
2. Calenle a deconposicao autovalor-antovetor de Ty, ¢ teste a comvergéneia de Joy )i

3. Se a quantidade descjada de pares de Ritz convergiu, caleule os vetores de Ritz o
pare.

4. Aplique o algoritmo QR com shifts p=1;, j=«d+1,..., d+p

& Faga p passos de Lanczos, comcgando de (5.14), ¢ volte para o passo 2 acima.

Cowe os pares de Ritz possnemn diferentes razdes de couvergéncia, wna forma de
awmentar a convergfngta <o método, seria retnover as vetores de Ritz que ja convergiraim,
arazeuar s de interesse e. manfer os vetores de Lanczos ortogonais’a estes, Comn isso,
a dimensio do cspaco de Kryglor usado é reduzida, ¢ como cste cspago é ortogonal aos
vetores <le Rifz que j& convergivany, as préximas iteragies do método irdo estinar a parte
restante desejada do espectro.

O problana de remover aproximagées de autovalores ¢ autovetores gue ja convergiram,
& muito estudado, ¢ existeln muitas técuicas de deflagio. Lehoneg ¢ Sorensen [85], desen-
volverant regras de deflagio para o métode IRL. bascadas e téenieas do nérodo (R,
Basicamente teni-se dois tipos de deflagio. Se o valor «de Ritz pertence a parte desejada
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do espectro, é necessario manter o correspondente vetor de Ritz na préxima fatoragio de
Lanczos. Este tipo de deflagio & chainado Locking. E se o valer de Ritz pertence a parte
nao desejada do espectro, é preciso remové-lo das préximas iteraches, ¢ este é chamado

de Purging.

Convergéncia

Seré feita agora una andlise da convergéneia do IRL-ES, considerando o caso em que se
deseja aproximar apenas os d maiores autovalores. A discussio cstd hascada no trabalho
de Sorensen [106], onde primeiramente é mostrado que a medida que ocorrem as iteragoes,
o3 autovalores de T convergem para certos limites. Eutdo é mostrado que cstes limites
sBio os autovalores de A e, finalmente, que séo os d maiores.

Inicialmente sdo apresentados dois lemas, que serdo usadas posteriormente.

T

Lema 5.5.5 Seja M = ( e Bea ), winn matriz simétrice tridiagonel. Entdo as radzes
“d

da equagio
T =AM lea=a— A (5.15)
siio aufovalores de M.
Demonstragio: A demonstragio segue do caleulo do polindmio caracterfstico de M.
Seja 7' = GAG*, a decomposigio autovalor-autovetor de T', como

(T = MY =G(A = A6,

substituindo na equagdo (5.15) tem-se:

ﬁzz (T, - A) - A (5.16)

onde {1, 7z, - ) = 3G e A = diag{n,--- ,71). Da equagfo (5.16), pode-se concluir
que nenhmn autovalor de M é igual a 77, 1 < i < d. Usando a propriedade do interlucing,
veja Glolub [59, pag. 396], tewn-se:

ﬂ<Td<1_'d<Tdﬁ1<"'<T1<ﬁ (517)

onde {7, ..., 7, A} sBo antovalores de M.

Ohserve tambéin que, se os elementos da subdiagonal de T" séo todos ndo nulos, entao
pela discussio que segue o algoritmo 5.4, os 74 sao distintos, e nenhum dos 1; é zero.

O préximo lema afirma que se ¢ cstd em um subespago de dimensae menor do que 4,
entdo algum f; deve ser zero, e deve ocorrer a deflagac.
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Lema 5.5.6 Suponhe que AQ = QT + ref € uma decomposicdo de Lonczos de A, ¢
seja Gy o j-csimo clemento do subdingonal de T. Se qp = vy + w(, com ~2 + (2 =
el = llwll =&, v = 0 ¢ v = 3% 7€, Aoy = My, onde (N} ¢ um congunio

arbitrdrio de 1 autovalores de A, cntio

I3 <cfea=xnl (5.15)
i il

Demonstracdo: A demonstracio pode ser encontrada cn [100).
Comw estes dois lemas em mios, ¢ possivel comegar a mostrar que o IRL-ES converge,
Serfio escolhidos o8 p nenores autovalores de Ty,

)

Scja { o ntinero da iteragio. Entao q( representa o vetor inicial ua iteragio !, e apds

p passos de Lancrzos tem-se:

AQ(U _ 2“) T @

dlp dprdip — = ’th i

) T(l) ﬁ(f)c er
Scja Tj‘:p = . 1) com autovalores
Hd crey T()

Trdgr = o > T 2 flgpr 20 2 -

Aplicando p shifts tem-se:

> 5 Y g , I
OHE ORI P (f 15} () ot o
X() T()A() = ( 01 .I“,p : ( Jll{p}‘ ]) 0 H

~ 1 ) e . . -

onde X = XIU . X s@o coustrnidos aplicando os shifts 4., . . Mgt 1e

O o . 0 _ . :

) préximo lema mostra que os autovalores 7y de HyY convergem para algins valores
lhuites.
Lema 5.5.7 Cadn7;,d=1.2,... & wna seqiicncia convergente para cado § = 1,2, ... d.

. . - i
Demonstragio: Como T“ , ¢ obtida através de p abordagens sucessivas de T‘S ) segnie
apos p aplicagdes do lena 5.5.6 que
T < T pere j=1,...d

Como cada 73 ¢ um quociente de Rayleigh cow relagio a 4, segne que A, < 750 < Ay,
para todo j. I (veja Straug [109, pag. 206]). Ou scja, a seqiiéncia {7} € limitada, ¢ como

¢ creseente, entao converge. O
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A seguir, é mostrade que o liite para o qual as seqiiéncias {7;1}j2, convergem, sio

autovalores de A.

Lema 5.5.8 Scjo T = GOAWGWE ¢ (4 ph,. .. k) = JGY. Assuma que 7; sdo

disjuntos, onde 751 — 7;. enlio
ﬁf,n; — 0, quando { =00, j=1,...,d

e em consegliéncia
! !
14Q9g8" — Qg ;0ll = 18551 0.

onde g = GWe; para j = 1,...d.

Demonstragao: Considere a submatriz (d + 1) x {d - 1} principal de Tﬂp

M T(f] ‘3;([1) e
- ﬁ(l] T o0 ’
€4

Do lema 5.5.5 segue que os d maiores autovalores 7;; de M® satisfazen
Tt < T51 < Tl
onde a tltima desigualdade surge de p — 1 aplicagbes adicionais do lema 5.5.5.
Além disso, por manipulaces algébricas da equagdo (5.16) obtém-se:
(CEPYE ) .
L+ T

(Bns)* = (15— N) (5.19)

para qualguer raiz A. Substituindo da matriz T‘EI) as quantidades apropriadas indexadas

por [, e fazendo A = F;p tem-se:

TR
. t
(n_,{!) —Fu) — ((!) 2

i=j!

{3 "
BN < (51— 30|

('m—TJe

Observe que, como 3 > 7; > Ty parai = 1,2,..., 7—1, entdo o denomninador na cquagao
(5.19} € malor do que 1.
A hipdtese de que o os limites 7; séo distintos implica que

(1}’

@ - 5

i=jft1

(Tﬂ 1) |
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tetn linites finitos para cada §. Assin, para ! sulicioutemente grande, existe wna constante
positiva i, tal que

(6&”1)}”)2 < K|(m — 7l < K0 — m001)| — 0, guando | — o,

pois cada seqidneia {75, 0 = 1,2,---} ¢ ma seqiifucia crescente convergente, para cada
F=12d O
Una vez mostrado que os 7;¢ convergenn para os autovalores de 4, o préximo passo é

. . I .
ostrar que estes 840 os  maiores. Ohserve ue o vetor inicial r,-f } pode ser escrito como:

qu): ¥, (A
Al

onde ¢:{A) = w [T} (A= pe): TN} = H:l #(A) ¢ gy ¢ o vetor inicial original.

Teorema 5.5.9 Suponha que o velor inicial g sotisfor vjy =7 # 0 pera j =1,... .d,

onde v; € o aulovelor de A assecinde vo autovaelor Aj, comn os autovalores de A listudos
ol S : | ;

emn ordem decrescente. Seja d,-“ o elemento da posigdo © da subdingonal de le , € ussum

z ) - L.
gie 3!-“ > € > 0 para todo i,1. Entio as seqiéneios

Ti = Ty = Ay quando | — o

= e it . L
emonstr + A hipétese de 3 € assegura gue a separagio dos 7;; ¢ uniforme
Demonstragio: A hipétese de 3 > ¢ > 0 asseginra a aglo riforme
para todo {, de forma que os limites 7; sao distintos.  Isto hnplica que cada 7 ¢ wn
autovalor de A, Além disso, essa hipdtese nplica na liitacio inferior uniforine de

~ 1 - .
¢ entio, ,(i,g) — (). Estas observa¢des segnein 'do lema 5.5.5.

!
In§"
Seja py’ (A) = [14.,(A=71) 0 polinéinio caracteristico de T3 o seja pa(A) = [I§ (A7)

o polindio liwite de 3. Enrao:
i
< i 40
”1”.I)(A)‘Il = H'Jd —0
il
¢ cutao
{1 1 axtDy gy 0
A = v (A — 0
Assiin,

PalA;) =0 ou ",J‘.” — 0
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. i
para todo j = 1,...,n. Isto significa que n — d dos coeficientes da expansao de '7( !
tendem para 0, quando | — co. Além disso, como cada seqiigucia {751 = 1,2,...} ¢é
convergente para j = 1,--- | d, temn-se que os d coelicientes da expansio, (.(JIIEhl)Oll(lUllteS

aos autovalores 7;, devew ser todos limitados inferiormente por 0, pela hipdtese [if” >E>
0 paratodo j =1,2,...,d—1e¢!. Suponha agora que A\j1 =7 < A;. Entdo o coeliciente

da expansao

o _ o Te(A)n W{njviim %1‘1&(71)

Vi1 = ' fh Ui |Il1’t(A)(ﬂ” ” Z?zl"f,'q-’g(/\,‘)’u,'” - F el ’?llli()\

onde v;; representa o autovetor de A associado ao autovalor 7, e ¢ = >.;, % com

viv; = 0 quando i # .

Assimn,

(1 W(n )/ (M) < i;l'l’t(ﬁ)
7+ e W)/ T () T ’}1‘1’1()‘1)

onde 0s 7y; s80 os coclicientes da expansao de ¢;. Agora, as raizes f2;; dos polindmios filtros

UaY]
(1) =
satisfazem, A, € pir < 1y < Ay, de forma que:

Ti(n) (5 (Tl —!l-ik) (ﬂ - A )Ip
= < —+ (0,
T,(A) H g M=/ ] TN A ’

k=1

pois, {11 — Ay )/ (M — An) < 1. O que é mna contradicio. Coucluimos entdo que 71 = Aj.
Um argumento similar pode ser feito para cada j, nos casos 7; < Ay, ¢ isso conchui a
demonstragdo. 0O

5.6 Taxa de Convergéncia

Até este pouto, foi analisada a convergéneia do IRL, porém ndo foi dito nada a respeito
da taxa de convergéncia. A seguir, sao apresentados alguns resultados que descrevem
condigbes sob os quais, obtém-se convergéncia rdpida.

Lema 5.8.1 Sejo A = B + 7f umu matriz Hermitiana M x M, onde B € Hermitiana
serni-positiva definide, posto(B) = d, e 7 > 0. Se os d autovetores nssociedos aos d
maiores wutovelores sdo distintos, e se qp ndo € ortogonal o nenhumn destes d autovetores,
e ortogonal ¢ no mindmo wm evtovetor associedo o wm autovalor ndo descjado, entdo
dim(K** (4, qu)) = d + 1, ou seju, 0 método de Lanczos converge em no mdvimo d + 1
POSS0S.

Demonstracao: A prova deste lema decorre da propriedade: K™(4,q) = K™(A —
71,0.) = K™(B, o) & dim(K™(B, o) = d -+ 1, para todo m > o [133]. O
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5.6.1 Estimativas para g,(H(f))

Outro resultado importante em relagae A convergéneia do wétodo de Lanezos, aplicado
a0 cdleulo dos J maiores valores singulares. ¢ que a taxa de convergucia depende da
separagio cntre ag ¢ dqy (ver Teorema 6.4.1 ew [65]). Quanto waior a separacio, mellor é
a taxa de convergéneia. Cowmo nos problemas e estudo. f!(() = H{()+E ¢ postol H) = d,
da teoria de perturbagao de valoves singulares. segue que

G ElL jzd+1.

Isto mostra que uma melhor separagho entre &4 ¢ Gy 1, ovorre quawdo || E]} << a4 [59]. Ou
seja, o tamanho do gy, cono wna fugao da diinenséo do probicina ¢ das caractersticas do
sinal, desempenhba win papel importante na convergéneda do wétodo. O sepuinte teorema
fornece nma estimativa para gq, 1o caso e gue sao utilizadas matrizes quadradas.

Teorema 5.6.2 Sejo H o matriz de Honkel M < M, descrite enn (2.6) pora { = 0, Definn
d=minge|n—z|, LS Lk <d onde zp = e, ¢ 3 = min |z|. Entio wn lwitonte

inferior pore ou(H) satisfuz

adlH) > 1+ 8+ a :;12 + FHA1)y {1 _ . ?ﬁl’mz] 1-d (520
onde v = min|r), ¢ D%, é dado no Teorema §.1.5.
Demeonstragao: Usande a fatoragio (2.7)
oa(H) 2 aul R)aa(1Var)*. (5.21)

A demonstragdo ternina aplicando nesta designaldace a relagio (4.11) (veja a prova do
Teorcina 4.8).

O

Cowo ji foi visto anterionnente, no Lewa £.1.6, D3, = 0 quando M ¢ sidicientemente
grande ¢ || = 1. Além disso, emn [10)], 6 analisado o cowpartamento do limitante dado e
(5.21}, para watrizes de Hankel retangulares, e a conclusio apresentada & que a estimativa
serd welhor, quando a matriz de Haokel for gnadrada.

O teorea 5.6.2 sugere ainda que oy deve crescer com a dimensdo de H, ¢ que a esti-
mativa melhora guando os z licain perto do eireulo unitdrio no plano coniplexo was nao

wito proximos nas dos outros. Portanto. deve-se wilizar warrizes de Hankel quadradas,
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com & maior dimensdo possivel, a fim de que oy possa veneer o tamanho da perturbagio
|E||, possibilitando assim, uma boa separagio cntre 3u ¢ Gy1-

Dos resultados obtidos do Lema 5.6.1 e Teoramna 5.6.2, deduz-se que para obter con-
vergéieia rdpida do método de Lanczos, no cdlenlo dos d maiores valores singulares da
\natriz de Hankel /T e correspondente subespago invariante, deve-se ter |E]l < o4 a
dimensao da matriz de Hankel deve ser a maior possivel, e o vetor inicial gy deve ter
fortes comnponentes 1o subespago de interesse. Quando isto ¢ satisfeito, pode-se esperar
que a couvergdncia seja rdpida. Na segdo seguinte ¢ apresentado i excplo munérico
que mostra que se | E|| € oy, entdo o métode de Lanczos converge ein pouco 1hais de d
iteracdes, desde que vetor inicial seja escolhido adequadawncnte.

Finalizando esta segao, ¢ apresentada uma cscolha de vetor inicial para o método
de Lanczos, a qual mostra resultados melhores emn relagio 4 velocidade de convergéncia,
comparado com uma escolha aleatéria. O vetor

6 proposto como vetor inicial. Aqui a matriz é denotada simplestente por . Para

justificar esta cscolha, considere a decomposi¢io em valores singulares (SVD) de H:

H=UZV" = Elﬁlﬁr + 322‘12’1-)’; +--+ aNﬁN‘T-:'HRf-

Usando esta decomposicio, segue imediatamente que

T H ey = Giihe, j=1,2....,N. (5.22)

Este resultado mostra que, se || E|| < o4 ¢ |[hemy —he-i1l] < Jheoy|l. ento as compoueutes
wnais fortes do vetor g estao associndas cowl os ¢ primeiros vetores singulares, os quais
deseja-se aproximar.

5.7 Resultados Numéricos Sobre IRL

Para observar o desempenho do IRL em relagdo & escolha do vetor inicial g, & escolla de
p e do uso da multiplicagio rdpida, sfo apresentados resultados de alguns experimentos
munéricos realizados com um sinal proveniente de simulagdes emn Ressondneia Magnética
Nuclear, [118]. Para contar ¢ nilmero de operagdes de pouto fintuante, foi usada a fungéo
fiaps do Matlab. O sinal foi construido pela seguinte modelagein:

5 =T metteelontialibl 4 o j=12.0 512,
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onde os pardmetros ry. ap, W ¢ ¢ representam a amplitude real, o fator de decaimento,
a freqgiténcia angular e a fase, respectivamente. Os ¢ correspoudem ao ruide, o qual, e
nossos testes fol gerado usando o comando rendi do Batlal com diferentes valores de
desvio padrao (o0 = 5,10, 15}, O sinal wostrado possud 11 exponenciais. ¢ os parametros
rooy, Wy ¢ O sio dados na tabela 5.1,

{ 1 2 3 4 5 G 7 3 0 10 11
I 75 [ 150 | ¥5 | 150 | 150 | 150 [ 150h| 150 | 1400 [ 6O | 500
) =50 | B0 [ B0 | -B0O | -50 [ 50 [ -00 § -25 | -286 [ -25 | -200

w\(27) | -86 | -70 | -54 | 152 | 168 | 202 | 303 | 360 | 440 [ 4901 530
o 135 | 135 | 135 | 1356 | 135 | 135 | 135 ] 135§ 135 | 135 | 135

Tabela 5.1: Parametros do sinal, onde r 6 dada e unidades avbitrarvias, oq ¢ wy em Hz e
ép C1m Sraus.

A partir do sinal. fora geradas watrizes de Hankel de ordem 256 x 256, de acordo cown
(2.6). Na lignra 5.4, mostramos os 15 malores valores singulares e H. para dois uivels
de ruido correspondentes a ¢ =5 ¢ o = 15, hem como os 11 valores singulares nio-unlos
da matriz de Hankel H. Observe que para ¢ = 5, existe wn gap ben notdrio eutre ;3
¢ §12. Quando o nivel de raldo ¢ amnentado para @ = 15, eoste gap diminui, tornando
o problema de calenlar os 11 maiores valores o correspondentes vetores singulares mais
complicado. Alé disso, se o ruido introduzido for nmito alto, ou seja se ||E|| > o4y, este
ittitmo valor singular pode ndoe ser recuperado.

o g

10000,

M e e mim 4 . mxmte APk - om 4 m At o e e+

o
»n
5-
=

Fignra 5.4 Em "o’ os 11 valores singulares de H, o °x" ¢ 47 05 15 miores valores
singulares de H para ¢ =5 ¢ ¢ = 15, respectivamente.

Para ohservar o desempenlio do método cu relagio a escolha do vetor inicial, forain

realizados testes numdéricos comn gy aleatdrio e com gy = H*b. para vérios valores de p.
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o | p | Recomnecos | Recomegos o) 7
1y aleatério | rg = b

515 3 0 3.2476 | 4.5251

10 5 0 5.6751 | 4.2278

15| 10 8 8 1.0057 | 2.2862

15 7 0 0.7371 | 3.6875

Tahela 5.2: Comparacio do niimero de operagdes de ponto flutuante para o IRL-ES, p
denota o Ninero de passos Lanczos adicionais.

Os resultados dos experiinentos sao wostrados na Tabela 5.2, onde p; denota o quocielte
entre o nfimero de flops gastos quando o método é inicializade com ¢y aleatdrio e o
nfimero de fAops gastos guando ¢ = H*b. Analisando os resultados muanéricos dessa
tabela, concluitnos que se o nivel de ruido é alto, o valor de p deve ser tomado wn pouco
maior do que d, caso contrdrio, o valor de p, deve ser em geral, menor do que 4. Além
disso, verificamos que a couvergéncia é mais rdpida quande o vetor inicial é escolhido
como gy = H*D. A tabela apresenta tambéin, na terceira coluna, a razio entre o ninlero
de flops do IRL-ES sem o uso da multiplicacioe rdpida !, e com o uso de multiplicagio
rédpida. Foran realizados os wesmos testes para outres sinais, ¢ o8 resultados olbtidos
foram similares.

Nuinerosos resultados nuinéricos sobre recuperacio de harménicos sdo encontrados e
Cardoso [31]. O problemna de detectar a ordem do modelo exponencial foi recenteincnte
abordado com sucesso por Bazdn em [13].

5.8 Métodos para Autovalores de Polindmios Matri-
ciais

Conforme comentado no Capitulo 1, una maneira de calcular os autovalores de wum
polindinio matricial

Pu{d) = A d™ + A A7 b A )4 Ay,
é através de um problema de autovalores generalizados do tipo

Ax = ABu,

'Multiplicagiio rapide matriz-vetor para matrizes de Hankel é feita utilizande-se a potencialidade do
algoritmo da transformada répida de Fourier, detalhes sio encentrados em [3].
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comr A e B com em (1.10), isto ¢, através de uma linearizacao do tipo

0 I, 0 0 I, 00 0
00 I, 0 6oL 0 0
A-AB=| SO Al (5.23)
0 0 SR 000 I 0
-4y =4, e =AL 0o o0 0 - A,

Se B ¢ nao-singular, a téenica recomendada ¢ transforar o problemna de autovalor min
problema de autovalor matricial padrao, conforme deserito no Capitulo 1, Secio 1.2,
a gual funciona hem, exceto nos casos em que B ¢ nal-condicionada. Se B ¢ wmal-
condicionada ou singnlar, por razdes de estabilidade, recomenda-se o uso da decomposicio
de Schur generalivada, caleulada pelo método QZ. O método QZ &, e certo sentido, uma
generalizagio do métedo QR, detallies do miétode poden ser eucontrados e [59, Cap. 7,
pag. 382-386].

Em certos casos, o objetivo ¢ caleular apenas alguns antovalores, Isto pude ser feito
a partir de wna fatoraciio generalizacda de Schur parcial. caleulada através do wétodo de
Jacobi-Davidson. Detalhes podem ser encontrados e [4. Cap. 8, Segio 8.1).

A prineipal desvantagem dos étodos que utilizam a linearizacho aciina para resolver
o problema de autovalor pelinomial watricial, ¢ qne a ordemn do problesa resultaute
torna-se grande {y x m). Essas dificuldades podem ser contornacdas através de téenicas
bascadas ne inétodo de Newton, detallies podemn ser encontradas e [112, 39]. Finalwente,
wna grande variedade de wétodos para o problema de antovalor polinomial matricial
quadrdtico, ntilizande diferentes lincarizaghes, pode ser encontrada e [122].






Apéndice A

Conceitos Basicos da Algebra Linear

A.1 Notagao

Ew quase todo o texto, usam-se letras mindsealas para vetores. letras gregas inintisculas
para cscalares, o lotras aifsculas ¢ gregas maiisculas para matvizes. A watriz nula, o
vetor mtlo ¢ o escalar zero sho denotados por 0. A watriz identidade é eserita como I, ou
I, se for necessario especilicar a sna ordemn. A transposta da atriz A, ¢ denotada por
A", sua conjugada transposta por A* (algiuns vezes denotada também como AM), isto ¢,
A* = AT, A imversa ¢ denotada por 471 a inversa da transposta por A7 ¢ a uversa da

—

conjugada trausposta por A

mAn

O espago coluna de A € ™. denotado por R(A), ¢ defivide por
R{A) = {Ar:x € Q"]

¢ o espaco mulo de A, N(4), por

Il

MA)={o:Ar=0}.
O posto de wna watriz A rank(.d). é definido por

rank(A) = dhn(R(A)),

ent que dim(A') denota a dinensdo do espage X, O determinante de-A, é eserito cono
det{A4), e o trago como tr(A).
A norma-2 de wa vetor » € €7, tawbém chamada de norma Enclidiana, é escrita

como 2|z e definida cono a rafz quadrada positiva de

n
z s ]? = 2"
i1

131
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A norma Frobenius de wma matriz A € €™, || A||r é definida por
n m

4l = O] lagh)2,

o=l gl
e a normna-2 de A é definida por

|l Az]|2
[LA]lz = sup .
w40 [|%l2

Algumas vezes a norma 2 seré denotada somente por || - ||
O subespago gerado por wmn conjunto de vetores {wy,@2,---,%,} ¢ denotado por

span{s), Ta, ..., Tny-

A seguir, sfo delinidos alguns tipos especiais de matrizes:
Definigio A.1.1 - Seja 4 € C™"

e Simnétrica (Hermiitiana}, se A7 = A (4* = A).

» DPositiva definida (seini-positiva definida), se é Hennitiana e se 2*Ax > (=) 0 para
todo = # 0.

# Unitdria, ou Ortogonal no caso real, sc A*A=AA*=1. |

Normal, se A4 = AA*.

Triangular Superior, se é quadrada e se ¥ > j = a; = 0, isto é, sc os eleinentos
abaixo da diagonal principal sio iguais a zero.

¢ Triangular Inferior, se € quadrada e se i < j = @;; = 0, isto ¢, se os elementos achna
da diagonal principal sdo iguais a zero.

& Tessenberg Superior, se ;; = 0 para qualquer par 7,7 tal que ¢ > j + 1.

A.2 Autovalores e Autovetores

Informalmente falando, wn autovetor é wmn vetor que nio muda a sna direcio, quando
multiplicado por A, e seu autovalor é o tamanho da sua expansiio ou contragic neste
processo.
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Definigdo A.2.1 O par (x, ) ¢ chamado wn awfe-par da matriz A € """, sc a # e
Ax = (A.1)

O vetor .« é chamado avtovetor & dircita de A, e A o antoralor associado. Se y* A = Ay,
y ¢ chamado astovetor  esquerda de 4, associado ao antovalor A O conjnuto de todos

os autovalores de 4 ¢ denotado por A(A4). A cquagio (A1) pode ser reserita come:
(A=Ae =1 x#0
o que ocorre se ¢ somente se {4 — Af) ¢ singular, on equivalenfeiente, se ¢ someute se:
det(A—Af) =10 (A.2)

A expressdo (A.2) ¢ chawada Polindmiv Caracteristice de A, ¢ possul gran 2 e A,
suas rafzes sado os autovalores de A, Consequentenente. a natriz A possid exatamente n
autovalores.

Diz-se que wn autovalor A possul multiplicidade algéhrica g, se ele ¢ wna rafz com
multiplicidade g do polindémio caracteristico. Se a wldtiplicilade algéhrica de wn anto-
valer for 1, cle é chamado simples, caso contrdrio ¢ chamado wniltiplo. U antovalor A
possui mnultiplicidade geométrica 5, se o mimero wdxho de antovetores associados a A ¢
7, ol seja, a dimensio de M(A — Af) ¢ 7.

A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades dos adovalores ¢ autovetores de
A c C"x"'
Pl. A ¢ AT tem os esmos antovalores.

P2. Se A é autovalor de 4 com autovetor v e A ¢ nao singnlar. entio A™! ¢ adovalor de

A7t com autovetor v
P4, A soma (prodauto) dos antovalores ¢ igial ao trago (determinante) dawatriz.

PG, Scjam vy,..., 2 autovetores de A associados a distintos antovalores Ap, ..., Ak
Entao wy,. .., sao LI

P7. 8¢ A temn e antevalores distintos, cutio A pode ser diagonalizada. on seja, existe

wna watriz X ndo singular ¢ nwa matriz diagoual D, tais gne A = X7 DX,
3. Os autovalores de AF sho M. ... AED a k-Gsima poténdia dos autovalores de A,

PY. Seja p € C, se v é mu autovetor de A com antovalor A, cutio ¢ ¢ tabém wn
autovetor de A — pf com antovalor A — .
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P10. O maior autovalor de wina matriz positiva definida & real e positivo, logo os compo-
nentes do respectivo autovetor tambéin o sio.

P11, Os autovalores de uma matriz stinétrica ou de mna matriz Hermitiana sao reais.

P12, Os autovetores de umna matriz siimétrica real ou de uma natriz Hennitlana, corre-
spondentes a antovalores distintos sdo ortogonais.

P13. Umna matriz siinétrica real pode ser fatorada e 4 = QAQY, com antovalores e A
e respectivos autovetores ortogonais em 6.

P14, Se A éreal, ento seu polindinio caracteristico éreal, e os seus autovalores complexos

devemn ocorrer ein pares conjugados complexos.

P15, Os autovalores de wina matriz triangular sdo os elementos da sua diagonal.

A.2.1 Condicionamento dos Autovalores

Nesta subscgio s8o apresentados alguns resultados cléssicos da teoria de perturbagio
de autovalores, os quais fornecem medidas da sensibilidade de qualquer problema e
autovalor.

Definigdio A.2.2 Seja A € € ¢ seja A = XAX ™! wna decomposiciio cspectral de A.
Os ntuneros de condigio de Jordan do problema de autovalor associado a A, sio definidos
por

5 = in{IXDILID X, er = windIXDIAID" X}, (A3)

oude D é o conjunto de todas as matrizes diagonais inversfveis.
Deline-se tamhém o ntmero de condigdo associado ao autovalor A, |s;|™!, por

ar¥ay.
lthJJ

Tl Tl (A4)

85
onde u; e v; sfio autovetores & direita e & esquerda de A, associados ao autovalor A,

Observagio A.2.3 Sc A; 6 umn autovalor simples, entio z e y sio rinicos ¢ |s;] ¢ unica-
mente determinado. O nimero {5,f~? fornece uma medida da seusibilidade do autovalor

Aj: 8 pequenas perturbagdes nas entradas da watriz 4, [131].

O teorema A.2.4 fornece wina outra forma de caleular ky, quando os autovalores de 4
580 simples.
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Teorema A.2.4 Sc fodos 0s antovnlores de A sido simples, cutdo
T T (A.5)

Demonstracgdo: A demonstrago ¢ encontrada em [104].

O préximo teorewa fornece algmnas relagoes envolveido o mimero de condigio ;)1

Teorema A.2.5 Suponhe quc toldos os avtovalores de A sido simples, Eutdo

a1

1< st < [1 + 1gjgn (A6}

D*(4) ]
(n— 1)6}

onde §; = ll'ilkil{.l’\‘j =M e D{AY = A%~ 327 | IN12 Além disso o mimero de condigio
ki3

kr(X) = (XNl X e, sutisfos

T
1 1 wax; |[er XY,
Z e (X)) < ax — - M (A.T)
= s i sl ming [l Xl -

Demonstragao: A designaklade (A.G) ¢ a designaldade & esquerda de (A7) seguem do
Teorcma 5 ¢ do Teorcina 3, de Smith [1(M], respectivainente, Para provar a designaldade
& dircita de (A.7), defina os vetores «f = el X1 ¢ o = Xey, o8 quais sfo antovetores
& esquerda e & direita de A, associados ao antovalor A;, usando a defini¢io de s p(X) ¢

(A4}, sezue que

n Hn "
L2 - b =1
Kp(X) =Y X e =50 |
izl il il

1 "
e S X3
T X &1

Basta agora, limitar os terntos na soma.
a

O winero D{A4Y, chamado desvie da normalidade de A {departure froin norality),
fornece mna wedida de quio perte nma matriz estd de ser mea matriz normal. Se A for
wa watriz nornal, D{A)* = 0. Aléw disto, os autovalores de nma watriz normal sao

perfeitamente bewn condicionados.

O proxine teorema apresenta mna estilnativa do crre cutre os antovalores da matris
A, e os antovalores da watriz pertarbada A + £, on sefa, apresenta wina estiwativa do
comportaento dos autovalores em fungdo da perturbacao nas entradas da inatyiz.
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Teorema A.2.6 Sec X € um autovelor de A+ FE € €™ ¢
XTAX = A = diag(h,--- .\,

entio
i A=A < &(XHE|..
k) | | < &(XH E]l

Demonstragdo: A denonstracio pode ser encontrada e [59).

A.3 Decomposigao em Valores Singulares (SVD)

Nesta segfio é apresentada uma ferramnenta da Algebra Linear Computacional wwito
poderosa, que facilita o trabalho com problemas de posto incompleto, ¢ que é de fun-
damental iinportancia no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema A.3.1 { Decomposicio emn Valores Singulares (SVD)) Seju A € €™, umu
malriz com posto d. Entdo existem matrizes ortogonnis U € €™ e V € C¥*, ¢ uman
matriz diggonal T € C™*"; tuis que:

A=Usv? (A8)
onde a malriz Z € da forma:
Ty
%)
Y=
U?l
COM Gy 203 2 204> 0gq1 = =0q =1

Demonstragdo: Veja [59].

Os ntimeros o; sfio chamados valores singulares de A4, enquanto os vetares u; ¢ v; séo
chamados vetores singulares a esquerda e a direita de A respectivamente.

Geometricamente falando, a SV de A mostra que existein duas bases ortogonais, a
saber, as colunas de I/ e V, tais que a aplicagdo A4, de C* ein €™, ¢ representada por umna
matriz diagonal I, cujas entradas sBo niineros reais.

A partir das relaghes A°A = VE!V* e Ad* = UT*U, verilica-se que a SVD estd
fortemente relacionada com as decomposicdes espectral das matrizes hernitianas 4*A4 e
AA*
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Sir rank{A) = d, a equago (A.8) pode ser rescerita cowo:

A= [0, Uy) T [ .

o
1,‘* ] = U217, (A9
2
owle Uy e Vi 880 as o primeivas colunas das matrizes U ¢ 17 respectivamente, Uy o W,
sda as i —d ¢ 0 — d dltimas colunas das watrizes U ¢ V rospectivamente, ¢, D) =
ding{or,- -+ .ou). A filtina decomposicio ¢ chamada SVD reduzidn, Assim, & mairiz 4
pode ser eserita como um prodito de matrizes de pesto d. on come A soma de f watrizes
de posto 1.
Tet-se ainda que:

N(4) = spanf{vgq,--- 0.},
R(4) = spanfuy, -+ . uwg),
N(AY = spanfuq) .- oy},

R(A"Y = spanfw,--- g}

A SVYD também forucce informagiio sobre a nonua-2 ¢ a nortua Frobenins de A

Al = o4 ---+(rf, p=wmin{m.n},
I 1 2
LAl = o
Az,
1“}{,1 ””%_h”l = gy (m=n).
F.ra A 1P

Ainda wais, definindo-se Ay como: A, = TF \qun?, k< p, demonstra-se que {veja, por

exeniplo, [59, Teor. 2.5.3)):

M = Blle = A = Aull = auin. \10
o A = Bl = A = Aufla = a4 (A.10)

oil seja, Ag & A matriz de posto & wais proxima de A,

Abaixo, sae listadas as principais projogies ortogouals associadas com a SVD. Supouha
que A satisfaz as condicdes do teorema A.3.L. ¢ as watrizes U o ¥ sho particionadas como
c (ALD), entdo:

V= projegio e AM(4)L = R(AY)
1215 = projecio cin N(A4)
U U= proje¢io em R(A)

Ualls= projegio e R(A4)L = A(4Y)
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A.3.1 Sensibilidade dos Valores Singulares

Suponla que A € £™*" possui posto d, nesta seglo é feifo um breve estudo dos efcitos de

wma perturbagio e A, nos scus valores ¢ vetores singulares. O teorema a seghir, ¢ nm

resultado cléssico da tearia de perturbagio de valores singnlares, ¢ alirma que os valores

singulares sfio hen coudicionados emn relagéo a perturbagdes:

Teorema A.3.2 Seju A e A= A+ E € C™", m = n com valores singulares a; tal que
g1 2022"'20rn e &1 2522"'25:L)

respectivamente. Entio:

A

(22[P

|ay = &l

n

Yole—al < ENE

i=1

A}

Deste teorcina decorre que os 1 — d valores singulares da watriz A sio da orde de [|E||,
uma vez que gy = -+ = gy = 0. E desta forma a matriz A se comporta como sendo de
posto completo.

Quanto aos efecito da perturbagio nos vetores singulares, cles tamthén sao estimados
na ordemn de || Bz, veja [105).

A.4 Pseudo Inversa
Dada uma matriz A € C™*", a pseudo inversa de A, tainhém con hecida como inversa de
Moore-Penrose, ¢ definida através das segnintes condigtes:
(AAIA=A (2) AtAAl = Al
(3) (AAN)* = AAl (4) (ATA) = A1A
Como AA! = U, tem-se que AA! é a projegao ortogonal sobre R(A), ¢ 414 = W1y
é a projegio ortogonal sobre R(A"). Em particular, a pseudo inversa pode ser definida
pela SVD trumeada d ¢ A:
AV =V (A.11)
em que Uy, ¥, e & sdo dadas como em (A.9). Observe que se m = n, e se posto(A) = m,
entio At = A~L
Define-se também o nimero de condigdo de A, por
% = || Allll AMl2, (A.12)

o qual fornece wna medida da sensibilidade do problema Ax = b, a perturbagdes en A.
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A.5 Problemas de Quadrados Minimos Lineares

0 Problema de Quacrados Miuimos Lineares {PQML)Y consiste e dados ww vetor b € ¢

¢ mpa watriz A4 € €™, m > p, encontrar e vetor r € €, tal que Ar ¢ a “mellor
aproximacao® para b, isto ¢, resolver;

iy {|4x —blla (A.13)

O vetor x ¢ chamnado solugao de quadrados winimos, ¢ o vetor r = b - Aw, é o vetor de
resfdios.

O préximo resultado caracteriza o conjunto de todas as solugbes do PQML (A.13),

Teorema A.5.1 Seju S = {& € C"/||dx — blly = min} o eomjunto de todus as solugdes

de (A.13). Entio, = € 8 se ¢ somente se ovorre o seyuinte condigdo de ortogonadidude
Ath— Ay =0 {A.14)
Demonstragao: A demonstragio deste teorema pode ser encontrada e [26, pag. 5).

O Teorema acima alinna que o vetor de residuos de wna soligio de quadrados winimos,
#=b— Ax, estd em AM(A4%). Consequentemente, qualguer solugio do PQML decorpiie,
de mancira iinica o vetor § ein duas conponentes ortogonais

b=Ar+r. AreR(A), reNA)

Esta propricdade € ilnstrada geowetricamente na figura A.l

Figura A.1: Tuterpretagio Geomdtrica do PQML

Da equagdo (A.14) scgue que a sobugio de quadrados winimos satisfaz as equagdes

NOTLALS
AT Ar = A*. (A.1D)
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A matriz A4 € €"" & Henmnitiana e semi definida positiva, sendo definida positiva
se e somente se rank{A) = n. Assiin, se rank(A4) = n, entdo a iinica solugao de quadrados
minimos z, ¢ o correspondente vetor de resitduos v, sdo dados por;

&= {A"A)7TA, r=1b— A(4A*A) A

Se rank(A) < n, entiio A possub wn espage uulo ndo trivial, ¢ a solugio de quadra-
dos mimimos nde é duica, poréuy, entre todas as solugbes existe wna fmica solugao que
minimiza ||z]|z, veja o préxiino teorema.

A SVD é uina poderosa ferramienta para resolver PQML, pois as watrizes ortogonais
que transforinam A em wna matriz diagonal (A.8) ndo alteram a norina-2 dos vetores.
E apresentado a seguir uma resultado que sc aplica tanto a sisteinas sobre-determinados
como a sub-determinados.

Teorema A.5.2 Considere o problemae de quadrados minimos linesres gernl

l-nei.]sl [lz)l2; & = {x € €"/||b — Ax||2 = min},

em que A € C" grank(A) = d < min{m, n}. Entdo o problema sempre possui solugio
iinicu, o quol pode ser escritu em termos dao SVD de A como

-
at=aAtb=Vv ( 3: g ) b, {A.16)

onde &' = diag{oy 05", o)

Demonstragdo: A demonstragio pode ser encontrada cin [26].

A.5.1 Problemas de Quadrados Minimos Totais

Eamn muitas aplicacfes existem problemas onde a matrix A néo € precisamente conhecida,
Por exemplo, A pode ser disponivel apenas por medidas, ou pode ser wna aproximacao
de um operador. Assim, ¢ necessario desenvaolver métodos que levern em conta os erros
tanto e A como em b. Um destes métodos ¢ o de Quadrades Minimos Totais (TLS).

Defini¢do A.5.3 Considere um sistema de equagtes sobredeterminado |, tal que Az = b.
Dizemos que T é uma solugio do problema de quadrados mifninoes totais, sc T é solugao
do sistema consistente

Ax =b,
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o que A ¢ B resolvem o probleina
min |(A:b) — (L B)),- (A17)
[EHA]

sujeito a
be R(AY.

A solugdo de um problewa TLS pode ser obtida pela SVD. De fato, soja

(A:ib) = USV*, % = diag(dy. -

:r}ull):

onde VU =1, V'V =I>Le& 2z 26,20
Pelo Teorena 1.2.9 cin [26], os valores singulares de A4,

az--z2a,z0

entrelagain os valores singulares de (A: b)), i.c.
a1 ZUI 2(}2 2 iju > 0y Zr}u!l-

Assina que posto{A) = n, ouseja que g, > 0. Se d, 1 = 0, entio segue que b € R{A).
Neste caso, o sistema original, Ax = b, é cowpativel, e pode-se towar (E:r) = 0. Sc
Guy1 > 0, entdo b € R{A)e do teorema de Eckart-Young-hMirsky, [70, pag ], segue qne

min Enr=a..
poste{At b I rj<nil ”( )” el
Se ocorrer
S > &= F. S0,
enf&o o minimo ¢ atingido para qualgner perturbagio de posto 1 da forna

(E:r) = —(4:b)o0",

B €S =span{i 1. - 01
onde iy, ¥, 1 580 08 vetores singulares a direita, correspondentes a .y, -0 G
Se ¢y = (0,---.0,1) é ortogonal a &, entao o problema TLS nao possui sobugao.

Asstna que é possivel encontrar wn vetor # € S, cuja {1 + 1}-Gsima cowponente. 5 é nao

untla, Entdo. comn .
ﬁ:(f) =—»,( _.rl ) o=—lz (A.18)
!
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tein-se

A+ Eib+r) ( o ) = (A+ E,b+1)d = (A:b)(I — 0"} = 0.

Portanto (A + E)x = b+ r, o que mostra que = ¢ solugio do problema de quadrados
minimos totais. Usaudo (A.18), a perturbagio infnima pode ser eserita como

(ir) = =) (7)) @m0 =G, —7)

onde
=b— A2, = (1+]fD

e 13

O préximo teoreina fornece nma condigao suficiente para que o problema (A.17) possna
solucao finica.

Teorema A.5.4 Sgjam oy 2 o 2 -+ 0, > 0 os valores singulores de A. Se 0, > 6uy1,
entdo o problema de quodrodos minimos totais possui solugdo vinica.

Demonstragao: A demonstragio pode ser encontrada e [26) ou [70].

A.6  Angulo entre Subespagos

Sejam & ¢ X dois subespagos em €™ cujas dimenstes satisfazein

p=dim(8) = dim(X) = ¢ > 1.
Os dngulos principais entre S e X', 8y, -+ , 6, € [0, 7/2] sdo delinidos recursivameute por

cos(0) = maxmaxu*v = ulie
( i) ueS ved Kk

sujeito a:
lull = ol =1
ey = 0 i=1,-- k-1
vy, = 0 i=1--,k—1
Observe que os ngulos principais satisfazem 0 < & < --- < 8, < 7/2. Os vetores

{w1,++ ,u;} e {v1,-- -, v} sao chamados vetores principuis entre os subespacos S ¢ X.
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O waior dngulo principal estd relacionado comn a nogao de distancia entre subespagos,
que possueln a tiesma dimensio. Se p = g, entdo dist{S, ) = /T — cos(7,)% = sen(f,}.
Se as colunas de (s € €7 ¢ Qp € €™ definem bases ortonormais para 8 ¢ X

respectivainente, entao;

* * -
max  wax #'n = wax wax y* (QL)y)z.
ueS el ye‘ﬂ“" zgd™M Y ( JS 2"

el -1 il gt v B2l 1
A relagao entre os angulos principais ¢ a SVD ¢ dada no teorena abaixo:

Teorema A.6.1 Suponha que Qs € " ¢ Qx € C™"7 sdo hases ortogonnis dos sube-
spagus S e X. Cousidere o SVD

M= QQx =YCZ". C =diugla,.- - ,a,)

onde o) 2 a9 2 - 20, Y'Y = Z°Z = I,. Entia os dagelus ¢ nefores principais sio
dados por
costh. =g, U=sY, V=0QZ.

Demeonstragao: A dewmonstracio pode ser encontrada e [26].
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