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Prefacio

Muitas das maiores descobertas em Matemética estio diretamente ligadas As Equagoes
Diferenciais Ordinrias. De um modo geral, a modelagem de fenomenos os mais diver-
sos (estudos populacionais, problemas fisicos, fendmemos quimicos, biolégicos e meteo-
rolégicos, etc) depende de forma diveta de uma boa compreensio das propriedades locais,
globais e assint6ticas de uma classe de equagdes diferenciais, que dependerd do problemaem
questio. Por outre lado, também por razoes histéricas, este ramo da Matemadtica teve um
notAvel desenvolvimento, sobretudo apés Newton, Cauchy e Poincaré, entre outros. Mais
recentemente, com o advento da teoria dos Sistemas Dindmicos, e a utilizagdo de técnicas
de Topologia Diferencial, o tema ganhou novo impulso e na atualidade novas frentes de
pesquisa comegam 2 evoluir rapidamente como os Sistemas Dindmicos Estocdsticos, com
a utilizagio de técnicas de Processos Estocasticos. TUm bom conhecimento dos resultados
classicos da teoria das EDQs, assim como uma boa nogio de suas aplicacfes malis fre-
quentes sio portanto imprecindiveis a alguém que se propoe a ter uma boa trajetéria em
Ciéncias Naturais Exatas, e mesmo algumas outras dreas da Ciéneia. '

Existe uma vasta literatura em Matemadtica tratando das equagdes diferenciais or-
dindrias, com vérios livros que apresentam a teoria de forma robusta e matematicamente
elegante., Por outro lado, poder vislumbrar o alcance e poder de aplicag@o é sempre ums
motivagio adicional e fator de melhor de compreensio de qualquer nova teoria. Assim
sendo, meu objetivo principal ao escrever este livro fol o de motivar os estudantes, néo
apenas de Matematica, para o estudo das equagbes diferenciais, partindo de exemplos e
aplicagdes para chegar aos resultados cldssicos centrais que normalmente séo vistos em um
curso candnico de EDO. Deste modo, teoremas como o Teorema de Existéncia e Unicidade
das solugdes (Teorema de Picard) ¢ o Teorema Separagao de Sturm tém sua motivagdo em
situagfes geometricamente inferessantes, no caso existéncia e espalhamento de gedésicas
ruma superficie no espago euclideano. Qutros resultados, como os Teoremas de Liapounov
versando sobre a estabilidade local de solugdes préximo a um ponto singular, sdo motiva-
dos por problemas fisicos quotidianos, como estabilidade de péndulos, circuitos elétrices,
reguladores mecdnicos e outros sistemas fisicos, e que muitas vezes nioc nos damos conta
de que so exemplos bastante ilustrativos de aplicagbes das EDOs.

Este livro foi portanto escrito segundo minha visédo particular do que é relevante e im-
prescindivel num primeiro curso de equagdes diferenciais ordindrias, apés aquele contido no
programa dos cursos de Célculo da graduagéo. Assim sendo, tentei ressaltar o cardcter uni- .
versal, assim como a dualidade “formalismo versus motivagho e intuiciio fisico-geométrica”, '
que devem compor um texto sobre o tema. Espero ter alcangado parcialmente o objetivo
inicial e que o livro possa ser 1til a estudantes de Matemdtica, Fisica, Economia, Ciéncias
Exatas e de um modo geral todos que apreciam a Matematica em geral e que de alguma
forma tenham o seu interesse voltado para este tema.
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CAPITULO I - Nogdes fundamentais

1. Primeiros exemplos de EDOs na natureza

Clomegaremos este livro com alguns exemplos que lustram como surgiram as EDOs
no estudo dos fendmenos da natureza. Utilizaremos problemas de um certo ponto de vista
simples, mas conceitualmente muito importantes para o desenvolvimento dag Ciéncias
Naturais ao longo da Histéria. A escolha destes exemplos, devo confessar, foi um pouco
influenciada pelo gosto pessoal deste autor.

Exemplo 1 (Crescimento populacional (1 espécie)). Neste primeiro exemplo estarmos
interessados em determinar o tamanho de uma populagio em fungio de tempo, assumindo
que sua taxa de crescimento (eventualmente negativa) é conhecida (por meio estatisticos,
por exemplo). Problemas desta natureza modelam situaces diversas como a evolugao da
populagio de bactériag numa cultura, ou de uma certa populagio humana sujeita a uma
determinada epidemia. Aqui a hipStese mais frequente é a de que a taxa de variagao
da populagio (crescimento ou diminui¢io) em um certo tempo & = 0, é proporcional ao
niimero total de individuos, ou seja, & populagao total neste mesmo instante t. Assim, se
z{t) denota a populagao no instante £, temos que

% ) = Ka(0)

onde X € R é a constante de proporcionalidade que se supoe conbecida. )
Clomo se sabe do Céleulo, as solugdes da equagao diferencial acima sao obtidas da
seguinte forma:

%_-:E — Kdt — dlogz = d(Kt) = [logzl§ = [Kt]§'

= logz(t:) = logz(0) -+ Kt1,V4 2 0

e logo as solugdes séo da forma
x(ty) = £(0).e54

onde z(0) representa a populagio inicial, ou seja, o miimero total de individuos no instante
t = 0, em que iniciamos o processo de evaluagao.

Exemplo 2 (O sistema predador-presa).

Consideremos um eco-sistema simplificado consistindo de um predador (populagio
y) e sua presa (populagdo ). Assumiremos que a taxa de crescimento da populacgdo de
predadores é funcao apenas do suprimento de alimentos (presas) per capita e que esta
razio é constante, digamos C > 0. Evidentemente, devemos ter um valor minimo C, para
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C para que a populacio de predadores nio decresga. Uma maneira simples de garantirmos

isto ¢ tomarmos a taxa de crescimento como uma funcao linear desta razdo per capita da
forma k{C ~ Cp), k > 0. Assim obtemos

= k(C - Co)ylt)

&[&

onde ¢ > 0 denota o tempa.
Em particular obtemos

(t) = y(0). exp[th(C — C,)]

Assim, o comportamento assintético da populagio depende, como era de se esperar,
do sinal da diferenca C — C,.

Vamos assumir que a taxa de presas abatidas é proporcional ac nimero de encontros
entre predadores e presas, que tomaremos em nosso modelo proporcional ao produto zy.
Deste modo o suprimento per capita de alimentos {por predador) no tempo £ é proporcional
a z(t) de modo que a equagiio ¥’ = k(C — C,)y pode ser re-escrita como

¥ =(Az— B)y; A>0,B>0

Examinemos agora a taxa de crescimento da populagdo de presas. Em um determi-
hado intervalo de tempo At um certo nimero de presas sio devoradas, sendo que este
nitmero é proporcional a Af e pode ser escrito como oz, y)At, onde p(z,y) é uma funcao
& determinar. Analisando exemplos simples, onde a razdo entre as duas populagies nao
¢ muito grande, concluimos que é razodvel tomarmos p(z,y) = Azy, A > 0. Deste modo,
obtemos a seguinte equagfo diferencial governando o crescimento da populagio de presas

' =Cz — Dzy

¢ podemos escrever em forma de sistema

()= (520



Exemplo 3 (O péndulo simples). O péndulo simples ¢ um corpo ideal consistindo de
uma massa pontual suspensa por um fio ideal (sem massa considerdvel, inextensivel, com
densidade de massa constante). A massa pontual é afastada de sua posigio de equilibrio
(vertical) e largada, passando a movimentar-se sob a agiio da gravidade, em um movimento
oscilatério periédico. Vamos estudar este movimento, determinando seu perfodo (tempo
de cada oscilagio), e sua equagdo em funcéo do tempo. '

figura 1

Atuando sobre o objeto temos duas forgas, a forca gravitacional (que é vertical) dada
por mg onde m = massa pontual, e g = aceleragao da gravidade. A outra forga atuando
& a tensdo da corda. Pelas leis de Newton, a componente da forga gravitacional paralela
4 corda, somada & forga de tensio, nos dd resultante nula. A oscilagio provém apenas
da componente da forga gravitacional que é perpendicular & corda, tangente portanto ao
movimento (em arco de circulo) efetuado pela extremidade pontual. Tal for¢a tangencial -
¢ dada por mgseny onde ¢ é o &ngulo entre a corda e sua posicio de equilibrio original
(eixo vertical). A segunda Lei de Newton nos da entdo

my = —mgseny

onde mv é a quantidade de movimento do objeto. Mas, se a corda tem comprimento £ .
podemos escrever

dy
my = mf(a-)
onde ¢ é o tempo.
Obtemos entéo
d dp Lo
o (mb—r) = —mgsenp, ¢ € [~ 51

Agora, procedemos a seguinte simplificagio?, fisicamente razodvel para oscilagbes de
pequena amplitude, sene = @. Podemos entdo reescrever a equagao do movimento como
a equacdo do péndulo simples :

&
do g

5z Tg? =0

2Algumas deste simplificagdes parecem “pouco naturais” também ao autor.
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cuja solugio geral conhecemos dos cursos de equagdes diferenciais ordindrias como sendo

w(t) = asen \/%t + beos \/%t

sendo a,b € R. Supondo que o péndulo partiu do repouso ¢ dngulo inicial , obtemos as
seguintes condictes iniciais
©(0) = wo, p'(0) = 0

©(t) = po cos \/%t

O periodo deste movimento harménice simples é entdo

T=2'.rr\/g
g

e obtemos solugio da forma



Exemplo 4 (Campos de forga conservativos ).

Um campo de vetores F: R® —+ R® é chamado um campo de forgas quando em cada
ponto p interpretamos o vetor F(p) como wma forga agindo numa particula situada no
ponto p. O campo de forgas ¢ dito conservative quando existe funcdo energia potencial
U: R — R tal que

F{p) = —grad U(p)

(o sinal negativo é tomado por razdes histéricas). Evidentemente U ¢ tnica salvo adi¢ie
de constantes.

Consideremos agora uma particula movendo-se gracas A agdo de um campo de forgas
F e denotemos por z{f) sua trajetoria e m sua massa de repouso. O vetor velocidade da
particula é dada por %(t) no tempo ¢, sendo que seu comprimento é chamado a velocidade
da particula. O vetor velocidade #'(t) é tangente & trajetéria no ponto em questio. Se o
campo F é conservativo, digamos F = —grad U, entdo chamamos U de energia potencial

e definimos a energin cinética como
1 a2
K= §m|a: )|

A energia total (ou energia) é definida como a soma E=U+K.

Principio da conservagio da energia. Sgja z(t) a trajetdria de uma particula movendcé
se gragas & agdo de um campo de forgas conservativo F = —gradU. A energia total é
constante.

De fato, basta usar as regras de derivaciio de < z,z > e a Regra da Cadeia para
mostrar que ‘fi—f =0,V {exerc.1).

Em diversas situagdes fisicas estamos interessados em estudar campos de vetores I que
sejam paralelos ao vetor posigiio, ou seja, campos da forma F(p) = Mp).p, A(p) eRyp € R3.

Tais campos sdo chamados de centrais. Um exemplo de campo central é dado pelo campo
gravitacional. Estudemos tais campos no caso ém que sdo conservativos:

Afirmagdo 1. Um campo de forgas central F é conservativo se, e somente se, se escreve
como F(z) = M|z|).x, ou equivalentemente, F(z) = — grad U(z) onde U(z) = Fll=))-

A prova deste fata deixamos como exercicio para o leitor curioso {exerc.2). Apliquemos
este fato ao estudo movimento dos planetas em nosso sistema solar, segundo I. Newton.
Segundo a lei de atragdo gravitacional de Newton, dois corpos de massas my e g se atraem
com forgas de mesma intensidade e contririas descritas como ' ‘

T
Fiy = —gmume—s = —Fn

|=l?

onde g é uma constante universal, z & a posigio do corpo de massa Mg, My estd na origem
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€ Fz € a forca (atratora) em ms.

> —
™y F’a’.f ﬁ‘z- fmz

—————O
T3

figura 2

’

Assumimos agora que os corpos se movem exclusivamente sob a aglo destas forgas,
consideramos o corpo m; como o Sol ¢ o corpo my como um planeta de massa m. O eampo
de forgas atuando sobre o planeta é entdo da forma

F=—C—,C>0
|=[®

de modo que pela observagio anterior, este é um campo central conservativo. De fato,
temos F' = —grad U/ onde U = _Ta;-"T' O campo néo estd definido na origem. Caleulemos a
energia cinética desenvolvida pelo planeta m. Para isto podemos nos restringir & situacho
correspondente, mas no plano cartesiano R? (pois o campo & central, sendo portanto tan-
gente a este plano e logo uma particula inicialmente posicionada no planoc néo escapard
deste}, ¢ introduziremos coordenadas polares no plano: {r,8). Lembramos que o momento
angular da particula (planeta m) é definido como Q = mrég’ (derivadas tomadas com
relagdo ao tempo #).

Tomando-se a notagéo cldssica da Fisica, na qual os vetores i = i(t), 7 = 7(t) sfio i(t)
© unitdrio na diregio de z(t) e j(¢) o unitédrio ortogonal positivo de i(t). Entéo podemos
escrever z(t) = r(t)i(t) e -&‘—':—' =67, % = —8. Mas entio

g =r'i+rdy

Derivando obtemos 1d
Ho_ el g2, o 2 82
' =[r r(ﬂ)]z+rdt(r 6')j

Como o campo de forgas é central segue que a componente perpendicular a z é nula,
ou seja

d
E(ngr) = 0

€ provamos o seguinte:

Principio da conservagéo do momento angular. Dada particula movendo-se gragas

& acdo de um campo central, o momento angular se conserva: 'fi—?- =0.

Uma observagiio importante é a seguinte: Definamos S(t) = édre determinada pelo
pelos vetores posigio z(t), z(t,) e pelo arco de trajetoria ((¢(fo)x(t))) percorrido pelo
mével entre os instantes ¢, e . Entdo em coordenadas polares temos que

1
ds = Erzdﬂ
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De modo que % = %7'29’ mede a taxa com a qual o vetor posi¢do varre a drea entre o
mével e o centro do movimento. Aplicando este raciocinio no caso do movimento de um
planeta m em torno de Sol, como acima, a lei da conservagio do momento angular pode
ser enunciada como:

Segunda Lei de Kepler, A linha tracada do Sol a qualquer planeta descreve 4reas iguais

em tempos iguais®.

Prossigamos. Como vimos r2§' é constante no caso do movimento de um planeta m
no plano (r,0). Agora, isto implica o sinal de 6’ é constante ao longo do movimento e
logo podemos assumir # é funcdo crescente do tempo ¢. Mas entdo podemos utilizar £
como novo pardmetro e descrever r somente como fungio de ¢ ao longo do movimento. .
Seja k = %, entdo k = k{0(f)) e temos que —k = U = energia potencial do movimento
(de fato, || = 7). A energia cinética ¢ dada por K = 1m|z'(t)}?, de modo que como
z'(t) = ()i + r6' ()4, obtemos

1
K = Ll (@) + (08 (0)))
Também temos que

L Adkg, Qdk
T(t)—(m O=-=3 )=-—7

onde aplicamos a Regra da Cadeia. Finalmente observamos que

o) = - = Lok
mr m
Isto nos da entdo LQ? dk
_ 1kt dk.y g2

Como a energia total é E = K + U temos que X = E+ k. Usando as expressdes
acima obtidas chegamos A seguinte equagio diferencial
dk.o ,o 2m
(—@) + k= -Q—2(E+k)
Derivando com relagio a 6 e usando a conservagio da energia (‘;—g" = 0), obtemos
finalmente
d%k m
@ e
onde lembramos que &y é uma constante.

Destas considerages podemos deduzir as outras leis de Kepler.

3As outras leis de Kepler sdo: (i) Primeira Lei: Todos os planetas se movem em drbitas
elipticas em torno do Sol, que é um dos foces. (ii) Terceira Lei: O quadrado do perfodo
de qualquer planeta em torno do Sol é proporcional a0 cubo da distédncia média do Sol ao
planeta
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2. O conceito de EDO

Nesta segio veremos os primeiros resultados bédsicos da teoria das EDOs, comegando
pela formalizacio do conceito de EDO, seguida dos teoremas de existéncia e unicidade,
e dependéncia continua das solugbes com respeito 3s condi¢des iniciais. Comegamos com
algumas notagBes e definicdes que nos serdo tteis.

Consideraremos o espago euclideane R™! = R x E" com coordenadas retangulares
(t,z), onde t € R e z € R*. Consideraremos subconjuntos abertos I/ ¢ R*+1 que nao
necessariamente sao da forma produto de abertos.

Definigao 1. Dada fungao continua f: U/ — R**!, onde I/ € R™*? 6 um aberto, a equagdo
diferencial ordindria de primeira ordem definida por f & escrita como:

dx
(1) 5 = f(t,2)
Uma solugdo de (1) € uma fungao diferencidvel : J — R®, onde J C R é um intervalo,
tal que:

{a) Vt € J tem-se (£,0(t)) € U

) S2(t0) = It plto)) Ve € 1

onde %‘f(t,,) denotard a derivada lateral correspondente no caso em que £p for um extremo
de J.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5. Seja X:U, -+ B campo de vetores continue no aberto U, € R*. Pomos
U =RxU, C R e consideramos a EDO definida por f:U/ — E*, f(t,z) = X{(=).
Entao (1) é re-escrita como # = X(z), que é a chamada equagdo do fluzo definido por
X. Uma soluggo de (1) neste caso seria entdo uma curva diferencisvel ¥ J = U, tal que

() = X(v(£), 0 que chamamos de uma trajetéria de X,
Mais adiante voltaremos a este exemplo.

Exemplo 6. Seja agora h:J, 2+ R funcéo continua no intervalo aberto J, C R. Podemos
considerar f:U — R,U = Jy x R definida por F(t, %) = h(t) e 2 EDO correspondente ¢
entao

& =g(t)
Assim, uma solugdo ¢ t3o somente uma fungio diferencidvel (¢} tal que.
&
Pt) = olts) + f GNdAVE, € I Vi e J
to

A possibilidade de se integrar g e o Teorema Fundamental do Cileulo nos dio, neste
caso particular, a existéncia e unicidade de solugdes que buscaremos em geral.
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Antes mesmo de seguirmos com outros exemplos, introduzimos o chamado Problema
de Cauchy.

Definigiio 2. Dada uma EDO (1) z' = f(¢,z} e dado poné (tosTo) € U, 0 Problema de
Cauchy associado é escrito como: . .

‘ (2} ' = f(t,z), z(to) = %o
Uma solugdo de (2) é uma solugao de (1), digamos, ¢:J — R?, tal que ¢, € Je
@(to) = Zo- ’
Uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental do Célculo é a seguinte:

Proposigdo 1. O Problema de Cauchy (2) ¢ equivalente & equagio integral
¢
) 20 =50+ [ 10,2
to

Clom esta terminologia chegamos ao seguinte resultado central:

Teorema 1. Seja f:U ¢ RxR™ — R fungdio de classe C" no abertoU. Entdo¥(le, 1o) €U
o Problema de Cauchy (2) correspondente, possui uma solugdo @1 J =* R"*, definida numn
intervalo aberto J 3 t,. Além disso, € tnica no seguinte sentido: Seja v:Jy — R* outra
solugdo, entdo p(t) = P(t), Vit € Jn.J.

Observe que a nogao de unicidade de uma solugdo é algo relativo também a velocidade
com que esta é percorrida e néo apenas a0 trago da curva imagem em R’*, Deste modo,
dificilmente uma reparametrizacao de uma solugao seguira sendo solugio de uma mesma
EDO.

Teorema 1 serd consequéncia de resultados mais precisos como o Teorema de Picard,
que estimam um tamanho minimo para o intervalo de definicio J em termos de um certo
controle da funcdo f. Isto é o que veremos a seguir.
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3. O Teorema de Picard

Fixaremos a seguinte norma em R*! = R x R™: |(¢,z)| = max{Jt],[z|}, onde J¢| e
|z| denotam as normas euclidianas em R e R* respectivamente, As vantagens associadas
a esta escolha especifica logo ficario claras.

Definigiio 3. Uma aplicagio f:U — R x R* — R™ (nZo necessariamente continua) é
dita lipschitziana com respeito & sequnda varidvel se IK > 0 tal que [f(z, n)— flz, )| <
Ky = 3ol ¥(2, 1), (z,12) € U.

A funcio é dita localmente lipschilziana com respeito & segunda varidvel, se todo ponto
de U possui vizinhanga restrita & qual f é lipschitziana com respeito & segunda varidvel.

Esta nogao pode ser realizada com hipéteses de diferenciabilidade adequadas:
Lema 1. Toda fung¢io localmente lipschitziana é lipschitziana em partes compactas.
Prova. (exerc.3).

Lema 2. Toda fungdo f: U7 C BE xR™ = B™, de classe O com respeito 4 segunda varidvel
¢ localmente lipschitziana com respeito a esta varidvel.

Prova. Basta usar a Desigualdade do Valor Médio, uma ves que a derivada, sendo
continua, é localmente limitada. [l

Recordamos também que uma fungio F: X — X, onde X é um espa¢o métrico, é
uma contragdo, se existe constante 0 < A < 1 tal que d(F(z), F(y)) < Ad(z,y),Vz,y € X,
sendo que d denota a distincia em X.

Teorema do Ponto Fixo para Contragdes [El5]). Seja X espaco méirico completo.
Entéo toda contragdo F em X possui um inico ponto fixo, isto é, existe um tnice ponto
p € X tal que F(p) = p. Além disso, p 6 atrator de F, isto é, ¥z € X vale F*z) — p
quando n — oo. Em particular 0 mesmo resultado vale se F possui algum iterado
F™ X — X, que é uma contragdo.

Este teorema encontra-se demonstrado em livros de Espagos Métricos, por exemplo [EL5).
Sugerimos ao leitor que tente provar diretamente, usando o fato de que a sequéncia F* (=)
¢ de Cauchy.

Lema 3. Sejam I C R intervalo compacto e X C R* subconjunto compacto. O espago
X = C(I,K) das aplicagdes continuas ¢:I — K, com a métrica do supremo d(p, ) =
sup,e; [¢(t) — ¢(t)], é completo.

Este resultado segue do fato conhecido que limite uniforme de aplicaces continuas é uma
aplicagio continua {exerc.4).

Obtemos entdo o seguinte refinamento do Teorema 1:
Sejam Ifto,a] = [to — a,t, + a] onde & > 0, e Blz,, §] = {z e R*, |z — z,) < b} onde
b>0

Teorema 2 (Teorema de Picard). Seja f: I[t,, a] X Blzo,b) C R x R* — R", continua,
lipschitziana com respeito & segunda varidvel. Entdo existe uma tnica solucdo do Prob-
lema de Cauchy (1) correspondente a f e (to,x,), definida no intervalo I [to: t], onde
a = min{a,b/M} e M = sup{|f(t, z)|, (¢, %) € I[t,, a] x Blz,, b]}.
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Prova. Pomos X = C{I[ts;a], B[z,,b]) espago métrico completo com a métrica do
supremo. Definimos entdo aplicagdo F: X — X da seguinte forma:

F(o)(t) = 20 + j FOp(A))dA Vi € I(tora)

Afirmacao 2. F é bem definida e PV & uma contragio se N € N ¢ suficientemente grande.

Observe que uma vez provada a afirmacio acima o Teorema de Picard estara provado,
pois uma solugio para o Problema de Cauchy em questdo é dada justamente por um
ponto fixo de F. Vamos entdo & demonstrago da afirmacdo acima: Primeiro notemos que
Vi € X temos que:

1P(0)() - o] = | j FOh p(NdA] < [ £ @A) ]dA

< Mli—to] <h

logo F(p){t) € Blwo, b, Vt € I[ts,a] e assim F & bem definida. Agora, por indugao prova-se
que se K = constante de Lipschitz de f, entao

I{ﬂ
F*(o)(8) = F(e2) )] S = b = tol o1, 0), VE € 110y @), Vipn, p2 € X, Vm € N
Com efeito, assumindo-se esta desigualdade para um certo n € N, ternos que

|FP+ (1) (2) — F™F(pa)(8)] = IF(F™ (21)(8)) — F(E™{w2) ()]

< IfIf(A,F“(sol(z\))—f(A,F"(st(A))Id)\I < |len((Pl)(A)_Fn((PZ)(’\)ld)\l

i
<K K- A)t.d di| € K+ t ntly
< K| “F(to_ )" d{p1, 02) |_(n—+'1—)!| — g (191, 02)
to
Assim, F: X - X étal que

K*a
nl

A (00), F™(02)) < 2 (i, 02)

H

Como :‘f‘" — 0 quande n — +00, temos que a afirmagéo é verdadeira. O
Prova do Teorema 1. O Teorema 1 segue entdo do Teorema de Picard e dos lemas 1, 2

edacima. O
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Surgem agora algumas questées naturalmente motivadas pelas hipdteses do Teorema
de Picard:

Questdo 1. O que se pode dizer no caso em que f ndo ¢ lipschitiziana, mas apenas
continua?

Questao 2. O que ocorre se supomos f lipschitiziana em todo o I [te;af x R™ 7
Para o caso em que f nio ¢ lipschitziana temos o seguinte resultado:

Teorema 3 (Teorema de Peano) . Seja f: I{t,, a) % Blz,,b] C Rx RF — R*, contfnua e tal
que sup |f| < M < oo em I{t,, a) x B[z,,b). Entdo para todo € > 0 o problema de Cauchy
correspondente possui (pelo menos uma) solugdo em Ift,, a.] onde a, = min{e, b/ (M +e)}.

Prova. A idéia aqui é utilizar o fato de que limite uniforme de solugdes é um bom candidato
a solugao. Mas, para poderimos recair nas hipéteses do Teorema de Picard consideramos o
seguinte coroldrio do Teorema de Aproximagio de Weiertrass [El5]:

Fato 1. Existe sequéncia de fungdes fn: R x R* - R™ cujas componentes sdo polinémios
e tais que fn| Ifto.a]x Blaay CORVErge uniformemente para f.
Q¥ L-2}

Dado € > 0 arbitrério temos que |f,| < M+e em I[ts, a] % B{x,, b}, Vn suficientemente
grande. Pelo Teorema de Picard existe uma tinica solugdo py, de o' = f,(t, 1), (t,) = =,
definida no intervalo It,, o] onde o, = min{a, HM%}

Apgora,

lon(8) — n(s)| = | f FalAon{N)AN] < (M + €).Jt — o

de modo que {,} é familia equicontinua e também equilimitada. Segue ento do Teorema
de Arzeld [El5] que existe uma subsequéncia ¥n; que converge uniformemente em If¢,, €],
para uma certa fungio @.. Agora, é ficil ver que o, é solucdo de =’ = f(t,1), x(ts) = zg.
Por outro lado, y, é definida em (ta; @) como queriamos.

4, O intervalo maximal

A unicidade das solugdes bem como a existéncia local destas, dadas pelo Teorema de
Picard, nos permitem (por continuacio local) estender solucdes locais até um intervalo
maximal de tempo. Vejamos como formalizar estas idéias:

Definigéio 4. Dada uma EDO ' = f(t, ) uma solugio v: J — R™ ¢ dita mazimal se para
toda solugio :J; ~» R* com J; D J e 1,{)|JT = p, tem-se J; = J. Neste caso, J é dito
intervalo mazimal de . :

Proposigao 2. Seja fi1I7 ¢ R x R™ — R™ continua e tal que V(to, %) € U existe
uma tnica solucioe do Problema de Cauchy =’ = f(t, ), z(t,) = o, definida num intervalo
I{ts, ). EntdoV(to, zo, ) € U existe uma tinica solugdo méxima @(t, (t,, ,)) do Problema
de Cauchy acima indicado.
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Prova. Vamos definir o intervalo maximal I, (£0, Zo} como a reuniao U,p Ip{to o), onde
percorre as solugdes do Problema de Cauchy indicado. Pomos entao @t (toy o)) = p(t) sE
t € I,(to, 7o) Pela unicidade @(t, (to, %)) € bem definida. Pela existéncia local, Ln{to, To)
é conexo (ou seja, um intervalo). O

A principal propriedade geométrica de uma solugiio maximal é a seguinte:

Proposigio 3. Sgjam f: U CR X R™ = R™ fungio continua e p: J — R™ uma solugao
maximal de ¥ = f(t,z), onde J = (w—,wy) C R é seu intervalo (maximal) de definigdo.
Entao, a aplicagéo

&:J = U, t = (£, 0(t)

satisfaz & seguinte propriedade de divergéncia: ¥ compacto K ¢ U existe vizinhanga W
dew_ ewy, tal quet € W = &(t} ¢ K. Escrevemos esta condigdo como

@(t) - OU quando t - wyt

Prova. Seja K C U compactoe suponhamos por absurdo que existe sequéncia ¢, € J com
t, — Wy, tal que p(tx) € K. Podemos entao supor que ®(t,} converge em K, digamos
B{ty) — (w4, To) € K. Aplicamos entio o Teorema de Peano a

&' = f(t,3), (foy o) = (W, B} €K CU

e obtemos vizinhanga V = I{t,, @] % B[z,, b] na qual temos definida solugio para o Problema
de Cauchy indicado acima. Agora, se ¥y =1 [tos %a] x Bz, b], entdo ¥(t1,z1) € V1 existe
solugio para o Problema de Cauchy correspondente a estes dados iniciais, definida (a
solugao) em I[ty, on) com a1 = 1a: de fato, seja a = Ib{- onde |f| < M em V; aplicando-se
o Teorema de Peano a (t1,21) € Vo = I[f1, o] % Blzy, b, by = %QM, Va C V, encontramos
uma solugéo do Problema de Cauchy z' = f(t,2),z(t;) = z1, que estd definida Yt €
I[t]_, 0.'1].

Agora, se tomamos §; = i COM T suficientemente grande, entdo podemos assumir
que ©(t,) € V1 e que se tem portante ¢ prolongada até t, + /2 > t, = wy, gerando uma
contradigio 3 maximalidade de . O

Como consequéncia da prova acima obtemos:

Proposicio 4. Sgja f: U CRxR" — R" continua e limitada. Se w, respectivamente w._.
é finito, entdo existe lim;_yuw, w(t) respectivamente limg ., w(t).

Prova. Suponhamos que wy < +0o. Entao Vs, t € R vale

1
lo(t) - o(s)} = | [ FO (NN < Mt - 5]

onde M > |f] em U. Assim, existe limyso, i(t) pelo Critério de Cauchy para o limite em
rR™. O
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5. Dependéncia das solugdes com relagio s condigdes iniciais

Nesta se¢io estabeleceremos que {quando a fungdo f possui uma classe de diferencia-
bilidade adequada), as solugdes do Problema de Cauchy associado & f e a um ponto inicial
{to, To), dependem diferenciavelmente das varigveis (t, E0, o).

Teorema 4 (Dependéncia continua das solugées com respeito as condicdes iniciais) Seja
fiU C R xR* = R* fungdo contfnua no aberto U. Suponhamos que V(i 3,) € U, o
Problema de Cauchy correspondente tenha solugio tinica @ = ¢(t, (to, 2,)), definida num
intervalo maximal denotado por (w_,w.), onde wy = w(t,,z,). Entdo:

(i) O conjunto D = {(, o, %o); (tos o) € U, t € (w_ (2o, To), wi(to, Bo)} € aberto em Rx U.
{ii) ¢: D — R™ é continua.

Podemos enunciar este mesmo resultado para EDOs que dependem continuamente de
pardmetros:

Teorema 5 (Dependéncia continua das solugdes com respeito as condigbes iniciais e
parimetros) Seja f:U < R x B® x RE — R" funcio continua no aberto U. Supon-
hamos que Y(t,,2,,2) € U, 0 Problema de Cauchy correspondente tenha solugio tnica
¢ = '©lt, (ts, %o, 2)), definida num intervalo maximal denotado por (w_,w+), onde
wt = wg(te, Ty, 2). Entdo:

(i} O conjunto D = {(t,1,, %, 2); (to, To, 2) € U,t € {w. {0, To, 2),Wi(la, To, 2)} é aberto
em R x U,

(ii) p: D — R™ ¢ continua.

Observagao 1. O Teorema 4 segue do Teorema 5.

Com efeito, dada EDO 2' = f(t,z, z) com no Teorema 4, podemos introduzir uma nova
varidvel y = (z,2) e nova fungdo F(t,y) = (f(t,x,2),0) de modo que o Problema de
Cauchy a pardmetros () &' = f{¢,, 2), 2(t,)} = =, é equivalente ao Problema de Cauchy
&) v' = F{t,y), ¥(to) = yo, sem pardmetros, onde definimos Yo = (To, 25)- De fato temos
que as solugdes de (b) sdo da forma ®(t,1,, y,) = (02, to, To, Zo)s Zo) (nOte que a segunda
coordenada de F' ¢é nula). Assim sendo, as propriedades de continuidade para as solugdes
de (b) sdio herdadas das propriedades de continuidade para as solugdes de (a).

Faremos uso do seguinte lema:

Lema 4. Considere f,:U — R¢, sequéncia de fung¢bes continuas no aberto U ¢ R x R¢
com fn — fo uniformemente em partes compactas de U. Dada sequéncia (tn,zn) € U com
(tn, Tn) = (to, To), s 0 Problema de Cauchy ' = f(t, %), 5(t,) = =, tem solugio maximal
inica pn, em Jy, = (w_(n),w,.(n)), entdo, V[a,b] C J, = (wo(0), w4 (0)) existe n, = ny(a,b)
tal que:

n>n, = J, D[z ble lpn,[a,b] — (,ool[a‘b]

uniformemente.

A grosso modo, o lema diz que se temos f, — Jo uniformemente em partes compactas
e as condigbes iniciais (tn, %) = (f0,Z,), entdo as solu¢Oes maximais satisfazem ¢, — @,
em partes compactas.
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Prova do Lema 4. Consideramos compactos K3 C Kz C U onde K; C Int(K3) e

Int(K1) 3 {(t,wo(t)):t € [a, 8]}
\J

(+9)

Mas entdo, existem constantes M > 0en; € Ntaisquen>m = jfal < M em
K3, pela convergéncia uniforme de f,, em partes compactas. Pelo Teorema de Peano existe
entéio & > 0 tal que ¥(¢!,z!) € K; o Problema de Cauchy ' = fa(%,7), z(#) =2, (n >
n;) possui uma tnica solugfio definida em [t — | € @ com grdfico contido em K. Seja
agora € = %a. Entéo existe ng > ny tal que n 2 nz = (ts,3n) € K1 e [ts —t] < e
Assim, n > no = (¢ estd definida em ji, —- t| € o = 3¢ contém [t — to| € e

figura 3

tm.-a\ top‘?' Len t) %0+E‘ "tmi'dk

— } — t

figura 4

Definimos entdo familia de funcdes

F= {‘P"I|1—10|551” 2 na}
Utilizaremos o seguinte
Sublema 1. Seja {¢y} sequéncia equicontinua, uniformemente limitada de fungées
¥n: X — R continuas, X = espago métrico compacto. Entéo se toda subsequéncia uni-
formemente convergente da sequéncia 1, possui o mesmo limite ¥, a propria sequéncia .
é uniformemente convergente para .

prova do Sublema 1. (exerc4).

A familia F acima definida satisfaz s hipéteses do Sublema 1: .
F é equilimitada e equicontinua pois o gréfico de cada p, esté contido em K, onde vale
|ful < M elogo

icp'(t)l = |fn(t:‘19n(t))l <M
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Toda subsequéncia uniformemente convergente ©n,, COLVErge para @,: de fato pela uni-
cidade basta provar que ¢ = limeyy, ¢é solugdo de =’ = f(t,x), 2(t,) = z,. Isto segue de

¢
One(8) = 2y + [ for (A 00, (V)X e logo, fazendo-se ny, — +0o obtém-se

by
b
o(t) = 70 + f FolA0(3))dA
io

devido A convergéneia uniforme de iy, .
Assim, ¢ = g, em |t —t,] < ¢ e pelo Sublema 1 ¢, — ¢, uniformemente em t—t,] <
e. O

Prova do Teorema 5. Consideramos equages da forma z' = f(t,z) com todas sua
solugies tinicas. Provemos que D é aberto. Tomando f, = f no lema anterior obtemos
que Y{t,,z,) € U, dados ¢ > 0 e [a,b] C I(f,, 2,) existe vizinhanga V, = Ve (o, To), tal que
Y(E,2) € V, I(t',2) O [a,b) e |o(t, (¢, ') — (L, (ta, %)) < €/2se t € [@,b]. Assim, D é
aberto.

A continuidade de » com relagio a (£, (£,, z,)) também segue deste mesmo argumento,
de fato

(s, (¢, 2")) — @(t, (Lo, Ta)} < |ip(s,t',2") - ©(81 10, To)| + [@0(5, ta, To) — @(t Lo, To)] < €

desde que s esteja proximo de ¢ a fim de que tenhamos

(s, (to, 7o) — (2, (t0,0))| < €/2
0 que segue da continuidade de (£, (t,, T,)) com respeito a . [
Utilizando ent8o o Teorema de Picard abtemos ¢ seguinte coroldrio:

Coroldrio 1. Seja f: UV ¢ R x R* — R* continua e lipschitziana. Entio D é aberto e
p: D — R* ¢ continua.

Podemos provar também que, sendo f lipschitziana, a solugdo ¢ também & lips-
chitziana na variivel z,. Para isto utilizaremos o célebre:

Lema 5 (Lema de Gronwall). Sejam u,: [a,b] — [0, 4+00) continuas tais que, para a > 0,

temogs
¢

u(t) < a +fv(s)u(s)ds,Vt € [a, 5]

a

_ Jo(s)ds .
Entdo u(t) < cvea . Em particular, e =0 = % = 0.

Prova. Suponhameos inicialmente que & > 0. Definimos funcio auxiliar

ot) = o+ f o(s)u(s)ds
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Vale que ¢(a) = a e p(t) > a > 0,Vt. Derivando obtemos () = u(t)v(t) < v(t)el(t).
Assim, dlogp(t) < v(t) e logo

o) [ oo
log ) < !v( }ds

donde .
ut) < olt) < act
Para o caso a = 0 utilizamos o caso anterior e fazemos ¢ — 0%. O
Finalizamos entdo esta parte com o resultado abaixo.

Proposigao 5. Sgja f:U C RxR™ — R" continua, e lipschitziana com respeito 4 segunda
varidvel, digamos | f{t,z) — f(t.y)| < K|z — y|. Entdo Vt € I(to, %o) N I{to, yo) temos

|‘P(t, (tm-""o)) — oft, (tor ya))l < eKIt_t°|-|mo - yol

Prova. Por simplicidade da notagio pomos u1(t) = @(t, (to, Ta)) € v1{t) = 92, (tos To))-
t .
Entdo u (t) — v1{t) = (o — ¥o) +tf[f(s,u1(s)) — f(s,v1(s))]ds e logo

s (6) — v (8)] < 10 — ol + jmu(s) = o(s)\dsl-

Se £ > t, pomos @ = |Ze — Yol € u(t) = [ui{t) —11(t)], v(t) = K para aplicar a Desigualdade
de Gronwall e obter a desigualdade anunciada. Set < 2, consideramos sistema similar a
este para aplicar a argumetagio acima (exerc.5) 0O
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6. Diferenciabilidade das solucdes

Com relagdo a diferenciabilidade das solugdes com respeito &s condigbes iniciais, o
resultado central € o seguinte:

Teorema 6 (Dependéncia diferencidvel das solugbes com relagio as condigdes iniciais e
pardmetros). Seja f:U C R x B* x Rt — R, continua no aberto U e suponha que f
¢ diferencigvel com relagio a varidvel x € R™, sendo g£ continua em U. Entdo, para
cada z € R® fixo, dado (to, %) € U a solugdo do Problema de Cauchy correspondente
z' = f(t,x,2), o(t,) = x, existe e é tnica, admitindo derivada parcial com relagdo 3
varidvel z,. Além disso se definimes D = {{t,t,,2,,2) € Rx Uit & I{t,, @o, 2)} entdo
D é aberto e em D vale a continuidade da fungio X (t) = Dy, p(t, to, 7o) = %":(t, to, Za).
Finalmente, X (t) é solu¢do do Problema de Cauchy matricial linear

(4) X’ = %(t: ‘P(ta to: :L‘o)),X(to) = I'n

onde I, € a matrix identidade n x n.

Como no caso da dependéncia continua podemos nos restringir aoc caso sem
pardmetros, ou seja, podemos nos restringir a mostrar o seguinte teorema:

Teorema 7. Seja f:U C R x B® — K", contfnua no aberto U e suponha que f é
diferencidvel com relagio 4 varidvel z sendo %ﬁ continita em U. Entdo dado (t,,z,) € U
2 solugdo do Problema de Cauchy correspondente existe ¢ é tnica, admitindo derivada
parcial com relagdo A varidvel z,, no aberto D = {(t:to,25) € Rx Ut € I(to,z,)}. A
funcdo X (&) = Dy p(t,t,,2,) = a%"’:(t, to, %o) 6 solugdo do Problema de Cauchy matricial
linear

ef

(5) X’ = %(ta‘P(h tm xa)), X(ta) = In

onde I, é a matrix identidade n x n.
A prova do teorema acima utiliza o seguinte

Lema 6. Dada f:(a,b) x K — R continua, K C R* compacto, tal que existe e é continua
a derivada parcial %j_‘; em (a, b) X K, entdo existe fungdo F: (a,b) x K x K — L{R") continua
tal que:

(i) F(t,z,z) = %ﬁ(t, 2),V(i,z} € (a,b) x K
(jf) f(t: 5[‘-2) - .f(t:xl) = F(tl Ty, -'EZ) ‘ (wZ - :L‘]_).

Prova do lema. De modo natural somos levados a definir

7}

|2

(t, 823 + (1 — 8)21)ds

&

T

1
F(t,.’L‘l, 5‘3‘2) = f
0
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Como a derivada parcial de f com respeito a « existe e é continua, F é bem definida
e continua, valendo também

(t,z)ds = g—‘i(t, z)

1 1
Além disso, F(5,z1,22) (z2—21) = [[ L (&, swa+(1—8)z1)ds]-(z2—31) = [ 9L (¢, swa+
0 0

(1--8)z1) (B2 —T1)ds = Ufl %(t, .‘5'.'1:2 +(1—s8)z1)ds = f(t,sz2+ (1 — 5)z1) |::; = f(t,z2) —
f(t,$1). g 7

Prova do Teorema 7. Consideramos (a,b) € I(t1,1) (subconjunto préprio) onde a >
w_(t1,21) € b < wi(tr,z1) em U tal que {to, T, A) € V = @(t, 10, %,) estd definida para
todo t € fa, b].

Fixamos vetor candnico ¢; € R®, Para cada h € R, |h| < € suficientemente pequeno,
pomos & (t) = @(t, te, Tot+hes}. Bntao pela dependéncia continua com relagéo as condigbes
iniciais, segue que yn —* Yo uniformemente em [2,B], quande A — 0. Por outro lado, pelo
lema anterior podemos escrever

dlyn — Ya)
dt

f(t; (P(t: to, Tp + h-ej)) - f(t, ‘P(tw to, xo)) = f(ta yh(t)) - .f(ty yo(t))
= F(t, 4o(t), vr(t)) - {¥n(t) — vo(t))

() — o) = 2 4o
(6= 54.6) = 18) = Tt o+ ) = g 1 r2)

Assim
2 (900) — w0(8)) = F(&,36(8) 1) - n(8) — 9a(8)

Pomos agora z5(t) = +(ya(t) — yolt)), b # 0 e estudamos a existéncia de limy-,0 2 (t).
Caso exista, este limite serd igual a %(t= to, Uo)- Agora, zp (como vimos) é solugdio de
uma EDQ linear, a saber

(x) &’ = J(t, h)z, w(to) = €5
onde J{t, k) = F(t,y0(t), ya(t)). Mas J{t,h) € continua e J(£,0) = J(t) = F(¢,30(t), #o(t))
o que pelo lema & igual a J(1) = gg(t, @(t, to, To)). Portanto, como (#) tem solugdes dnicas
segue que existe limy0 2 (£) e é igual a zo(t) = z(f) = a solugdo de {2’ = J() -z, z(ts) =

e;}. Resta entdo ver que a%% & continua em D. Consideramos para isto a familia de EDOs

(24) o' = J (&, to, To) - T, z(t,) =¢;

como ((t, te, Zo), Z) + J(t1tor o T) - T € continua em D x B*, e como (2%) tem solugGes
{inicas fixado (t,,z,), segue que novamente (%‘EJ— é continua em D e logo o teorema estd
demonstrado. O :
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Vejamos alguns coroldrios deste resultado:

Coroldrio 2. Seja f:U C R x r7* x B¢ — R* continua no aberto U, continuamente
diferencigvel com respeito a A € R? e coniinuamente diferencidvel com respeito a x € R?.
Entido a solugio ¢ do Problema de Cauchy associado é diferencisvel com relagdo a A e vale
que se j € {1,...,£} entao

dp

%% Dy
B, AP €5

é continua em D e se

B(t) = D,\f(t, ‘P(ta Loy Loy ’\)J A), b(t) = B(t) * €4

entdo z(t) = 5» (t,t0, %o, A) € s0lucio de

' = J(t)z + b{t), b{ts) = 0

Prova. Pomos F(¢, (z,A)} = (f(t,z,A),0) entdo & = (@, A) é solugdo de
y' = Ft,y), y(te) = Yo

onde ¥ = (¢,z}, yo = (%o, €;). Pelo Teorema 6 temos que existe e & continua & derivada
parcial 0, ®, logo 0 mesmo vale para Dyp. Finalmente, resta usar que

DA@ ey = (D,\tp * €4, e,-)
satisfaz portanto 4 seguinte EDO
(=", ¢) = (J(®)z + B(e)y, 0), (=, y)(t) = (0, ¢5).

O

Coroldrio 3. Seja f: U +RxRB" x Rt x B — R® continua no aberto U. Suponha que
[ ¢ diferencidvel em relagio as varidveis z ¢ R™, & ¢ R® separadamente e que Do f e Dy f
sdo continuas em U. Entao, fixados ), g€ RE X R temos que o Problema de Cauchy

z' = f@ oz A p), z(to) = o

tem solugdio maxima iinica ¢ = @(t,to, Ty, A, 1} diferencidvel em relagdo a (t,z,, A). As
derivadas parciais Dy, Dy, D, Dy Dy e Dy Dho existem e sdo continuas em D.

Prova. Fixado p existem por hip6tese e pelo Teorema 6 as derivadas parciais Dy e
Dyp. Além disso, estas satisfazem a EDOs lineares com coeficientes continuos D, [Dap) =
J(E, b0, %oy A, 1) - [Dr@] + D f (2, 0{t, to, 20y A, 1), A, 1), Di[Da, 0] = J(t, to, Toy A, 1) - [ Do, )
Portanto, Dy, ¢ e Dyp sdo continuas, assim como DD e Dy Dy Finalmente, Dy =
f{t, ) é continua. O '
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7. Equagbes de ordem superior

Consideramos agora equacdes diferenciais de ordem superior.

Definiciio 5. Uma equagdo diferencial ordindria de ordemn n é uma equagio da forma
™ = (¢, 5,2, .., ")

onde f: U C Rx (R*)*~! — R* é uma fungéo continua no aberto L/, sendo que z?) denota
a derivada de ordem j de & com relagio & varidvel &.

De modo anélogo ao que fizemos nas segdes precedentes podemos definir solugdo de
uma EDO de ordem n como uma fungio ¢:J C R —= U, onde J é um intervalo, n.
vezes diferencidvel e tal que W) (2) = f(t, (1), ¢'(t}, s = 1(t)),Vt € J. Dada EDO de
ordem n como acima, podemos asseciar uma EDO de primeira ordem da seguinte forma.
Definimos F: U — R® como sendo F(£,#1, ..., Tn) = (T2, ey Ty F(Ey B1y ooey Tn)). Seja w(t)
solugio da EDO de ordem n, entiio por da introdugio das fungdes (Z1y.0r £n)(t} cOmo

T =, T = F 0 Tn = g1
temos que

5o ! ! — L. n)
=1 =2, Ty = gy Tpoy = Ty €Ty = (™ = f(t,T1, .01 Zn)

de modo que X (&) = (Z1, ..., Fn)(t} & solugéo de X' =F(,X).
Podemos resumir a discussao acima como:
Proposicio 6. Dada EDO de ordem n
(%) ™ = f(t,z,:c(l], g1

onde f:U € Rx (R*)*~! — R* é uma fungdo continua no aberto U, temos que as solugdes
de (%) estdo em correspondéncia natural com as solugdes da EDO de primeira ordem

(#X'=F(t, X)
onde F(t,z1,....,%n) = (@2, cory Ty (£, @1y ey Tn)).  Em particular podemos estender de

forma natural para as EDOs de ordem n os teoremas de existéncia e unicidade e de de-
pendéncia das solugdes vélidos para as EDOs de primeira ordem.
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Exercicios do Capitulo I
. Complete a prova do Principio da Conservagiio da energia (segdo 1).
. Prove a afirmacio 1 a respeito de campos de forga conservativos centrais.
. Prove o Lema 1 e 0 Lema 3.
. Prove o sub-lema 1.

- Complete a demonstra¢io da Desigualdade de Gronwall {Lema 5) e da Proposicio 5.

L=~ S SR TC R X R

. Prove que o Teorema do Ponto Fixo de Contragdes.

7. Uma equacdo diferencial ' = ﬁi(:’—:% é uma equagdo do tipo diferencial total se: g, h
sdo fungés reais continuas no aberto I/ C R x R*, h niio se anula em U e existe funcéo
diferencidvel I em U tal que g—i = h, g—;‘- = g. Estude as solugdes da EDO dada em termos

das curvas de nivel da fungio F.

8. Uma EDO da forma ' = f(t)g(x) é dita uma equacdo e varidveis separadas. Supon-
hamos que f é continua no intervalo I e que g é continua no aberto ¥V < R*. QObtenha
solugfo explicita para a EDQ acima com os dados iniciais z(t,) = zp.

9. Dadas f,g:R — R continuas, sendo J Lipschitziana prove que as solugies do sistema
'
(x,) = ( /(=) ) , (m(t")) = ( o )} sdo tinicas nos seus intervalos de definigio. Estude
y 9=}y y(to) Yo

o caso em que f ndo é Lipschitziana.

10. Estude as solugdes da equacdo homogénea 2’ = (%) ondet # 0 e h é continua no
intervalo {a,b) e que neste intervalo h(y) — y nio se anula.
sugestdo: considere a mudanca de varidveis £ = ¢ Y.

11. Resolva e estude as solugdes da equagdo =’ = 2% cos s,

~ = 2o,
12. Mostre que as solucdes da equagdo ' = x3 nfo sdo finicas. Compare com o Teorema
de Picard.

13. Seja ffRx R* — Rr continua, localmente Lipschitziana e globalmente limitada
(digamos | f| < M em Rx R™). Prove que as solugdes de 2 = f(z) estio definidas em toda
a reta real e que se ¢:R -+ R™ — R* ¢ dada por @{t, z) = solugiio de ©’ = flx),2(0) = =;
entao as aplicagdes p:(2) = p(t,2): R* — R" definem homemorfismos de R®. Prove que
P50 Py = Pyys € conclua que t — ¢p; define um homomorfismo do grupoe aditivo da reta no
grupo dos homeomorfismos de R”®.

14. (Equacdes diferenciais complexas). Seja U C € x C* aberto, onde C = R? é o plano
complexo com coordenadas z + ¢y e 12 = -1, Prove que se f: I/ = C* ¢ fungdo holomorfa
(f ¢ dita holomorfa se suas fungdes coordenadas sao holomorfas), entdo o Problema de
Cauchy holomorfo j—;" = f(z 2}, %(2,) = %, tem solugdo holomorfa ¢(z, (z,,%,)) tnica

definida em um disco D(z,,¢) = {zeClz—2|< ¢} para todo (20, z,) € U.
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Capitulo IT - Campos de Vetores
1. O Teorema do Fluxo Local

Nesta. segdo estudaremos os fluxos associados a campos de vetores iniciando assim o
estudo qualitativo das EDOs. :

Definigiio 1. Um campo de vetores em um aberto [/ ¢ B* é uma aplicagio X:U = R™.
Tal campo define uma EDO guténoma z' = X(2). Como consequéncia do Teorema de
Picard obtemos:

Proposigdo 1. Seja X um campo de vetores continuo e localmente lipschitziano no aberto
U c R*. EntdoVz, € U,t, € B, existem vizinhanga aberta V(z,) de z, em U e intervalo
aberto I(t,, €), tais que Yz, € V(x,) o Problema de Cauchy z' = X{x), z(f1) = o, possul
solugio dnica definida no intervalo I(to, ).

As hipéteses acima sfo verificadas por exemplo se X € de classe ClemU.
Vejamos a nomenclatura ligada ao presente contexto:

Definigdo 2. Seja X:U — R* campo de vetores. Um ponto p € U tal que X {p) = 0 é dito
um ponto singular ou singularidade de X. As solugdes de 2’ = X (z) sdo chamadas solugdes,
{rajetdrias ou curvas integrais de X. Seja ¢ I — R” solugio maximal de o’ = X (x), entdo
4 = (I} € U é chamada uma drbita de X. Uma érbita de X é dita periddicase I = R
e (t) é periédica. Veremos que tais orbitas sdo difeomorfas ao circulo unitdrio, € que as

demais sio difeomorfas & reta, ou a pontos singulares.

Uma equagio diferencial da forma z’ = f(z), onde f: U7 = B™ & {pelo menos) continua
e ndo depende da varidvel tempo ¢, é dita uma equagdo diferencial auténoma. Como esta-
mos interessados num estudo qualitativo de tais EDOs, pensaremos enl EDOQOs guténomas
como em EDOs dadas por campos de vetores.

Teorema 1 (Teorema do Fluxo Local). Seja X:U — R* campo de vetores de classe
C* k> 1 no aberto U.

(i) Vz, € U existe a solugdo maximal ¢q, (t) de =’ = X(z)}, 2(0) = z,, definida no intervalo
maximal Iy,.

(ii) (Propriedade de fluzo) Sey, = ¥z, (to) comis € I, entdo I, = I,,—t = {s—t,5 € I}
e também y, (8) = @, (to +8), Vs € Iy,

(iif) O conjunto D = {(t,z) eU xR", £ € I} é aberto. .
(iv) A aplicagio p: D — R" definida por o(t, z) = ws(t) 6 de classe C¥.
Além disso, temos a seguinte relagdo Dy Dgp(t, z) = DX (p(t, ) - Dutp(t, z) em D.

Prova. Para obtermos o resultado acima para EDOs auténomas podemos utilizar os
resultados analogos obtidos para EDOs z' = f(, z}, 5(t,) = T, onde f: UcRxR* = R,
definindo apenas U = Rx U e flt,z) = X(x) em U. Basta entdo utilizar os teoremas
de Picard, e dependéncia das solugdes com respeito as condigdes iniciais e parémetros do
capitulo precedente. Para verificar a propriedade de fluxo (ii) acima basta usar a unicidade
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das solugdes e o fato de que (como a equacio é auténoma) ambas as fungdes em questdo
silo solugBes de um mesmo problema de Caunchy. O

Definigo 3. O fluzo local ou grupo o um pardmetro gerado por X é a aplicagio ¢: D —
R*®. O campo X é dito completo se I, = R,Vz € U, ou seja, se D=R x U/.

Comeo coroldrio da argumentagio acima obtemos:

Corolério 1. Seja X campo de vetores de classe C* k > 1 no aberto U C R™. Sejam
€U el = (w_(2),w(z)) o intervalo maximal da solugio @y (t) = w(t, ) que satisfaz
©(0,z) = x. Entdo se wy(z) < +00 temos que @, (t) — U quando t — wy(z). Resultado
andlogo vale se w_(z) > —o0.

Este resultado também se deduz do resultado geral de divergénceia para as solucgdes de
EDOs nao necessariamente auténomas.

Coroldrio 2. Seja X campo de vetores de classe C? e limitado {digamos | X (z)| < M,Vz
R*) em R*, Entdo X é completo.

Prova. (exerc.1).
Denotemos por Diff*(U/) o grupo dos difeomorfimos de classe C% do aberto U C R®.

Proposicéo 2. Seja X campo de vetores completo de classe C* k>1emU C R". Entio
o fluxo de X, p: R x U — U, satisfaz:

() & (02(8)) = X (02(8)), 9 (0) = =
(i) ¢(s, lt, z}) = p(s + t, z)
(if) X (z) = %’f(t,w)]ho

(iv) pe: U — U, vry(c) = (t, z) define difeomorfismo C¥*. Além disso, a aplicagio R —
Dift* (I ); t = ¢ define um homeomorfismo de grupos.

Proposicio 3. Seja X campo de classe C* k> 1. Dada solugdo mdxima v de X, definida
em I, temos trés alternativas:

(i) & € constante e I = R.
{ii) 0 & injetiva.
(iif) I = R e & periédica.

Em particular, se v = o(I) € a érbita correspondente, entdo temos as seguintes pos-
sibilidades para v: (i) v = {p}, (ii) v é difeomorfa & reta, (iii) v é difeomorfa ao circulo
unitdrio.

Vejamos alguns lemas que precisarermos para demonstrar o resultade acima:

Lema 1. Seja G C (R, +) subgrupo (aditivo) da reta. Entdo ou bem G é ciclico discreto
ou bem G & denso.

Este lema é bem conhecido de Anslise Rea) (E16] e sua prova consiste em observar
que G é discreto se, e somente se, 0 nio & ponto de acumulagio de G o que por sua vez
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equivale a dizer gue se ¢ = infG N {z > 0} entdo o resto de qualquer elemento de ¢ na
divisdo arquimediana por a deve ser nulo, e logo G & ciclico gerado por a.

Prova Proposigio 4. Tomamos o caso em que ¢ é nao injetiva e nio constante {em
particular X ndio se anula em nenhum ponto da trajetoria descrita por ). Entdo existem
{; < t; em I tais que (¢} = ¢(iz). Pelo que vimos no Teorema 1 (ii) isto nos diz que
se 7 =tz — t; > 0 entdo ¢(r) = ©(0) e também que p(r + £} = p{t) para todo t € [ tal
que t + 7 € I. Mas isto implica que (pela maximalidade de I} devemos ter I =R e é
peri6dica tendo 7 como um perfodo. Tomemos 7 > 0 como perfodo minimal de . Neste
caso temos que a érbita v = @(R) é portanto difeomorfa (via ¢} a ([0, 7]), ou seja, ao
circulo unitdrio. Caso ¢ seja injetiva temos que v é difeomorfa (ainda via ¢) ao intervalo
aberto [ e portanto & reta real R. O

Definigao 4. O retrato de fase do campo X & a representagdo de I/ como decomposto em
orbitas de X, segundo a classificagio acima. As orbitas sendo orientadas como 0 campo
X.

2. O Teorema do Fluxo Tubular

O Teorema do Fluxo Tubular, objeto central desta secéo, afirma, a grosso moda, que
campos (fortemente diferencigveis) de vetores podem ser retificados em um vizinhanga de
um ponto nao singular. Assim, em particular, ndo ha informagfo local relevante numa
vizinhanga de um ponto regular, pertinente a um dado campo de vetores. Vejamos inicial-
mente algumas definigdes importantes:

2.1 Conjugagﬁes

Uma conjugagao entre dois sistemas dindmicos & uma aplicagdo gue preserva as pro-
priedades dinfmicas dos mesmos. Vejamos o caso de campos de vetores.

Definicao 5. Sejam X:U CR* -+ R* e Y.V c B* = R*, campos de vetores com fluxos
locais (¢, z) e 9(t,z) respectivamente. Uma bijecio (nfic necessariamente diferencidvel)
h:TJ — V define uma conjugagdo entre X e ¥ quando se tem

R(p(t, ) = ${t, h(z)), ¥(t, )
A grosso moedo, h ¢ uma reparametrzacdo do fluxo de X como o fluxo de Y.
Um primeiro exemplo desta situacio é o seguinte:

Exemplo 1. Sejam X:— R* campo de vetores de classe C' e k: U — V difeomorfismo
de classe CY, com h(U) = V C R*. Pomos Y:V — R* como Y = h.X ou se¢ja, Y(g) =
'(p) - X (p), onde ¢ = h(p). Bntdo Y é campo de vetores continuo em V, que € conjugado
via h a X (verifique!). .

Observacéo 1. Dois campos de vetores X e Y de classe C",r > 0, serdo ditos C"-
conjugados se 3 conjugagdo h entre X e Y com he C7. 8e r =0 dizemos que X e ¥ 580
topologicamente conjugados.
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Surge ento a seguinte questio:

Questao 1. Sejam X e Y campos de vetores C7,r > 1, e topologicamente conjugados.
Sob quais condigdes X e ¥ siio C conjugados?

Mais adiante discutiremos esta questéo.

Definicéo 6. Sejam X, X, dois campos de vetores CF em Uy, Us C R respectivamente.
Dizemos que X7 é C™ eguivalente a X, se 3 difeomorfismo de classe Cr h:Uh = Uy, que
leva érbitas de Xy em 6rbitas de X3, preservando a crientagdio de cada uma delas. Assim,
se 71(p) denota a érbita de X, orientada, pelo ponto p € Uh, entdo h{7i(p)) = v2(k(p))
que € a drbita de X3, orientada, passando pelo ponto h(p).

Evidentemente uma conjugacio define uma equivaléncia entre campos de vetores. Uma
pergunta natural é decidir quando dois campos equivalentes sdo de fato conjugados, A
proposigio abaixo dé condigdes restritivas neste sentido.

Proposicdo 5. Sejam X;:U; - R",§ = 1,2, campos de vetores de classe C*k>1 Um
difeomorfisno h: Uy — Uy de classe C1 € uma conjugacio entre estes campos se, & somente
se,

Vp € U1, Dh{p) - X1(p) = Xa(h(p))

Prova. (exerc.2).

Defini¢ao 7. Dados campo de vetores X: U — R® e ponto p € U, uma se¢do transversal
(local) a X em p (de classe C*), é wma aplicagio diferencidvel (de classe C¥) o: V"1
™! 5 U, que é um mergulho local {isto é, uma imerséo e wn homeomorfismo local sobre
a imagem) com p € L := ¢(V), onde V*~! ¢ R"? & aberto conexo (em geral um disco
aberto de dimens@o n — 1 centrado na origem), tal que para todo ponto 2 € V tem-se a
seguinte decomposi¢io em soma direta:

X{o(z))@o'(z) RE=R?

o(x)

.Vrrl

fugura 5

Uma segdo transversal define entio um mergulho de V™! como subvariedade
transversal & aplicagio X.
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O seguinte lema prova a existéncia de seqSes transversais em vizinhangas de pontos
regulares de campos de classe ckE>1.

Lema 2. Sejam X:U — R™ campo de vetores de classe C* k> 1 e p € U ponto regular
de X, X(p) # 0. Entéo existe segio transversal local de classe C¥, o:D"! 2 EcUalX,

com ¢(0) = p.

Prova. Completamos o vetor X(p) € Rp a uma base {¥1,.0,Un—1,X(p)} de R}. Seja

7o: B™1 3 R™ g aplicacio definida por ao(t1, wytac1) =pF ﬂil t;.v;. Entéio g,(0) =0e

o' (0} - R @ X (p) = R A aplicagiio o ¢ entdo obtida por rJe_s::rigéo a partir de o,. O
Chegamos entfo ao resultado central desta segio:

Teorema 2 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam X:U — R"® campo €Kk > lep €
U ponto regular de X. Dada segdo transversal local o1V — % com 0 e V,o(0) = p,
existem vizinhanga U D W 3 p e difeomorfismo C*, h: W — (—¢,€) x DP~1(0,4), onde
D" (0,8) C R™~! € o disco aberto centrado na origem e de raio §, tais que:

() (Z N W) = {0} x D*71{0,4)
(ii) h define conjugagdo CF entre X |W e o campe horizontal constante F‘i’,':R“ -+ R

definido pela primeira diregio candnica em cada ponto.

e U (—E.QXH)“-(‘O,%)

-

=

W

—_— h

—

P S

1]

/ 7’-‘(_'

i

figura 6

Prova. Uma vez mais temos uma consequéncia do Teorema da Aplicagio Inversa. Seja
w: D = U o fluxo local diferencidvel de X e definimos

H:D = {(t,5) € R x V,{t,0(z)) € D} = U, H{t,z) = p(t, o(2))
Entio H é de classe CF e satisfaz:

DEH(O) = Splt, o g = (8P = Xp(07) = X(2)

Por outro lado,

a
D, H(0)= aTjH(Oax)L:o = a%ja(w”zﬂ = gi(o)

7 31

Deste modo como o define segio transversal a X em p = H(0), temos que DH(0) é um
isomorfismo e pelo Teorema da Apli¢io Inversa [El4] existe uma vizinhanca (—e,€) X B
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(onde B é uma bola aberta centrada na origem 0 € R™1) tal que HI(__E OxB ¢ um

difeomorfismo de classe C* sobre a imagem W = H((—e¢, €) x B) que é um aberto contendo
p = H(0). Agora, note que por construgio H leva linhas horizontais (z = cte no plano
(t,2)) em trajetérias de X. Isto j4 indica que H definird a conjugacio desejada. Com efeito,
escrevemos h para a inversa de H ] (—e)x B obtendo difeomorfismo de W sobre o aberto

produto (—¢, €} x B. Entdo, como H({0} x B} = SN W, temos que A(ZNW) = {0} x B.

Finalmente, & conjuga X ao campo horizontal constante a—‘z_l pois Dh~(t,z) - -é% =

DH(t,3) - (1,0,...,0) = D.H(t,2) = X{p(t,0(z)) = X(H(t,2)) = X(h~}(t,2)). O

Veremos agora que o tempo em que uma trajetéria préxima a uma certa secfio transver-
sal leva para chegar até esta, depende de forma diferencidvel da posicio de partida.

Proposigio 6. Dados X campo de vetores C* em U C R™ e p € X ponto em uma secdo
transversal a X, existem ¢ > 0 (dependendo de p}, vizinhanga W(p) 3 p em R™, e fungso
de classe C¥, 7: W(p) - R, tais que:

(i) (W(p) n %) = {0}

(ii} V= € W(p) a trajetoria @(t,«) estd definida e injetiva em I(r(z), €).
(iii) p(7(z),z) € T € o 1inico ponto de encontro da trajetéria por z com a segdo .

(iv) A projegdo P:W(p) -+ , © = ¢{7(z), ) € uma submersio C*. Vale que DP(z)-v =0
se ¢ somente se v = A.X (z) para algum A € R.

P B, 4 R

%

figura 7

Prova. (exerc.3).
Algumas consequéncias deste resultado estdo ligadas ao comportamento das érbitas
préximo a uma Srbita periddica.

Proposigao 7. Seja v trajetoria orientada (ndo-singular) de um campo de vetores de
classe C5,k > 1 X em I/ ¢ R™. Dados pontos p,q € 4 e segbes transversais &, e 5, com
p€XyNyeqe D, Ny, existe aplicagdo de classe C* bV, C X, =+ B, tal que:

(i} Se z € V; entdo h.(z) € B, € o primeiro ponto de intersegio da trajetdria (orientada)
de X passando por z, com a segdo T,.

(i) h(p)=qgeh é difeomorfismo C* de V, sobre sua imagem,
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T Y

figura 8
Prova. (exerc.4).
Para o caso em v é uma 6érbita periddica obtemos:

Proposicio 8 (Transformagdo de Poincaré). Seja X campo de classe Ckk > 1em
U Cc R*(n > 2). dada trajetdria compacta (regular}y de X, pontop € v e segdo transversal
% com BN v = {p}, existe difeomorfismom:V C £ =+ x(V) C I, onde V € vizinhanga de
p, tal que Yz € V, (z) € o primeiro ponto de retorno da trajetdria de X partindo de p,
4 segao transversal ¥. Em particular m(p) = p. Em particular existe vizinhanca saturada
W de 4 na qual todas as drbitas sdo periddicas se, e somente se, podemos escolher V de
modo que « segja a aplicagdo identidade em V.

v Wl
[« )

figura 9

Prova . (exerc.B)

Definigdo 8 (Ciclos Limites). Uma érbita periddica vy de um campo de vetores X é um
ciclo limite se existe vizinhanca W de « tal que nesta vizinhanca nio hé ponto pertencente
a nenhuma outra drbita periddica.

Proposicéo 9. Seja -y ciclo limite do campo X de classe Ct. Se V € vizinhanga suficien-
temente pequena de ~ temos as seguintes trés possibilidades :

(i) 7 & estdvel: g€V = limiqo0 dp(t, ) 7) = 0-
(ii) 4 € instdvel: g € V = lime—co d{p(t,9),7) =0
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(iii} v € semi-estdvel: q € V, g exterioray = limyy oo d{ip(,9),7) = 0;q €
V, g interior ay = lime,_o d(ip(¢,9),7) = 0; ou vice-versa.

Prova. (exerc.).

P2 >

B
—7¥
(gsTa{V:. D 6 hs‘.ﬂj‘k l)

figura 10
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3. Conjuntos limites

Sejam X:U — R"™ campo de vetores C*,k > 1 e para cada p € U o,(t) = (t,p) &
trajetéria de X passando por p = p,(0), definida no intervalo maximal I, = (w—(p), wi(p))-
Suponhamos que w, (p) = +oo. Neste caso definimos

w(p) = {g € U,3t, / +o0, com p(t.) — g}

Se w_(p) = —co definimos
a(p) = {g € U, 3t Nvoo com @{ta) — ¢}

Chamamos w(p) ¢ a(p) conjunto w-limite e conjunto a-limite de p, respectivamente.

Observagao 2.

(i) Se p é ponto singular entéo a(p) = w(p) = {p}.

(ii) Se v, > p é érbita periédica entdo a(p) = w(p) = 7, (mais adiantes estudaremos a.
reciproca deste fato).

Exemplo 2. Seja X = (—y+z(l —z? —¢?),z +y(l - z? —4?)), entdio X tem o seguinte
diagrama de fase. Em particular se C' é o circulo unitdrio centrado na origem do plano,

entao:
a(p) = {0},8,C caso p € interior de €', p € exterior de C, p € C respectivamente.
Por outro lado, w(p) = C,Vp # 0.

&
N

figura 11

N

2
2

7
N

Lema 3. Sep,g € "f entdo w(p) = w(g) e a(p) = a(g).

Prova. Seja (i) a solucio de X que passa por p mo tempo t = 0, e que suporemos
definida para todo ¢ > 0. Dado g € 7(p) denotemos por ¥(t) a solugio de X que passa
por g em ¢ = 0. Entéo g = ¢(t,) para algum, € Re pela propriedade de fluxo temos que
$(t) = p(t +1,) para todo t 2> 0. Em particular obtemos que w(p) = w(g) pois t, +— +oo
se e somente se £, + 1, = +oo. O

Podemos entio formular a seguinte definicéio:
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Definigio 9. O conjunto w-limite da 6rbita v é o conjunto w(y) = w(p) onde p € v é
qualquer, Andlogamente define-se c(y).

A estrutura dos conjuntos limites é dada basicamente pelo seguinte resultado:

Proposigdo 10. Sejam X:U — R campo C¥,k > 1, pe U e 7 = {elt,p).t > 0},
7(p) = {e(t,p},t < 0} as chamadas semi-6rbitas positiva e negativa de X respectiva-
mente. Se v} C K para algum compacto K C U entdo:

(i) wip) # 0
(i) w(p) € compacto e invariante.
(1ii) w(p) é conexo.

(iv) w{p) é saturado, ou seja, q € w(p) = (g) C w(p), onde v(q) denota a trajetéria de
X que contém q.
Resultados andlogos valem para a(p).

Prova. Podemos escolher p € v qualquer e estudar w(p) = w(y). Disparando uma
sequéncia £, com ¢, — -+co temos que w(tn) € K,V¥n por hipétese, de modo que esta
possui uma subsequéncia convergente, digamos, p(ta,) = g € K. Claramente g € w(p) de
modo que y(p) # @.

Seja agora ¢, € w(p). Entdo para cara n existe uma sequéncia {t% }nen tal que
limpy, o0 () = ¢n. Um argumento candnico de sequéncias nos dd entfio uma sequéncia
T — oo tal que w(T},) — limg,, = ¢ de modo que w(p)} é fechado. Como w(p) C K que é
compacto segue que w(p) é compacto.

A fim de ver que w(p) é conexo suponhamos por contradigdo que é possivel escrever
w(p) = A1 U Aq, onde 4; é compacto nio-vazio com A1 NAz = 0. Sejad = d(4;,4,) a
distincia entres estes dois compactos. Entio dado 01 € A, existe sequéncia £, — 0o tal que
w(ta) — g1 e andlogamente dado g2 € Ay, existe sequéneia s, — oo tal que p(s,) — ga.
Como g, ¢ A; devemos ter para cada n um tempo Ty, > t,, tal que d(p(Ty,), 4;) = g- (de
fato a trajetdria deve sair de A; em algum tempo maior do que t, e logo pelo Teorema da
Alfdndega, a funcio distincia ¢ — d{p(t), A1) deve assumir o valor d/2). Mas, passando a
uma subsequéncia convergente, isto nos dardg uma sequéncia T, — co tal que wo(Tn, -+
g3 € K e d(gs, A1) = d/2. Mas entio d(gs, Az) > df2 > 0 elogo q3 & A, U As. Mas
claramente ¢3 € w(p) gerando uma contradigdo.

O item (iv) ¢ uma consequéncia direta da propriedade de fluxo ¢, (¢ +¢,) = P, (1) {tn)
e 0 deixamos como exercicio para o leitor (exterc. 7). ]

4. O Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta parte do texto estabeleceremos a principal ferramenta no estudo qualitativo
dos campos de vetores globais em dimensio dois: O Teorema de Poincaré-Bendixson, que
versa sobre os conjuntos limites de érbitag de campos vetores, com a hibtese de que estas
estejam contidas em compactos. Podemos assim obter informacdo geral relevante sobre
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o comportamento assintético das solugbes de uma EDQ auténoma, sem necessariamente
conhecer suas expressdes analiticas.

Teorema 3 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sejam X:U — R? campo de vetores
Ckk>l,epclUe 'y;," a semi-Grbita positiva correspondente. Suponha que 'y;,*‘ c K
para algum compacta K C U. Denote por sing(X) o conjunto dos pontos singulares de
X. Entéo temos as seguintes possibilidades: ‘

(i) w(p) contém infinitas singularidades de X.
(i} w{p) 1 sing(X) = @ == w(p) € drbita periddica de X.

(iii) w(p) ¢ sing(X) e possui apenas um mimero finito de singularidades de X = w(p)
consiste de uma unifio de drbitas cada das quais tende a um dos pontos de w N sing(X)
quando t — Foo. '

X

wl—h

ol(%) |

figura 12

Observamos que este resultado é vélido somente em dimensio dois, e utiliza o chamado
Teorema da Curva de Jordan que afirma que uma curva fechada simples {sem auto-
intersegiio) 4 ¢ R? no plano, divide o plano em duas regibes tendo « como bordo, uma.
regiafio limitada (dita interior a ~) e outra ilimitada (dita ezterior a ). Este teorema se
encontra na literatura corrente.

A demonstragio que apresentaremos é a que se enconfra na literatura corrente [So],[Hi-
Sm], e estd esquematizada em uma série de lemas de interesse préprio e que passamos a
estabelecer.

No que se segue guardamos as hipbteses e notagio do Teorema 3, ou seja, fixaremos
a seguinte notagho no que se segue:

@(t) = w(t,p) é uma curva integral de X definida para todo ¢ > 0, com ¥(p)* C K,
sendo K C U compacto (aqui y(p)" denota a semi-drbita positiva de p, ou seja, o conjunto
{(t),t > 0}). Também temos que, £ € uma segao transversal a X (local) em p.

Lema 4. Sejam T segio transversal Jocal a X emp € LN w(y) onde v é uma drbita de
X, ~ = {o(t),t € I}. Entdo existe sequéneia i, /* +oo com w(ts) ED e p(tn) — D
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Prova. Tomamos vizinhanca ¥ de p e aplicagio 7:V — R de modo que ¢(z,7(z)) €
I,¥z € V, como na Proposigiio 6. Escrevemos 4 = {p(t),t € I} onde w(t) = p(t,q) e
P € ENv. Agora, como p € w(y) temos que Js, * 4oo tal que (s,) +— p, de modo
que se tem p(s,) € V para todo n suficientemente grande. Pomos entdo t, = s, + 7(t,)
para n grande o suficiente e obtermos ¢(s,) € . Finalmente, a continuidade de (e o fato
de 7 = 0 sobre 3) nos garante que lim p(t,) = lim ¢(s, + 7(t,)) = Bme(sn + 7(5:),¢) =
limg(r(¢(sn)),0(sn,9)) = @(0,p) =p. O

1Z

}‘(‘tm)
[ ¥ (eg)

[ K(.tm 'z)

a
)

o) '\

N

figura 13

Lema 5. Sgjam T segdo transversal local de X com T € U,p € ZN~ onde v é drbita de
X. Entio 'y;’ intercepta ¥ numa sequéncia mondtona (fixada uma orientagdo em T ).

Prova. Este lema é consequéncia do Teorema da Curva de Jordan. Definimos o conjunto
A= {t > 0,¢(t,p) € T}, entéio pelo Teorema do Fluxo Tubular A é discreto de modo
que pode ser ordenado, digamos, 4 = {0 < # < ... < #, < ...}. Definimos entdo p; = p
€, caso exista, pomos p2 = @(t1,p). De forma indutiva podemos definir Pn = @(ta_1,p)
(caso exista). Agora, se py = py entéo a Srbita & periddica e temos p = p,,¥n. Seja
entdo g1 # pz. Tomando-se uma orientagdio em ¥ podemos escrever P < p2. Devemos
entdo mostrar que, caso exista py, teremos p2 < p3. Consideremos para isto a curva de
Jordan formada C pelo segemento B1p; C T, e pelo arco de érbita ({(p1,p2)) C . Entio
se denotamos por R; a regifio interna a (7, temos em particular o seguinte:

Afirmag&o 1. 7y néo sai de R; para tempos ¢ > #;.

De fato, como ((p1,p2)) é um pedago de érbita & claro que v nfio intercepta este arco.
Agora, como na segfio transversal ¥, e em particular numa vizinhanca do segmento p173,
o fluxo aponta para dentro de R;, temos que ~ ndo intercepta este segemento. Deste
modo, ¥ ndo escapard mais de ;. De modo andlogo prova-se que caso exista py, entio
Decessariamente teremos p; < ps < p3 < p4, © assim sucessivamente. O
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figura 14

Lema 6. Seja T secéio transversal ao campo X e seja p € U, entéo ¥ intercepta w(p) em
1o maximo um ponato.

Prova. Com efeito, vimos que y(p)¥ intersecta & numa sequéncia monétona, o que implica
que seu conjunto de pontos de acumulagéio em ¥ contém no maximo um ponto. Ll

Lema 7. Sejam p € U com 'y;" C K c U onde K é compacto e + é érbita com v C w(p).
Se w(y) contém pontos regulares entédo -y € drbita periddica e w(p) = 7.

Prova. Dado ponto g € w(y) tomamos vizinhanga V de ¢ na qual o fluxo de X é tubular.
Deste modo, podemos assumir que se &; C V é uma secéio transversal a X em g entdo
pelo Lema 4 existe sequéncia ¢, /* +oo com ~(ts) € 4. Agora, por hipdtese temos que
v C w(p) de modo que (t.) € w(p) e logo pelo Lema 5 a sequéncia () é constante.
Deste modo é claro que + deve ser periédica. Resta entéo ver que v = w(p). Como vimos
w(p) é conexo e contém o fechado néo vazio 7. Basta entiio provar que + é aberto em w(p}):
Para isto tomamos r € -y e consideramos vizinhanca V. de r na qual o fluxo de X é tubular
e ©. C V. segio transversal a X em r. E suficiente mostrar que, para V; suficientemente
pequena, temos
Vi =V Nw(p)

Agora, se por absurdo existe ponto s € Vr Nw(p)\~y entdo usando o fato de que o fluxo em .
V. é tubular, podemos obter ¢, € rr tal que @(o,8) € w(p) N L e w(ty, 8) # 7, (lembre-se
de que w(p) é invariante pelo fluxo de X).

Z
wiz)="8

figura 15

Assim sendo, Mas entfio obtemos j(w(p) N T;) > 2, contradizendo o Lema 6. Deste
modo terminamos a prova do Lema 7.. [
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Finalmente podemos demonstrar o Teorema 3.

Demonstragdo do Teorema 3. Suponhamos que w(p) contém somente pontos regulazes.
Dado ¢ € w(p) temos que a drbita v(g) satisfaz ¥(q) C w(p} e logo estando contida num
compacto, temos que w(g) # @ e coniém somente pontos regulares. Do Lema 7 segue entao
que w(g) é uma drbita periddica.

Supornhamos agora que w(p) contém pontos regulares e singulares. Dada dérbita ¥
contida em w(p) temos que ou bem v é um ponto singular ou bem 7 s6 contém pontos
regulares. Como w(p) e a(p) sio conexos e w(y) C w(p), aly) C e(p), segue que no caso
ndo-singular, v é entdo uma érbita que tende a uma das singularidades em w(p) & medida
que { — +toco.

Finalmente suponhamos que w(p) nio contém pontos regulares. Neste caso a conexi-
dade de w(p) e o fato de que (por hipdtese) X possui apenas um nimero finito de singu-
laridades, nos garantem que w(p) é um ponto singular de X. O

Vejamos agora algumas aplicagdes do Teorema de Poincaré-Bendixson:

Dada uma curva simples 4 no plano denotaremos por Int(7y) a regido (aberta) interior
a7

Proposicio 11. Seja v dérbita periddica de um campo de vetores X:U — R? tal que
Int(y) C U. Entio Int(y) contém alguma singularidade de X,

Prova. Tomamos R como a regido compacta cujo bordo é a curva ¥. Suponhamos por
absurdo que X nao possui singularidades no interior de R. Seja entio F a familia de
orbitas fechadas de X contidas em R e considere a seguinte ordem parcial (invertida) em
F: dadas 1,72 € F pomos vy > 7 8¢ B O Ry, onde R; denota a regido compacta cujo
borde € -y;.

Afirmagéo 2. (F,>) é indutivo, ou seja, todo subconjunto totalmente ordenado de F
possui cota superior.

Com efeito, dado A C F totalmente ordenado tomamos R(4) := Ny, eaR,, onde Ry,
denota a regiado compacta limitada por 7. € 4. Ent3c como cada intersegao finita de
elementos da colecio {7 € A} é ndo-vazia e seus elementos sio compactos de R,
segue que R{A) 5 §. Note que R(A) é um compacto invariante pelo fluxo de X de modo
que dado ponto qualquer g € R(4) o Teorema de Poincaré-Bendixson garante que w(g) é
uma érbita periddica (aqui entra a hipétese de absurdo) digamos, v4 C R(A). Claramente
Y4 € cota superior de A.

Assim, o Lema de Zorn nos garante a existéncia de um elemento maximal v# na familia
F (note que F é nio vazia pois contém a 7). Em particular a regiao R, limitada por
¥ ndo contém nenhuma outra érbita compacta. Isto é uma contradigio ao Teorema de
Poincaré bendixson, pois sendo R, invariante por X, dado qualquer ponto p interior a
£y, temos que w(p) é uma érbita periédica, O

O resultado acima ¢ também uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brower
{exerc.8).
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5. Campos Gradientes

Seja f:U € R* — R uma funcio diferencidvel (de classe C*,k > 1) no aberto U.
O gradiente de f é o campo de vetores grad(f): U — R*, definido pela propriedade:
< grad(f)(p),v >=df (p) - v, Vv € R}.

Defini¢ao 10. Um campo de vetores X: U — R® é um campo gradiente se existe fungio
diferenciavel f: U — R tal que X = grad(f) em U.

Os campos do tipo gradiente sio importantes por possuirem muitas aplicagges a diver-
sos problemas importantes. No que se segue esbogaremos algumas destas. Comegaremos
com uma observagao a respeito do comportamento dos conjuntos limites.

Proposigao 12. Seja X = grad f onde f € de classe G? no aberto U C R*. Entdo:

(i) f é mondnotona estritamente crescente 20 longo das érbitas regulares de X.

(ii) X ndo possui drbitas periddicas.

(iti) Se X possui singularidades isoladas entdo dado p € U, o conjunto limite w{p) é vazio .
ou se reduz a um ponto singular de X. ‘

Prova. ‘
(i) De fato, dada solugao (regular) (t) de X = grad f definida em , temos que 2 fp(t)) =
df (1)) - @' (t) =< grad fgp(£}). X (p(8)) >= | X (@(t))I2 > 0. Assim, f ¢ estritamente
crescente ao longo das orbitas regulares de X. s

(ii) Com efeito, seja (t) solugio periddica de X, digamos @(0) = w(t1) com ¢; > 0. Por
(i) acima temos que f(w(f1)) > f(w(0)) absurdo.

(iii) Basta utilizar o Teorema de Poncaré-Bendixson, observando que as outras possibili-
dades siio descartadas por {i) ¢ (il) acima. O :

Seja agora f:U — R funcgo diferencidvel no aberto U de E*. Um ponto p € U/ &
um ponto critico de f se df (p) = 0, ou seja, p é uma singularidade do campo gradiente
grad f. Se f é duas vezes diferencigvel dizemos que um ponto critico p € ndo degenerado
ge a forma hessiana Hess(f) de f em p ¢é ndo degenerada, ou seja, se a matrix (%ﬁ;—j—(p))
onde i,j € {1,...,n}, é nao-singular. Neste caso definimos o #ndice de f em p como 0
indice da forma hessiana, ou seja, a maior dimenséo de subespago vetorial V C RE, tal que
Hess(f )|V é negativa definida. Recordamos o célebre Lema de Morse:

Lema 8 (Lema de Morse). Seja f de classe (® em uma vizinhanca U da origem 0 € R"
e seja 0 ponto critico ndo degenerado de f. Entdo existem coordenadas (y1, ..., Yn) €01 UM
_aberto 0 € W C U tais que nestas coordenadas f se escreve em forma quadritica:

F s e tn) = FO) = (#1)? = o= (@)% + (1) o+ ()

onde r é indice de f em 0. Em particular 0 é ponto critico isolado de f.

Prova. Ver [Mi],[El4}.
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Dada variedade diferenciivel M podemos extender as nogdes acima utilizando cartas
locais. O fato de que as definigdes de ponto critico, ponto critico nio degenerado e de
indice de uma fungio em um ponto critico nio degenerado nio dependem da carta local
escolhida para M, é consequéncia da Regra da Cadeia e do fato de que as mudancas de
coordenadas sdo difeomorfismos entre abertos de R®. Assim enunciaremos o resultado
abaixo ji no ambiente mais geral de variedades diferencidveis. Evidenternente, o leitor
menos familiarizado com esta nogio pode pensar em M como uma superficie regular ou
mesmoe um aberto em R™.

Teorema 4 (Morse). Seja f: M — R fungdo de classe C°° e sefam a < b tais que o
conjunto [a < f < b] € M é compacio (e.g., se M é compacta) e nio contém pontos
criticos de f. Entdo as superficies de nivel [f = o] e [f = b] sdo difeomorfas, de fato
[f < a] é umn retrato de deformacio de [f < b]. Em particular, ambas tém o mesmo tipo
de homotopia.

Recordamos a definigiio de retrato de deformagio.

Definigio 11. Sejam X e Y espagos topoldgicos com ¥ C X subespaco. Dizernos que Y
é um retrato de deformacdo de X se existe homotopia continua rp X — Xt € [0,1], tal
que rp = Id: X = X (identidade) e r,: X — Y é uma retracdo (isto &, ro[y =IdY oY,
identidade de V).

Neste caso temos uma equivaléncia homotdpica X = Y [Ell] dada por r, e pela
inclusdo ¥ ~— X,

Observamos também o seguinte:

Lema 9. Sejam f: M — R de classe C¥,k > 1 ec € f(M). Entio o conjunto If =d\Cr(f)
dos pontos p € [f = c] que nio estdo no conjunto Cr(f) dos pontos criticos de f, é uma
subvariedade C* e (m — 1)-dimensional de M™.

Prova. Suporemos ¢ = 0 por simplicidade. Como f é de classe C! temos que se p €
[f = 0]\ Cr{f) podemos escolher carta local z:U/ ¢ M — z(U) ¢ R™, de M vilida
em p € U, com z(p) = 0 tal que df(g) # 0,Yq € U, e 52~ (g) # 0,¥g € U. Definimos
entdo F:5(U) C R™ — R™ pondo F(21(g), . 2m(q)) = (21(0), ..., 2m(a), F(a)),q € U.
Obtemos entdo £ € O que é um difeomorfismo local em z(U) e logo existe bola aberta
B(0,€) C z(U) tal que restrita a esta bola F é um difemorfismo C*, com F(0) = 0. Pomos
entdo £z~ (B(0,€)) C M — R™ como £(q) == (F o z)(g) obtendo difeomorfismo C* tal
que X~HER™ x {0}) = ([f = 0]\ Cr(f) Nz~ L(B(0,¢)), 0 que prova o afirmado, O

Como corolario obtemos:

Corolério 3. Se f: M — R 6 de classe C* e ¢ é valor regular ndo trivial de fentdo [f < ¢
é subvariedade com bordo, de classe C*, ¢ bordo [f = ¢], m — 1-dimensional.
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Prova do Teorema 4. Inicialmente observamos que a idéia aqui consiste em “descer”
[ < b] até [f £ a] utilizando para isto o fluxo do campo — grad f, o que é possivel pois (na
auséncia de singularidades) f é estritamente descrescente ao longo das drbitas orientadas
de —grad f. Nos restam dois problemas a solucionar, o primeiro se refere ao fato que
grad f pode ndo ser completo em M, o segundo refere-se & prépria definicio de grad f em
uma variedade diferenciavel qualquer. :
‘ \L)(mc lR3
7 A\et“é‘)'\l

o PR ACES

figura 17

Com relagiio a este segundo problema observamos que M pode ser munida de uma
métrica Riemanniana ou seja, de um produto interno <,>, em cada espago tangente
Ta{M) e que varia diferenciavelmente com o ponto p, do seguinte modo: Se X e Y sado
campos de vetores de classe C* em M entdo a fungio real < X,Y >:M — R é de classe
C*. A existéncia de métricas riemannianas é um fato e pode ser obtida facilmente a
partir da existéncia de partices da unidade [El4},[dC2],[E13]. Outra forma de definir uma
tal métrica em M consiste em utilizar os Teoremas de Whitney [El3] para produzir uma
imersio de classe C* de M em RV para algum N € N, digamos ¥: M — RY e definir
< v,w >p=<< d¥(p)-v,d¥(p) - w >> parap € M e v,w € Tp(M), onde <<,>>
denota o produto escalar em R¥, fazendo deste modo ¥ uma imersdo isotnétrica. Uma
vez munida M de uma métrica Riemanniana podemos definir o campo gradiente exigindo
que < grad f(p),v >= df(p) - v,¥v € Tp(M),Vp € M. Utilizando cartas locais vemos
que grad f é localmente bem definido, Gnico ¢ de classe C*1 (se f € C*). Podemos
entiio considerar o campo grad f ao longo de M. Resolvemos agora o primeiro problema
tomando fungio de classe C*~!, p: M — [0,+00) tal que p = —”ngdﬂTg numa vizinhanga

UDV D fa,b e tal que p =0 fora de U.
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A

Vi [pek]l—

psa]—

figura 18

Definimos ento um novo campo de vetores X := p. grad f obtendo campo C*~1 global
em M tal que X =0 forade I/, e X = —“;—‘%ﬁfm em V. Em particular por hipétese z
tem suporte compacto em M, e logo X é completo (exerc. 19). Assim podemos considerar
0 grupo a l-paridmetro gerado por X, digamos, ¢;: M — M,# € R tal que Pip, = P 0@,
Fixado ¢ € M se f(.,(q)) € f~'(,b) entdo

d e grad flpu(e)
e [f(‘Pt(q))]lt__.O =< —g df((lofo(Q))ﬁ ” grad f(lpt,, (q))nz >=-1
Assim a correspondéncia ¢ — f(ip¢(q)) é afim da forma § (w(g)) = —t + cte, no intervalo

compacto Iy := {t, f(:(q)) € [a,5]}. Em particular se prova:

Note agora que @3_,: M — M aplica [f < b] difeomorficamente sobre |f < a]. Defin-
imos finalmente a homotopia ry:[f < 8 — [f < 8] pondo r(g) =gseqg€[f <de

r1(4) = Pua-s(){(a); se @ < flg) < 0.
Entéo r, = Id e se vé facilmente que r; & uma retragio de [f < b] sobre [f <a]. O

Utilizando o Teorema de Morse acima e 0 Lema de Morse obtemos o seguinte resultado
devido a Reeb:

Teorema 5 (Reeb). Seja M™ variedade compacta de classe C'%° que admite uma fungdo
C'* com apenas dois pontos criticos, entdo M & homeomorfa & esfera de mesma dimensdo.

Prova. Primeiro observamos que estes dois pontos criticos, digamos p,q¢ € M, neces-
sariamente sdo de minimo e miximo absoluto respectivamente.  Podemos entfo supor
que f tem indice 0 e n em p e g e que f(p) = 0 e f(g) = 1, de modo que pelo
Lema de Morse podemos escolher ¢ > 0 tal que as variedades com bordo FU0, ¢ e
71 - €,1] sdio homeomorfas a hemisférios HI* = {z € 8", 2z, > 0}, com bordo equador
E*~! = {z € H*,z, = 0}. Deste modo, pelo teorema anterior podemos definir homeo-
morfismo entre M = f710,e] U f~1(e,1 — e) U f}1 ~ ¢, 1] e duas cépias de H" coladas
pelo borde comum E*1. O

Definigéio 12. (Fungdes de Morse). Uma fungéio f: M — R onde M & um aberto de um
espago euclidiano, uma superficie regular M C R™ (ou mais geralmente uma variedade
diferencidvel) ¢ dita uma func¢io de Morse se:
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(i) f é de classe C?.
{ii) f possui somente pontos criticos nio degenerados.
Alguns autores costumam adjuntar algumas condigbes adicionais como:
(iii) Se xz,y sio pontos criticos de f entdo f (z) # fly)-
(iv) Os pontos criticos de f ndo possuem ligacao de sela.

A existéncia de functes de Morse (assim como sua abundancia) é um poderoso in-
strumento de investigagiio das relagdes que existem entre as propriedades topolégicas e as
propriedades diferencidveis de uma variedade diferencidvel [MG].

6. Integrais primeiras

Seja f: U ¢ R* — R uma fungéo diferencidvel no aberto U e considere a decomposigio
de U em superficies de nivel (f = ¢) = fY(c),c € R dada por f. Sabemos de acordo com
o Teorema da Fungio Implicita que (no caso em f é de classe €' ou equivalentemente,
fortemente diferencidvel em torno do ponto em questdo) cada componente conexa {n&o-
vazia) de um nivel (f = ¢} ¢ uma superficie regular se néo contém pontos criticos de f
e que de fato, dado p € (f = ¢) em uma tal componente, entdo o espago tangente a
esta superficie neste ponto € o complemento ortogonal da reta gerada pelo vetor gradiente
grad(f)(p) C Ry. Suponha que X:U — R" é um campo de vetores de classe C? tal que
X é sempre ortogonal a grad(f). Entéo dada solugao w: I = U de X, temos que

2 (#(p(t) =< grad(H)p(t). # (€) >=< grad ()l X(¢(0) >= 0

de modo que f é constante ao longo das drbitas de X. Podemos portanto tentar concluir
sobre o comportamento das érbitas de X a partir do conhecimento das propriedades gerais
dos niveis de uma fungéo diferencidvel. Em dimensao dois por exemplo, concluimos gue as
componentes conexas dos niveis de f coincidem (a menos das singularidades) exatamente
com as trajetérias do campo X e também X e grad(f) sdo ponto a ponto colineares.

Definiciio 18. Uma fungio (néio necessariamente diferencidvel) f:U — R é dita uma -
integral primeire de um campo X de classe C! em U se f é constante ao longo das érbitas
de X. Evidentemente supomos [ nao constante.

Exemplo 3. Em dimensio par dada fungdo H: U c B2 — R de classe CF, k > 2 podernos

tomar X = (;ﬁl oo -85, . —£2), de modo que grad(H) e X sdo ortogonais com

X de classe Ct. Neste caso estamos na situacbo em que H 6 uma integral primeira de X.
Chamaremos X de campo hamiltoniano associado A fungéo H. ’

O Teorema do Fluxo Tubular assegura que préximo a um ponto regular de um campo
de vetores de classe C¥,k > 1 em um aberto de R" sempre existem {n — 1) integrais
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primeiras de classe C* que sdo funcionalmente independentes (seus gradientes sio linear-
mente independentes em cada ponto). Por outro lado a proposicio abaixo mostra que ha
restrigbes topoldgicas para a existéncia de uma integral primeira local em torno de um
ponto singular.

Proposigo 13.8gfa p singularidade isolada de um campo de vetores X de classe (1
em um aberto U C R%. Suponha que X admite uma integral primeira continua numa
vizinhanga V C U de p. Ent&o as érbitas de X em V sio fechadas fora de p.

Prova. (exerc.9).

Para o caso de campos de vetores analfticos complexos a condigio da proposigio é
quase suficiente para caracterizar a existéncia de integral primeira analitica numa vizin-
hanga da singularidade (Teorema de Mattei-Moussu [Ma-Mo]).

Os campos Hamiltonianos t8m interesse especial em Fisica por suas muitas aplicacdes.
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Exercicios do Capitulo II

. Prove o Coroldrio 2.

. Prove a Proposigéo 5. /
. Prove a Proposicao 6.

. Prove a Proposicio 7.

. Prove a Proposigio 8.

. Prove a Proposigao 9.

. Prove (iv) da Proposicao 10.

. Use o Teorema do Ponto Fixe de Brower para dar outra prova da Proposigao 11.

W O T ;o R W

. Prove a Proposicdo 13.

10. Seja X campo de vetores de classe C em R* e tal que p € w(p) para um certo ponto
p regular (X (p) # 0). Prove que w(p) é orbita periddica.

11. Sejam X campo de classe C? em R? e v érbita néo singular e nio periddica de X tal
que w(v) Na(y) # 0. Prove que w(y) Nay) é uma singularidade de X.

12. Seja X campo de classe C? e seja D disco aberto contido no dominio de X. Suponha
que =X # 0 em D e prove que X ndo possui drbitas periédicas em D,

13. Prove que uma variedade diferencidvel orient4vel de classe C°° e dimensdo 1 é difeo-
morfa ao circulo unitdrio ou 4 reta real.

14. (Fluxos lineares no Toro) Consideramos o Toro de dimensao dois como a superficie
dada pelo produto T = §! x 8! ¢ R*, onde §' ¢ o circulo unitdrio. Pomos coordenadas
complexas em R* = C?, digamos z = & -+ iz, w = T3 + izq, onde (T1, ..., T4) sd0 coorde-
nadas cartesianas em R?. Entfo T pode ser descrito como T = {|z| = |w| = 1}. Sejam
agora o, § € R, ento podemos considerar o campo de vetores linear X dado em C? por
X(z,w) = (faz,ifw). Como w, § sdo reais é fcil verificar que X induz campo de vetores
em T (verifique que X é tangente ao toro ao longo deste).

(i) Determine o fluxo (real) de X.
(ii} Prove que se § ¢ Q entdo as érbitas de X cointidas em T sao densas em T'.
(iii) Prove que se 5 € Q entfo X tem apenas drbitas periédicas em 7' _

{iv) Conclua que o Teorema de Poincaré-Bendixson nio se estende ao Toro. Explique
porque.

14. Prove que o Teorema de Poincaré-Bendixson se estende 4 esfera 87 = {z € R3, |z| = 1}.

15. Sejam X,Y campos de classe C! e com singularidades isoladas em §2. Defina campd.
de vetores Z em §2x S2 pondo Z{z,y) = (X (x), Y(y)). Estude as possibilidades para w(7y)
onde 7y ¢ qualquer drbita de Z.
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18. Seja X campo de vetores holomorfo definido em C2. Use o Principio do Maximo para
fungdes holomorfas a fim de mostrar que X nio possui 6rbita limitada (por érbita de X
entendemos 6rbita proveniente da EDO complexa g—f =X(z),z€ Q).

17. Use o Teorema de Picard para mostrar que se X = p(m)% é campo polinomial
complexo em uma varidvel entdo X & completo se, e somente se, p{x) é linear.
18. Uma singularidade isolada de um campo de vetores X é dita wm centro se é da forma
d{z? +y*) = 0 e é dita uma sela se § da forma d(z® ~ ¥*) = 0. Seja X campo de vetores
de classe C? em uma vizinhanga U do disco unitdrio fechado D c R2. Suponhamos o
seguinte:
(i) X é transversal ao bordo de D ¢ aponta para dentro,
(ii} as singularidades de X em D sfo centios e selas.
(iii) ndo h4 ligacdo entre duas selas em I).

Prove que existe uma érbita periédica 7 € D cuja transformagio de Poincaré corre-
spondente m: (—4,d) C (—e¢,€) > (—¢,¢€) satisfaz 7(z) = z,¥z < 0 e 7(z) < z,¥z > 0.
Conclua em particular que X nio pode ser analitico.

19. Prove que se X é um campo de vetores em uma superfilcie M tal que X se anula fora
de um compacte K C M, entio X ¢ completo.
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Capitulo III- Equagdes Lineares
1. Solugdo geral

Estudaremos agora as equagdes diferenciais lineares, que sio EDOs da forma
' = A(t).x

onde A(#) é uma matrix continua n x n com entradas reais (ou complexas, como
veremos em secd parte). Mais geralmente consideraremos equacGes ndo homogéneas da
forma
5’ = At)z + b(t)

onde b(t) é uma funcdo continua com valores em R*. Se escrevemos A(l) = (ai;())i
e b(t) = (b1(2), ..., ba(t)) entdo a equagdo z' = A(t).z + b(t) € equivalente ao sistema de
equacgoes:

oj(t) = apn(®)zr + ...+ agn(Bzn + b5(8) 17 =1,.7.

Vejamos agora algumas nogdes bdsicas a respeito das EDOs lineares. Em R™ uti-
lizaremos 2 norma do supremo ||z|| = sup,_; .. . |[5;] onde 2 = (z1,...,Za). Sejam I C R
um intervalo e A: T — L(B®), 1 — R" fungBes continuas. Consideramos o sistema de
equagbes lineares definido por estes dados :

(x) z' = A(t) - = + b(¢)

Entao () pode ser pensado e tratado como uma EDO z’ = f(t,z), no sentido da secio
1.2, bastando para isto que definamos f(£,z) = A(t) - z + b(t) e (caso I seja aberto), o
aberto U = I x B*, Uma tal equagio serd dita equegdo linear. Se b = 0 diremos que a
equagdo linear é homogénea. Se A(t) = A€ L(R?) e b(t) = b € R", a equagao é dita linear
o coeficientes constantes.

O primeire fato relevante que levantamos a respeito das EDOs lineares é o seguinte:

Teorema 1. Sejam A,b:I — L(R"),R" fun¢des continuas no intervalo I. Para cada
condigdo inicial (t,,T,), existe solugdo iinica iw(t, ta, o) do problems de Cauchy corre-
spondente ' = A(t) - z + b{t), z(to) = %o, definida em (todo o intervalo} I.

Prova. Utilizaremos uma vez mais, como no Teorema de Picard, o método das aprox-
imagbes sucessivas. Definimos sequéncia de aplicagbes p;: I — R" onde:

t
polt) = 5o, 0511(6) = 50+ [[[Als)ps(e) + ()l
i

Afirmacdo 1. Ve, b} C ] (,495,-|[‘z 5 converge uniformemente para uma solugio de

(x) £’ = A{t)z + b(t), z(t:) = =
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prova. Pomos K := sup,¢(, 41 |[A(8)]] e M = SUDsefa e 91(5) — wo(s)|. Bntdo

leat) = ex()l = | | AG)ier(s) - polollds| < K.M= ]

Por sua vez vale KM
[wa(t) — walt)| < Tlt —tq?

onde utilizamos a primeira desigualdade para obter a segunda. Por indugdo é entdo facil
provar que

KipM .
[j+1(t) ~ w;(t)] < j_!|t ~ 1o}

Assim sendo, temos que

Mo ay

Sup lps+1{t) — 5()| <

te[a,b

K? (bw-a) M

5T € convergente (de fato, converge para M. exp((b—a)K)), temos

+
& como g série Y
3=0

que a série telescdpica E (j+1 — ;) converge uniformemente, digamos para, ¢: {a, b =
3=0

R". Obtemos entdo fungio bem definida e continua w:I — R*. Passando o limite nas

equagdes integrais que definem ;41 obtemos que

t
() = 70 + f [A(s)p(s) + b(s))ds
to

Assim  é solugio de () definida em I. Para ver a unicidade da solucio de (*)
basta observar que se f:I — R® é solugdo do probIema homogéneo associado, ou seja,

F'(8) = A(2) - (), F(to) = 0, entdo temos que f(£) fA(s )+ f(s)ds. Sejam [o,b] C T e
C = supyer, ) | f(£)}. Entdo Vi € {a,b] temos que |f( t)| < K.C\|t — t,|, de modo que um
argumento similar ao utilizado acima nos d4, |f(t)| < EM—I ;¥ € N. Deste modo,

CDIHOL(—CIuQJ—t—}OquandOJ——)DO temosqueft)L-Oem[a blelogo f = 0em I
Deste modo @ € tnica. 0O

A caracteristica principal das EDOs lineares é a estrutura linear do espago de solugdes.

Proposigdo 1. Seja A: T — L(R") matriz continua no intervalo I e (%.1) a equagdo linear
homogénea definida por A:
*1z'=A@t) =
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Entao:
(i) O conjunto S das solugdes de (.1) é um espaco vetorial n-dimensional.
(if) A aplicagio R* — & que associa a cada ponto z, € R" a solugao w(t, to, Ta} (to €1
fixado), é um isomorfismo linear.

Prova. Este resultado de ficil demonstracio a partir do que j& provamos acima é deixado
como exercicio para o leitor (exerc.1).

Clomo coroldrio obtemos o fluxo definido por uma EDO linear homogénea:

Corolério 1. Dada matrix contfnua A no intervalo I, a aplica¢do ¢f:R* — R*, z, —=
@(t, s, z,) onde s,t € R, é um isomorfismo que satisfaz:

(i) ps = 1d

(ii) @k ol = ¢,

(ii) o} = [pf] ™"

Prova. (exerc.2).

Definicéio 1. Seja A matrix contfnua no intervalo . Uma matriz ®: I — L{R") é uma

matriz fundamental de (%.1) z' = A(t} - « se suas colunas sio uma base do espaco de
solugdes de (x.1).

O comportamento de tais matrizes é regido pela proposicéo abaixo:
Proposicio 2.
(i) Uma matriz ®: I — L(R") é uma matriz fundamental de {(%.1) se e somente se suas
colunas sio solugdes de (x.1) e existe algum &, € I tal que ®(t,) é nao singular.
(ii) Dados t, € I e matriz ndo singular M, € L(R™), existe uma tnica matriz fundamental
® para (x.1), tal que ®(t,) = M,.
(iii} Sejam ® e ¥ solugdes da equagdo matricial linear X' = A{t)X, sendo & solugio
fundamental (de (x.1)). Entdo existe uma dnica matriz C € L(R") tal que ¥(t) = ®(t)
C,\vtel

(iv) (Solugiio Explicita da EDQ linear) A solugio p{t, o, 2o} da EDO linear ndo homogénea
a coeficientes continuos
(x) ' = A(t)z + b(z)

é dada por
¢

plt o) = S22+ [ SN
[
onde ®(t) é matriz fundamental da EDO linear homogénea associada, a saber: (x.1) ' =
Alt)z.
(v) Seja ® matrix solugdo da EDO linear ndo homogénea x' = A(t)z + b(t), entdo vale a
Férmula de Liouwille: .

f 1 (A(s))ds
des () = det[@(t)) e
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Prova.

(i} De fato ®(t,) é niio singular entio as colunas $;(8},7 =1, ..., n sio solucdes linearmente
independentes em ¢ = ¢, ¢ como combinagao linear de solugdes ¢ ainda uma solugio, segue
que estas colunas s&o linecarmente independentes para qualquer valor de £ € [,

(ii) Segue do Teorema 1 e da parte (i) acima.
(iii) Pomos f(t) == ()~ 1T(t), ¢ € I. Entdo

7@ = (@071 0() + 0(3) 7 (2) = —27 (). ' (1D T(E) + 3 (W (¢)

= —®7 ) A{)B(B(E) I E(E) + AR T(E) = 0
Assim f(t) =CVt € 1.

(iv) Verificagio direta ! A prova acima é obtida pelo Método da Variagdo de Pardmetros
no qual se procura solugio da forma

¢(t) = 2(2).C(1)
para alguma C(t) a determinar. Mas entdo (t) é solugio (da EDO néo homogénea) se, e
somente se, C’(t) = ®1.b(t). (deixamos os detalhes como exerc, para o leitor (exerc.3).
(v} A Férmula de Liouville pode ser demonstrada como segue: Tomamos @(t) = det O(t).

Afirmagéo 2. ¢'(t) = ( tragoA(t)).(t)

prova. Lscrevemos ©(f) = [¢1(t),..., pa(t)] em colunas. Entdo como o determinante

depende linearmente das colunas, temos que ¢'(£) = 2. det[gi{t), ..., @5(E), ..., pu(t)] =
j=1

Zﬂ: [$1(8), ..., A() (L), ..., $n(t)]. Se B(t) nao é matrix fundamental temos que det $(t) =
i=1

0,¥¢ € I e a igualdade é trivialmente verificada. Suporemos ent&o que & é matriz fun-
n

damental. Podemos portanto escrever A(t) - $i(t) = 3 ay;(t)h;(t) e assim tragoA(t) =
i=1

n .
2 cii(t). Por outro lado, temos que
i=1

@'e) =D det(ga(t), s D iy ()5 (8), oy du(8)]
i=1

=1

=D @i(t)-det[a (2), .., ¢ 2)] = (tragoA(t)) o(t)
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2. Equagcdes lineares a coeficientes constantes

Nesta segiio estudaremos sistemas lineares da forma (1) 2’ = Az onde A é uma matriz
fixada. Para isto utilizaremos a nogio de exponencial de uma matriz motivada pelo seguinte
exemplo:

Exemplo 1. Dado o sistema linear homogéneo (1) ' = Az suponhamos que A seja

diagonalizdvel. Existe entio matriz nio-singular P tal que PAP~! é uma matriz diagonal
A0 L0 0

D, digamoes D = = diag[};]. Assim, podemos utilizar P para gerar

0 o 0 Ao
uma mudanga linear de coordenadas em R e reescrever (1) sob a forma equivalente z' =
Dz, ou ainda sob a forma de n equagdes z; = Aj.x;. Cada uma destas equacOes tem
sabidamente solugio da forma exponencial z;(¢) = z; (0)e*it. Podemos entdo obter matriz
fundamental para (1) tomando-se a matriz e” := diag[e’]. Observamos agora que ¢* =

+ea A +00 .
5" 4a/, de modo que el =% J.—I,D-T. Este procedimento converge em geral, para uma
F= i=o”

solugio da EDO linear, mesmo no caso em A néo € diagonalizavel. It o que passamos a
ver.

Lema 1.Seja A € L(R*) entdo a sdrie -S_‘ic ﬁtﬂ"A-'" converge uniformemente em intervalos
compactos da reta. =0

(i) Se ®(t) = %O ﬁti‘Aj ,t € R, entdo ®(0) = I, e ¥'(t) = A®({). Em particular, O(t) é
matriz fundan:;lota.l de ' = Az,

(iif) Para todo s,t € R tem-se O(t + s) = ®()®(s). Em particular ®(t) € L(R") é um
isomorfismo linear com inversa ®(—t).

Prova. (exerc.4).

o0,
Definigio 2. A matriz e := 3, 3.1—!th-7 é chamada a ezponencial da matriz A.
=0

Lema 2. Sejam S, T € L(R*) com ST = TS. Entdo exp(S + T) = exp(S). exp(T).

Prova. (exerc.5) (sug.: usar o binémio de Newton).

Deste modo, podemos provar o seguinte:
Lema 3. Dada A € L(R") temos que (t) = exp(t.4) € solugio de ' = Az

Prova. De fato, temos que se h # 0 entdo

TR iad
Jgo hjf -
= exp(tA).—~h—

exp(hA) — I

%(exp[(t + W) A) - exp(t)) = exp(t4) 222
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+oo , . . +o0 P +eoo i AF

hi—tAd hi AT hi A7
= tA). = tA)A. ———— = exp{tA).A.(I + h. —_—
exp(tA) j§=1 i exp(tA) ;:0: G - opltA)A( ;:1: G 1)1)

+oo . .
- ;- J AT .
Pelo Teste da Comparagio temos que a série Y % converge uniformemente em
i=1

+oo P
partes compactas de R, de modo que limy g A.( (’;’TAI‘;,) =0 ¢ logo
i=1

exp(t + h)A - exp(tA)
0
h

Finalmente, como A comuta com exp(tA) (exerc.6) segue o desejado. L1

limy, ., = exp(tA).A

Proposigio 3. Seja A € L{R") matriz constante. Entio a EDO linear a coeficientes
constantes ' = Az, z(t,) = x, tem como solugio tinica

w(t, ¢, Ty) = exP[(t - EO)A]..’L',,, teR

Prova. Basta usar o resultado anterior e unicidade das solugdes provada no Teorema
1. O

3. Sistemas bidimensionais

No que se segue estudaremos os sistemas lineares bidimensionais 2’ = Az a coeficientes
constantes, A € L(R?). Geometricamente a EDO linear acima se associa ao sistemna
dindmico definido pelo campo de vetores X (z,4) = A {z,9) em R?. Seja {An A2} o
conjunto de autovalores de A. Utilizaremos os seguintes resultado auxiliares:

Lema 4,
(i) Sejam A € L(R") e P € GL(R") (matriz nao-singular). Se Q@ = PAP™! entio exp(Q) =
Pexp(d)P-1,

(i} Seja p(t) € R[t] polindmio, k > 0 constante. Entdo exp{—kt).p(t) é limitado parat > 0.
Deixamos a prova para o leitor (exerc.7).

Estamos agora prontos para analisar o sistema linear bidimensional acima dado, de
acordo com as seguintes possibilidades:

{a) A1, A2 s30 reais e distintos:
Neste primeiro caso temos valores préprios {v1, vz} correspondentes, tais que A-v; =

A;-vj. Deste modo @;(2) = exp(tA;).v; satisfaz ©;(t) = Aju;(t) e logo

A pj(t) = exp(th). A v; = Mje vy = Ajops(t) = (1)
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Portanto, [p1(£)@2(t)] é matrix fundamental de =’ = Az. Portanto, qualqer solugio
se escreve COMo -

@(t) = 1 exp(Art)vr + exp(ret)vz
onde c1,c2 € R.
Temos entfo os seguintes sub-casos:

)\2<A1 <O

¥ trajetéria y(t) temos que y(t) — 0 se t — -+oc e 4(t) = o0 se & — —oo. Existem 4
semiretas atratoras que sio tangentes a vy,vs. Como Az — Ay < 0 temos que %f%;:—: =0

quando ¢ -3 +oo e logo se ¢1 # 0, temos que o vetor tangente /() tende a reta v1.R
quando ¢ — +-c0. Tal singularidade é chamada de né atrator.

\_’2 (R \'_l \R

(0 HTRATR)

figura 19

/\2>A1 >0

Anélogamente ao caso anterior temos um nd instdvel ou fonte.

VeR R

(‘FDN'\'E)

figura 20
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Se Al >0> X

Seja ¥(t) = ereM iy + eze?tvy, com ¢y.6; # 0. Entdio 4(¢) — oo quande ¢ — +oo.
Existem 2 retas repulsoras e 2 semiretas atratoras. Chamamos esta singularidade de sela.

Ny IR

L e
N

figura 21

(b) Se A1, A2 sdo complexos conjugados (néo reais).

Escrevemos A; = @+ i e Ao = @ — i3, 3 # 0. Lembrando que

af N _ o cosfsenf
exp (—ﬁa) =€ (—senﬂcos,ﬁ‘)
obtemos ¢(t) = c1p(t) + c2(t)pa(t) como solugio geral, onde ¢y (t} = e*[cos(Bt).v; —
sen(Ft).va] e pa(t) = e™[sen(Bt).v1 + cos(Bt).va].
Se o = 0:

Neste caso {A1, A2} = {£i8} e as solugdes sdo elipses com eixos dados por vy, vs.

T IR v R

( )

figura 22
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Chamaremos esta singularidade de centro real.

Se o < D.

Pomos ¢; = pcosw e ¢z = psenw onde p = 1/e? +cf. Temos entdo que @(t) =
et p[(cosw cos{Bt) + sen wsen(ft))vy + (sen w cos(Bt) — cosw sen(ft))vz] = e plcos{w —
Bt)vy + sen(w — Bt)ug]. Deste modo, @ <0 = as solucBes se espiralam em torno da
origem e p(¢) = 0 quando t — -+oo. Tal singularidade é chamada de foco atrator.

S ‘»g\
MAS

(Fu(.v? HTKHTDF)

figura 23

a <O
Neste caso, temos um foco instdvel que pode ser tratado de forma andloga ao foco

atrator.
VR
} |
(Faco inSTAVEL
Yo I

figura 24
(c) M=heR
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Se vy e vy sho linearmente independentes.
Nstes caso temos w(t) = e*(eyvy + c2ta) € a5 Srbitas sio semi-retas.
@

() (7450)

figura 25

Se v; e vy sfio linearmente independentes

Neste caso temos que a dimenséio do nitcleo de A — Ay T é igual a 1 e tomamos u vetor
nio colinear a vy para escrever o operador A na base {v;,u}:

A= (’})1#“) La#0

De fato, Av = A1v e Au = puow; para algum o,pu € R ¢ o % 0 {pois u ndo é autovetor
de A). Logo devemos ter A; = u (porque ?) e pondo wy = avy,ws = u obtemos Aw; =
M, Awe = Ajwz 4w (compare com a forma candnica de Jordan real para A). Assim,
@(2) = eM*[c; +ter)w) +cows] é a solugio passando por e1w; ++ eawe no tempo t = 0. Deste
modo, se uma drbita v(¢) nio é a semi-reta w,R = »; R (ou seja, ¢z # 0) entdo v/(t) = v R
quando ¢ — 0o pois ﬁ% — 0 quando ¢ —+ 4-c0. Temos assim os seguintes casos:

A <O

4R

(existem 2 semi-retas atratoras)
figura 26
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A >0

R

{existemn 2 semi-retas repulsoras)
figura 27

4. Equacoes lineares de ordem superior

Voltemos #s EDOs de ordem superior que estudamos em I-7. Para o caso de EDOs’
lineares temos a seguinte definicéo:

Definicao 3. Uma EDO linear de ordem n consiste de uma equagio diferencial ordinéria
da forma
(#) 2 4+ a, ()" + . +an(t)z +B(t) =0

onde a;(t),b(t) séo fungdes reais continuas em um intervalo I.
Neste caso podemos como em I-7 proceder a reduzir (¥} a um sistema de n EDOs de
primeira ordem que neste caso se escreve

(8) 21 = B2y oy Ty = Tny @ = —[an(t)er + -+ a1 () + (1)

Deste modo, vemos que o sistema (x) também é linear. Assim comcluimos para
(#) resultado andlogo ao que obtivemos para sistemas lineares de primeira ordem. Em
particular podemos introduzir o conceito de solugdo geral para tais EDOs:

Definicdo 4. Dada EDO linear de ordem n

(¥) =™ + a1 (H)z" ™V + ...+ an(t)z +5(5) =0

definimos uma solugdo geral de () como uma matriz fundamental do sistema linear asso-
ciado 3 equagéo linear homogénea de ordem n correspondente

(#.h) 2 4o () .+ an(t)z =0

Assim, para achar a solugio geral de uma EDO linear de ordem superior (%) basta
achar uma matriz fundamental & do sistema linear de primeira ordem homogéneo associado
3 EDO linear homogénea correspondente de ordem superior. As solugdes de (*.h) sdo entdo
da forma ¢(t) = ®()-C onde C € R™, ou scja, sho da forma p(t) = &1(2).c1 +..+ B (t).co,
com ¢; € R™
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Uma particularidade das EDOs lineares de ordem superior é entdo a seguinte:
Proposicio 4. Seja
(#) 2 4+ a1 ()2 £+ an Dz + () =0
EDO linear de ordem n em I. Denotemos por
(#.h) 2 + a1 ()2 D 4 L+ an (=0
a chamada EDO homogénea associada. Suponha que conhecemos o(t) uma solucao par-

ticular de (*} e denote por ®(t) a solugio geral de (+.h) dada pelo método das matrizes
fundamentais. Entdo toda solugdo de (+} é da forma:

©(t).C + p,(t)

onde C ¢ uma constante em R™.

Prova. Com efeito, seja p(t) solugéo de (). Como & ficil verificar, ¢(t) — w,(t) é solugio
da EDO homogénea (+.h) e logo temos que ¢(t) — @o(t) = ®(¢).C para algum C € R*. O
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5. Sistemas lineares hiperbdlicos

Neste parigrafo estudaremos o fendmeno da hiperbolicidade, comegando pelas
equagoes lineares.

Definicdo 5. Um operador linear A:R* —» R* ¢ dito hiperbdlico se todos os valores
préprios A de A tém parte real ndo-nula. Uma EDO linear homogefiea £’ = Az, é dita
hiperbolica se A é hiperbélica. Dado um campo de vetores diferenciavel X: U = R”, uma
singularidade p 3 U de X é dita hiperbdlica se a parte linear DX (p) € L{R™) é hiperbélica.

Observagéo 1. Sejam P,A € L(R®) com P nio-singular, entao A e B tém os mes-
mos autovalores, de modo que a nogdo de hiperbolicidade independe do sistema linear de
coordenadas tomado em R™.

Denotaremos por H(n) C L(R") o subconjunto dos operadores hiperbélicos. Dado
A € H(n) definimos o subespago estdvel de &’ = Aw, como o subespago E* C R® gerado
pelos autovetores associades a autovalores com parte real negativa. Alternativamente, E°
é o subespago maximal e invariante por A, tal que A|g, define operador linear com todos
autovalores com parte real negativa.

O subespaco estdvel de ' = Az é o subespago E C R gerado pelos autovetores
associados a autovalores com parte real positiva, ou alternativamente, o subespago maximal
invariante restrito ao qual A define operador com autovalores com parte real positiva.

Sendo 4 € H(n) tem-se R* =E° G E".

Definigio 6. O indice de estabilidade de wm operador hiperbélico é a dimensdo de seu
subespago estdvel. A dimensdo do seu subespago instavel é o indice de instabilidade.

Veremos mais adiante que estes indices sio invariantes por conjugagéo topolégica e
que de fato s@o os iinicos invariantes para tais conjugacoes.

Exemplo 2. Seja A € £(R?) com autovalores reais e distintos Ap € R A F# p. Sejam
»,w € R? autovetores associados a A, i respectivamente. Entao hRZ — R? h(zy,32) =

. . o A
10 + zow define conjugagdo linear entre z' = (o;) rezx' = Az

Aprofundemos o estudo das conjugagdes lineares entre sistemas lineares.

Lema 5. Sejam (1)z' = Az e (2) o’ = Ba sistemas lineares. Entdo (1) ¢ {2) sdo linear-
mente conjugados se, e somente se, 1 matriz C € L{R") tal que CA=BC (istoé, AeB
sdo C-similiares). De fato qualquer conjugagdo linear entre (1) e (2) é da forma hiz) = Cx
com C como acima.

O lema acima nos reduz portanto ao problema do estudo das classes de equivaléncia
de matrizes similares. Isto é feito através da determinagio das formas candnicas de Jordan.

Teorema 2 (Forma Canénica de Jordan real). Seja A matriz real n x n. Existe entao
matriz ndo-singular C n x n (real) tal que J = C-1C é da forma diagonal de blocos onde
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cada bloco é da forma

010...0
JA) =AM+ EP(mm <n), B = omT?
000...0

Observagao 2. No caso n = 2 tem-se

_ {0 01y _ [aAt
ﬂ”_(m)+(w)_(m)
Uma dltima observagio a respeito de conjugagdes C'! entre sistemas lineares é a

seghinte:

Proposigao 5. Os sistemas lineares (1) o' = Az e (2) X' = B sao C'-conjugados se, e
somente se, A ¢ B séo similares, se e somente se sdo linearmente conjugados.

Prova. Seja h:R* — R” conjugacio C! entre (1) e (2). Entdo h(e4z) = etBh(z), Vi €
Rz eR".

1°caso: A(0) = 0. Neste caso, derivando a relagio acima com relagio a t em ¢ = 0 obtemos:
Dhiz)o Az = Bh(x)

Assim, se A € R vale
Dh{Az) o A- (Az) == Bh(Az)

e logo

Dh{Az)o A -z = B(h(;\\z)

)

Fazendo A — 0 obtemos entdo Di(0)o A = Bo Dh(0), onde usamos o fato que Dh(x)
¢ continua em .

2%aso: Caso geral. Neste caso A(0) = ¢ € R* e pomos H{z) = R{z) - ¢, obtendo
conjugagio C! entre (1) e (2) tal que H(0) = 0.
A reciproca é imediata. O

Etudemos agora uma classe notdvel de sistemas lineares hiperbélicos.

Um sistema linear &’ = Az diz-se atrator quando ¥z € R* tem-se limy_o, €'tz = 0.
Em geral, dado um campo de vetores X: I/ — R" e um ponto singular p € U, X{p) =0,
dizemos que p é singularidade atratora de X quando lim; o0 (f, 2} = 0, Vo € V, para
alguma vizinhanca V de p. Em particular se z é suficientemente proximo de p, entio
w(t,x) estd definida para t > 0,

Observagéo 3. Seja z' = Az sistema linear topologicamente conjugado a um sistema
linear atrator, entdo o sistema em questdo também é um atrator (verifiquel).
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A seguinte proposicio caracteriza topologicamente os sistemas lineares atratores:
Proposigao 6. Seja o' = Az sistema linear. Sao equivalentes:

(i) ' = Az é um atrator.

(i) VX autovalor de A vale RA < 0.

(iii) 3p > 0, K > 1 tais que |e*Az| < Ke~*|z|,Vz € R*, Vi > 0.
(iv) ¢ = Az 6 topologicamente conjugado a ' = —a.

Prova.

(1) = (43): Seja X autovalor de A. Suponha por absurdo que RA > 0. ‘
1%aso: A € R, Neste caso seja v € R* autovetor associado a A. Entfio @(t) = My
¢ solugio de =’ = Az ¢ im0 |()] = My e*lv] de modo que p(t) #— 0 quando
t — o0, contradigao. ,
2caso: A € C\ R Pomos A = o + ¢f entdo tomando-se w = u+ v € C"* autovetor
complexo associado a A, obtemos que W = u—1v € C”, é autovetor associado a A = a—iff."
Como a matriz A é real, temos que (i) = eM.w e P(t) = eM.W sdo solugbes complexas
conjugadas, de modo que ¢{t) = 1[1p(£) + ¥ (2)} é solugdio real. Fazendo os cdlculos obtemos
w(t) = et[cos(Bt)u—sen(Bt)v]. Vale |¢(2)| = e*| cos(At)u—sen(Bt)v| e logo (como a > 0)
vale que ¢(f) #— 0 quando # — oo, contradigdo.

(i) == (iii): A condicdo |e'4z] < Ke [z para algum p > 0,K 2 1, independe da
norma || em R*. Também néo depende da matriz A em uma mesma classe de similaridade.
Podemos entio supor que vale (ii) e que A estd na forma candnica de Jordan complexa e
que |z] = sup |z;],5 = 1,..,n, onde & = ($1y .0 Ty). Entdo A = diag(Ja,,.., Ji,), onde -
Jx, = NI+ Ey. Dado pcom o < Ry < 0,V obtemos [et4z| = |(e* P zy, ..., et rr ;)| <
sup; | Kjle™#*x;] < KePt|g| onde K = sup; |Kj], e logo (i) = (iii).

(i) => (iv). Definimos I R* — R como a forma quadratica
oQ
Ii(z) = f|e”‘z|2dt
0

Afirmacéo 3. II ¢ bem definida, positiva definida.
De fato, & afirmagio segue da condigdo |ef4z| < Ke™#|z|, K 2 1,2> 0,¥t 2 0.
Por outro lado, por uma mudanga de varidveis £ — 1+ & obtemos

o0
II(e*4z) = f le*Az?ds
t

Derivando obtemos entdo

%( tAx) — %fleailmlzds = _1etAm|2
t
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Como II é positiva definida exister constantes &, 8 > 0 tais que (a)ajzi? < I{z) <
Blz|?, Yz € R*, Além disso, (b) dado & # 0 a curva ¢ — ety intercepta cada superficie de
nivel II = r onde 7 > 0, uma tnica vez (veja exerc.8).

Em particular podemos definir aplicacio

TR - {0} =R
pondo T(z) = tnico valor de t € R tal que II{e™4z) = 1.

Afirmagio 4. 7 é de classe C°° em R — {0}.
De fato, 7 ¢ definida pela equagio implicita II(e"®)4z) = 1. Por outro lado,
211(etAz) = —|et4gj2 £ 0, logo pelo Teorema da Aplicagio Implicita vale que T € G2,
Podemos entao definir a conjugacio topoldgica b entre o' = Az e 1’ = —z da seguinte
forma:

R(0) := 0, h(z) 1= e™@® ™ g z £
Entdo h|g,_, é difeomorfismo C* sobre R™ — 0.
Afirmagéao 5. h é continua na origem.
prova. De fato, [|h(2)]|* = {le™().e"M 42| |2 < L||I(e7(Fem(@Ag|| = L)em(@) 2|1 (e g | =
%Ief(a:)lz.

Por outro lado, de e7*/*[I(z) < II(e*4z) < e "/FlI(z) obtemos 1 = I(e"@4yg) <
e~/ OTI(x) ¢ logo €™ < [II{z)}A. Portanto, ||h{z))|* < L(z)]*" e logo A(z) — 0
quando £ —= 0, Cemo hlmnﬁo é difeomorfismo ¢ h é continua, segue que h~! é continua
¢ loge h € homeomorfismo em R®. Finalmente, temos que

h(em:c) — h(e(t—r(z))Aer(z)Ax) — e—t-i--r(z)e-r(a:)Ax — e‘t.h(a:)
(note, para a segunda igualdade, que se y = et4% entdo T(y)=—-(t—7{x))). O

Definigio 7. Um sistema linear &’ = Az é dito uma fonte se Vz # 0 temos {e*4| — 0
quando { — oo

Como coroldrio do teorema anterior obtemos:
Teorema 3. Dado um sistema linear ' = Ax sio equivalentes:
{i) &' = Az é uma fonte.
(ii) Todos os autovalores A de A satisfazem R\ > 0.
(i) Ju > 0, K > 1 tais que
el < %e‘“lx],b’t >0

(iv) o’ = Az é topologicamente conjugado a 7' = +x.
Este teorema segue do anterior usando-se o seguinte:
Lema 6. O sistema ' = Az ¢ topologicamente conjugado a =’ = Bz se, e somente se,
z' = (—A)z é topologicamente conjugado a z' = (—B)z.
Prova. {exerc.9).
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6. Classificagiio Topolégica dos Sistemas Hiperbdlicos

Recordamos que, dado um sistema linear ¢’ = Az, podemos decompor R} = E* @ E#,
em subespagos instavel e estivel de A. O {ndice de estabilidade de A é por definicdo o
niimero s(A) de autovalores (contados com multiplicidade) com parte real negativa.

O resultado mais importante a respeito da classificagio topoldgica dos sistemas
hiperbélicos é o seguinte:

Teorema 4. Dois sistemas lineares hiperbélicos em R sdo topologicamente conjugados
se, e somente se, tém o mesmo Indice de estabilidade.

Comegaremos com o seguinte resultado:

Proposicdo 7. Seja ' = Az um sistema linear hiperbélico com indice de estabilidade
s(A) = £. Entdo:

(i) B2 = E° @ E*, com dim(E°) = £.

(if) Qu > 0, K > 1 tais que

(a) |e¢*4z| < Ke™#|z|,Vz € B, > 0.

(b) lettz| > K~ le rt|z|, Vo € E*,¢ < 0.

(c) |etAz| < Kertix|,Vz € E*,t < 0.

(b) |e*4z} > K~ tettja|, vz € E*,1 > 0.

Prova. A fim de provarmos esta proposicao utilizaremos as seguintes observagdes:

Observagio 4. Uma matriz hiperbélica A com indice de estabilidade £ é linearmente -
conjugada a sisterna da forma:

! ]
2] = Az, #p = A2T2

onde A; é um atrator e A9 uma fonte. : )
Prova. Basta conjugar A & sua forma candnica de Jordan real e a seguinte afirmagio.

Afirmacao 6. Se h: B* — K™ é uma conjugagio linear entre dois sistemas lineares £’ = Az
e o' = Bz, entio h leva o subespago estdvel de A no subespago estdvel de B e h leva o
subespago instdvel de A em subespago instdvel de B. Em particular A ¢ B tém o mesmo
indice de estabilidade.

Prova. Basta observar que matrizes similiares tém os mesmos autovalores. O
A proposigio segue ent@o dos teoremas anteriores para fontes e atratores. O
Chegamos finalmente A prova do resultado central desta se¢ao (Teorema 4}:

Prova Teorema 4. Sendo ¢ = s(A) temos que &' = Az é topologicamente conjugado a
sistema da forma
%) = Ayzy, 32 = Az

onde A; € L(R?) é atrator e Az € £(R*~¢) fonte. Agora, como jé vimos, existem con-
jugagoes topolégicas hy:RE «— ¢ hp: R*~¢ « onde ky conjuga z; = A171 2 T, =~z 8
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hy conjuga x5 = Aszy a 24 = +=xo. Definimos agora i:R™ «, como h = (hy, hs), onde
E* =Rt xR ¢ onde z = (z1, za)-

Isto prova que z’ = Az é topologicamente conjugado a 2| = —z1, 25 = 423 em
RE x Rt

Portanto conclufmos que se dois sistemas lineares tém o mesmo indice de estabilidade,
entdo sao topologicamente conjugados.

Reciprocamente, seja h: R® <+ conjugacio topoldgica entre z' = Az e &' = Bz, Vameos
provar que s{(A) = s(B). Para ver isto, comegamos observando que h(E%) = E;. Assim,
como A é um homeomorfismo, segue que s(A) = s{B), pelo Teorema da invariincia da
dimensdo de Brower [Sp]. O
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Exercicios do Capitulo IT1

. Prove a Proposigéo 1.

. Prove ¢ Corolario 1.
. Complete a prova da Proposigao 2.

. Prove o Lema 1.

. Prove o Lema 2.

[= L S S R

. Prove que se A € £L(R") entdo A comuta com exp(tA). Prove também que se AeB
comutam entio exp(tA) e exp{sB) comutar.

7. Prove o Lema 4.
8. Complete a prova da Proposigo 6.
9. Prove o Lema 6.

10. Prove que se A(t) é matrix continua e anti-simétrica, entéo a matriz fundamental ®(t)
de o' = A(t)x tal que B(t,) = Id para algum t, € [, & ortogonal para todo ¢. Use isto
para provar o:

Teorema Fundamental das Curvas Regulares. Dadas fungdes continuas k(s) > 0 e 7(s)
eziste uma curve regular os) em R?, parametrizada pelo comprimento de arco, que tem
k(s) como curvatura e T(s) como torsio. Tal curve € unica a menos de movimento rigido
em B3,

11. Mostre que o conjunto #(n) C L(R®) das matrizes hiperbolicas ¢ aberto e denso em
L{R").

12. Um sistema linear ' = Az é dito estruturalmente estdvel se toda matriz suficiente-
mente préxima de A define sistema linear topologicamente conjugado a ' = Az. Mostre
que 0$ sistemas lineares estruturalemente estéveis sao o8 hiperbdlicos.

13. Complete o Exemplo 2.
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Capitulo IV - Estabilidade de equacdes diferenciais
1. Estabilidade de Liapounov

Neste capitulo trataremos da nogio de estabilidade de uma EDO z' = f(t,x). Nesta
primeira parte estaremos preocupados com aspectos locais em uma vizinhanga de um
ponto singular isolado. Por estabilidade entenderemos portanto o seguinte:

Definigéo 1 (Estabilidade de Liapounov). Seja (1) z' = f(t,z) EDO onde f: U — R* é
continua e U C R x R* é aberto. Uma solugéio ¢(t) definida para t > 0 diz-se estdvel (no
sentido de Liapounov) se dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se #(¢) é solugdo de (1) entdo
¥(£) também estd definida para todo t > 0 e () — ¥(t)| < €,V > 0.

Se além disso existir 41 tal que § > |¥(0) — w(0)] = limyyreo [B(2) — 0(t)] = 0,
diremos que @(t) é assintdticamente estdvel.

Seja agora f = X: U C R® — R™ campo de vetores continuo e T, singularidade isolada
de X. Consideremos o sistema autonomo associado. Dizemos que T, é estdvel (respectiva-
mente assintdticamente estdvel) se a érbita constante ¢(2) = =, é estivel (respectivamente
assintéticamente estdvel). Em outras palavras, se dada vizinhanga V' ¢ U de %, existir viz-
inhanga W de z, talque z € W = [0, +00) C I e @, (t) € W, Vi > 0. (respectivamente,
se além disso existir vizinhanga W > W, 3 2, tal que z € W, — limy s 100 P (t) = 7).

Vejamos alguns exemplos de estabilidade de Liapounov:

Exemplo 1. Dada equagio linear a coeficientes constantes o = Az temos que a origem
0 € R* ¢ uma singularidade estdvel se, e somente se, o sistema é um atrator.

Vejamos como se propaga esta caracterizacio para perturbagdes do sistema acima:
Exemplo 2. (Sisternas quase-lineares). Um sistema da forma 2’ = Az + g(t, z) & dito
quase-linear, onde g: U C R x B® —+ K™ é continua, U é aberto e 4 € L(R™).

Fato. A solucgdo trivial para ¢ sistema quase-linear acima & assintéticamente estdvel em
R x B*(, R} desde que:

{i} 2’ = Az seja um atrator.

(ii) g: R x B™(0, R) seja continua e tenhamos g(t,z) = of|#|} uniformemente em i.

(iii) O sistema tenha solugdes tinicas em todo ponto tomado em R x B*{0, R).

prova. Temos que [e!| < K.e=#* Vit > 0, para algum K > 1 e it > 0. Existe também
constante positiva p > 0 tal que |z < p = [g(t, )| < #&|2],¥t € R Dado |z| < 4 := £
seja ¢(t) a solugio em Rx B (0, p) com (0} = z ¢ intervalo maximal I, = (we.(z), wylz)).
Temos que ¢z(t) = e*'c ¢ solugio da EDO linear subjacente z' = As, z{0) = 0; logo
w(t} — ps(t) é solugdo do sistetna quase-linear partindo da origem. Deste modo podemos
escrever

i
olt) =~ 0(t) = [ g, p(s))ds
0

e logo
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¢
o(t) = etz + f = 4g(s o(s))ds, VE € (w_(z),w.(2))
o

Daf segue facilmente que

et |o(t)] < K |z + f K.e|g(s, p(s))lds
0

Agora, »(t) € R x B*(0,p),Vt € 5, de modo que lg(s, 0(s))] < Flw(s),Vs €Iz e
logo

t
()] < Kl + & [ e lole)lds, vt & [0,04(2)
0

Aplicando a Desigualdade de Gronwall obtemos agora
e"tlp(l)) < K|zlet?, ¥t € (0, wi(z))

Agora, isto j4 mostra que wi(z) = -+oo ou seja @(t) esté definida para todo ¢ > 0.
Mas entio, a partir de |p(t)] < pe™#*,Vt 2 0 (observe que K|z| < p), concluimos. (]

Exemplo 3. Seja x, singularidade isolada do campo de vetores X:U — R de classe C'.
Se z, é singularidade atratora de X (ou seja, DX (z,) é uma matriz atratora) entdo T, é
assintdticamente estdvel.

Este resultado pode também ser obtido como consequéncia do Teorema de Hartman
[So] que afirma neste caso que X é Jocalmente conjugado (em torno da origem) ao campo
linear constante DX (z,).

Este exemplo serd provado mais adiante.
Para nos resultado principal a respeito de estabilidade serd o seguinte:

Definigido 2. Dado campo de vetores X:U — R* de classe C' e fungdo diferencidvel
L:V c U = R, 2, € V singularidade (isolada) de X diremos que L ¢ uma Jungdo de
Ligpouncv de X em V se satisfaz:
(i) L{z,) = 0,L(z) > 0,Vr € VA {zo}
(i) X(L)(z) = dL(z) - X{z) 0, Vz € VA {z.}

A funcio de Liapounov serd dita estrita se
(iii) X{L)} < 0 em V \ {zo}.

Teorema 1 (Teorema de Liapounov). Seja z, um ponto singular do campo de vetores
X.U — R de classe C!. Se X admite fun¢do de Liapounov (respectivamente fungio de
Liapounov estrita) em torno de z, entdo o, é estdvel (respectivamente, assintéticamente
estavel).
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Prova. Seja L: V — R fungfio de Liapounov para X em torno de &o. Dado € > 0 tomamos
p > 0 tal que B = B™(z,,p) C U e denotemos por 88 o seu bordo, que é compacto, de
modo que L > m > 0 em 8B, para algum m > 0. Mas entio a partir da continuidade de I
e de L(z,) = 0 temos que existe p > § > 0 com m > M := sup V|—B—1—, onde B; = B(z,,4).

B

figura 28

Dado agora x € B ¢ fécil ver que wy(z) = +o0, pois caso contrario wz(t) — U
quando ¢ — wy(z), mas por outro lado t +— L(p.(t)) é decrescente de modo que
[Z{p=(8))] € |L{z)] € M < m. Pelo Teorema da Alféndega [El4] temos que ¢.(t) €
B, ¥t € [0,w;(z)), contradicio.

Assim 4 (2) estd definida para todo ¢ > 0. Além disso, a mesma, prova acima mostra
que @z(t) € B,Vt > 0. Como p > 0 é arbitrdrio conclufmos que =, & estével. Suponhamos
agora que L € estrita. Entdo mostraremos o seguinte: '

Afirmagao 1. Dada vizinhanga U; de z, & possivel obter § > 0 e também ¢ > 0 tais
que £ € By = B(z,,2¢) == (1) estd definida e em U, para todo t > 0 ez € By =
B(z,,d8) = ¢(t) € B(z,,e).

figura 29

Prova. Basta mostrar que se z € B) e t, 400 é tal que @:(t,) converge, digamos,
wz(tn) — y € Blz,,€) entio y = z,: Com efeito, uma vez mostrado isto tome z € B,
arbitrdrio e suponha que w.(f) 4= z, quando ¢ —s +co, entédo (pela compacidade de

B(xs,¢)) podemos tomar sequéncia £, / +00 com ¥z(tn) — y € B(zo,€), ¥ # z,, 0 que
seria uma contradicio.

Agora, se p.(t,) — y € B(w,,€), ey # 2,, com z € By, entdo por continuidade
vale L(pz(tn)) — L(y). Como L & estritamente decrescente ao longo das érbitas de
X, diferentes de z,, obtemos L{ip:(1)) > lim, 100 L{wz(ta)) = L(y),¥t > 0. Agora,
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considerando-se y € B = B(z,, 2¢), obtemos que @, (¢) estd definida ¢ em U, para todo
¢ > 0. Como L(py(t)) é decrescente para ¢ > 0 segue que L{ypy(1)) < L(y). Como o fluxo
local  é continuo se z é suficientemente préximo de y, vale L(p;(1)) < L(y). Finalmente,
@z (tn) — ¥ logo se n >> 1 vale L(@s(ta)) < L{y), contradigdo. [

Para sistema auténomos (campos de vetores) a estabilidade de Liapounov pode ser
ligada & parte linear do sisterna em questio:

Proposigéo 1. Seja o/ = X(z) sistema auténomo de classe C' com singularidade isolada
na origem. Seja A= DX(0) € L(R*).
(i) Se todo autovalor de A tem parte real negativa entdo 0 € assintGticamente estdvel.

(ii} Se A possui algum valor proprio A de parte real positiva entao 0 nao é singularidade
estdvel, :

Exemplo 4. Voltemos ao exemplo do péndulo ideal que consiste de um corpo pontual de
massa m, oscilando sustentado por um fio ideal de comprimento £. Se denotamos por ¢ o
angulo entre ¢ fio e a diregio de equilibrio vertical obtemos a EDO de segunda ordem em -
-1

4%
di* di
Reduzindo agora a EDO acima a um sistema de EDOs de primeira ordem obtemos

T
) = —gseng, p € [_E:E]'

! U

g
¢ =y, y =~ senp

Agora, se consideramos que o movimento do péndulo ¢ suavemente amortecido por uma
forga de frigio proporcional & velocidade do péndulo entio obtemos o sistema de primeira
abaixo, onde k > 0 denota a constante de proporcionalidade {com relagio & massa m) do
péndulo em questdo:

A =py= —%Sentp— %y

O campo de vetores assim obtido tem singularidades dadas por (0,0)e (n7,0),n € Z.
A origem & assintéticamente estivel pois é um atrator (para a parte linear do campo).
A fim de estudarmos qual a regido de atragio da origem (bacia de alracdo) utilizaremos
o critério de Liapounov: a fungio energia total (30 sistema (veja I-1) é importante na

descricio do movimento, sendo dada por B = ma(-2-1§£y2 + 1 —cose). Entdo E € uma

fungdo de Liapounov estrita do sistema (A) tal que E < 2m§ = 7 &m. Deste modo
e € (0, 2m§) = {(¢,¥); E(g,y) < ¢,|¢] < 7} 6 fechado e positivamente invariante de
modo que pelo Teorema de Liapounov temos que 2 bacia de atracao do ponto de equilibrio
{0,0) contém pelo menos o conjunto

{te,y); Elp, 1) 2m§, ] < 7}
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Na prova da Proposigio 1 utilizaremos o seguinte resultado que terd outras utilidades
mais adiante:

Lema 7 . Dada matriz A € L{R") cujos autovalores tém parte real negativa existe forma
quadrdtica positiva definida Q: R* — [0, 4o0) tal que:
DQ(z)- (A z) < —a.Q(z),Vz € B”

onde o > 0 é uma certa constante. De fato, @ provém de uma matriz simétrica T € L(B™)
como Q(z) =< T(z),z > e podemos definir produto interno {(,)) em R™ pondo:

((w,v}) =< Tu,v > u,veR"
Em particular existe r > 0 tal que
0<lell £ r = ((Az,2)) < 82|
onde ). || é a norma induzida por ((,)).

Prova. (exerc.l).

Prova da Proposigdo 1. Daremos wma prova utilizando o Teorems de Liapounov,
Tomamos A = DX (0) € L(R*). Tomamos L{z) = Q(z) onde @ é a forma quadritica dada
pelo lema acima. Estudaremos entio a derivada X (L) = dL(X), a qual é uma perturbacio
de dLoA. Temos que X (x) == A-z+ R(z), onde R(z) = (Ra(2), ey Rul2)), X = (f1y -, fn)

e
Ri (.’J.T)

i

Bi(z) = 1 i 0 (8(=))z;zx, lim
i 2 P 6‘:838:1:;0 dk z-3(

f(x) é wma fungio continua.
Entdo temos que

X(L)(z} = dL(z) - (A -z + R(z)) = A(L)(z) + dL(z) - R(z)

= AT+ %-Rj(x) <—aL@)+ 3 -;’m—Lj(w)-R,-(w)
i=1 J=1

Apora, existem constantes positivas k, K tais que
klzl* < L(z) < Kof?

{exerc.1).
Em particular, dado 6 > 0 temos que o conjunto L(z) > § é compacto. Tomemos
d > 0 pequeno de modo que L(z) < § = |#] < € onde € > 0 & pequeno o suficiente.
s - . ..
Como as fungdes %{%(6(:::)) 520 continuas e logo limitadas no compacto L(z) < 4§, segue

que |R;| < ¢fxf? < £L(z),Vz com L(z) < §, para alguma constante ¢ > 0. Por outro lado,

temos que )
/1
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de modo que, como g—;‘j(:c) depende linearmente de T (pois L ¢ forma quadratica), segue-se
que

i%(x)l < C\I), Ve

para alguma constante € > 0 Deste modo existe constante positiva M tal que L(z) <
§ = i %‘;Ri(m) < M.L{z)?. Tomando-se agora, p > 0 tal que p < §,2M /i < «
temos q&:l

L{z) < p = X(L)=) < —%L(z)

Mas entdo L é funcao de Liapounov estrita de =’ = X(z) na vizinhanca L{z) < p que
contém a pequena vizinhanga |z| < /& da origem. O
Terminamos esta seciio com o seguinte resultado:

Definicdo 3. Um polindmio complexo p(A) € dito estdvel se todas suas raizes tém parte
real negativa.

B facil ver que um polinémio real ménico estivel deve ter todos seus coeficientes
positivos. Para polindmios de grau dois a estabilidade é equivalente & positividade dos
coeficientes, Para grau superior as coisas se complicam consideravelmente:

Proposigo 2. Um polingmio real de grau trés p(A) = A + a1A” + a2 + a € estdvel se,
e somente se, seus coeficienies sdo positivos e

Gz > (I3

Prova. [Pt]
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2. Introdugao & Teoria da Perturbagio

Neste pardgrafo iniciaremos o estudo da Teoria da Perturbagio em Sisternas
Dindmicos. Abordaremos a persisténcia de singuiaridades e de drbitas periédicas para
campos de vetores. Para isto é necessdrio introduzirmos uma topologia no espago dos
campos de vetores de classe C” em um dado aberto de R™.

Seja U C R™ aberto, ¢ denote por X" (U) o espago vetorial dos campos de vetores de
classe C" em U. Se r > 1 entio X"(U) pode ser munido da seguinte norma C1:

1X1)x = sup{| X (n}], | DX (p)|;p € U}

Em particular podemos ter ||X||; = co. As vizinhancas em X Y(U) sio entdo conjuntos
que contém um aberto da forma {Y € £(U), ||Y — X||; < €}, para algum € > 0.

Observagiio 1. X'(U) munido de ||.|| é um espago vetorial normado, ou seja, || .|| é
positiva definida, satisfaz ||A.X{| = [A.[| X]|,VA € R, X € AY(U) e vale a desigualdade
triangular,

prova. (exerc.2).

Definigéio 4. Uma singularidade p de um campo de vetores diferencisvel X é dita uma
singularidade simples se DX (p) é invertivel [Sp).

Teorema 2. Sejam X € X'(U) ep € U uma singularidade simples de X. Entdo existem
vizinhanca p € V € U e vizinhanga X € 5 C £(U) tais que qualquer ¥ € 7 possui
singularidade em V. Além disso, dado ¢ > 0 podemos tomar Y tal que |[Y — X||; < e
Se p é singularidade hiperbilica de X entio podemos tomar V, i suficientemente pequenas
de modo que cada Y € n possua uma tinica singularidade hiperbélica em V e de mesmo
indice que p como singularidade de X.

O Teorema acima é de fato wm resultado sobre espagos de fungdes, mais precisamente
sobre estabilidade de difeomorfismos em classe ¢, Apresentaremos portanto uma prova
com este ponto de vista mais geral.

Proposigio 3. Sejam X: U/ — R* campo de vetores C1, p € U singularidade simples de
X. Existem vizinhancas abertasy de X em XYU) eV dep em U, de modo queseY €y
entido:
(i) Ylv é injetiva
(i) X(p) € Y(V).

O Teorema 2 seguird da Proposigio 3 acima.

Prova da Proposicdo 3. Dividiremos a prova em passos fundamentais:

Passo 1. Sejam ¢ > [|[DX(p)7Y|| > 0 ¢ V C U vizinhanca de p tais que ||[DX(2)"Y| < ¢
e lDX(w) - DX()l| < ¢,Vz,y € V. Entdo X|,, ¢ injetiva.

prova. Sejam z € V e 0 # v € R*, entdo v = DX (z)~Y(DX(z) - v) de modo que
|lz]] < [|DX(z)~|].1DX(x) - o] e logo DX(x)-v| > ilv|. Sejam z,y € V onde ¥y=1x+u.
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Podemos supor que V é uma bola convexa. Assim sendo, z + v € V, ¥t € [0,1], de modo

que estd bem definida a aplicagdo f:[0,1] -+ R™, f(t) = X(z + tv) que é de classe C' e

satisfaz f(0) = X(z), f(1) = X(y). Pela Regra da Cadeia temos que F)=DX(z+tv)
1

¢ assim pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que: X (y) — X(=) = J Ft)ydt
)

<

1 1 1 .
[ DX(z+tv)-vdt = [ DX(z)-vdt+ [[DX(z-+1v) — DX(z)]-v dt. Isto nos d4 a seguinte
) 0 0

estimativa
1
X (2) - X(y)| 2 |DX(z) - o] - ] DX (2 + tv) — DX ()]l lvldt
Q

Das desigualdades anteriores obtemos entdo que [X(z) — X ()| > Llv| — || o que
prova a injetividade de X em V. O

Passo 2. Tome B C U bola compacia de centro p e tome § > 0 tal que § <
L min{|X(2)|,= € 8B}. Entdo X(B) D> B(0,6).

prova. Fixemos u € B(0,4). Seja z, € B ponto de minimo da funcio 1| X (z)—ul?,z € B.
Observe que dado z € @B temos que |X (2)—u| > |X(2)-X(p)|—1X (p)—u| = | X (2)|—fu| >
26 — 6, assim | X(z) —u| > & > |X(z)| de modo que | X (z)| néio é minimal se & € 8B. Deste
modo z, ¢ &B. Pela Regra da Cadeia temos que 11X (z) —ul* é diferencidvel com derivada
em z, dada por T:R™ = R®, w =< X(7,) — ¢, DX (2.} - w >. Como z, é ponto critico e
ponto interior de B, devemos ter T = 0. Por outro lado, como DX (z,) é invertivel (pois
X é de classe C! e DX(p) é invertivel) existe w € R" tal que DX(z,) w = —u. Assim,
0 = T(w) =< —u, DX (z,) - w >= X (z,) — uf* e portanto X(z,) =«. U

9]
X(R)

B 8i,5)

figura 30

Passo final. Existe ¢ > 0 tal que T € L{R™),||T — DX (p)l| < ¢ = T & invertivel. Por
outro lado, como z +» DX (z) é continua segue que existe vizinhanca p € V C U de modo
quez €V = ||DX(z) —DX(p)|| < j¢, de modo que Y € YUY, || DY (z) — DX(p)|| <
jeVz eV = DY(z) é invertivel. Seja entsio n C A1U) a vizinhanga assim definida
de X em X!(U). Tomemos b > |IDX(p)""||- Como a operagio GL(R™ «,T— T71 ¢
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contfnua, existem vizinhangas X € 5, C X1 (U)epe Vi C Vtaisque Y & tmerelV; =
[!DY (z)!|| > b. Podemos diminuir estas vizinhancas de modo & obter também

IDY (z) = DY@)I| < 3, V2,5 € V3, VY € m

Segundo o primeiro passo temos que ¥ € 5, = Y] 4 & injetiva, para qualquer bola
A C Vi. Fixemos uma tal bola V centrada em p e denotemos por B ¢ ¥ uma bola
compacta centrada em p e tomemos § > 0 como no segundo passc acima. Existe entio
vizinhanga 77 C m C X'(U) tal que ¥ € 77 == min{|Y(z) — Y(p)],z € 8B} > 26 > 0.
Segue que se [u — Y (p)| < J e ¥ € i} entdo u € Y (B). Isto prova a Proposigao 3. O

A seguir discutimos a persisténcia de drbitas fechadas. Comegamos com a seguinte
definic¢édo.

Definigéio 5. Sejam X campo de vetores diferencidvel no aberto 7 Cc R® e v C U 6rbita
periédica de X. Denotemos por ¢(¢) uma trajetéria de X com p = ©(0) € 4. Entao o
periodo de -y é o periodo da fungdo (). Denote agorapor mE, C X — S a transformacdo
de Poincaré de -« na secdo transversal local p € T,. Dizemos que p é ponto fixo hiperbdlico
de 7 se Dmr(p) néo possui autovalor igual a 1 (tal fato independe da se¢do I, tomada e do
ponto p € 7 escolhido (verifiquel}}. Neste caso diremos que 7y é érbita periddica hiperbélica
de X.

Teorema 3. Sejam X:U — R™ campo de vetores G, ¥ C U drbita periddica hiperbdlica
de X e V C U vizinhanca de . Existe entdo vizinhanga n C X' (U) de X tal quese Y € 7
entdo Y possui uma érbita periddica hiperbélica vy C V.

Prova. Primeiramente estabeleceremos a notagho a ser utilizada. Seja 7, > 0 o periodo de
7 e suponhamos que 0 € v. Denotemospor : %, = R a aplicagdo (dada pela Proposigio 6
de II) de classe G* tal que 7(0) = 1, e w(z) = (7 (2), z) onde v é o fluxo local de X numa
vizinhanga de . Tomamos ¥ relativamente compacta (de fecho compacto) em U de modo
que dado € > 0 existe § > 0 com a propriedade de que ¥ & ALY, Y (2) - X () < 8,¥z €
Y, = X ¢ também uma seciio transversal local para Y em 0 e existe uma aplicagio de
classe C! p: T, - R, tal que

lo(@) - 7(z)] < ¢, Y(p(z),2) € 5, ¥z € D
{onde 4 denota o fluxo local de ¥ numa vizinhanga de ), e

[W(p(z),2) — w(z)| < ¢ Vz € &,
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figura 31

Em particular, podemos definir uma espécie de aplicagéio de Poincaré para ¥ pondo
wyiBo =+ T, my(e) = $(p(a), 2).
Afirmagao 2. Dados a > 0 e compacto K C U, para cada € > 0 existe &y > 0 tal que
[|X =Y < & == ||Dgi(z) — Du(2)|| < a1, V¢ € [~a,a], ¥z € K.

Esta afirmacdo segue basicamente da dependéncia continua das soluges com respeito
s condigbes iniciais (exerc.3).

Juntando o que obtivemnos acima conclufmos que dado ez > 0 qualquer, podemos
obter 8, > 0 com a propriedade de que ¥ € X1(U),||Y - Xl| < 6§ = |n(z) —mv{z)| <
€2, |Dn(z) — Dry(z)| < €2, Yz € Xo. Procuramos por érbitas periédicas de Y buscando
pontos fixos de Ty, ou seja, zeros da aplicagio F:Z, = E*~!, onde E*~! é o hiperplano
(=2 R*?) contendo B,, que ¢ dada por F(z) = my(z) — z. Seja G-I, — E a aplicagdo
correspondente, associada a X, isto é G(z) = n(z) — z. Entdo G ¢ de classe cL G0 =0
e DG(0) = Dx(0) — Id, onde I'E « ¢ a aplicagéio identidade. Como -y é hiperbdlica,
segue que DG(0) é invertivel e logo podemos obter vizinhanga G € M C & 1(%,) tal que
H € M —> H possui um (nico zero em I, (ver Proposigdo 3). Deste modo, podemos
também tomar §; pequeno o suficiente de modo que ¥ € X1(U),||Y — X|| < 6 =
F € M e logo F possui um tinico zero em , e logo ¥ possui uma tnica érbita periddica
~y em uma vizinhanga de -y que é obtida saturando-se X, por Y. Podemos também tomar
esta drbita contida em qualquer vizinhanga V C U de 7. O resto da demonstracio (a
hiperbolicidade de -yy ) deixamos a cargo do leitor (exerc.3). O

3. Um pouco de estabilidade estrutural

A grosso modo os campos de vetores estruturalmente estdveis sho aqueles que tém
uma dinimica sem propriedades singulares, que pudessem ser destruidas com pequenas
perturbagdes do campo. Lembramos primeiramente o seguinte resultado profunde devido
a Hartman:

Teorema 4 (Teorema de Conjugacéo de Hartman). Seja X:U — K™ campo de vetores
de classe C! e p € U singularidade hiperbdlica de X. Existem vizinhan¢ca W de p em
U e homeomorfismo h: W — B(0,¢) C R™ que conjuga X‘W 4 restrigio do campo linear
DX (p) & bola B(0,¢).
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Este teorema juntamente com o Teorema 4 de IT1 nos permite deduzir que 0S CAmpos
de vetores que possuem dindmica estruturalmente estdvel proximo a um ponto singular,
520 0s que exibem singularidades hiperbdlicas. Por outro lade, devido ac Teorema do
Fluxo Tubular, a nogdo de estabilidade estrutural nie é interessante em uma vizinhanga
de um ponto regular. Mas, vejamos uma definicio formal de estabilidade estrutural. Como
estamos interessados apenas no caso local, nos restringiremos a campos no disco, mais do
que isto, campos de vetores que sdo transversais ao bordo do disco unitario fechado emn
dimensao n, que denotaremos por D® = {z € R, |z| > 1}. Como antes denotamos por
XHT) o espage dos campos de vetores de classe O no aberto I ¢ R”, munido da topologia

1

Dado um campo de vetores X € AY(U) onde U D D™, transversal ao bordo 9D,
temos que, a menos de mudanca de orientagio, podemos supor que X aponta para dentro
de D™.

Agora, se Y € X'(U) é suficientemente préximo de X entdo claramente também ¥
aponta para dentro de D™,

Definigdo 6. Dizemos que X como acima é estruturalmente estdvel se existe vizinhanga
7 CAYU)de X talque Y €y = Y é topologigamente conjugado a X em D™, ou seja,
os fluxos de X, e ¥} de X e ¥ sdo conjugados por um homeomorfismo h: D™ — D* do
disco:

hMXy(z)) = Yi(h{z)), ¥z € D

Evidentemente uma conjugacio topologica preserva singularidades e drbitas periddicas.
Em particular, de acordo com o que observamos acima, as singularidades de X emn D»
devem ser hiperbdlicas. Por outro lade, o Teoremna de Poincaré-Bendixson garante a ex-
isténcia de pelo menos uma singularidade de X em D" (exerc.4) Assim enunciamos o mais
simples resultado a respeito da estabilidade estrutural destes Campos como segue:

Teorema §. Seja X:U D D™ — R® campo de vetores de classe O apontando para dentro
de D" e tal que a origem é a tnica singularidade de X em D", sendo esta singularidade
um atrator (pogo). Suponha também que para todo z € D™ temos limy oy oo Xe(z) = 0.
Entdo X é estruturalmente estdvel em D™,

A demonstragio pode ser entendida do seguinte modo: dado Y € X YU suficien-
temente proximo de X, temos que Y também aponta para dentro de D* e possui uma
tnica singularidade (que é um pogo) situada préximo a origem. Podemos entdo definir
a conjugagio partindo da identidade no borde D™ e seguindo as trajetdrias de X e V'
simultineamente, de modo a preservar o tempo ao longe destas curvas de Auxo. Veremos
que de fato isto pode ser feito de forma a obtermos um homeomorfismo.

Utilizaremos uma nocfo til também em outros problemas:

Definigdo 7. Seja p singularidade do campo de vetores X:U — R*. A bacie de atracdo
de p consiste do conjunto I', dos pontos ¢ € U tais que X:(q) estd definido para todo ¢ > 0
e se tem lim;., o, Xe(g) = .
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Observagio 2. Prova-se usando a dependéncia continua da solugdes com respeito &s
condicdes iniciais que, ou bem I'p = {p}, ou bem T'p \ {p} ¢ aberto (exerc.5). Se p é um
pogo atrator entfio T, contém uma vizinhanga de p.

Lema 8. Existem produto interno ({,)) em R", vizinhangan C & YU} de X e raio positivo
7 > 0 tais que se Y € 7 entdo Y possui uma inica singularidade p(Y) em D", que estd
localizada na bola B(0,r) = {z € R*, ((z,)) < r?}, tal singularidade é um pogo atrator,
B(0,r) contém a bacia de atrag@o de vy e é positivamente invariante pelo fluxo de Y.

Prova. Usando a caracterizagao dos atratores que demos em Propesigio 6 de III obtemos a
existéncia de um produto interno ((,)) em R™ com a propriedade de que existem r > 0,6 >
0 tais que 0 < ({z,z)) £ r* = {{(X(z),2)) < {(z,z)). Em particular B(0,7/2) C T,
estd na bacia de atragio da origem e X (z) aponta para dentro ao longo do bordo 8B(0,7/2).
Assim podemos obter vizinhanga m C X YU)de X tal que ¥ € ;; = Y também aponta
para dentro ao longo de 8B(0,7/2). Denotemos por || . || a norma induzida por () em R™.
Podemos obter € € (0,7/2),» > 0 tais que ||z|| <¢ = B(0,7/2) ¢ B(=,v) C B(0,7).
Finalmente notemos que dado Y € 1 temos para x € B(p(Y),v) vale

(Y(2),z — p(Y))} = (X (& = p(¥)), 2 — p(¥))) + (Y (2} = X (@ = p(¥)), = — p(¥)))
< 8ilz — p(¥)|? + (¥ (@) = X (& =~ p(Y))s = — p(Y)))

Agora, como Y{z) — X(z — p(Y)) se anula em = = p(Y) e a norma de sua derivada é
majorada por

ID(Y (z) — X (z - p"II| £ [I1DY (@) - DX (@)l + |\PX (=) - DX (2 ~ p{¥))l

temos que (como || X ~ Y|, = 0 = [|[DX(z) - DY (z)|| = 0,z — p(¥) — 0 e logo
também ||DX (z)} — DX (z — p(Y¥))|| — 0 uniformemente na bola B(0,7)), s || X — Y1 é
pequena o suficiente entio ¥ (x) — X(z — p(Y)) vai ter constante de Lipschitz pequena o
suficiente de modo a garantir que dado qualquer &, > ¢ podemos obter

(¥ (z), 2 — p(Y))) < dulle — p(V)IF?

Deste modo podemos (intersectando esta nova vizinhanga com a vizinhanca m anteri-
ormente obtida) obter vizinhanga X € 7 C & YU) talque Y € = DI'pyy 2 B(p(Y),v)
e também Y aponta para dentro ao longo de B(0, 7/2). Isto prova o lema. O

Prova do Teorema 5. Suporemos (apenas por simplicidade da notagio) que o produto
interno ((,)) do lema anterior coincide com o euclideano. Primeiro observamos que as
trajetérias orientadas de X niio escapam de D" por causa da orientagdo de X ao longo
do bordo compacto dD™. Deste moda D™ ¢ positivamente invariante e existem 7 > 0
e vizinhanga 5 C X1(U) como no lema anterior de modo que Y en = Y aponta
para dentro 2o longo de D", Assim D" & positivamente invariante também para ¥ € 7.
Existe cobertura aberta finita U;,§ = 1,...,k de oD™ tal que U; Cc U, 3t; > D comy €
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vy eULt 28 = | Xy} < r. Seja entdo ¢, > t;,¥j = 1,...,k. Deste modo t >
t, = Xy(D"~Int B(0,r)) < B(0,r). Mas entdo a continuidade das solug¢des com respeito
aos coeficientes da equagio diferencial nos garante que se diminuirmos suficientemente a
vizinhanga 1 podemos supor que ¥ € p = Y;(D" — Int B(0,7)) C B(0,r),¥t 2 t,. Mas
entdo z € D" = Yi,(z) € B(0,7) = Y;, € Ty(y) e logo

(*) lim,_H_m Yi(ﬂ:) = p(Y),VIl’.' = D"

Além disso podemos concluir que y € D* — {p(Y)} = y = Yi(z) para algum £ > 0
e algum = € D",

Assim as aplicagdes de fluxo ¥, X[0,00) x @ — D* definidas por Vit z) = Yi(z) e
X(t,2) = Xy(x) respectivamente, tém como imagem D" — {p(Y}} e D* — {0} respectiva-
mente. Fixamos agora ¥ € 5. Definimos entfo (pensando na idéia original da prova) a
aplicagio

R:D* = D7, h(z) =¥ o (X) 7 (z), 2z £ 0, h(D) = p(Y)

Entéo h(X(z)) = Yi(z),Vz € 8D™,¢ > 0. Temos que h é sobrejetiva e sua continuidade
fora da origem é garantida pela continuidade dos fluxos e de suas inversas. A continuidade
de h na origem ¢ garantida pela condigéo (*) acima. Como podemos definir a inversa de
h simplesmente permutando X e Y na construgio acima, temos que &1 é continua e logo
h é um homeomorfismo conjugando os fluxos de X e ¥, como querfamos. O

i

D e

figura 32
A respeito da estabilidade estrutural ndo poderfamos deixar de citar o seguinte resul-
tado cldssico em dimensdo 2 devido a M. Peixoto:
Seja &, (U) o subconjunto de X1(U) dos campos que apontam para dentro de D®,

Teorema 6. O conjunio M = {X € X}(U), X € estruturalmente estdvel em D?} € aherto
e denso em X, (U). De fato, este conjunto & caracterizado pelas seguintes propriedades:

(i} as singularidades de X sio hiperbdlicas e nio hd ligagées de selas.

(ii) as drbitas fechadas sdo ou atratores periddicos ou repulsores periddicos.
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Exercicios do Capitulo IV

1. Prove o Lema 7 ¢ complete a prova da Proposicdo 7.
2. Prove a observagao l.

3. Prove a Afirmagio 2 e complete a prova do Teorema 3.

4. Seja X campo de vetores de classe C* com singularidades isoladas definido numa
vizinhanga do disco compacto D® C R?. Suponha que X ¢ transversal ao bordo aD.
Prove que X possui alguma singularidade em D.

5. Prove a Observacdo 2.

6. Estude a prova do Teorema de Estabilidade Estrutural {Teorema 6) [Pe].
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Capitulo V - Aplicagbes &4 Geometria Diferencial

A Geometria Diferencial é uma das dreas da Matemdtica onde podemos encontrar
algumas das mais belas ¢ importantes aplicagbes da teoria das EDOs. Neste capitulo
estudaremos algumas delas, Comegamos necessariamente por estabelecer alguma notagio
e por recordar alguns fatos bésicos.

1. Superficies regulares

Recordamos que um subconjunto M C R™ é uma superficie reqular de dimensdo m
se para cada ponto p € M existe uma aplicagfio ¢: I/ € R™ —» W C R™ fortemente
diferencidvel (de classe C!) tal que:

(i) v é uma imersdo, ou seja, Dp(z): R™ —» R™ o) é injetiva, Va € U.
{ii) I/ e W séo abertos e o: U/ = V = W N M é um homeomorfismo.

Neste caso dizemos que ¢: U — V & uma parametrizagdo ou carta local de M numa
vizinhanca dé p, e vale o segninte como consequéncia da forma local das imersdes [El4].

Proposigio 4. Dadas duas parametrizagies p:U — V e @3: U — V de M, com VNV #4,
temos que a mudanga de coordenadas o™ oGV NV = G(V N V), ¢ um difeomorfismo.
Se ¢ e @ sdo de classe C*, k > 1 entdo esta mudanca de coordenadas é um difeomorfismo
de classe C*.

Uma. coleg@io de parametrizagdes é um atles se suas imagens cobrem a superficie M.
A superficie ¢ dita de classe C'* se podemos tomar pa.ra.metrlzagoes de classe C* de modo
a obter um atlas para M.
P M c LRm

- ¢ ~ ~ /R
R ? u
U Q;F::\f \
''''' e
figura 33

Dado ponto p € M tomamos carta local p: U7 CR™ — V C M de M com p = w(p,).
© espago tangente a M em p é por definigéio o subespago vetorial afim T,(M) C R} definido
pela imagem Dy(p,) - (R™) C R}. Pela proposiciio anterior esta. definigio nio depende da
carta tomada. Também podemos interpretar T,(M) como segue.

Proposigio 1. Seja Cp(M) o conjunto dos caminhos diferencidveis A: (—e, €) = R, com

At) € M, ¥t, M0) = p. Entdo T,(M) = {N(0),) € C,(M)}.
A prova deste fato € elementar e a deixamos para o leitor.

Definigdo 1. Sejam M C R",N C R* superficies regulares e seja f: M — N aplicagio
continua. Dado ponto p € M uma representacdo local de f em torno de p é aplicagio
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=lofop:U - W onde, ¢: U — (U) C M e ¢: W — (W) C N sio parametrizagbes de
M e N respectivamente, com p € U, f(p(U)) C ¥(W). A aplicagio f é dita diferencidvel
(resp. de classe C*) em p se podemos tomar ¢ e % de modo que a representagio local
correspondente para f, seja diferencidvel (vesp. de classe C*) em ¢~!(p). Dizemos que f
é diferencidvel (resp. de classe C*) se é diferencidvel (resp. de classe C*) em todo ponto
pPEM.

Proposicio 2. Seja f: M — N aplicagdo eontinue. Entdo duas representacdes locais de
F tém o mesme classe de diferenciabilidade. '

A proposigao acima é uma consequeéncia da Proposigio 1 (ver exerc.l) e mostra que
a nogio de diferenciabilidade independe da representacao local tomada.

2. A primeira forma fundamental

Seja M < R™ superficie regular de dimensdo m. Por simplicidade suporemos M de
classe C*. Dado ponto p € M a inclusdo Tp(M) C Ry induz de modo natural um produto
interno <,>p em Tp(M):

v,w € T(M});<v,w >pimvow
onde vow denota o produto escalar euclideano em R™. Sejam &, Ae Cp(M) caminhos difer-
encidveis com o' (0) = v, 8'(0) = w. Dada parametrizagdo local p:U — o(U) de M com
@(po} = p, podemos definir caminhos « e § em U por &{t) = poa(t), B{t} = pop(t) e pode-
mos escrever a(f) = (ai(t), .. am(t)) e B(t) = (b1(t), -, bm(t)) em coordenadas retangu-

ke
lares. Pela Regra da Cadeia temos que v = Do(p,) - (81(0), ..., an (D)) = 32 %(pg).a.;((}).
=

Também vale w = Dip(p,) + (610}, ..., 5,,{0)) = X %‘%(po).b;(()). Assim sendo,
i=1

m

<vw = Y ai{0).53(0)gi(p)

ii=1

onde gi;(x) == 8%%(1’0) o gﬂ%(po) sa0 os chamados coeficientes da primeira forma fundamen-
tal de M nas coordenadas @ = (1, ---, ¥n), Gependendo apenas de . Outra observagao é
a de que as coordenadas de um vetor tangente v € Tp(M) na base {a%“;—_(p,,),j =1,..m}e
as coordenadas do vetor correspondente Dp{p,)~'(v) € RT* nas coordenadas retangulares,
coincidem.

Estudemos agora mais de perto o caso de codimenséo 1. Por simplicidade consider-
aremos o caso de superficies (bidimensionais) em R®.
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3. Superficies em R?, Aplicagdo normal de Gauss

Dada superficie M C R® (de dimenséo 2) temos que em cada ponto p o espago tangente
T,(M) possui dois vetores unitdrios normais a ele. Uma maneira de se construir estes
vetores de modo diferencidvel é a seguinte: Dada parametrizacio local v:U C R? —
V = ¢(U) C M, denotemos por (u,v) as coordenadas retangulares em R? e por ¢y, @,
as respectivas derivadas parciais de ¢. Entio N{u,v) = ]-;’::—f\%T ¢ um campo de vetores
unitério e normal a M em cada ponto de V, ou seja: dado ¢ € V' o vetor N{g) é unitério
e normal ao espaco tangente Ty(M). Obtemos entdo aplicagio diferencidvel N:V — §2,
onde S? é esfera unitdria em R3. :

N(§)

T.M
L; ' f— T (g2

: N hak
ISERG!

figura 34

Recordamos que uma superficie diferencidvel é dita orientdvel se possui um atlas
formado por parametrizagdes cujas mudangas de coordenadas correspondentes tenham
determinante jacobiano positivo. Em codimenséio 1 isto é equivalente ao seguinte fato:

Proposigio 3. Uma superficie regular M C R® & orientdvel se, e somente se, existe um
campo de vetores unitdric normal N: M — §2.

No caso em que M ¢ orientavel podemos sempre entdo {por unicidade) escolher cartas
locais ¢ tais N(u,v) = TE’I-:_:L&;:I se estenda a um campo normal unitdrio global em M.
Chamaremos neste caso N: M — S? de aplicagdo normal de Gauss associada a M. Agora,
mesmo que M nio seja ortentdvel podemos definir localmente (e de fato em cada aberto
orientével de M) uma aplicaciio normal de Gauss local, como acima. Dado pontope Me
apliacacio normal de Gauss local N: V ¢ M — 82, como Tp(M) e Tngp)(8?) siio paralelos
(pois ambos sio normais a N(p)) podemos indentifici-los e pensar em dN (P):Tp(M) -
T,(M). Vejamos a principal propriedade desta diferencial:

Proposigéo 4. A aplicagio normal de Gauss local é auto-adjunta: dados PpEMEe
N:V C M — 8? aplicagdo normal de Gauss local, temos que

<dN(p) - v,w >=<v,dN(p) - w >, Yo,w & Ty(M)

Prova. De fato, basta provar a relagiio linear acima na base wu(0), 00 (0) de TH{M),
dada por uma parametrizagio v de M com @{0) = p. Para isto basta utilizar que <
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N{u,v), @y >=0=< N(u,v), 9, > e derivar com relagdoaveu utilizando que @, = go,,'u
que é o Teorema de Schwarz para fungdes duas vezes diferenciaveis [EW4]. O

Mas entdo, dN (p): Tp(M) < é transformacao linear simétrica e pode ser diagonalizada
em diregbes ortonormais. De fato podemos definir o seguinte:

Definigdo 2. A segunda forma fundamental de M em p é a forma quadratica I, Tp(M) =
R definida por IL,{v) := — < dN{p) o v,v >. Se tomamos ¢;,e2 C Tp(M) as direcdes
unitdrias de méximo e minimo de II, entio (podemos tomar) e, ez ortomnormais sao
chamadas de diregdes principais de M em p. '

Definigéio 3. A curvatura gaussiang de M em p é dada por
K(p) = det dN(p)

Se escrevemos dN(p) - e; = —kj.ej, § = 1,2, entdo obtemos as curvaturas principais .
k; de M em p. Note que ki, k2 ¢ a curvaturs média de M em p, H{p) = 1(ky +kg) trocam -
de sinal com a mudanga de escolha da aplicagdo normal de Gauss local, mas a curvatura
gaussiana é (em dimensdo par para M) bem definida.

4. Transporte paralelo

Dado V C M2 c E® aberto numa superficie regular temos que um campo de vetores
tangentes a M ao longo de V é uma aplicagdo X:V — R® que a cada ponto p € V
associa um vetor V(p) € Tp(M). Dizemos que X ¢ diferencidvel (resp. de classe cky -
se para qualquer parametrizagio local ¢:U — @(U) C V de M temos que V(e@(u,v)) =
a(u, v)p.(u, v) + b(u, v)p, onde a,b sio fungdes diferencidveis (resp. de classe C*) em U.
Podeinos também definir X como aplicagio X: U — T'M, onde TM C B® x R® é o fibrado
tangente de M (exerc.2) e usar a estrutura de superficie de TM para introduzir a nogéo de
diferenciabilidade para JX. De forma andloga definimos campos de vetores diferencidveis
a0 longo de curvas diferencidveis o: [ — M.

Estabeleceremos agora a nogio de paralelismo para superficies regulares M2 C R3,

Definicdo 4. Seja W(f) campo de vetores tangentes a M ao longo da curva diferencidvel
o T > B3. A derivada covariante de W é o campo de vetores Z3¥(t) ao longo de a obtido

projetando-se ortogonalmente a derivada V'(£) = %(t) sobre M. Ou seja,

DW

di (to) = V'{to)— < V'(to), N(alto)) > N(e(to))

onde N é qualquer escolha local de aplicagio normal de Gauss em torno de a(ts).

Observagéo 1. A escolha do vetor normal de Gauss ndo interfere na definigao da derivada
covariante.
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figura 35

Seja agora X: U C R? = R® campo diferencidvel de vetores tangentes a M ao longo do
aberto U. Dados ponto p € U e direcéo tangente v € T, (M) escolhemos curva a € Cp(M)
com ¢'(0) = v e definimos a derivade covariante de X no ponto p na diregdo v como o
vetor tangente

DX DW
o P) = E“(O)

onde W(t) = X{al)).
Proposigao 5. A derivada covariante %—f(p) néo depende da curva o com o'(0) = v.

Prova. Tomamos carta local p:U, C R? = U C M com »{0) = p e escrevemos
aft) = e(u(t),v(t)) e X = ayp, + bpy. Entio W(t) = a(u(t), v(t))pa(u(t),v(t)) +
b(u(t), v(t))pu(u(t), v(t)). Pela Regra da Cadeia temos que

W!(2) = a(u(t), v(8)) eu (u(t), v(t)) + blu(e), v(8)) o (u(t), v(t))+

a(u(t), ())-(u' (Dpun(u(t), (1)) + ' () puo(u(?), v(t)))+-
bu(t), v(#))-(' ()puolu(t), v(2)) + v'(t).@uu(ult), v(t))).

Agora, como < o, N >=0 =< ¢,, N > temos que < Puu, N >=< 0y, N >=<«
Pvuy N >=< yy, N >=0 de modo que por definicio

20 0) = (dal0) 0).9(0) + (@b(0) - 2)pu(o)

provando que %(p) nao depende da escolha de . O

Definicdo 5. Um campo diferencivel de vetores tangentes a M, digamos W, ao longe
de uma curva diferencidvel o em M ¢ dito paralele se sua derivada covariante %—ﬁv- é
identicamente nula.
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Assim os campos paralelos em M séo os campos constantes do ponto de vista da
superficie M. M

/ ﬁiﬂ

figura 36

Proposicio 6 (Existéncia e Unicidade do Transporte Paralelo). Sejam a:l — M uma .
curva parametrizada com a(t,) = p,to € I e W, € T,(M). Entdo existe um unico campo .
de vetores W paralelo ao longo de o com W{(i,) = W,.

Definicao 6. O campo W (¢} acima é chamado o transporte paralelo de W, ao longo de a.

Com o intuito de dar uma prova elegante e mais afinada com o tema central deste texto
( os estudo das EDOs) faremos um pouco de geometria diferencial intrinseca. Falaremos
um pouce de conexdes de Levi-Civita.

Seja M C R™ uma superficie regular. Denotemos por {{M) o espago dos campos de
vetores tangentes de classe C*° em M e por D(M) o anel das fungdes reais de classe C'™ em

M. Dados X,Y € £(M) e p € M definiremos um novo campo de vetores Vy X € E(M) da
W

seguinte forma: dada curva a € C,(M) com a’(0) = Y(p) definimos VyX(p) = %T(0)=
onde W(t) = X(a(t)). Pelo que vimos acima, na Proposicio 6, VyX(p) é bem definido.
Esta operagao

V:£(M) x (M) - E(M), X,Y = VyX
possui as seguintes propriedades.

Proposigéo 7. Seja M C R™ superficie regular C*° de dimensiom =mn - 1 entdo
(f) fo.;.gyz = fVxZ +gVvZ

(i) Vx(Y + fZ)=VxY + fVxZ + X(f).2

(i) X <Y, Z >=<VxY,Z >+ <Y, VxZ >

(iv) VxY — VyX = [X,Y] (propriedade de simetria da conexéio)

VXY, Z € {(M), f,g € D{M)
Além disso, V é tnico com estas propriedades, chamado conezdo de Levi-Civita em
M.
Prova. Deixamos a prova como exercicio para o leitor (exerc.3).

Observaciio 2. A Proposiciio 7 acima vale em geral para superficies de qualquer codi-
mensdo e mais em geral para variedades riemannianas. Aqui, nos preocuparemcs apenas
com este caso de codimensio 1 onde V tem uma visualizagio geométrica mais fécil.
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Prova da Proposigéo 7. Basta provar o caso em que I é compacto e a(l) estd contido
numa vizinhanga coordenada ¢(I/,) = U de uma carta de M. Tomemos entdo aft) =
2

(21(2), 22(2)), € escrevamos W, = 3 w]X;(0) onde X; = 32-(p) = . (e;) = 22,0 =
i=1

2
1,2. Escrevemos ainda W(t) = Elw»"Xj ¢ também ‘fl—‘: = Em}X,-, de modo que pelas
i= F]
propriedades do transporte paralelo temos que

dz’ 9w
%t_W=v ary W = Zd‘”‘vxzwx Zd_vaX +Z(Zdﬁf

dt

- Z i iV, X; + dei;xj
7

Escrevemos agora,

Vx X5 =Y TEXe
k

obtendo

DWW dx; w
d—t=§ (ZP Xk) +Z—Xf~
Deste modo, como 0s X, so linearmente independentes temos que

Dw
? = O, W(tﬂ) = Wa

‘ ¢ equivalente ao seguinte sistema de EDQOs com condicoes iniciais (Problema de
Cauchy)

+Z “‘h”r’c =0, wh(t,) = wk, Vk

Assim, a proposigio a ser demonstrada ¢ consequéncia do Teorema de Cauchy de
existéncia e unicidade para as solugdes de uma EDO com condigoes iniciais, em classe

c*. 0

Proposi¢o 8. Sejam : I — M curva diferencidvel e W(t), V(¢ ) campos diferenciiveis
de vetores ao longo de a. Entao

4w, ve) =< 2 vy > + <wi, 2 V(t)
& &
Prova. Basta usar que
d
T <OV >=< B v >4 <wp, &g,
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juntamente com o fato de que W (t), V(t) sdo tangentes a M de modo que nos produtos
internos acima sé interessa a componente tangente a M da derivada. O

Coroldrio 1. Sejam V,W campos de vetores paralelos ao longo de o em M. Entao
< W,V > é constante. Em particular |W| é constante.

O Coroldrio acima nos d4 uma boa interpretacio da nogio de campo paralelo. De
fato, um campo de vetores W é paralelo se, e somente se, para todo campo de vetores V'

ao longo de o temos que

d Dv
E(W’:V>—<m'—£&—>

{vela exerc.d)

Definigao 7. Uma curva diferencidvel y: I — M é uma geodésicase 0 seu campo velocidade
¥ = %}(t} & um campo de vetores paralelo ao longo de -y.

Assim, as geodésicas s30 aquelas curvas que t&m aceleragao nula com respeito a su-
perficie ambiente.
Alguns exemplos de geodésicas sao estudados nos exercicios,

Observacio 3. Seja 7 geodésica em M, entdo pelo que vimos acima |¥'] é constante, ¢
sendo nio nulo, podemos reparametrizar v de modo a supor |¥| =1 (exerc.6). Diremos
entdo que 7y estd normalizada . ‘
5. Fluxo Geodésico e Aplicagdo Exponencial
Sejam v:I — M? C R® uma curva regular (isto é, ¥'(t) # O,Vt € I), , € I e
p: U, =+ U C M carta local de M em p = (o} = ©(0). Escrevemos (f) = w(z (), y(£))
de modo que ¥ (t) = ' (e (z(£), y(£)) + v (t)oy (z(t), y(t)). Deste modo, :

() ¥ = "o (1) + '.U”‘Py(t) + 2Pz (t)z' + Pay (t)'.‘:‘,) + U’-(‘Pscy(t)x’ + (Pyy(t)?ff)

onde a simplificagio na notagao é a dbvia.
Os simbolos de Christoffel de M sio dados por:

Pz = Thes + I\%I(Py +InN
@ay = Tlaws + Tlagy + Lo
Pyy = Tiape + P%Z‘Py + LyN

i
e por L'y, =T,
Podemos re-escrever entio (#) como:
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(1) 2 + Th.(«/)? + (¢ 1) 2Ty + Thy(y') = 0

(##.2) y" + T} (=2 + 2TE,2'y' + T2,(4')2 =0

Definigdo 8. As equagdes () correspondem & equagio do fluzo geodésico na carta
e, = U.

Utilizando entdo a carta w:U, — U podemos reduzir as equagdes (#+) ao seguinte
sistema de equagdes:

dr d‘yk 3
(@) ?tl =¥ P erjyiyj
ij

onde (21, 22,y1,¥2) € R? x R? séio coordenadas usuais.

Agora, (G) é um sistema auténomo, ou seja, podemos pensar em {G) como um campo
de vetores em um aberto de B, obtendo entfio existéncia e unicidade de suas solugdes a
partir do resultado jé conhecido para campos de vetores. Em particular temos o seguinte:

Proposigio 9. Dados p € M e v € T,(M) existem € > 0 e geodésica Yoo (—€,€) = M
com 75,4(0) = p e 4} ,(0) = v. Além disso + é tinica com esta propriedade.

‘-\._______‘____________/-M

figura 37

De fato, podemos enunciar o seguinte resultado mais forte:
Proposigdo 10. Para cada p, € M e v, € T, (M) existern vizinhanga U de p, em M W
de v, em T, (M), & > 0 e aplica¢do diferencidvel:
p(—46,8) =+ M x R?
tal que se w: (p,v) ~+ p € a projecdo sobre M entio 7 op:t = wop(t,p,v) =4(t,p,v) éa
tinica geodésica de M partindo de p com velocidade v em t = 0,

Para o leitor familiarizado com a nog¢do de fibrado tangente podemos enunciar os
resultados acima de forma mais conceitual como segue:
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Teorema 1. (Existéncia do Fluxo Geodésico). Existe um tnico campo de vetores G no
fibrado tangente TM C R® x R® cujas trajetdrias sdo da forma t — (¥(t),v'(t)) onde 4(t)
é uma geodésica em M.

Definigio 9. O campo G é o campo geodésice em TM e seu fluxo ¢(t,p,v) é o fluze
geodésico em TM.

Observagao 4. Temos a equacgio do fluxo

7]
a—f(t,p,v)hzo =G(p,v),Y(p,v)eUXxV CTM

Lema 1(Lema de Homogeneidade). Se v(t,p,v) é a geodésica de M partindo de p com
velocidade v e definida para t € (—4§,8) entdo dado a > 0 temos que

(¢, p,av) = y{(at, p,v),Vt € (—d/a,d/a)

Prova. Pomos a(t) = v(et,p,v),t € (—=3/a,8/e). Entio o é curva diferencidvel em M
partindo de p com velocidade a.v. Além disso,

Do/ Dy
?(to) = az.d—;y(ato,p,v) =0
de modo que o é também uma geodésica. - Por unicidade das geodésicas temos que
(¢, p,ev) = a(t),Vt € (—8/a,6/c}. O
Em particular podemos concluir:

Corolério 2. Dado p, € M existem vizinhanga p, CU C M e § > 0 tais que v(t,p,v)
estd definida para todo p € U,v € Tp{M),{v] < § et € (—2,2). Em particular estd bem
definida a aplicagdo exp: U x B{0,8) C TM —, exp(p,v) =v(1,p,v)
Definigie 10. Chamamos exp de aplicagio ezponencial de M em U x B(0, d).

Também consideramos a aplicagio

exp,: B(0,8) C Tp{M) = M
definida por
exp,(v) = exp(p,v) = ¥(1,p,v)
Uma propriedade importante da aplicagio exponencial ¢ a seguinte: .

Proposicio 11. Dado p € M existe ¢ > 0 tal que exp,: B(0,¢) C Tp(M) - M € um
difeomorfismo de classe C™ sobre & imagem, com d(exp,}{0) = Id: T,(T(M)) & T,{M) —
Tp(M).
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Prova. Com efeito, dado v € Tp(T,(M)) = Tp(M) temos que d(exp,)(0) - v =
%(expp(tv))[t=0 = £(v(1,p, tw))],g = L{y(t, p, v))|,.q = v, onde a pentltima igual-
dade segue do lema de homogeneidade (Lema 1). Assim d{exp,;}(0) = Id e o resultado
segue do Teorema da Aplicacio Inversa. O

Observagdo 5. As geodésicas sio notoriamente conhecidas pela seguinte propriedade
geométrica: uma curva diferencidvel v de classe G! por partes ligando dois pontes p e g de
uma superficie regular é uma geodésica se, e somente se, v minimiza localmente a distancia
entre dois de seus pontos. Em particular, v serd geodésica se minimizar a distincia entre
p e g. Notamos que a distincia entre dois pontos p ¢ g de uma superficie regular ¢
definida como o infimo dos valores £(@), onde « percorre as curvas de classe C'1 por partes

1
ligando p a ¢. Dada tal curva a:[0,1] — M, definimos £(a) = J lef(#)dt. Este resultado
0

caracterizando as geodésicas é consequéncia do Lema de Gauss, que a grosso modo diz que
a aplicagéo exponencial leva pequenos segmentos radiais t.v no espago tangente T,(M),
em geodésicas ortogonais s imagens das pequenas esferas centradas na, origem de T,(Af).

Podemos interpretar também as geodésicas como aquelas curvas que sfio pontos criticos
da energia, como veremos mais adiante.
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6. Campos de Jacobi

Seja M? C R® uma superficie regular (que por simplicidade suporemos de classe
C>). Dado p € M existe § > 0 tal que a aplicagio exponencial exp, esta definida na
bola B(0,8) C Tp(M). Dizemos que M é completa se qualquer que seja p € M podemos
tomar & = 400, ou seja, M & completa se ¥p € M temos definida a aplicagéo exponencial
expy: Tp(M) — M (isto ocorre por exemplo se M & compacta (exerc.13))®. Note que
se M é completa entfio de acordo com o que vimos a aplicagéo exponencial nos dé uma
aplicaggo diferencidvel de Tp(M) em M, que é um difeomorfismo local em torno da origem
0 € T,(M). A pergunta é decidir por exemplo se exp, pode ser um difeomorfismo global.
Este problema esté relacionado com o Teorema de Hadamard que veremos mais adiante
[dC1], e passa pelo estudo da velocidade de afastamento das geodésicas em M. Estaremos,
também interessados em obter informagdes a respeito do comportamento das geodésicas em
torno de uma determinada geodésica. Temos entfio um problema variacional que passamos
a descrever.

Definigfio 11. Seja ¢:[0,a] = M curva diferencidvel em M. Uma variagdo (suave) de ¢ é
uma aplicaciio f:{—¢,€) x [0,a] = M tal que £(0,t) = ¢(t),¥t € [0,a]. A variagio é dita
prépria se f(5,0) = e(0) e f(s5,1) =¢(1),¥s.

{ voriace

LY
rné‘)\:\ﬂ. )

figura 38

A curva transversal & variagio em t & fi: (—¢,¢) = M, dada por fi(s) = f(s,t).
O campo variacional é W{i) = %{(O,t), campo de vetores ao longo de c.

Proposi¢ao 12. Dado campo diferencidvel de vetores W(t) ao longo da curva diferencidvel
c em M, existe variagao f de ¢, cujo campo variacional ¢ W. Além disso, podemos assumir
que f é propria quando W(0) = W(a) = 0.

Prova. Como ([0,a]) C M é compacto existe § > 0 tal que exp.(y)v estd definida se
vE T,._(t)(M), |'u| < éVte [0,{1].

Definimos entdo f(s,t) = expyy(sW(t)),s € (—¢,¢) onde por escolha temos que
€l|[W]|oo < 4, sendo que ||W||eo := sup |W ()], € [0, a]. ‘

Nao é dificil verificar que f possui W como campo variacional e as outras propriedades
desejadas. 0O

4Guperficies completas sio ca.ra,cterizadas. pelo Teorema de Hopf-Rinow [dC2]
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Definigfo 12. Dada curva diferenciavel de classe C! por partes ¢ [0,a] = M definimos a
energia de ¢ como a integral

B = [ )P
0

Vale a seguinte caracterizacio variacional das geodésicas:

Proposigdo 13. Uma curva de classe C! por partes c: [0,a] ~» M & uma geodésica se, e
somente se, para toda variagdo de classe C* por partes cg: [0,a) «» M, 5 € (—¢,€) de ¢ = ¢,
temos que

B g =0

Prova. (exerc.7).
Podemos agora introduzir o objeto central de nosso estudo no presente paragrafo.

Definigdo 13. Seja v:[0,a] = M geodésica em M. Um campo de vetores J () ao longo
de v é dito um cempo de Jacobi se é o campo variacional de alguma variagic f de -, onde
as curvas da variagiio ¢~ f(s,t) sdo todas geodésicas.

Um primeiro exemplo de campos de Jacobi é dado pelo préprio campo velocidade
J(t) = +'(t) da geodésica y. De fato, podemos considerar a variagio f(s, t) = Y(s+E) que é
obviamente uma variagéo de v por geodésicas. Mais adiante veremos mais exemplos, assim
como um teorema de existéncia e unicidade para campos de Jacobi comn valores iniciais
fixados. Para isto passaremos a deduzir a chamada Equacdo de Jacobi, que caracteriza
tais campos.

Utilizaremos os seguintes lemas importantes, que relacionam curvatura e nio-simetria
para a derivaciio covariante.

Lema 2. Sgjfam ¢:U — M paramatrizacdo em p, K a curvatura Gaussiana de M e (u,v)
as coordenadas em U C R?. Entdo

DD D ap

5 T Fu e K (pu N ipy) Aoy

Prova. Esta prova é um longo cdleulo direto utilizando os simbolos de Christoffell e a
omitiremos (ver [dC1]),

Lema 3. Sejam f: (¢, €) %[0, a] — M aplicacdo diferencisvel e W {(s,t) campo diferencidvel
de vetores ao longo de f, entio:

bbb, DD _ or  of
a5t Bias) T EGD(G AGIAW

Finalmente, utilizaremos também o seguinte
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Lema 4 (Lema de Simetria). Seja f:{—¢,€) x [0,a] = M aplicagdo diferencidvel. Entéo

pof, . Daf
Eﬁ(s’” T Btos 51)

Prova. Daremos wna prova mais conceitual, vdlida para dimenséo n em geral, e que nao
usa os simbolos de Christoffel, mas sim a simetria da conexao de Levi-Civita.

Dada carta local ¢: U € M — R® de M com p € U N f{{—e¢,¢) x (0, a})}, escrevemos
o f{s,t) = ('(5,1),....8"(s,1}). Entdo

55 i) 2 0003 B 2 B B3t B

D 8f, _ D02 0 Pzt 8 oz’ 3
5e(as) = 3t (2

_y 8 0 iy D

T D000 £ 9s Bt 0w
=V

Agora, como a conexio de Levi-Civita é simétrica temos que V o % o
7a7 :

a
e 8
Oz; 87
(]

gue prova, por um cdlculo andlogo para 5%(%{—), o resultado desejado.

O resultado central desta primeira parte é o seguinte:

Teorema 2. Seja J(f) campo diferencidvel de vetores ao longo da geodésica v: [0,a] =+ M.
Se J é um campo de Jacobi entdo J satisfaz & Equagdo de Jacobi:

2200+ KOO0 A T0) AY(E) =0

onde K(t) é a curvatura Gaussiana de M no pento (t).
Reciprocamente, suponha que J satisfaz & equagdo de Jacobi entdo JJ é um campo de
Jacobi ac longo de 7.

Primeira parte da prova. Provaremos por enquanto que se J & campo de Jacobi entao
deve satisfazer a equagdo de Jacobi. Para isto consideramos variagio por geodésicas,
Fi{—~€,€) x [0,a] = M, de ¥, tendo J(t) = %E(O, t) como campo variacional. Pelos Lemas

2 e 3 temos que pDpaf DDOS of of. of
o000t~ sigsar TEG(G N g Mg
Mas, como cada curva ¢+ f {s,1) é geodésica, temos que
DDaf _
8st ot

de modo que

| @

0f 01\ OF

D of
e 7 TGO A5 A gy

D

t
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Agora, pelo Lema de Simetria (Lema 4) temos que
Dof_ Dof
3tds  Bs Bt

de modo que para s = 0 temos que

DD
oz (B} -+ K0, )(Y @A TE) Ay (1) =0
Jt ot

|
Fixemos agora alguma notagio que consideramos til:

Dadas superficie M? ¢ R, geodésica y(t) em M, e J () campo diferencidvel de vetores
ao longo de 7, denotaremos por R(y',J)v' o campo de vetores

R, Iy = E(y()(Y' @) AT@) AY)
A equacgdo de Jacobi se reescreve entdo como;

30+ B0, 0@ = 0

Esta notagéo é justificada pelo uso dos tensores e linguagem de conexdes que se fazem
em Geometria Riemanniana {dC2].

Proposigio 14. (Existéncia e Unicidade para Campos de Jacobi). Seja v geodésica
definida em M parat € [0, a] e seja p = y(0). Dados vetoresv € T, (M) ew € T(T(M) =
Tp(M), existe um inico campo de Jacobi J(t) ao longo de v tal que J(0) =v e 21(0) = w.
Prova. Sejan a dimensfio de M. Tomamos base ortonormal de T, (M) digamos, {e1, ..., ey}

e consideremos €;(t) o transporte paralelo de ¢; ao longo de . Entao para cada ponto
¥(t) temos que {€;(¢),...,e(t)} § uma base ortonormal de T, (M) (exerc.8). Deste modo

I

podemos escrever J(t) = 3 fi(t)e;(t). Entdo como ¢;(t) é paralelo temos que
J=t

Dy &
= = 2 H 0
i=1
Escrevemos agora,

RUY,\ I =R, Y fie)Y = > RO &)o'
7

Seja Lo
> a®alt) = R(Y, &)y

z
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entio .
2
DL+ B,y = 3 1@ (0) + 2 b ios@500)
i

A equagio de Jacobi é entdo equivalente ao sistema de equagdes lineares de segunda
ordem

n
Y fei=0,(i=1..,n)
=1
Logo com as condi¢des iniciais J {0)=ve %(0) — 1w temos existéncia e unicidade
garantidas pelo Teorema de Picard. O
Proposicao 15. Dada geodésica «v: (0, a] — M temos que:
(i) v ety satisfazem A equacdo de Jacobi, ao longo de 7.
(ii) Sejam J1, J» campos satisfazendo a equacio de Jacobi ao longo de v, entao a1J1 +azJz
satisfaz 4 equacdo de Jacobi ao longo de ¥ Vay,az € R
(iii) Sejam p = ¥(0),v = 70) € T(M) e w € T,(Tp(M)) digamos w = v'(0), onde v(9)
¢ curva em T(M) com v(0) = v, Entio f(s,t) = exp,(iv(s)) define variagio de v, por
geodésicas. Em particular o campo variacional correspondente é um campo de Jacobi se
anulando para t = (.
Prova. (i) e (ii) seguem de cdleulos diretos. Vejamos agora a prova de (iii). Seja J(t) =
%(expp(t.v(s))h:‘]. Entao pela Regra da Cadela,

J(t) = (dexp,) () (t0'(0)) = (dexpy)e (tw) = Hdexpy)e(w)

Portanto DJ
J(O) =10, E‘(U) = (de}{pp)g(‘w) =uw

Por outro lado, temos que
D D df. D Dof__ pdf 8f0f
255 ar) ~ & aslat) = (Bs* 3 3t
Como t — f(s,t) = exp,(t.u(s)) é geodésica, temos que

Daf

Bor 0

e logo

DD of
Ot 0s Ot
Deste modo, em ¢t = 0 obtemos

of 08,05 _

N+ RG050) 5

2

D2J
R(Y, )V + -z =0
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encerrando a demonstragio. O

O procedimento acima pode ser generalizado ao caso em o campo néo se anula em
t=0
Proposigdo 16. Sgja «v:[0,a] = M geodésica em M e sgjam dados v € T,{(M) e w €
TTp(M)) = T,(M). Tomemos curva diferencidvel c(s),|s} < ¢ em M tal que ¢(0) =
7(0),¢'(0) = v e campo de vetores W(s) ao longo de ¢ com W(0) = ~'(0), 2W(0) = w.
Entiio f(s,t) = expyy) (6. W (s)) define variacio de v, por geodésicas, cujo campo variacional
J satistaz J(0) = v e LI(0) = w.
Prova. (exerc.9) para o leitor.

Podemos finalmente completar a demonstracio do Teorema 2.

Fim da Prova do Teorema 2. Seja J(t) campo diferencidvel ao longo da geodésica -,
satisfazendo & equagdo de Jacobi. Sejam J(0) = v € Tp(M) e w = 82(0) € T,(Z,(M)).
Pela Proposigao 16 existe campo de Jacobi J(¢) ao longo de v que satisfaz Jo)=o0c¢e
também J(0) = w, sendo J da forma Jt) = %(expp(t.v(s))L:O. Mas pela unicidade
dos campos de Jacobi, fixadas as condi¢des iniciais expressa na Proposigio 16, temos que
necessariamente J(£) = .J(t), V¢ de modo que J é campo de Jacobi. O

Observagéio 6. Alguns autores definem campo de Jacobi como aquele que satisfaz 3
equagdo de Jacobi, se anulando necessariamente em t = 0. Isto, para efeito de estudo dos
pontos conjugados e cut locus, ndo interfere nos resultados centrais.

Observagéio 7. O fato de 4 e t.4' serem campos de Jacobi, tangentes a 4, com ¢ primeiro
nunca nulo ¢ o segunde se anulando apenas na origem, juntamente com o fato de que os
campos de Jacobi ao longo de v formam um espago vetorial real, nos permitem reduzir
o estudo dos campos de Jacobi dqueles que sdio ortogonais a vy na origem, e portanto
ortogonais a -y ao longo de <y, como garante o seguinte resultado:

Lema 5. Seja J(t} campo de Jacobi ao longo da geodésica {t),t € I em M. Entdo
< J{t),v'(t) > é constante em I.

Prova. Com efeito, temos que

%J(t),v’(t) >=< %(t)m’(t) >+ < J(t), %v’(t) >=< %(t),'r'(t) >

Agora, pela equagio de Jacobi temos que

220+ K@) AT) A

de modo que
DJ ;
<z Y >=0

e logo
d !
Z A () >=0
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Exemplo 1 (Campos de Jacobi em superficies de curvatura Gaussiana constante).

Seja M? C R?® superficie de curvatura Gaussina constante, digamos K = K, e seja
v:[0,6] = M geodésica em M. Consideraremos apenas campos de Jacobi J ao longo de y
que sejam normais a v (ver Observagfio 7 acima).

Podemos supor também que -y estd normalizada por comprimento de arco, ou seja,
que || = 1. Dado tal campo .J a equagio de Jacobi entdo se escreve '

Dy
o + K,J =0
uma vez que < R(v',J)v,J >= K,|J A = K,|J|* nos d& R(v',J)v' = K,.J
Seja agora, W(t) campo de vetores paralelo unitadrio ao longo de +y, ortogonal a 7.
Vamos estudar as solugbes J(t) = f(2).W(t), da equago acima com J(0) = 0,J'(0) =
W(0). A equaghio de Jacobi entdo se escreve
FIOW () + Ko f()W(t) =0
ou seja,
"+ Ko f =0,f(0)=0,f(0)=1
cujas solugdes sdo:
fty=t,se K, =0, f(1) = %r "QK"), se Ko > 0,e f(i) = %— v Ko s K, < 0. Isto
nos dé a descrigio do campo J de acordo com o sinal de K,.
. Por exemplo na esfera 82 ¢ R? de curvatura constante K, = 1 temos que as geodésicas
580 os circulos méximos partinde de um ponto. Os campos de Jacobi ortogonais a estes
circulos e que se anulam na partida sio descritos por equagéo
J(t) = sent. W(t)

onde W({#) é campo paralelo unitario e normal ao circulo em questdo. Em particular, vemos
que um tal campo de Jacobi sé volta a se anular no ponto antipoda ao ponto de partida,
ou seja, no pdlo oposto ao ponto de partida. Isto nos diréd que dado um ponto p € 8% o
primeire ponto conjugado a p é o seu antipoda.

figura 39
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7. Teoria de Sturm
Comecamos este pardgrafo com uma motivacio.
7.1 Motivagio: Campos de Jacobi e afastamento de geodésicas

Sejam y(t},t € [0,4] geodésica em M e J(t) campo de Jacobi ao longo de 4. Supon-
hamos que J(0) = 0 de modo que J corresponde a uma variagiio f(s,t) de 4 cujas curvas
todas partem do mesmo ponto p = +(0) e, a partir dai, vio se espalhando socbre M.

Entéo se tomamos curva diferencidvel u(s), |s| < € com v(0) = v, v'(0) = w, temos que
J corresponde ao campo variacional da variacgo

fls:t) = exp,(t.v(s))

Deste modo
J(t) = t.{dexp, ) (w)

Vejamos o comportamento de J(t) ao longo de 7(t). Notamos que J(1) = (dexp,).(w)
de modo que [|J(1)|| mede, de uma certa forma, a taza de espalhamento das geodésicas
fs(t) da variagdo f,

r ‘ jll)"

figura 40

E isto que passaremos a formalizar com a Teoria de Sturm.
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7.2 BEquagbes de Sturm-Liouville -

Passamos agora a estudar equagdes diferenciais de segunda ordem, mais es-
pecificamente as equagdes chamadas equagdes de Sturm-Liovuville regulares. Tals equagdes
tém grande interesse ¢em Fisica e Geometria, como veremos mais adiante.

Definigio 14. Uma equagio diferencial da forma
(p(e)) + Ouale) = b))y = 0,2 € fat]
é chamada de equagdo de Sturm-Liouville regular, se
X eR,p(z) > 0,a({z) >0

onde as fungdes a, b, p sio continuas.

Exemplo 2 (O Problema da corda vibrante). ‘

Consideremos o problema de descrever o movimento dos pontos sobre uma corda ideal
com extremidades fixas e que oscila (.ndo como na brincadeira de “pular corda”, mas
sim como no movimento de uma corda de violdo) ao ser tensionada por uma forga inicial
vertical central. Este movimento foi provocado pela agiio de um agente que puxou a
corda transversalmente, na diregio vertical. Sejam P e ) os pontos extremos desta. corda
e consideremos a corda ideal e o movimento suave o suficiente de modo que uma boa
aproximagio seja supor que os pontos da corda se movimentem apenas no sentido vertical.

I \é‘
: —x

C e w ok o - ?z

'
:
1
b
'

figura 41

Introduzimos coordenadas cartesianas de modo que P, Q estejam sobre o eixo O, e
que em algum momento a corda esteja contida no plano zy. Podemos também supor que
P=0e@>P. ‘

Denotando por ¢ a varidvel tempo, podemos denotar por y(z,1) a posicio de um ponto
da corda de abcissa z no tempo t > 0.
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Suporemos que a oscilagfio é devida unicamente & tensdo T atuando na corda (que
tem suas extremidades fixas). Suporemos T constante e agindo tangente & corda (ou seja,
“para a frente”). Seja também F a forga resultante agindo sobre um elemento de arco

da corda Ac, correspondente ao arco de corda entre os pontos de abcissa z & T + Az, A
segunda lei de Newton nos dé entéo:

2
F = p(z)Ax) %

onde p{z) é a densidade de massa da corda.
Como a for¢a de tensdo ¢ tangente & corda podemos deduzir que

F=Tsena—Tsenp

onde os ngulos & e § séo os Angulos entre a tensdio 7' e a horizontal nos pontos z e z + Az
respectivamente.

o fix

)

-l

v
L]
.
]
.
L}
1

p,egu\‘(uh'\e = ’E = Tswd- T&‘“e

figura 42

Para pequenas oscilagBes efetuamos as aproximagdes usuais sen« = tana = ( %%), e
senff & tanf = (%g—)._r+,,_\.,,. Assim, obtemos

Ay

F =T X~ (RD)esae] = TAGRY

A:u)
Usando entéo 2 equagéio derivada da segunda Lei de Newton obtemos

Pu A Ay
#eo) g = T (X))

e passando ao limite obtemos a equacdo da corda wvibrante

&y pz) By

92~ T B¢

Supondo que em ¢ = 0 a corda estd parada com posigio descrita por y(z,0) = f{z),
com f € C*, k > 2, entfio obtemos os seguintes valores iniciais:
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y(Pt)=y(Q,t)=0,t >0, %(m, 0) =0,z € [P,Q]y(z,0) = f(z),z € [P, Q]

Uma maneira de se tentar resolver a equacdo da corda vibrante é por waridveis
separdveis, que consiste em procurar por solugdes da forma )

y(z,1) = A(z)B(f)
Por substituigdo obtemos neste caso

1 A"z)  1B"(3)
u(z) Alz) T B()

e como as variaveis = e £ sdo independentes, devemos fer

1 A"(z) _ 1B"(t)

u(z) Alz) ~ T B(t)
para alguma constante A € R Daf obtemos as equagdes equivalentes

A'{(z) — Au(x)Alz) =0, A(P) = A(Q) =0

B"(t) = ATB(t) =0, B'(0) = 0

que sdo equagdes de Sturm-Liouville.

7.3 O Teorema de Separagio de Sturm
Estudaremos o comportamento de duas solugdes de uma mesma equagio de segﬁnda.
ordem particular, relacionada com a equagéio de Sturm-Liouville:
Teorema 3 (Teorema de Separagio de Sturm). Sejam u(z),v(z) solugdes linearmente
independentes da equacgdo de linear homogénea de segunda ordem
y" +alz)y +d(z)y=0
onde a, b 30 continuas no intervalo I. Entdo os zeros de u e v s3o alternados em I.
Prova. Faremos uso da nogio de Wronskigne: Seja W(z) o wronskiano de u e v definido
e (x) v(a)
ul(z) v(z
W(z) = det (u"(a:) 7(z) )

Entio como u e v 530 solugdes linearmente independentes temos que W(x) # 0,Vz € [
(verifique!), e logo possui sinal constante. Se 1 < 2 so zeros consecutivos de v(z) entao
0s sinais de ¥'{x;) e v’(zy sdo distintos de modo que, como W(z;) = u(z;)v'(z;), os sinais
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de u(®1) e u{zz) também sdo distintos. Deste modo u possui pelo menos um zero entre
z1 € 2. Como podemos permutar u e v, concluimos que de fato os zeros de » e v sdo
alternados. O

Exemplo 3. Podemos usar o Teorema de Separacdo de Sturm para mostrar que duas
fungtes quaisquer da forma asenz+bcosz, e csenz +dcosz, a,b,c,d € R com ad —be #
0, possuem zeros alternados. (exerc.10) O mesmo vale para as fungdes trigonométricas
hiperbdlicas sen hz e cos ha.

7.4 Os Teoremas de Comparacgio de Sturm
O Teoreme de Comparagio de Sturm, abaixo, permite comparar os valores de duas

solugdes de equagoes de Sturm-Liouville cujos coeficientes (das equagdes) se comparem de
forma conveniente.

Teorema 4. {Teorema de Comparagio de Sturm). Sejam u, v sohigbes ndo triviais de
p(E)e) +a(x)e =0, (p=)') +b(z)v=0,z €l
onde O < p € C, a,b sio continuas e
b(z) > a(z), vz e I
Sejam zy < z3 zeros consecutivos de w. Entdo v possui pelo menos um zero em (z1, T2},

salvo se a(z) = b(z),v(z) = Au(x), X € R, Vz € (1, x2)

Prova. Multiplicarnos a primeira equagfo por v a segunda por u e subtraimos para obter
(=) ((pu)v = (v)Yu~ (b~ ajur =0

Integrando (%) entdo obtemos:

T2

f (b — a)uvdz = p(za)ed (w2)0(s) — plzy)ulw)v (1)

(38

Portanto, se v ndo se anula em (z1, z2) podemos supor que u > 0,v > 0 em (z;,T3)
e como u'(23) < 0 < v'(x1) temos entdo que

xz

f(b — a)uvdzr <0

£ 31

e logo a(z) = b(z) em [, z2]. Loge, ne intervalo [#1,%s] temos a mesma equagio
satisfeita por u e v, de modo que pelo Teorema de Separacio de Sturm acima, devemos
ter u e v linearmente dependentes no intervalo [z1,z2). O

Uma outra versdo muito Gtil deste resultado é a seguinte:
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Teorema 5 (Segundo Teorema de Comparagio de Sturm). Sejam u e v solugdes de

w' (%} + a(z)u(z) = 0,u(0) =0,

o' (z) + b{x)v{z) = 0,v(0) =0

no intervalo [0, £). Suponhamos que b(z) > a{z), V e que «'(0) = v'(0). Se v(z) > 0 em
(0, {] entdo
u{z) > v{z), ¥z € [0,

com igualdade para algum z, € (0, £] se, e somente se,

a(z) = b(z),Vz € [0, 71]

Prova. Com efeito, procedendo como na demonstragio do teorema anterior obtemos

T

0 = v’ — w']f + f(a(t) — b(t))uvdt

Desta equacdo e das condigbes iniciais concluimos que

!

!
@ v
u v
ou seja
log w(z) — logu(z1) > —logv(z) — logv(z1), Va1 € [0, 4]
e dai

u(e) )
w(@) = v(z)

Passando ao limite e usando a Regra de L'Hoespital obtemos

,Vmo, € [0, g]

u(z1)
v(z1)

limz‘ —0+ ( =1

e obtemos a desigualdade desejada. A tltima parte se obtem de forma anéloga a partir da
primeira desigualdade obtida. 0O



106
8 O Teorema de Comparagdo de Rauch (em dimensao 2)

Seja M uma superficie regular em R*. O que faremos pode ser feito em um contexto
bem mais geral, o de variedades Riemannianas substituindo-se curvatura gaussiana por
curvatura seccional. Mas isto escapa um pouco aos nossos objetivos.

Comegamos com a observagio de que dado um campo de Jacobi J ao longo de uma
geodésica ¥ em M, entdo proximos ac ponto de partida, temos que |.f| € tanto maior quanto
menor for a curvatura gaussiana de M ao longo de «y. Isto é consequéncia do seguinte lema:

Lema 6. Sgja J(i) campo de Jacobi ao longo da geodésica +: (0, €] = M, normalizada,
com J(0) = 0,|J'(0)] =1 e < Z£(0),7(0) >= 0. Entdo

@) =t = SK@)E + ()

onde
L] (t)

3
e K(p) é a curvatura gaussiana de M em p = (D).

limt_,[H. =0

Prova. A prova consiste em calcular a expanso de Taylor de |J{t)| em ¢ = 0 em ordem 3.
Primeiro observamos que podemos deduzir esta expansao a partir da expansido equivalente
de [J(t)|*. Além disso, como J{0) = 0, se denotamos por v = ¥'(0) e w = 2I(0) €
Ty(Tp(M)), entdo j4 sabemos que J é dado por

J(t) = (dexpp)ru(tw)

2 N -
Denotemos por J' = 4 J¥ = &1 ¢ assim sucessivamente.
Ent3o temos que |J|? =< J,J > de modo que

<LI>0)=0,<J,J>{0)=2< 0 >(0)=0,<JJ>"(0)
=2< S, J>+2< I T>(0)]=2
Agora, usando a equagio de Jacobi temos que
JNY =0
pois J(0) = 0. Deste modo, também temos
< J,J>"(0)=0

Agora observamos o seguinte:

Lema 7. Temos que
DR, )y

" (0) = R(v, I
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Prova. Com efeito, seja dado campo paralelo de vetores tangente V' € Tp{M) ao longo de
. Temos entdo que em ¢ = 0,

) f
<Q@1ﬂﬁy>=i<RWJWJ>‘<M%H%%¥>

di dt
D
=< @R("/',J)W', J >+ <R, I,V >=< Ry, J)¥,V >

onde usamos a equacdo de Jacobi e o fato de que V' é paralelo. Deste modo,

D R\ I©0) = R, D)(0)

a

Usando o lema anterior concluimos que
J"(0y=-8 < J,R(,J W > (0) = -K(p)

pois por hipétese J'(0) é unitério ortogonal a '(0).

Assim sendo basta usar o teorema de Taylor para concluir. [

Seja agora M outra superiicie em 3 com uma geodésica 4: [0,£] — M normalizada e
um campo de Jacobi ao longo, J satisfazendo o seguinte:

J0y=0,170)] =1,< J(0),¥(0) >=0

Suponhamos também a condigdo de comparagdo

K(p) 2 K(p)

de comparaco entre as curvaturas gaussianas, onde = 4(0). Entd@o pelo lema acima

temos que _
lJ(E)] < [T ()], Ve =0

0 Teorema de Comparagio de Rauch, abaixo, diz * a grosso modo™ que sob a condigéo .
adicional de que K (£) > K(t) a desigualdade se preserva ou seja,

MOIESMOTR U
Teorema de Comparacéo de Rauch. Sejam 7:[0,a] =+ M e ¥: [0,a] = M geodésicas

normalizadas nas superficies M, M C R® e sejam J,J campos de Jacobi ao longo de 7,%
respectivamente. Suponhamos que

J(0) = J(0) = 0, | (0)] = ['(0)] < J(0),'(0) >=< J'(0),7'(0) >=0

Suponha que:
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(i) J(t) # 0,¥t € (0, q]

(ii) K (3(£)) 2 K(+(1)), Ve € [0, ). . .
EntaoJ| < |J] em [0, a]. Seexistet, € (0,q] tal que |J(t,)| = |J(ts)| entdo K (5(t)) =
K{vy(£)), vt € [0,4,).

Prova. Neste caso bidimensional ¢ Teorema de Rauch, que é de fato vélido em um contexto
bem mais geral [dC2], se reduz ao Segundo Teorema de Comparacio de Sturm:

Seja W (t), W(t) campo de vetores paralelo ao longo de +y,¥ unitdrio e ortogonal a
7,7. Podemos escrever J(t) = u(t).W(t} e J(t) = v(t).W{¢), com u,v diferencidveis em
[0,a]. Como J(G) = 0,[J'(0)| = 1 pademos escolher u de modo que u(0) = 0,2'(0) = 1.
Andlogamente podemos assumir que v{0) = 0,°(0) = 1. Da equacdo de Jacobi para J,J

obtemos ~
u”(8) + K(t)u(t) = 0, v'(t) + K{t)v(t) =0

onde usamos que J, J é ortogonal a -y, 7 respectivamente e K {t) = K (v(t)) K{t) = K&,
Mas entao agora o Teorema de Rauch segue do Segundo Teorema de Comparagao de
Sturm. O

Vejamos algumas consequéncias importantes do Teorema de Comparagio de Rauch.
Para isto introduziremos a nogao de ponto conjugado:

Definigio 15. Sejam -y: [0, a] — M uma geodésica e £, € (0,a). Dizemos que ¥(t,) é ponto
confugado 4 y(0) se existe campo de Jacobi nfo identicamente nulo, J(t) a0 longo de v que
se anvla em ¢ = 0 e ¢t = {,. A mulliplicidade de (t,) como ponto conjugado é o niimero
mdximo de tais campos linearmente independentes.

Pelo que vimos a respeito dos campos de Jacobi podemos afirmar que v(t,) é conjugado
a ¥(0) se, e somente se, existe variagio propria nio-trivial do segmento de geodésica 'y|[0 o]
por geodésicas. ’
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Exemplo 4. Pelo que vimos a respeito dos campos de Jacobi em superficies (de di-
menséo 2) de curvatura (Gaussiana) constante, na esfera os campos de vetores da forma
J(t) = (sent)W(t), onde W(t) é qualquer campo de vetores paralelo, unitério, ortog-
onal ao campo velocidade de wma geodésica (no caso, cireulo méximo) em $?, sdo os
campos de Jacobi. Podemos gerar tais campos W(#) por transporte paralelo de vetores
unitérios Wy € Ty0)(M), com < Wo,7'(0) >= 0, de modo que concluimos que, como
J(0) = J() =0, ao longo de qualquer geodésica v em §, o ponto antipoda ¥(r) é o dnico

ponto conjugado de +(0).
2

S

figura 43

Corolario 8. Seja M? C R® superficie regular cuja curvatura gaussiana K satisfaz
O<r<K<RrReR

Seja 4:[0,£] = M geodésica normalizada. Entdo a distdncia d ao longo de «, entre
dois pontos conjugados consecutivos satisfaz

<d<

=k
-

Prova. Utilizaremos comparagio com esferas. Seja primeiramente M a esfera de curvatura
gaussiana K = R. Seja 7:(0,£] — M geodésica normalizada com ~(0) = p e J(t) campo
de Jacobi ao longo de v com J(0) = 0, < J(0),~'(0} >= 0. Tome ponto § € M e geodésica
normalizada 4: [0, £] — M partindo de . Dado qualquer campo de Jacobi J a0 longo de
com J(0) = 0 e J ortogonal a ¥, temos o seguinte:

(i) J(t) &£ 0,¥t € {0, ﬁ), pois como vimos no Exemplo 4 acima, M n3o possui pontos
conjugados distando menos do que metade de sua cincunferéncia.

(ii) Por hipétese a curvatura gaussiana K de M satisfaz K > K.
Assim, pelo Teorema de Rauch, temos que |J{(t)] > |J(#)] > 0,Vt € (0, 7)
Deste modo, d > %.
Anélogamente podemos obter a outra desigualdade para d. [

A nociio de ponto conjugado é também importante por causa do seguinte fato:
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Proposigéo 17. Sejam v: {0,a] = M geodésica e p = ¥{0),¢ = ¥(t1),t1 € (0,£]. Entdo g
¢ ponto conjugade a p de multiplicidade k se, e somente se, v; = t1.4'(0) € ponto critico
de exp,, de multiplicidade k.

Lembramos que dada aplicagio diferencidvel f: M — N entre duas superficies, um
ponto p € M é ponto critico de f, de multiplicidade & se:

(1) df(p): Tp(M) ~ Ty,»(IN) é nao injetiva.
{il) {v € T,(M),df (p) - v = 0} tem dimensio k.

Prova. Pelo que vimos dado campo de Jacobi J(t) ao longo de -y, com J(0) = 0, podemos

escrever
I(6) = (dexpy)un (i)

onde v = ¥'(0),w = J'(0) € T,(T,(M)). Mas entdo temos que J({;) = 0 se, e somente
se, (dexp,)i,o(t1w) = 0 (0 que é equivalente a (d exp, Jeo(w) = 0), e a multiplicidade de
7(¢1) como ponto conjugado a p, ¢ igual & dimensio do espago dos vetores w fals que
(dexpp)s, v (f1w) = 0 (pois campos de vetores J(t) se anulando na origem, sdo linearmente
independentes se, e somente se, os vetores J'(0) sio linearmente independentes. O

Coroléric 4, Seja M superficie completa tal que para um certo P € M, p nao possui
pontos conjugados. Entdo a aplicacio exponencial exp,: Tp(M) — M é um difeornorfismo
local. Em particular toda M compacta e simplesmente conexa admite ponto conjugado a
qualquer ponto p € M.

Prova. Com efeito, a observagio de que exp:T,(M) — M é um difeomorfismo local
€ apenas uma conquéncia direta da proposigdo acima. Agora, se M é compacta entdo
exp, é de fato uma aplicagio de recobrimento [Ell] e sendo M simplesmente conexa,
exp,: Tp(M) — M é um difeomorfismo global, o que é absurdo pois Tp(M) é homeomorfo
a R? e ndo pode ser compacto. O

Mais adiante veremos o Teorema de Hadamard, que permite concluir M = R? no caso
em M é completa e de curvatura gaussiana negativa (K < 0).
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9. O Teorema de Hadamard

Exemplo 5. O paraboléide de revolugio ¢ difeomorfo ao plano R? via a aplica¢éo expo-
nenial. Este fato é valido para as superficies completas com curvatura gaussiana < 0.

™A
i

n
y: M
TP

figura 44

Teorema 6 (Teorema de Hadamard). Seja M*? C R? superficie regular completa com
curvatura gaussiana ndo positiva K < 0. Eutdo M é difeomorfa a R?, de fato um tal
difeomorfismo é dado pela aplicagio exponencial.

Prova. Poderfamos utilizar o seguinte lema que versa sobre a relacio que existe entre
curvatura, espalhamento de geodésicas, campos de Jacobi e aplicagéio exponencial.

Lema 8. Seja M supeficie completa com curvatura K < 0 e sgja p € M. Enitdo
exp,: Ty(M) = M satisfaz

|d(exp,)u(w)| 2 |w|,Vv € Tp(M),Vw € To(Tp (M)

Entretanto, por simplicidade adotaremos uma demonstragio alternativa baseada em
dois lemas:
Lema 9. Seja M superficie com K < 0, entdo M ndo possui pontos conjugados.

Prova. Basta observar que se J & campo de Jacobi ao longo de +:[0,£] — M, com
J(0) = J(£) = 0, entdio pela equagio de Jacobi e o fato de que K < 0, obtemos

<J,J>>0
o que implica < J',J >= 0. Mas entdo < J,.J >'= 0 e logo como J(0) = 0, temos que
J=0. O

Lema 10. Sgja f:(X,d) —= (X,d) aplicagéo continua e sobrejetiva entre espagos métri-
cos, conexos, localmente conexos e localmente compactos, com (X, d) completo e tal que
d(f(z), f(y)). Entdo f é uma aplicagéo de recobrimento.

Prova. Basta mostrar que f é homeomorfismo local que levanta caminhos [Ell] o que
deixaremos como exercicio para o leitor (exere.11). [
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De modo analogo ac resultado acima mostra-se o seguinte:

Lema 11. Seja f: M — N aplicagiio de classe C' entre superficies de mesma dimensio,
com M completa e a seguinte propriedade:

|df () - v| = |v], Vv € Tp(M)

Entdo f é uma aplicagdo de recobrimento. Em particular, se M é simplesmente conexa,
temos que f é um difeomorfismo global.

Prova. Uma vez mais prova-se que f é um difeomorfismo local, que possui a propriedade
de levantar caminhos. A completitude de M é usada para provar que dado caminho
o:[0,1] = M, o conjunto A = {r € (0, 1],  possui levantamento em [0, 7]} & fechado, uma
vez que f levanta sequéncias de Cauchy «(t,) em sequéncias de Cauchy. 4 é ndo vazio ¢
aberto porque f é difeo local. A conexidade de [0,1] nos dd entdao A= [¢,1]. O

Prova do Teorema de Hadamard. Como M é completa, podemos considerar a
aplicagéio exponencial exp,:T,(M) — M. Como por hipStese, M tem K < 0, segue
que M nao possui pontos conjugados e logo exp, ¢ difeo local. Podemos entdo introduzir
um produto interno g em cada espago tangente Ty, (T,(M)), que varia diferencidvelmente
com w € Tp(Ad), do seguinte modo:

Fu(u, v} =< (dexpp)w(v), (d expp)w(u) >expp(w)

Assim, g é wma mélrica Riemanniona em T,(M) e que (por construgdo) faz de
exp,: Tp(M) — M uma isometria. Como M é completa exp, ¢ também sobrejetiva
(dC1],[dC2]. Além disso, como M € completa e exp, é uma isometria, segue que (T, (M), g)
é completo [dC2] e logo pelo Lema 11 segue que exp,: Tp(M) — M é um difeomorfismo
global. O
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Exercicios do Capitulo V

1. Prove a Propesigao 2.

2. Seja M C R™ superficie regular de classe C* k > 2 e dimensio m. Mostre que o
fibrado tangente TM = {(p,v) € R* x R*, p € M, v € T,(M)} possui estrutura natural de
superficie regular de dimensdo 2m e classe cs- 1 —
3. Prove a Proposicgio 7.

4. Prove se M C B3 ¢ superficie regular e o é uma curva diferenmcidvel em M, entao um
campo de vetores W tangente a M ao longo de « é paralelo se, e somente se, para todo
campo de vetores V' ao longo de o temos que

d DV

— <WV>=< W, —/ >

dt e T at

5. Em R™ consideramos a métrica dada pelo produto interno escalar. Determine 2 derivada
covariante em R™, os campos de vetores paralelos ao longo de uma curva diferencidvel o
em R™ e as geodésicas. Prove finalmente que dado ponto p € R" a aplicagdo exponencial
exp, Ry — R* ¢ dada por exp,(v) =p+v.

6. Prove a Observagio 3.

7. Prove a Proposigao 13.

8. Complete a prova da Proposigao 14.

9. Prove a Proposigéo 16.

10. Faca os detalhes do Exemplo 3.

11. Prove o Lema 10.

12. Seja S a superficie gerada pela rotagio em torno do eixo 0z, de uma curva plana C
contida no plano yz em B3, que ¢ o grafico de uma fungéo diferencidvel g(z) > 0. Prove
que S ¢ uma superficie regular e encontre uma parametrizagao para S§. Prove que o0s
meridiancs ou seja, as curvas obtidas intersectando-se S com planos contendo o eixo Oz,
sdo geodésicas de S. Prove também que um paralelo isto é, uma curva obtida pela rotagio
de um ponto de €, é uma geodésica de S-se e somente se corresponde a um ponto onde a
tangente a C' é vertical (paralela ao eixo Oz).

13. Estenda os resultados do exercicio anterior para o caso em que C estd contida no
semi-plano z = 0,z > 0 e g(0) = 0 e C tem tangente paralela a Oy na origem do plano yz.
Estude as geodésicas do paraboldide de revolugdo.

14. Prove que se M2 C R® ¢ compacta entdo M ¢é completa.
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Capitulo VI - Aplicacoes a Fisica

1. Circuitos Elétricos

A teoria das EDOs encontra aplicagdes diversas na eletrodinémica, eletrénica e teo-
ria de circuitos elétricos em geral. Vejamos alguns dos fundamentos desta teoria e suas
aplicaces.

Os elementos principais que consideraremos em um circuito elétricos sio do tipo pas-
sivo, néo abordaremos os semi-condutores (tais como diodos, transistores ou circuitos
integrados) e tampouco vélvulas (tripélos). Assim, consideraremos resistores, indulores,
capacifores que sio dipdlos, isto ¢, aparelhos que possuem dois contatos {extremidades)
elétricos que sdo montados ligados aos pélos de outras pecas. Por um tal dipélo < a,b >
ligado a umn circuito em funcionamento passa uma corrente elétrica, de modo que seu fun-
cionamento ¢ caracterizado por duas grandezas, em um determinado instante #: A corrente
eléirica I,y e a queda de tensdo Vyp, que é a diferenca de potencial Va(t) — Vi(2), entre os
pélos do dipélo®.

R[] . L3
b b 3
figura 45

Tendo em consideragdo a dependéncia destas grandezas com relagdo & ordem dos pélos,
obtemos

Lap(t) + Toa(t) = 0, Us(t) + Usalt) = 0

A dependéncia entre I,4(t) e Vy(t) é descrita em cada caso, por uma lei fisica que
depende do tipo do considerado.

Vab(2) = Rap.Jos(t) Lei de Ohm para os resistores

A constante R,, = Ry, é a resisténcia do resistor em questio,

L dly
Vas(t) = Las—2(2)

Suporemos as pecas ideais, de modo que ndo hd perdas e quedas de tensfio devidas 3
qualidade dos materiais. Na verdade, um dispositivo a base de silicio {o semi-condutor
mais usado atualmente), possui (apenas devido ao material) uma queda de tensfo da
ordem de 0,7 Volts. Os dispositivos a base de germdnio possuem queda de tensio 4 base
de 0,3 Volts, porém sio mais lentos e atualmente nio sio mais usados na inddstria.
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é a chamada Lei de Indutdncia para dipolos do tipo indutor, sendo que a constante Ly, =
Ly, é a chamada indutdncie do dipdlo.

Para o caso do dipdlo ser win capacitor temos a seguinte relagio

. dVab
Iab(t) = Cup 5 (t}

onde a constante C,p = Cys é a capacitdneta.
Integrando esta dltima relacdo obtemos

t
1
Vab(t) = Va(to) + C_b f Iab(t)dt

ta

ou ainda

Qab(t) = Qas(ts) + [ L{t)dt

onde Quu(t) 1= Cup.Vas(t) € a carge do capacitor no instante .

Podemos também ter ainducds muilua entre dois dipolos indutores < ap, by > ¢ <
aa, bz > de induténcia Lo, 4, que denotareinos por L;,ij=12

A indugdo miitua é caracterizada pelo chamado cogficiente de indugde mitua que
denotaremos £ = £g,p, ,asb- AS leis que regem a corrente e a queda de tensdo nos dipdlos
sdo entao:

_ daf dly
=L i )+ éﬁ(t),

. dh dl
Val®) = I ) + ¢4t

onde V:,! = Va.jbj;Ij = Iﬂ.,-bj: j=12
Também observamos que o coeficiente de indugio miltua satistaz

eulbl ,asby = eﬂ.gﬁz,&]bl = —eblﬂ-hﬂ-zbz
Também se sabe que vale a seguinte desigualdade

2
eﬂ-l D1 ,zzb2 SLhils

O tltimo tipo de dipélo a considerarmos € a fonde de tensdo, que é regido pela seguinte
lei:
Vau(t) = V(1)
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onde ¥ (£) é uma fungfic dada do tempo, caracterizando a fonte. Também podemeos pensar
em fontes de corrente que sdo regidas por uma iei

Iab(t) = I(t)

sendo I(t) uma fungio conhecida. Mais comumente consideraremos apenas fontes de
tenséio e corrente ideais, com capacidade de fornecer tensfio e corrente constantes {cor-
rente continua), ou periddicas da forma r cos{wt + ¢} (fontes de corrente alternada).

2. As Leis de Kirchhoff

Definigao 1. Um circuito eléirico ¢ um conjunto finito de elementos (que em geral su-
poremos dipélos como acima} cujos pélos sdo ligados aos nds do circuito de modo que em
cada né temos reunidos dois ou mais pélos de elementos do circuito.

Primeira Lei de Kirchhoff. A soma (algébrica) das correntes fluindo para qualquer né
fixado do circuito é zero.

Suponhamos agora o seguinte: Em cada né a do circuito existe um potencia V,(2)
tal que se < @,b > é um dipdlo entdo a queda de tensfio neste elemento ¢ dada por
Vao(8) = Vo {8) — Vi(2).

Chamaremos de uma malha fechada ou lago fechado no circuito a qualquer sequéncia
finita de nds, a1, as, ..., ar de modo que a; = q;.

Segunda Lei de kirchhoff. A soma (algébrica) das quedas de tensio V,,(t) em uma
malha fechada ay,...,a; — 1,01 = a; é igual a zero.

d
Vob-+Nbe +\IQ(J +V)p. =0

—
D
o

h
),

figura 46
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3. circuito R-L

Consideremos o seguinte circuito consistindo de 3 nés ¢ 3 dipolos < a,b >, < b,c >, <
¢,a > onde < a,b > é um resistor de resisténcia R, < b,¢ > é um induter de indutincia L
e < ¢,a > uma fonte de tensdo constante V.

7
|

H

<

figura 47

Pela segunda lei de Kirchhoff temos que Vg 4+ Ve + Voo = 0 e logo pelo que vimos
no inicio
dI
LE(t) +RIE) -V =0

onde I(t) denota a corrente em qualquer né (por exemplo no ponto a} do circuito, com a
devida orientagao.

Se supomos que o circuito foi ligado em ¢t = 0 temos que I{0) = 0 de modo que do
©alculo sabemos que as solugdes sao da forma:

14 n
Ity=—=@1-e"t?
)=50-et
Em particular o circuito R-L alimentado com tenséo continua tende a se estabilizar
comportando-se como se ndo fosse indutivo.
Substitufmos agora a fonte de tensic por uma fonte de tensdo alternada V(t) =
V senwt. Neste caso obtemos a EDO
df
L

E(t) + RI(t) = Vsenwt, [(0) =0

cujas solugtes sdo da forma

Viw _n, 1

+R2+UJ2L2(

I(t) = ___R2+w2L2e_L

Rsenwt — wk coswt)

Vemos entiio que neste case ndo ha estabilizagio do sistema como num circuito pura-
mente resistivo. :
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4, O circuito R-L-C

O oseilador elétrico elementar é formado por um circuito (bambém chamado de R-
L-C) de 4 nés a,b,c,d e formado de 4 dipdlos < a,b >, < b,e >, < ¢,d >, < d,a > onde
<'a,b > é um indutor de induténcia L, < b,¢ > um resitor de resisténcia R, < ¢,d >
um capacitor de capacitdncia C e < d,a > uma fonte de tensfio varidvel descrita por

Ve (2) = V(£).

figura 48

Utilizaremos o Método da decomposigdo em malhas independentes que consiste no
seguinte: arbitrar fungdes desconhecidas para descrever a corrente em cada dipélo e ex-
primir as tensdes por meio das correntes, utilizando as leis que regem cada tipo de dipélo.
E claro, devemos utilizar a primeira Lei de Kirchhoff a fim de exprimir todas as correntes
em termos de um ndmero minimal de correntes independentes. Tais correntes restantes sio
chamadas correntes de malha. Uma vez feito isto utilizamos a segunda Lei de Kirchhoff.

Seja Q(t) a carga do capacitor no instante £, entfo a corrente em qualquer né pode
ser descrita por

1= 2

A queda de tensfo no capacitor é %Q de modo que utilizando a segunda Lei de Kirchhoff
obtemos
140

dt2+R + Q V(t)

Esta equagiio define entdo o acimulo de carga no capacitor em fungfio do tempa.
Em particular, podemos determinar @ a partir do conhecimento de V(¢) e dos valeres
iniciais de @) e I = @'. Consideremos o caso em a fonte é de tensio alternada da forma
V(t) = V senw#, entdo obtemos a EDQ

L @ + RdQ + Q V. i
e 7 senw
Sabemos do Célculo que dada solugdio geral QLJ da equagio homogénea associada
Flel
FAaa RdQ +5@=0

dt?
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temos que a solugio geral da equagfo nic-homogénea é dada por

Q=Q9+Qp

onde Q, é qualquer solugio particular da equagiio ndo homogénea. Deste modo, procu-

ramos por solugdes particulares da forma

Qp = asenwt + feoswi

com o, A € R. Entdo impondo que tenhamos uma solugio obtemos

_ ViwL - 2=
o= _w{R2 + [k - a%]?}
e
,6'= VR

Se definimos o dngulo de fase ¢ por

Cw{RP 4+ wl - X7}

cos® =

Entfio podemos escrever a expressio clissica

Vv

Qp=_
wy/R2 + WL — Z5)?

R
\/éﬂ + WL — )2

cos(wt — @)

Por sua vez, a solugio geral da equagdo homogénea pode ser escrita em termos das raizes

A1, Az da equagho auxiliar

1
2
— =0
L +R)\+G

por meio de variagio de pardmetros. Aqui o formato das rafzes A; depende do sinal do

discriminante

Derivando a expressio de (), obtemos I, =

a corrente em regime permanente do circuito R-L-C.

E

R {wL—2x]2

sen(wt — &) que é charﬁa,da



120
5. O regulador de Watt-Vichnégradski

O problema em questdo consiste em regular automaticamente (& pressio nas caldeiras
de) uma mdquina a vapor. Deste modo, buscamos regular a abertura de uma vélvula
aliviadora de pressio de forma a abter o equilibrio do conjunto miquina-regulador: a grosso
modo ndo se deve permitir que a pressio suba a niveis perigosos e tampouco permitir que
esta baixe demasiado.

Note que ¢ problema é realmente intrigante pois a carga na mdquina pode variar
consideravelmente com o tempo: por exemplo, um trem que passa de uma trilha plana a
uma subida acentuada e depois volta a descer.

Apresentamos o engenhoso reguledor de Watt., Temos um eixo principal E ligado ao
volante ¥ do motor a vapor que se conecta por uma redugio a um eixo menor e que
gira tendo em sua extremidade superior duas hastes metdlicas iguais com esferas iguais de
contrapesc nas pontas. As hastes estio ligadas ao eixo ¢ de forma que quando e gira, as
liastes abrem seu dngulo ¢ com o eixo vertical ¢, dependendo da velocidade de rotacao
angular de e. As esferas possuemn massa m. As hastes conectamos ainda, em pontos a uma
mesma disténcia da base mével comum, duas outras hastes menores que também possuem
angulo central (com o eixo vertical e) varidvel e que ao se abrirem (devido a0 movimento
circular de e) fazem subir um pequeno anel ligado a uma alavanca que ao subir faz abrir
a vavula. aliviadora da caldeira a vapor.
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Vejamos a descrigio matematica do movimento no regulador. Analisemos primeira- ’
mente as forcas sobre as esferas. Suporemos que o comprimento das hastes maiores é 1
unidade. Chamaremos de w a velocidade angular do eixo e. '
-
LA

WU

figura 50

Temos que a forga centrifuga sobre a esferas é mw? sen p, a forga peso é myg. A soma
das forgas tangentes ao arco de circulo descrito pela massa m ao se abrir o angulo central’
¢ deve ser nula na situagio de equilfbrio de modo que

(1) mw’senypcosy —mgseng =0

A equago acima (na qual o dngulo ¢ & pensado como fungio mondtona crescente da
velocidade angular w do eixo e) determina o ingulo .

Para achar a equagio diferencial que descreve ¢ fora da posicio de equilibrio faremos
a suposigio de que a for¢a de abertura das hastes maiores ¢ proporcional a velocidade de
abertura ¢’ de modo que pela Segunda Lei de Newton obtemos a EDO ’

2 sen p cosp — mgseny — by’

(2} my” = mw
onde b > 0 é a constante de proporcionalidade.

Voltemos nossa atengio agora para a méquina a vapor. Denotemos por {1 a velocidade
angular do eixo principal que giora o volante V', por M = M (@} 0 momento angular de
forga da méquina (o = dngulo de abertura da vavula aliviadora), por N o momento angular
de for¢a atuando sobre o volante devide & carga ¢ por I o momento de inércia do volante.
Entao temos que

@ IY=M-N

A uniformidade do movimento assegurada pelo (bom) funcionamento do regulador
nos d4 entfo razdo constante de transmissiio % = ¢ > 0.
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Vejamos finalmente a valvula reguladora.
-
Vd
-y
" i
JJ
~ Vlomte

figura 51

1>,

Se denotamos por ¢, o valor médio do &ngulo cental ¢ perto do qual ¢ deve se
manter, ¢ por [, a forca correspondente a este valor médio, temos que

(4} M = Fpp + p(cosp — cosig )

onde i > 0 é uma constante de proporcionalidade.
Assim, obtemos o seguinte sistema de EDOs que descreve o regulador acima:

mp"” = mC*Q% sen p cos p — mg sen — by’

I =pcosp ~ F

onde F:= N — F,, + j1cos iy, depende da carga.
Podemos reduzir este sistema a um de primeira ordem:

F
(W—-—V)pr=1,9' = Czﬂzsenzpcosgo—gsen(p— id), Q= %cosrp— T
m

Como em funcionamento normal §! é constante fixada a carga NN, temos que ¢ é
constante e logo buscamos solugio do sistema W-V sujeita 3s seguintes condigbes iniciais

=, P=00=Q,

Deste mode, o problema agora se resume a estudar a estabilidade da posicio de
equilibrio abaixo descrita:

F
th, = 0, cospy = —, CZQE = _9
H Cos 4,

Utilizaremos a técnica de linearizacéio descrita em IV-1. O sistema linear associado a
(W-V) neste ponto singular &
o' =

(W = V) 4" = 00 cos(@po) o'+ C0Esen(2pa) & — gcos(ioly’ ~ Sy,
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= —%sen(tpo).go’

2002 — ' 5
Como C*3 = EEE’ obtemos para a segunda equagio

W = _gsen®(po) , —Q"@ff’ + 2gsen(w,) o

cos{iw,) m N,
0 polmormo caracteristico deste sistema linear é entdo
—/2\ 1 0
p() = det | —23led ) rgpled
— & sen(w,) 0 —A

Deste modo obtemos
b sen’ 2ug sen?
p{A) = __[Aa + = ’\2+ (lpo)/\+ HY (‘Po)]
COS P, I, _ .
Como —p(A) tem coeficientes posn:]vos segue gue o sistemna tem autovalores com parte’
real negativa desde que a seguinte condigao seja satisfeita:

b gsen*(wo) _ , pg o
ZERT el g B Y
m oS, I, sene
ou seja,
bl 2 F
— s X cosp, = 20—
m > Q, cosy Q,

Esta condigio é entéo condigdo suﬁcwnte de Vichnégradski para a estabilidade do sistema
méquina-regulador.

A pgrandeza -‘-j%,‘— mede a taxa de variagio de £, com relagdo 4 carga N. O valor
absoluto n = ‘m 95| é a chamada ndo-uniformidede de marche da mdquina a vapor em
questao. Temos que FQ2 = cte como consequéncia de

1, = 0,cos¢, = E,CQQE =2
i COS @y
comno ja vimos. Deste modo, derivando cbtemos
dft,
dF T 2F
e portanto a ndo-uniformidade de marcha é dada por
Qo
2F
A condicio de estabilidade de Vichinégradski pode entdo ser reeserita como

n=

—n>1

A partir destas observacdes podemos resumir as conclusdes de Vichnégradski da
seguinte forma: :

Afetam de forma desfavordvel a estabilidade do sistema regulador-mdquina: (i) o aumento
da massa m das esferas; (ii) a diminuigdo do momento de inércia do volante I; (iii) a
diminuicio da nio-uniformidade de marcha; (iv) a diminuicdo do coeficiente b associado &
vdlvula.
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