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PREF AC IO,

ﬁﬁme;curao de: Geometria Difore ncial divide-se em
ﬁrés-partosi nafprimeira partezé exposta a Algebra Multilineaw
(C4leulo tensorial) que constitue a maguindrid algébrica noces-
aéﬁia para o desenvolvimento das outras partes, A 2a., parte con-
siéma no estudo das gurvas ezauperffcias 1o R3 (Geometria Dife-
reﬁcial Classical). A 3a. parte aborde o estudo das Variedades Di-
fiewencisvois.

_ As partes dJde Algebra Multilinear e: Varicedadss Di-
fbrpnciéveis foran elabopadas sob & diregho do Prof. .Chaim Samuel
Hoﬁ;g. 0 Prof. Nelson Onuchic encarregou~se da redacgéo do paré-
grafo que estuda os Produtos Tensoriais. A malor parte da redaglo
esteve & margo do Prof. Leo Huet Amaral, Para estas redagdes os
Prof, Onuchic o Amaral aproweiltaram frocas de jdéias com o Profls -
Cheim Samuel Honig ¢ um-curso que Sste Ulbimo desenvolveu em 1956
e no 1° semestme de 1957, em semifiarios no Departamento de Mate-
méticawdo Instituto Teunolégico da Aeronautica do SHo José dos
Campos, A parte de Curvas e Suparficies fol desenvolvida. & par-
tir de um programa elaborado pelos Profs. Maurdcio Matos Poixo-
to & Antonio Rodrigues, sendo posteriormente muito influenciada
peié Prof. Alexandre A, Martins Rodrigues, que contribuiu para
uma; apresentacio das i1déias. basicas sob forme moderna, tendoe
em vistsa uma.apresentagﬁo eclara dog conceitos fundamentals e pos-
teriores generalizagoes, para um cstudo de Variedades Diferencid-
vei$ & Geometria Diferencial Avancgada., A redagéo desta parte ess
tewé a cargo do Prof, Antonio Rodrigues. 03 Prof. Helson Onuchic,

Leo Amaral e Antonic Rodrigues dedicaramw-se: gom entuslasmo 3
pen?sa tarefa da redagédo dos cursos, pare os quals contribulranm
com ' valiosas suges-
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toas e nao pouparam esforgos para que as redagoes ficassepy pron
tas em tempo. .
| LA Algebra Multilinear fol apresentada de modo bag
tante suscinto. 0 1° paragrafo(Produtoq Tensoriais) nio & essen
101a1 para o resto do Curso, mas achou-se Importante mostrar aos
leiFores como o Caleculo Tensorial ClAssico se torna simples ,
quahdo apresentado de modo intrfnseco. Tratou-se senmpre d e mos-
trar a relagfo da apresentacBo moderna da Algebra Multilinear
comio Cilculo Tensorial Clissico, A ﬁlgebra Bxterior(2° pord =
graﬁo da la, parte) poderia ter sido dssenvolvida a partir do
1¢ parﬁgrafo, mos isto tornaria o exposigdo muito longa e achou
se hais compreensfvul num primeiro estudo, umo dpresentagio dai
reta da Algebra Exterior por suas propriedadss caracter{stlcas.

, Na parte de Curvas 8 Superffcies considerou = se
importante fazer a distingao entre o espago afim onde a curva

ou a superffcie om estudo estl imersa o o sapago dos vetores 1i
‘vres associado a asse espaco afim. Julgou-se tambem importante
um %ratamento detalhado, embora elementar da teoria das formas
diférenciais lineares ¢ quesdraticas, Restringiu-se o curso aos
topicos essenciais e que pudessem, mals tarde, facllitar a com =
preensao da Geometria Riemanniana,

, Na 3a, parte foram abordados os topicos da teo =

ria das Variedados Diferenciiveis 1nd¢upcnsaVuls para o estudo
dostrupos de Lie, das Variododes Riemannianas, das Variedades
Comﬁlexas, das Variedades '?' Feuillotés tt, da Teoria das Cor -
rentes( '' Courant de Do Rham) otc.
; No apéndice procurou~se mostrar r&pidamente como
a tscnica dos espogos paoracompactos permite unificar o tratomen
to de uma serie do problemas globals de Variedades Diferencid -
vels
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4 1 « Produtos tenseried,
1 - ¥diloa,

?Do nicdo 1 ~ Sondo A um ancl, chama-gsec A-modulo un copjunto B tal quo
- 120 E & un grupo abol:.ano.
22 Existo aplicagio (0 ,x)~> g.x do A B op B satisfazondo
a0g axiomas soguintos:
I} d{x+y)= Qx+ &y ;
ID (y *A)x= dx+ Ax;
It «{px) = (d p)x

u

Exorplos - O caso E = A onde para o oporagae de multiplicagdo to-
mamos a mltiplicagao da estrutura de ancl,
' Os cspagos vetorieis sobre um, corpe K,

Un grupo abeliano gualguer, considerodo como Zemddulo; 2 scndo o
conjunto dos nueros inteiros,

Em un Aemddulo B dizwsc que wma familia (ay ) 11 do clencntos
clc B & livre 8¢ a rolagdo %8, implica }‘ 0, para todo JC I
Tey i i
finito, |
. Un Awmodulo B & dito unifdrio. se A possue um olomento unidade €
de modo quo Ex=x,

" Definigho 2 - Chama-ge base de um médulo unitdrio T toda famflia
livre de elomontos do E quo gere E, isto é, gualguer elomento de
E possa ser oscrito como combinagdo linesr de um nimero finito do
olemontos da. famf{lia,

‘Pode~se mostrar, ugando o teorema do Zorn., que todo espago Votow
: : o Ed ~ F i
rial possuo uma bage, Isso, porem, nao e verdado para wm Awmodulo qualquor,

No gue sogue, sompro trabalharomos com ospagos votorials, gordde
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nente sobre o corpo K = R dos roais ou K = G dos complexog, Observemos,
;porém, que quase todes os resultados sdo vilidos para modulos com baso e,'
muitag vazes, para mofulos quaisguer,

Vanos relombrar algumas def finigéos de quo faromos uso frequonto
fnos‘tépicos soguintos, '
| Sondo E e F cspagos votoriais, uma aplicagfio £ do B on F ¢ dita
lincar so: '

1) £( x*y) = £( %) + £ (y) para tode (%, y) de L;

2) £(Xx) = o0 £{ %) porn tode =x ETL o X €K,

Quande E = F a cplieagdo linoar & dita un ondomorfismo,

Scjam Byseee, B, Foospagos votoriais, Diz-se que uma aplica-
: " ] o 4 . ' Y
950 T de &lx"‘x“hn on F' ¢ multilinear se, quaisquor que sejam o indice

i ¢ os nel elemontos a) € E (k# 1) « aplicagio parcial

k
s —*f(alsl'l!ai 1" -“:‘:i! 4:’.!.,“*'1“"’&1'1.)
o una aplicacio linear do E o F, '

Quando n = 2, =z uullc,acg,o nultllin\.ar & chamada bilincar,

™

Quando F = K a aplicagio multilinear ¢ chamada forma multilinear,
: Indicamos por L(Ey,..e,B 3 F). a0 conjunto das aplicagos mule
tilinearss do Elx.ann en Tl
: Exenplo -~ Sejon B, F, G ospagos vetoriais o B¥, F¥ os duais
L
de E ¢ P, (Zntondomos por dual de um ospago voboriel o conjunto de o
X . ~ . . L re
dos as formas lincaros dosto ospage). Sejan .(x';) , (¥',) , (%)

}s:iSru famfliag finitas de ¥, P ¢ G rospoctivamente,
A aplicagao (x,y)—* E < x, > LY, V>

i=1
de BExF em G e bl'iln\,ar.
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Agui < x,xf 3> sigrifica o resultado do se. calenlar o aplica-

95.0 linoar x"i no ponto x. Anﬁlogamente Z y,yai;,. .

Propesicio 1 < Scjam B, F, N ospagos veboriais sobre o mosmo
corpo K. Entio o espago vatoriel o£ (E, F; N) & isomorfo ao
aspago (E,&L (F,M)) bem como a L(F,L(E,H)),

Demgnstraogg ~ Para toda aplicegdo bilincar de ExF en N e
'bodo x€E, y-» (x,y) & una aplicagio lincar de F em N que indicare-

mos por SJ/K + A aplicagao x-—» gu"/x é lincar de E em & (F,N), Rec:‘i.pro-
camonte, para toda aplicagio lincar x-» f, do E cm £ (F,N), a apli-
cagdo (x,) "’fx(y)' & bilincar de EXP on N o indiquomow-la por

x
ifsomorfismo ontre L(E,F; §) o JL{E,L(F,N)),

tom-s0 = f_ para fodo x€ %, Deesa moncira fica cstabelecido um

2 - Bgpagos de tensores.

Classicanente os tengores sobre um espego vetorial E de dimensao
finita n sio definidos om relagio a uma base do B dando uma tabola dga‘nr
riﬁneros que nudam pera uma outra tabela bon detorminada qﬁando fazenos
uma mudanga de base. do cspago vetorial:

Scja By eses en wna base de Ej um tensor duas vazes contrava—
'”J.aﬂ’&e, por cxcnplo, & eXpresso, classmamente, em relaga.o 2 base
(1gi, jsn) de n° mimeros de tal

.

.01’ veey Coo por w1 conjunto 1‘,13

n

modo que sc considerarmos uma nova base 6; = E ai Gj (2 portanto,

=1
- - i = 3 J
:e,i = > by o; ondo (bi)

: ~ b . ’ ~
componentos do tensor om relagao a nova base, isto e, a nova tabela sao

[0 RN

a matriz inversa de (aJi) eutao as
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Dizemos que o tonsor ti- ¢ cuag vezes govariante se con & e
' J
danga de basc acine sug tabola muda on

‘-t“. = ari a
i Z

T,8

tr .

of
W

[ .

’ . N
Dizemos que um tensor ti ¢ uma ves covariante e uma voz contrg

: J
variantc sc suas componentos mdam segundo

T, = ? a& v 4, .
ij i 7] 3

r,s

. ’ - ’ -~
Do nodo analogo um tensor p vezes contravarianto e ¢ veszces co-

. » - . + ;
variante ¢ cxproesso por w conjunto de "% ninoros &, SV
11—’.'.,lp,31..'jq

: ~ Al - .
en ralagao a base @yse093C)  QUO DUmA NOVA base mudan para -

n

- : By R T '
. .. . - . = a8 e ..Al. a- q bl bp'b PR, I - 8
i P S ] . s P 0e s i LN jo}] looa
1reresipsdyeendy = a1 Jq 4 o M a
ey "
-~ * ~

0 conjunto dos tonsores p vezes contravariante e g vezes contrg

P i . - . |l
variantc forma por suwa vesz um espago voloriml, Vamos definir a nogao

| . y . b, -
de tensor intrinsecamente, isto o, independentencnto de sua expressao mima

. ’ » D
bage particular de B, Vamos mostrar como com a nova dofinigho do tensor

? - ST, - .
podomiog definir tambom intrinsccaironte todas ag operagoes e propriedades

. orox 4 . . ™
dos tonsorss de definigao classica como a adigao de tensores, a multl «
plicagdo do tonsorss, a oporagdo de contragdo, as nogoes de tensores si-

’ . . <. 7 .
metricos e tonsorcs anii-sinctricos, ctc..

. . N -~ 3
Sejan B ¢ F dois cspagos vetoriais sobre o mesmo corpo K, Consi

deremos o cspago vetorial G das combinagoes lincaros formais dos elomentos
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de Ex ¥, tondo como cocficicntes elomontos de K, Assim, ontdo, um ole=

mento qualquer do G & da forma

E 7\ (xi, yi) ondexéh yieF 2] '} ex,
i=1

Vemos fazor om G.as scgnintos idontificagdos:

o) Mey) = (Mz,p) = (=, Ay);
b) (x+xl,‘y) = (x,3) + (2,5}

¢) ('x,y+'yl')l= {x,y) + (X!yl)o

Com isso quorcmos dizer que og olemontos Alx,y), (Az,¥),
(:fv:_,%y} nfio sordo considerados distintos; a mesma obsorvagio para os
olemontos da forma considerada om b) o ¢), Com essas identificngoes,
obtomos, a partir de G, um novo espago vetorlal que chamamog o produto

tensorial do E por F, o quo indicanos por E®F,

Usando uma linguogon mais precisa, polemos aprosentar a dofini-
géo do procuto tongorial E® F da moncira seguinte:
No ospago votorial G, saja H o subaspago vatorlal gov ado palos

votoras da forma

Oxy) = Neom)s (= )) -,Mx,y),
(x!y+yl) e (X:Y) " (X;YJ_) 5 (X"'X-IY) - (K,Y)‘ had Y»l,y) [ 8
, 0 produto tensorial de E por F éo sspogo quocionte de G por
H.,:Lstoe,E@F“G/H., . ,
: A imogen do (x,y) o B ® F pola apllcaoao canom_ca & chanade
procuto tonsorial do x por ¥ o indicada por x@ y,

V\,-sc, imediatencnto, quo 820 validas as .Lolago«.,s
(1) (xhcl)& y= X Oy + X8 ¥ x® (y+yy)= x@y * xOYy3

(2) (hzxoy =xehy) = Al(xoy),
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Br particulor x @ (=019 5?-0 tuaisquer que sejam x o y de

E ¢ F rcsPL,ctlvauontw _
: " Devido & 3 vclagdo (2), todo clemonto de E® F - podc ser posto

: sob a forma Z (x. ® yi), ombora nho de menoira tdniea,
' i=1
: , Vomos, apds assa nova moneira de apresontar E® F, que a "idep
ﬁificagﬁo“ foita om G, significa introdusir om G uma rolaglo de cguivae
lencia e passar ac quociente o espago G segundo a relagao introdusida,
: Obsorvenog que a dei‘inigﬁo que demos {o produto tonsorial tom
a vantagen o parmitir obter os fonsorces intrinsecamente como olemontos
de un ospago veborial bem doterminado, sem precisar langar mio do umhe
basa para a sua definigao,

Sejan E,F,N espagos vetoriais sobre wm MESHO corpo K, A tbda
apllcaoa.o bilincar £ de ZX F an N, assoclemos a a.plicag,ao lincar T do

E®F erJNualquef(E x@Y) E _f(x,y) Recipro_can

i=1 i=1
ﬁcnto, associomos a toda anlicacfto lincar £ de E®F om N a aplie-
cacao bilincar £ do EXxF en N tal que f (x,99 = T (x ® v}, Fioa ag-
s;m ogtabolecida uma correspondoncla biunfvoca natural entre o conjunto
?f,(E,F;N) das aplicagoos bilinecarcs de BXF emn N o o conjunto
Jf (E® F; W) dap aplicagdos lineercs de E® F em N, Temos assim dg

ponstrado a

- Y 1 Tt »
Proposicao 2 ~ Sendo B,F o N espacos votoriais sobre o mesmo
corpo X, os ospagos votoriois of (E,F; N) ¢ L(E®F, N) sto
isonorfos, ‘
: Observamos do exposto, as seguintes propricdades do produte ten
gorial E @ F:
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1) Existo aplicagao bilinear $de ExF emE®F, (¢ sendo
a; apllcacao canonica de EXF enIZ® F = G/H) tal que Y (ExF) gora
E®F, (Logbramos que - L?(x,y) =X ® y) .
2) Sendo N espago vetorial qualguor sobre K, a toda aplmagao
"bilincor £ de ExF em N corrosponde f, apllcagao lincar de E@ F onm
N 0, recmprocamen‘be, do modo que f = fo,
: 1porta.ncia das proprlo&ade 1) o 2) & gue elas caractorizam o
" .produto tensorial E ® F, isto o, qualguer outro ospago votorial para o
qufal valom ag propriodades 1) o 2) & isomorfo a E @ F, Issoc rosulta da

Préposig:io 3 ~ Sojoan M M, 1i=1,2, espagos vetoriais sobre o
MogKo corpe K. Para cada. i soja l? una apllca.gao ‘bilinear
de EXF om M de fodo que

1) G:{Ex F) geru. M5

2} Sendo N eSpago ve’oorla" gualguer sobrc K, a toda apllcagao
bilincar £ de ExF em N corrcsponde uma aplicagao linear

g, do Mi e N tal que £ = g0 t{?i.

Entdo, oxiste um isomorfisme u de M'.L sobre M2 tal que
LP 5 = Qe LP 7

Dononstracao ~ Fagendo N = oxiste aplicacdo lincar h, do
LI P ¢ 1

Ml en M2 tal que ({’2 = hlo LF 17 -ana_logamonte, exiate ;:zpiica.g,iio li-
ne?za.r h, do M, om ¥, %al que LPJ. = h, °q’ 5+ Rosulta, pois,
(Pl (hz" h,) e “Pl y onde h2°h & aplicaoao lincar-de Ml en Ml

Coi:ao '{) i(E& F) gora M'.L s Coduz~se da relagao Procor_-ente que para todo
p e M, &= hz(hl(z)) 3 hyo hl.é, poig, a aplicagao idontidade de M,
sabrc‘Ml. Do mancira analoga conclufmos quo hye b, 6 a aplicagdo iden

tidade de N, ‘sobre M,. Temos, ontao, que hy & uma aplicagao biunivoca
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linear de M obro M2 ° h2 a sua rcc:fp:c‘dcal,' Fica, adaitt, voerificada

a nossa proposigao,

Baso sobre o produto tonsorisl E@ T,

Vanos mostrar como obtor uma base sobre E ® P no caso em que
E o F sdo de dinensdo finita, a partir de wma basc de B o de F,
. 4 P .
Isso ¢ dado pela proposigio soguinte:

Proposicdo 4 - Scjam B, F ospagos vatoriais de dinensio finita
¢ (og), (f4)  basos do I o F respectivamente, Sntio
(og® £5) G uma base do E®F,

Demonatracag ~ Mostromos, princiro, que todo clenento 1t

: de
- . . ~ . A
E®F pode scr oscrito como combinagae linear de olementos da fanflia

{(c,® £pn), Sabomos que t podec ser cscrite na forma
PR K 4

3= Z L® ¥ . Escrevendo X, ° ¥; om tormos das bascs
i=1

(o) e (£p) =
. 1) .

1 .
X, = \ e o ¥, = 4 £
i i e i~/ i/ /5
o =1 A=l
Deivicio a8 rolagdos (1) o (2)
: n o
xi® ¥y = 2 E )\ic{/‘i/s(eoc{@ fﬁ»)
=1 fA=1
De. onde t pode ser cserito na forma
n
=1 Asd ’

, € -
Mostromos, agora, que os votores da fanflia (004 ® f/g ) sao
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linoarmento ind.o;:cndcntes.
o« Scja Uy,  a forma linsar de I tal que <ey LS ';‘;- =.

= Cgod e Vﬁoaxorrmllneardel"taloue /fﬁ, vﬂa‘>" l§° .

. Entao &J% g uw, V }g ¢ upa forna bilinear sobre BXF 2 c'ua.l COrroes ‘=

.ponde sobra E® F una forma lincar Wy, B Covido a propos:.gao 2 ., Bgga
f?rn1a lincar ¢ tal que w%)& (eo(@) f/&) = ( Y ’vﬁ.) (e x fﬁ)=

<00<, ubéo><f‘/g, /3;>'

Portanto, igual a 1 en o

' %
mquo (& ) # (00, o),

® £z, © igual a zoro para cy ® £h
2] .
Scja agora E txﬁ (0“.® fﬁ)=0

(«,8)
Aplicando a forma 1inoc,r Wy, o g .anbos os nerbros da igual-
dade acima resulta ty o h = O © que mostra ser a fanflia (o L s} 1

nﬂarmﬂnm independente,

: Corolirio - Sc E o F sho espagos votoriais de dimonsao finita,
catao, din(E ® F) = (@in E) {din F).

Casos particularcs do produto tonsorial E@® F,

I) ExE¥

Os clementos de E®G¥ sao chamedos tensores 1 vez contravariante
e 1 voz covariante, Da maneira como osses tensores foram introduzidos,
na6 necessitamos usar una baso en L para a sua definigao, . Vamos lembrar
outra vez como ¢Ss5cs tonsores sao dofinidos em andlise clissica e, on
saguida., oostrar a ligagao antro essa definigﬁo ¢ a queo introduzimos,

Associemos a toda baso X: (ea() do espago & = R" o quacro do
n2; mﬁmeros’ (téj_ ) 1gien » le¢jgn , Dizonos que o conjunto dasses
qufadros dofino um tonsor 1 vez contravariante ¢ 1 vez covarisntoe ou,que

50 as coordcnadas de wa tonsor 1 vez contravariante o 1 voz covariante so,
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‘20 passarmos Ge una baso X ¢ oy ) do B para uma base X : (5,) do

: M

& sogundo a matriz do transforuacao (a 7}, Y, o quadro ( t%_ ) 82 trns-

é:’n‘orma no guadro E‘g_ ) ¢ acordo con a loi (I)
3 N \ - : -
d=) ol o T, eme 0% )=y,

Voltondo o dofiniglo euo doros-inicidlmonte, vomos sgcrevor um
. . i Ly e seTpN w g v ghes oy ks
oonsol b nap bagos (05{ ® 913} e { S ® ah) { (%), (5%) ba-
sos cuais do (o) , (Gx) P“C'Ll“h-ubﬂ'ue Yo ustaia\,lcmr a rolagao -
Lanbro A .coorc’.!.omc.aw' { tj ) s ( ’h ) raolativamonte o csses bn..SuSo

S ‘
Vorehosy onbooy gue & 1yl uoa.o é acuela sstabolecida om {I) o quo 1S ser

‘vin para Ceminir tonser com o onprogo do baso,

7§ -
..... ik ,M - -5 ot st - d s o )( bt 4
L= Z i}’g ( ODL® G/)= t,’ ( ? Ilie*) (Z bﬁof"):
Ay b Xy p A 2
E =& A A
= N ‘b/& a;( b# (0’\‘(8) o}“)—
X:,&,X ?u..
) :."‘“‘ :‘; ( - ’W)
Foait . .
] [ VA -
» oie rosulia t.},‘ = & 13};. 'b/@, s
2y b
iI) E R

R ~ '
Os clousntos do B L sho chopados tensorcsg 2 voszcs conbrovoe



o ' i, Fon 4 » 44 iJ b
variontes. Su analise classics dizomos cque os quadros { t7 ) sho coor-
H - ~
denacas de um tensor 2 vazos contravariantes se eles se transformem nas

. ~
nudangas e baso de acordo conm o lei

an ¥ = Z oy o TV
Ay '
Voltando 2 defin 'c:S.o quo demos no infeio s Vanos escrever wa ten
sor & naa bases : { 0y ® ep) e ( G, ® G} o estabelecer as rolagdes

entre (& ) (t ) . Roconhocenos, entdo, quo temos as rolagdos ostg
bolecidas em (II), dn qual nos servinos para definir o tensor nos moldes

cléé'.ssicos. 1= Z-:‘ X (oy ® 0/8)—2__“%(2;_

dyp 0{.,/8
§ --adﬁk
®(Zaﬁ /'“ SR - aﬁ (QA@O/“')~
: t’ (0)@0}&)'

III) GE*g@ B
H " N . .
. Os clomentos de iB* ® E* soo chamados tonsores 2 vezos.covari-
. .y L 4 . e A o ( ) ~ .
antos, £Lm analise classica dizanos quo os guadros ‘l'.i sao coordcnn-
: - Py
das do unm itongor 2 veszes covarlante se so ecles so transfornas nag muday

: ~
gas do bagc de acordo com a lei

- X AT
(111) B,y _&Z; AN AR

. T . .
Voltando o nocsa definigao vamos oserover un tonsor t nas basesd



( e¥®er) o SX@5A) o ostabolocor as ralagbos ontro {8, ) o

o i T S E - '2' LR Z A .
t’_“‘_z: tmﬁ( c ®e’) = "%zp,{ by o ) &( 1,3/"" o} =
W ol 5 f A e

= > -'Eo{[’s b-;bﬁ( oA@ et = Z: t)\’&(' ey ® 0l

;d’PilIf’ A ,/IU

Do onde ragulta t){}b = g b‘; bﬁ ?b.aé A
: o "}3
Propogicdo 5 - Os procutos tensoriais EZ®F o F®L  sdo

igomorfos,

Denongtracio.- Sendo o aplicagio { X,y )~ y® x do EQF em

FOE ‘bilinear, rosulta o aplico.gﬁo WXy —~y®x do E OF on
: _ . 7 ,

F @L lincar, Annloganente v ¢ y® x —x@®y ¢ lincar o wev ©
vou  ©ho as aplicagoes idontidade do E®F e F ®E respoctiva-

: ~ . £
montc, Loge u o Vv sao isomorfisiiog roclprocos.

. - . g . . -
Propogsicio 6 — O procuto tensorial K@ E o isomorfo a E,

: Demonstracio ~ Como a aplicagio (&, x) —» &K x do KXE on
E & bilincar, rosulte que a o.}ulicage"-.o n:i®x—>adx G K®LE om I

& lincar, A aplicagao v :x-—» 1@ % dol on K®E gpondo lincar cog
clufuos que uev © veuw  sdo as aplicagdos identidado de # e K® I,

Togo v © v sio isolorfismos reciprocos.

ngorial K ® K & isomorfo a'K, o iso-
ola aplicogic o @8 = &f,

o,
Corplavio - O pw

L&)
fen
]
g
o
ck
G

norfisne sondo dolo:
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3 ~ Dualidado om cspacos tonsorisisg,

3 - L3 -
Sondo Ei , Fi i=1,2 , ospagos vetorinis sobre o mesumo cor
po K o wu aplicagao lincar de E; onF, , podowos associar ao par

(Li'l 'y u2) a aplicagao lincar de El ®@ E2 en Fl® F2 que indicamos por

ul ®u, , dofinida por ( u @ u, Y| [ @ x, ) = uy (xl)@;‘uz (xz') .

Para os olenentos do E®@ F nio do formo % ? ¥y 4 @ aplica~

M ) a3 L3 3
gao fica definida extendendo~.a linscarmente,

f » 1 + . .
Exorcigio =~ Scjam B, , F; » 1=1,2, ospagos votoriais de di-
nensao finita, - Demonstrar que a aplicagdo que a todo par

(u, v) € (‘El , Fl) wol, (Eé . Fz). faz corrogpondor a aplicagdo
@ y— ulx)e viy) do (El® B, , F,®F, ) 80 ostonde @
canonitameittc a um isomorfismo do of (8, , Fl)'®02:(132 » By ) sobre

L®F,),

“z(éEl@EE s Ty

A ~ P
Bgto teorema justifica a notagao u ® v da definigoo procadonte,
T ¥ - . - ’
4 definigao de produto tensorial pedo sor oxtondida & wn nunoro
finito de vspagos votoriais, o mancira de fazo-lo sondo bastanto notural
: 3 (<} (] g [N L] i
depoig da dofinigao feila para dois aspagos,

A proposigio 2 so oxtonde pore o cago de um produto finito do

ospagos tonsoriais de modo que o ospago vetorial o ( Bssees En 5 Y

’ "~ A + L™
dag aplicagoes multilinearos do B xeyex En en I ¢ isomorfo ao espago

®0o0®E Cn Fo

d (fEl(g} ,..@En ;5 F ) des aplicagoss lincares do El .

* - L)
Como para o caso do dois fatores, temos tambom as soguintos pro



i T
pricdadoes para o produto tonsorial El® e En ¢

1) Existo aplicagio multilincar ¢ do BiXeaexE  tal quo

(Eixlgjx En ) OOT{.‘. El®...®En ‘.-

- A .
By ®.ee®E, on N o reciprocamente de modo que £=fo ¢

@l'ct®E

dsgos propricdades caractorizam o produto tonsorial B n?

| 1
fato &, qualouer outro es storial para 1 val iodad
y qualguor outro espago veborial para o qual valom ag propriedades

o , C e
acing ¢ isonor fo a E1® . @;z.n .

Indicgmos por x®,,.®x o imdgon do (xl, vees X} om
(S ~ "
421 Ei = J'ZL@ e e® E_ . pele aplicagio canonica v,

‘ .o 2 . - s
A proposigao 4 tonbom so oxtbonde & esso caso mais goral como
scguo ¢ ‘
Scjam By 1=1,,,, n espagos votorials do dinenezo finita
. - . - ~» - [ ) /
¢ (o, ) baso do B, , Bntdo a familic ( oy . +ee C e
. lqi i 1 1 .-.'lﬂ(n

wia base de B® ...R5. ,
: 1 i}

Proposicao 7 = Scjam B,

1=1,00ey capagos votoriais
. "~ o, . ) e =] L+ 1) ’ N
do dimeonsae finita., antoao mf@ ...®x.'31'§ ¢ canonicamonte igo-
norfo o (El® ‘os (Z’En)*' .
o Dononstracao = A todo produto tensorial KB res®:

=

-
n

. . L -
Ef®,.. @8 fazonos correspondor o forwa linsar u gobre E,@ ,..83

Cofinida por L %;® ... &% , u>= Lx, , xi? eeelx, X;1>. Como
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(E’i*‘ﬂ...@ E¥) e (El(ZJ Ve @E )% teu a mosma dimensdo, pars demonstrar

~que tomos wm isomorfismo basta verificar quo esta aplicagao leva base do
‘primeiro om base do segundo,

Sera (o, ‘X'L) bage do I u o (efi) a bage cual cm E;. A imagem

&

: " & - Q .
pul{l aplicagao introduzida de oy 1@... Genn & tal que calculadn no olg
'y

[P ’ X O< ,
im\..l'].'hO Gldi®l s e @® Onai da ~’(\0°¢i1 s G l> e 4 e’(_in s © ﬂ>o c’OmO
i n

osso produto d2 1 no caso em que X = &y ,eeey X, =& 2 O nos
iy 1 | gl
n
Xy

i . ' ol
demals casos, a inagem do oy 10 ... 6 e, B ¢ a forma linsor

™ Id
}¥ & a base dual

X

5(%‘1@) LB c’a{ V% . Como a fom{lin (0051@ e ® @ X

em (El@‘...@E,)* da bage (o, ® ;@ ) Aol ®,..05 - a prow-
: n C T (4 1 n
_ 1 n
i . ™ ’
posigao osta demonstrada,
- Corolarig - Sojan E, = l;e0aynn ospagos votoriais de di-

1
mensao {inita. Dnteo, toda forme multilincer f da El}:...x"‘tb

pode ser cserita no forma © (xl...,:;_l) =
I

5 = E <. Hq s }:?Ll} voe LH x}Ln> .

~ ~ 0] L3
Demonstracag ~ £ consequencia do isomorfismo entro

°C(L1"”’ E; K) ¢ D((El vie B3 X) e da proposigﬁo anterior,

-

Tunsor o) ¥ozgs contravariante & ¢ voreg rovarisnta,

. .

~

-
A @efinigao que vauos aprosentar de wn tensor p vozes conttravaw

5

rlan't\, o q vezes covarianto & inmbrins seca, isto e, nao vamos necossitar

de introduzir vma basc pera 2 sua definigao,
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. ™

Apds a definigao mostraromes couo mudar as coordanadas de um
tonsor oxpresso cm uma dada base quando operamos wue mudanga dussa base
Vanos reconhocor que ossa maneira do mudar as coordenadas de um bonsor
o una rmdanga de base ¢ o que oxigimos ha dofinigio foita om Lnaliss Clagw
sleca para que cs80s conjuntos ordenados do almeros sojam as coordenadas
de un tonsor, , '

Scja E um-ospego votorial, Chamamos tonsor p vezos contravarionte
0 g vozos covariante sobro § todo olouonto do produto 3@9 Ei’ onde p
dos ospagos L 830 idonticos a E o os outros q 1ceat1co§ %o dual B* do E;
o minoro p*q 5 a ordon do tonsor, Indicanos %zﬁ bi tarbdn por Eg. Quando

| i=1

P = ¢ = 0 oxtondenos o nossa dofinigio pondo EY = K,

Os olonuntos do Eg quo podoi: gor oscritos na forma

}:l® --0®Xq® 'J:i@ |o|®x_:3

sco chamados tonpores decomponiveis,
Analisciiog o caso mais importanto quo 3 aquolo on que B & do @ie
nongdo fimita, Sojo (ox ) uma base do e (™) a basc dual on E*, Entdo,
a fan{lia (oy ® ... 80, ® o“l ®,0. B0 ci) $ wa base de Eg. Cada tormo,
- pois, do Eg podo sor eserito ma forma
= peedy
v = }1..#Q 1

T'(,ua T

Soja (o, ) um outra baso do & o P = () o notris da transformne

)

@.”®o¥ lg .,.® o/

- ¢fo quo lova a baso {0y ) na bago (g;‘). Entdo, GDL'";2“~34 e Saboros
; quo o matriz do transformagio que lova a (0% ) na baso (o“‘) durl de (q&)

& a transposta da roclproca do P, isto :, tP'l = (c“ ). Toros, pols, quo

‘ * §;~ cx o® ou ¥ = z;_ b i
| Wy el IS . S S
. ondo a natriz (bﬁ ) = P™, A baga 001¢ospoga¢ﬂto an B ¢, pois,
(-89(.163 |o|®6ﬂl‘)®‘6 @...@B q).
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Quoromos ver agora como se tronsformon as coordonadas do tonsor

I R . __‘ .. l "‘l“I
-t eoi oopa imdanga do base en EP,
a

- LR - /E
'b-:' /51 VEP (e¢< ®th.®6¢( ®-§ 1@.00@3&) =
Ty + e

, b
172V
...ﬁ{ )
Z-—‘U/}“‘}'Q(Zr—axl h )@...@J(Z e )@
' , bo
P Y o A
® a qy =
@(F_—ry /00 () B2 d4)
M Mq
- .on' {>\ 3 A % |
= _;_ ’5_31."'/"5 aqi.-.a;g %‘...iq(e‘)‘l ..i*e}( ® euj'@...@ e’uq) =
(« L) /AJTTX i,i/“gi q _

A n
- 1°° P .15\ ® Vq
(\k;s;/‘,c.) * g ®. @ :b 0 E..Be T

éBe onde resulta
Co:) 'A f/‘)‘ g _. W -oll{
't;l P o= aa’l. ..akp 1}&,1.“1; 4 Al
RTINS 1---ﬁq
' J

em que, como obgervamos, (bé|< ) = (a”‘*)"l.

Comparando esse expressio com a formula {4) vemos a 11gagao entre
a definigdo aqui introduzida ¢ aquola dada cm andlise elissica.

Maltiplicacdo de tensorcs.

0 cspago votorial Eg ®E. pode ser identificado canonicamento ao



aspago vetorial Eg::' pola aplicogao linear

(xlﬁzl...@:{paxi@:) ...®x('1)® (y1® By EYE v @ L ) —
—> (xlﬁ ced® xp® F1E +0 08 Y8 xi@...@x&@y'lﬁb.,.@yé) .

. . ~ , . . L) n
Bssn aplicageo ¢ chamada multiplicagdo dos tonsores do l',g ¢ dos tonsoros
do EE.

*

ontracao do tongorces

Vojanmos, pgunu,lro, como introduzinos LSuaOOPQI“agD.O om analise
¢lassica. Sendo (A}L;‘:::)‘P) as coordonadas om we sistoma X do um tonsor
p vezes contravariante aqq vezes covariante, definimos c:ontmgao do ’c.cn-
sor rolativamontc ao i-dsimo indicc contravarisnto o J-inmo indico co-
variante, onde lsia P, 14jcq, o toasor p-1 vozos contravarianto o g-1

. -
vazos covarionte cujes coordenadas no sistema X sao dadas por

\ 5.3 £ 3
_):L L] l“l l+lluc p - A T'.' l-ll ,L_!_lio. p (8)
)k.l."'.)‘:]-l/u“""l na-/A-q :P T ']"os_ﬂ"}-lFl&o-;.l-eo,”q

o - Fq ’
Dovomos mostrar quo ossa rlu;ca_niga.o ¢ licita, isto o, guo as coordsnadas
assim introduzidas obadocom a loi gue pormito chamar ossos novas coordos

nadas do coordenadag da unm tonhsor,

Vamos dofinir de mancira intrinscca a oporagiv do contragio. Em
N . s -
sogulda, dotorminaromos as coordonadas do tensor contraildo om tormos das
. L - 4
coordenadas do tonsor primitive, Vorificamos ontoo, que a rolagao o©
aquele que usamos para dofinir contragac fozendo uso do base, ou soja, uma
rolagdo da forma (8).

. . . ~ s L. L4
Scja l=i=p o lsjeq . Choma-sc gontracao do i-osimo ine

3 i

diec contravariante ¢ do j-osimo indico covoriaate o aplicagmo linoar

de EP on P

q

C {
Q-
t = ::-1® ses ®x ® ‘{1 see x‘ faz corromspondcr o tongor

[y

13 ¥
.1 due, o tods tunsor docomponivol
]
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c; (t)-‘x »x! “?x1®...®x szflﬂ@...@céx 18082 fxl 6., w

Sendo {eg.) ums base do E temos
&

) b
(TP 277 F

Buscando o cxprossio de c ('t:) na basc

(eal@...@e.)L ® e @...@ek(@ eﬁ@...@ieﬂj"lée tPL‘-J.HIL:L@...&’Je 1),
1 i-1 i o

resulita

s ,l... .
1p e (e}‘_’ “'®61@ ...@eﬁq ) =

c;' (t)z ook 3
L) ey

l ta '
= f 1."}} <el SJL >e;)‘ @oc@ex ® G!R u.e@e&.%ﬂ‘]ul /L‘& .u@ﬁ =
(5 (f”} q iel Al A

__Z l'"l:. Pll"‘l“'rl ' M 4 Fi+1

ul'.}b "'J-Phj'l"l". q S’Am tol@lal® eh ®..$ek @e 3@"38 -]@e @...GB

O )_-th}},y

Z H';jkllglllfuu o ?g fepg o @ .0/ 41, 0 d0
O, ) ?

De onde concluimos gue

i+l P

I Agageedy  $ 31"' V1P Al
}‘1..-}13 _:UL:} ,,_luo}"q ,P”___ )*’lno }kj _1? /"-'j +]1%* 'fM’q

Comparando, pois, cssa relagio com a (&) vemos a ligacdo entre a nossa de—
finigao e aguela dada em andlise cldssica,
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Provosicdo § = Sendo E, F dols ospagos votorials de Qimensio fie
nita, a aplicagao lincar de B¥@F em £ (Z,F) que a todo produto
tensorial xX'® y faz correspondor a aplicagao lincar x— < ey
& un isomorfismo do B*® F gobvo of(E,F) . '

Dononstracag - Leubromos quo sonde ¥ de dimeonsfo finite oxisboe um isomore
figmo natural do F sobre F#* aggim dofinido

yéF~s FEFH do modo que LF',F> = ¥, 7> .

Tomos agsin E*@F % E*@F¥* pela aplicagio llnoar x'® y -——» x'® ¥, Dovido
a proposigdo 7 tomos B¥@ F¥* Y. (EQF#)* pola aplicagso lincar
@Y — u dofinida por: <x®y',ud> = <x%,x> <7,¥'> . Pola proposigao
2, (B@F*)*2of (B,FK) poln aplicagio linoar u-s v dofinida.por
vixy,u = xx ¥,5' . Pola proposigdo 1, (E,F*;K) | (E,T)
pela aplicagdo linver v —>w dofinida por (x) = <x,x'> ¥,

Assin rosulia, pois, B*®F & f(Z,F) pola aplicacio linsar quo
lova x'® y na aplicsgao linear 2—y < X,xt> ¥,

[ ~ - i . - ” ’
Corolarig 1 .- Toda aplicagao lincar do E om F ¢ soma do um mimero
[ . ' B ’
finito de splicagoes lincares do tipo X—» < x,x> y , isto 0,

da forma

K- x,ut s
w5 A..... < ,xl>yl
i=l1

: i)

oroldrio 2 « Tods aplicagfo bilinear dc B F on N & da forms

Hxy) =) <xx> 477> 2,

ondao 3:&_(-2 E*, y:'.Lé F* o zié R

Demonstracao -~ Docorre do fato do sor {(E,F;N)i‘igc(ﬁ?,oﬁ(l?,l\l))_ e do

; .
: eorolario antorior,
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Irago do um ondomorfismo,

Vamos, primoiro, lombrar como se dofine trago do um ondonorfisno
- W on un espago vetorial E de dimensao finita, fagondo uso do uma bage
. ) . - Y
(0y ) on B, Sondo U = (a:f., ) & mtriz do ondomorfismo u rolativancnto 4

. base (o, ) defininos trago do u que indicaromos por Tr(u) com sondo
| n

Tr(u) = Tr(U) = Z: a'fc

=1
- Besa dofinigho nfio deponde da baso porqué, quands fazonos wma rdanga do
- baso, a matriz do endouorfisto passga a. sor dn forna PUP"]' pém alpunn mose .
triz P o To(PUP™Y). = To(pp M) = Te(V),
' Vamos dar, agora, o dofinigdo do trogo do um ondomorfismo som apew
© lar a uma bogo: _
: ~ Chanamos do trago do ondomorfismo u o oscalar ci(ﬁ) onde 4 6 o
- tongor 1 vez contravarianto ¢ 1 vez covariaonto do B¥*® E, imagom do u poe
- lo isororfismo ustabolocido na proposigho 8, Mostromos a oquivaléncia one
troa definiglo foito inicialmonto o a que ora introdusinos,
| Sojart (op ) uma bago do B o x € E, Tomos

n | n. A,
x = E Xy Coy o ulx) = é xx_u(aoc) =) 2%, ulo, ) ’

=1 : N, =1 oL =1
(0%} scndo a bapo dual do (o )+ Polo isororfisno ostabelocido na propos
: n n_
sigdo (8) rosulta 4 = ) X u(oM Je Sendo ulo,, ) = ) o.ajz °z
: &:1 A=l
i = >_~ ox®(aﬁ 0/3) = E aﬁ (@ oﬁ) o portanto,
0{,/& Q,ﬁ
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- » ’ 4 [3 [ ’ -
Tongores sinctricos ¢ antisinciricos,

Dado wm tensor % € Eg =EB8E, t=> x,® y, dizemos que ele

> , s -— b ' L] L] 2
gimetrico se g xi® vy = ) yi® Z 3 ele o antisimétrico se

Z..,., x5 8y = - E 739 % .

f s .
Exercicio 1 - Seja Gyseeege, Una base de & o t = ; trser&b o 3

]

¢ Lor . r 8T , ‘s

demonstrar que t e simetrico se e somente se t e que t o antisi-
FJ A -~ . r(" al b3

nétrico se e somente se t - = o',

Podemos generalizar oota nogdo pare tonsores de ordom gualquer
R . . . =T .
(contravarianted ou covariantes): introduzimos om By wn oparador de sime=
- ~ > ] ) L3 e
trizegaoc ¢ um opcracdor de antisimotrizagoot!

) -

Sy @r) = ) yq)8 e By
5eS(r)
A(x:L@"'@XI‘) = (_l)E(S) ;{s(l)® ...@'xﬁ(r)

seB(r}

- ~ .
onde & (r) indica o conjunto de todas as pormubagoos do conjunto
{'1,2,... ,r} ¢ £(8) o sinal da pormitaglo 8. Lstes operadorcs sao cstene
. s ad F4 -
didos linearmcibe para teisorus noo dscomponlvols.
.

’ s _ e et
Dizenos qug wmi tonsor t & simetrico se S(%) = rit o ontisimotrie
co se A{t) = rlt,

Exorcicio 2 - Domonstrar quo costas definigocs soo cguivalentes

ruv=a-4 pont.a-

.

* ’
a8 classicas,



- 23 -

Lombromos que os espagos E* ® B¥# = Eg s L (B,E*) ol (E,E;K) sao
;cananicmnente isomorfos, Dado g € Eg indiquomosg por g a aplicagao linear
édo E om E¥ ¢ por g a forma bilincar do E que lhe corrospondo,.Sc 01, ...,en
5 uma, basc de E* tomos

o T 8
g=§_ grse®o
Ty8

- . - . , o, . '
: Excreiclo 3 -~ UDomonstrar quo as seguintes condigoss sao equiva-
lontos:
‘ ~ ' ; L 13 ~ A
1) g ¢ um isomorfismo de E sobro B¥ 3
2) dado X € E, X # 0 oxisto um ¥ € & tal que g(X,¥) # 0 ;
. . — ' ~

3) a forms bilincar 2 grn:,cryﬂ o nao degencrada,

- — w2 .

T,8
Exorcftio 4 . .
Domonsirar que as condigoes soguintes sao oguivalontes:
I s =4 .

1) g & um tonsor antisimotrico;

- ~
2) g(X,Y) = g(¥,X) para todos X,Y € F

3) Bpg = Egpe

Excrefcio=5 ~ Demonctrar a oguivaloncia das seguintos condigoos:
1) g(X,X) = 0 ¢ g(X,X) = 0 sec ¢ somonte e X = 0 3

2) E Bpg Sy~ O 80 (::l,...,xn) # (0,...,0)

T8
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§ 2 - Lisebra oxtorior,

1. Potencia oxtorior do E,

Doefinicno 1. Sojam El,...,Em,F ogpagos vatoriais gobro um COrpo
K. s aplicagao
f:Elx e X En“"ﬂ" F

i i 5 . . 2 . '
uma formg multilincar sc o somonto sc for lincar cm cada variavel, isto

,
o
I
¢, sc tivermos

f(Xl,...,xi'*‘x%r,..,,xm) = f(xl,lto,:[i, .”,Xm)"" f(xl,...,Xi,...,Xm)
f(xl,iﬁn,-ﬂ Xi,...,xm) Qf(xlgann,xi,cuvpxm)’ ﬂeK;

ti

11,2, peugin,

Definicio 2. Scjam E, T ospagos vetoriais sobre um corpo K, Uma
forma multitinoar ‘

fe e ,,,.a — T

. .
6 alternada se ¢ spomonte se para qualquer ¥ ¥ s tomos

f(xl,..,,Xf,..a,xé,...,xm).= 0 quando x, = x_

Excmplo, Dado um ospago vetorial E o os vetores xi,..,,xﬁ do

- espago dual E* 2 aplicagho

~ e wrt
(Jcl, a-a,xr) — dub(éxi,.e..j> )

. » 8 .
. ¢ wma forma multilinear altornada,

. Definicfio 3. Uma forma multilincar
TRx,, xE —»F

Y SR J N .
¢ anti~simotrice sc o somonto so qualquer gue seja r # &

'f(xl’""xr""’}:ﬁ’."’xm) = f(xl’.iv,xs,ll‘,xr,llc’xm)n

Ieorema 1. Scja B um ospago votorial sobro w: corpe K do caracto-

' £ . »~ P L4 . ’
c rigtice Zero, Entoo uma forma oulbilincar e nliternada sc o somonbe se @

R S
- antiesimotrica,
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Dagui para diante considerarcmos aponas ospagos vetoriale do di-
?monsoos finitas sobro corpos do caractoristicas iguais o soro,

'

PN r
Dofinicao 4. Scja B un espago votorial gobrs un corpo K, AEao
0 conaunto dag combmagocs lingarcs fornais finitns com cooficiontos om

' s ¢’ r . -
;I\ das r-plas (r>1) (215 0005%.) (i8%0 G, os olonontos do A © gfo
da forna Ai(xil,....,xi })) con os queis caleulanos do seguinte modo:
. r

| .]) ﬂ(xlgill,ﬁ (,ll\.l,.&zg..c,h)"‘ (XJ,...,.“.I. -I,IAK)
' 2) (-‘Cljrc ,Xj. yl,olo;—m ) = (--l,o-e,xi)-cn’al) + (ﬂ.l,..-,yi,.n,xr)
3) (XI’IOI’ 32 i+l’ oc-;}-r) = - (xlyo-u,.ﬁii_l,xi,alc,xr)

ou o outros tertos considorar o cspego quocicate do Jspago vetorial das
icomblmgoc lincarcs formais com ecooficiontos om K de replas do E
i)olo sub-cspago vetorial gorado pelos olemontos do forma

'A (xl,...,x ) o~ (;\ 3C1,x2’..e54a. ) etc,
: (-'{la-nax +Y1:“wx ) - (“1:'--53- ""’X) - (“ seeesds ,....,.X )
c

(:"’l’”‘_’xr) on que existo i # j con X; = %

A inngen do (“l""’y ) no reforido espago quocicntc & indicads
por KA wes A,

Temos poruanto {no caso particular om guo r = 2):
(X+y)Az XAz +* yAz 3 (Xx)Ay = A(zAy)
:}c/\y = = yAx o portanto xAx = ote,

r -~ : .
Dofinicio 5. O espago v:ﬁ:o ial A B channepo potoncia extorior

r--aama de E. 05 olenontos do /\ & chonanese r-votores sobre B, Todo

£
r-votor dao forma xl/\ e ¥, chava-ge r-votor decompoaivel.

Teoronn 2. Seja I un espago votorial sobro K, A toda aplicegao
nul‘blllnuar cltornada
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fiEX 4, o XE— F
corregpondo uma aplicagio linear
_ _ f: A TP,
] rociprocaz:gn’oe, a toda aplicagdo lincar do ;{I E on F corrospondo una
| aplicagio multilinear altornada de BA i X E on F., :

Derongtracio, Con: ofoito so f£: B X o XE —>F § aplicagdo multie

> M ’ n, . S
lincar altornada o faeil verificar quo £ !\ E =T tal queo

(Z:oc KA AL = Zm € £y 1)

5 a.pllct.gao linoar do /‘\ E o P, Por ou'bro lado, so g3 /{ B->F & aplie-
cagio lincor, £iZX .., AE ~—> ¥ tal quo

f(}x.l,.ua,‘{ ) E’,(Y—l uu./\xr)
¢ md¥ilincor altornada.

Obu'..rvaoé'.o, £ iFlOdic to gue a aplien gao ‘Q (xl"""{r) e BY —-«‘o

= zlA .../\mr € /\ E & rmltilinear altornada ¢ quo t? (T‘r) gora }\ E

| Exorefeio: Dado un ospego votorinl M o uma aplicogdo rultilincar
alternada ¥ Qo E? ou M tal que W (&%) gora M o tal que a qualguor apli-
. cagdo multilinoar alternada £ de ol nur: agpage vatorial F eorrosponde una
apl:ngm lincar fdo M on F 4ol quo £ = F o (¢ ontdo M ¢ isonorfs a

A .

[4
Iooronn 3. So oq, veesQ, O N bago de B o8 pwvotores

?o-/\.../\e. (i<, 43 ) sao umn base Qo RE.
ey i 1 P
: : P
: Dopongtrogdo. Do fato, so y € Az
g-. » »
y= Z_..... X_?I:/\onofi\xlla .
i=1

- Totlog



Q_
1o k
i A 15.% o portanto
=1
- .n
y::iz ll “'.ﬁ Aooc f\ekp =
) }_ ‘a’il...j_ O3 A -lil\oi
Iy eer p 1 'p
J‘l LR ip
By teoraro 2 sasuc gu.a o3 Oi A ere A ei (7 il«-’. - ip ¥ sfo lincars

F
» .
nonte indopendantos, Bagta lonbrar que dado un dostos e, A .--.-.-I\oj- _
_ . . g o
(jlc... é.j ) podunos definir uwnc forna rultilineer alteornada sobre

Bz...2B (p vozos) que toma o valor 1 £0bro (Gj ,u.,a ) o & nula o
P

bre todos os outros (\.— PevuygOy ) ( i-,‘ see® L ) .-
x + P
1 P
> .
orolario = So I ton dimensio a cntio. AE ten dinenszo (p ) ..

K‘)

e e
™

Dofinieno 6, Bejan x = > di x':'l"‘A‘.‘...-./\isci‘ £ A E,.
i .
. 5 - ,
y= Z /5 ...Ay‘) E AE ., O produto cxtorior do r-votor x-
palo S-—-VGUOI"’ % 5 o (str)-votor que desigmreios por xAy tal quo
. . - e i i N . .
XAY"' E diﬁj_xlAcochr/\yaleaiAsti

i,




N . +
2+ Interprefacas geomotrica do produto extorior,
Zoorom 4i Soja E cspago votorial do dimonsfio n; Entdo

he

’ . . . “
"1’\_2(2’\"""{ . =0 (r€n) soo somento so Z13%np e neyX, foran

=

incarnente dependontaes.,
-~ - A Id
Domonstracno, So %q9seeyx, foronm lincarnentc dopendentes &

claro quo %A x4 ess Ax, = O, Suponhamos que HAeAx, =0, Sc

) . . ¢ : .
ZyreeayX, fosson lincarmeante indopondontos poderianos doterninar

| . |
Kpaqy vrey X, do modo que {x_’[""'xr'xrﬂ"”’xn} fosse una baso de Ej
conscquentencnte o conjunto constituide do Unico olotonto

Xy A oo AL AX qA ves AX,  soria win base do ospago uni-dinonsional A E.

v

[

sto forgaria qﬁe A ees AX, 7 0,

Do Toorenma 4 resulta que o subospago vetorial de E geroedo por
un conjunto joI you .,Ecr} do vetores lincarmonto independontes, coinci-
do con o cénjﬁnto _

M= {xEE } xAXAweiAx, =0 } .

Podenios rofrascar isto que foi dite acima da scguinto mancira:
Téorcr.z_'a._i. & todo r-votor c‘.ucompon.{vol zZ = 3:1/\ e »’\xr £ 0

| -corrc-spoﬁdc' ut éubospago M de dincnsao r tal quo

M= {xC-,E, ’ XA g = 0} -

) ¢ -
Evidontonente, Xyssess X, © uma base do M,
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Toorena 6, "4 xl./\.../\xr;fo o a yi/\...f\yr# 0 core

;'—")\yl avy yI" ‘X—Tloc

Denonstracag. Con ofoito, X € M, i=1,2,,,.,,r rosultando

. ‘
responde o mesuo subcspage M se o somenbe 8o XA .., Az, =

r
- i
* F 2 L9 75
=1
¢ portanto, r_ J; T ;
- : § Ty =
}Cl/\ ess ’\xr"‘ ( —Kl_yjl )Ao-o’k( MI’ M’j ) =
s o T
,]l'_l Jr"’l . : .
= A Yy ees ¥, ondo, g claro, (l # 0, Bociprocamonte se

}&:IA.../\XI‘ = \yl/'\ sae Ayr antao yi/\XlA c-o/\-xr =)\yi/\Y1A‘ -uAYr = 0'

I_l.

, ;
sto o, coda ¥; portence ao subespago gorado polos :cj o do mosmo modo

dda Xj- portence ao subogpago vatorial de E morado poloa jri .

_Q

3?. Algobra ¢e Grasauopn,
T

e U .
Ja definimos ( Dof, 4 ) o quo se ontonds por A E nos casos
: o 1
ondo r>1, Para dar sontido a AE o al\E dofinimos:

|
|

! 1

o}
A=K, E = E,

. . . W rd ~ -
A Definigao 6 nos da a nogdo do produto oxterior de um s~vetor

por um r-veiro quando s,r>1, Para corploter a dofinigio 6 introduzinmos &

i

0 T
Dofinigdo 7. XA 8=Xz so «eAR, zecA E 170 3
i xhe = zAx Ao A%, ondoxz € AE

07 = xl'\ ...z’\xr o?do r2l ;0
¥*Ae=2x so =€ AE, z¢AE,




r

3 1l : M ynam 1
o rpn, oadon o a dironsac do B,

‘ r+g
tor v, ¢ uAve AE para r,s30,

“« 30 -

i # . .
£ bon notor quo A £ & constituido apencg do olemonto zoro quan

Tonog, portante, definido o produto do um revotor u POL ULl S=VO-

et . a
Considoronos o conjunto AE dos suquoneias (u.o , ul,...)

a !

defininos

LET E,.... UpA Vg

rig=i

i ¢
0 nono co glgobra do Grassnonn,

a zoro, pocoliod cseruver sinpluszonte

, ’
¢ os clomentog do algebra Jo Gragsnann

i ) 3 . ~
| Excoreicio 3 so E tou divunsao

L z r
he Duplidnds ontre (AE) o ALY

ohca u.ie- f\ E, i= 0,1,2,..‘ . So (uO, ul,.--), (VO, vl,l.l) € &

1e) : ( U ul,...)* + vo,‘vl,...) = ( u, otV ugF vl,...)

: 2g) H ( U.o, uj.’lii) ( VO’ VJ"IID) = (.'N O,W l,g..).. 011(?.0

. . ~ . ’
0 conjunto A E conn as definigoss acinn forma uma dlgobra quo ton
Cono o8 olonantos w,, com r>n ( ¢imenpao do B) sio todos iguais

( uo, ul,_... ) = ( uo.! ulyuu u, )

L] - > ' L]
funcionan: como so fosson polinonios,

n > “. l
n, demonstrar que AE  ton dinensao 27,

1

Soja B un oapago votorial sobro un corpo K o Ogpeaey O UNR

sua basc, Sojo ofsees, o o base dua
T b

ro. A E, og recovotores ol ... ol
! i i,

1
(

err B® , Do nesio modo quo poe

Y

1,

r
< ...d.ir) fornan uno baso do AR¥,



w3l -
” i ’l.i
A rologao <ot A 4 WA O s S, A L Ao = ({.1 T
: 11 1T Jl JI‘ Jlocc.]r T r
(il< vo e ip, J < ee i jr) define wa Juslidade cnbyo £ oA BR

r r ’
Lo 4 ’ : . o . N ey 3% WO
1810 o wataboloce wr lvonorfisme ontre (A EY® o AR,
_( Naturalnento supomos a rolagio acina ustendide lincarmonte o todos
r-voltores o r-covoboros),

<!

. £
gorons 7. Saja xl/l ereA X, uw r~votor docomponivol o

5 , ¢
7?5_/\ er e x‘r v recovetor decomponivel, Tomos
i

< % ...A:{r, ::il\.../\.:::'c‘> = dot ({xi, x‘,'j‘;-‘) .

o]

‘ ~ , _ w
Donongtracac. Do foto, ustondondo ambos o mombros a rolagoo

¢

o)
Q
!:‘l.
=)
8
pa ]

T r
43 ~ - . . . LY
A E XA EY obtoos cues aplicagous bilincares definidag so-

o
=
[of]
=

T
EXxA E¥ quo coincidon nog basas (o, A +eaA o y oL A .. Aol )

g que portonto coineidon pora paros guaigevor,

[ 9]
o
[w]
[
©
=y
v
!

L) N 2
Obsorvacfio. Z“sso tooroma nos rogira aque o dualidad

. ’ . . s
nimog acima ¢ na roalidado iucopondonto do uen baso particular,






§ 1 - VARTEDADES DIFERENCIAVEIS

~ ’ ., P, o 7 4
Lo Tuncoes mumericas difercnciaveis,

. Definicfo 1, Seja f:A—>R' onde A & um conjunto sberto do K7,
Dizen:ms que a aplicagdo f & de classe C*¥ (ou r vezes continuamente diferen.

= f ~ .
ciavel) se ¢ somente se
| a5z

T S
i L . n
. a}{ PPN xn_

ex:.ste e & contimua para todo 8= L ry £ Dizemos que £ 6 de clagge

~
CD (ou infinitamente diferenciave el) se e somonte se

ésn
B

n

o*ca.ste e e contima para todo s = Z ri. Finalmente, dizemos que £ é de
classe ¢  (ou analftica om A) se ¢ somente se para todo ponto X £ A exis-
te uma viginhanga V de x tal qua f pode. ger descnvolvida em série de po‘l:?an-
cias |convergente em V¢

. Seja f:A 2 ~>RE, A congwﬂ;o aberto do R. Portanto £ = (£), 2""’fm)'
Digemos que f & de classe C° (s = r,w ,0) sc ¢ somente se f; for de classo
GB, :;.—-3 2,...,m, ou einda, se UP of § de classo O para toda fungdo de
classe C° @ "> R1,

: unando f for do classe ¢® am A escrovemos £ € CS(A), ou f¢ ‘}Ji
ouquando g =0 T €5' .

So £€ C¥(4) ontdo %—f—; € ™),
A

o i ; g ot 5 - .
| De agora om dlante funcao diforonciavel —significara fungao infi-

N | . 7 ~ ~ ¢ . 7,
nitamente diforencidvel & nso scr quo so faga mongao oxXplicita om conira=-

rio.
~ > e . . 7 . + - o 7
A fungao composta de duas fungoos difercnciaveis o diferenciavel,



-2
Exorefeia 1, Dados x€R™ o uma viginhanca U do x entdo
 a): oxiste uma fungBo diforonefivel com valores em [0,]3 que o
igual a 1 no ponto x o igual a O fora do U; ,
© b): para qualquer virinhanga V do X, tal que V< U existe fungio
mmérica diforcncidvel mla om V o igual a i no (U, |
~ Sugostéo: comegar considerando a seguinte fungho dofinide em R:
g{x) = O para x £0 ¢ glx) = oxple: ~) para x> 0,
Tomar a fungdo h{x;a,b) = glx-a) g(xub) onde a < b eto,
Ou: gponsiderar a fungao f’g(x) =Opararzf
o " _
o F{:_(I‘-);: GXP(E%’"‘ pare r§f onde X = (xl,.,_.,xn) o

r=(X§+...+x§)

2, Variodadas topolagicas o difsrenciiveis,

Definigdo 2, Chema-so yeriodado topoldgica de dimensao n todo o
pago’ topoldgico V scparado o conoxo tal eque para tedo x € V axisto uma vi-
zinhanga aberta O do X quo & homoomorfa a.um conjunto aborto A do R°,

Definicaoc 3. Scja V wma varicdade topoldgica de dimensao. n, o Bow
jem U um subconjunto aberto de Vo § um homcomorfismo de U am R{x. Q par
(U,9) tom o nome de garka local, So p € U entdo P (p) = (-cl(p),,..,x (p))
o o8 mimeros x4{p), 1—1,2,...,;1, tem o nomc do goordenadas locaig -de p na
carta Jocal (5,9, |

Deflni_g_o 4s Scja V uma varicdade ‘bopologlca do dimensao n. Seja .
(U, ,Yx) wm rocobrimento do V do cartas locais, isto &, {J U=V, o
tais quo se Uy, () Up # ;J, entdo a aplicagdo

Yo © @t o tug N u,,,)-—-—)-go,,w,(n U/g,)
8 dlfﬂrenciavel para todo ’ o
{9} 8 ehanado um atles diforencidvel do V.




—, ,R""L

Congiderando entao a tramformao&o inversa o a relé.oao fornoeida
pe.as matrizes das dorivadas vemos auo o determinante funcional da trans-
J.ormagao & diforente do zero,

 Para dofinir atlag do elesse C° basta supor que (?p_. 1?« soja
de classcG (s=rous=w), '

Dofinigas 5, Sojam {_(U o l’F“ )} e (U,V) um atlas diforonciavel
¢ uma - carta locz..l respectivamente, de uwma variedade topologlca V de dimens
820 n, U3 memos que a carta local (U,\P) ¢ compativol com o atlas SL(UK L@,( )}
se o somanto se para todo o tal que Uw /) U # @ as aplicagdos

Qu "f"’l= Y (UM Ty ) —= PulTN Ty )
Y oo LQ,L(UK\UX) WU Ty )

880 d:.i‘eroncn.avea.s, ou a:-.ncla 0 que & a mosma golsa, so LP & diforencidvol
om UN Uy {em relagio as coordonadas de Uy ) o com detorminante funcio-
nal diferente do 7CTo,.
* Dofiniclo 6. Soja V uma variedade com wn atlas diforeacidvel

{(UD{ ’ {Fo{ )} Una. i‘unggc mmeérica £1 Vo —s at & diferenciavel se para

todod f o L?ot,l é diferenciavel em lQ«(ch)
Esta, deflm.gao n8o depende do particular O po:.s gse (0 Sy lP,a)

for outra carta local tal que Oy O\ Op ;4 #, sendo £ o 0")9( LI Yy © L?/b di-

ferenciaveis, tambem fo L?o(l o Lpo( lf)}:5 =fo kF /31 sera diferénciavels

Defi n:r,cao 20 7. Seja V uma variedade com um atlas diferenciivel
{(Tfo(:.tP« )} e seja O um subconjunto aberto de V, Uma fungao f£:0-=> Rt
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é d:.fere.zciaVel om O se o somente #s para todo & tal que 01 Uy # 4 a
fungdo £ o lP“ ¢ diferencidvel,
Gabe-agui & mosma obsorvagio felta apés a definigao &,
0 conjunto de todas as fungdes £V gt diferencidveis sera desige~
nado por ‘}/V ou simplesmente por F 4 © o conjunto de todas ag i"xmgoes die
ferencidvels £:0-» R onde O & um aberte de V, por ¥ 0. '

_ Definicdo 3, Se juntamos a um'atlas diferencidvel uma carta losal
compé.’c{vel o conjunto ¥ nfo muda 5 em particular sa temos dois atlas di-
foroncidveis de V tais que toda carta local de um & compatlvel com o outro
atlas, entao amwbos definom as mesmas :cungoas diferencidveis sobre V, Nos— .
taa cond:woes dizomos que os atlas sdc equivalontog e que definem a mesma
estrutura de variedade @far@nclaveLraobre V, ou simplesmente a mesma va-

riedade d:.ferem:.avel.

Numa mesma variedade topol og:x.ca podemos introduzir dvas ou mals esg.
truturas difercntes do variedades difercnciaveis, Por exemplo, gseja V = ﬁl
com o atlags constituido da vinica earta local:

' xeV, x> 3%

e se;}a V= Rl con ¢ atlas
x€V, x—-a»ylw x3.

.Lamos fuas estruturas de variedades diforenciaveis nfio equivalontes, pols

Xy = yill/ 3 nio & diferenciavel,

Exerclclo ricio 2, Vois atlas {.(U-’-?( (Fa( }} {( (P/,g )} diferencid~
veis de unme variedado dJ.femaclave? definem as mesmas funcoes mméricas dim
fermc:.ave:.s sobre V se o someate 8¢ 'bod_a carta loeal de wm a compa‘b:.vel

com ¢ outro atlas,

 Exercfeio 3. lostrar a eugivaldneia da Def,. 8 com a definigdo do
variedade diferencidvel dada por Chevalley om scu livro ®Theory of Lie
Croups”, |
Solugfiot Nosse livro, Chovalloy 83 a soguinte dofinigho:



.
"Soja W uma varicdade topoldgica o suponhamos quo & cada ponto
xéV ostoja associada uma classo a(x) do fungdes réais satisfazendo as sew
gui;.ntes condigooes
I. Cada fungdo om a(x) & dofinida em algums vizinhangs de x (ossa
vizinhanga podendo dependor da fungdo) . .
| 1I, So F10 'R —> R & uma i‘unc-ao diforencidvel o ByreresB € a(x)
s'w definidas mma vizinhanga V de %, o (gl(x),...,gp(x)) € 0 para todo xeV
entao a i‘u_ngao F(gl,gz,...,g } £V > R pertonca a a{x),
111, £ possivel d"tormmar un gistome ordenado de n iungoos
{f 1,...,f ) om a(x) dofinidas cm U tal quo 4? (£1p600,F,) U =R ¢ um
homeomorflsmo Ge U em R®, Se y& U cntéo as fungoes fireengf, € aly) o 0w
dn. fungao gealy) & da forma
g= F(fl,...,f )
com F:0 >R1 (0 R™Y) diforoncidvel.
Nestes condigoes dizomos quo fol dofinida sobre W vms gstrutura de
vario&ade difaronciivel, e a classe a(x) é chamada do glasse das funcdes

d:_fereno:.avu:.s am pt

B claro quo da def, & rosultam os postulados do Chevalley. Rac:l.pro-
camunto, para mogtrar quo a definigdo. de Chevallsy implica a Def. 8 bagta
mostrar como introduzir um atlaes om V, Para isso, em cada ponto x € V defi-
nimos a seguinte earta lowal: (U, fbt) onde fi) = (:E' porerfy y:u —wR®
homeomorf:t.smo (condigao III da dofinigao de Cheva.lloy): Se (w,q) ) for ous
tra carta local tel que UN W # ¢ ontao, ainda por ITI rosulta que

gilg a(x)’ ondo ¢y (gl’ io.’gn), G gi Q da forma
g = Fi(flyﬂufn) _ 1=1,2,..,,n0

com Fi diferenciévol, isto é, &8 mudanga de coordenadas é diferonciével, e
| "~
ontao, (Def. 4) o conjunto destas cartas locals dofinem um atlas diferon
eidvel sdbro V,
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. Beja O um conjunto aberto de uma variedade diforonciivel V, 0 sub-
espago 0 & wia variedade topoldgica do mosma dimensdo gue V, Se {(UK » Yy )}
é o atlas que dofine a variedade diferenciavel V entdo {(UD( N o, Uy )} ’
ondo W ¢ a restrigho do g8 U 0, & um atlas difercncidvel om O
que define uma cstrutura do variedade diforoncidvel em 0, Bate sstrutura
tom o nome de gsbrutura induszida,

Se tomos dues variedadss difersneilveis Vi, V, de dimansles m o n
respectivamente tais qus V.l & definida pelo atlas {( U,( ,pr )} e V2 pelo
atlas {‘(0 A l[./ﬁ )} antdo podemos introduzir om Vl 4 V2 uno. estrutura de
* variedade diferoncidvel dando o atlas {(UO( X0p ,9,(/5 )} onde Q“c’a tal que

a0 pa) = (xl)eox (0)yla), ey, () ) sondo
xi(p),is-'l,...,m,yj(q),j=l,..,,n as coordenadas locals nes cartas Uy o Og
rospectivamsntae. £ ficil mostrar que {(Uo( x 5}3 !Qx y: )} b4 un atlas diw
fer;anc—ia:.vel. Vl X V2 mnido deata ostrulura tom o nowe de yariededs @i
 ferenciavel produto.
Txremplos
1) Rl_com a aplicagho identica,
2) B? * (varicdade produto).
3) Un aberto O do R® (estrutura induzida),
4) gt = le’“”xn‘*'l)}é Rn"l l ;,—,12.;.“.'.!. xi*l = l} com
coordonadas locals
‘(::l,..., ;:i"”’ xn+l) em X, > 0 oomx < o,
5) As curvas o superficies regulares de R? (Gefinidas no
capitulo de Geometria Diforencial) com representagoes
{t) e X{u,v), res;mctivaxﬁanﬁe, infinitamente diferen~
cidvois, As coordenadas locais sdo t e (u,v), respec-
tivamentoe, ‘
6) R com coordenadas locais X = %2 , X € RY,
7) A faixa de locbiug que é o conjunto dos pontos (x,y) & R%
tais que ~lgx¢l, ~1l<Ly<], onde identificamos os pontos
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(«1,7) com os pontos (1, -y), definindo as seguintes
cartas locais:
(a): para = # -1, x# 1, (J.,y)-—-a.(yl,yz)
onde ¥y = %, ¥, =
(b): para x >0, (x,y) -}(xl, X ) onde x; = X - 1,
%y = ¥, e para x<0  (x,y) -->(x.l, X ) onde x, =
=x +1, X = Y.
Ha intersecgao dasg duas cartas, para x<0 temos ¥ =
=x1-1 Vo = =Xy, eparax}-o, = xl'*‘l, Yo = Xny
o que nos mos ura que é variedade difercneidvol,
= {(x,y) R i % = cost, y = sen t} com as carias
locais: X = cos t hos pontos onde x ¥ 1, x ¥ ~1, e
nog pontos onde ¥ =1 oux = ~1, ¥y = gen t,
O teoremn des fungoes implicitas que se demonstra em
Antliss Cldssica bem o soguinte cnunciado: Sejam
(Xl’.., x ’ yl’."’y ), l = 1,..., I‘, r ﬁllgo"s
mmdricas cw.farﬂnclg wels tals que om
(5% ensx ® 7% 00n, 7.0 = (x5 75)
tomos P, (xo 3y,)=0 e

B {Flg oon,Fr)
S(YJ_, o-o,yr)

¥ 0,

Entdo existem T fungdes y = £ {x5000, % ) diferene]

iveis muma vizinhanga U de xo satlsfazendo as condigoos:

(a) y -f (:{1 ’t." x )’ 1 = 1 2,...’, I‘;

(b) l' (xl’oio’ xnj f (x-lgcco}x ),--o’ f (xl’!to’x ))""
nos pontos (xl,..., X, ) de U,

Hestas condigous o conjur\to CO0S pointos

(ﬁ,.as, xn, £ (xl,no:, K ),:-o, f (ﬁ,rto, X ))

do g para (xy,a.4, J;_,l) E U eonstltuem uma varledad.e
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diforeneiavel de d;cmensa.o n. 0Os pontos dar'ta voriedade
sdo0 a.queles que Satzsfaz_em as eguagoes .
¥, (31: u-‘ix. 3T 1pe0 05T )0 i=1,2,%..,T

xl,xz,.u,x s3a ¢oorne;madas locais nos porrtos depta
variedade vizinhos de (z°,5%), Ver n® 5, Subvar:r.ec;adea,
partioularmente o teorems Te

Definicio 9. Seja V uma vriedade difervencidvel, Um atlas (Ugs l({
de V é orientafo se e somente sé os determinante funclonals das mudangas
de coordenadas de uma earta loecal para outra sao sempre nos:m:.vos, Diwemos
que uma variedade d:.:.erew:.avel v & orfgg_;j.t“ve quando e somente quando
e.«::.s'tlr um atlas orisntado que define ests variedade, e nes e caso dizemos
que o atlas a4 a arle”luagu_, de V,

Contra~exemplo, A faixe de liebius nio & orientfvel,

Definicao 10, Dadas as variedades difex encz.avei., V e W de dimensoes
nemn respectivaments pe’i.os atlas &(Va_ 0( )}- ) {(H YL/ /s)} dizemos
que a apligagao hiV->U é d:..q.erenclavel quando e somente guando
-l

ohe

for diferenciidvel para tolas as cartas locais (V,,x ’ L(x ), (U A s \{/ﬁ ) +tais
que h(Va{)ﬁ We # 4.

© Sendo (Xl,,..,:: } e (yl,...,;y ) as coordenadas locais em V.‘( e W/g

respsctivamente, as fungoes y'i(h o (ﬁ( “) = yl(xl,... %) gfo difereneiaveis
quando h for difersncidvel. Pode-ge ver faciluente que h & difereacidvel
se o soments se £ € f‘w implica f o h € d'v.

Definicao 11, Isomorfismo de V e W é um homcomorfismo h do V sobre

W tal'que h o h™ ado aplicagoes diforenciéveis.

_ Obsewarao. 14} eonjv_nc,o das f‘uncoes nméricas diferencidveis - '3" v
de‘berm:ma a varioedade difo **enclave} ‘J a menog de un isomoifiamo,
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Exemplos

10) Seja V variedade difercnciavel definida pelo atlas
{(Ux s Y )]' o scja H um grupo de isomorfismos de H sow
‘bre ¥, tal que para todo x°& V existe uma vizinhanga O
de x° tal que se x,y€ 0, x # y, ndo existe h&H, do mo~
do que y = h{x), Dofinimos a rolaglo do equivaloncia:
x(R y sc o somente so cxiste h € H de modo que ¥ = hix),
o consideramos o ospago quoeionte V/@. Podemos introdue
zir em V/f uma ostrubura de vé.fiedade‘ diferencidvel dane
do o scguintc atlas dm V/R: se 2 EV/R, seja x € V tal
quo £ = p(x), onde p:¥~3 VR 2 a projegio natural, dxis-
te  tal quo x & Uy @ existe O vizinhanga de x satis-
fazondo as eondigoas acima; p(0 N Uy ) & wna vizinhanga
de %, e & facil do se vorificar quevp 0nTUg~> p0 A Ty )
8 uma aplicacao b:.umvoca.. Portanto temos em V/{Ra car~
ta local em vada ponto (p(O NUy), l{) o p ) £ faeil
Comonstrar quo ostas eartas locais sfo todas compativeis
ontre si usando do fato de que os h & H sao isomorfisumos
diforencidveis de V.,
Cagos particularcs: Seja V¥ = Rl com a carta local x ¢ Rl,
X -»i(x)= x, Considoremos o grupo de isomorfismos de R
om R*: h (;») =x+n, n 1nte"ro, todo X € R tom uma vizi-
nhanga, por cxcmplo, ]x - 4 g X T A.Y tal quo se Xy 9%,
_estio nossa vizinhanga n.ao oxiste n # O tal que z "hn(xz)»
Definimos: xR ¥y g0 e gomento se exigte n tal que
¥ = b {x). O ospago quocn.on’bc R /&a uma veriedade topo
loglca. de dimonsac um que & chamado do toro ‘I‘l. Toda
i‘ungao f:Rl ‘*-%'Rl diferoncidvel e periédica de per:f.odo

1 induz uma fungao g: Rl/GQ_"“>’%l diforencidvel, o roci-

procamenbe, dada uma funoao ¢iforencidvel g l’@{_-—l*ﬁl

podomos definir uma fungéo f:Rl-:bvnl diferenciavel perio-



ca 10

dica de per{odo 1. ‘
Scja agora 2% oom a carita local: (xl,xz) € Rz,
(xl,xz) “"-"i(xl’xz) = (xy,%5), o consideremos o grupo
¢o lsomorfismos do R™ cm R*:

by, n(xp%p) = (g + moy , + )
ondc m, 1 s3o inteiros,
Se x € Rz, S fheil verificar que x tem ume viginhanca
nas condigoos oxigidas, O espago quocicnts R%Qtom o
nome -do toro T2_. Unm sistema de represontantos T2 om
R? o o rotangulo cujos vortices séo: (0,0), (=a,0),(0,b},
(a,b) ondo rotiramos o scgmonto que liga (0,0) com (a,0)
e o scgmento quo liga (0,0) com (O,b),

t_ . + - Iy
11) Seja V uma varicdade diforoncidvol, Scja ¥ um ospago to-

L : , ’»
pologico conexo o localmento conexo, O par (T, LF ) @a

. . .
“um cspaco do rovestimonto do V so o somonte se

12)

@ :V >V § uma aplicagio contima tal que todo ponto

x € V tom uma vizinhanga U satisfazendo a seguinte cone
digao: L{)'I(U) # ¢ ¢ qualquer componente conexa do
\.P"l(U) & transformada homaom?)rficam;anﬁe em U por &,
Comq. consoquéncia, podaomos introduzir em ¥ wma estrutu-
ra do varicdade difcronciavel, o entdo l.? sord uma apli-

~ . ,
cagao diforenciavel de ¥ om V,

0 espago projetivo roal P (R) do dimonsio n com as Soguine
-tes eaxrtas locals: em Xy # 0 as coordenadas locais do PON~
to de coordonadas homogensas (xl,... ,xn_,_l) 880

X X

! i T R 1 ntl
xl goeeny i, » xi IR R EER x.

- . . ’ s ¢ , .

Esta variedade ¢ orientdvel se n & impar; caso contrario,
e I d . 14

ela nao o orientavel,
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3+ Yotores tanzentes o diforenciaig

De fln:.gao 12, cha V wma var:.cdade diferencidvel de dimensao n,
Un v\,tor tangente no ponto x € V & wma aplicagio (lincar)
: X: ¥ ;>-Rl

tal que
(a): X(£ + g) = X(£) + X(g)
X(oe) = XX(£), o €RY
{p): se F: RI_’-——a-RJ’ & difercncisvel e g; € F 5 11,2400y enfao

Y =) [QE
X(P(glﬁncoggp)) = i_(g gl)x X(gi)

, i=]l o}
A condlcao (b) tom o nome de “lei de dorivagho de fungao compostal,
Em particular se T{gJ ng) 818, resulte qua
X(glg2) gz(x )A(gl) gl(xo)x(gz)-
e fagendo, em particular, gy = 1 tomos

‘X(gz) = gg(xo)xﬁl) + X(gg)

i

e porm‘lto
| X(gl) = 0
isto e, o vetor tangente na aplicaglo constante & zero,

Lema, So © ¢ F‘V é tal queo £{x) = 0 para todo x mma vizinhango
U de x entdo X(f) =
: Domonstracao. Se;}a VW ums vizinhanga de x_ tal que T U, Existe
(Bx. 1 deste pardgrafo) uma fungao dlfqronclavdl ¢ > RY tal que

(=)= {“0 soxe ¥
L() ol =] gex€ CU

Comp £ = LP f tomos

y = X = £(x)RP) + plx )K(5) =
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: Corolarlo. Se f,g EF TV golncidem muma vizinhanga de x 0? antao
(f) = X(g),

Observacag. Se (Ud ’ LPQ{ & ume earta local do V com eoordenadns
loca:r.s (3».1,.. 7%y ) s 2 fungao x, tal que

X -3 >x(:') X5

é ume. func-ao diforencidvel em Ua,( .
Saja WQ( um conjunto aberto tal que Ve Ua( . Do cxorefecio 1 dos-
e paragrafo rosulta que oxisto wma fungdo diforeneidvel LP V= R tal que

‘ £0 SGXéWK
(x) = =1 se::eCU%

L}l(x) 1y (=)

8 le.OI‘e-lc'laV‘O" en V, Consideremos a fungdo x tal que
= x.{x) se xE€EW
X. (x) = 1 :
: = Y (x) se xéCUp(
,c co:.nclde com X; om Woe © & @iferencidvel en V, Por outro lado, o atlos
{-(Wo( , l@(/W(,( )} & equivalonte ao atlas &(U“_ W )} , & a3 coordona~
dos locais %, na carta local Wy podem ser cwtondidas a variodado toda,

A fu.n:ggo [{/ tal que

comc .ft.mgoes diforencidveia, Dagui om diante suporemos que todos os atlas
. : 13 - . . e Ly [
gatisfazen a esto condigio o X(*’ } s:.gnlflcara }L(X ); pelo corolario do

lema antorior, se oxistir outra o:}ttunsa.o ” X(x } = X'(:'Ei) = X(xi).

. Exomplos. Soja (UDC,'LPQ() vz carta local (xoé Uy ) com coordoe
nadag locais (xl, ...,Xn) . Se reT , o aplicagao

“195),

I'd
o mmero real

= {2L

b

que associa a I



& un ve'bor tangente om X, , Outrog votoroa bangentes sio ag a.pl:.cagoes X

£ —>X(f) = Z (%—;i-

i=1
ondo fas ay 820 congstantes rocis Quaisquor; Rec?i;procamonte bemos

~ tals ique

Teorema 1, Sondo (%yseis,%,) as coordonndas locais mma carta loe
cal (EUN , LPD() tal que x € .UOU qualquer vetor tangento om % & da forma

n
= a ...a_.
=L =)

Damonstmcao. Se £&€F e sondo xie F s 1=1,,..,n , tomos, ubi=

lizanco a conchgao (b} @a bef, 12,

X(g) = X(5(%ys0.0sE)) = Z(%—%) X))
o i=1

e

onde g(SEl, vev ,Sc'n) = £(Ryp 000 ’in)" Bezerovends K(S:'i) = o, obtonos

I
Y [22) .
x(£) Z(axi) o

i=1

il

x(g)

O conjunto T, de todos os vetores tongentes om X G um ospago vaw
torial, Umo baso da Txo & o conjunto dos veboraes

X = (%‘)
| - NYTL ::0
Con éfeito, se 2 Aixi = 0 entao
- | R
' E M(’J"%)xo = lj =0
=1

0 ospago vetorial Txb & degignado por espaco yeborial tangente no
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ponto x s OU s:.mplesmen*se egpaco tangente no ponto X0

Interpretacio geomc‘bnca do vetor tongeinte
Consideremos uma voriedade b:.-»dlmensmnal dlferenclavol, onde (? -1
¢ dada pelas oquagooa: ) '

x = g {u,v)

¥y = Yluyv)

%= O{u,v)
e seja f umn fungho numérica A forencidvel definida no R3 . Entdo, sondo
X(u) a, X(v) = b, tomos

i) = i— X(u) + 3= X(v)
ondo (‘)(u,v) = f(g (u,v),oz(u,v) @ (u.,v}) e entdo ‘
X(8) = (£§, * 5,7, + 1,0 Do+ (5,6, v M, 0 b=
= (grad 5, av(gu,«[u,e )+ be(g v,f?v,@v)) = (grad £, Bl

onde ’cf & um votor tangente a varicdade, Porwnto Z{£) & o derivada diree~
c:.onal de £ na diregno de £, ' -

: g

-
- Hota. Va definigao de votor tangente a eondisio (b} pode sor subse
tituids pela condigfo

(b'}: s0 f,g ¢ T entdo X(fe) = £(x )X(g) + glx )X(2),

Aubas’ as condigbos (b) o (b'), guande a variedade & diferoneidvol, isto o,
infinitanonte ca.ferenca.avol, dac como rosultado que gualguor vetor tangene

toXcﬂafom
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Entretanto, quande a varicdade & do classae ¢, a configdo (b') nfc da osto

resultado, Hostromos gue supondo satisfoita (bt) mumeo veried aue difercneidn-
vel entao

-1l

o}
o
Do fato, £x) = £x) + by (o) +uuty(xo0)s ¥ by (x) xgoa) )
_ G

onde xl,... ,xn ‘830 as coorc'!enaﬂas de Xy Pelo fato de ger § infinitamcnte
diferenciivel resulta que as fungooes b 13 (%) 830 infinitamonte diforoncide
veis (uma conclusio a.no.loga nio podomos thrar quando fech) o antdo,
' YE_.
o 0y =
X(D)= (f(x Doy Xy )+ 00e #b ((x =x0) + Xl 5 G (g =09 (= J)
1,5=1
Gata ﬁl*ima parccla, como se pode ver JlC&I‘ f‘ac:.lmen’ua aplicando a condi-
gho (B') & moro, o notanto guo by Z e X(x )= a 4+ homos

X(£) = L @“’E) 8

i=1
[
Ixercicios.,
-~
: _ P . . . -
&) Seje ] £, £[-9V ( V variadade @diforenciavel) uma aplicagao
@iforoncidvel tal que ‘) (0) = t,» Definindo, para todo £ € ¥,

x(£) = (—_—Ld(z*: )) &

= Q ’
. - N .
mostrar que £ ¢ um vetor tongente sm X,
5) Dofinindo c)\ :].-_g,—%—{-?‘f por ¢ )\ (t) = >\ (et)
: € .. ’
mostrar que o vetor tangente definido pae A e oX,
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Dofinicao 13. Chama-ge espage dos votoros tangentes a variedade V

ao conjunto . : U
' (V) = T
: x eV *o

- Usaromos tambén a notagao Ty ou simplesmente T quondo nio houver
perigo; de confusao, '

: Podemoé introduzir em TV una tonologla definindo: W & aberto sc o
somente se W & rounifo do conjuntos da forma O x U onde O & aberto em V o
U um aborto de R®, Consideremos agora o scguintc atlas sobre Tys {(Wo( R WK»
ondo Wy = Uy X R® {(Ud » O )} o atlas que definc V) e %( assin dew-

finic’-.o;:
G () e (0 ()
0( ‘ i X % -_— LPN_ (X)’ a-l,az,oco,an)
i=1

»

ke

Se X € TV gntao X & doterminado por n coordenadas ('xl, ses ’xn&l"‘"&ﬁ)

Se (U js,u(P /3) ékcutra carte local, na interscegdo com (Uy , LP(’()

tomos:.
n . n n .
Xz\; a 2 = a -3——-5373=: ‘: ﬂ--y-::j-.a:
L. in 5 1 ; Qyj % Y/ 1oz ayj
o i=1 i=1 j= ' J 3 _
- : b- -B-——
Z: b éyg
1
hj: = ai.ﬁ-i- o a8 coordaonadas de X na nova carba 3.ocal&( A? ‘]V/s )}

SEO (;y‘lpl"’ yl’l; bl“"’ bn)'
Bn geral a varicdads Ty ndo & homeomorfa ao protuto de V por R

of L
oz, V = Superfiecie osforiea,
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Ioorema 2. A vniiodede difcrancidysl Ty o orientavel,

Demongtracao,. Com efcito, o determinante funcional do mudanga de
coormanadas do wma carta local para outre &

[ 2 PR
| . ) 2
'det! CAS TR AS = dot C E ‘.det(%x ] >0
Rl 2P Sk 49y

2% 9y R E

Definicao 4. O conjunto T* das aplicagoes lincares W .T 4 Rl

l”|

‘ten o nome de gspaco tangente dual ¢o espago T,

ou ainda espago dos COVQw

toreq tangentes no poiubo x,
!
! So £e T poderos lhe associar wm covetor tangente no ponto %, que

im_icaremos por (af), o quo & dofinido por
o

(af)y () = X(2).

. Considoromos a carta local (U sXy,...5%)) c o splicagdo
X —® % (x)

Notando e X€ 1 g * ©5° f e %, tomos, (lombrando a convengao do

: .) L
N e = i} RS .
(df)::o(“) = X(£{xy s 00nyxy)) = ; PER . Xxy)

_ { ki(xj-’ooo,x ) (dxi) )
; i=l )
| Pate resultdilo nos diz que Af & uma combinagg.o linear dos (dxi)xo,

i:]_,-i.',n. Por outro lado o conjunto {(dxl)xs(dxz)xo,...,(dxn)xo} é a

bage do dual {ou o baso dual) pois
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(@), (%) = X(x)“b“'l) = 41
o que nog periite garantir que o conjunto de tedos os df ¢ exataments o
ospz%go %, '

; Deflm.gao 15. & apllcagao (af) .Txow‘b-Rl acina definida tem o now
ne de diforoncial da funcgo £ no ponto Xoe

| Quando ngo houver perigo do confusio, om voz de (df)y escrovera=
LoS isimplesmam:.e daf, Usarcmos para designar af(X) o s{mbolo <X,df>

f Se F, Bysee .,gp foren funcces difercncidveis que satisfasmonm & cot
dlcao {b) da Dof, 12 entao tomos ‘

| ar(gy ;.. "gp) (X) = <X,dr(g, -w:gp) > = X(F(gys s "gp)) N

=i<~%§z)x X(gy) = <X, L&—% )

ist§ 3, AT
' dF(gl,-..,gp) = (a g;:)x dgi
f 0

: i=l
No &i:aso particular onde F(gl,gz) = g8, tomos

d(gng) 32(35 )(dgl)xo + El(xo)(dgz)xo

. Scjan £,g duas funcoos diforencisveis. Entdo, (clf)x (dg)x0 8o
e somen’c.e 8o (‘%—%)xo (“53%{)}:0, 1=1,2, 400y Do falto, df = dg se o gomen-

te se <X (di‘)xo> =< X (dg)x? pnra todo x ¢ en particular pa-

Ta X @‘f{)% o que implica que %fci) (% %o

, _ gL = _Q.g..
Rociprocamenta, se VF; )x,  \o%; )x, entdo

Xi(f) = Xi(g) o portanto
x(f) = X(g}.
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Dofiniclo 16. O conjunto = {_} T¥ chama-se gspaco fibrade
dos covetoros tangentes sobre V. xeV

. A partir dos espagos vetoriais T e 'f"* podemos considerar o pro=
duto tensorlal

(Tx)g =Tx® cee ®Tx® T§®"'®T§

onde Tx aparece r vezes como fator e T;‘fc 8 vezes, Entao .
o= (1)f
. xeV _
éo eef.pago dos tensores r vegzes contravariantes & s vezes covariantes Sow
bre a ?Variedade diferencidvel V, ‘
| Podemos introduzir uma estru‘uura de variedade diferencidvel em T%}

'@ em T (V) do mesmo modo como o fizemos em Ty

Exerclclo 6, Definir a estrutura de varledade diferenciavel de
o (v)

L. Transformacso Ainduzida no espaco tangente,

Sejam V e W variedades CJ.J.B.;SQCla.VGlS, 8 ¢ tV—> W uma aplicagao
diferencla.vel (Def, 10), Se x € V, 4} induz uma aplicagdo

! d?* =T.'}{ —_— l‘P(x)

p*E)(£) = X(£ o c{> Y
onde i‘ et y © portanto f O(P €7 d)*‘(}’) & um vetor tangente no ponw
to ¥ —-(p (x), Com efeito, & l:x.near e é uma derivacdo, pois

azsim fdefinida:

R B = (s ) ) = w0 45 o) =
| = X(rod) + pX(g o) = ?L’*(X)(f) + ¢*(x)(g),




20

@aé(x)(F(gl,-...,gp)) = X(F(gl,...,gp)o ci) } = x(F(glocP yorerE, 04))) -

_N 7 eF o T )F .
) ey -] 4 b,

i=1 + i=1

onde z; = g o (D , ficando portanto demonstrado que (t)* & aplicagio de
. = * . . v Z - .
Tx em: Ty T dP (x)* & imediato que 4) e ume. aplicagao linear

Definigho 17, (’)* chama-ge diferencial da aplicagao q>.
Esta nogao generaliza a nog'a'.o do forma diferencial vetorial defie

mida no capitilo de Geomotria Diferencials naquele capfitulo a notagéo usa=-
& foi d O,

Exercicio 7. Hostrar que quando W = Rl, entao temos: Cl)* = d_Ct) .

Sugestaos Caleular q&*(x) (i) onde i_:Rl——> Rt & a aplicagio identi-~

Cole

A aplicagao 4);V >V, localmente,
induz m aplieagoes 4)1, pois

yi = i(xl" -co,xn) . Sondo
\ | R |
\\ / i = —5-%‘ , temos

\,_\'_,_/'

i _ n
¢*(Xi)(f(yl,..-,ym)) = Xi(f(dPl":"-’q)m)) = z:‘g“g; Xi(CPj) =

: j.._._.l
m
: d
- E_ %‘% é%i

=1

J B Yy
e gendo ¥, = 3= , resulta: B
! 3 33’3 ’ (b*(}{i) = E .Sxi;i Yj .

i

Lt
-t

3
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iato e, q)* fica completamente determlnaca pela ma'brin

35 .
Q‘a x) =152 0repme

.. J
Toorems 3, (?* e viunf{vooa se e somente se “3‘;‘1 tem garactom
\ 4 . .

r{stica n (n dimensio de V),

Demonstracdo, ¥ claro que sendo m & dmenaao de W pars, qj* ser
biunfvoos dovemos ter n< m,

Sejam X = 2— L Xt = § bXy

=1 . i=l

pr) = ?*/ i 3— & 43‘*"‘1) = Z: Z aiD %

=1 3=
a (i)*(Xl) —2 Thb .g_(.b
. i=1 .3=1

Se 4;*(:{) = q;*(x'), entéo temos

— 3¢,
i=1
i= X' se e somente Se a; = by, i=1 2,...,11, 6 que accntecers Se o someitte

g0 a caractoristica de(‘*—“ ) for n.

Definicso 15. Uma aplicagao @ ferencibvel V— W & regular no
ponto X 8e o somente se (t)*#:‘l‘x — T (? (%) é.biunivooa.

Toorema 4. Sejam V e W variadades diferencidveis. Seja ¢):V—v’ W

wna aplicagho diferoncidvel, e goja x, um ponto de V, Suponhamos que

e . ' . -
(P “‘Txo : Tcp‘(xo) soja rogular, Untdo, so | {yl,..,,ym} & um sistema
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‘do coordenadas om C}(xo) €W 3§ possivel selecionar no conjunto do fungoos
yloq> yoans¥y © c{: um subconjunto contendo n fungoos gue forma um 8iste-
ma da coordenadas em x & V. Aldm disso, ae {.zl"""a} & um sigtonms qual..
cuer de coordenadas em Xy de V, existe um sistems do coordenadss {xl, ""xxif
om C?'(xo) do W tal que x; colneide, na vizinhanga do %, com 5
(lg j<n). | '

| Demonstracao, A demonstragho pode ser feita utiliZandowse o teorow
ma 3/(Podemos cnoontri~ls no cap,II, § IV, Prop, 1 do livro Theory of Iie
Groups - Chevalley)

Zeoroma 5, Usando a mesma notagao do Teorcma 4, suponhamos que a
_imaggm de Txg por d{;* evbra todo o espago T & (xo) s lgto é,

T(t,(,go) C @*(Txo). Entdo, oo {Yl:-u;ym} & un: sistema de coordenadas

no ponte (1) (:x.o) € W, as fungoes ¥i© CF $eees¥y © q) sao parte de um
~ sistomn de coordenadas no ponto x, de V, o

Demonstracao. Chevalley, cap, II, § IV, Prop, 2,

Toorems 6. Com a mesme notagac do toorama 4, suponhamos que Ck*
soje lsomorfismo do Txo em T‘P (x,)* intao oxisto uma vizinhanga U' do x,

, o . ¢
que ¢ transformada homoomorficamonto numa vizinhanga N de 4)(::0.). Alom
- i . ) - ’
disso, a tramsformagaoc inversa * do ¥ em U 6 @iferonciivel,
’ 4
Neatimg ol A 4 g 4 1
Demonstrasao,. dsts tooroma o consoquencia dos Teoremas 4 ¢ 5,

54 Subvaricdados .

" Dofinicio 19. Curga diferencial om R* & um subconjunto | do B®
tal que se X € [, oxisto uma vizinhanga V de X o wn homeomorfismo
Y ijoal—vn ™, t{) diferoncidval,

0 homsomorfismo '-(J induz n aplicagooes XypeensX, tals que



({) (‘tl) = (xl(‘b)’ltc, xn('b))
o o conjunto dossas n mplicagoes tom o nomo do ggresentagﬁo paraméiriea
de F no ponto x, Dizomos quexa reprosontagio & rogular no ponto X 6 pa-
lo monos uma das derivadas. g Y # 0 no pohto %, Uma ourva & regglar on

x go admitir uma rapresantacao regnlar om x3 dizomos Quo a curva é rognlar
quando for reguler om todos sous pontos,

Exemplos .

1): I = {_(x,y € r? l x> } & uma ourva diforenciavel, pois
podemoa considerar a roprosentagéo paramatriaa. X = t3 '

y =+

mntre‘oan‘bo ola ndo s regu.lar.

2) 0 conjunto dos pontos (x,y) satisfazondo a oquagao F(x,y} = O
onde F 6 diforcncidvel o com dF # 0, ou oquivaloniemonto 4 f: ’ -a—g nio
nulas 2o mesmo tompo, ondo F(x,y) = 0 '

So uma curva nio & regular no ponto X, dizemos quo X & gingular,

0 ponto {0,0) & um ponto singular da ecurva I* do Bx, 1

Dofinigdo 20. Superficio dlfaronciévcl om B® & um subeonjunto 8
do R® tal quo 8¢ X €& S onbdo oxistc uma vizinhanga V do % ¢ um homoomorfis-
mo diforonciivol LQ .]O‘,,J_Y~ ]O,l[ - V{} 8,

W 'induz fungdes % tols que

@ (a9} = (x(uyv), 00 0% (0,v))
o o conjunto destas fungoos chamo~-so ropregonthedo paramétrics do S no

, 4 i
ponto X, A roprosontagdo ¢ reguler no ponto X, ge no ponto X, pelo monos

wn dos determinantes
3 (xi’x')

—3—(——'}-“’,, # 0, |
A superi‘:[cie é regular em x se admitir uma representagac regular em X, €
quando 8 for regular em todos o8 seus pontos, dizemos gque S e regular,
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. Se X5 é ponto regu_;!i.;r de uma curva, existe repreaen‘ba.gao
xl(t),...,-x (t) tal que T (t Y#£ 0O (x -(xl(’0 Yyposes X (‘b )) para um

certo i, e enuao podenos, muma vizinhange de t inverter a funcao xi, ob~
tendo = t(x ) resultando

; x = (% (8(x5)) 500005 00ny 2, (8(x4)))
ou seja, podemos exprimir mma vizinhanga todas as coordenadas do ponto
em fgngao de uma delas,

No caso de termos uma superf{cie regular num ponto, podemos nume
vizizélhang,a desse ponto exprimir todas es coordenadas em fungdo de duas
delaés- ,
Una das meneiras de obbor uma curya em R® & dar dnas fungoes
F(x,3ir,z), a(x,y,2) diferenciiveis tais que a matriz

' 36 2o Qe

CEI o

Y
JF Q¥ 2P
Jx ¥y 03

'benha caracteristica 2 nos pontos (x,y,z) onde F(x,y,z) = 0, G(x,y,2) =0,
fis ues pontos constituem uma curva rgg’u_'l.ar.

. Teremos em R uma, superficie diferencidvel se dermos uma fungao
dife;renclav& F(x,y,2) tal que aF # O nos pontos (gue 30 os pontos da U
perf:.cie) onde F(x,y,2z) = 0.

| Ag afirmagdes acima sdo justi i‘icadas pelo teorems das fungoes ime
pl{ciitas emunciado no Exerc, & do pardgrsfo 2, '

| Definicag 21, Dades duas variedades diferencisveis V o W e uma aplis
cagaéo biunfvoca diferenciavel ¢ :V —> W, digemos que o par (V, CP ) & uma
g;bxgariedade de' V se ¢ somente se ¢ * & rogular em todo x & V ( ou aine
da. q'ue (i)* & biunfvoca em todo x € V (Def, 20)).

Exemplog:

1) A= {(x,y)éﬂ? lyz sen-% paraxe‘_\o,l] 1



2) A= {(x,zrle B2
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(%,y) € {_G} _1[0,?:_1 o mals wma curva ligando (0,0) pom
(l’ gan l) }
(4,1) & wma subvariedados de R%,

AN

-x s X> U} . (8,1) & subvariedads
da R%,

3) 4 aplicagdo

)

g O = (27X 2TiAX

(onde ;' $ wm nimoro 1rraciona‘t) dofing & rote como uma
subvariedade do toro T2 {() (R) & um subconjunto donso do
toreo,

Curvas rogulares o suporficms regulares em R® gom aplioagao
iden‘tica i, ‘

Contra~oxomnlos: 1} 0 segmonto {O‘ X [O,ﬂ ndo & subvariedade

2)

do R? pois o ponto (0,1) nfo Ham vizinhanga homeomorfa a abor-
to do hl. :
0 Bx, 1 da ourva diforeneidvel (x° = yz) .

- Zgoroma 7, Seja V um subconjunto do uma varicdade diferancial W

de dinensao n, Entdo sdo egquivalontes as tros seguintea condigoes:

(a): V pode ser munide do ume, ogtrutura do varledade diforgneife

vel de; dimenslo n tal que o imersdo soja uma aplicagao regulaxr,

. {b): para todo x € V oxisto wma carta loscal (U, @ )} eom coordena-

das locais Taseves¥Xyy do W, com x€ U tal quo as coordonadas dos pontos
de U1V podem sor expressas como fungoos difcrencidveis de m dolas;

(c): pare tode x € V cxigto uma carta local (U, ) com ecoordana~

dag locals Byseeep?, tal quo vlv sajo dado por zm+1 A e 0,



- 25 -

Dosiongtracac, {a)} implica (b) pois mma vlzinbanga do ponto,

i = fi(yl, . .,Ym)
&
973

tem caractor{stica m, om virtude da imersao regular (Toor. 4}, Suponhamos
que

onde

3( 1reeesfy)
Ty 7 O

Entdo, muma vizinhanga do ponto, podatios {nverter as fungses, obtenm As
func-oes diferenciavois

¥y = L?i (xyp000pXy)s 47 1,25 040,m,
Portanto, 7
Ty = Ty (0l et yenes @ plmy ey

com j"-'—”l,2, sos ’n-'m.

{b) implica (¢}, Ye foto, fozemos & mudanga de coordonadas
: si=xi‘para1£i_€_-m
zi = xi - fi( i(zl""’j{m)""’ ﬂ(xj_"'.’xm))
prran<ign
a (5-’, cc.)z )
3 (xl’ o!rpxj

Facilmonto vemos que = 1 ¢ portanto a mudanga & permiss:f‘vel,

6 nag novas coordenadas U ﬂ V 6 dado por zm+1 g i T ves T By T 0,

{¢) implica (a)‘ trivialmente,

Definicao 22, Dadng as variedades diforencidvels V o W o uma apli-
eagao biuniveea ‘difsrenciaval (P sV -> W, dizcmos gquo (V,t}}' ) é subvariasda~

de rg_g_:larmente imorsa em W 8¢ o somente se {V, C%? ) & subvariedade do V
e O & homeomorfismo )

Contra~cxemplos. Axemplos 2 e 4 de subvariadadﬂs.

Exercicio 8.T0da subvariedado (V, (P ) rogularmente imersa ew W &
uma subvariedade fechada de um sberto em W
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§ 24 Caleulo diferencial exterior,

1, Transformacdo infinitesimal ou camgo de vetores tangente .

Definigao 1, Dada uma aplicagao p de um conjunto B gobre wm cone
Junto A {(que chamaremos de proj egao) scclo de B sobre A & uma aplicagao

A —a; B
tal ‘que ’
po o(x) =
para todo x € A,

Temos entao B =LA B, onde B, = p“l(a.) e {} B . = ¢ ‘se a #a',
. ag a a a2 .

Definicdo __24 Seja V uma variedade c’a.‘ferenelavel, Gampo e vetores

m&m 3 i gimgl & uma secgdo X:V-—-)TV de Ty
sobre V, isto e, a todo x €V estd associado um veTor tangente no ponto x.

Numa carte local (Uo(, ) com coordenadas locais (x1,...,%,) ©
campo de vetores tangentes é dado por
n

_ E 2
X = ai(xl,...,xn) Txi
i=3
: n _ | .
isto é, X, = E _ ai(xl(x),..,.,xn(x)) (%ri)x para todo ponto x € Uy,
. i=}

e as coordenadas locais daste vetor tangente na carta local (W, , LYO(.) {ver
deflnlgao de variedade T ) sao

(.le »e .,xn',al(xl, . -,Xn) ¥a ..,an(xl, »e »;xn)) N

[od . - 0] 2 : , * s
Dizer que a transformagao infinitesimal X e, considerada como apli-
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caga.o da variedade V na variedade T v a dii‘erancla.vgl @ 0 mesmo que diger
que a8 fungoes a3 (x50, %) 37152y 001y sfio diforencidvais (Def,10,81),

Ieorema 1, A transformagao infinitesimal X 4 ¢ diforencidvel se o
somante se para toda fungiio £:V—=R¥ diforencidvel tomos X(f) giferen~
cidvel,

~ ’ 2 : 2
Demonstracag, Se a3(xyy.v.,x.) ¢ diferencidvel, também o serd

n .

X(f) = Z_— ai(xl’ tcu;xn) %';.;:
=7 o

Reciprocamente, se X(f) § aiforencidvel para qualquar £ ¢ §, om particuw
lar, para f(xi,...,xn} = x;, resulta
_ n |
: o PR
= Z il =
X(xj) E-i(xlssbo’xn) 3 xi aj (xl,oaypxn)’
i=] '

- . [ ,
diferenciavel,

Obgorvagao: Quando a variedade V & o espago afim R™ podemos inter-
pretar o espago votorial ’cangﬁte no ponto x € R® como o espago veborial
dos vetores deo or:.gam x associado ao espago afin R Dar um campo de velow
res tangontos em R- & antdo dar um votor am cada ponto de R%,

A partir do agors suporcmos quo todas as bransformaroes infinitom
. simais sao d:.forcneiavels, a menos que so a.aga menga.o axpllcita do contra-

rio, '

» Grupo local, g un paramotro, de transformacSes locais,

Definicdo 3. Soja ¥ uma varicdade difetdnciével de dimensso n, Con-
sideremos a aplicacdo q> tal que ge t € R: .

ond (Pt.‘-’-—-%-‘f & um homeomorfismo de V em V satismzc_zc.o as condlgoes'
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(a): CPs ° (#:’r = cbsﬂ" 5T e R

{b): a aplicagio {%,x) ——a»'(i)t(x) de R XVoenVgum aplicagéo di
foroncial de R x V om V, isto e, sendo (U ,xl,...,xn)
(U/ﬁ ,yl,...,yn) cartas locais tais gue. "c i ‘45 y
x€ Uy, cf)t(x) € Up , o portanto
¢ (x) = (Ylﬁitﬁ’y ) = “’Pl(t’xl"”’x ))l'-’r‘rn(t,ﬁ’tvcﬁx ))
entao as fungdos LP i Sao diforencisvels nas varidveis

(t,xl,...,x e

0. grupo {%} " eRl chama-ge grupe_de transformacocs dg V é. wn par&matro.

Exemplo, Em Rl tenos o grupe de transformagoes & um para.matro

i }tERI onde (Pt(x) =x + 1,
Do (a) resulta quo ¢t = Cf)_t e d} =4 (apllcagao ider iea

do V). De {b) rosulia que todos os homcomorfismos % sao diferencidvois,

Como CF (x)=xe¢ (P sdo diferenciaveis o portanto contfnuas,
axiston J>~ 0 ¢ uma vmmhanga U de x tais quo se ltt Zfepe U, ontao

¢,t0) € T
A partir de um grupo do’transformagoes podomos dofinir um campo

do vobtores tangentos, Com efeite, sendo p € V, soja X_ tal quo

(¢, (p) - £(p)
. |
P(f) t—-> 0 t

onda £€ ¥ . Podomos demongtrar faeilmente que Xp é linear, Por outro la-

do, sa FiR® —>> R e g;e€ %, F ¢ diferoncidvol, tomos

Py (D0 eersgyl Bu(p))) < Fley(p),ennse (p)
0 ' t

a3 Z e )gi_(P) EEXOREXSY

p

b
—

X (F(gl, e -,gm) )*t..,

Il



= m (.B_F_) .lm g (i (p))- g;(p) ) 2 _Q_F_) e
- Bgijgi{p) 10 t ‘ = 38 gy (p) p i-.

=

isto &, Xp.é um vetor tangonte om p.X & uma transfomai_;&o infinitesimal
pois so £ g ¥ entdo X(f) € T. ‘

: Em goral nem todo campe de vetores tez;gentes vem de um grupo de
tranjsformagaas- de V, Por oxempld, em V= ]-1, 1 [ o compo de volores tane
gent;os I= % vom do Pilx) = x + t que si_sé' definido quando lx+t] <1.
Entrgtanto, considerando grupos loceis, toda transformagao infinitesimal
ven ﬁo um grupo local,

Dofinichio 4 Seja V wma varicdade diforoncidvel do dimensio n, So
para todo x €V, existe '_']~£x, Ex[‘ ¢ uma vizirhanga U, tal guo em
Q= U I Ex,SX[ x U, (Q & wmn vizinhanga de {0} XV em R X V) ostd
defiﬁfag una fungdo
- ¢:Q - ¥V '
(eom valor ¢(t,x) = @t(x)) tal quo para t€ ]-E_x, Ex[ a rostrigd
({;% de @, o U_ seja homeomorfismo satisfazendo as soguintos condigbes:
| "~ (8)t s s, € | s Ex{- ' sdo tois que sttt € ]”Ex’ £ x[
ontdo QL oy = Phey 5 , '

{b): a aplicagio {t,x) —>@t(x) & uma aplicacio diforencidvel
do :{«-Ex, £ x‘:x‘ U, om V isto G sc (U s %( )} for carta 1gw
cal com coordenadas locais {%y, . ,:tn) » (podemos supor
U, C Ux ) o portanto Pu(xsennrx,) =
= (LFl(t,xl, csesX) 5000, ‘-?n(t’xl’ vessX )} cntlo as fungdos

(Pi(t,xl, ceesXy)y 31,2, 400,10, sio diforoncidveis nas voride
vels b5 ..0,%,, cntdo dizonos quo q; 6 un grupo local a
un paranctro, de transformacdes locais do V,

Un grupo local de transformagoes loeais definc uma transformagao
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infinitosimal X3 sep eV o £ € ¥ dofinimos
= 1
Xp(f) -titjg T [f( ¢t(P)) - f(p)}

A domonstragﬁo de quo Xp‘ & votor tangento om p se faz do mosmo modo que
é.ntOSO

. Teoroua 2.1, Se X4 transformagao infinitosimal ontfo oxists um o
wa dnieo grupo local do transfornngdos locats ¢ tal quo para £ €T tomos

X, (8) = '.1im g ‘_f( ¢t(p)) - f(p)] .

Damongtracio, Soja. Uo(’ xl,...,xn) une carta loeal, Nosta carta
local ¢ campo do votoros go axprimo por
n .
X= Z i(xl"' :xn) '53" ]
. i1
onde ai(xl,,.. +%,) 8lo fungdus c’tiforoncmvcis, Considoromos o sistoma do

29,
TR SYRA N

con condigoos iniciais (P ,(0) = x; (x) (x € Uy )s Para cada x @ U ¢
existe una viginhonga U, o un €, > 0 tal quo na vizinhanga U, o sistona
tou: uma finica solugdo daflnida parn \‘b[ < Ex’ que desa.gnaroms por

P (% (x)y 00 ,xn(x)), vorificando as eondigdos J.nlciais, o diforoncide
~ vols on Ts Xysoony %, ¢ portanto cont{miag nossas varidvois, Entao, notan-
do qua l?i(O,xl(p),,..,x (p)} = ¥, (p), (condigdos imiclnis) o como Uue &
vizinhanga do p, oxistom £ 0, J > 0, i=1,2, ..,,n, tais qua 80

\1-,14 £, [:Y (x) -Xitp}’ < &, tamos

oquagoes diforenciais

(L?i(tlxl(x)i"ﬂyxn(x));ﬂti’ Lf (t;xi(x),kh,x {x)}) € U°< s ou soja, dow

fidindo

¢t(x) = (Ql('b,xlg‘_.na,xn),u-, an(t,xl,-e-r,J'g,l)),
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$y(x) € v, so ltl<e °ox €1,

I'bsﬁromOS ‘que ¢’s+t = (158. o ‘#t pora ls] <, Ek, \tl Afx ¢ ls+-[-,l- < fx.
Con ofeito considorando U tal que |

Yy = (08,0, ey Yyloiad) = G, (0

q)i(s x) = (’Pi s*t,x) 1=1,2, 40,0

que der:.vando om relagao a 8 nos da
Wi _ 3¢y
PR du
onde u = gtt, igto &, l{)i o LP j Satisfazor ao nesmo sistena de oqUAGO0E .

k.

istc; 3.

diferoneiais,
0 aigtoma

W

........ = (q}l""!t}) ) i*'—'l’,Z, vougll

coti condigdos J.nlcials l{)i(O) L{?i(t,x), i=1,2,4..,n, que dovido a uni-
cidade da solugdo, tom goluglo '

LPi(S, i(t’xl,-lt,x ),‘oo, (P ('b xl,-a. ,.n.n) 3

ou soja
P (s,%) = CP 0 LlPt (x) -, Lsto 4

(Ps-!*t qL’ q)t

Tomando \‘b[ < € rosulta quo
| (]b‘b 4)-‘5 o’

ficando portanto Comonstrado quo (t) 6 um grupe local do transformagaes
locais em p, Por outro lado, se £ € '

(P (x) - ()
30 %

f(\Pl(t xl’ooa,xn),o-o; Son(t,l-l, ...,x )) - f(xl, .,.,x )
= lim- >
=0

—
-

*



© 33 =

a0 n
e\ 39y | d
’;(3‘91) =0 v - i:l Lﬁz " ay{x,(p), 'fuxn(P)) = Xp(f).

A unieidace do 43 seguo da unieidadu da soluglo do sistama do oquagdos i
foreneciais,

- Obgurvaeas. Se o grupo local do transfornagdos locais (tJ (x) & tal
© quo oxisto un a > 0 tal quo q)t(x) ostd dofinido para |t|< e para tode

x & V ontao podenos oxtendor q).b(x) 4 um grupoe do transfomagoos o ul poe-
ranotro, do V, C : ‘

Conn ofoito, dado § € R oxisto wn n tal guo |§|<ae Dofininos
@ {z) = s/n q)s/n one 4)a/n (x) = {¢s/n) ‘(1}. Lsto. c’ofinigao

3 indopendents do n perticular: so {ﬁk a entﬂo

{ s/n) = (( ¢u/nn)r9n = (¢s/m = ((cps/nm)n>m = (qss/m)n |
Tonga que q)'b'* (x) = Cf’t } o(=)s Cor: efoito totionos n tal wua E},{ ay

<a ° \i‘él{ 2s Tamoa 43“ = (q)i'f_a) = (q)%ﬁ = ((P’G/no (Tbs/n)nz

nn
= q)t/nn :5:/1«.o ¢t/n°‘ ¢’s/n ® eee @ cpt/no.qje/nx (cbt/n)n (cf)ﬁs/i‘x)x.1

- ¢t°¢a

(Lombrar que ¢t /o © C%Js /n comutan) # claro quo os ¢t asein dofinidos
aindn gdo homsomorfismos diforoncmvvisrﬂdu V o portanto ostd domonstrada
nossa afirmogao,

-—-—---—

if

Dai soguo imodiatanente o

_Q,m:'c}.:‘:r:‘_o° Sobro ume. variodado coupacta ﬁa_da trmsfomag&o infini-
tosinel dofine um grupo do tronsformagdes o wm paranctro,

Exorcfcio 1. Soja X uza transfornogfo infinitasiral definida sobre



L 34 L
una veriedads coupacta V o tal quo Xy # O para todo x €V, Dazonstrar quo
axigto un E> 0 tal'que ¢t(x) # x para todo x € V o [t{<§, t # 0
( CP,G indica o grupo da trangfornagoos agsoeiado a X),

Obsorveros qie & transformaghc @y, 2cina & antdo una transformagho
cont{nua (& noano honoomorfisno diferenciavel) do V gan ponto fixo o homow

tdpica a aplicdgap idontiea (F(s,x) = CPS/E, (x}), 0Ogsgl, t= "f" ’

defino a homotopia). Do teoroma dos pontos fixos do Lofschota Beguo quo 2
cardctof'fstieh do Pulor-Poineard da variodnde V & nosto caso igual a zoro
{Vor a parte o Toj:ologia Algibriea), .
. Portanto 8o uma veriodade compacta admito un ecampo du votoros tane
gontos quo nio so amila, sua‘camcteristiqa do Eulcr-PoincarS & nula.

Ou ainda: Nuun vo.ridda_da cor.:pdcta cuja caractor{stics do Eulare
| Poincard & aiferonte du moro todo canpo ﬁi:furonciivol)_ do vaotorose tangon-
'bos"bom polo menos un ponto singular, isto 5, un ponto o que 2lo So amiw -
o, £ o que acontocs por oxotplo sobro a suporficio osffrica (K(Sa) = 2},

Tooroma 2, Soja X uma transformagho infinitesimel X tal que X, # 0.
Entao existe uma carts loeal (U% ’LF‘( ) com coordenadas locais ¥roeeosTys
tal que p ¢ Uy » onde :
9?1

Damonsﬁ*ag&o; Saja (U /3 . LP A ) uma carta local com coordenadas 1low
cais (xl,a..,xn) tal que P._G Uﬁ « Neata carta local, X é eXpressa por
o n

- ( ) 3 _
X = R A AR L -33-:5_

| =1 |
com ai(xl(p)n..,xn(pD # 0 (podemos fazer esta hipdtese sem perda de ge-
neralidade) Seja Q = {(xl,...,xn) € V' kxi - i(P')l £ a} onde a & su-
ficientemente pequeno para que Q¢ U 43 © consideremos o sistema de egua-
goes o

LN _

I

ai(zl’l..,zn) . i=l’2’l.‘,n
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0 sistema possue uma dnica solugdo diforencidvel

wl(yl'xl(p pesayX (p)) i%l,a,;.«,n
com condigoes :u.niciais ,

Wi,(ogxl(p},.u,rm(b)) = %, (p)y  1FL2,0.008
para |yy) £ b
A apl:.cagao tal que
1= Yilrpm(edy e, {p)) Ga(rysaanyy)
g =Yl (ehs ez (6 * v = U (5yheneyy)
i=2)seesn  tom determinante funcional igual a al(:cl(p),.“,xn(p)) # 0 no
ponto p, e portanto & um homeomorfismo (Pot de uma determinada ‘vizinhanga

Ub( de p, em R™, Como consequéncia (Uots \‘00() com coordenadas {35_, u.,y )
3 uma garta local compativel eom o atlas que define Ve Seja agora £ ¢ %

e calcu_lamos ‘5““ (£)

T—(f(t{?l,,,.,,t() ) ~Z%—’J% }:%fg

.t
-
)
i

i-l =1
PE S N
e} 2 xi ai(xl.l s '-’xn)? izto g, X = '5“5;“

‘coo_iﬁdenadas looais Fyss0esVpe

Exerc:fc;os,
2¢ Definir trans:ormagao infinitesimal gontinva, M)ﬂ'brar que a

transformagfo infi nitesimal & cont{rua ¢-> a (xl’“"xn) s 1%1, 0. 4yn, 880
cont{nuas &=p para todo £ & ¥ emtho X(£) & conf.{nua..
3, Enunciade do Ex, 2 substituindo a palavra "eontinuat por “r Vem
gos diferoneidvell, ‘ ' ‘
4 Definir do modo andlogo s campo de tensores do tipo (r;s), 1ge
4o &, r vomes contravariante e e vemes covsridnte sobre V,
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. ~ .
3. Parentosis do Poisson,

Quande X,Y sio franaformagaas infinitesimais diferoncizveis, a trang.
formagio
| [xz] “XoY¥aYoX=%XYnyX
¢ uma transformagao infinitosimal dlferenciavalg Com efcito, [X Y_‘I

lincar e
& Y] @leyseeerty) ) = x(x(F(gl.v..,gm))) - Y(X(F(gl,...,gm))) =
F. ' L
=X »() g Y(gil) - X 'g"" X(gi) =
=
. m N Coom N Y _Q__
i} AF. oy . F )
- 5— e Ve ) Tg Me)) - Z"- oy *e) -
=1 i=1 ' ' i=1 -
JF . |
Zl $Ewae)
= .
gondo. numg carta local com coordenadas (xl,-.. . ,::n) , X = Z:_;aj(x) 3&%
- | - 3=
‘n | E
Y= [ bj(x) -:3%- entao
j:]_ : .
" B et
; 5 vy - ; ; 8y - o) T3
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m_ n_ : 3 o m
| by{x) . ay(x) 2 JE

X X ?
=1 5, kg 33@8 9%;

R S

e como 1td a 5
Ser 9 A Dgi p) gg ¢ ostas duas Witimag oxprossoes sao
igua:r.s rosultando '

i

n

_ =S 2F. ; AT .

(_X,YJ (F(gl!uuém)) ; agi X(Y(gi)} - - "5"gi" Y(X(gi)) =
E “AF ' '
= --o-é-i- {;’Y] (gi).

i=d

Y fato do R.X,YJ sor difereneidvol resulia do que X, Y gdo diforoneidveis

Dofinicao 5. 4 transformagdo 1nf1m.tesma1 [X,Y] ten 0 nome do

paron‘tcs:.s dc Polsgon de X oY,

0 pa.I‘GntGSiu d¢ Poisson goza das soguintos proprlea.c.deﬂ* do Theil
veriflcac-ao

(a) E{ Y] T - \_Ya“]

(v (%, (v, z]] [Y, [z x]] [z (%, Y] =0;

(e): (% +%,,7] = (x,7] + {x,7] ;

(d): [&X,Y} = a Y_X Y], a constante, :

A propriedade (b) & chamada do identidade do Jacobi,

Icorama 3, Seja Ot V —5 Wume aplicagio do uma varicdade difom
renclavel V om uma Varledado dlferonc:r.aval W, rogular om todos os pontos
de V. {(Def, 18, § 1) So P €V, seja T ¢*(1 Yo So ¥ & uma transformae

gao inf:.n:.tcsmal om W tal que ¥ (p \ & Tp pare todo ponto p €V, ontao

oxistc umn e som‘flte uma transformagav infinitesimal gh V tal que %= d?“(x)



N
Demonstracio, Ver "Theory of Lic Groups" - Chevalley Prop, 1,
Cap. 11, § 1,

TbOI’E}m__Z“ Seja ¢ uma. aplicagdo diferencisvel de uma varisdads
dlferencmvel V om uma variedade diferenciavel W, Sojam 4(1, X, transformo-
goes infinitesimais em V, ¢ ¥ss I, transformagoos ini‘lnitoaimals om W, So

q)*(Xi), i=1,2, entao ‘
| (1) = ¢ [X X})

Domonstracdo. "Thoory of Lie Groups" ~ Chevalley, Propos. 2,
Cap, III, § VI,

4o Formas do Pfaff.

Scja V uma variodade diferencidvel o considoremos T# o espago fi-
brado dos covotores tangentes do V, Podomos introduzir una estratura de
variedade diforcneiavel on T§ oxatamonte como foi feito para Ty {ver
oxerc, § 1). Entdo 3 imedisto que wma sccgdo W VT8 de T sobre V

[ P
G dlfur nc:z.aval 5¢ o Somﬁ”ltb 80, sendo
n

= ?. ai(xl,...,xn) dx;
=) | |
a oxprossao de  ruma carta local, as fungoos ai(xl,...,xn}, 1=3,2, ve eyt
gao diferencidvois,

Dofinigdo 7. Uma sacgdo diforencidvel WiV—3T* tem o nome ‘de
forma do Pfaff,

Icoroma 5. Uma scegdo @ :V —» T* § diforonciavel so o somonto sc
w(X) = <X,w> & uma fungdo diferoncidvol para todo X diforenvidvol,

n
Domonstracac, Se w = E as(®yy0e0yx,)) dx, muma carta local

i=] 7
con coordenadas locais (%ys.e.. %) o X = ; bi(x.'f.’“"xn) —-aa%- entao °
. J=1 ’
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A ) n_ |
31 ) .
I 3
= ) Pimpecnrdeog(xy,enn) <55, > =
£, :

= Z bi(xl, e -’xn)e ai(xl"“’xn)

quo & diforoncidvel pois por hipdtose ai(xl,...,x ) b, (xl,.-.,xn) 880
difﬂlr\.nclavols. Reclprocamentoe so <X, Ly > ¢ diferenclivel para todo X
runciavul, om partlcular para X = -%—

B
5’3

j rasultis
2w = ( YL Lm) ax ( )
E '5_3' ai xlrnux ?—x ’ >' a e T ARRY RN
d:.furc,nc:n.a'sml.

. ) 1] ’
Dagui para diante suporcmos toda forma de grau un diforcenciavol,

, . L,
! 5. Forma difereneciavel de grau g,

Dofjnicio 8. Sondo V uma variodade difercncidvel de dimensao n,
o todo ponto x € V tamos o aspago T“ dos covetores tangontes enm x, O es-
pago s '

LiAT

tomn Io nome do gspago fibrade dos s-veborus sobre V.,

I - 8
. Dofinicfio 9, Uma forma d$ graw s 6 uma sccgao W :V— U A ¥
! xeV

. Lo .
igto| o, a cada ponto x £ V associamos um s-vetor em X,

| Numa carta local com coordonanclas (4.1,..., e ) uma forma de grau 8
so exprime por
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Z a’ilu.ls(xl:u-sx ) Cbl_l_ A ...Adxi

8
ll-l-( izd_ ..--.’.i

Dofinicao 10, Dizemos que uma forma do grau s & diferencidvel se

s
o somonte so as fungoes 831,14 (xl,...,x ) =30 difercencidvois,
; L3
So 1ntrodu21rmos, de um modo obvm, una estrutura do varicdade di-

ferencmvel i U /\ T"-‘ » osta definigao oguivale a dizor que a secgao
o  uma aplicagao dlferonclav\,l.

. Iooroma 6, Uma forma do grau s 6 Biferencidvel se o somoente so
W (Y ,...,Y ) = <4 A ... A g W > & uma fungdo diforoncidvel para
qualbquer Yl,...,Y dlfu!‘ul‘@laVulu.

Demonstracao  Sondo Yj = E bg_(xl‘, .o ,xn) -}%{: ontao
; ' i=1
< Yl savw Y ,w > = 7

a ’a - —
"< bjlana S.Fx_j- .s./\—é—i} ’.>. ailsuuis dxilA 'to/\.dxis> -
5173 1 8 11 ukiy

' 1 8 / J
= ) Dy ..« b a. dot & =5 , ax,
Jl Js llacsis \ axjk ’ l>

Jk? 3{

-y

3] '" 1
mas Esto determinante 86 pode sor igual a Zero, a l ou a -1, o que mostra
que :
< Ylf\ .../\YS, W & diferoncidvel, Para mostrar a raciproca basta con-
sidorars
' Y, = 2 ¥, = wd
17 D ey g T P, F
; J1 Jg
<Y1A-'&'A L{)> - (x—‘,o-.’}: ) ¥
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Dagui para diante suporomos dlferenclavcis todas as formas de grou
8, sal*:o avigo cn contrario,

Ghamarouos as fungdos diferencidveis de formas de graw #0rg, Son
do w wne: forme do grau 8 o f€ ¥ dofinlmos: £ AW = LW,
As formas de grou um sno as forias de Pfaff, '

6. Diferonciscio oxterior do formas

Ioorona 7. Existo wma o uma dnica oporagho § que associz o toda
forma de greu s una forma do grau s+l tendo ag seguintos propriedados. o
S (b rwy) = I ) W) 5 |
{2): sondo W formn de grau p entho -
B(wAw,;) = Jw)Aw, + (-1)pw/\3(w1) ;
(3): so £€F ontido 3£ = af ;,
(4):939 £= O‘ptara todo £ € F

Demonstragno, Dada uma carta loeal (U;xl,,..,xn), seja L uma forw

ulel cﬁja QXprossno local & W = E ailr- i dxilA~"‘Ad’¢l + . Vanos do-
- A . &ns p p .

: LS - K ~
nonstrar quediv tem necossaridmonte a oxprossoo logal

I "‘E By venip Tig A e Al

Inlcialnentc observemos que s Lu = dxg A axy A vee/\ x;  munD cor-
N p
ta local entdo W = O nosta corta loeal, Cow cfoito quando p = 2,
J (axg A iy ) = ? (dxil)/\dxiz - By A ’a(axiz)_ i

de condigho (4) rosults | o _
? (dxij) =2 (9 xij) =0 , j=1,2,

Portanto ¢ (dxill\' dxiz)‘ = 0, Supondo quo



9 (dxil/\ /\dxip_l) =

temosg
g (dx A ucIAd-x A * ) =a(d-x' A lolAﬁ' )A *
1 By d":? iy 1 d"ip
+ (..1)1°"l(ax IR NRICICR ALY
P
Sendo agora w- By 4 (x) A%, A eesAdx; temos
lnon p l p

3wl =7 (ail___jp(x) oy A vdhax ) =
P

=06 o |
“3(5311.,.%(")) A (g A '"Ad"ip) * () ail...ip.‘x)/\ V@ h e Adny ) =

= d(a (@A ax, A Adx
‘para o caso mais geral, isto é, guando

W = B, . (%) 8%, A eesAdx, s reéulta, devido & con-
i esed i . 1
1°°7p 1 I
dig;o (1) ,que

2 (w) = > d(a (x)) A ax; A oouAax,
il...ip il e lp -
0 operador J & Unkéo, pois se existisse outro ' -satisfazendo (1),(2),
(3), (4) ter{amos
() = E ala, . (XAdx, A.ccAdx
3 il_..'.lp 11 ip
e portanto '
: B‘ ..__..B

- Iegrema 8, Para qualquer forma Ly de grau p (p 0) temos 9§ Jlw =0
A demonstragac e facz.}..

Daqui. e d.lant.e £8CTeVeramos dw em lugar de JW , diY 8e chame
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giforencial exterior da forma e a aplicagdo W —s dw. e chame dife~
renc :.agao axterior, '

' A diferencigac de formas pode ser caracterizada int#insecamente

(isto @, Sem usar da eXpresséo de ume forma em coordenadas locsis) do S
guinte modo:

Teorems 7. A diferenciagdo exterior & um endomorfismo do .conjun-
to dos p-formas de uma variedade difersneisvel no coijunto das (p+l}-for-
nes aasta variedade caracterizado pelaa propriedades seguintes: -

(&)t Se £ & uma O-forms, isto &, uma fungio diforoncidvel sdbro V¥,
entdo Af(x) = X{£) pnra toda transformagio infinitosimal X do V,
(b): So w & uma p-forma {p 31} sobre ¥ entao

-+
-(dw)(xl,.,.,xpﬂ) } : {.-:L)i 1x, e ,...,xi,.,., p+l) +
i= .

Z (-l)l JQJ( "Xi,x'ﬂ 18000y ipuoc, j,too-, p"'l}
1§

A demonstrag'ao e gimplee, basta verifioar gue ¢ endomorfisme assim
definido s&tisfaz as propriedades 1 a 4 do teoreme 7,
. Sew & uma 2-forma temos em partivular

(@0)(x),%)) = Kwity) - X00) - w({x,5] )

Ts _Integ_)retagéo do c&lcg_]g difersncial exterior em Fl3 .

 Uma forme diferencial f de grau gero sobre R.3 e simplesmente uma
fungfio diferencidvel definida em B,
Fazendo corresponder a dxl, 4, e 633 no ponto x 08 vetores unithe
rios‘f ? k de R)B no ponto x entdo a uma forma de grau um
() = vy (x)axy + vy(x)ax, + 15:3(::):1.1:3
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corre,:.ponde um campo vetor:.al?(x) = vl(:’)_:’.'-!" vz(x)j+ v (x)k
A umz forma de grau 2

b}(a)(x) = a.l(x)dx Ade + az(x)d'x /\dxl + aB(x}dx A dx,,

Vcorresponde um campo de tensores antisimétricos de ordem 2- que pode ser
1nterpretado como um campo AUx) = a]_(x) i+ az(x) ? + aB(x) ¥ do votores
axa.a:.s (que se distinguem dos vebores comuns chamados polares pele feto
de n;ao midarem de sinal quando mudumos a orientagac do espago invertendo
o8 sfentidos dos tres eixos por exemplo) se 208 produtos exteriores

/\dxz y G Adx,, d:xja‘\ d.xl fazemos corrosponder os produtos vetoriais
14,} =%, TAk =1, a1 =73 (T, 3, X sfio agors interpretados come vetores
axia;is), isto &, 8¢ a0 produto oxtorior de duas um~formas fasemos corres—
ponder o produto vetorial dos seus campos de vetores eorrespondentes, |

A umn forma de grau tros

w3 2 o oy A @, A ax,

corrusponda uma funggo pscudo-oscalar s(x) (isto &, uma funghe que muda
do ‘sinal quando mudames a oricntagio de R %) sea axy A dx, A dx, fazemos
c:or:qesponuer o produte interno do vetor polar ?.', por exemplo, pelo vetor
axiaél ?/\f, isto &, o produto mixto 71:(35/\'1’)‘ (={YA _J’)ﬁb {que & um
pset:tido-e'scalar); isto &, oo produto exterior de uma l-forma por uma
2-—fofrma. fazemos corresponder o produto interno do campo de vetores corres-
pontfente 2 primeira pelo compo de vetores axials correspondents a gegunda.,

Portantot
_a¢f £ £
a df = -:5-;1— dxl -I.L%-;; dx2 -%—x; de corresponds
2£ 2 Q£ 2,28 & ]
gradf—--—x-l-i'l‘*a-%j*‘ 'Bka_
(1)_‘ 3?2 3V 9:3 V2
A dw (ﬁl—--a—é)dxlﬂdxz*-(_.ax - g A by ¢



uM—

A Vo, — Yy ._,, v DV
rot-v(x)-—(',"'z--—-)f.*(*a‘,;;- xl) *(ﬁ-g;i)k

a a aa
4 «11@(2)-(’a L, 32

"1 Tx; * ) dxl A de/\ d:cs corroesponde _
_ 2 %, a 8, 9 B,
div A(X) = 3"1 ng Dx

As velagdes daly = 0 6 AWy A W) = (Al A W, +1)TW,A (aW,)
onde Wy ¢ uma r—formn tem entdo as seguintes interpretagoes:

@ar=o0 _  rotgrad £ 20

aawd = o divrot V=0

difg) = (df)é + £(dg) | grad{fg) =g.grad £ + fograd g
d(f(.o(l))::af/\ Q<l)+fdu)(l) ‘ rot(fV) = grad f/\_{? $ L1t V
alzw@y =ae A WA v pafd div R = grod £ + £ aiv

a(w P 1ofh=awth w{P woih aw0ft  avTAT,)=(rot¥) T, —
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§ 3,5 Tooroma de Frobenius,

1. Sistema diferencial,

Seaa V uma variedade diferencidvel de dimensio n, Sejam Gr('l‘ ) o
conJunto de todos os subespagos de dimensao r de T o © Gn"r(T*) o conjune
to de todos os subespagos de dlmensa.o n=r de TX, A aplicagdo que a todo
subespago W de um I, essocla o subesPa.c-o ortogonal W de ‘1‘5; define um
1somorflsmo canomico de G°(T ) sobre a? r(T*).

Congideremos os conjuntos

= U &y,
x€V

{fre) et
G Iv) = ¢ T#) ..
v) xLé)v (T

Definicao 1, Chama-se sigtema_diferencisl de dimansao r ou Qistri-
buigao de dimcnsfo ¥ toda secgao F:V ~—> aE (V) ¢ isto e, a todo ponto x ¢ V
corresponde un subespago Wr de dimenséo v de Tys

& {ner)
Desde que a todo subespago Wx de Tx corresponde um subespago Wx

de diimensio n-r do T%, & socedo FiV —> G (V) corresponders uma secgao
| Cpry —s axr) (g

Definicdo 2. Se para cada p € V existirem umas carta loeal (-

(_Uod, Xq 5 ...,xn} compg Uy, er transformagoes infinitosimais diferencide

vais; Xl, +++sX, linearmente independentes om Uy tais que (Xl)y’ .a.,(Xr)y

s80 uma base de W§ para todo ¥ € Uy, entfo disemos que o sistema diferen-

cial F § giferoncidvel. Se a transformagio infinitosimal X for tal que
para: todo ponto x €V o subespagoe vetorial T gerado por l(x & um subespa~
o de F(x) diremos, por abuso do linguagem, que X € ¥,

Dagui para dn.an'te suporemos diferenciavel todo sistems diferencial,



Se Xl,... - ¢ uma base de Wr sobre um aberto U, completando-a nue
ma bage xl,...,x de T e considerando a base dual WiypesssWy
{ wi(xj) = 63 ) en‘bao Wosgreves W & wha bage de w;(n-r). Portante,

a todo sistoma diferencial F do dimensfo r fica associada wme forma de
grau n-r que se pode exprimir localmente como

__D.: wr+l noaAw »

Definiglo 34 Seja (W, ¢) wns, subvariodado de V, W & variedade g inw
__ggg,; de um sistoma diferencinl F so ¢ somente so para todo ponto y eEw

tomos
Y (ry) C RSN = vy

Dofinicno 4. Um sistema F & gomplatamente intogravel se o s?pmen‘be
se para todo ponto x  V oxistoums carta loeal (Uy #Xqs e vesX,) cOM

x € Uy tal quo cada subvariodade definids por xr+1"'°t°‘ sesey %= obo,
S uma variedade integral de ¥,

, Exemplo, Quando damos uma oquagdo % = £{x,y) estamos dando om
cada ponto do plano uma diregdo. Integrar a oquagio signifiea determinar
Wme curva, quo serd e variedade i'n‘b-egral, tal gue o vetor tangonto & -
curva no ponto (x,y) faz com o sixo dos x um anguld £ tal que

tg €@ = 2(x,5), Bsta probloma podo sor ancarado sob o soguinto aspocto:
auponhamos quo o solugao de -c[x f(x,y) goja dada por u(x,y) = ¢, Entao

‘ .5.9 T}?’ v =0 ou ",)'B - £{x;¥) —5—’5 = 0, R\.clprocnmanto, g6 u(x,y) sa-

tisfas a asta Gltims edhagdo, u(x ¥) = ¢ nos df wia Sol‘ugacc de y' = £(x,¥).
Portanto as aquagdos |

y' = f(x,y) o

u=90
onde X = % - f(x,y)-%; sfo equivalontos, Por owtro lado X & um sistoma
diforoneial do dimensgo 1, Efotuando a. mwdanga do coordenadas |
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H

u(x,y)
v = v(x,y),
u(x,y) = ¢ nos 4 uma variedade intogral, Com ofeito, o aspago tongente &

u

-

osta.subvarlodada S gerado polo Vcator tangente 3v? ©

icgcx(u,v),ytu,vn - %x Xx) + 2L x(y) =

x -g; *‘---5'55, av)-X(V) X(v) "5; [g(x(u,v),y(u.v))]
dondcia resulta

f

)
X=a-é~; .

2. Derivaceg om aneis eraduados.

DefinicAo 5, Dado um ancl 4, dar uma graduacdo do A & dar uma do-

composigao do A em soma direta de subgrupos A A= > Ag, o uma lei do
. ge@

compcs:.g,ao (quo indicaramos aditivamento) associativa o comutativa om.G

tal que 8o xEA.g eyéeE A‘h eataoxyéhgm. | _ .

Un anel com ume gra.rluagao sc chama ancl graduado,

. Exemplog, ) —
1) Seja G = {0} o A =A% un anel, A = Z A° § um anel graduado

triVialn
2) Soja G=N= {O 1i250us } ¢ E um espago votorial de dimonsao n,
n

| i i
A aigebm NE= E AN E= E A E & unm anel graduado com o produto
ic N i=1 '

. r*s T 8
xy=xAye A\ B 2€AE yel E

x

3) A dlgehra dos tonasores covariantes ®DE = E X E.

ren

. 4) A &1gcbra dos tonsorss contravariantes & Ed = X E*,
r &N
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T,
5) 8o I‘. indica o uspago dos itongores r vozos contravariantos o 8

vozos cov:xrl...ntos, E Er minldo com a oporagdio do produto tongorial,
_ )

tom uma ostrutura do anol graduando, Nostc easo G = N X N com sona:
(rye ) + (rt,st) = (r+rt,p*a'), '

6) Sojan V una varicdado diforoncidvel o AR o conjunto dag fornag

do gi'au n sobro V.
A= E AR

ne N
nuniao con o miltiplicagfio oxtorior do £ orma & un anol.graduado,

. Quando G=N= (0 1,2,...] un clononto (a )nGN pode gor ocseri-
to na forna

(ao’?l’ﬁit’ap’O’O,QIl) = (ao,o'o,...) +(O'al,0’...) *...*(0’;..’0’ap

Noste enso oscrovoronos
i

’0'000)'

i (O’.lopai’o,lt.) = ail
Porténto, : T

(a ’al:t-uapro!uo) = 2, ""'a-l Toaes ¥ O'p! C Ai‘

Dirono.., quo un olomento do A. 3 un clonunto hon ogonoo do grou 1,
! Quando oa olonontos do A™ forom da fornma

i 3
z:b 8y ...s.lq

ondo iboé A° o nis € Al, diromos quo o ancl graduado & gorado polos olonone

tos do graus goro o uny
|

Dofiniefio &, Soja A = > A, u anol gradwado, A gporaglo barra
b nc N "

¢ una. aplicagio do A e A tal que scx € An,

c 8¢ 'a = ao 'F'al + [ XY "+ ap,,
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_ oflnlgao 7. Una aplicagho lincar D:A —> A, A ancl gradwedo, é
ur Ierlvagwo so o souonts so  tivormos: ‘
(a): DX = Dx 3 '
. {0}z Dlxy) = (Dx)y *+ x(Dy).,
Unn loplicagao linsar D:d—> A, 4 umn anti~derivagho so o sonento So tivore
mosé
()K= -Dx
(b'): Dlxy) = (Dx)y + X (Dy)

ExoLplog.

1) Soja 4 = ¥ o anol gradundo dos fungoos diforonciaVOia RUIA Vo
rlodado diferoncidvel V, Todo transfornagao inflnitosinal X 6 una doriva=
gqo. Msstre comwo oxorclcio que toda derivagdo en ¥ & umn transfornagio
ini;nlnoaiual,

. . ~ . , . ~
2) A diforonciagdo exterior de formas ¢ ung antiderivagao no anol
graduado das formas diforoneicls oxtorioros.

Pooroma 1. Sojar A wn ancl graduade o & o cunjunto.de todas as

dorivagSos gobro L, Seo Dyy Dy E © ontio D D, = DDy e 9,

kL eomonstragao & sinplos.
Tndicarctos DyD, = D2D1 por [Dl'Dé]

Teoropa 2, So D & una antx-aorlvugao nu ahel graduado, ontao DD
g uma darivagao.

_ Tooronn 3. Se Dy & una dorivagio ¢ D, antiwdoriva 50 ontdo D.D.
| . 1 ¢ 2 ¢ 172
¢ antidorivagios

Observagaot Mun ancl graduado gorado polos soug clementos do grous
goro o un, so duas dorivogdes ou duas antidorivagoss coinciden nos goradow-

ros, ontio qlas coincidon o todos o8 olonentos do ancl,
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Exorcfcio: Daononstrar que a aplicagdo (Dl,Dz)e Ox **[Dl, D;‘\ e®

goza das propricdados dos Parontoses do Poisson,

: I3 vinos que (§2, Toor. 1) runa variocdade diforenciivel V, a toda
tran;sformagﬁo infinitosinal X corrospondo, biunivocanento, un grupo local-
o um paranctro do transformgé'gs locois d)'b' So g £V, sojo q' = ¢t(q) .

ci)t;.transfom umo. vizinhanga Vq do q numa vizinhanga ‘J’q, do q' . Portanw

to, (t),o induz une transformagao cb%. Tq —= Tq, tal quo

: ¢%(X)-f = X(f o (t)t), para f& Y.
Por outro lado,

ar(itn) = P30z =2z o by = alr o Y@
isto| & & tolo AFC T#, ostd associado wn A(fo P,) T, Esorovondo

Q
aro By = dylas),

- (podomos usar osta notaglo pois ndo hi porigo do confusio), obbtonos uma
transfornagio

8P§ P T Tn e

Vooos supor que b soja suficicntononte poquono para quo oxista uma
carta local {Uy $XyseresXy) Co modo que g,q' & Uy o Nosta carta local um
forna de grau s & dada por

&) - 0. ) (x dJC /\ sesn dx .
E 130idg ) By Ao ARy

Vanos indicor por q)% W a forma

(b*{w ) Zc"’-1l'--5~s(xi ° c{’t”‘i’*éﬂ%ﬁ A .../\(d)% ‘b‘is)‘o

. Do nancira an&loga procodongs quande tivernos un eanpo de bonsoroes
de tipo (r,0) ou (0,5) ou (r,s).



: ‘ - 51 -
| Dofinicdo 8. Dada umn transfornagao infinitesimal X a qual corrose
ponfTo o grupo local do transformagoes locais Ci)t, chana~go derivada gsgom-

cmda a2 X ao oporador D.’& que o une p-forme W associa una p=forms DX
dof:.nlda por

- (BXw) = w
10 +

» . , o .
£ foeil vorifiear que Dy ¢ uma c..emvagao no ancl graduado dag foruas difo-
ronc:.o.ls cxteriores, isto o, que & linear, que DXUO = D W o quo

Dx(wll\ W o) —-(DXU)I)"\ Wy + Wy A (Dgl,)s Fortanto D)[ fica perfoitanene
to L}oturmnada pelo sou nodo do opeorar sobro as formas o gran 0 o 1:
| De(£) = X(£) o
Dy(af) = ax(f) = a0y (£)

Se W = £ & uma forun do grau zoro tomos
o ¢yla) - £(a)
Dy £= lim = X ()
£-0 t 4
Se w & forma de grau 1, “basta demonstrar para W = dg, g £ ¥ . Entdo tow
mos i

g(((? l(t,xl, ol.o,xn’ . -,L()n(tyxl, ’ oc,:%n))" dg(xl’ Ot"’xn) -

o -
= d 2im g(lgl(t’xl’ ...’Xn)’.'..’ (Pn(t,xl,-..,xn)) - g(XI,...,Xn) -

30 ' t
= d Dyg = aX(g)
Como q;t:T — Tq entao (’p__t.Tq—> T+ Sendo 1’ umze transformas

gao inf:.m*besmal, DXY é definida por
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Zeqreme Lo Dy <Y, WD = <Y, B> +< Dy T, W >
Demonstragio. Com efeito,

B < T, = lin <Pu b Ppe>-<tw>
£20 £

o bl <dun ¢tw> <Pr HWE 1<y w> - <YW =

L]

- 1im~{<¢%t':{ q) W > +~<(¥)fty__y’ w>]=
=L > < L> .

Tegrems 5, Se ¥ & transformagao infinitesimal, ontdo

per= [x, 1

Demongtiracao, Com efeito,

DeY(2) = LDy¥, df = Dy <Y,af> - LY,Daf> =
= Dp(¥(£)) = (Dpar)(¥) = X¥(£) - B £)(Y) =

= XY{f) = a(ZE)(Y) = (XY = YX)&

Teorema Toorems 6., dby = Dyd,

. Demonstracao: pelo teorcma 3 dD e Dxd 880 antideflvaooes no anel
graea;tado das formas diferenciais extor:mres 3 portanto para demonsirar que
elas sao igueis, basta demonstrar que elas coineidom sobrs as formos de
graus 0ol (ver obsermgao que soguo o Toor) 3)t

£ = @(f) = Dx(di‘) o
aD,(£.dg) = af Dyfidg * £,Dy(de) } = afk(s) g + f.ax(g)]
= aK(£) A dg *+ afA X(g) = Dy(af) Adg + arADy(dg) =
= Dp(ar Adg) = D, a(f.dg)
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Toorema 7. Se W & forma do grow 1 ontdo tomos

<YW 2 DL KW =L X AT, dw> +<(x,1],Ww>

Domongtracao, Bagta domonstrar no caso onde W = gdf, Entio temos

« bx<¥,ga_f> - Dy<X,glf > = LDy Y, gdf > + <Y, Dygdf > - < DX, gdf> =
-< X, Dygaf > = CY_X,Y] 2808 > 4:41, (ng)df + gDy af -CI}:,X] 12057 -
- < X,(Dyglat + ghyar > = 2<f¥,Y] ,gaf> + <Y,X(g)Af >+ g LY,Dydf > =
- {x, ﬁ(g)df > - g(X,DYd_f> - 2<(x,¥], gaf >+ X(e)¥(t) +
* g <Y, byl > - T(GK(E) ~ g <X, ADyf>=

.=<[X’Y] g 2OE> + 3<Y‘X:Y] g AF >+ X(QY(E) + gDt(£) = LgX(f)

- gXY(£) =<[x,¥] -, gaf > + <X AY, dg A a8 >,
Tegrém é. Soja V variodade diforoncia{vel do dimensdo ne Scjam
Xy puensX transformagdos infinitesimais Llinsarmente indepondontos om todos

o8 pontOB do uma carta local (UO( ’xl’ voo,xn)’ o L{)lgoc-"-t) n fOI‘maS_ de
grau wn tais que nosta carta loeal

. (1
<Xj.’w i> -~ éj

Ents.o tenog

¢ _ X
| Pyj = o1y
ondo cgj, b:gj ‘gao fungoos dadag por |
' : — k k k
[Xi’ th_l = cyy Xy (og5 = = c53 )
k=1

Wy = "Ez bl g Aoy (bsﬁg"b‘bs)
=P
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Domonstragg,g Aplicande o teorcha 7 obtomos

:DXi‘S-Q ‘+:ij 51 = <Xi{\33av"" ?:c. wsl\wt>*‘-
_ : gyt -
'*<if§£fi: cfj Xk,'UJQ :>
' k=l

donde rosults g )

| byy =eyy

34 fegroua do Frobonius,

Dofiniedo 9, Soja V uma variodat-.o M foroncidvel o F wm sis‘oama i
foroncial do dimonsfio r. Dizomos.quo F & un gistoma invelutivo Sc o scnun-
to g0 X,Y € F implica [X,Y|€ P,

Nunn certa loeal (UO( ,xl,...,xn) o fato do F gor involutivo & oXe

I
ixi’xj] = Z O‘k xk i}j = 1’2}Gli’r
k=1 ‘

' # Vot s
ohdto Xl’""xr o une baso loeal do F, Classicomonto o sistona quo. satisfas
L . " ,’ . .
a estas ultinas condigoos o chamado do gighona Jagobiono corplotos

prosso por

.TOOI‘QEIQ. 94 Soja V una variodade diforoncidvol, Un sistona diferone
cial ¥ § involutivo sc o somonto so F & complotanonte intogrévol,

Doronstragfo. So o sistore F & conpletanento integrivol, mwa car-
ta local (Uo{’xl""'x Yo % Xopq T eboyei,X, ¥ cto & una variodade intow

Smla (Xl) = (‘%il")x peray (X)) = 13“‘) sa6 votoros ta:ngontos or: cada

ponto % do '<Ut>{ guo gorecn o ospago tangonte 2 variodado 1ntogra1 no ponto
%, Portanto so X &€ F, Y& F 0los sho votores tangentos 2 variodado ihto=
gral o portanto [X,Y] ainda & tangohte a varicdade inbogral {toore 4 §2).
Porﬁnnto cotio sobre U°< 08 Xl,s.. .‘X-r forrar unn baso loeal do F, 'béms
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: T
1x,%] = ) o X, € F,
' i=1
_ Rociprooanento, auponhoros que F gseja involutive, Existo (teor 2,'
§ 2) una cartaalocal (U 331900 s¥y), Quo podonos supor tal que Uy C Uy
tal que X 3.? ¢« S rsi, op € Up ontao

{(yl’ ’a R,Yn) € Uﬁ 372 = Yz(P) 2ns -syn = Yn(P)}

8 unﬁ variedade intogrol. do F, Portanto o toorouwa. valo quandoe rel, Supo=

nhanos quo valo para r~l, Nao carta local (U/; ,yl,...,yn) onde Xl = -—C%;-
1
‘bomoa.

: _E 2.3
X, = oy ’5-5':
* i=)
*
N n
¢ _§ R
X, = —
r %1 oYy
i=1
Considorenos as transformagocs infinitesimais
n
- 29
’ =3
!
n
'! =¥ . = )y oF ..__3_.._
S e ! z ERPTA
i=2

Xl,X:'z, g..,X' ainda fomah, ovicdentorontc, uno basc do F on todo ponto do
] /5. Soja a subvariedado
- (Fps000s7,) €EVg L 3 = 7100} [ o
p 1 n I L )
0s votoros (12) q'? ""(“r) at sao votores tongentos a Xp o to=

do q;'e I P Scja Ft un sistomn Cifurcndiol do dinoensio rel gor'ado por
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(Xz)q,,.,.,(}’ )t + Polo tooronh-4 do § 2 rosulta quo {xr, ale ™ o ontdo

pela hipotc.;o do quo o tooroun vale pora rel concluomso quo oxigto un gige
tama do evordonadas ”2""’% para o8 pontog de uua visimmnga dop an

X. quo por plnplicm&ado ainda mcllcarenos porX tois quo se g'e X

B 25 A :r+1(qn

4 u.na. variolads -"in'bogrc.:.l'do B,
. Considoromos a soguinto transformagas o eoorodonadas on U Y
{8 iuod;mto que ola & compat:fvel)
#(a) = yyla)
‘52(Q) = ”2(4)

2 (q) 5 .(q")

cndo g = (Yl(p) g}l‘zﬁq),m..,y‘n(q)) {gt a2 projoga.o“ do g aobro Ip) .
Notanw quo :

Xy = =t = S
3?1 "az

3 qﬁo ar*l’l siey 2, nio envolven Yis obtanos

- 1( ) - 0 1< h&ner
o portanto ' :

| ’aE (X3 (a,0) = XX (n,) = [X ,xﬂ (5 »

- ok xe s A -
Por outro lado, [1(1,}{'] = a Xl + - j X;i“ {por tornos un sistow _

na mvolutivo) onde os aJ sfo fungbes diferencidveis, Entdo
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az SUNOE iag‘ IO
J=2 ’

rquc 5w sigtons de o cquagoes diforenciais mas varidveis X‘(zﬂh). No pone
to 2 = 7,(p), X4 (2 -!'h) = 0 pois #, = zz(q) pesesZ, = En(q.) ¢ variodade
:i.n'bogral de F' ¢ portanto para todo 5 # ¥1{p) doveros tor X}_(zr*h} =0

on virtude da unicidede dn solugdo do aistana, Do x{i(s ) = 0 rosulta quo
X r ngo dopondo do By (1 €h<ner) o quo nostro quo %4, = constanto
nos : dn una v‘,.ricuaf..o integral,

Bofi;_lg:gao 10, Sajo..Q uoa forma do grow a~re Dizonos guo a forma
L2 satisfaz a condigho (C). ~quando o sononto quando existir wra forma de
ﬁrau W tal que
QL =@ AQ
Soe Ae ¥ & uma fungao tal quo ’;\(x)_ # 0 para todo x ¢V o 12 &
una forma. quo satisfas a condigfo (C) ontfio a forma Q* = ALY tanbdn o
tisfard a condigio (C)a Do fato, dQ¥* = AAAQ + % al) =
=aA A L7ax + dwAls A TaWQ » s AQe =
= (3 lad +w)n ax,
Se ¥ § un s:.s’oona diferencial de dinonsso ry o F corrospondo urn

forrs O do grou ner, Se tivormos owtra forma L1 ¥ quo corrosponde o F one
tdo 0 o N* ostio rolacionadng por

O = ’>\ {0
| Portanto, so (L satisfaz a condigho (C), L1* taubdn o satisfara, do qua
50 concluo quo a condigho () § uma pro;:riedac’a do P,

. Zogorera 30, Seja L) umo fomo. de grou ner, o Q)r,,,l/\.../\ W,
umn sun oxprossae loeal; L1 satisfez & condigio (C) so ¢ somento se

dwj/\wr*lf\ noo/\ LOII haut 0' J"‘ r‘*lyoao’n.



. - 58 .
Daronstracie, ¥ inodiato que A Q.= WA-QG aquivalonte a
an Awd = 0 § = r+l,.00y0, Mg 381 = ( l}j+r"3‘dw3/\wr 1A ves AUWA
A ves AR, Togo 2B AW = + ania wTIAL, AP = 2 awIA D gonde
soguc o noggo rosultado,

Lomp. Q=@ A L. Aw  sotisfaz o condigho (C) 8o o somonto so
awj.’-': E Mo A, lgscten

Iporoma 13, (Frobonius) Soja F um sistoma diferonéial do dimonsdo
ry sojo L. o froua quo ecorresponde a F, Ent&o, o sistoma F & complotarnons
to intogrivol sc o somonta so £ satisfaz o eondigao (G},

Domonstrocac. Se F 3 complotanente intogravel existe para todo POl
to g £V uma carta local (U y,%pe0e9x,) (g € Uge) tol quo X.4q = conat,,
veoy Xy = congt, dofine una varicdade intogral, Nosto easo

| Q= By A hdy,
. l‘dcalmonto, o portanto dQ = 0, Roelprocononte, so i aut:!.’éi‘nz & condie -
gto (C) entdo consiuemndo uma oxprossio loeal Sb= org More AW, pole
corolario acimn _

' ‘(1) dw3= E b"} W Au) ‘ r+l§s Ltend
r*l’”"w fazan parto da baso dual Woyesry W, da baso xl,...,x que
80 obtom somplotando a bago Xypeen Xy, do aubospago

W EFR (Dof. 2, §3), Sel gi € 4 <r entdo

(A =) ol s
k=1

& relagac (1) nos diz que -
bg.i =088 1 41_4{52', rtl Hen

Como (Teﬂro 8) :

J o =0
bi{ca.go
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anﬁo temog -
ey - i °fe %

k=1

is:to é, lxi,zﬂ € F, Do Teorema 9 reaul‘haﬁue Fé completamente. integra-
vel, '

Corglég;,g. Se a um sistema dieforcheial F corresponde a forma
W =w ey Aree AW, entdo T & complotamonto integravel se ¢ somenio so
du)jA‘qu,leccAwn: 0, ;j: r"'l’ndojni

Domonstragdo, Consequoncia dos Teoremas 10 ¢ 11,
Classicamonto paera determinar as condigoos do integrabilidade da
eqtiagao '
P{x,y,e)ax + Q(x,y,2z)dy *R(x,y,z)ds = O

CECTOVORDS
' P 0
4z = - 5 dx ~ R dy

o éubomoa quo oxisto uma fungao 2z = a{x,y) que verifica a osta cquagao.
FPara iste dovomos ter

2% = ?22
. Qyex ey
que om fungao do P, Q,R so oserove
- R(Q - Py) +(fy ~R) # PR -Q) =0

_ Esta condigie & oquivalonto a condigio obtida aplicando a
W =P dx +Qdy +R dz o Coroldrio acima, isto &, quo

2z .4

5w

= . &
"R

G portanto

dAW = 0
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QW = (Pydx + Pdy + P de) A dx + (Qux + Q97 * Q,de) Ady +
¥ (Rxdx ¥ Rydy + Radz) Adz =

= (P, = Q) dyAdx + (P, - R)) dsAdx + (Q, ~ R) deAdy
o |
0= apAws= RO, - ) »ar, =B * PRy = Q)] axAdyAas

Id

nos da
R(Qy ~ P} +Q(P, = R) + PR, «0Q,) = O

No caso do um sistama do oguagdos

r
dxd ='§:::é§ (xl,...,xn) ax; = o+, ,...,0

) -

osCcrovemos
: r

Wy = dxy ~ Z: aé Iy o ol ST
i=1
6 as condigdesdu intograbilidade que sho obtidas das igealdades
: dij W4y Avec A0, =0, Jrrtl...,n
gto oguivalontes 28 condigocs cldssicas de intograbilidade complota do um

sistema do cquagdos de difcronciais totais,

0 tooromn do Frobonius tom cardter local, Chevalloy (Thoory of
Lic Groups, § VIII, Cap, III) domonstra a oxigtoncia do uma variodado ine
togral global, do um sistoma F, passando por cada ponto do V.



§ 4 = Tooromy do Stokos.

1. Intogragio de formas,

Sejam V wen voriodado diferoncidvel de dimensao n. e (W,l?) uma
subvarioﬂade do dimensao n-1, fochada e regularmento imorsa om V, Discmos
quo W & localmonte bilatoral om V ou simplosmente bilotorel om V go o
somonte e ) (W) tom uma vizishenga conoxa U tal quo U = g (V) tom duns
componontes conoxns, Em caso contrario dizomos que W & logalmonto unila-
toral om V ou simpleosmonto ynilatoral om V, isto é, se dado gualquer vizi~
nhonga conoxa U de Y(W), U - @ (W) ainda & conoxo, Dizemos quo W & glo-
balmente bilatopal em V (globalmente unilateral om V) s6 o somonto so
V- @ {¥) possuc duas componontes conoxns (& conoxo),

Zm goral nio hd rolagho ontre o fato do W ser unilatoral ou bilaw
‘tarzl om V o o fato dola sor oriontdvel ou nio, Por oxemplo:
a) a suporficic osfdérica om R° & bilatoral o oricntdvol;
b) a cireunforoncia C na faixa do Mocbiug abaixo & unilatoral o
orion'ba'.mls ’

///,.‘ ,-"..f,,// // /b w

Idon a rota. & no pldno‘proj otivo,

c) o plano projetivo P2 & ndo oriontdvol ¢ & bilatoral na varicdas
do Tl X P‘

d) o plano projotivo ¢ unilateral no ospago projotivo o nao oricn-

_‘ba’_‘val. _
Iden & faixa do Mosbius no R3 ’

Tomos porom'
Toorema 1. Scjan V varioedade di forencidvel orlentaval do dimonsao
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n, o W subvarlcdade fochada ragularmente imersa.de dimensdo ne~l, Entao W
S ox:‘mntavel sc o gomente se W & bilateral em V.

Domonstracao, Soja W orientdvel o indiquomos por (v o pUys e vesthy, )
as ca.rto.s locais definidas nos pontog de W tais que U“ﬂ W 8oja dado por
w = : 0, Wyeensly o 82O ontio coordenadas locais do Up) W o supomos guo
as cartas locais om W assin obbtidas pojam cocrontemonto oricntadag,. Midan
do evontualnonto o ginal do U, podenos supor tambon quo as cartag locais
(Uo( ,ul,. . .,un) sojam canrentament.e orientadag, Portanto

— " du, |3
i
B - = r F -;-EQ —-i > 3] ;
v oo 2%t a|?%
'
i,j=1".|:’n avn ‘E’r : 1,_...,11""_1
, u J |
coro por hipotese ',-é—'— 0 ontao. % >0 am Uqﬂ U J X
: .Q,Fl, ono,n"l n

Port?anto,- se w,(p) >0 para p € Uy gntﬁo vn(p) >0sopelp, So )
u=U Uy s U =W tan duas componontes concxas: o conjunto dos pontos onde
algum 1wy ¢ positivo ¢ o conjunto dos pontos onde algum w, & nogativo,

j Rociprocauente, scja W bilatoral o tomomos as cartas U o como aci-
na com 08 W, positivos numa mosne compononte de U - W, Trocando eoventuale

mnnt.e o sinal de u podemos supor as cartas (Uy AUTRTITAN ) coorontementa

'au
oriontedas. Do g-u—-n‘} 0e ';év 20 1,7 = lss.en 80guo da igualdado
n J '
. u . R -
antorior gue =~ >0 r, 0= lyecegnml 4 isto ey o oriontagao des car-

9V
r
tas Uo( Nwa coarento,

Coroliric. Uma variodado diferoncidvel de dimenpio 2 gua tom una,
dbvaricdade rogularnente imersa fochada do dimonsao 1 unilateral & ndo
oricinta'wal (pode-se denonstrar que a reeiproca & verdadeira) ,
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W‘ Basto lambrar quo qualquor variedade do-dinonsfio wn
o oriontavol.

Para a n,og_;'io do partigao contdnun dn tinidado, 0SPAGO PArACOLPACEO,
otc,, vor. gzpan,.uw_ .

Tagrona 2. Scjs V una variedado M foreneidvel paradonpacta_. So
{Uol.} el & ua rocobrinonto abarto do V cnt'zio axisto unn partigio difom

rencidval dn unidade %x} el ondo f,L s fungto diforoncidvel, do supore
te compneto D,LC Uy

(Suporto do unn aplico.gao £:V ~> K & o conjunto &xéV\f(x) # 0} Ye

Teoroua 3. Soja V wmn variodade ;‘iforonciavol do d'ix:.onsao n paro-
corpacta o oriontdvel, Existo un o wn s{ funciomal quo associa o toda fore
nn diforoncial contimia W do graw n do suporto compacto wn mitoro roal

f w can as soguintos propriedadosat

(a): f w., +w ..fw #- f W, 3 |
~{b): so {(Uo( l?,{ )} $ o atlos quo & a oriontagio de Vy o 8o o
suporto coupacto D do W ostd contids on Uy (o portanto nn

earta local (Ua{, (?c{) cot: coordonacas loscais ul.otgl;%’
= 1}“ (ul’ n.,un)thll'h.!\du ) ontao tonos

DTS NI
GV

oride a intogral do segundo nocbro RS intogral Jdo Riomann,

Douionstragios Sondo UUM Wy )} un atlos (loealnonte finite)
quo ¢4 a oriontagdo Qo V, soja f“} una partigio diforoneiavol da unidae
do subordinada o {Uod « Sejo W uma forma do grau n contfnun o con supor=
to D compacto. Porn todo x € U oxiste une viziphangs W, do x fal quo ohe
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contre comento um mimoro finito de Uy com fungfio fy nfo iddnticanonts .
nula on Wee Como U & conpacto, o portanto o mizero finito. do W, rocobre
U, rosulta que sonente un ninero fimito do Uy sGo tais que a fungo fy
correspanlonto ¢ nfio idonticancnte nule on U, Sejan eles l&l ETTL “F.

Entoo
‘9=E %p =E fxip
&

25
6 dofinimos

onde

. R t
sando W = l{/ (Uypeespuy) dqAeis Adu, o expressio deo W na carta local
(U Yo ). Esta dofiniglo nfo deponde do sistema do coordonadas, Con ofeiw
to, seja (U A Lé ] ) umo outra carta local, con coordenadas locaié VysvserVys
$al que o suporte fcii_w = @ ostoja contido on U "Lin Upe Ent§o temws

_. : fgﬁul,n.‘,unj dulf\...ﬂdﬁn=/.u f ‘ B{levta’un)duliolmnz
RATRA o

. | ‘b(ul,u.,\ln) ; .

. =/¢-;f 9 (ul(vl,’“"vn)""’un(vl"“'vn)) .a ('v']‘-”."vn) (lhlind.?'n =

P (% Up) . |
: a ( XYL ) ‘ i
:."'.. / 9 (ul(vl’ as "?n) Iy nl,un{vlg see ,Vn)) QM dvlh s Advn

i

o que mostra a indopendonein, pois
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D du & 9 9 (ul,...,un) .
; .lA"'A n = m-—;;y avy Aves Adv,

Observomos quo o mudanga do variavels efetuada na integral miltipla

ftoo / g(ul’lﬂi.l‘:ln) dul (RN dun
1%“&{’9’5)

9 (u yranylth )
S pormissivel pois o jacoblano 1 &

? (vl, . .,vn)

& positivo en vista de ger

V orientdvel. & Jofinigo nfio depeude do atlas, Do fato, seja (W A ‘Vﬁ )
outro atlas quo &3 oriontaglo a V, o seja (gﬁ} a partigho do unidale subor-
dinade a {'Wﬁ} o Noton'o que Lf § 8 ﬁ} ¢ o partigho da unilade swbordinada

80 tocobrinanto &U £ 0V Vip} a0 v obtaos

E frqw FE [fa B W =) fg/s_“"
: £ d'/a ‘/"
donde rosulita tarbén a unicidade,

2. Domfnio com fronteira ropular,

Seja V uma variedade diferenciavel de dimensio n,

Defihic;&o h4e Seja DC V um domfnio, isto é, um conjunto aberts e
conexo. Dizemos que a fronteira D« D 8 regular guande o somente quando
para todo x €. tomos uma das duas seguintes condigoes:

(a) oxiste uma carta local (Ua{,ul, veestt ) tal que x € Uy e Uy CD;

(b) existe uma carta local (Ua(,;“ls veept) tal que x € Uy,

UgN (D =D)#F Uy (D D) & dadoporun, =0, ese
vy €Ug 1 D entéo w(y) >0,

Oa pontos de D que satisfazen & condigao {a) sao pontos interiores
o o8 que satisfazem & condigio (b} sfio os pontos de fronteira. '
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' A fronteira D - D & fochada o & uma subvariodade do dimensie nel, |
rogularmonto imersa., Vo-se facilmontc que D = D & localmente bilatoralo
Pcrtant.o, go. V for oriontavel o paracompacto rosulta que {Toor, 1) D =
& or:.cntavol. '

Seja w uma forma aiferoncidvol do grau n, Podemos definir intogrel
do W sobro um demfnio D V relativamento compacto (isto 5, D compacto)
Com. ofeito, seja {(Ud, Py )}um atlas quo d4 a. orlentagau de V, o soja
{fd_ & partigac da unidade subordinads a {Ud} Sendo % a fungao €arace

er{stica do D ontdo | ) .
chDw = > foéq) oW o
oL

¢Dw & :;d&ixticamente pula fora do D o decsdo guo bé compacto, com-raclo-
e{nio andlogo 2o foito na domonstragio do tcorema 3, econcluimos quo gomens
~ bo um nfmore finito do Ug 2 Ut pases Uy sao tais quo as fungoos £y

gho nao idonticamonte mulas em Portantg

%w"’i ro{i‘? W
[w f_ /fdi(f? W

Entao definimos

‘ ondo

ffdi Dw f [ fﬂCj_(ul""’un) @chulglaogun) ﬁulo odu
et

e Tcogama do ﬁg. keg.

Toorcma ke (Stokes) Seja V varicdade ﬁli‘orenc:.am.l do dimonsao n,
paracompacta, o orientavel. Seja DSV um donfnio rolativamente compacto
com fronteira Bz D = D rogular, S¢ & & uma forma diforoncidvel de grau

Joaws fw

n-l en‘b&g totos
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Domonstracan, Soja {Ud FUyseee ,un)} o atlas que dd a oriontagio
do V. Podomos supor que as cartas locals wﬁ( sUysseastt) Sojam “cibicas!,
isto O, dadas por \uj dmy, o que a0 Uyl B.# # entdo BOU, & dado
por &, = 0 ¢ g0 y € Uy D, w (y) > 0, Indicames por {_i‘d} & portigio da -
unidado subordinada o {Ud} ¢ Sondo D rolativamente compacto, B S COMPaCH

to o ontdo -
- /&):/E f_od_u::-é Ifdw
B o B .

B

ondo o soma & foita sob um mimero finito do {ndicaso( + Por outro lodo

/«ma D/a(%::’g) Z; Dfd(fdtv)

D
ﬁd(lfo{w )‘ .

Noste: caso, tudo se reduz a integral de formes quo 880 idonticamento milos
fora do Yo que ¢ wm cubo (mais rigorosamento o imagom de um cubo) . Seja

i

"o ontdo bapta domonstrar quo
- ] £
E .

fxw »~ E_ . ("“l) aj dull\.uA dv-j/\ .../\dun s
J: R
ontdo

n -a a .
d(f&w } = Z "'a-a::jl dulen.A dun s
' i=1 ‘

Precigomos oxaminar tros casos: _
12 casos -Uatn D= g, Nosts easo {fxw = 0

o tambdén fa(fdw ) = 0 pois ¢’D =0 om Uy
5 ,
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2% paso? U(,(c: I, Gomo no caso antorior ££°Lw = 0 ¢ como

d(fdw)" / L‘t\ll/\n' Adu,n‘
3‘-’-"1 ‘ )

. _n_ )a
= -1)3 2:1' :%-"i oo;dun = ( 1)5-1 ; dulo¢¢d11 e e sl f TA du

=01

L

-1)3‘-1 i_ dul...d:u ...du [J(ul!'iﬂ!m ""'u )-a (‘ll""’mj'..’u }'

0 .
pois a caleuladn oz franteira do cuba Uy © zoras (0 suporte do £,

i

On

conpacto o ostd contido om Uy ).

39 caso: Uaﬂ B # d, Aqu:. CPD(p} = 1 so un(p) >0, Como no taso
antorior, so =1, 2,.¢.,n~l tema , :

3:1
| /D '517.3"1“1’“'7"\“"1«:“ 3

pars j=n tonos:
&

98 e '
75-5*; dug A oo A duy = /"j‘u‘ﬁ Gy aoadu, =
D : -

;ﬁ (.'l)nﬂ]{ fﬁ% o, ml'f'dgnul =

= ( l)n lfan(ul,ooc,un_l’o) dulcvodu 1 i fd w’ pOiﬂ



-
- (qyd=d A -
/ th,w f Z(-l) U-j dul/\.../\duj/\.u/\dun-

B

3 ) A y L
Z ("1):} 1 [ ﬂjelllu . .duj .-.dun = (ﬂl)n'lj. N of auldod%lan(%lunullm
“n“0 |

_ Coroldrio, Dada vmn variodade V compacta, oriontaval de dimonsao
n, o uma (nel)~forma difercncidvel , ontdo tomos

_faw=

']

Domonstrdacio, Tomemos uma bola D mume carta loecal e soja gl o
sou bordo que supomos sor uma variedads diforencidvel, Entdo

fdap=!dm+ dw = f-f;o=0

po“t.a De CD indugonm orientagoes contririas no sew bordo S g™ 1

4o Intorpretagao do toorema do Stokeg on Rzﬁg RB.

Scja V = R® com coordonadas naturais Xy¥s Sejan Pdx + Qdy una forw-
ma do grou 1 diforoncidvol, o D um donfnio com fromteira B rogular, Temos

a(Pdx + Qdy) =P dy ax + Qdx dy= (O, ~P) a&x dy .

Aplicando o tooromn da Stokos tomos
f (0 = 2,) & Ely':[ Pdx + Qdy-
D B

ou ainda



-0 -

{(Qx "Py)" dx dy = £ Pdx + Qdy
formula osseh quo on Andlise ClAssica & conhecidn como férmula do Greon.

Sojo V= R’ com coordenadas X,¥,%+ Considercnos uma forma diferch-
ciavol do.grau 2 XdyAds + YdmAdx + ZdxAdy o um dominio D eom frontoira
_ regular S. Entao tomou

f d(¥dy Adz * Yz Adx + de/\dy) = [(X +Yy +% )c_xAdyAdz =
D

=-f XdyA dz + Ydz Adx + Zdx Ady , ou
s

v

{f{'xx_*“? + Zz) ﬂ&ydz“—‘ [Xfly dz + ¥ dz dx *dedy_
D — ‘g

Considerando o campo de vetores axieis
w—y - - -
T=XT+YJ+2K

corresponéent.o 2 2-forme dada ainda podemes oscrever

fdlvv.dxdydz- {vadS
D s

quo & 2 férmula de Ostrogradsky (ver doe La Valée Poussin - Cours d'Ana-
lyso - I),

Sejanm Xdx *+ Ydy + Zdz unpa forma de grau 1 cb.ferencia:\rel o R?, 5
vEe superficic rogular con fronteira rogular L, Entdo temos '

f A{Xax +¥dy + Zdz) =
S



- Tl

= f(zy - Y )dyAda + (Xz ~ 2 Jdz Adx + (I-x »Xy)dx/\dy =
5 ,,

= j Xdx + Ydy + 2dz

L
ou goja _
| f (zy ~ L)dydz + (X, = Z_)dzdx + (¥, - xy)*dxdy_ =
S . '
= j}{d‘x + Ydy + Zd=z
‘ .

. - 3 - e d ” . ' '
Sondo v =X 31 +#¥ § + 2 k una fungao vetorial correspondonte a I-forma da-
da, tenos

- ' —
frot?xnas=/mx+my+:adz=f‘é’-dz
L .

8 I

£l

quo & a férmila de Stokos da Andlise Clissica (vor de Ia Valdo Pousain),



Apéndice:
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ESPAGOS PARA COMPACTOS E APLICACOES.

-1, Bspacos normais.

ESeja E um espago separado. 8S3o equivalentes as seguintes pro-
. priedades:

(a) Se Fl,Fa sd0 subconjuntos fechados.de E com
FIF\?Z = ¢, entao existem conjuntos abertos Uy, U, tais que
FlCUl,FZCUZ e U,NT, = b.

(b)Y Se FysFy sa0 subconjuntos fechados com FyAF, = ¢

“entao existe funcdo continua f:E-M[O,I] tal que

El para x €F,
f(x)y =
10 para x&F, ,
(¢) Se FCU onde F é fechado e U aberto, entdo existe
:um conjunto aberto V tal que

TEVCVLU .
(d) Sendo F fechado, se E:Fuaﬁ é ﬁma funcao rcont{nua
continua, entfo existe uma funclo contfnua f: E-»R tal que
£(x) = £(x) para todo x&F.

-~ . A -
A demonstracao destas equivalencias pode ser encontrada

 em Lourbaki Topologie Generale Cap.9.

-7

T

Um espago # separado é normal se e somente se satisfaz

[



a uma das quatro dondiqSes acima,
| . : : .
' De (b) resulta imediatamente que gualquer sub-espaco fe-

chado de um éspago'normalﬂé‘normél.
é ggg_g Um espacgo separado B é regular, se e somente se,
é dado qualquer %ubcon;un*o fechado Ao de E, ¢ sendo x€E tal
: que xekF entao ex1stem conguntos abertos 0 e V tais que
Fco xev e 0NV = ¢,

B fricil vnrlflcar que um e€spaco separado Jo regular se

X somente se para todo x:dE! dada uma vizinhanga V, de x,

| existe vizinhanca U, de x tal que

|t ot e s ot 8 e g - —‘.-....---q.-u-.-.‘—

1) Todo espago métrico & normal., Com efelito, basta.cop

ysiderar os conjuntoss

U, = |x€E | a(x,T;) < d(x, Fo
| U, = Jx€F | d(x,F,) < dlx,r Y.
Ulg U, sdo abertos, Unt, = ¢ e r,Cu F,CU,,,

2) Todo espago compacto & normal. Com efeito, sejam F,0
subconauntos de um ospaqo compacto E onde F & fechado e 0 aber

to, com FC o, Como E é regulnr, se'z3£(20 existem vizinhap

Egé W

5 de p e aberto VP com F%:Vp tais que J f\Vp =




»’Zh-.

é um recobrlmento de CO € como este e fochado &

Pt

portanto existe um subrecobrlm@nto finlto W. W ..., W_
1 P2 Pn

‘de 0O, ‘ _
Seja Vs(\ V © 3 ¥ & aberto e FCV. Por outro lado,
i=1
COCW = 2 Wp' . de onde resulta que CWCO. Tambem temos
L =] i :

i .: - ,Vp- - .‘N
V< Chh pois se x€V, x€V * qualquer que seja i, @ entao

o ' . 4 n-. N -
XEW 9X50W 3y X & F\Cw :=C(\J W) = Cw.ﬂmﬁm-
TP Py i=1 Pi =1 Pi

to temos

| FeveCweo
Ee como CW é fecﬁado,

FrvV c.‘.\}c;o .

Teorema_l. Sejom E espaoo normal, F subcon;unto fecha-
ido de B, ¢ \Un& . um recobrimento aber to de F. Entao
:ex1st@ um rocobr?&ento gberto {Uﬁ} ﬁ=l,,., de F tal que
% Ué_C:Un 3 = 1,2,004,D

Den, Ver Bourbaki - 9,
Qg§_§“ Seja E um espago topoldgico, Uma familia
£ de fuh Ses contfiuas . E—ﬁl% tais que
\ % 1=, 2,..,p G ! i q
f (x) 0 para todo JcGEg i= 1,L,,..,p & cham da  de

pgggiggg_ggnflnua finita da unidade se e omente se pafa to-




~ T -~

———————— ’ il,...,p

de E & uma partloao eontlnua finita da unidade ‘ isi—l p?
3y

L e .. .
ntao a partlcao gf . i=1,.,.,p ©°¢ 9IZ subordinada

cobrimento (U, . quando ¢ somente guando
1 1_17.00 ,}_p .

£;(x) = 0 para todo xé’_U;.

____________ ' i= l,...,p
um recobrimento aberto (“1nt o) de E, BEntao, existe uma par-

[ L [N &L d\_‘ - Ld bd. c.dc U a— . - ¥
tiqao continua finita da unidade subor inada a ‘ i% 1=1,2,.,.p
Dem, Existe (teorema 1) um'recobrimento aberto
= — +.- Desde que
1 = : .
{U . =1,...,p %e Etal que UJCU,, 1 =1,.,.,p
Eé normal, existem fungdes continuas %&s E-Jv(b,lj,i=l,..,p -

tais que ; fl para x€U!

Q,(x) =
10 para x@Ui.

Definindo _

PSRN  H
B
A

-~ 4 . ~
de fungoes continuas satisfaz as

a f‘amflia *fi} i=1,2.,.--5p

condicoes ewigidas.

Rpcoprocamentc demonstraqse facllmcnte que se ¥ & se-

parado € todo- recobrlmento { 1% i=1 o admite uma nqrtim
,ll',

an contlnua finita da unidade subordlnadﬂ a ele, antao E §

mormal.v
oL A ‘ . 0
Teorema 3. Seja E um espago -normal que satisfaz ao 2=

————-.—m——-




w16

. : i i . R Lot o) e o - .
' axioma de enumcrabilidade (isto e; que possue uma base enume-

! N T ~ # TR 4
ravel de conjuntos abertos). Entao E & metrizavel.:
Dem, Ver Bourbaki ~ 9. .

2. Espagos_paracompactos.,

iy A ek e et i g T bl kT o ke o

- ————

Def,9s Sejam gUa%.a&I 3 {vé% FE T dois recobrimen-
tos abertos de um espago topoldgico E. Dizemos que {Ua} g€l
é'um.refinémento de {vﬁ& QEJ.quando @ s%ﬁente'quaﬂdb'dadq um

e 0 e W i e v

U, qualquer de wa‘latl exigte im VB&'_{VB'( peg  tal que.

U(I Cvﬁ .
mente finito se e somente se para todo Xx€E oxistc uma vizi-
nhanga Vo de x tal que V,NU_ # ¢ somente paTA um nimero

finito de fhdices a.

mente se todo recdbrimento abertd U de B admite um Pefihamen
to localmente finito U
A definigio de paracompacto generalizge certo modo, as

P - - . ri .
nocoes de espagos normais, compactos e metrlces.

. b —

Téorema k., Todo espagd compacto E é paracompacto,

Dem, Imediata.

_ ' L £ - L
Pode-se demonstrar gue £6do espacgo métrico & paracompag=-
to,
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’ ” rd N
Teorema 5. Se E e paracompacto entac E ¢ regular.

e T EPe o rms e e

Dem, Sejam p ¢ E e O um conjunto aberto tal que pe0.

- o

Se y@(?o, existem vizinhancas Vg ey de'p e Vv respectiva

v
= 'l y i} - o 4 -

mente tais que fo\wy $. {o}\{lwy} veCo g um recobrimen-

to de E que admite um refinamento localmente finitoZTu%y%Rz{

onde T&(:O, Ra(:wy' Existe uma vizinhanga Np de p que en-~

contra somente um nimero finito de elementos de {Tﬁ%tﬁ{R3$1. 2

Sejam Ralg...,R\én 0s ¢lementos de {Raf- que encontram

. a . S
Np Entao B\hc Wyi eja
v N (r\l vl
TP §my PT

S AP .
| V e uma vizinhanca de p, e é facil verificar gue

velQUr.co
1 8

donde resulta que

pEVCVCo,

- pois. (j() Ft.3 é fechado. Portanto, B & regular,

’ ~ ’
Teorema 6, Se¢ E & paracompacto entio E e normal,

—— i . Ay

Dem, Sejam F fechado ¢ U uma vizinhanga aberta de ¥, o

- Como E é regular (Teorema 5) todo x&F possue uma vizinhéﬁf
éga Vy tal que ﬁxCZITf{CFTKJ!VX# Z&T & um recobrimento

; aberto de E que edmite um sub-recobrimento localmente finito

{Tgh v {R,{ onde TECT,, RchF. T = \E* Tg S uma vi

zinhanga de F, Mostremos que T C. U, Con efeito, suponha -
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mos que exista y@if, yﬁ(}U. O ponto y tem uma vizinhanca

N! que encontra somente um nﬁmero finito Tﬁ ,...,Tﬁ »R 4.7
2 r 1

MG m
R 1 de elementos c_le Lﬁ}'u{R . Por outro lado, quﬁ .

1=1,2,...or pois TeCVe CU. Como E é regular, existe

uma vizinhanca N'!' de y-que nao encontra ﬁ . N = N? PsN"
¢ uma vizinhanca de y e desde que y € T, NOT # ¢ o que

implica que I\I'mT[5 # ¢ (para um certo j) ou ainda ,

; N"F\TB ¥ ¢ o que & uma contradiedo pois N'' nAo rncontra

5 tais que £ (x)>0 vpara todo Z€E (atI)., A fam{lia{fa{

;partlgao contfnua da unidade {f §

é-Tﬁ.gl-laj,-o.,rn

i
. . e . o~ o PR
Anteriormente definimos (Def.3) particio contfnua fini-

| ta da unidade, Vamos agora generalizar esta nocao,

Def. 8. Sejam B um espago topolégico, e %fQQ

acl ura

. . '
- famfiia de aplicacles continuas

fa : BE-*R

akl

Lo N
. @ unma Qartloao continua da unidade se e somente se para todo

o . — -.-.-..---..--...-.-......-..».‘.-_.--...,—.._—._—._.

xEE existe somente um nimero finito de {ndices GpgeeeyG €1

igara os quais f_ (x) # 0 e

i
n
fox = 1.
i=l i
Def, 9. Dado um recobrimento aberto {U & w1 de E, a
qeT 5@ diz subordinada a

e R e L R

{U o eI quando e somente guando
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. £f.{x) =0 para todo x&U_ .
Tecorema 7, Sejam E um espago paracompacto, e {_Uaﬁ el
um recobrimento aberto de E, Entaoc existe uma particio conti
nua da unidade subordinada.a {Ua? o€l |
Dem, Dado \{Ub 4er Dpodemos determinar um refinamen
to localmente finito {wﬁkei tal que para cada 4€J exis-
te un €I de modo que ﬁ.& . U, De fato, para todo x€E,

exXiste a.‘tal que xé.Ua: como E & raogular (Teorema 5) existe
vizirhanea vV, de x de modo que
VX'C Uu .
Por outro lado, ‘in <€ B ¢ um recobrimento de E e portanto
admite um sub-recobrimento localmente finito \w.‘}ie 3
tenos: para todo Bexiste um x tal que
W‘ECVXC Vx CUa .

. Para cada 1 escolhemos um  a(y) tal que

Wl C Ua(ﬁ)

| Pelo fato de ser E normal (Teorema 6) existe uma fungao cont_{_'

nua fa(3)= E - [0,1:{_ tal que -

1 ﬁare X & W
fa-(}) (x) = [ 1 3
0 para x & UG‘('&)

i _-4 ~
Quulquer x€ F possue uma vizinhanga que encontra somente um
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nimero finito d¢ elementos de %wt&aéLS 3 entdo tem sentido -

considerar a somn

fa(3)
que certamente scra diferente de zero no ponto x o que pPoOS~
sibilita definir ¢ |
LP' _ a(y)
a(y) 5 ¢ *

e L - g ~
A funcao Qa(j) e lguac a zero fora do Ua(j)' Quando.a nao
provent de um 1 » definimos {?a(X) = 0. Portanto {Qa& a6T ©
uma particao cont{nua-da-unidade subordinada a {Ua%:ail‘ T

Def. 10, Unm rccobrlmento {V BET de um espaco tou

pOloglCO E & de tipo finito se ¢ somente se cada V[3 encontra :

somc«nte um nimero finito de elomentos de {V‘ﬁi' sl : .l

Todo recobrimento de tipo finito & localmente finito

R 2
v

3 ~_ 7
nas a recipro¢a nao ¢ verdade,

Teorema 8, Secja E um espago 1ocalment@ compacto e para

et

compacto, Entao - dade um recobrimento aberto ﬂU Q€T exis-
te um refinamento. ( ﬁ& BET de tipo finito tal que V;3 é ra-

lativamente compacto (isto-é, ﬁﬁ S compacto).

-——

# ] .
Dem, UOL € localmente conpacto, portanto x possue uma

F 4

P - L S P : ]
v1z1nhanga0x tal que OX:e compacto a- Ox C:Uaf %O } er e
* .- . * A
um recobrimento aberto de E ¢ como &ste & paracompacto, ex;sa

X | o
te um refinamento localmente i nlto {V ﬁEJ de- XO‘$ XeE
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Cada vy é compacto. Com efeito,

_ Vﬁ‘coxcox

donde resulta que ﬁﬁcz O, | )

Cada VB encontra somente urm. num€ro finito de plementos de
\Vﬁ& peyr Pois se :cEng ex1ste uma vizinhanga W, de x
que encontra. somente un nUNeEro finito de elementos de lv ’ﬂ‘J'

{v & Y&V e unm recobrlmrnto de Vﬁo e como este e compacto

Ju Po
Xl% :\L-l 29¢.I,p
contra somente un numero finito de elementos de §V piJ .

recobre Vﬁ s donde resulta que Vgo eﬁ.P

Teorema 9. - Seja E um espaco localmente conpacto. En--

- e ey -

tio E & paraconpacto se e somente se for uma soma de espagos
localmente compactos enumeravels no 1nf1n1to.

Den, Ver Bourbaki - rr'opologle Genorale, Chap I

? ca E = {} Ei pols cada E. é aberto e fechado,

rpeorena 10, Beja V una varledade tOpologica de dimen-

—_-.——_--——-

! sdo n. _Entdo, sao cquivalentes as seguintes propriedades'

# .

(a): V &' paraconpacto 3

(b): V e localmente qompacto enuneravel no infinito;

D%

(¢): V satisfaz aoc 22 axioma de enumerabilidades
(d): V & metrizdvel.

Denonstragao standard,
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TeOfémaﬁll;_‘Seja‘V umna- variedade diferehbiével para-
compacta., Se {Uaﬁ-del  5 um ‘recobrimento aberto de'V, en~

tdo0 existe uma particio contfnua da unfdade ~{fa$ wep Sub-

ordinada a {U,{ .5 onde £, (a€I) & fungdo diferencifvol,

Den, Usar o Fxercicio 1 do par., 1.

e e 4 ok e G A M wmp W e e by me e e . e S -

A técnica da particdo da unidade nos permite, em geral,
dé estender de modo muito facil resultados globals nos espa=
¢os paracomﬁéctos. Assim,”sé todo ponto x de um espago para-
compacto tem uma vizinhanga 0, em que uma determinada proﬁfig:
dade ou construgdo é valida (nas variedades diferencidveis : . .
isto d4, por exemplo, com as propriedades e construcdes habi~
tuais do Hn, poils numa variedade diferenciéﬁel de &im. n ﬁodc
ponto tem uma vizinhaca homeomorfa a um aberto de R") entio -
tomando um refinamento localmente finito do recobrimento'(Q#T
e uma conveniente particao da unidade, pode-se eéstender a pro
priedade ou construcdo desejada a todo espago. Vamos ver al-
guns exemplos distos

P R s R L I g

P e e T SDe e Wn in B S W W wl e A mar e owp whe T e WY ME Py Wew W M A e b B e e vE Py mm e e S mme e e P e

G e T SR e e S Ser S v NS W S W AL T PP W ke e S gk S e e ae e b P sme e e ek

580 n, paracompacta. S&0 equivalentes as seguintes proposi -
goes: ) i

(a): v & orientavel; _
(b): existe uma n-forma diferencidvel w(x) tal
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que w (x) # O para todo x V.

Dem.(a) implica .(b). Com efeito, dado um atlas
{(ijagk?a)} que da a orientagac de V, seja {(\3 )}um refi-
namento de tipo finito de %(\JG)} (Teorema 8). Para cada
Ua existe um U& tal que U, C U 3

cao de if& a IJa. Bntao f{(lju’tPa)% é um atlas que da a

orientacao de V, Em't)a temos coordenadas u

seja Wh alrestri-

- u
yev ey
a,l 2 a,n

e consideremos

Uju = dua,lA ._o . Adu

ayn . °

Seja {?a% a particao cont{nna diferenciavel da unidade . sub-
ordinada a {ILI$ (Teorema 11). A n-forma

29.%q

& @efihida sdbre V & & diferenciével. Por outro la@o,ﬁg(g}_#

. #0 para todo x€V pois

_,.B d _ Bua,i‘ :
U..\(buﬁ I Sae bu \"’ L? {3‘? det(hu{s ) ’? 0
5 ?

Bua,i
dug 4

em virtude de det (
 plica (a), Com efeito , = e w(x) # 0, sendo (IJQ,31’9!?KH>

))0 por ser V orientdvel. (p) im

uma carta local entao W(x) nessa carta local pode ser ex -
pressa por

Ly (x) = A(X)dx f\..,!\dx com ﬁﬁx) 20,
Podemos fazer uma mudanga de coordenadas em EJ de modo que

o (x) = AR, A ... Adx onde xl,...,xn‘usao 'qs novas co-



? tal éue

ordenqdas. Seja (t)p,y ;...,y ) uma outra -earta local. tal
que 15 (\IJ # 65 ‘Depois de feita a mudanga acima in-
dicada em \Jﬁ, temos |

. WX = A7y AL AT,

O determinante funcional da mudanga de coordenadas xl,..,xﬁ

para yl,...,y na 1nterseccao 1Jaf113 é positivo pois
_ > .= = o\ o
1 = <"‘_" --I\.S-s—t-, dxl{\ .-..Adxn, =
n v

it
I

<gb:-n...-z\-5-§—, aFy A oo AGTD
a3

Byi -
“&ﬁ(éx ) )

As -cartas locais (Tja,il,..},ih\ definem um atlas que déo a
orientacao de V,
" Resta mostrar a possibilidade da mudanga xl,;..,xn;é

— ii,;;.,in. Para isto, basta ver que a mudanga
. s <

xl,too,xn -b-'—"? . ‘ (x) ,XZ,..,,}CH

}\dxl/\_... l\d:»fn = d{ N ax, A oo Ndx

: N ~ ~ .
: é poss{vel, pois deve satisfazer a equacac diferencial

NS
0%y

; que t@m solugao: esta mudanga é permissivel pois seu determi-
nante funcional é 1gual a A% 0.
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I1I, Sub-variedades de uma variedade paracompacta .

TN Mk b r e e e g e R S W b S A e G s R S e e R0 e Gm e WD Gl S e e S v s e K

Dada uma variecdade de cimensgo n diferencidvel e r fun~
gSes numéricas diferencidvels definidas em Vi fy5ee.f,, tais
que o determinante funcional tenha caracter{stica maxima nos
pontos onde elas se anulam éimultaneamente entgo éstes pon -
tos definem uma subvariedade fechada regularmente imersa de
dimensfo n-r, & natural perguntar se toda subvariedade regn

larmente imersa pode ser obtida de modo semelhante.

___________ 8eja V variedade diferecniavel de dimensdo n,
paracompacta, Seja OM,¢U subvariedade fechada regularmen-
te imersa em V, de dimensao n-1, Entdo exlste uma aplicacfo
diferenciavel F:V -3 R tal que Fi(o) = @(w_).

Dem, Para tocio vE Q)(W) saja (Ua,yf,..'.,yg ) uma car
ta local tal que \Jaf\45(w) ¢ dado por y. = 0.8¢ y&&(wW)
existe carta loeal (Ua,y%,...yg") tal que Uanii)(m = gZS .
\[Ja% & um recobrimento de V que admite um refinamento loca}l
mente finito que indicaremos por {Chf . Seja'§$h$ a partigéo

diferenciével da unidade subordinada a VJQ} . Entao definimos:

— a A L]
F, = ¥, se Ua(\ (@(W) =|=¢ :
F, o= 1 se U, 0 bon =,
A funcao ‘

ro= o2, Fﬁ
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satisfaz as condicoes exigidas, Com efeito, & definida em
(todo) v, & diferenciivel, e temos: F20 e se F(z) = 0,
entdo existe a_ tal que l? (z) # 0 donde resulta que

FZ (z) = 0 ou seja zg(i)(W){\ U g se zé.(i)(W),z esta
o
somente num niimero finito de a portanto Fa(z) = 0 don

de resulta F(z) =

o e 5 ¥

sao n, paracompacta. Seja (w,<§) subvariedade fechada de
dimensdo m n, regularmente imersa em V. Entdo existem n-m

aplicacoes Fl,...,Fn_m: V— R diferencidveis tais que

by ;E\T Pty .

Dem. Bste teorema & uma generalizacdo do teorema ante-

- rior e se demonstra de maneira anéloga;

| £ natural perguntar em que condigdes a funcdo F do teow
; rema 13 pode ser tal que dF # 0 em éb(W). Nem sempre ﬁma sub
_ variedade é dado por (x) = O com 4f # O sObre a.subvarieaade.
: Por exemplo, seja V uma circunferencia e W um subconjunto de
;V constituido apenas de um ponto Xqe £ impossfvel termos W-
‘dado por F(x ) =0 com dF # 0 em X,» onde F é uma fungao re
‘al diferencidvel definida sobre V, pois do contrario existi -

~ria um outro ponto Xy # xo. em V tal que F(xl) = 0 (teorema

. - 4
do anulamento de uma funcio continua).
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?fQEQ@%-li_ Sejam V variedade diferencidvel de dimen-
sao n, e (W,d). subvariedade fechada regularmente imersa em
Vy de dimensdo n-1. Entdo V - §(W) ou & conexa ou tem apenas

duas componentes conexas,

i

Dem. Se 0=V -®W), e sendo 0; as componentes co-
nexas de O'canté'o 5:](\ ow) # P, com efeito, Oi é aberto
{(pois V é localmﬁ.nte conexo) e se +ivessemos 0. K\CID(W) = CP
entao _oico, e como Oi é conexo ﬁiC’.Oi ou seja Oi =040
que implicaria qus 0; =@ ou 0, =V (V.é conexo) o que &
absurdo, |

Por outro 1ado temos 510 @(W) = Ci)(\rl) qualquer que
seja 1% para mostrar isto, notemos gque todo ponto xeai(‘\@(W)
(e portanto x€Q(W)) tem uma vizinhanca Ux (em V) homeomor-
“fa a uma bola aberta do R® ¢ Uxﬁ(}_)(u) & dado em Ux com

coordenadas (xl,...,x ) por x_ =0, isto é Uxf\ q)(W) é

n
homeomorfa a um pedago de plano: consequeﬁtemente UX -{)(W)
tem duas componentes Uy, 1), tais que T, (\Cp(W) 0.0 @(W),

J = 1,2, Feita esta observaqao notemos que i{'\ C'D(W) e fe-
chado em (E)(W). Também temos que 51(\ f.f)(W) € aberto em
CI)(W) + De fato, seja x € (')'i(\ d}(W)'; X possue.vizinhanga Ux
tal que U —@(W) tem duas componenteas U U s U f\Oi # (b

- do que resulta, ou U;jCo; ou U, C043 como ﬂ b =
zU r\g}g(m segue que ) (\@(W)C_O N Cb(ll), isto & 0, r\@(m
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[0 X8

aberto em LI)(W). Sendo (;D(W) conexo devemos ter Oif\@(W) =

CIDCW) (ja que ndo podemos ter =LP). Suponhamos agora
v -(P(W) tenha mals do que duas componentes 0, j x€ O(w)

tem vizinhanca U_ tal que Ux: -(I)(W) possue duas componen-

X
tes conexas 1)1 e 132; entao, ou [Jl ou (32 deveria estar
contido em mais do que uma componente conexa 045 0 que . é
absurdo, Se acontecer de um ponto xéﬁiKW) poéSuir uma vie
.'zinhanga (lx. tal que Ijl’ 132 estejam contidas na mesma
componente conexa Oi cntao vemos claramente que \I-@KW) é
conexo, ficando assim demonstrado o teorema,

A ~
Ignoramos se este teorema vale quando, V ¢ W sao apenas

? variedades topolégicas.

g g

e e S e S i it MU AR R mk P e Bold el

T S P g S it ) o . e S g -

mente se (I)(L\f) possue uma vizinhanga conexa O tal que U-§W)
- possue duas componentes conexas (V - CP(W) possue duas compo -
. nentes conexas). Em caso contrério, isto,é quando qualquer
 vizinhanca conexa  de. dwy  for tal que U-DW & co-

- nexo (V -(‘t)(W) & conexo) dizemos que W é localmente unilateral

Tou e 4an e e e B e ot A e

o e gt bam f pan de AT S T b T U A WY e P e
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530 n, paracompacta, e (W.,(ID) subvariedade fechada regular-
mente imersa em V, de dimensfio n-1. BEntio existe uma apli-
cagdo F: V= R ‘diferencié'vel tal que Cl)(W) ¢ dada por

F(x) =0 com dF # 0 soObre (?(W) se e somente se W for glo

balménte bilateral em V,

Dem. Suponhamos que QDCW) saeja dada por .F'(x) = 0 com
aF # 0 sdbre D(W). Se W ndo fosse bilateral, V - &owy
seria conexo e néste conjunto (x) o ou F(x) 0. Se
F(x>0 em V -4)(W) ,(XD(W) seria o conjunto dos pontos de mi
nimo de F ¢ portanto dF = 0 sSbre O(W). Se F(x) €0, & (W)
seria o conjunto dos pontos de maximo ¢ entio dF = 0 sobre
Ci)(W) . Portanto W & globalmente_ bilateral em V,

Reciprocamente, suponhamos que W é globalmente bilste-
ral em V., Entiao V -—(I?(W) tem duas componentes conexas :

U+,U" . Se xé(})(l«!) existe carta local (Ua,al,...,an) tal
que xE.Ua, Ua -(ID(W) tem duas componentes conexas o
(IDCW)(\ Ua ¢ dado por G, = 0. Mudando eventualmente oy
 POT  ~ay .podemos supor que se p@(i)(‘ux’}r\U+ entao al(p)> 0
~ & consequentemente, se pe P(WNL™ entio a; (p) <0,

'L)Jr - Definimos

RS

\U* Se x& @(Wf‘a e coii-.(r?(bf) é fechado exi
— LU T )
ste (Ua,al,...,an) tal que era e

~D(w)
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Uan(I)(W) =¢’. Podemos supor Ua conexo, e entdo, néste caso,
»
ou UG_CU+ ou UcU ., se UaCU+ definimos

e se Uac U definimos
F = 1,

a
- r . ’ ’
I\Ua‘l € um recobrimento de V, ¢ como V & paracompacto, existe

um refinamento localmente Finito de J‘Uqﬁ que podemos supor
que seja {Ua% . Existe a particio continua diferencidvel da
unidade {{} subordinada a {Ua{f . Entao a funcdo F:V - R
diferencidvel tal que ' .
F(x) = ik?a(;c) F,(x)

satisfaz as exigbneias do tecrema, Com efeito, & fdeil veri
ficar que F(x) = 0 se ¢ somenie se xé{_)(W). Mostremos que
d¥ # 0 sdbre @(w‘). De fato, se x€P(W) existe uma vizinhg

nga V.. de x que encontra um nimeroc finito de abertos de & .

Calculemos
Ay
ﬁo
onde a;y.esy6 sdo as coordenadas em U, onde xgU, :
dF 3
— 3 F
PRy C ¢efp) = (‘? R M (Qgfp) =
d . a '& 0B
= LP“Fa+t{}aL}+ Z ( LPBF +‘?B Ly =
Bal Bal- B#a 2;&1 Da
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| d8
AL b#a(PB day .
Como (IJa,al,...,an) e (tjﬁ’ﬁl""’ﬁh) sao cartas locais
temos |
| LY
1 o
26 0:3.:0
0 # det (mi) S L T
Baj 1,3%1y.0yn N i \
3“3 1,322,4..,n
86, ] 38y

day '“o oy {1,3%2,,00yn

pois (31 nzo depende de Goyeves® €M virtude de Uan@(m

ser dado por ay = 0, ¢ IJﬁPN©(W) ser dado por 51 = 0. Por-

ﬁ -~
tanto ——* # 0 ¢ como Py é funcao crescente de a, devenmos

da, d by
ter ﬁ;" > 0., Finalmente, desde que existe pelo me
nos um indice ¥ tal que. @E(x) Z 0, de
bF SN 6y
¢ ﬁ#a P b“
result -
a que (bF
——— 0
'bal X

0 que implica que d4F # 0 enm x&(})(m.
Para a generallzagdo dos resultados e outros na mesma

P '
ordem de ideias, ver o artigo " Sur les sous-varietes regu -
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lieres d'une differentiable' de Chaim Saruel Honig a ser

- ~ =
publicado proximamente,

NS e A e W e Y e e e e S R e -

Dar uma gstrutura_riemanniana s8brc uma variedade dife-
renciavel V é dar un campo de tensores duas vezes covariante
g € TO’ZCV) que em todo ponto kéﬁV seja nio degenerado, si-
métrico e definido positivo (para estas nogoes ver oS eXer -
efeios 3,4, U5 do par. 1, Produtos Tensoriais, do Cap.l).

Numa carta local (lj,xl,...,xn) g se exprime como
R gij(x)dxi ® dx:I

i,
em que 813 é portanto uma forma bilinear simétrica definida
posltiva em todo ponto xe U,

Dado um arco difercnciivel © en V, isto é, ura aplica~
cdo diferenciivel k@sﬁa,l]—a'v que supomos ser restricdo de
uma aplicagdo diferencidvel E@: ]—E,l'+£(-%V, seja g! =%¥(g)
O campo de tensores duas vezes covariante definido por1$ e
g sobre J -&,1 +¢ K (ver par, 2 e 3), e t a coordenada

A ]
natural deste intervalo,

P s Y mas m e
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Se l?({o,lj)CﬁlJ esta integrsl se exprime como

1) j; gij -2 3B e onde pety=(x (8.,
...,xnit))
Dados dois pontos x ¢ y de V a digtinecia de x a ¥

& o extremo inferior dos comprimentos de arcos qique ligam
x a y {isto &, tais que (P(O) =% @ 1?(1) = y), Pode-se

| deﬁonstrar que a disténeis assim definida goza dag proprie»l
- dades habltuals da distanela e & conpatfvel com & topologia

“de V, Portanto, uma varicdade riemanniana (isto é,'uma va-

- riedade munida de uma estrutura riemanninna) é metrizavel e
- portanto paracompacta {ver Teorena 10 Daste Apéndige).

Vamos demonstrarlquo reclprocamente toda variedade diw

' ferenciivel paracompatta pode ser munida de uma estrutura

. riemanniana.

De fao, seja.{(lja,xg,f..,xg)} um recobrimento loeal-
- mente finito de V por cartas locais, S&G0bre cadaTj vanos
definir um canmpo de tensores duas vezes oovariante simetrico,

definido positivo, isto 8, uma estrutura riemanniana:

g (x) = i dxy ® dxy

SB.%@J’ é a particic diferencidvel da unidade subordi.

nada ao recobrimento \Uhi definimos:



B imediato que g;eip’Z(V) e que satisfaz as condicOes

o, . A
necessarias para definir uma cstrutura riemanniana sObre

v .
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