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PREFACIO

A origem deste livro é uma promessa que fiz a0 Professor Debrabata Basu de tentar
algum dia escrever parte de suas idéias sobre Fundamentos Tedricos da Estatistica. Tiveo
privilégio e a honra de fazer parte do pequeno grupo de estudantes que escreveram teses de
doutorado (PhD) sob a supervisdo desse extraordinario pensador. Minha admiracio pelo
Professor Basu nio se restringe a sua qualidade como orientador de tese, mas, principal-
mente, pelo magnifico ser humano. Estas notas sio dedicadas a esse Amigo, Orientador
e Guru.

Este livro é fruto do trabalho de muitas pessoas por muitos anos. E com orgulho
que posso afirmar que, embora tendo trabalhado nos dltimos treze anos com o material
aqui desenvolvido, muitos dos capitulos foram escritos por meus ex-orientandos, Também
sinto orgulko de ter tido o privilégio de ter sido orientador dessas pessoas corajosas por
se submeter & minha supervisio em seus respectivos trabalhos de tese. '

Os Capitulos 1 a 5 sao dedicados ao desenvolvimento do que poderiamos classificar
como os fundamentos tedricos da Estatistica Fisheriana ou Classica. Alj apresentamos os
concettos fundamentais de modelo estatistico, modelo dominado, estatistica e suficiéncia
cldssica. O Capitulo 5 introduz os modelos n&o dominados, que nio sio muito divulgados
na literatura estatistica. Aproveitamos a formacio matemdtica do Alberto Zapata para
que esse material fosse escrito de forma suscinta e rigorosa.

Pilar escreveu o Capitulo 6 que trata de um modelo nfo dominado muito especial
conhecido por modelo discreto, E exatamente este modelo que permite colocar a teoria da
amostragem como parte do método estatistico, Parte desse material pode ser encontrado
apenas nas entrelinhas de alguns artigos do préprio Basu ou na tese de doutorado da

Pilar.



Marcia escreven o Capitulo 7 sobre a utilizagao dos conceitos introduzidos nos capitulos
anteriores na estatistica usual. Parte do material desse capitulo pode ser encontrado em
sua tese de mestrado.

O Capfitulo 8 é um excelente estudo da invaridncia. Muitos ficardo surpresos com a
forma clara e precisa com que Victor escreveu esse material. A forma com que invaridncia
é introduzida é original e ndo creio que exista similar na literatura.

Os Capitulos 9, 10 e 11 referem-se & Estatistica Bayesiana e foram escritos por Daniel.
O Capitulo 9 introduz o modelo Bayesiano e muito do material pode ser encontrado tanto
no meu trabalho de PhD quanto na tese de doutorado do Daniel. Embora o Capitulo 10
chame atencéo pelo estilo elegante de apresentagio do Daniel, muito dos resultados de
independéncia condicional foram desenvolvidos em minha tese de doutorado. O Capitulo
11, entretanto, é totalmente original e sé pode ser encontrado na tese do Daniel. Nio
conhego publicagio que apresente o problema de Identificagio com tanta propriedade
como feita pelo Daniel. Este material é parte do primeiro capitulo de sua tese.

Finalmente, o Capitulo 12 é uma comparagio entre os conceitos de suficiéncia. Alberto
Zapata escreveu este artigo e apresentou em um congresso de Inferéncia Bayesiana em Sao
Carlos, em 1991. Creio que material similar sé pode ser encontrado na tese de PhD de
um ex-companheiro da Florida Statee University, S.C. Cheng.

Embora tenha desenvolvido ¢ material dessas notas ao longo desses treze anos como
professor da discipline MAE 798 - Teoria Estatistica, para o Programa de Doutorado do
IME-USP, foram meus alunos que me incentivaram a tornar realidade este livro. Assim,
cumprindo a promessa que fiz ao meu Guru, pude ter o “direito” de fazer com que todos
trabalhassem duro em cima das idéias do Basu.

A pergunta que surge naturalmente é: “qual a diferenca entre o que estd desenvolvido
aqui e ¢ que Ja fol apresentado em outros textos com o mesmo nivel de formalidade?” A
resposta € simples: no lugar de trabalharmos com a definicio usual de estatistica — fungio
mensuravel do Espaco Amostral — definimo-la como sendo qualquer subilgebra (sub-o-
algebra) associada ao Espago Estatistico Original. Assim, ao invés de trabalharmos com
diversos Espacos Estatisticos gerados pelas fungdes mensuraveis, temos de nos preocupar
com apenas 1m espaco e seus sub-espagos de interesse, definidos pelas estatisticas. O

prego da originalidade é compensado pela simplicidade.
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Correcoes 1niciais do Livro TEORIA ESTATISTICA

SUBSTITUA ' POR NA PaGINA NA LINHA
originalidade generalidade ii oltima
Sejam Seja 118 primeira
Teorema 1.1 descrito na sequéncia - -
Exemplo 1.6 descrito na seqiéncia - -

Teorema 1.1: Seja & uma subilgebra separdvel de €. Entdo, existe uma
variavel aleatoria f tal que f1(®) = .

Demostracio: Sejam D = (Dy,Dy,...} tal que & =o(B), I, = Ip, (n=1,2,..) e

&L
f_ Sn
n=1
Como Dpe B, entio e dY; isto & f~1(B) cB. Consideremos agora os conjuntos

o0
B; - { S(1,/37) : aj=1,a0=0 ou 1, v n=1},
n~l
e note que, se v n, ap=0 ou 1, existe uma correspondéncia um-a-um entre as

(o]

sequéncias (ay,az,..) e as séries 2.(I,/3%).
n-1

Como D = {x : Ij{x) = 1) = 1 1(B;) e 11 (By)ef (1), segue que D;ef~'(B;). Logo
5 cf-1(By) cd e portanto ;1(B) =H. )




Exemplo 1.6: Seja & - (DeRy: Dou D° é enumerdvel). Vamos supor por
absurdo que £ ¢ separavel. Entao existem Dy.Ds,... tais que & = o{(D1.Ds,..)) ¢
assim g)tem uma estrutura atdémica. Isto é, o8 elementos. g€ ndo vazios de
B=(B; n B2 . By=-Dy ou D) formam uma particio de Ry e cada um de seus
elementos &e‘?ﬁ;: um atoamo de 8.

Sem perda de generalidade, podemos admitir que cada Dy, n=1,2,..., seja
enumeravel, Por outro lado. :ﬁl DS = ¢, caso contrdrio nE?l D,=R; oqueé
uma contradicao pois Ry seria enumeravel. Assim, ﬂ?_‘ﬂl Df é um atomo de &

provecando a seguinte contradicao:
Como E’ﬁl Dy = Ry, entio consideremos De & contendo propriamente a Eﬁl D,
n= . fi=

assim D® & um subconjunto prorio de go que ¢ obviamente uma contradicic

np-

wnat v



Os autores dessas notas desejam que os futuros doutorandos possam usufrui-las no
sentido de conseguirem simplificagdes necessdrias aos objetivos de suas pesquisas.

Gostariamos de agradecer a coordenagio do Coléquio Brasileiro de Matemdtica por
nos dar a oportunidade de oferecer o Curso de Teoria Estatistica nessa prestigiosa reuniio
cientifica. Aos mens alunos da turma de 1992, Anténio José da Silva, Filidor Edilfonso
Vilca Labra e Manual Galea Rojas, gostaria de agradecer pela paciéncia em rever toda a
digitagdio dessas notas. Pilar e Mércia coordenaram a coleta dos manuscritos e a formagéo
dos exercicios complementares dos capitulos iniciais e, s duas, agradeco pelo incentivo e

por todo esse trabalho.

S3o Paulo, 30 de abril de 1993

Carlos Alberto de Braganga Pereira
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Entenderemos por um modelo estatistico (ou estrutura estatistica) uma trinca de
“entes abstratos” (X,.A,P), onde X' é um conjunto de pontos, z, A é uma o-algebra de
subconjuntos, A, de X' e P é uma familia (de medidas) de probabilidades, P, no espaco
mensurdvel (X, A). Nestas notas, (X, A4, P) estars fixada. No contexto estatistico, X &
0 espago amostral de todos os resultados possiveis de um experimento (varidvel ou vetor
aleatério por exemplo) cuja distribuicio é definida por algum Fy € P “desconhecido” (a
intengio do estatistico é pesquisar qual é este Fy). A o-dlgebra A, légicamente, representa
a classe de todos os eventos A, para os quais P(A) sio bem definidos VP € P. Se a familia
‘P pode ser escrita como

P={P; 00}

onde a correspondéncia @ : @ — P é um-3-um (preferivelmente uma bem “simples”),
entdo P ¢, equivalentemente, considerado como o “espago paramétrico” ©.
Consideraremos simultaneamente, com bastante frequéncia, mais de uma o-algebra de
subconjuntos de A’ as quais, por sua vez, estio contidas em A. Para efeito de simplificagio,
D é chamada de subdlgebra de A se D é uma sub-g-algebra de A. Se {Dy; 6 € A} é uma

colegao arbitraria de subdlgebras de A, \/ Ds = ¢{Ds; § € A} é a menor subalgebra de
€A



A que contém cada D, § € A. O conjunto dos reais e a o-dlgebra de Borel na reta seréo
denotados por R; e By, respectivamente. Por uma variavel aleatdria f, entenderemos uma

funcio A-mensuravel de (X, A) em (R;,B;). Se uma subdlgebra D de A contém
FH(BYy ={/""(B); VBeBi}

entdo f é dita ser D-mensurdvel e escreveremos f € D. Seja {fs; é§ € A} uma colegao
arbitréria de varidveis aleatérias (v.a.). Escreveremos algumas vezes o{fs; § € A} no

tugar de \/ f~'(B;), a menor subélgebra que contém as classes fU(By).
SeA

Exercicio 1

(i) D& um exemplo para mostrar que a unifio de o-algebras néo €, necessariamente,

uma o-ilgebra.

(i) Mostre que f~'(B,) é uma subalgebra de A.

(i1i) Mostre que a intersecgdo de o-algebras é uma o-dlgebra.
Observacao: Lembrese de que estamos considerando, simultaneamente, diversas me-
didas de probabilidade no mesmo espago mensuravel (X, A). Esta é a diferena basica
do espago de probabilidade usual (X, A, P) onde apenas uma medida de probabilidade é
considerada. Na verdade, o estatistico “classico” admite que existe em P o “verdadeiro”
elemento P, o qual devera ser investigado (estimado 7), pois ele (estatistico) o desconhece.

Nesta segio alguns conceitos bem conhecidos em espagos de probabilidade serdo estendi-

dos para as estruturas estatisticas. Isto formara o Instrumento Bésico de nosso curso. O

Considere entdo o modelo estatistico basico (X, A, P).
Definigio 1.1
(i) Um conjunto A € A é dito ser P-nulo se P{A) = 0.

(ii) Um conjunto A € A é dito ser P-nulo se A é P-nulo VP € P.



Sejam f e g duas varidveis aleatdrias e sejam A e B dois conjuntos quaisquer de 4.

Definicao 1.2

(i) 7 =g [P] se {z; f(x} # g(2)} é P-nulo,

(il) A= B [P] se P(AAB) =0, onde AAB ¢ a diferenga simétrica cntre A & B.
(i) f=g [Plse f=¢ [P YPeP.
(iv) A=B[Plse A= B [P] YPcP.

Exercicio 2

Sejam f e g duas varidveis aleatérias, Iy e I as fungdes indicadores dos conjuntos A
e B de 4, respectivamente:

(i) Mostre que {z; f(z) # g(z))} € A.

(ii) Mostre que A = B [P] se ¢ somente se [, = I P
Consideremos agora duas subalgebras, D e £ de A.
Definigao 1.3

(i) Diremos que D é P-essencialmente incluida em £, D C £ [Pl,seVDCD,IECE
tal que = D [P].

(ii) D é P-equivalente a £, D= £ [PliseDCE[PleEC D[P
Definigao 1.4

(i) D é P-essencialmente incluida em £, D C & [P], se VD € D, 3E ¢ € tal que
E=D[P.

(ii) D é P-equivalente 3 £, D= £ [P, se ECD[Ple DCE [P].



Exercicio 3
Mostre que D C £ {P] se e somente se para cada v.a. f que é D-mensuravel existe

uma v.a. g que ¢ £-mensuravel tal que g = f [P).

Observagédo: Ocasionalmente escreveremos “cp™ e “=p” para indicar inclusio P-essen-

cial e para indicar P-equivaléncia, respectivamente.

I “evidente” que D = £ [P] implica que D = £ [P], ¥P € P. O inverso contudo nio
é verdadeiro visto que, no primeiro caso, a equivaléncia é independente da escolha de P,

0 que nao ocorre no segundo.

Exemplo 1.1

Seja X = Ry, A = conjunte de todas as partes de X e P a familia de todas as
distribuigbes degeneradas (em f;). Note que o conjunto vazio, #, é o dnico conjunto
P-nulo. Nio ¢ dificit ver que A = {#,R,} [F;] para todo § € R,. Contudo, todo
subconjunto préprio A de f; ndo possui P-equivaléncia, nem com # nem com R;. Assim,

A # {9, R,} [P); isto é, A nio é P-equivalente a o-algebra trivial. o

Exercicio 4
No Exemplo 1, mostre que A = {#, B} [P] Y8 € R, e que todo subconjunto préprio

de R; nio é P-equivalente a 0 ou a ;.

Observagio: Por questées préticas, é natural que o aluno pergunte se nio seria possivel
conseguir um exemplo semelhante ao Exemplo |, onde tivéssemos uma familia P de
distribuigdes absolutamente continuas em R,. Voltaremos a discutir esse problema quando

estudarmos familias dominadas. a

No caso de duas medidas, P, e P,, escreveremos P C € [Py, P,| para indicar que
VDeD,AE e Etalque E=D [Pe E = D [Ry);isto é, E = D [P, P3]. Analogamente,

com esta ordem parcial, definimos D = € [P, Py).

Definicio 1.5

Duas subdlgebras D e £ sdo “equivalentes por par” , com respeito a P, se para cada
subclasse de duas medidas {P, B} C P, D= £ [P, P)].



Também aqui, fica claro que P-equivaléncia implica em equivaléncia por par. Contudo,

o inverso € falso como mostra o seguinte exemplo,

Exemplo 1.2
No Exemplo 1, considere P como sendo a familia de todas as distribuicBes discretas

em R;. Considerando o conjunto vazio, 8, como sendo enumeravel, seja a D a subélgebra

(ver Exercicio 5) definida por
D= {D € A D ou D° é enumeravel} ,

onde D® indica o complementar de D (X — D). Vamos provar que A e D sdo equivalentes
por par. Para isto, fixemos quaisquer subconjuntos A € A e {P1, P} C P. Desde que
P, e P, sao medidas discretas de probabilidade, concentram suas massas em um conjunto
enumeravel Agp = {a1,as,...}. Considere o conjunto I? = Ay N A. Fica entio claro que
DeDeque D = A|[PR,P). Assim, V{P, P} C P, temos que A C D [Py, B]. Por
definigio temos que D C A e, assim, concluimos que A = D [P, P;] qualquer que seja
{P1, 2} C P. Contudo, A # D [P)] (ver Exercicio 6). o

Exercicio 5

Mostre que a classe D, definida no Exemplo 2, é uma o-4lgebra.

Exercicio 8

No Exemplo 1.2, mostre que A C B {P] é falso.

Observagao: Note que no Exemplo 1.1, A e {#, R1} nao sio equivalentes por par. Con-
sequentemente, temos a seguinte conclusdo: P-equivaléncia = Equivaléncia por par =
P-equivaléncia VP € P. Contudo, as diregdes das implicagdes nio podem ser mudadas
em geral. E importante ainda notar que, também no Exemplo 1.2, consideramos uma

classe “nio dominada” de medidas.

Definigo 1.6
Uma v.a. [ é dita ser “P-essencialmente D-mensurdvel” se existe uma funcio, g,

D-mensurdvel tal que g = f [P]. Neste caso, escrevemos f € D [P).

Consideremos agora as seguintes classes de subconjuntos de X



(1) ./-10 = {@,KY} 3
(i) AY = {A € A; P(A) =0 ou P(A°) =0} ;

(iil) Ap = {A€ A P(A)=00u P(A°)=0 VPeP}.

Exercicio 7

Mostre que 4o, ]:)D e Ag sao o-dlgebras e que Ay C Ay C Ef.

Definigao 1.7
O completamento de uma subalgebra D é a subdlgebra D = DV Ay Da mesma forma,

D é dita ser completada se Ay C D.

Exercicio &

Sejamn D e £ duas subdlgebras e f uma v.a. Entdo, prove que:

(i) D={A € A A= D [P| para algum D € D} ;

(i) E=DPle=D;
(iii) D =D [P).
(iv) ECD[Pl2 ECD;
(v) fED[Pl& feD.
E natural, no momento, questionarmos se o completamento é mantido quando efetu-
amos as “operagdes” entre subdlgebras. Os resultados que passamos a discutir, embora

sem muito interesse pratico, nos fornecerd uma maior intimidade com os conceitos aqui

apresentados.

Proposigao 1.1
Sejam Dy, Ds, £ e £, subalgebras de A. Se D) = £, [P] e Dy = & [P), entdo
D]_ V Dg = 51 v 82 [P].



Demonstragao

Pelo Exercicio 8 (ii) é suficiente mostrarmos que

DVD, =5 VE, (*)

Em vista da definicio de completamento e pelo fato da comutatividade da operagio V,

temos que

5]V52=D1V92, E]VEzl'glVEz.

Como D; = &[P]; i = 1,2, temos pelo Exercicio 8 (i) que D; = &;, ¢ = 1,2, Assim, (¥} é

conseqiléncia imediata deste fato. =]

O exemplo a seguir vem mostrar que embora 2 intersec¢iio de subdlgebras seja uma
subélgebra, o completamento dessa intersecgio ndo necessariamente é a intersecgao dos

completamentos.

Exemplo 1.3

Seja X = Iy, A = B, e P = familia de medidas P que sio dominadas pela medida
de Lebesgue, A; isto é, P « A VP € P. [P « A se VB € By, tal que A(B) = 0 implicar
P(B) = 0.] Seja D = {#,(—00,0),[0,00), R1} e £ = {B, E, B, R, }, onde E & o conjunto
dos irracionais negativos. Como A(EA(—00,0)) = 0, temos que D = £ [P]. Entio, se
P-equivaléncia fosse mantida com a formacio de interseccdes, teriamos

{'DEE[’P] = D=ENDI[P]; isto é,
D=D(P] D={0, R} [P]

o que logicamente é falso.
Por outro lado, E € DNE, porém, E ¢ DN E = Ay Isto mostra que o completamento

da intersecgio nfio é necessariamente a intersecgio dos completamentos. O
O resultado abaixo vem concluir nossa investigagio.

Proposigao 1.2
Sejam D e £ duas quaisquer subalgebras, entio DPNE C DPNE.

Demonstragao
Seja B € DN &, assim pelo Exercicio 8 (i), 34 € DNE tal que A = B [P]. Assim, desde
que A€ De A€ £, concluimos que BEDe B € £, o que finaliza esta demonstragio. O



Com o intuito de diminuir a generalidade de nossa estrutura estatistica, vamos con-
siderar uma propriedade topolégica que, além de tornar um pouce mais “real” o nosso

estudo, vem fornecer caracteristicas bastante interessantes.

Definigio 1.8

Uma subalgebra D de 4 é dita ser “enumeravelmente gerada” ou “separdvel” se existe
uma classe enumerdvel, ID = {1, Ds,...}, de subconjuntos I, de D tal que o{ID) =D
(isto é, D é a menor o-dlgebra que contém ID). Neste caso, ID é chamado “gerador” ou

“base” de D.

Exemplo 1.4
D= {0,D, D¢, X} e B sio separaveis desde que D = o({D}) e By = o({(~o00,7);7 &

racional}).

Teorema 1.1

Seja D uma subdlgebra separdvel de A4, entdo existe uma v.a. f tal que
f(B8)=D.

Demonstragao
Seja D uma base enwmeravel de D, Seja I, a funcio indicador de D, € D para todo

n=12,.... Como [, s3o variaveis aleatdrias, f = Y o>, ‘:{’,,L também é uma v.a. {fungéo
real A-mensurdvel). Considere os conjuntos

. &

B,-={Z3—:; a;:l,an:{!ouan%i} .

n=1

e note que existe uma correspondéncia um a um entre as seqiiéncias (ay,as,...) {(de zeros

e uns) e as séries ) o2, 4. Verifique entdo que
D; ={z;: L) =1} = f7H(B) € f7(By) -

Assim, D C f~!(B,) e por outro lado f € D (& D-mensurdvel) pois I, e DV¥n=1,2,....
Consequentemente, f~'(B,} C D, pois By = ¢{B;; i = 1,2,...} eassim f~}{B,)=D. O

Exercicio 9

Procure esclarecer todos os detalhes da demonstragio acima.



Teorema 1.2

Se f é uma v.a., entdo f~1(B,) é separsvel.

Demonstragéo

Observe que f'(B;) C A e que B, é separavel. Seja B = { By, By, ...} uma base de B,.
Seja D = o({f~1(B1), f7YBs),...,}) que por outro lado estd contido em FYBi). Seja
By = {B € B, : /'(B) € D}, verifique que Bg ¢ uma o-algebra contendo { By, B,,...} e
logo By = By. Escolha entio VB € B, = B, e logo f~1(B) € D. Assim f™(B,)CD. O

A seguinte definicio possui uma versio geral que depende das medidas de probabili-

dade do modelo estatistico.

Definicdo 1.3
Um conjunto ndo vazio A € A é chamado de “4tomo” de A se YAy C A tal que
Ay € A, entdo Ag = ou Ay = A. A é dita ter uma “estrutura atdmica” se seus atomos

formam uma partigio de X.

Exemplo 1.5
(i) & é o 1nico dtomo de A,.
(if) A e A° sdo os dtomos de {§, A, A°, X'},

(iii) Para cada & € By, {z} é um 4tomo de B;. Como R, = Uzer, {=}, entdo B; tem

uma estrutura atémica.

(iv) Seja f uma v.a., entio f~'{z}, Vz € Ry, é um dtomo de F(By).

Teorema 1.3

Se A ¢é separdvel, entdo’ A tem uma estrutura atdmica.

Demonstragio -
Seja A = {A;, A,,...} uma base de A eseja B = {B: B = (] B,, onde B, = A,

n=1
ou A5, n=1,2,...}. Mostre que os elementos nio vazios de IB formam uma particio de

X. Seja D a classe de todos os conjuntos D € A tais que D = Usea Bs, onde A é um
conjunto qualquer de indices ¢ Bs € B V4§ € A. Verifique que D é uma subélgebra de A



e note que D tem uma estrulura aldémica, pois cada elemento ndo vazio de I3 ¢ um dtomo
de D.

Para finalizar essa demonstragio, basta provar que .A C D, pois, logicamente, ' C
A. Assim, observamos que A, € D, ¥n = 1,2,..., pois A, = Ug,eB Cny onde €, =
(P BN Ap N (N2yt Bi) e Bi = A ou Af Vi#mn. Logo, BCDeassim ACD. D

Exercicio 10

Mostre que a classe D definida na demonstragio acima é uma o-dlgebra,

Evidentemente, existem o-dlgebras que nio sio separdveis. O mais surpreendente é
que existam o-algebras separaveis que contém subélgebras nio separdveis. O exemplo

abaixo mostra este fendémeno.

Exemplo 1.6

Seja D = {D C Ry; D ou D° é enumerdvel} que logicamente estd contida em Bi.
Vamos supor por absurdo que D é separavel. Entdo, existe Dy, Ds,... tal que D =
a({D1, D2,...}) e assim D tem uma estrutura atémica. Isto €, os elementos nido vazios
de B={NZ, By By = Don D, ¥ =1,2,...} lormam uma particdo de £, e cada um
deles é um atomo de D,

Sem perda de generalidade, podemos admitir que cada Do, n = 1,2,..., é enumeravel

(7). E evidente que N% D¢ s § pois caso contrario |32, D, = &; o que implicaria em

n=1

enumeravel, o que é uma contradigdo. Assim, (0%, DS € um atomo de D, o que provoca
a seguinte contradigio: seja U um conjunto central propriamente de [J52, D, agsim D¢
é um subconjunto préprio de %, DS e D¢ € D (pois D € D), o que obviamente é a

contradigio. m]
Note, no exemplo acima, que D nio é separdvel, embora D C By seja separavel.

Exercicio 11
No exemplo acima, mostre que ndo hi perda de generalidade em supor que Dy, Dy, ...

s40 enumeraveis.
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Considere o espaco estatistico onde A = Ry, A é a classe dos borelianos de X e
P ={P;0 € R} com P, sendo a medida degenerada em 4. Sendo Aj a subslgebra
trivial;

(i) prove que A= Ay [Py), V8 € R e que A #£ Ay [Ple
(i) diga, justificando, se a relagio A = Aol Py, Py,), ¥(01,0;) € Ry, é vilida.

2. Considere o espago estatistico onde X == Ry, A é a classe dos borelianos de X e

P ={Fy: 8 € ©}. Determine a classe de conjuntos P-nulos quando
(i) P ¢ a classe de distribuigées uniformes em (0,0 +1) e ® = Ry:
. (ii) P é a classe de distribuicdes uniformes em (61,02) € 6, < 83, 01,0, € Ry.

3. Seja (X, A, P} um espago de probabilidade e G o grupo de fungdes bijetoras men-

surdveis de X’ em X.
(i) Defina a medida de probabilidade gP sobre (X, A) por

(9P)A) = P(g7(A4)) : geG,AcA
e P={(gP): geG}.

O grupo G pode ser considerado como espaco paramétrico? Justifique.

(ii) Seja P um conjunto de medidas de probabilidade definidas sobre (X, .A) tal
que para cada Pe Pege G, gP € P.
Seja X =X x...x X e A 5 a-dlgebra produto sobre X, Para P € P

defina P sobre B como

P(ﬂ)(AlxAzx...xAn)zIIP(B‘:), B“EB.

=1
Além disso, se g € G, g opera sobre X por
g(ml}' ..,{l’!n) - (g‘rl':"')g:cn) ) ('1"]1-" 33:11) € ;t)(n} -
Se PO = (P[P ¢ P}, mostre que gP™ € PM para cada P P,

ged.
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4. No espago estatistico (X', A,P), seja M a classe dos conjuntos P-nulos de 4 e D

uma subélgebra com completamento D.
(i) Seja N a o-dlgebra gerada por M. Mostre que N = Ag, onde Aqg ¢ a o-dlgebra
trivial.

(ii) [ Seja f : X — Ry fungdo limitada, Borel-mensurdvel. Diga, justificando, se as

seguintes afirmacgdes sdo véalidas.
a} Ep(f|D) = E,(f|D) q.c. P.
b) Ep(f|4o) = Eo(f) a.c. P.

5. Considere o espago estatistico (X', A, P) com P = {F: ¥ € ©}. Seja p uma medida
de probabilidade sobre o espago mensurdvel (0, F) e defina
QA) = /@Pgm) du(8), A€ A.

(i) Mostre que @ é uma medida de probabilidade sobre (', A).
(ii) Prove que se P < A, onde A é uma medida de probabilidade sobre {X, A},

entio @ < A. O reciproco é verdadeiro? .Justifique.

6. Sejam P e @ duas medidas de probabilidade definidas sobre o espago mensuravel

(X, A). Delfina
1P~ Qlla= 2sup |P(A) — Q(A)|

{i) Se C é uma subalgebra de A, mostre que ||P — Qle £ ||P — @]|4. Verifique se
1P =Qllc =P - Qllz-

(i1) Usando o fato que ||[P — Q|4 = 25{11)05:%1 | f¢dP — [ $dR)|, prove quese C é
uma subalgebra de A tal que para cada A € A

P{A|IC) = Q(A|C) q.c. Peqee. Q)

entdo ||P — Qlle = ||P - Q|4

7. Uma urna contém N; bolas marcadas com o numerc 1, N; com o nimere 2 e
N3 com o nimero 3. Embora Ny, N, e N3 sejam desconhecidos, o total de bolas,

N = Ny + N3+ N3, é conhecido. Suponha que uma amostra de tamanho n (n < ¥)
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€ selecionada, a) com reposicio e b} sem reposigio, e anota-se o valor do vetor
amostral (n1,n,), onde ny,ng e n3 sio as freqiiéncias amostrais de bolas 1, 2, e 3,

respectivamente,

Descreva o espago estaistico induzido pelos vetores amostrais nos casos a) eb). Esses
espagos sfo dominados? Se afirmativo, encontre derivadas de Radon-Nikedym nos

casos a) e b).

- Sejam X e Y duas observagbes independentes de uma normal com média g € It
e desvio padri o € Rf. Mostre que os espagos estatisticos induzidos por (8,D) =

(X +Y,X —Y) coincide com o produto dos espagos estatisticos induzidos por S e

D.

- Um lote contém N itens e s defeitos no lote (cada item pode ter de zero até s
defeitos). Seja y; o nimero de defeitos no i-ésimo itemn TN ¥ = s. Suponha que

as possiveis configuragdes (y1,...,yn) séo igualmente proviveis,

a) Descreva o espago estatistico induzido pelos vetores amostrais (¥1,.- ., yn)
quando i) os items ¢ os defeitos sdo distinguiveis, ii) os defeitos sio indis-
tingujveis.

b} No caso i) em a), suponha que uma amostra de tamanho n (n < N) é selecio-
nada. Seja x o niumero de defeitos na amostra. Descreva o modelo estatistico
induzido por z. O que ocorre com este modelo se N — 0o e s +— 0o em tal

2 S 7
forma que § = Ae % — 07

¢} No caso ii) em a), suponha que um item é selecionado. Seja ¥ o niimero de

defeitos neste item. Descreva o modelo estatistico induzido por y. O que ocorre

com este modelo se V — oo e s -+ 00 em tal forma que = Al

d) Os espagos obtidos em a) - c) sio dominados? Se afirmativo, encontre as

derivadas de Radon-Nikodym.
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CAPITULO 2

ESTATISTICAS E PARTICOES

Considere o modelo estatistico (X, A, P) e considere uma [ung¢io A-mensuravel, ¥, de

(X,.A) em um outro espago mensurdvel (¥, B). Isto é,
Ay =Y Y BY={Y"Y(B): BeB}CA.

Qualquer estatistica ¥ pode ser identificada com a subdlgebra Ay gerada por ela (prove,
novamente, que Ay é uma o-dlgebra). Correspondendo a cada medida P € P, definimos

uma medida @ em (Y, B) da seguinte forma,
Q(B)=P(Y"'(B)) YBeB.

Seja @ a familia de tais medidas induzidas pelos elementos de P; isto é, @ é a familia
induzida por P, @ = {PY™! : P € P}. Assim, ¥V estd induzindo um nove modelo
estatistico (, B, @) e na verdade, o modelo (X, Ay, P) ¢ o verdadeiro indutor. A seguir,
discutiremos o sentido em que consideraremos os modelos (X, Ay, P) ¢ (¥, B, @) como
equivalentes para o estatistico.

Suponha por um momento que Y seja uma fungio sobrejetora; isto é, ¥ = Y{4&).
Assim, deve existir uma correspondéncia um a um entre os elementos de Ay e B. Para

concordarmos com isto, necessitamos mostrar que Y ~1(B;) # Y~ B:) se By # B, onde
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By, By € B, isto equivale a mostrar que Y=YBy) = Y~Y(B,) implica em B, = B,.
Lembremos que
Y_l (BlABg) = Y"I(Bl)AY_l (Bg) = @ .

Assim, como ¥ é sobrejetora, entio B, = B,.
Para generalizar este resultado, apresentamos a proposigio seguinte que elimina a

suposigio de ¥ ser sobrejetora.

Proposicio 2.1
Seja @ a classe induzida por P através de ¥. Assim, a relagio A = Y~!(B), onde
A € Ay e B € B, estabelece uma correspondéncia um-a-um entre as a-dlgebras Ay e B,

a menos de uma Q-equivaléncia.

Demonstragao

Esta proposicio foi provada acima no caso de Y ser sobrejetora. Assim, vamos supor
aqui que Y (&) é um subconjunto préprio de V. Isto nio garante que a imagem de Y,
Y(X'), 4 um conjunto B-mensurdvel.

Sejam B; e B; dois conjuntos em B tal que Y“‘(Bl) = ¥Y~(B,). Assim, nio é
dificil ver que ByAB; C Y — Y(X) e que todo elemento dessa classe é Q-nulo, pois, se
NeV-Y@)] Y (N)=0eV¥Q € Q QN) = P(Y"'(N)) = P(®) = 0. Assim,
By = B;[Q)]. Assim, existe uma correspondéncia “Q-essencialmente um-a-um” entre Ay

e B. ]

Seja agora g uma v.a. definida em (), 8) e ¥ uma estatistica de (X, .4) em ), B).
Observe que Y8, € B;,

(goY) ' (B) =Y (g7 (B1)) € Ay

pois ¢"1(B;) € B. Isto é,se g € B e Y & uma estatistica definida em (¥,.A) com valores

em (Y, B), entdo g o Y € Ay. Isto é esquematizado no seguinte diagrama.
(x4 L (¥, 8)
lyg
(R, B1)
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A préxima proposicdo apresenta o inverso deste resultado,

Proposigio 2.2
Com as notacées acima descritas, temos que se / € Ay é uma v.a. definidaem (X, A),

entdo existe uma v.a. g definida em (Y, B) tal que f = go Y.

Demonstragio

Provaremos esse resultado apenas no caso particular onde [ € Ay é uma funcgio
simples; isto é, [ = ¥5, aifa,, onde {Ay, Ag, ..., Ax} C Ay forma uma parti¢io de X.
Como Y é uma estatistica, existem By, ..., Brem B talque A; = V71 (B;),Vi=1,2,..., k.
Defina uma funcio ¢ tal que

_fa; seye BB{BS---B, Yi=1,2,....k
9‘(3’)“{0 sey € BEBS. - B

onde By = .

Néo é dificil ver que Y™1(B;BS--- B ) = Ai e Y7U(Bi--- Bf) = 0. Note que os
conjuntos B;BS--- B, Vi = 1,2,...,k, juntamente com BB - - - Bf forma uma particio
B-mensurdvel de ). Assim, g € B ¢ uma funcao simples tal que f = go V. i

Exercicio 12

Complete a demonstragio da proposigio acima, para quaisquer v.a.’s.

Exercicio 13

Se a v.a. f tem duas representacdes diferentes ¢, 0 Y e gy 0 Y, entdo g; = g2(Q)].

A proposi¢io abaixo relaciona as integrais das v.a.’s f e g descritas acima. Além de
considerarmos a estatistica ¥ e as v.a.’s f e g, vamos supor (em geral) que P & uma

medida o-finita em (X', A).

Proposicio 2.3

Seja g uma v.a. integrivel. Entio, para todo B € B,

L go V@2 = [ a)ai)

onde, VB € B, Q(B) = P(Y~(B)).

16



Demonstracgéio
Nos restringiremos ao caso onde ¢ é uma fungdo indicador de um conjunto By € B.

Assim,

s = [ = [ aw)
= Q(BBo) = P(Y~(BBy) = P(Y"(B)nY~(By))

[}’—1(5)(113“ o Y)(J,')P(dﬂ’.‘) :/ Iy—:[Bu)(.’,B)P(d:I:) = P(Y_I(B) n Y_I(BO)) .0

Y-1(B)
Exercicio 14

Mostre que (15, 0 Y)(z) = Iy-1(py(z).

Exercicio 15

Complete a demonstragio acima para o caso onde ¢ é uma v.a. integravel qualquer

definida em (Y, B).

Com as proposigdes 2.1, 2.2 e 2.3, podemos agora pensar em (X, Ay, P) e (V,B,Q)
como sendo equivalentes ou indistinguiveis para todos os nossos propdsitos. Assim, livre-
mente identificaremos a estatistica ¥ com a subélgebra Ay que ela gera.

Em muitos casos, é muito mais simples estabelecer resultados para subdlgebras do
que estabelecer os resultados correspondentes para as estatisticas. Assim, supondo que
em um problema os resultados em questdo sdo verdadeiros para ambos, estatisticas e
subalgebras, os resultados para as subélgebras sio pelo menos tio tteis quanto os resul-
tados para as estatisticas. Dessa forma, nio necessitamos daqui para frente mencionar o
espago (), B, Q) para o estudo de Y, pois teremos em mao os resultados andlogos para
(X, Ay, P).

Para praticarmos a linguagem de subalgebras, consideremos duas estatisticas ¥ e Y,
com as correspondentes estruturas (Y, B, Q) e (), B, Q'), respectivamente. Suponha
que exista uma estatistica, Z, definida em ()", B') tomando valores em (¥, B) tal que
Y(z)=Z(Y'(z)) Vz e X.

Exercicio 16

Verifique que Ay C Ay
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nando Ay ¢ Ay, escreveremos ¥ > ¥’ No caso em que Ay = Ayv, escreveremos
Y7 Y ¥y

V=Y.

Exercicio 17

Verifique que “>" define uma ordem parcial entre estatisticas defidas em (X', A) e “="
define uma relagio de equivaléncia.

Assim, quando desejamos comparar duas estatisticas ¥ e Y’, é mais [dcil {conveni-
ente) trabalharmos com os modelos {X, Ay, P) e (X, Ay, P) do que com os modelos
equivalentes (), B, Q) e (', B/, Q"). Da mesma forma, as defini¢des e resultados validos
para subélgebras podem ser traduzidos em resultados e definigdes correspondentes, para
qualquer estatistica Y. Necessita-se para isso apenas pensar-se em Ay.

O estudo das partiges de X completa essa linguagem abstrata em que vamos nos

basear.

Definigao 2.1
Por uma partigao de X queremos dizer uma classe I1 (possivelmente nao enumeravel)
de subconjuntos 75 de X' que sdo mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos. Isto

é, seja A um conjunto de indices tal que
Il = {Wg;éEA} y 7r5r]7r5. =9
se & £ 8" e Usea ms = X. Em geral, néio necessariamente, temos Il € A, Vé e Al

Exercicio 18
Se Y é uma estatistica de (X, A) em (¥, B), mostre que {Y~}({y});Vy € V} forma

uma particio de .

Definigio 2.2
Para cada particao II, definimos A(I1) como sendo a classe dos conjuntos A-mensurd-

veis que podem ser escritos como unides de elementos de II.

Exercicio 19

Prove que A(I1) é uma o-algebra.

Esta subilgebra A(II) é conhecida como a subdlgebra induzida por II. O exemplo
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abaixo mostra que nem toda subdigebra é induzida por alguma partigio.

Exemplo 2.1
Sejfam X = By, A=B, e

D= {D € By; D ou D* sio enumerdveis}

E claro que D contém {z}, Vz € R;. Assim, toda particio II que induz D deve conter

todos os conjuntos unitdrios de R;. Assim, A(II) = B, = A,

Exercicio 20
Prove que toda subélgebra de A induz uma partigio de ¥, (Sugestio: Defina 7, como

sendo a intersecgio de todos os elementos da subdlgebra que contém z.)
Uma particao Il induzida por uma subdlgebra D serd representada por (D).
Exercicio 2.1
i) Dé um exemplo para mostrar que nem toda partigio é induzida por uma subalgebra.
ii) Mostre que duas subélgebras diferentess podem induzir a mesma partigio e vice-

versa.

Definigio 2.3
Se todo elemento de II é uma unido de elementos de I, uma outra parti¢do, entao

diremos que I' (IT) ¢ mais fina (mais grossa) que II (II'). Neste caso escrevemos T < II.

Exercicio 22

Prove que:
I) Se D, C Dz, entao H(Dl) < H(Dg)
ii) Se I; < Iy, entdo A(II) C A(Tl,).
Proposicio 2.4
Seja Il uma partic¢io e D uma subalgebra.

(i) Se IT é A-mensurével (isto &, I ¢ A), entdo IT = TI(A(II)).
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(ii) D estd contido em A(II(D)).

Demonstragao

(i) Observe que ¥r € II é um dtomo de A(I1}). Contudo, qualquer elemento m, de
I{A(I1)) é a intersec¢io de todos os elementos de A(I) que contém ». Assim, ¥ s6

podera ser um elemento de IT(A(II)).

(ii) Escolha D € D e verifique que ¥r € [I(D) satisfz n N D = 0. Assim, D s6 poderd
ser uma unido de elementos de I1(D); isto é, D € A[TI(D)]. O

Exercicio 23
Mostre que VD e DeVr e [[D)=anND=0ournD=r.

Proposigio 2.5
Uma subilgebra D = A(Il) para alguma partigio II se e somente se D é fechada para

unides de seus clementos.

Demonstragio

= Segue da defini¢fio de A(IL).

4= Notemos que D = A[[I(D}]. Pela hipdtese, ¥z € T(D) C D, pois D ¢é fechada
também por interseccdes. Seja D € A[H(D)], entdo D é uma unido de elementos de H(D)

e entio pertence a D; isto é, AlTI(D)] C D. O resultado segue da proposicdo anterior. O

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Uma fungio arbitriria f, em X pode ser definida, genericamente, como uma trans-
formagio mensurdvel entre dois espagos de medida (X, A) e (V,B), onde Y é o
contradominio de f ¢ B é a o-dlgebra B = {B C Y: f~!(B) € A}. Neste sentido, a
subalgebra induzida por f é Ay = f~!{B). Prove que nenhuma subdlgebra prépria
de A, contendo todos os conjuntos unitdrios de /X', pode ser induzida por uma fungéo

no sentido acima.
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2. Sendo D uma subélgebra de A, defina em X a seguinte relagiio bindria: a,y € X,
€ ~y « Ip(z) = Ip(y), para cada D € D, onde Ip é a funcio indicador de D.

a) Mostre que ~ é uma relagio de equivaléncia e demonstre que o conjunto das

classes de equivaléncia define a partigio induzida por P.

b) Prove que, se D ¢ separavel, entiio cada classe de equivaléncia é um 4tomo.

3. Considere o modelo estatistico (X,.4, P) com A a ¢-dlgebra das partes. Seja IT uma

partigio de X.

a) Mostre que cada parte 7 dell é um dtomo de A(IT).
b) Seja I : (X, A) — (IR,B) tal que F ¢ A(Il)-mensurivel. Mostre que F &

constante sobre cada parte 7 de II.

4. Considere o espago de probabilidade (X, A, P) e B uma subdlgebra de A. Se B é
um atomo de B, entio f* = E{f|B} € B é constante em B. Ilustre este resultado
mostrando o seguinte fato: sejam X3, X5, ..., X, varidveis aleatérias independentes
e normais padrao (média 0 e varidncia 1). Seja X a soma de quadrados e ¥ a soma
simples dessas varidveis. Mostre que X* = E{X |V} = E{X|Ay} é constante nos

atomos de Ay.

5. Considere o espago mensuravel (X, A). Seja C uma subslgebra de A e II = TI(C)
a partigdo induzida por 7. Sejam ; e 7, duas partes diferentes de II. Mostre que

existe C € Ctalquem CCemaNC = .

6. Scjam C e D duas subélgebras de A e IT; = II(C), Il; = TI(D) comII; c Ce I, C D.
Seja TI; A Il; a partigio mais fina que é mais grossa que ambas I, e IT,. Verifique

que uma partigao assim definida sempre existe. Mostre que II; A Il = II{C N D).

7. Seja I uma estatistica de (X,.A) em (¥,B) e Il = {F''(y) : ¥y € V}. Observe que
I € uma partigéo de X (Exercicio 18). Estude condiges sob as quais A(II) = Ap.
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CAPITULO 3

A SUFICIENCIA DE FISHER E SUAS
DERIVACOES

Para introduzirmos a nocio de suficiéncia de Fisher (denotada por f-suficiéncia ou
simplesmente por suficiéncia) faremos uma breve discussio do seu significado.

Seja 6 € @ o “parametro” que indexa a distribuigio, P (# € @), de um elemento
aleatério observivel X (que toma valores r € X). Considere I7 = ['(X) uma estatistica
definida em (X, A, P). Segundo Fisher [(1922): On the mathematical foundations of theo-
retical statistics - Ph. Trens. of R.S. - A222, 309-368], a estatistica [" é dita ser suficiente
para X com respeito a § se a distribuicio condicional de X dado [ é essencialmente a
mesma para todo § € @. A intuicdo contida nesta definicic é descrita nas afirmacSes

abalxo:

1. Tao logo o valor F(z) de I' é observado, qualquer tentativa, de obter-se detalhes
adicionais da “amostra” x {€ X), corresponderia a observarmos o valor, z, de um
elemento aleatdrio, Z, cuja distribuigdo nio é relacionada com 4, o “parametro

desconhecido” (isto &, a distribuigao de Z seria totalmente conhecida).

2. Equivalentemente, apds observarmos F(z), com um exercicio de “pés-aleatorizagdo”,

observariamos o valor z de um elemento aleatério Z {cuja distribuicfio, apds obser-
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varmos F'(x}, ¢ completamente especificada) e obterfamos o valor (F(z),z) de (F, Z)

que seria equivalente a observarmos X (intuitivamente, (F, Z} teria a mesma. distri-
buigdo de X).

3. Ao observarmos o Z descrito acima, nio estarfamos gerando nenhuma “informacio
adicional” sobre 6. Esta é a razio pela qual os franceses usam a palavra “exaustiva”

no lugar de “suficiente”.

Assim, Fisher caracterizou a estatistica suficiente como aquela que concentra toda a

informagdo, contida em z, sobre 6.

Exemplo 3.1

Consideremos aqui o caso de n provas independentes de Bernoulli, cujo pardmetro é
p€(0,1). Assim, X = (X, Xs,...,X,) onde X; toma valores em {0,1}. Seja F(X) =
>_i=1 Xi tomando valores em {0, 1,...,n}. Note que I é suficiente para X com respeito
a p pois, conhecido I podemos gerar valores de 7 = (Z1y-. -1 Z0), (2 = (21,-..,20),

R | , C e .
z; € {0,1}) através da distribuigio —. Isto &, a distribuicio condicional de Z dado
(%)

F(Z|F)é m que independe do valor de p e a distribuigao de (F, Z) ou simplesmente Z
F

€ a mesma de X. Assim, os dois processos: 1 - observar X e 2 - observar F e produzir Z,

estdo gerando resultados provenientes da mesma distribuigio, {p¥ (1-p) :pe(0,1)}.

a

Nos termos abstratos com que estamos tratando o modelo estatistico (X, A,P), Fsera
vista como uma subdlgebra Ar de 4. Vamos denotar por £ a classe de todas as variveis
aleatdrias essencialmente limitadas. Isto ¢, se f é um elemento de £, entdo f € A (é
A-mensuravel) e existe « € Ry tal que VP € P, P{x € A;|f(z)| > a} = 0. Se D é
uma subélgebra de A, escreveremos £(D) para denotar a classe das fungdes em £ que sdo
essencialmente D-mensurdveis [f € £L(D) = f € D).

Recordemos aqui o conceito de esperanga condicional de f € £ dado uma subilgebra
D. Fixada uma medida P € P, a esperanca condicional de f dado P {com respeito
a P), E,{f|D}, é uma varidvel aleatéria f** € £(D) tal que, Vg € £(D), Ep{fq} =
Ep{(f**)g}. Aqui, Ep{-} é a média calculada com a medida P.
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Exercicio 24

Mostre que o operador *P é uma projegéo de £ em £L(D).

Exercicio 25
Mostre que no lugar de g € £(D) poderiainos, de forma equivalente, nos restringir as

fungoes indicadores, {p, de elementos de D.
Introduziremos agora a nogdo de suficiéncia para subdlgebras.

Definigdo 3.1
Uma subdlgebra D de A é dita ser “suficiente” com respeito ao modelo (X, A, P) se,

para cada f € £, existir f~ € £{D) tal que,
J=rFP YPeP.

Note que f* é uma versao da esperanga condicional que é comum para tode P € P. Por

isto, f* é chamada de esperanca condicional-universal.

Exercicio 26
Mostre que obterfamos uma definigdo equivalente se, no lugar de f € L, consi-

derissemos:
(i) f=14P), VA€ AeVYPeP.
(il) fe Ae f € L;, onde L, € a classe de todas as varidveis aleatérias integriveis para

PeP

Exercicio 27
Mostre que todas as propriedades da esperanga condicional sdo mantidas para a espe-

ranca condicional-universal.

Sugerimos como leitura, para o estudo tedrico da esperanga condicional, os seguintes

artigos, na ordem:

1. Moy, 5.T.C. (1954). Characterization of conditional expectation as a transformation

on function spaces. Pacific J. Math., 4, 47-63.
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2. Bahadur, R.R. (1855). Measurable subspaces and subalgebras. Proc. Amer. Math.
Soc., 6, 565-70,

A seguinte proposigio apresenta algumas consegiiéncias imediatas da definigio de

subalgebra suficiente.

Proposic¢io 3.1
Sejam f € £ e h € £ duas varidveis aleatérias e seja D uma subdlgebra suficiente,

entao:

(i) f* € essencialmente tinica. Isto &, se existe g € L(D) tal que g = f*P[P] VP € P,
entio f* = g[P)].

(it) Se f = A[P] = f* = h*[P].
(iif) f* = fIP] & f € £(D)

(iv) Do = D[P] = D, é suficiente.
(v) D é suficiente.

(vi) A é suficiente.

(vii) Ao = {9, X'} & suficiente & P possui apenas um elemento.

Exercicio 28

Dernonstre a Proposigio 3.1.

A definicdo abaixo ¢ conseqiiéncia de toda a discussio apresentada no capitulo anterior.

Isto €, uma estatistica F* é dita ser suficiente com respeito ao modelo (X, A7P) sea

subélgebra Ap, gerada por F, é suficiente.

Definicio 3.2
Uma estatistica F' de (X, A) em (I, B) é suficiente para (X, A) com respeito a P se,

para cada h € L, existe f € L(B) tal que, VB eBe P ¢ P,

fF_,(B} h(z}P(dz) = ]B S PF(dy) .
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A equivaléncia entre as definigdes 3.1 e 3.2 ¢ [acilmente entendida com os resultados

do Capitulo 2.

Teorema 3.1

Sejam Dy ¢ D, duas subilgebras de A tal que Dy C Dy [P]. Se Dy é suficiente com
respeito a (X, Dy, P) e D; é suficiente com respeito a (X, A, P), entio Dy é suficiente com
respeito a (X, 4, P).

Demonstragio

Seja f € £. A suficiéncia de D implica que 3f; € Dy tal que
fi = Ep{fID} [P VPP

Como D, é suficiente com respeito a (X, Dy, P), 3fo € Dy tal que fo = E,{ fil Do} [P}
VP e P. Assim, VP € P,

Ep{fiDo} = E{E{fl’Dl}IDu} [P]
= E{|Do} [P]
= fo[P]
Isto &, fo é uma versdo universal da esperanca condicional E,{f|Dg} VP & P. O

Em geral, uma estrutura estatistica (X, A, P) nio necessariamente possui uma sub-
ilgebra prépria, D, (isto é, D g_ A} que seja suficiente. Por outro lado, existem casos
onde o modelo possui diversas subalgebras {ou estatisticas) suficientes que sio essencial-
mente diferentes. Como a idéia de suficiéncia é reduzir os *dados” ao maximo sem perder
informacéio sobre o verdadeiro pardmetro (desconhecido), Py, é natural investigarmos se
existe reaimente uma reducio extrema. Isto estd ligado aos conceitos de suficiéncia mini-
mal e minima que discutiremos apés a prdxima proposigio, que por sua vez esta altamente

ligada & idéia de “emagrecimento” da subdlgebra suficiente. O exercicio abaixo tem por

objetivo fazer com que o aluno recorde o teorema “smooth” de esperangas condicionais.

Exercicio 29

Demonstre a igualdade Ep{f|Do} = Ep{f1|Ds} [P} usada na demonstragio do Teo-

rema 3.1.

26



Daqui para a frente usaremos a notagio D, suf (Dy; P) para indicar que a subdlgebra,
Dy (de A) é suficiente com respeito a (X, Dy, P), onde D; também & uma subilgebra de
A. Note que nao incluimos X' na notagio, pois este estd implicito, e que nao exigimos
nenhuma relagio de inclusio entre Dy e Dy, pois isto se torna desnecessirio, como mostra

o resultado abaixo.

Proposigio 3.2
Sejam duas subdlgebras de A4, Dy e Dy. As duas afirmagdes abaixo sio equivalentes.
{(a) Dy suf (Dy; P),
(b) Do suf (Dy v Di; P).

Demonstragio
<= Note que Vf € £(Dy) = f € L(D, V D), entdo (b) = (2) trivialmente.
= Considere a classe ID = {D € A4;3Iy € Dy}, onde Ij; é a esperanga condicional
universal de Ip dado Dy. Nio é diffcil verificar que ID é um sistema de Dynkin (isto é, ID
¢ monoténica e fechada por diferengas proprias),

Como Dy suf (D, P), VD € Dy, 3 uma fungéo I} € L{Dy) tal que

Ih = Ep{Ip|Dy} [P) VPP
Note agora que VD' € Dy e D € Dy, temos que YP € P,
Ep{Ipp|Do} = Ep{IpIp|Do} = Iy Ep{Ip|Do} [Pl = In I} [P] ,
onde I;» [} é independente da escolha de P. Assim, temos que
{D'D:D'eDy,DeD}cD,

onde {D'D : D' € Dy, D € Dy} é uma classe fechada por intersecges. Pelo Teorema de

Dynkin,

Dg VDI = U{D'.D H D’E Do,D € D]} cIh.
Isto mostra que Dy sul {Dy vV Dy; P} o
Observagao

E importante que o leitor consiga interpretar a Proposicio 3.2 da seguinte forma:
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Se uma estalislica ¥ é suficiente para uma outra estatistica ¥y, com respeito a familia
P, entdo, na verdade, Y; é suficiente para (¥7, (¥5)), onde F(}5) é qualquer gerador de

uma subaigebra de Ay, (isto é, F(¥;) € uma fungao de Yy).

Exercicio 30

Verifique que a classe ID é um sistema de Dynkin e recorde o Teorema de Dynkin.

Concluiremos este capitulo com alguns conceitos de suficiénela que sdo importantes

na pratica quando estamos procurande reducées dos dados.

Definigio 3.3 Uma subalgebra T {de A) é dita ser suficiente minimal com respeito
a (X, A,P) se Dy suf (4;P) e para toda subdlgebra D de Dy (D C Dy [P]) tal que
D suf (A; P) implicar D = D;.

Definigao 3.4
Uma subélgebra Dy (de A) é dita ser suficiente minima com respeito a (X, A, P) se,

para qualquer subdlgebra Tt (de A) tal que D suf {.A, P), tivermos Dy CcD.

Observagao

Uma estatistica Y5 é dita ser suficiente minimal se ndo existir nenhuma fungdo prépria
de Yy que seja suficiente.

Uma estatistica ¥ é dita ser suficiente minima se for fungio de toda estatistica sufi-
ciente.

A suficiéncia minima nem sempre existe. Contudo, quando existe, suficiéncia minimal
implica suficiéncia minima. Isto é, toda estatistica suliciente minimal é equivalente a
suficiente minima, quando esta existe.

Estes conceitos serio discutidos nos capitulos seguintes quando teremos casos parti-

culares de familias P.

A definigio abaixo é andloga 4 suficiéncia em termos de estatisticas.

Definicao 3.5
Uma parti¢io I de A ¢é dila ser suficiente com respeito & (¥, A, P) se a o-algebra

A(II) induzida por 1T é uma subdlgebra suficiente com respeito & (X, A, P). Fica implicito
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que I1 C A.

Um outro conceito de extrema importéncia para simplificar algumas demonstraces

futuras é o de suficiéncia por par.

Definigio 3.6
Uma subélgebra D (de .A) é dita ser suficiente por par, com respeito & (X, A, P), se,
para qualquer subclasse de dois elementos {P, P} C P, tivermos D suf (A {P, 2Y)

E evidente que suficiéncia implica em suficiéncia por par. Contudo, o préximo exemplo

mostra que ndo necessariamente a reciproca é verdadeira.

Exemplo 3.1

Consideremos novamente o Exemplo 1.2 ¢ lembremos que D (como definido na ocasido)
¢ suficiente por par, pois

D= A[{P,P}].

Verifiquemos agora que D nio é suficiente. Na verdade, ndo existe subalgebra prépria de 4
que seja suficiente. Isto é, se Dy suf (4;P) = Dy = Aou ainda 4 é essencialmente a inica
subdlgebra suficiente com respeito & (X, A,P). Para concluirmos este fato, suporemos
por absurdo que 3D, g A [P] tal que Dy suf (4, P). Escolha um conjunto A € A — Dy
e defina P, como sendo uma probabilidade degenerada em z € X. Como D, suf (4;P)
Jh € L£(Dp) tal que

Iu(z) = fx La(a")Py(da’) = fx (') Pofdz') = h(z) .

Como z é arbitririo, b = I4. Assim, desde que h € Dy = A € Dy o que é uma

contradi¢io, pois A € A — Dy, ]

Exercicio 31
Mestre que no Exemplo 3.1, acima, poderfamos eliminar todas as palavras “essencial-

mente” e todos os completamentos de subélgebras, sem modificar em nada o seu conteddo.

Os dois exemplos que apresentamos a seguir sio bastante famosos e mostram que:

(1) mem sempre existe uma estatistica suficiente minima - isto é devido a Pitcher (1957);
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(2) uma subdlgebra D que nao ¢é sulficicnte com respeito a (v, A, P) pode conter uma

subalgebra Dy tal que Dy suf (A, P} - isto ¢ devido a Burkholder (1961).

As referéncias corretas sio

PITCHER, T.S. (1957). Sets of measures nol admitting necessary and sufficientcy sta-
tistics or subsfiels. Ann. Math. Stat. 28, 267-268.

BURKHOLDER. D.L. (1961). Sufficiency in the undominated case. Ann. Math. Stal.
32, 1191-1200.

Em ambos os exemplos temos X = R; ¢ A = B,. Além disso, nm conjunto nio

boreliano E # B é escolhido de tal maneira que 0 € £ e £ = — £ = {«; -z € E}.

Exemplo 3.2 {Pitcher)
Seja P = { P, : 6 € R;} definido come:

P{=0) = P{0} = 5 se O€E

Pp{f} =1 se 0gE.

Assim, Ag = Ag = {8, R,} (isto &, B é o 1inico conjunto P-nulo).
0 nosso objetivo é mostrar que nao existe uma subalgebra suficiente minima.
Suponha por absurdo que D é uma subélgebra suficiente minima. Para cada e € E,

defina
D, ={D e By;{—e,e}nND={—ee} ou {e,—e}n =10}
Assimu:
()VDeD.,,eec D —cD,
(2) Vf € De & fle) = f(—e) .
Provaremeos agora que D, é suf (4, 7).

Para qualquer que seja f € L, defina

= {1 ST

Assim, f7 € L(D,), pois fi{—e) = f2(e). Nao ¢ dificil provar que

(1) _[DfdPasz:dpg YDeD, e YPeP.
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Isto &, f} é a esperanca condicional universal dado a subélgebra D,. Entdo, como D é
suficiente minima, Ve € E, D C D,. Seja f* a versio universal de Ey(f|D) V8 € R,.
Entio f* € L(D.) Ve € E; isto ¢, f*(—e)= f*(e) VYe€ E.

Para 0 ¢ E, note que £(8) = fy f(2)Pa(dz) = [y [*(x) Py(de) = £+(0).

Para ¢ € E, temos que

f(L);f@ - [Yf(m)Pa(dm)=Lf*(m)Po(dz)
[0+ f(8) ..
LEDSO) _ p)

Assim, concluimos que, necessariamente,

f(z) sex @ B

* —

=)= {—(—’——(—1"—”;’": seze€ k

Note que D C B, implica que D é constituida de conjuntos borelianos. Para concluirmos
o absurdo, verifiquemos que f*(z) pode nio ser Borel-mensurivel; isto é, f* nfo necessa-
riamente é um elemento de £. Tome a fungdo f = I(—es,0) (fungdo indicador do conjunto
{z € Ri;2 < 0} que é um boreliano) e note que

{0 sex € [0,00) N E°

1 sex & (~co,0)N E¢
1

; sex €l

=)=
Se freDcC B => f*"l(%) = E € By que é uma contradicao, pois £ nio é boreliano por
hipGtese. 0

Exercicio 32 ,
Demonstre a igualdade (1) do exemplo acima e demonstre todas as afirmacées que

tiver divida.

Exemplo 3.3 (Burkholder)
Seja P = {Fy: 6 € R}, onde Pp{—0} = P4{0} = 1 V0 # 0 e P,{0} = 1. Novamente,
.Ao = ju = ‘[@,R]}

Considere agora a subdlgebra gerada pelos borelianos simétricos; isto &,
D0= {DEBI,D = —D} .

Usando a mesma técnica do exemplo anterior, provariamos que Dy suf (4, P).
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Considere agora a partigio (de f;)
0= {{z},{e,—e}; Ve € E° e Vec E}.

Note que Do € D = A(Il) = {P € B;; DN E = —D N E} e provemos que embora
Do suf (A, P)e Dy C D C A, D nio ésuf (A,P)
Por contradigio, vamos supor que D suf (4, P). Entdo, Vf € £, 3f* € L(D) tal que
/Df(w)Pg(dz) = ]Df’(n:)Pg(d:c) VDED e YOER .

Assim, V8 € E°, temos {#} € D e entao

1 : L.
O = [ f@Pd) = [ [ ()Ps(de) = 57(0).

Por outro lado, se § € I, entio {—0,0} € D e entédo:

f(--8) -+ f(8) = -
ABEIE j{_w}f(x)pa(dz)_]{_M}f(m)Pg(d:c)
f=0+r0 _ .

—2~m-~'~—f (0)

A igualdade CEIRO = 49y ¢ conseqiiéncia do fato de que V0 € £, {—0,0} é um
dtomo de D. Assim, Vg € L(D) = ¢g{#) = g(—0) V@ € E.

Assim, temos que a versio universal da esperanca condicional de f(€ £) dado D é

. fi=) sex & E
=)= { f!-—:l:!;-f!:c[ sez el

Se novamente tomamos f = J{_.,q), temos;
1 sex € (—co) E°

I[_wplz) = { 0 sez€[0,00)NE"
sex € F .

B2 [

‘Assim, como D C By e f* € £(D) teriamos f‘_l(%) = E C By o que é uma contradigio.
' a

Exercicio 33

Prove que Dy definida no Exemplo 3.3 é suf (A, P). Demonstre todas as afirmacées

que tiver dividas.
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Observagdes

1.

O Exemplo 3.2 mostra que embora existam diversas estatisticas suficientes minimal,
néo sdo necessariamente idénticas e nesse caso nio existe uma estatistica suficiente

minima.

O Exemplo 3.3 mostra que podem existir duas subdlgebras suficientes Dy e D,
onde D, C D,, porém, nio necessariamente, uma terceira subalgebra D;, onde

Do € D1 C D, é suficiente.

- Os exemplos discutidos acima, embora matematicamente corretos, sdo bastante su-

perfictais. Quando trabalhamos com medidas discretas é intuitivo que devemos

trabalhar com A = o-dlgebra de todas as partes de X e niio com os borelianos.

Tentaremos nos préximos capitulos nos basear em modelos mais realisticos, onde nio

possam acontecer inconveniéncias como estas,

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1.

2.

Prove que as Definices 3.1 ¢ 3.2 sio equivalentes.

Considerando o Exercicio 26 e a Definigio 3.1, mostre que (3.1) é equivalente a:

Definicio: A estatistica T é dita suficiente para o modelo (X, A,P) se a distri-

bui¢io condicional de X dado T = ¢ é constante em relagio a @ para todo t.

- Sejam Xy, X,..., X, v.aiid ~ U(0,6), onde ¢ > 0.

(i) Descreva o modelo estatistico induzido por Xy, X3,..., X,

(ii) Verifique se a estatistica 17, X; é suficiente para o modelo.

. Sejam X1, Xz, ..., Xy, Xui1, -, Xn veaiid indexadas pelo parimetro 6.

(i) Suponha que § e T sido estatisticas suficientes para os modelos induzidos por
Xiyeooy Xn e Xop1yo o, Xiv (N > n), respectivamente. Mostre que B = (5,T)

¢ uma estatistica suficiente para o modelo induzido por Xp,...,Xn.
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(ii) Em (i) suponha que S e 7" sdo suficientes minimas para os respectivos modelos.
Prove ou desprove: “A estatistica suficiente minima para o modelo induzido
por Xi,..., Xx ¢ a estatistica suficiente minima para o meodelo induzido por

(8,7).

(iii} Ilustre os resultados acima para a familia {N (g, a?): p € R,0? > 0}.

. Considere E[X|X;, Xz,...] = E[X]|o(Xy, X2,...)], onde o(Xy, Xy,...) é a sub-o-

4lgebra gerada por (X, Xy,...). Queremos provar rigorosamente o seguinte resul-

tado: “Sejam X, X,,... v.a.iid tais que E|X{| < oo e, = Xy + -+ X,. Entdo

E(X|Sn, Sag1,...) = 207
(i) Sejam X,Y e Z v.a. tais que E|Y| < co. Mostre que se (X, }") é independente

de Z, entdo E[Y|X] = E[V|X, Z].
(ii) Mostre que B(X]Sy) =2 k=1,...,n.
(iii) Mostre que o(SnySntty.-.) = 7(Sn, Nnw1s Yngz,-- )

(iv) Complete a prova da afirmagdo utilizando os itens anteriores.

. Considere o modelo estatistico (IR",B,P). Seja = uma permutagio sobre
{1,2,...,N}. Para B € B, defina 7B = {(Ta1),--++Tnim)) : (Z1,...,22) € B},
Defina {(xP)(B) = P(rB) para B € B. Seja P = {P : 7P = P para v € §(n)},
onde 5(n) é o grupo de permutagdes de {1,2,...,N}.

Mostre que T : (IR*,B) ~— (IR*,B) definida por T({zi,...,2n) = (=, .,z
onde oV < 2 < ... < 2" 530 as estatisticas de ordem, é uma ordem estatistica

suficiente.

. Seja B um evento tal que P{B) > 0. Defina uma medida Q(A) = P(AB)/P(B),
VA € A. Sendo D uma subalgebra, mostre que

Q(A[D) = P(AB|D)/P(BD) .

Se f ¢ uma varidvel aleatdria definida em (Y, .4,Q), defina E[f|D] em termos da

medida P.
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8. Sejam Dy, D; e Dy subdlgebras de A e defina D KL como a menor subdlgebra con-
tendo Dy e Dy, K <« Le L =1,2,3. Represente um evento genérico de Dy por

Dg. Mostre que as seguintes condigdes sio equivalentes:
(a) P(Ds3|D1z) = P(D;|Ds)

(b) P(D1D3]D5) = P(Dy|D2)P(Ds]D;)

(c) P(D1|Dy3) = P(D1|Dy)

9. Mostre que,se CCBC Ae f € Lo(X, A, P), entdo
E((f -1 = E(f- )Y,

onde * =* C e + =" B. D& uma interpretagiio estatistica desse resultado.
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CAPITULO 4

SUFICIENCIA DE FISHER NO CASO
DOMINADO

4.1 INTRODUCAO

Iniciamos este capitulo com os conceitos basicos de domindncia, 0s quais serdo utili-
zados ao longo destas notas.

Vamos considerar por wn momento duas {familias, P, e P;, de medidas de probabili-
dade em (X, A) e uma medida o-finita, A, em (X', A). Defina as seguintes o-algebras:

A ={A€A:P(A)=0 ou P(A)=1 VPe P}

Ap={Ac A: P(A)=0 ou P(A)=1 VYPEP}

A =c{Ae A: MA) =0}

Definigdo 4.1
(i) Dizemos que P, é dominada por P, (¢ escrevemos Py < Py) se Agy C A
(i) Dizemos que P; ¢ equivalente & P; (e escrevemos Py = Pa)se Py K Pae Py < Pr.

(iii) A familia P; é dita ser, simplesmente, dominada, se existir uma medida o-finita, A,
tal que ]3 ¢ Ag. Neste caso escreveremos P; < A (analogamente, definirfamos
Pr=A)
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(iv) Dizemos que P; é dominada internamente se existir Fy € Py tal que P, € P,

Exercicio 34
Seja ¥ uma estatistica definida em (X, .4) com contra-dominio em (¥, B). Considere

duas medidas o-finitas, A; e Ay, em (), B). Prove que se A; < A, entio

MYTtg h Yt

Neste capitulo consideraremos apenas as familias P que sdo dominadas. Para sim-
plificar a notagio ¢ ndo abandonar a intuicio, vamos supor que existe um conjunto de
indices, O (espago paramétrico), tal que P = {P;: 0 € ©).

Muitos modelos estatisticos, usados na pratica, satisfazem a condigao de dominancia.
Por exemplo, a familia das distribui¢des normais em (R1.B,) é dominada pela medida de
Lebesgue. Neste caso particular, nio é dificil ver que a familia é dominada internamente,
0 que ndo acontece com a familia das distribuigdes uniformes em (0,8), 6 € Rf. Na
verdade, a familia das normais é equivalente & medida de Lebesgue. Por outro lado, a
familia das uniformes em (0,8), # € R}, é equivalente & medida de Lebesgue restrita a
IR{. [R{ representa o conjunto dos niimeros reais nio negativos. ]

Com a suposigio de dominancia, os objetivos deste capitulo sio:
1. Estabelecer o famoso teorema da Fatoragdo de Halmos ¢ Savage (1949);

2. Mostrar que sempre existe uma subdlgebra suficiente minima. Especificamente,

provar que esta subdlgebra é gerada pela [ungio de verossimilhanga;
3. Demonstrar que os conceitos de suficiéncia e suficiéncia por par sio equivalentes.

Os exercicios que apresentamos a seguir t8m o objetivo de obrigar o leitor a rever

alguns conceitos que serdo utilizados ao longo destas notas.

Exercicio 35
Sejam p1, fiz € pro trés medidas em (X, A). A notagio p; L po indica que g e gy séo
mutuamente ortogonais (isto €, y1 L g2 & A € A tal que (A} = 0 e pa(A°) = 0).

Prove que:
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(i) g1 L po e pto L pg = g1 + p2 L g
(1) gy g e g2 L jrg = gy L pio.
(i) pn K po e gy L o =y =0,
(iv) Se g1 ¢ wna medida de probabilidade, entao

ML wpe lim p(A)=0.

10 (A)—0

Exercicio 36

Mostre que o item {iv) do Exercicio 35 pode falhar se pt; for apenas o-finita.

Exercicio 37
Seja f uma variavel aleatéria definida em (.V,A) e considere uma medida p em A.

Defina uma outra medida A em A da seguinte forma:

,\(A)=L{f|a',u, VAEA.

Mostre que se g é uma outra varidvel aleatéria definida em (X', 4), entdo, VA € A,

/Agd)\ = f}iglflrhu .

no sentido de que se uma integral existe a outra também existe e sdo iguais. Intuitiva-
mente, j—ﬁ = |f] e assim dA = |f]dp.

Iniciaremos as discussdes com o caso mais simples onde a familia P, de probabilidades
em (X, A), ¢ dominada internamente. Isto é, 30, € © tal que P = {F; : 0 € O} < Py,
Para cada 8 € O, denotaremos por g a derivada de Radom-Nykodim (R-N) de F; com

respeito & Fy,. Isto é, g5 é umna versio de %:9-.
a

Teorema 4.1

Suponha que P seja dominada internamente. Assim, uma subalgebra D de A é tal

que D suf (A4, P) se, e somente se, V8 € B, ¢ € essencialmente D-mensuravel.

Demeonstragao

(i) D suf (4,P) = VA € A, 3h € D tal que

(41) Po(AN D) = /thpg
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VDeDebeO. Como gy = dF[dP;,,¥D € De € O, temos
(4.2) P(AND) = fD I4dP; = fD TagedPy,

e por outro lado

fD hdP,

Il

]D hae dFy, = jD Ep,, (Ia|D)gs dPy,

j; By (1D Ipgo dPs, = /X Egy(InIp|D)go dPy, .

Com a propriedade de auto-jungio da esperanca condicional podemos escrever a iltima

€Xpressio como
(4.3) ]D hdPy = jD I4E{qs|D} dPy, .

De (4.2), (4.2} e (4.3), segue que para cada A € A temos
(4.4) [ Iago Py, = [ LaBr, {aolD) dPs, ,
para todo D € D e todo 4 € O. Fazendo D = X, temos que

[ wdPy = [ Bp, {alD}dR,
para todo A € 4. Assim,
90 = FIp, (90| D) [Ps,] paratodo €O .
Como P, » P, podemos escrever
9 = Ep, (0s|D) [P] Y8€©.

Isto é, g5 € P-essencialmente P-mensurdvel.

(i) Para provar a parte suficiente, consideremos que ¢y seja P-essencialmente D-mensu-
rdvel. Assim, ¢; = g3 [P], onde * indica esperanca condicional universal, Em particular,

70 = E{qe|D} [Py,]. Assim, fazendo o caminho inverso temos, V0 € © ¢ D € D,
Jiawdre, = [ Ligiary, = [ L an,
- fD has dPs, = fD hdFy .
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Corolario 4.1
Suponha que P seja autodominada. Seja Dy = of{q : § € B} a menor subdlgebra
que faz gy (definidas anteriormente) Dy-mensurdvel, V8 € 9. Entdo uma subdlgebra D &

suficiente se e 36 se Dy C D [P)]. Isto ¢,

Dsuf (A, P) =Dy CD.

Prova; Evidentemente Dy C D [P] se e 56 se todo ¢ é P-essencialmente D-mensurdvel
e assim a necessidade esta provada pelo Teorema 4.1.

Notemos que D, é suficiente pelo Teorema 4.1. Assim, Dy é suficiente minima.

Consideremos a seguir dois exemplos para um melhor entendimento dos resultados

acima.

Exemplo 4.1
Sejam zi,...,x, varidveis aleatérias formando um amostra aleatdria simples de uma

normal com média ¢ desconhecida e varidncia igual & unidade. Isto é,
z;~ N{0,1), —co<l<o0, 1=12,...,n.

Se IR, é o espaco euclidiano n-dimensional, B, é a o-algebra de Borel de subconjuntos de
R, eP = {P: —oc < § < 0o} éuma familia de medidas de probabilidade correspendente
a Iy, Zg,...,%,. Not que P & ), onde A é a medida de Lebesgue n-dimensional [ver
Exercicio 38].

Mostraremos agora que T = z1 + 22 + -+ - -+ T, é uma estatistica suficiente. Fixemos
fp € ©, onde & = {# : # € (—o0,c0}}. Notemos que para todo § € ©

,  dFy

_ & BV — 2 2
o= g = expln(0 - Bo)F = S0 - B3))

SR ]

[veja Exercicio 38].
Como g ¢ uma fungdo um-a-um de ¥, segue que A; é a menor o-dlgebra que torna
as funges qf mensurdveis. Assim, Az é a subdlgebra suficiente minima. Isto é, T é a

estatistica suficiente minima.



Exercicio 38

(i) Mostre que a familia de normais multivariadas é dominada pela medida de Lebesgue

“multivariada”.

Mostre na verdade que esta familia é auto-dominada.
(if) Mostre que a derivada de R — N, g € essencialmente igual a

exp{n(f — 8)7 — g(az —03)}.

Exemplo 4.2

No exemplo anterior, no lugar de normalidade, considere que cada z; é uniformemente
distribuida no intervalo (0,8), onde 8 é desconhecido ¢ @ — {0;6 € (0,00)}. Seja X =
(0,00)*, A o-3lgebra de Borel dos conjuntos de A’ e Py a familia de uniformes em (0,0),
onde & < 8, isto &, Py = {U(0,0);6 ¢ (0,80)}. Nao é dificil ver que Py é dominada pela

distribuigdo uniforme em (0, ) e que para todo 6§ & (0, 0,)

. _ 4B (ﬁ)nf(ﬁ—t)’ set <6,
= —= 8 = Y0
% dFy, {U set>0,

onde t = max{zy,...,2,} e I(y) é o indicador de [0,00); isto &, I{y) = 0sey < O e
I{y) = 1sey > 0. O Exercicio 40 mostra que A; é a menor subalgebra que torna as

fungdes gj mensurdveis essencialmente. Assim ¢ é a estatistica suficiente minima.

Exercicio 39
Mostre que ¢} é na verdade a derivada de RN de Fy em relagao a Py, no Exemplo 4.2.
Mostre que P = {U(0,0); —00 < 0 < oo} nio é autodominada embora seja dominada

pela medida de Lebesgue,

Exercicio 40

Mostre que, ne Exemplo 4.2, a subalgebra A, é na verdade a menor subélgebra que
torna as fungdes ¢j essencialmente mensurdveis. Considere agora g; = %’1, onde A é
a medida de Lebesgue. Mostre que 4, é a menor o-algebra que torna as funcées gs .

mensuraveis. [Iste problema é néo trivial.]
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4.2 O TEOREMA DE FATORAGCAO DE HALMOS-SAVAGE

QO Teorema de Halmos-Savage é de fundamental importincia para a estatislica. Na
verdade, pode ser considerado como o motivader do famoso “principio da verossimilhanga”
que produziu uma revolugio na estatistica. A seguir muitos conceitos serdo apresentados

antes de enunciarmos propriamente o famoso teorema da fatoragao.

Definigio 4.1
O invélucro convexo de uma familia P de medidas de probabilidade é uma familia

maior de tais medidas, representada por P, cujos elementos sdo combinagfes convexas de

membros de P. Isio é,se p € 73, entdo existe um conjunto {P,..., P, ...} e um conjunto
de reais positivos {a,..., ...} com 2.2, ¢; = ! e tais que
(=]
p= api -

13

Os resultados a seguir vdo permitir que os resultados obtidos sejam estendidos para

familias dominadas, eliminando-se a restrigdo de auto-dominagao.

Lema 4.1

Seja D uma subdlgebra. Assim,
D sufl (A, P) & Dsuf (A4,P) .

Prova
A demonstragdo no sentido <= ¢é imediata, visto que P C P.
Notemos que se [ € L (X, A,P)

fo dp:Ea,-fo dP‘--_—Ea;j;}fdP;=fodP,
para todo D € D e j € P, onde f* é a versio comum de E,(f|D), p € P.

O nosso objetivo agora ¢ mostrar que toda familia dominada é equivalente a uma
familia enumeravel e assim uma familia auto-dominada. O préximo resultado é conhecido

como “Lema da Exaustao”. Aqui, A é uma medida o-finita e P é dominada por A.
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Lema 4.2
Considere o espago de medida (X, A, A} e defina a ordem parcial A C, B se AANB®) =
0. Assim, toda colegdo J de conjuntos de A que é fechada por unides enumerdveis tem

um elemento méximo. Isto é, IF, € F tal que F ¢, Fy VF ¢ F,

Prova

Sem perda de generalidade, considere que X é uma medida de probabilidade [veja
Exercicio 41]. Assim, o conjunto {MF); F' € F} é limitado ¢ entdo existe pelo menos um
limite superior, @, deste conjunto, digamos a = sup M F'), onde o sup é sobre F. Para
cada n, 3F, € F tal que M(F,) > a — L. Seja Fy = U2, F,, ento Fy € F por hipétese.
Assim,

a—%</\(Fg)Sa Vn .

Fazendo n — co, temos A(Fp) = a.

Para cada F' € F, como FU Fy = Fo U (F N F), temos que o > MF U Fp) =
A(FQ) + A(F N F) = o+ MF N FE). Assim, A(F N F§) = 0 para todo F € F; isto &,
FCyF, Vil e F.

Exercicio 41
Mostre que sempre existe uma medida de probabilidade X tal que X = X, onde A ¢

uma medida o-finita em (¥, .4).

Definigao 4.2
Para cada Fy € P < A, seja pp; uma versio de ‘ff—’;ﬂ. Umn conjunto ¥ € A & “positive”

se A(F") > 0 e para cada Py € P temos pp(z) > 0 [A] em F.

O resultado abaixo mostra que os resultados de autodominincia também valem para

o caso dominado.

Lema 4.3
Se P = {F : ¢ € O} é dominada por X e é fechada por combinagfes convexas

enumerdvels, entao P é anto-dominada.

Demonstracio

Seja. F = {F; F ¢ postivo }. Notemos que F ¢ fechada por unides enumeraveis. Com
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eleito, seja {F,} uma sequéncia de elementos de F, {P.} uma seqiiéncia de medidas
correspondentes tais que Yr, P{A,} > 0 ¢ I = U2, F,. Considere a medida P =
TR P, ondea, >0e 0 4, = 1. Entdo p= é? =% a.p, >0 [\ em F. Assim,
FerF.

Pelo Lema 4.2, F tem um elemento maximo, digamos Fg, com a medida correspondente
Ps. Mostraremos agora que Pp(F¢) = 0 V0 € ©. Suponha por absurdo que 3¢ € © tal
que Py (F2) > 0. Seja B = {zipge(z) > 0 ez € F§}. Assim.

0 < Ppu(F§) = Pp(B) + Pp(ly N BY)

Pe(FEn B = [

pordA <0,
FEnBe
pois pg < 0 em F$ N B°. Concluimos assim que Pp(B) > 0 e A(B) > 0. Consequente-
mente, B é um conjunto positivo de F§.
Assim, FyU B se torna um conjunto positivo maior do que Fy, o que é uma contradigio.
Para finalizar, vamos mostrar que P < P Seja N tal que P(N) = 0. Como
0= Po(N) = R(NNF) = [yng PodA e po(z) > 0 [A] em Fy, temos que A(N N Fp) = 0.

Consequentemente, Py{N) = P(N N Fy) + Fo(NNF§) =0 V8 € 0. a

De acordo com o Lema 4.3, podemos concluir que se P é dominado, entao P é auto-
dominado, pois P &, além de dominado, fechado por combinacdes convexas enumerdveis.
Existe assim uma medida Q € P tal que P« QeentioP € Q. Como Q = T2, anbu,
onde P, € P e ¥22, a, = | com a, > 0, podemos ver que { P, £,...} = P. Demonstra-

mos assim o seguinte teorema.

Teorema 4.2
Suponha que P seja uma familia dominada. Existe assim PePtalque P « P.

Equivalentemente, existe uma subfamilia enumerdvel Py = {P}, P3,...} tal que P = P;.

A conseqiiéncia imediata deste teorema ¢ a substituigio da condigio de auto-dominan-

cia pela dominincia nos resultados anteriores. Assim, enunciamos os seguintes resultados.
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Teorema 4.3

Suponha que P seja dominada. Uma condigiio necessaria e suficiente para que
D suf (4, P) é que exista uma medida 5 Fe P tal que P € PeVP ¢ P.p= —-; seja

P-essencialmente D-mensurivel,

Coroldrio 4.2
Suportha que P seja dominada. Como no Teorema . 3, seja p = dP VP € P c defina

Dy = a{p;¥P € P}. Assim, D sufl (4,P) & Dy C D [PleDyéa subalgebra. suficiente

minima.

Exercicio 42

Demonstre o Teorema 4.3 e o Coroléric 4.2,

Estamos aptos agora a apresentar o famoso Teorema da T atoragio de Halmos-Savage.

Teorema 4.4
Uma condigdo necessaria e suficiente para que uma subdlgebra D seja suficiente é que,
V9 € O, existe uma funcdo nio negativa. D-mensurivel, gg, € uma fungio nio negativa

A-mensurdvel, 4, tal que po= = goh [A].

Demonstracéo

D suficiente = 35 € P tal que P € P eVl e O, g = i—{j@ seja essencialmente

D-mensurével. Tomando k = %, termos que

dF _dPy dp

Ps = d)\ dP d)\ g,gh [)t] .

Suporha agora que Y0 € ©, ps = ggh [A]. Considere P € P tal que P < P. Assim,

dpP 2. dF 2. dP dP =2 o
t = f— =} n =hi .
ax ;“” i ,; 4B dx ,;“ Ton = 18
Defina agora, V8 € O,
=%y,
—g-' bl

onde B = {z;g(z) > 0}. Evidentemente, g; ¢ D-mensurdvel V8 € ©. A suficiéncia de D

serd verdadeira se provarmos que g7 é uma versio de 5‘&%, V0 € ©. Com efeito, VA € A,
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temos que

fquﬁ - f 9 46= [ Lghdr
A ANE ANE §

— — T — 2
megahd/\ = /M podd = Po(AN B} = Po(A) .

il

Para obter a tltima ignaldade, lembremos que £° é P nulo ¢ assim P nulo, V8 € ©. 0O

Em linguagem estatistica, podemos enunciar o resultado como “uma condigio ne-
cesséria e suficiente para que uma estatistica T’ seja suficiente é que exista uma fungao
negativa b em X e um conjunto de funcdes, {gs;0 € O}, nio negativas de T tal que
pe = gph [A] V0 E O,

Os importantes resultados a seguir sdo conseqiiéncias imediatas do Teorema da Fa-

toragao.

Teorema 4.5
Sejam C e D duas subalgebras de A tais que C C D (A, onde A é a medida o-finita

que domina P. Se C é suficiente, entdo D também ¢ suficiente.

A versdo estatistica deste resultado é a seguinte:
Se T ¢é suficiente e P-essencialmente fungio de outra estatistica 5, entdo S também é
suficiente.

O resultado seguinte mostra que o Teorema 4.5 é o inverso do Teorema 3.1.

Corolario 4.3
Sejam C e D duas subélgebras de A tais que C C D [A], onde A é a medida o-finita
que domina P, entéio C suf (D, P) e D suf (A, P) se, e somente se, C suf (A,P).

Exercicio 4.3

Demonstre o Teorema 4.5 e o Corolirio 4.3.

4.3 SUFICIENCIA VERSUS SUFICIENCIA POR PAR

Considere o modelo (X, A, { P, P;}), onde { P, P} C P [P ¢ uma familia ndo necessa-

riamente dominada]. Seja p = %, onde P = 3(F + P). Notemos que2—p ¢ numa versao
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de %’;} e que uma subilgebra D é suficiente com respeito ao modelo (X, A,{P,P,})seesd
se p & { Py, P, }-essencialmente D-mensuravel. Defina D{F1, 22}) = o{p} que é suficiente
com respeito a (X', A, {P1, P2}). Pelo Coroldrio 4.2, temos que D suf { A, {P,P}) see
56 se D({F1, A}) C D [{ P, P;}]. Temos assim o critério para a suficidncia por par.

Lema 4.4

A subdlgebra D ¢ suficiente por par com respeito a0 modelo (X, A,P) se e 36 se
V{P, P} ¢ P, a derivada p = 4% onde P = 3(P1 + P,), é { Py, P,}-essencialmente
D-mensuravel; isto ¢, D({ Py, B}) C D [P, Py

Seja D* a menor subdlgebra que contém {D({Py, P2 }); V{P, P} C P}. De acordo
com o Lema 4.4, D* é suficiente por par com respeito ao modelo (¥, A,P). Como D* C
D [P, Py] Y{P, P} C P, entéio D é suficiente por par. Nio é verdade em geral que
suficiéncia por par implica em suficiéncia, como jé foi visto anterjormente. Entretanto,
os dois conceitos séo equivalentes no caso dominado, como pode ser visto nos resultados

a seguir. Inicialmente tratamos de familias enumeraveis de probabilidade.

Lema 4.5
Se P = {P,P,,...} é enumerdvel, entio D suf (A, P} se, e sé se, D ¢ suficiente por

par em relagio a (X, .4, P),

Demonstracio

Seja f € Lo e {P, P;} C P. Como D é suficiente por par, 3f; € D que é versiio
comum de Ep(f|D) e Ep,(f|D). (Notemos que [ = fi [P, F].) Para mostrar que
D suf (A, P), necessitamos encontrar uma versio universal para Ep{f|D} YP € P. Scja
i = sup; f&, ¢; = inf; [ e [ = inf; sup; ff;. Para i fixado, as fungdes I =12,
sdo versdes de Fp {f|DP} e consequentemente P-equivalentes. Como o supremo de um
conjunto enumerdvel de fun¢bes Pi-equivalentes é também P-equivalente a essas fungdes,
segue que ¢; é também uma verséo de Ep(f|D). Assim, 1; é também uma versio de
Ep(fID). Entio, 9, = ¢, [P,), ¥n = 1,2,.... Observando que i, < f* < o, Vn,

podemos concluir que f* & a versdo universal desejada de Ep(f 1D). O

Notemos que a funcio f* = sup;inf; f; é também uma versio universal de Ep(fID).

As demonstragoes dos resultados que apresentamos a seguir sio deixados como exercicio
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e complementam os objetivos do presente capitulo. No préximo capitulo apresentaremos

os problemas criados pela falta de dominagio da familia P.

Teorema 4.6

Se P ¢ dominada e D é suficiente por par em relagio a (X, A, P), entdo D suf (A, P).

Lema 4.6
Se P é dominada e C C D [Py, P, V{P, P2} C P, entdo C C D [P]. Assim, se C é
suficiente por par, T suf (A, P).

Teorema 4.7
Suponha que (X,.4,P) é um modelo eslatistico arbitrdrio {nio necessariamente do-

minado). Se C é suficiente por par e € C D [P], entdo P é tambeém suficiente por par.

Exercicio 4.4

Demonstre o Teorema 4.6, o Lema 4.6 € o Teorema 4.7.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Considere as v.a. ¥1,Y; independentes e identicamente distribuidas exponenciais de
parametro 1. Uma observagio do vetor (X, X3) = (4,Y1,0:Y2) ¢ considerada para
inferéncia sobre os parimetros (de interesse e desconhecidos) #; e 8, os quais sio

nimeros reais satisfazendo 8,0, > 0.

i) Descreva o modelo estatistico induzideo pelo vetor (X, X3).

ii) Mostre que 77 : IR? — [0, cof definida por T'(zy, 2,) = |z1| é suficiente para o
modelo em (i), no caso de ; ser conhecido. Conclua também que T3 : R? —
[0, oo definida por T(xq, 24) = |24 é suficiente para o modelo em (i), no caso

de 0, ser conhecido.

iti) Verifique se (T, T3) é suficiente para o modelo no caso de ambos, #; e §; serem

desconhecidos.
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2. Considere o espago estatstico (X, A, P) onde P = {Pi:i=0,...,k) € v, » medida
g-finita. Seja p; = d?fi, e defina-se o suporte de P pelo conjunto {2 : p(z) > 0},
i =0,...,k Suponha que as P, = 0,... k& tdm suporte comum. Mostre que a
estatistica 7" = (;“;;-, . Eﬁ) ¢ suficiente minimal em relacio ac modelo (¥, A4,7P).
3. Sejam Xy, Xz,..., X, varidveis aleatdrias independentes com fungio de densidade
f(::0), 8 € B. Encontre a estatistica suficiente minimal quando
i) f(2,0) = 0 g 5(2), 0 > 0
i) f(=,0) = (20)"' [(_o,9)(z), 8 > 0;
lI)) f($,91,02) = (02 - 91)_11(,71'@2)(3:), f > 0;

iv) em cada um dos casos i) a iii) encontre a distribuicio condicional de Xy Xn

dada a estatistica suficiente minimal.
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CAPITULO 5

O CASO NAO-DOMINADO

Mesmo que muitos modelos estatisticos satisfagam a condi¢io de dominagéo, existem
outros que ndo. Por exemplo, o trabalho estatistico ndo-paramétrico, especialmente, é rico
em familias de medidas de probabilidade nio-dominadas. Parece apropriado, portanto,
examinar a nocio de suficiéncia no caso nio-dominado.

Comegamos estabelecendo uma condigio necessaria para que uma subdlgebra seja

suficiente no caso em que A é enumeravelmente gerada (ou separavel).

Teorema 5.1
Suponhamos que .4 é enumeravelmente gerada. Se C é uma subélgebra suficiente,

entio existe uma subalgebra suficiente enumeravelmente gerada D tal que € = D [P].

Demonstragio
Observemos que A = o(F), onde F é uma colecio enumerivel em A. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que F é um =-sistema. Para cada ' € F existe uma

fungio C-mensuravel hp tal que

P(FﬂC}:fChde,
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para todo C € C e P € P. Definimos D = c{hp; F € F). E claro que D & enumeravel-
mente gerada e que D C C.
Seja K a classe de conjuntos X € A tais que existem fungdes D-mensurdveis gy

satisfazendo
(5.1) P(KNC) =/CngP,

para todo C' € C e P € P. Entdo, F C K C A. T ficil verificar que K é um A-sistema,
Portanto X D MF) = o(F) = A, donde K = A. Da definigdo de K e do fato de que
D C C, segue-se que D é suficiente.

Agora demonstraremos que ¢ = D [P]. E suficiente demonstrar que C ¢ D [P
Escolhemos e fixamos C ¢ C. Entdo, ¢ € A = K e portanto existe uma fungio D-
mensurdvel gc satisfazendo (5.1), isto &, go é uma versio D-mensurdvel de Ep(1c]C),
P € P. Mas, Ep(I5|C) = Iy [P] para toda P € P. Logo, g¢ = Ic [P]. Fazendo
D={z;gc(z)=1},temos que DeDe =D [P]. Consequentemente, ¢ C D [P].

Observemos que se o conjunto vazio é o 1inico conjunto P-nulo, entio T = D. Portanto,

o seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 5.1 ¢ o Exercicio 8(ii).

Corolario 5.1
Supenhamos que A é enumeravelmente gerada e que o conjunto vazio é o dnico con-

junto P-nulo. Se C ¢ suficiente, entio C é enumeravelmente gerada.

O resultado seguinte é conseqiiéncia imediata da aplicacio do Teorema 1.1 junto com

o Teorema 5.1.

Corolario 5.2
Suponhamos que A ¢é enumeravelmente gerada. Se C é uma subalgebra suficiente,

entio existe uma v.a. f tal que f~1(B,) = C [P).

Teorema 5.2

Suponhamos que {C,} é uma seqiiéncia de subalgebras suficientes
(i) se Cy D Cat1 para todo n, entio MNhe; C, € suliciente,

(ii) se Cy C Coyy para todo n, entio Ve, C, é suliciente.

51



Demonstragao
Para provar (i), escolhemos e fixamos uma fungio A-mensurdvel limitada f. Para
cada n, existe uma [un¢io C,-mensurdvel f7 tal que [T = Ep{f|C,) [P] para toda P € P.

Definimos
Fe) = {limn_.,x, fa(z) | se o limite existe,
o , em caso contrario.

Desde que C, D Cpyy para todo n, segue-se que f* é N2, Cy-mensuravel. Pelo teo-
rema de continuidade para a esperanca condicional (por exemplo, ver o teorema 4.3 de
Doob, LK., 1953, Stochastic processes, John Wiley and Sons, New York), temos que
lity oo /7 = Ep(fIN2, Ca) [P] para todo P € P. Logo f* = Ep(fINi% Ca) [P] para
todo P € P e portanto (2, C, é suficiente.

A prova da parte (ii) é similar. o

Teorema 5.3

Se C e D sio subdlgebras suficientes, entdo C N D é suficiente.

Demonstragao

Sejam Fa,_; = C e Fa, = D para todo n. Escolhemos e fixamos uma fungic A-
mensurdvel limitada f. Definimos {f;} indutivamente como segue. Seja f;' uma versdo
comum de Ep(f|F), P € P. Supondo que f_; tem sido definida, seja f; uma versdo
comum de Ep{fi_,|F.), P € P. Uma tal seqiéncia {f}} existe, desde que F,, é uma

subdlgebra suficiente para todo n. Definimos

) = {limn_,m fou_1{z) , se o limite existe,
0 , em caso contrario;
z) = {limn_.m fa.(z) , se o limite existe,
0 , em caso contrdrio,

E claro que f* ¢ C-mensurével e f ¢ D-mensuravel. Pelo teorema 3 de Burkholder e
Chow {1961) (Lterates of conditional expectation operators. Proc. Amer. Math. Soc. 12,
490-495), segue-se que, para cada P € P,

lim 7= Ep(fIC" 0 D) [P],

onde T° ¢ D° denotam os P-completamentos de C e D, respectivamente. Logo, f* =
Ep(fIE" N D) [P, para todo P € P e {; [*(z) # fz)} € Ao = {A € 4, P(A) =0
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VP € P ou P(A°) = 0 VP € P}. Portanto, f* — f° é Ay-mensurdvel. Entdo fm=
(f*— f® 4+ f, sendo a soma de uma fun¢io Ag-mensurdvel e uma fungéo D-mensurivel,
é D-mensurdvel. Segue-se que f* é C N D-mensuravel, desde que é C-mensuravel e D-

mensuravel. Mais ainda, para tode P € P, temos

f* = Ep(fiCnD) [P
= ErlEp(fIC"nD")icn D] [P)
= Ep(flcnDy(P],
desde que CND T ND . Consequentemente, C ND é suficiente. o

Observacgoes

- B facil ver queDND=CND=CnD [P]. Portanto, pelo Teorema 5.3 juntamente
com a Proposigio 3.1 (vi), segue-se que se C e D sao subalgebras suficientes, entio

CNDelnD sio também suficientes.

- Os Teoremas 5.2 e 5.3 sio demonstrados facilmente no caso em que P é dominada.
Para demonstrar o Teorema 5.3, por exemplo, seja Gy uma subalgebra suficiente
minima. Entdo Cy C C [P]eCy C D [P] e portanto Cy C CND. Consequentemente,

pelo Teorema 4.5, CND é suficiente e CND e € N D séo também suficientes.

- A interseccio de duas subilgebras suficientes, em geral, nio é necessariamente sufi-

ciente, como mostram os segnintes exemplos.

Exemplo 5.3
Sejam X = R; e A = By. Denolemos por C a subélgebra gerada pela estatistica
-1 ,sez <0,
T(z) =sgne = {-{-1 ,sex >0,

isto €, C = {8, (—00,0),[0,00),X}. Escolhemos duas fungdes nio-negativas com valores

reais ¢ e 3 satisfazendo

/oo{p(a:)d:cz 1 =/,,. W) dx .
0 —o0
Denotemos por A a medida de Lebesgue e definimos para cada 8 € (0, 1),

dBy [ Oy(z) ysex <0,
dx {(1~0)(,p(m) sex >0,

T T
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Em conformidade, consideramos a familia de medidas de probabilidades P = {FPp;0<
§ < 1}, definida por
Py(A) = flpgd)\ , para todo A€ A.

Pelo teorema de fatorizagio a estatistica T’ é suficiente e portanto C & suficiente. Seja
D = {§,E, E5, X}, onde E ¢ o conjunto de ntmeros irracionais negativos. Desde que
¢ = D [P], como foi mostrado no Exemplo 1.3, segue-se que D é suficiente. Porém,

CND = {B, X} ndo pode ser suficiente, pela Proposicio 3.1 (vii).

Exemplo 5.4

Sejam X = R, (o espago euclideano bidimensional). A = Ba (a o-dlgebra de sub-
conjuntos borelianos de Rz) e P a familia de todas as medidas de probabilidade P sobre
A satisfazendo P(D) = 1, onde D = {(z1,%2) € Ajw, = z2}. Seja C a subalgebra
induzida pela estatistica T(z1,22) = 21, isto &, ¢ = {B x Ry; B € Bi}. Definimos
F = {zy;(z1,22) € (A1 x A;) N D)}, onde Ay x A, é um conjunto fixado de A.

T facil ver que
P[{A; x A2) N (B x Ry)] = jx-sxn Irym, 4P,
1

para todo B x IRy € C e P € P. Portanto, C é suficiente.
Similarmente, seja D = {R1 x B; B € B,} a subalgebra induzida por S(zy, z3) = 22
Entio D é suficiente. Mas CND = {B, X'} ndo é suficiente.

Corolario 5.3

Se Cp ¢ uma subalgebra suficiente minimal, entdo ¢ suficiente minima.

Demonstragao
Seja C uma subalgebra suficiente. Pelo Teorema 5.3, CyNC é suficiente. Desde CenC C
C, € a suficiéncia minimal de Co, segue-se que Co C Co N C [P). Logo, Co C C [P), isto é,

Co € C = C. Portanto, Co C C [P]. Consequentemente, Co & suficiente minima. a

Coroléario 5.4

Seja {C.} uma seqiiéncia de subalgebras suficientes. Entdo 22, Cn é suficiente.
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Demonstracio

Por indugio e pelo Teorema 5.3, D, = N, Cx é suficiente para cada n. Desde que
Dy D Dyyy, para todo n, segue-se do Teorema 5.2 (i) que N2, C, = Moz D, é suficiente,
[m]

Observagdes

~ A contraparte nfo enumerdvel do Corolario 5.4 niio & verdadeira em geral, isto é,
pode existir uma colegio néo-enumerdvel {Ca; @ € A} de subélgebras suficientes tal
que [N,cp Co néo ¢ suficiente. A existéncia de uma tal colegio pode ser provada como
segue. Suponhamos o contririo. Seja {C.;y € T'} a classe de todas as subalgebras
suficientes. Entio Cy = Myey Cy ésuficiente. Mais ainda, se C ¢ qualquer subdigebra
suficiente, entdo C € {C.;v € T'} ¢ portanto C, = Nyey Co CC,isto é,Co  C [P].
Logo, Cy ¢ suficiente minima. Consequentemente, sempre existiria uma subilgebra

suficiente minima, contradizendo o fato mostrado no Exemplo 3.2 (Pitcher).

- No caso dominado, o Coroléric 5.4 ¢ verdadeiro para uma colegio naoc-enumerdvel
de subélgebras suficientes, isto é, se P é dominada e {Cas 0 € A} € uma colegiio
arbitréria de subdlgebras suficientes, entdo Neea Co é suficiente, Para ver isto, seja
Co a subalgebra suficiente minima. Entdo, Co C C, [P] para todo & € A, isto &,
Co C C, para todo a € A. Logo, Cy C Nues Ca- Portanto, segue-se do Teorema,

4.5 que Nyep Ca & suficiente.

Teorema 5.4

Se C é uma subdlgebra suficiente e A € A, entdo o(C U {A)}) é suficiente.

Demonstracio

Observemos primeiro que
cCUfAN ={(CinA)U(C2NA%); C el Cel).
Como fazemos usualmente, para qualquer fungdo A-mensurivel P-integravel f, de-
notamos por f* a versio comum de Ep(fIC), P € P. Escolhemos e fixamos E € A.
Definimos

ai(x) {EI" A (@)W i(x) | se I{x) i g

, se Ii(x)
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alz) = {E)IA — Ig) (2)|[ () : z: g:gz; i gv .

Claramente, g, e g siao C-mensurdveis. Portanto, § = Tigi + Jacgz ¢ uma funcio
a(C U {A})-mensuravel. Observemos que a9 = IiJagi + [alaegy = Tagr € Taeg =
Lielagy + Laclacgz = Iegz. Desde que 0 <[5 <[4, temos que 0 < ({4fg)" < I3 [Ple
portanto 0 < ¢1 <1 [P] e Iig1 = (Jalg)* [P]. Resultados similares valem para I4e e ga.
Seja D € o(CU {A}), isto é, D = (Cy N A}U (C; N A®) para alguns €, C; € C. Entéo,
para todo P € P, temos

fcmAgdP =]c, IAgszfCl I,gs dP
(i) = [ L) dP = [ TP = [, (aleyap

fcl 1,.,IEdP=] IsdP

cinA

Similarmente, temos

i dP = IgdP
(") Fr9 9P = e
Somando (i) ¢ (ii), obtemos [, IzdP = fpgdP para todo D € o(CU {A}) e P € P.
Consequentemente, o(C U {A}) é suficiente. o

Teorema 5.5

Se C é uma subalgebra suficiente e D é uma subalgebra enumeravelmente gerada, entio

C v D é suficiente.

Demonstracao

Seja {A;, Az, Az, ...} uma colegio enumeravel tal que D = o({Ay, Az, A3, .. .}) e seja
Co = C. Definimos {C,}5%, indutivamente como segue. Supondo que C,_; tem sido
definida, fazemos C, = o(Ca_1 U {An}). Pelo Teorema 5.4, cada C, & uma subalgebra
suficiente. B facil verificar que V2 ,C, = CV D. Desde que €, C Cryy para todon > 0,
segue-se do Teorema 5.2 (ii) que C' v D é suficiente. ]

Coroldrio 5.5

Se C é uma subélgebra enumeravelmente gerada contendo uma subdlgebra suficiente,

entdo C é suficiente.
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Demonstracao

Suponhamos que D é uma subdlgebra suficiente e que D C . Segue-se do Teorema
55 que C = o(C) = o(CUD) = CVD=DVC ésuficiente. a

Teorema 5.6

Suponhamos que .4 é enumeravelmente gerada. Se C' e D sdo subilgebras suficientes,

entao C' vV D ¢é suficiente.

Demonstragio
Pelo Teorema 5.1, existern duas subdlgebras suficiente enumeravelmente geradas C; e
Dy tais que C = Cy [P] e D = D, [P), e portanto C' v D = C1V Dy [P]. Pelo Teorema

3.5 segue-se que C; V Dy é suficiente. Portanto C v D também é suficiente. 0

Coroldrio 5.6
Suponhamos que 4 é enumeravalmente gerada. Se {C,} é uma seqiiéncia de subilge-

bras suficientes, entio Vo2, Cn é suficiente.

Demonstracao

Por indugio, segue-se do Teorema 5.6 que cada D, = V}_, C; é suficiente. Desde que
D, C Dpyy para todo 1, pelo Teorema 5.2 (ii), temos que Viz1 Cn = V2, D, é suficiente.
m]

Observacgao
Sejam C e D duas subélgebras suficientes. Até aqui temos demonstrado que CV P é

também suficiente, se qualquer uma das seguintes condigdes é satisfeita:
(i) a familia P é dominada (pelo Teorema 4.5),
(ii) C ou D ¢ enumeravelmente gerada (pelo Teorema 5.5),
(iii) A é enumeravelmente gerada (pelo Teorema, 5.6).

Em geral, porém, C V D nio é necessariamente suficiente, como mostra o seguinte

exemplo.
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Exempio 5.5

Seja X = {{z1,22) € Raj|aa}t = |z2fyz # 0}, Sejam € = a({{(z1, zz), (z1, ~22) Y5
= 2 # 0}) e D = o({{(z1,22), (21, 22) }; 21 = 72 # 0}). Sejam D = {(z1,22) €
Xiz, = 25} e A= o[(CVD)U{D}]. Para cada 2 = (21, 22) € A, seja P, a medida de
probabilidade sobre A distribuindo probabilidade 1/4 sobre cada um dos pontos {z1, z2),
(%1, —%3), (—y, 22) € (=21, —29). Consideremos P = {FPr;x € A'}.

E facil verificar as seguintes afirmagdes:

(i) um conjunto € estd em C se e somente se existe um conjunto enumerdvel S C D

tal que Ugg, o)es{(1, 22), (21, —22)} é igual a ¢ ou €%

(ii} um conjunto E estd em D se, e somente se, existe um conjunto enumerdvel § C D

tal que Uz, mp)es{(Z1, 22), (—21,%2)} € igual a £ ou £
(iii) um conjunto B estd em C V D se, e somente se, B ou B¢ é enumeravel;
(iv) se (z,29) € X, entdo {{z), =)} €CV D,
(v) DECvVD.
(vi) A= {(B,ND)U(B;N D%); By, B, € CVD}
(vii) se Ag = {#, X'}, entio Ay = A, = {8, X}.

Para provar que C & suficiente, escolhemos e fixamos A = (B; N DYU (B, N D) €
A. Definimos g;(z;, x2) = Ipnp(z1, 22) + Ipnn(z1, —22), g2(z1,22) = Ipjape(21, 22) +
Ignp(z1,—22) e ¢ = (g1 + 92)/2. E claro que se By é enumerével, entio {(z1,22);
@1(z1,72) # 0} é enumerdvel, e se Bf é enumeravel, entdo {(z1,T2); 1w, 22) # 1} €
enumeravel. Portanto, desde que gi{zy,2z2) == ¢1(z1, —22), em qualquer caso g é C-
mensuravel. Similarmente, g; é C-mensuravel. Segue-se que g é C-mensuravel. Se C € C

e P € P, entdo é claro que
/ Tu(z1,,) dP = f (w1, —22) dP .
o el
Entéo, para todo C' € U e P € P, temos

1 1l
/CIAdP = 5](714(321,582)(1'13+§LIA($1,—$2)dP
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./c: %[IA(x,,mg) + Ii(z1, —2;)] dP

dP .
Ls

Consequentemente, C é suficiente. Similarmente, prova-se que D é suficiente. Porém,

€ V D nio é suficiente, pois em caso contrdrio existiria uma fungio C V D-mensurdvel h

satisfazendo

[BIdeszth, |
para tode B € CV D e P & P. Escolhendo B = {2} ¢ P = P,, temos

1 1
ZID(‘”)=]M hdPe = h(z),

para qualquer = € X. Portanto, 2 = Ip. Isto implica que D € ¢V D,oqueélalse. O
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CAPITULO 6

SUFICIENCIA DE FISHER NO CASO
DISCRETO. APLICACOES NA TEORIA DE
AMOSTRAGEM CLASSICA

Neste capitulo estudaremos uma classe especial de modelos nic dominados. Serd
mostrado, ao longo do capitulo, que em tal classe existe sempre uma subélgebra suficiente
minima. Além disto, uma caraclerizacio para tal subalgebra serd fornecida.

Através da formalizagdo da teoria de amostragem cldssica no contexto da estrutura

estatistica (X, A4, P) discutiremos algumas aplicacbes desses conceitos.

6.1 SUFICIENCIA NG MODELO DISCRETO

Definigéo 6.1

0 modelo estatistico (X, A, P) é dito discreto se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
1. Cada P € P é uma medida de probabilidade discreta;
2. O conjunto vazio é o tnico conjunto P-nulo;

3. Aé a g-dlgebra de todas as partes de X
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Observagédes

1. A condigio 3 evita que surjam inconveniéncias, como por exemplo a nio existéncia

de uma subalgebra suficiente mfnima (Pitcher).

2. A condigio 2 néo é restritiva, pois sempre € possivel remover os conjuntos P-nulos

de X' e trabalhar com o espago amostral reduzido.

Exercicio 1
Mostre que se no modelo discreto X ou P sio enumneraveis, entdo o medelo estatistico

(X,.4,P) é dominado. Exiba as medidas dominantes.

Ao longo deste capitulo vamos considerar (X, A, P} como o modelo estatistico dis-
creto. Dado que quando X ou P sio enumerdveis o modelo & dominado, assumiremos no
que segue que tanto X' como P sfio ndo enumerdveis. Qs resultados a serem estabelecidos
baseiam-se fundamentalmente na caracterizagio de particdes suficientes. Como veremos
adiante no modelo discreto existe uma correspondéncia biunivoca entre subélgebras sufi-

cientes e partigdes suficientes.

Notacao

Para cada 2 € X, 7, denota a parte da parti¢io II que inclui . Escreveremos P(z)
para a P-medida do conjunto {z}. §p = {2 € X : P(z) > 0} denota o suporte de P.
Também, P, = {P € P: P(z) > 0}. Note que a condigiio 2 na Definigio 6.1 implica em
Py #0.

O famoso teorema da fatoracio de Basu e Ghosh (1967) é provado a seguir,

Teorema 6.1
Uma condigéo necessdria e suficiente para que a particio II seja suficiente é que exista

uma funcio real g, definida sobre X, tal que

(6.1} P(z) = g(z}P(1l,), paratodoreX, Pc?P.
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Demonstragao
Necessidade: Pela Definigio 3.5, II é suficiente se e somente se a g-algebra induzida
A(TT) é suficiente. Portanto, para cada A € A, existe uma funcio 44 : A(Il) mensurdvel,

tal que

(1) P(ANB) = jB hadP, paratodo Be A(je PeP .
Em particular, se A = {z} e B = m,, obtemos

(2) P(z) = ]n _hydP . peratodo PEP.

Ja que todos os subconjuntos de X' sdo mensurdveis, cada parte = de Il é um atomo
de A(IT) ¢ h4 é constante sobre cada parte 7 de I1 (Exercicio complementar 3, Capitulo

2). Definindo g{x) como o valor constante de h{s) sobre 7, obtemos a partir de (2) a

identidade (6.1).

Suficiéncia: Suponhamos que existe uma fungio g sobre X, para a qual a identidade
{6.1) é verdadeira. Entdo, pela condi¢ic 3 na Definigio 6.1, temos que g{z) > 0, para
cada z € X.

Agora, seja w uma parte de [I. A partir da identidade 6.1, temos que paracada z €
(3) P(z)=g(z)P(x), paracada PeP.

Seja P € P, tal que P(zx) > 0 e, portanto, tal que P(x) > 0, ja que ¢ € w. Logo, se y € 7,
P(y) > 0, pois g € positiva. Portanto, # C Sp. Consequentemente, 7 é enumeravel, pois
P é uma medida de probabilidade discreta.
Assim, somando ambos os lados de (3) sobre todo z em 7, temos que

2. P(z) =3 g(z)P(x),

cEn zEx
implicando em
(4) Sglz)=1.

T&w

Agora, para cada A € A, defina a fungéo h, da seguinte forma:

{5) halz)y= > gly).

vEANIT,
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E claro que 0 < hy < 1. Também, nio é dificil ver que h, & constante em cada parte 7 de
Il e entdo A(II) mensuravel. Vamos mostrar que para cada P € P, ha = Ep(14]A(ID)).
Denote por % 4(7) o valor constante de k4 sobre 7. Note que hs(7) = ¥ e anr 9(y). Assim,

se B € A(r), temos que

./B hadP = 3" ha(z)P(x) (4 que P é discreto)
zeB
= > ha{(m)P(x) (j4 que B é unido de partes de II)
~CB
= 2. 2 dwP()
TCB yEANT
= Z Z P(y) (da hipdtese)
rCBycAnx
yeANE
Isto completa a prova. O
Observagao

Note que o Teorema 6.1 também vale se X ou P & enumerdvel.

Exercicio 2
Seja (X, A4,P) o modelo estatistico discreto e I uma estatistica definida sobre X,
verifique a veracidade ou falsidade da seguinte afirmagio: “F é uma estatistica suficiente

se, € somente se, a particio induzida por I é suficiente”.

Exercicio 3
Seja ¥ = {0,1}", neNe P, = {F:0 € (0, 1)} com

Pylzr, oz} = 92?”"(1 - 0)“‘2;];"' .

Seja F': X — {0,1,...,n} tal que F(zy,... T} = ¥, 2. Mostre, utilizando o Teorema

6.1, que a particdo induzida por F' ¢ suficiente. Compare, com o Exemplo 3.1.

Exercicio 4
Seja X = {0,1}", n € IN e A a o-dlgebra das partes. Uma medida de probabilidade

P definida sobre 4 ¢ dita permutivel se para cada (z1,...,%,) € X

Plzy,.oo,a,) = Plzaq),. .. 1 Tain) )
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para toda permutagdo 7 de {1,...,n}. Seja P, = {P definida sobre A : P permutdvel}.
Mostre que

i) A familia P, do Exercicio 3 estd contida na classe de medidas de probabilidade

permutaveis definidas sobre A.

ii) Mostre que a estatistica /', definida no Exercicio 3, induz uma particdo suficiente

para o modelo estatistico (X', A, Py).

iii) Mostre que a familia P ¢ a maior familia para a qual a partigao IT, induzida por

F, é suficiente.

Exercicio 5

Seja. (X, A, P) modelo estatistico discreto. Duas fungdes de verossimilhanga L () e
L,(-), z,y € X, sdo ditas equivalentes (Lz(-) ~ L,{-)) se existe uma constante ¢ > 0 tal
que Lp(-) =<L,(").

i) Seja R uma relagdo de V' em X definida por: 2Ry se, e somente se, Lo(-) ~ Ly(+).

Mostre que R é uma relagio de equivaléncia.

ii) Mostre que as classes de equivaléncias induzidas por R formam uma partigio sufi-

clente.

iii) Mostre que se I é uma partigio suficiente, entdo para todor e Mex,y €nlem-se

La(:) ~ Ly(")-

No Capitulo 4 (modelo dominado) vimos que se C ¢ uma subalgebra suficiente e ccC
D [P), entdo P é suficiente. Um resultado similar vale para partigGes suficientes no modelo

discreto.

Corolario 6.1
Sejam II e [’ duas partigBes de X', Se Il é mais fina que [l e I é suficiente, entdo IT'

¢ suficiente.
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Demonstragio

Sejam my, 7, as partes de Il e IT' que incluem x, respectivamente. Dado que TI' é mais
fina que II temos que 7!, C =, para todo z € X. Agora, como II ¢ suficiente, temos a
partir do Teorema 6.1 que

P) _ P@IPxs) _ _ g(a)
P() = P)iP(rs) ~ Tpens 000)

g(x)

para todo P ¢ P, .

Assim, definindo §(z) = m, temos que P(x) = §(x)P(n) para todo P € P,.
yEmh g

Agora, se P ¢ Py, entdo P(m,) = 0, pois g(2) > 0. Portanto P(r,) = 0se P ¢& P,, pois

7, C 7. Consequentemente, P(z) = Flz)P(7l), paratodoz € XY e P € P. O

Exercicio 6
Seja R uma relagio de X em & definida por: xRy se, e somente se, P, = Py e
P(z)/P(y} é uma constante em P, para todo P € P,. Verifique que R é uma relagio de

equivaléncia. Compare com o Exercicio 5.

Exercicio 7

_ e

Considere o modelo estatistico discreto (X, A,P). Seja Lp(-) = L) a fungio
supy L (#)

de verossimilhanga padronizada. Seja F' uma estatistica que leva z — L,(-). Mostre que

F induz uma partigio suficiente. Compare com o Exercicio 5.

Os Exercicio 8, 6 e 7 fornecern uma maneira de achar uma partigio suficiente. Parece
natural a partir dos resultados anteriores perguntarmos se existe uma partigio suficiente
I, tal que toda partigio suficienle II seja mais fina que IT". Se tal partigio IT* existe,
esta é chamada de partigio suficiente minima.

O teorema a seguir garante a existéncia de uma partigio suficiente minima.

Teorema 6.2

Existe uma partigio suficiente minima.

Demonstragio
Seja 3 = {y : y ~ a2}, onde ~ é a relagho de cquivaléncia definida por 2Ry se, e

somente se, P, = P, e f%%)l ¢ uma constante em P, para todo P € P,. Entdo segue desta
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defini¢ao que P(r;)/P(z) é constante em P. Portanto definindo

obtemos a identidade

para todo P € ;.

Agora, se P & P, entio P(x]) == 0, pois P; = P,. Logo, P(z) = g(x)P(r), para
todo 2 € X e P € P. Assim, pelo Teorema 6.1, temos que [I* = {r%} é uma partigéo
suficiente.

Por outro lado, se II é uma particio suficiente, entdo P(z)/P(w,) ¢ constante em P,
para todo P € P, e se y € 7, entdo P, = Py, pois g € positiva. Consequentemente, se
y € Ty, entdo x ~ y. Portanto m, C #], concluindo-se a partir disto que [I* é mais grossa

que 11. ]

Note que a prova do Teorema 6.2 fornece uma caracterizagio da particdo suficiente

minima.

Exercicio 8

Mostre que as partigdes suficientes nos exercicio 3, 4 e T sdo suficientes minimas.

Exercicio 9
SejaX =TReP = {F:0 ¢ R} afamilia de distribuigdes degeneradas. Encontre a

particio suficiente minima.

Exercicio 10
SejaX=ReP={Fp:0¢ RN}, com Py definida por

1 N
Pylz) = N ZI{gi}(x) .
=
Encontre a parti¢io syficiente minima e interprete o resultado.

Exercicio 11
Uma urna contém 100 bolas idénticas que estdao numeradas consecutivamente com

§4+1,0+2,...,04+100, onde § € Z. Considere o seguinte experimento: dez bolas
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sao selecionadas ao acaso sem reposi¢do. Formule o modelo estatistico associado a este
experimento e encontre a particio suficiente minima. Refaga o experimento quando a

selegio é com reposigio. Comente o resultado.

Voltemos agora nossa atenciio para subalgebras suficientes. Em geral, nio é verdadeiro
que toda subdlgebra suficiente seja induzida por uma particdo suficiente. O préxime

resultado estabelece que no modelo discreto toda subalgebra suficiente é assim induzida.

Teorema 6.3

Toda subdlgebra suficiente é induzida por uma. particdo suficiente.

Demonstracio

Seja € uma subdlgebra suficiente e seja Il = {r} a partigio induzida por C, isto é,
Il = II(€). Vamos mostrar que C = A(I(C)). Seja 7 uma parte tipica de II e seja h a
fungéio de probabilidade condicional de 7 dado . Dado que C é suficiente, b = Ep(I./C)
é constante em P. Agora, h é C-mensurdvel, portanto, A(II(C)) mensuravel, j& que
¢ C A(TI{C)) (Proposicdo 2.4). Logo, h(r}) é uma constante, digamos e, sobre 7. Seja
C = h"'({a}). Notando que C € Ce 7 C C, temos que

P(x) = P(xNC) = jc hdP = aP(C},

para todo P € P, com « > 0, pois P(7) > 0 para algum P € P.

Seja m; outra parte de II, entdo h(z) é uma constante, digamos J, sobre 7. Vamos
mostrar que § # o. Suponhamos que A(2) = a para todo z € 71, isto é,
m C C = h7'({a}). Dado que x e m; sio partes diferentes da. particio induzida por C,
existe D € C que separa m e 1y, isto é, m C Dexr N D = @ (Exercicio complementar 5,

Cap. 2). Entéo, para todo P € P, temos que
0=P(xNCND)= fD hdP = aP(DNC) > aP(m),
NG

pois m C CND. Como a > 0, a desigualdade acima implica em P(m;) = 0, para
todo P € P, em contradi¢io com a condigio 2, na dcﬁmga.o do modelo discreto. Logo
m=C=h"({a}) € C. Consequentemente, II(C) C C.

Agora, seja D uma unifio arbitriria de partes de II. Vamos mostrar que D € C.

Seja g a fungio de probabilidade condicional de D dado C. J4 que C é suficiente, g é

67



constante em . Seja 7 uma parte tipica de 7 e seja ¥ o valor constante de ¢ sobre & (g
¢ A(II(C))-mensurivel).
Como 7 € C. temos que, para todo P € P,

7 ’TP(Tr)=_/NgdP=P(anr):{§(“) sex C D

em caso contrario .

Como P(r) > 0, para algum P, a identidade acima implica em

{ l sercCD
Y= ..
0 em caso contrario .

Isto prova que g é a fungdo indicadora do conjunto D e entdo D € C. Logo, A(TI{C)) C C.
]

Os resultados a seguir sdo consequéncia imediata dos Teoremas 6.2 e 6.3.

Corolario 6.2

Existe uma subalgebra suficiente minima.

Demonstragao

Seja C uma subélgebra suficiente. A partir do Teorema 6.3, termos que C é induzida por
uma partigio suficiente II, isto é, C = A(I1). Como II é suficiente, segue-se do Teorema
6.2 que II" é mais grossa que II, onde [I* é a particio suficiente minima. Logo, A(IIMY C C

e portanto A(II*) é uma subilgebra suficiente minima. O

Corolario 6.3

Se C e D sio duas subdlgebras suficientes, entdo C N D é suficiente.

Prova
A partir do Teorema 6.3, sabemos que C e D sio induzidas por partigGes suficientes
IT; e Iy, respectivamente. Seja IT; A 11, a particio mais fina que € mais grossa que ambas
II; e II; (tal particio sempre existe), Néo é dificil ver que C N D é induzida por II, A II,.
Agora, a partir do Teorema 6.2, temos que existe uma partiio suficiente minima I1*.
Portanto, I1* & mais grossa que IT; A [I;. A prova segue a partir disto e do Corolario 6.1.
a
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Obaservacgio

Note que no modelo ndo dominado os resultados acima ndo sio verdadeiros em geral.

Exercicio 12

Nos Exercicios 8 e 9, descreva a subalgebra suficiente minima.

Exercicio 13

Mostre que pode existir uma subélgebra C, contendo uma partigdo suficiente, mas C

nao é suficiente.

Exercicio 14
Estude a veracidade ou falsidade da seguinte afirmagéo: “no modelo discreto, se D é

uma subdlgebra suficiente e C outra subilgebra tal que D C C, entdo C é suficiente”.

Exercicio 15
Seja II* a particdo suficiente minima e F = {A e A4: A = Urer II; ou A® = |, I3,
para algum conjunto 7 enumeravel}. Mostre que F é a a-dlgebra gerada por I1*. Mostre

que J nio pode ser suficiente.

Exercicio 16
Seja IT* a particio suficiente minima e Sp = {z: P(z) > 0}. Mostre que S, é reunido
enumeravel de partes de II*. Conclua que Sy é reunido enumerdvel de partes de I1, onde

II & uma particio suficiente.

Teorema 6.4
Seja II* a particdo suficiente minima e F a o-dlgebra gerada por II*, entio F & sufici-

ente por par.

Demonstragao g
. P, ,
E suficiente mostrar que para P, € Pe Q= P, + Py, GTi ¢ F-mensurdvel (Lema

44). Seja A= {z: P(2)Ps(z) >0} e B={z: P(z) >0 ¢ Py(x) = 0}, Entdo, temos

1
dP TAEEAE €TEA
@(m) =41 ssx €B

0 em caso contrario .
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Ja que A = 5p, NSp, e B = 5p NS, decorre do Exercicio 16 que A, B € F. Consequen-
temente, (AU B)° € F e, portanto, {x : %(x) >l e Fela: %(3:) < 0} & F. Resta
mostrar entdo que E, = {z:0 < %(m) < @} € F, para cada 0 < o < 1. Mostraremos
no que segue que 7, é reuniio enumerdvel de partes de T1".

Seja ™ € 11~ tal que #~ C A. Segue da definigio de 7" que para qualquer par de pontos

z,y € %, ;I:—:(%l = % ou %%3 = %%. [sto implica que ?—f%} é constante sobre cada
x= € [I". Entdo £, ¢ reuniao de partes de {17, mas £, C A e A ¢ reunido enumerdvel de
partes de II”, portanto £, tamhém é reuniio enumeravel de partes de II~. Assim, E, € F
para cada 0 < o < 1. Consequentement, % é F-mensuravel e portanto JF é suficlente
por par. ]

Observacio

A partir do Exercicio 15 e do Teorema 6.4, conclui-se que suficiéncia por par e su-

ficiéncia ndo sao nogdes equivalentes no modelo discreto (nio dominado).

Exercicio 17

Nos Exercicios 8 e 9, descreva a subélgebra suficiente por par,

Corolario 6.4
Seja Il uma partigao suficiente e € a subalgebra gerada por I1. Entdo C é suficiente

por par.

Demonstragio

E suficiente mostrar que F C C (Teorema 4.7). Para ver isto notemos primeiro que
cada parte 7~ de II* é enumeravel, pois ©* C Sp, para algum P € P. Por outro lado, IT*
€ mais grossa que II, pois IT1* é a partigio suficiente minima. Portanto [I* é uma reunidio
enumeravel de partes de II. Assim, cada ¥ € F ou seu complementar é uma reunido

enumeravel de partes de II. Logo, F < C. O

Para completarmos o estudo sobre suficiéncia no modelo discreto, um teorema da
fatoragdo para subélgebras, andlogo ao Teorema 6.1, serd. provado. O lema a seguir & de

utilidade para tal propésito.
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Lema 6.1
Se € é uma subélgebra contendo Sp para todo P € P, entdo II(C) C C.

Demonstracio

Seja m € TI(C). Vamos mostrar primeiro que 7 C Sp para algum P € P. Para ver
isto, escolha e fixe z € 7. A partir da condigio 3 na definicdo do modelo discreto, segue
que existe algum P € P tal QUe z€8. Dadoque SpeCer = N{CeC:ze Ch
temos que 7 estd contido em Sp. Assim, cada parte de 7(C) ¢ disjunta de Sp ou ests
inteiramente contida em Sp, para algum P € P. Isto mostra que Sp deve ser reuniio
enumerével de partes de 7(C), pois Sp é enumeravel,

Para mostrar que 7 € C, escreva Sp = 1 U (U2, m,), onde =, € H(C) para todo n.
Agora, para cada n, existe um conjunto C, € C tal que 7 C C, e €, N Tn = 0. Seja
C =M1 Cn,entio 1 CC e CNr, =0 para todo n. Assim,

cnsp = cn%u(GWJ]

n=1

WDﬂU(DWHMO

n=1

Il

aUf=nx.

Logo, m € C, isto ¢, II{C) C C. o

Exercicio 18

Seja C uma subdlgebra contendo Sp para todo P € P e II(C) uma particio suficiente.
Mostre que C é suficiente por par.

Sugestdo: mostre que II* = II(F). Utilize o Exercicio 16 e o Lema 6.1 para concluir
que F CC.

Teorema 6.5
Seja C uma subdlgebra contendo M(C), com II(C) suficiente. Entédo, para cada P € P,
existe uma fun¢io ndo negativa C-mensurivel hp e uma fungéo g ndo negativa, indepen-

dente de P tal que
(6.2) P(z) = hp(z)g(z)

para todo x € X'. Reciprocamente, se cada P € P é fatorado como em (6.2), entdo TI(C}

estd contido em C e I1(C) é suficiente.
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Demonstragio

Para provar a primeira parte do teorema, escolhemos P € P. Como I1{C) é suficiente,
temos a partir do Teorema 6.1 que existe g tal que P(z) = g(z)P(#,} para todo z € X
e P € P, onde 7, é a parte de [I(C) que inclui z. Definindo 2p(z) = P(r.), z € A, e
notando que S, é reuniio enumerdvel de partes de II(C}), conclui-se a primeira parte da
prova. De fato, hy(z) = 0 se z € 5, pois g(z) > 0. Portanto hy, é mensuravel com respeito
a qualquer subdlgebra contendo S, em particular, com respeito a C, pois niCycCe S,
& reunio enumeravel de partes de TI(C).

A segunda parte do teorema & provada como segue. Dado que C C A(TI{C)) (Pro-
posicio 2.4) e que cada parte de [1(C) é um dtomo de A(IL{C)), temos que hp é constante
em cada parte de I1(C}. Seja 7 € TI{C). A partir da condigdo 2, na Definigdo 6.1, temos
que g{z) > 0 para todo = € X' e P(r) > 0 para algum P € P. Para tal P temos, somando
a ambos os lados da identidade 6.2, que

; Pz) = hp() Z; glz)=a ; glz) ,

onde a € o valor constante de hp sobre 7. Portanto,

P
Zzerg(m) .
Fazendo ¢i(z) = ig(;t;(y}" temos que P(z) = g{z)P(r). Logo, M(C) é suficiente.
=

Agora, a partir da identidade 6.2, temos que Sp = {x: P(z) > 0} = {z : hy(z) > 0} eC,
para todo P € P, pois hp é C-mensurdvel. Consequentemente, pelo Lema 6.1, () c c.
O

6.2 O PAPEL DA SUFICIENCIA NA TEORIA DE AMOSTRAGEM
CLASSICA

As principais caracteristicas dos procedimentos utilizados na amostragem classica po-

dem ser resumidas como segue:

i) existe uma populagio finita de N unidades, cujos membros sio rotulados pelos

inteiros 1,2,...,N. Tal populacio é denotada usualmente por P = {1,2,..., N };
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ii) associada & i-ésima unidade em P, existe uma caracteristica (ou vetor de carac-
teristicas) X; desconhecida. O estado desconhecido da natureza & 8 = (X1, Xn)

e o pesquisador conhece o conjunto © de possiveis estados da natureza;

ili) o problema de amostragem surge quando o estatistico planeja ganhar informacio a
respeito de alguma quantidade populacional v = 7(#) observando as caracteristicas
de um subconjunto s = {4),4z,...,i,} (n < N) de unidades sclecionadas de P
(para alguns tipos de planejamento, por exemplo, amostragem com reposigio, é

convenienie pensar s como seqiiéncia);

iv) o processo de selegio é definido por uma funcio de probabilidade p definida sobre
J ={s:s CP}. O par (J,P) é chamado de planejamento amostral. A escolha do
plano usualmente depende de consideracées de custos e um certo conhecimento a

priori (' (por exemplo, informagio de varidveis auxiliares de cada uma das unidades

em P};

v) o dado d = {(Z,2;) : 1 € s}, onde x; é a caracteristica observada na i-ésima unidade
da populagio, é obtido apés a execucio do planejamento amaostral. O dado d &

utilizado para se fazer inferéncias a respeito de alguma quantidade populacicnal

T=r1(8);

vi) as inferéncias estio ligadas ao planejamento amostral, referindo-se fundalmental-

mente & varidncia e vicio de estimadores (funces de d) sob o plano amostral (7 ,p)-

Até aqui pode ser notado que a teoria de amostragem classica considera o método
utilizado para selecionar a amostra como a principal fonte de aleatorizagio que define a
estrutura estocéstica para inferéneia. Sob esta abordagem, raramente sdo mencionados
conceitos de inferéncia estatistica como suficiéncia, verossimilhanca, completividade ete.
(veja por exemplo “Sampling techniques” de W.G. Cochrane}), embora exista um espago
paramélrico @ bem definido e uma fonte de aleatorizagio sobve o espago X' de possiveis
dados d.

Basu (1967, 1971) foi um dos primeiros a formalizar a teoria de amostragem cldssica
através da estrutura estatistica (X, .4, P}, notando que aleatorizagiio torna possivel con-

siderar o conjunto s e entdo o dado d com um elemento aleatério. Seguindo Basu (1967),
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o espago amosiral /X induzide pelas caracteristicas da amostragem cldssica ¢ definido por
X ={(,z):1€s5};s€8, (r1,...,an) € O}). Notemos que cada d € X informa
exatamente algumas das X-coordenadas do vetor 0. Seja ©4 o conjunto de pontos no
espago paramétrico consistentes com d, isto &, @y = {(X1,Xs,... ., Xn) €0 X; =z,
para cada i € 7 }. Logo, se @ € @4, a probabilidade de se obter o dado d é exatamente a
probabilidade de selegio do subconjunto s, i.é
wa= ({10 2358

Note que escrevemos p(s/8) para denotar a probabilidade de selegao do subconjunto s € 5.
De fato, o plano de selecio poderia depender de 8. Contudo, em situagdes tipicas de
amostragem p(s/@) é constante em 8, para cada § € O. Tendo isto em consideragdo,

podemos escrever

_[pls) sedeBy
Patd)_{(l se @0y .

Isto leva & seguinte caracterizagido de um modelo de amostragem.

Definigio 6.2
0 modelo (X', A, P), com P = {Fy : @ € O} é chamado modelo de amostragem, se o

modelo é discreto e se Pg(d} é uma constante para cada 6 € By, onde
Od:{ﬂeO:Pg(d) >0} .

Note que o modelo de amostragem nao expressa nenhuma relagio entre as unidades amos-
tradas e nao amostradas a nao ser pelo fato de que estas tiltimas poderiam ter sido seleci-
onadas com probabilidade positiva. A fungdo de verossimilhanca ¢ ndo informativa, pois
todas as componentes nio observadas de # tém a mesma verossimilhanga. Por exemplo,
suponha que N = 4 e que uma amostra aleatoria simples de tamanho 1 é selecionada.
Suponha também que a unidade 1 foi selecionada com valor observado X; = 10. Neste
caso, a fun¢io de verossimilhanga é dada por

_ Y sef €Oy
LEO|{(1,10)}) = {6 se 8 ¢ Or10n

onde O1,105 = {{X1, X2, X3, Xy) € R*: X; = 10}. Note que a fungdo de verossimilhanga
é constante e positiva para cada 8 € G110} (homeomorfo a IR?). Uma das conseqiiéncias

deste fato é que o estimador de maxima verossimilhanga ndo € nico.
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Exercicio 19

Considere uma populagio finita P = {1,2,...,N}. Seja X; a caracteristica associada
(real valorada) & i-ésima unidade populacional. Suponha que para se obter informagio
sobre uma quantidade populacional = = 7(#) o seguinte planejamento amostral é levado
a eleito: “selecione a unidade 1 e observe Ay, Se X, é maior que b (conhecido), entdo
escolha a unidade N”. Para este planejamento explicile a estrutura estatistica (X, A,P)

no sentido da Definigio 6.2.

Exercicio 20
Considere o modelo de amostragem da Definigio 6.2. Um estimador nio viciado de

7(8) é uma estatisticaa F que satisfaz a identidade
Eg(F)=C(8), paracadafecO.
Seja Ty, = TN, b:1;X;, onde b € IRV ¢

I-—{l Sei€ s
FTl0 seigs .

i) Encontre as expressdes para Eg(T,) e Varg(Ty,).

ii) Encontre expressdes para b; de tal forma que T3, seja um estimador nio viciado de
r(8) = ?—L] Xi.

iii) Seja 8y = (Xo1,...,Xon) um ponto arbitrario em © = IR ¢
Ty = E:—L U7X - Xo}+ TN X, onde I1; = Py (Ji = 1). Mostre que T, é
um estimador néo viciado de 7(f) = T, X; ¢ calcule Varg (Tp). Compare com

Varao (Tt), onde Ty, é o estimador cncontrado em ii). Comente o resultado

Teorema 6.6
Se (X, A,P) com P = {Py: 8 € O} é um modelo de amostragem, entio a partigio

suficiente minima é a particdo induzida pela fungio que leva d +» Q.

Prova

Segue da Definigio 6.2 ¢ do Teorema 6.2. ' O



Observacao

Note que se d,d’ € X, entdo ©; = Ou se, e somente se, d = d'. Logo, [I" = {{d} :
d € X}. Portanto, a partigio induzida pela fungio I definida por F(d) = {z; : i € s}
140 é suficiente, De fato, sem a informagao dos rétulos nao € possivel especificar a quais
coordenadas de @ correspondent os n valores observados.

O leitor terd oportunidade de mostrar no proximo capitulo que a estatistica (partiio)
suficiente minima no ‘Teorema 6.6 nio ¢ completa. lslo tein importantes conseqiiéncias

com relagio & existéncia de estimadores ndo viciados de variincia uniformemente minima
(BBasu, 1971).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Constdere nwa populacao formada por 100 elementos. Seja # = (¥1,Y3,...,Yiw) 0

100

vetor de caracteristicas populacionais e 7{#) = ;2

Y; a quantidade populacional
de interesse. Suponha que sabemos que existe iy € {1,2,...,100} tal que ¥;, € da

ordem 10" (o valor de iy é desconhecido) e que 0 < ¥; < 1 se i # 4o

Com o objetivo de obter informagdo a respeito de 7(#), uma amostra de tamanho
n, 8 = {i1,.... 4}, ¢ sclecionada ao acaso ¢ sem reposicio da populagdo. Suponha

que vord deve escollier entre as duas seguintes estatisticas para estimar r(8).

Zies Y;
n

Ty(d) = 100

Yoies Vi

Tyd) = Y;'o + 99%— setg €8

1010 + 992 ge io ¢ 5
a) Determine EG(T}M)) e Lg(Ti{d) - (@) i=1.2.
h) Qual dos dois estimadores parece mais apropriado? Comente.
¢} Suponha que vocé pode escolber entre uma amostra que contenha ip e outra

que nio a contenha. Qual das duas amosiras vocé escolheria e porqué?

2. Suponha que uma mdquina produza N itens em um particular dia. Seja ¥: o indi-

cador de itemn defeituoso, isto ¢, ¥; = | se o i-ésimo artigo produzido pela maquina
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€ defeituoso e ¥; = 0 em caso contririo, Sabe-se que a partir do momento em
que a mé,q_uina produz o primeiro item defeituoso, ela continuara produzindo sé
itens defeituosos. No final do dia interessa estimar o nimero tolal de itens defei-
tuosos produzidos pela méaquina. Se § = (Y1,Ya,...,Yy), entio (0) =N Vi =
N-—max{ie{l,...,N} ¥ =0}.

i) Mostre que existe uma correspondéncia biunfvoca entre (8) e 6.

ii) Encontre o estimador (es) de mdxima verossimilhanca de 7(8) baseado numa
amostra de tamanho n, selecionada mediante um planejamento amostral P,
qualquer. lustre o resultado com N = 100 e uma amostra de tamanho 4 que
forneceu os seguintes dados: d = {(17,0),(24,0), (40, 1), (73, 1)}.

ili) Considere o seguinte plancjamento amostral: selecione a unidade [%l] {onde

['] denota a fungio maior inteiro). Se YL;; = 1 selecione a unidade [%],
em caso contrario (Yi%] = 0) selecione a unidade [3%]. Se a unidade [%]
foi selecionada e Y[ ¥ = 1, entdo selecione a unidade [%J €Il Caso contririo
(Y[ﬂ = 0) selecione a unidade [3%’:]. Se Y[a!ﬂ] foi selecionada e }’[3,‘1] =1
selecione a unidade [5%], em caso contrario (Y[si‘!} = 0) selecione a unidade
[7%], e assim sucessivamente. Formule o modelo estatistico associado a este
procedimento e encontre o estimador (es) de mdxima verossimilhanca de T(9).

HNustre o procedimento com N = 100 e compare com os resultados obtidos em

i),
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CAPITULO 7

APLICACOES DE SUFICIENCIA

O conceito de estatistica suficiente é essencial para a teoria cldssica de inferéncia es-
tatistica. Nas segdes (7.1) e (7.2) deste capitulo serdo discutidas algumas aplicagbes de
suficiéncia nas teorias de estimagfio e teste de hipSieses. Na secio (7.3) apresentamos os
teoremas de Basu (1955, 1958). Esles resultados nos permitem, entre outras coisas, iden-
tificar a independéncia cntre duas estatisticas. As nocdes de ancilaridade e completividade
serdo de utilidade para este propésito.

Ao longo deste capitulo assumiremos uma estrutura paramétrica para a familia de

medidas de probabilidades, dada por P = {P; : § € ©} onde © é o espago paramétrico.

7.1 TEORIA DA ESTIMACAO

Considere 7(#) uma fungio paramétrica assumindo valores reais, 7 : © — IR. Seja T
uma estatistica a qual denominaremos estimador de 7(f). Para cada valor observado = €
X, T(z) = 1 é denominada estimativa de 7(8). Nosso objetivo é estimar (f) (constante
desconhecida) através do valor ¢. L claro que temos uma perda nesse processo, que
serd dada por uma funcdo nio negativa W(¢,8). Para cada valor 0 fixado, W(t, 8 é

Az-mensurdvel e portanto A-mensuravel. O risco de um estimador serd medido pela
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esperanga, da fungdo perda, quando esta esperancga existir.
(7.1) v7(6) = Er[W(T,0)] .

Considere T a classe dos estimadores de r(#) tal que {7.1) estd bem definido. Nesta
classe é possivel fazer a comparagio dos estimadores através de seus riscos. Como veremnos

a seguir, segundo este critério, um estimador 6timo deve ser uma estatistica suficiente,

Teorema 7.1
Seja W uma funcio perda, convexa. Se C é uma subdlgebra suficiente, entdo para

todo T € T, existe Tp € T C-mensuravel, tal que
(D) € vr(0), YeO.

Prova
Considere 7" € T e defina
To = Ep,[T|C] .

Como C & suficiente, T nio depende de 8. Portanto, Ty estd bem definido como estimador.

Pelo fato de W ser convexa, utilizando a desigualdade de Jensen, temos
Wi(To,0) = W(EITIC), 0) < EW(T,0)[C] .
Aplicando a esperanga dos dois lados da desigualdade, temos

15(0) = E[W(To,8)] < E[E(W(T,0)[C)] = r(8) .

Este teorema é conhecido como teorema de Rao-Blackwell. Nossa proxima etapa é
apresentar o teorema de Lehmann-Scheffé (1950), que garante a existéncia de um estima-

dor &timo. Para tal, é necessdrio antes introduzir alguns novos conceitos.

Definigao 7.1

Um estimador T" é nao viesado para 7(f) se

Ep,(T) =7(0), V6€O.
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Seja 7y a classe dos estimadores nfio viesados para 7{0) tal que £p,(T?) < oo.

Definicao 7.2
Um estimador Tp é denominado Fstimador Nio Viesado de Variancia Uniformemente
Minima (ENVVUM) de 7(0) se para todo T € To,
Ep(To—7(9)* < Ep(T —7(0))*, VoeoO.

Isso significa que considerando a perda quadritica W (T,8) = (T'—6)?, 0 ENVVUM é

o estimador de menor risco na classe dos estimacdores nio viesados.

Definigfio 7.3
Uma subilgebra C é (limitadamente) completa se para toda funcdo g (essencialmente

limitada) C-mensurdvel, tal que
Eplgl=0, V0e€0O,
entdo
g=0][P].

Uma estatistica T" é (limitadamente) completa se Ap é (limitadamente) completa.

Exemplo 7.1
Considere o modelo (IN,IP(IN),P), onde P = {F; : 8 € {1/4, 1/2}} e F; é Binomial
comn =2ep=4felP(IN)éo conjunto das partes dos niimeros naturais. Vamos mostrar
que IP(IN) n&o é completa.
Seja g uma fungdo essencialmente limitada, tal que
fxgdPg =0, fe{1/4,1/2}
= g(0)(1 —0)" +29(1)(1 - 0) + g(2)0* =0
= g(0)(1 — 204 0%) + 29(1)(0 — 6%) + g(2)0* = 0
= 1900) = 2(1) -+ 9(2)10 + [9(1) — 9(0)]29 + 9(0) = 0
Considere g(0) = 1, ¢(1) = —=2 e g(2) = 3 de modo que as rafzes da equagdo acima sejam
} e i, entio

(7.2) 807 —60-+1=0, V0e{l1/4,1/2)
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Logo, IP(IN) nio é limitadamente completa e portanto nio é completa.

Vamos alterar um pouco o problema considerando agora P = {F : 8 € {},5,3}}-
Neste caso, nio é mais possivel garantir a validade de (7.2); isto é, ndo existe g # 0 tal
que a equagio do segundo grau se anule. Logo, para este novo modelo [P(IN) é completa.

Observe que a nogio de completa esté diretamente ligada & familia de medidas de pro-
babilidades. A palavra completa estd associada a complementagio do espago paramétrico.

Talvez o mais adequado seja dizer que a familia de medidas de probabilidades é completa.

Teorema 7.2
Seja Tp uma classe nio vazia de estimadores nao viesados para 7(0) tal que Lp, T8 <
o0, VT € Ty. Se C é uma subélgebra suficiente e completa, entdo existe um ENVVUM

para T(8) C-mensurdvel, que é essencialmente tnico.

Prova
Considere T} € Tj e defina
Tp = Ep(THiC)

claramente Ty € 7.
Pelo Teorema 7.1, ¥T € Ty, 3T = Ep,[TIC] tal que

Ep,(T" —1(0) < Ep,(T —7(6))*, V€O,
Por construgio, 7™ é C-mensuravel e nio viesado. Portanto,
Ep [Ty —T*1=0, YWecO.

Como € é completa, segue que
To=T"[P].

Logo, ¥T € Ty,
Ep[To—I(O) < Ep[T-I(8)*, V0e€O.

Portanto, Ty ¢ ENVVUM para Z(#). o

0 ltimo teorema desta segio, também devido a Lehman-Scheffé, propicia um novo

critério para a determinacio de uma subdlgebra suficiente minima.
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Teorema 7.3
Se C é uma subdlgebra suficiente e limitadamente completa, entdo C é suficiente

minima.

Prova

Considere C uma subélgebra suficiente e limitadamente completa, Devernos mostrar
que C C D [P], VD suficiente.
Considere C € Ceg= E[I¢|D)e h = E[g]C). Temos que

LICdP,;:fxgdPg:/thPg, Vico.

Logo,
L(Ic—h)dPg:O, Voo,

Ic — k ¢ uma fungio C-mensuravel e limitada. Por hipdlese, € é limitadamente completa,
entdo

Ic=h [T')] .

Agora, pela desigualdade de Jensen,

E(g") = E(E(Ic/D)) < B(E(I3/D)) = E(I3)

E(R?) = E(E(g/C)") < E(E(g*/C)) = B(4*) .

Logo,
E(13) 2 B(g®) 2 B(). (7.2)
Mas, Iz = h [P], portanto, de (7.2}, temos que
B(Ig) = E(g%) = B(h") . (7.3)
Por outro lado, pelas propriedades da esperanca condicional, temos que
E(1Z) E({lc — E(Ic/D)) + E(E(I¢/ D))
= E((Ic—9)") + E(g°) .

Consequentemente, a partir de (7.3) segue que

E((lo - g) =0
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e portanto Ip = ¢ [Pl
Seja D = {2 : g(z) = 1}. Entio D € D e C = D [P), concluindo-se assim a prova., [

O exercicio a seguir mostra que a reciproca do teorema acima nio € verdadeira.

Exercicio 7.1
Considere o modelo de amostragem definido no Capitulo 6. Seja T uma estatistica
de (X,A) em (X,.A) definida por T(d) = d (isto &, T é a estatistica suficiente minimal).

Mostre que T' nao é completa.

Exercicio 7.2

Considere, novamente, o modelo de amostragem do Capitulo 6. Seja T' = 7'(d) um
estimador (assumindo valores reais) ndo viesado do parimetro Z(8) {assumindo valores
reais), e 8 € © um ponto arbitrario fixado. Moestre que sempre é possivel encontrar um
estimador T} n3o viesado tal que Eg (g — Z(6p))* = 0.

Comente a respeito da existéncia de estimadores ndo viesados de varidncia uniforme-
mente minima {ENVVUM) no modelo de amoslragem.

(Sugestao: defina Ty = T(d) — T(da) + T(f), onde dy é o dado associado a 0y.)

Exercicio 7.3
Sejam X1, X,..., X, varidveis aleatorias independentes com distribuigdo comumn
[[0,8], 8 > 0. Prove que T = (l + %) maxi<i<n{Xi} é um estimador ndo viesado de &

cuja varidncia nio ¢ superior & do estimador definido por § = 2X.

Exercicio 7.4

Sejam Xi,...,Xm: Y1,..., Y. independentes e normalmente distribuidas N{g, o) e
N(u,02), respectivamente (¢ > 0, 03 > 0, p € R). Seja Z = (Xiyeo s Xy Yoo, Ya)
e (Z,A,P) o modelo estatistico induzido por Z. Mostre que T' = (e, Xi, TR, X7,

T=1 Yj, 2o5= ¥j) € uma estatistica suficiente que néo é completa.

Exercicio 7.5

Considere o espago estatistico (X, A,P = {P : 0 € 0}). Seja € uma subdigebra
suficiente e limitadamente completa. Prove que se [ € Loo( X, A, Pp) tal que Ep(f) = 0,
V0 € 0, entdo Fo(f,g) =0, ¥g € Loo{.Y,C, Ps), V0 € O.
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Exercicio 7.6

Seja U a classe de distribuigdes uniformes sobre inlervalos finitos e seja P a classe
de combinagdes convexas de um nimero finito de distribuicGes em Il (isto é, P € P se
P=Yl Py, T oy=1,0;>0 paracadai=1,...,ne P € U). Se Xy, X, sdo
variaveis aleatdrias independentes com lei comum P € P. Mostre queT = (XM, . xXW N

o vetor de estatisticas de ordem é suficiente e completo.

7.2 TEORIA DE TESTE DE HIPOTESES

Nesta secéio o objetivo é estudar procedimentos para testar hipdteses a respeito do

pardmetro ¢, do tipo abaixo

Hy:8 €09 CO; hipdtese nula,
Hy : 8 € 0\O; hipdtese alternativa.

Considere a fungio teste o : &' — [0, 1] que fornece a probabilidade de rejeicio de Hy

para cada valor observado z € X.

Exemplo 7.2
Considere a estrutura (R, B;,P), onde P = {P,, : g € R,0 € R*} e P, éa
medida produto de n Normais independentes e identicamente distribuidas com média p

e variancia o%.

{Hg:u=0 yo >0
H :pf0 ,0>0

o= {1 2o

, caso contrario,

onde 7 é a mediana amostral e r a amplitude de variagdo amostral.

O poder de um teste estatistico é dado por Ep,fp]. No exemplo (testes nio aleato-
rizados) o poder do teste é a probabilidade de um valor observado x pertencer a regido

critica (regido de rejeigio da hipStese Hy).
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Teorema 7.4
Se C é uma subalgebra suficiente, entio para toda funcio teste ¢ A-mensuravel existe,

uma fungdo teste  C-mensuravel. tal que

Epﬂ[i',',‘] = Ep” [L,Q] . V() E (') .

A prova do Teorema 7.1 fica como exercicio para o leitor. Sugestao: faga i = E[pl[C].

Com relagiao ao exemplo anterior, sabemos que (X, 5) ¢é suficiente para a familia
normal, Portanio, existe nma funcio leste baseada em (X, 5} com o mesmo poder de .

Os lemas a seguir serdo de utilidade para estabelecer uma reciproca do Teorema 7.5.

Lema 7.1
Seja ;¢ uma medida finita em (¥, A) e {A, : « € A} uma colegio arbitriria de

conjuntos disjuntos de 4. Entio, § = {a: u(A,) > 0} € enumeravel.

Prova
Considere p(¥) = K < ocoe S, = {a: u(As) > 1}, » € N. Vamos mostrar que S,
tem no maximo (nf{ — 1) elementos e portanto é finita.

serem disjuntos,

Suponha que S, contenha nA" elementos. Utilizando o fato dos A s,

temos

LR ny 1
7 (U Aa.) =3 pwlAn) > nK-=K,
i=1 n

i=1
o que contradiz a hipotese inicial.

Para finalizar, basta considerar § = [Jj2,; 5,. O

Lema 7.2

Se I é um conjunte enumeravel de numeros reais, entao £° é denso.

Prova
Dado r € IR, vamos mostrar que Ve > 0, 3y € ES lal quer —e <y <r+«.
Suponha que nao exista tal ponto 3. Neste caso, (r —¢,7 +¢) C E, o que contradiz a

enumerabilidade de E.
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Portanto, 7 € £°, onde E° denota o fechamento de E°. Isto significa que R = E°, O

Teorema 7.5
Seja P uma familia dominada. Se para qualquer funcfio teste ¢ A-mensurivel existe

uma funcio ¥ C-mensurdvel tal que

EPo("xb) = EP@(‘?) , ¥le e,
entao C é suficiente.

Prova
Considere Py e ,em Pe @ = %(Pl + P3). Para k > 0, definimos o teste ¢ como

I sel{z)>k
) = 2
""(“)‘{o se 42(z) < k.

Pelo lema fundamental de Neyman-Pearson, ¢ é um teste mais poderoso de ﬁivel
a = Fg(p). Por hipdtese, existe um teste ¥ C-mensurdvel com o mesmo nivel « e com
o mesmo poder. Portanto, aplicando o lema de Neyman-Pearson novamente temos que
v = P[Q).

Seja By = {z : li—j:)’-(x) = k}. Segue do Lema 7.1 que K = {k : Q(B.) > 0} ¢
enumeravel,

Para todo k € X, temos que Q(B:) = 0 e portanto o conjunto {z: %(:c) <k} é
C-mensurdvel, (}-essencialmente,

Pelo Lema 7.2 temos que K° ¢ denso. Entio, para todo k € K, existe uma seqiiéncia

crescente {K,},>1 de K¢ que converge para k e portanto o conjunto

{:c : %(m) < k} = n[:Jl {:r: : %(m) < kn}

¢ C-mensuravel, (-essencialmente.
Pelo Lema 4.4 temos que C ¢ suficiente por par. Como por hipétese o modelo é

dominado, segue que C é suficiente.
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7.3 05 TEOREMAS DE BASU

O que denominamos teoremas de Basu sio trés Leoremas que relacionam os conceitos
de suficiéncia. ancilaridade e independéncia estatislica. D. Basu estabeleceu condigdes
sob as quais dois desses conceitos implicam num terceiro,

Uma subalgebra D de A ¢ ancilar se, para todo D € D, F(D) é constante, VP eP.

A independéncia estatistica difere da probabilistica pelo fato de trabalharmos com
uma. familia de medidas de probabilidades. Assim, diremos que duas subalgebras C e D

sao estatisticammente independentes se, ¥C' € C
L(CID) = P(C) [P].

Duas estatisticas T' e § sio estatisticamente independenies se e somente se A7 e Ag

forem estatisticamente independentes.

Exercicio 7.7

Mostre que C e D sdo estatislicamente independentes se. e somente se,

B(CNnDYy= FCYP(DY([P], YCeC VDeD.

Exemplo 7.3
Considere (R, By, P), onde P = { Py : 0 € 7} tal que Py(x) = I gr(2)-
Considere Y (z) = [z] o maior inteiro de =.

Se A€ Bie Dy={z e R:Y(x) =y}, onde y € Z, entdo
Py{AN DY) = Py(A) =y} = Po(AYPo(Dy) .

Logo, X e Y sio estatisticamente independentes. No entanto, observando X = 3.2, o
que podemos dizer a respeito de Y7 Claramente, ¥ = 3. Mas, X e Y nao sao indepen-
dentes?

A independéncia entre as estatisticas X e ¥ é condicionada ao conhecimento de 4, isto
é, ela é valida para uma dada medida de probabilidade fixada Fy. O que ocorre usualmente
em problemas estatisticos é o desconhecimento de § e portanto varidveis independentes

podem fornecer informagtes relevantes, uma a respeito da outra.
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Teorema 7.6 (Basu, 1955)
Seja C uma subdlgebra limitadamente completa e suficiente para (X, A,P). SeDé

uma subdlgebra ancilar, entdo C e D sio estatisticamente independentes.

Prova

Considere D € D. Pela suficiéncia de € sabemos que existe uma f = E[Ip|C] tal que
Pi(D) =f fdPy, Y0€©.
X
Pela ancilaridade de D, Py(D) = k (constante em relagio a 8). Portanto,
/’.Y(f—k)dP,;:O, Voeo,
onde (f — k) é C-mensurivel. Pela completividade de C, temos que
f=k(P].

Isto é,
Fo(DIC) = Eollp|C] = P(D) [P], VDeD. o

Exemplo 7.4

Considere (R,,B,,P), onde P = {F; : 0 € R} é a familia de medidas de probabili-
dade Normal n-variada gerada por n observagdes independentes No'rmais com média § e
variancia 1.

Vamos mostrar que, nesse caso, as estatisticas X (média amostral} e $? (variincia
amostral) sdo estatisticamente independentes.

O modelo ¢ dominado pela medida de Lebesgue e sua fun¢io densidade é
n (z—a)2
(27")_71‘/26_ E:‘:l 1_12_6)_

= (271-)_“/26_%[2:;1 ’«’,‘2—29"'Y—n02}

folzr, ..., 20)

z

2 o2
= (271‘)_”/23_ E?:: ELGW_;"Q" ;

Pelo teorema da fatoragio, X é suficiente.
Seja PX 4 familia de medidas induzida por X. Para Q; € 73’?, sabemos que @y tem
distribui¢io N (6, ;11-)
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Seja [ uma [ungdo Borel mensuravel, tal que

]fng—Ozbrj Sy 27rn]2“_ dy =0.
Fazendo uma transformagcio de varidveis e utilizando a unicidade da Transformada de
Laplace, temos que f =10 [’PT] Logo, X é completa.

A ancilaridade de 57 provém dos seguintes fatos:

n

i) (11—1)32=Z -X) Z(L — 0V — (X - 0)*%

i=1

i) (X —0) e (x; —0), ¥i = L.2,...n, tém distribuicio N(0,1).

Portanto, (X — 0)? tem distribuigio Qui-quadrado com 1 grau de liberdade e
et an_;ﬂjj temn distribuicio Qui-quadrado com n graus de liberdade. De (i) temos que
1"7—1152 temn distribuicio Qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade, logo 5% ¢ ancilar.

A independéncia de X e 5? ¢ aplicagao do Teorema 7.6.

Exemplo 7.5

Considere Xi, Xs,..., X4 varidveis aleatdrias estatisticamente independentes com
distribuicio Gama(e;,3), ¢ = 1,2,...,n + 1, respectivamente. Sejam,

n+1l X
S=%X e n:f, E=1,2...,n+1.

Neste caso, o vetor Y = (¥},-...Y,) tem distribuigdo de Dirichlet com pardmetro
(01,02, . ., Ot )-

Fixado &g = (@1, 09,. .., 0np1 ), é ldeil verificar que § & sufictente e completa para .

E é claro que Y é ancilar para 8. Logo, Y e 5 530 estatisticamente independentes.

Exemplo 7.6

Considere (R, B,, P), onde P ¢é a familia de Normais n-variadas com covariancia zero

gerada por n Normais com média x e varidncia o2

Sejam X ¢ 5% as estatisticas média e varidncia amostrais, respectivamente. Além

disso, considere ¥ wmna variavel aleatéria N(0,1) e s*

 h uma v.a. tal que (n — 1)s? tem

distribuigdo Qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade.
Vamos definir as variaveis yy, ¥z, - - -, ¥n pela seguinte transformagéao:
-y _Xi—-X
P

parai=1,2,...,n .
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Nosso objetivo é mostrar que y¥1,Ys,...,¥, sio estatisticamente independentes com
distribuigio comum N(0, 1.

Nao ¢ dificil mostrar, utilizando o teorema da fatoracéo e a unicidade da transformada
de Laplace que (X, $%) & suficiente ¢ completa para (u,0?).

Seja Wy = (Z1,Zs,..., Zx_1), para K =2,3,...,n, onde Z; — X=X i=1,9,...n.

Observamos que Wy, _, é invariante escala e locagdo ¢ portanto é ancilar para (&, 0%)
que sio, respectivamente, parimetros locagiio ¢ escala (Proposicio 8.3.2). Logo, pelo Teo-
rema 7.6, Wg_; e (X, 5%), para k = 2,3,...,n, sfo estatisticamente independentes. Além
disso, Wy_; é independente de XpeZy = &SLI Portanto, Wy _; é estatisticamente
independente de Z, para K = 2,3,...,n. Logo, 21y Zay. .., 2, sio estatisticamente
independentes.

Por construgio, temos que

Yi=2Zis+7.

Se observarmos s e 7, z; é uma fungéo linear de 7;, i = 1,2,. .. s Logo, as ypg sdo
estatisticamente independentes ¢ claramente sio identicamente distribuidas.

Finalmente, devemos mostrar que cada ¥: tem distribuicip Normal com média zero e
varidncia 1.

Observe que

n n
Zﬂiyi = ETZG:' )

=1 i=1
onde ¥ é N{0, ;). Portanto, para toda seqiiéncia de nimeros reais {ei}%, temos que
Y1 aiy; tem distribuicio Normal, Logo, pelo Teorema de Cramer-Wald, temos que cada
% deve ser Normal. Se considerarmos ¢; = 1, Vi, concluimos finalmente que y; é N(0,1),

Vi.
Exercicio 7.8

Verifique ou discuta porque no sio vilidas as seguintes relagdes:

(a) No modelo Normal n-variado com covariincia zero origindrio de varidveis N(g,o?),
considere X a média amostral e S o desvio padrido amostral. As estatisticas % el

sdo estatisticamente independentes.

(b) Xy, Xaz,...,X, sio varidveis independentes e identicamente distribufdas N (0,1).
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Neste caso,

t Xo ¢ X ! Xn
1= 7= e LI R
Xt JERE T T [t

n—1

sdo mutamente independentes.

Exercicio 7.9
Considere o espago estatistico (X, A, P = {5 : 0 € O}). Scja D uma subdlgebra
ancilar e independente da subélgebra J = o(A — D) para todo # € ©. Mostre que J é

uma subdlgebra suficiente.

Definigio 7.4
Duas medidas de probabilidades Py e P, em (Y, A) sdo sobrepostas se, para cada
A e A tal que P(A) =1, entdo P(A) > 0.

Observe que tal propriedade é simétrica.

Definicao 7.5

Uma familia P de medidas de probabilidades é conectada se para todo para Py, Py
em P, existem Py, , Pg,,..., Py, em P, com 0, = 8; 0, = a en € N, tais que Py e Py,
sao sobrepostas parat =1,2,....n— 1.

Observe que duas medidas sobrepostas devem ter uma intersecqio nao vazia entre seus

suportes.

Exemplo 7.7
Considere o modelo {y, B;,P), onde P = {Py: 0 € Z} e P é uniforme em (6,6 + 1].
Seja A = [0,1], temos que Pp{d) =1 e Pp(A)=0,V0 € Z, 0 # 0.
Logo, nio existe § € Z — {0} tal que Pp(A)} > 0. Portanto, a familia ndo é conectada.
Se alterarmos o espago paramétrico para © = {k/2: k € Z} a familia serd conectada.

Ohserve a interseccio entre os suportes das medidas Py e Ppyqpe, V0 € O.

Exemplo 7.7 (Basu, 1958)
Sejam C e D subalgebras tal que C é suficiente para (X,.4,P) ¢ estatisticamente

independente de D. Se P é conectada, entdo D ¢é ancilas.
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Prova

Seja D € D. Pela suficiéncia de podemos escrever
Pg(DnO)zjﬁfdPg, Ye®, Voec,

onde f é C-mensuravel e nio depende de 4.

Por outro lado, pela independéncia entre C e D, temos que
P(DNC) = P(D)P(C) = fc P(D)dP,, WheO, Yoec.

Portanto,
P(D)y=1 [Py . (7.4)

Considere Py, e Fo, medidas sobrepostas. Neste caso, existe zg € Ag, N Ag,, onde Ay,
é o suporte de By, i = 1, 2. Entéo, para pelo menos um ponto z vale a igualdade (7.4) e

portanto
Fo (D) = Py, (D) .

Considere agora que Py, e Py, sio conectadas. Neste caso, existem Fy,, Py,,..., P |

tais que By, e P, sdo sobrepostas, i = 1,2,...,n — 1. Portanto,
B (D) = Fp (D), Vi=1i2,... =1,

Logo, 5, (D) = Py, (D). Isso implica na ancilaridade de A. Como A é um conjunto

arbitririo em D, temos que D é ancilar. m]

Definigio 7.6
A € A é um conjunto separador se, V0 € ©, Py(A) = 0 ou Fy(A) = 1 e para pelo
menos um par 8,8, € O, temos que Py, (A) = Py (A°) = 1.

Teorema 7.8 (Thomas e Koehn, 1975)
Seja C uma subalgebra suficiente para (X', A, P). Toda subdlgebra D estatisticamente

independente de C ¢ ancilar se, e somente s¢, nao existe um conjunto separador em 4.

Prova
Vamos mostrar que existe uma C nio ancilar < existe um conjunto A € 4, separador.

(<) Suponha que exista A separador.
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Sejam ¢ = {0 € O: Py(A) = 1} e S(2) = T4(z), Vr € X. Entdo

B(Sz)=0)=1, sefep e
Po(S(z)=0)=1, sede€yo,

Para ¢ fixado, 5 é essencialinente constante, o que implica na independéncia entre
Ags e qualquer outra subalgebra. Em particular, podemos ter D = .45 estatisticamente
independentes de C. No entanto, D ndo é ancilar.

(=) Suponha que exista D ndo ancilar. Neste caso, existe D € D tal que para algum par
91,92 € @,
Py (D) # Pe,(D) . (7.5)

Pela suficiéncia de € e independéncia de D, temos
Po(B) = f [Pg],

onde f é C-mensurdvel.
Considere Ag = {z € X : Py(B) = f(x)} de modo que F;(Ag) = 1. De (7.5) temos
que existern &) e 8; € O tais que A, N Ag, = 0. Seja p = {# € O : Ay = Ag }. Observe

que ©° € © 530 conjuntos ndo vazios. Entdo

06'19 = Pg(/‘lgl)=l,
ey = Pg(ASJZPg(Ag):l:}Pg(AéJ: 1.

Portanto, A, € um conjunto separador. . O

E possivel estabelecer a equivaléncia entre os teoremas (7.7) & (7.8) nos casos do modelo

dominado e do modelo discreto. Para tal vejamos os dois préximos lemas.

Lema 7.3

Seja (X, A,P) um modelo discreto. A familia P é conectada se, e somente se, nio

extiste um conjunto separador.

Prova

Vamos mostrar que existe um A separador se, € somente se, P nido € conectado.
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(=) Considere A um conjunto separador. Sejam

Py
Py

{PreP:Pya)=1)
{(PreP:PyA)=0) .

Il

Il

Observe que todos elementos de P, sdo sobrepostos e o mesmo vale para P;. No
entanto, para Py, € Py e Py, € Py, tais medidas nio podem ser sobrepostas, Logo, o
modelo ndo é conectado.,

(<) Suponha que P nio é conectado.

Para cada 6y, 8,, defina a seguinte relagio de equivaléncia,
Py, ~ Py, & Py Py, sio conectadas.

Fixado P; € P, considere P; = {Ps € P: Py~ P}. Observe que P, =P P £ [l

Além disso, sejam
P1={0:P36P1} e P2={0:PGEP2}.

Seja Ap o suporte associado & medida Fy, isto é, P3(Ag) = 1 e VB C A,, Fy(B) >0,
entdo
Ag,ﬂAg2=(ﬂ, V91EP1, VGQEPQ-

Defina,

Como o modelo ¢ discreto, a sigma-algebra associada é a das partes e portanto A &

mensurdvel. E ainda,

P(A)=1, Vo, el eo
sz(A)=0, VHQGFQ.

Logo, A & um conjunto separador. o

Lema 7.4
Seja (X, A, P) um modelo dominado. A familia P ¢ conectada, se, e somente se, nao

existe um conjunto separador.
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Prova
Exercicio. Sugestio: use o fato da existéncia de uma familia enumerdvel Po C P tal

que Py = P, no caso de P ser dominada.

Clonsiderando os lemas anteriores, observe-se que a condigio da familia conectada dada
pelo Teorema 7.7 é uma condigio necessiria e suficiente para garantir a ancilaridade no
caso dos modelos dominado e discreto.

Finalmente, apresentaremos o llimo teorema de Basu, no qual ancilaridade e tnde-

pendéncia implicam em suficiéncia.

Teorema 7.9
Seja P uma subalgebra ancilar e estatisticamente independente da subdlgebra C. Se

C VD é suficiente para (.Y, A, P). entao C ¢ suficiente para (U, A, P).

Prova

Considere H ={CND:CeC,DeD}.

Observe que H & fechado por intersecges finitas e CV D = o(H).

Seja H={A:A€CVDe fglidPy= [ E{1|C]dP, VB cC, Vi e O}.

N3zo é dificil mostrar que H é um sistema Dinkyn. Além disso, H C 7 como veremos
a seguir.

Para A€ H.,3CeCe DeDial que A=CN D,

fB 1idPy = fB Tomp APy = f.\» IsncypdPs, BeC.

Considere B* = B C € C. Da independéncia entre C e D e da ancilaridade de 0,

resulta

[ aars = ]Xfa-npczPa:Pg(B')Pa{D)=[Y(aurs-)dpg
/Bafcdpg, Voeo, VBeC,

onde a = Ip ¢ constante em relagio a 0.

A funcio al, é C-mensuravel é uma versao da esperanga condicional E{I4]C]. Logo,
HCH.

Pelo teorema de sistemas Dinkyn, temos que CV D C H e portanto C VD = H. Logo,
C é sufictente para (X,CV D.P).
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Por hipdtese, CVD é suficiente para (X, A, P). Portanto, C é suficienle para (X, A,P)
(Teorema 3.1).

Note que o Exercicio 7.9 é uma conseqiiéncia direta deste iltimo teorema.
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CAPITULO 8

RELACOES ENTRE INVARIANCIA,
SUFICIENCIA E ANCILARIDADE

8.1 DEFINIGOES E PRELIMINARES

Neste capitule introduziremos o conceito de invaridncia no contexto da Teoria Es-
tatistica. Nosso objetivo é estudar suas relagdes com outros conceitos tais como suficiéncia
fisheriana e ancilaridade.

Antes de dar alguma motivagdo estatistica a respeito, precisamos de algumas definigdes
e notacgoes.

Como sempre (X, A, P) sera nossso espago estatistico.

Definigdo 8.1.1
Dizemos que a transformagao g : (X, A} — (&', A) preserva o modelo (X', A, P) se:
- g é 1-1 bimensuravel

- a familia de medidas de probabilidade induzida por g, coincide com P, isto é:
Pgl=P ¥YPeP

Chamamos de G & classe de tais transformagdes g, é claro que G # @, pois a fungio

identidade é umn elemento de G.
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Exemplo 1
Considerar X = R, 4 = B, ¢ P a familia de medidas de probabilidade induzida
pelas via. X, Xy, ..., X, independentes e todas com a mesma distribuicdo N (0, a?),

isto ¢, se P2 € P tem-se que

P(B) = [

1 -1& 2
BWEKP{-ﬁ;xi}dA"(x) , BeB, e*>0

onde A, é a medida de Lebesgue em IR™; entéo algumas translormagdes ¢ que pertencem

a @ sio:

9 (%) = (lea]®(21), - .., |2 |®(2,)), onde x = (21,...,%,), sendo & uma funcio fmpar que
assume apenas os valores 1 e —1;

g(x) = Ax onde A é uma n x n-matriz ortogonal.

Exercicio 1

Censidere a classe de fungdes G como foi definida anteriormente, munida com a

operagido “o”, composigio de funcdes. Mostre que (G,0) é um grupo de transformacdes.

Definigéo 8.1.2
Seja Ae A egeg.

O conjunto A ¢ dito g-invariante se ¢™1A = A e a subdlgebra A(g) = {A € A :
g7'A = A} é chamada de subalgebra de conjuntos g-invariantes. A(g) denotara o

completamento de A4(g).
O conjunto A é dito essencialmente g-invariante se A € A(g).

O conjunto A é dito quase g-invariante se P(AAg™1A)=0,YP € P, onde AAB =
(A\B) U (B\A), isto &, a diferenga simétrica entre os conjuntos A e B,

Exercicio 2
(a) Mostre que efetivamente A(g) é uma subdlgebra de A.

(b) Mostre que os conceitos de essencialmente g-invariante e quase-g-invariante sio equi-

valentes
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Baseados na Definicio 8.12, consideramos trés subalgebras [undamentais para nosso

estudo.

() A(G) = N Alg), chamada de subdlgebra §-invariante.
gEG

{8) A(G) o P-completamento de A(G), chamada de subalgebra essencialmente G-inva-

riante,

() /1'(5) = [ Alg), chamada de subilgebra quase-G-invariante.
geg

Notemos que A(G) C A(G) C A(G). Com algumas hipéteses sobre G, & possivel provar
(ver Léhmann, 1986, capitulo 6) que A(G) = A(G), mas na seqiiéncia mostraremos com
um exemplo que A(G) pode ser bem menor em relagao a A(G).

As definicdes anteriores também podem ser consideradas para [unges f definidas sobre

o espago X, e assumindo valores num espago Y, munido da subilgebra B
(e/) a fungio [ é G-invariante, se f = fog, Vg € G,
(") a fungio [ é essencialmente G-invariante, se [ ~ alguma fungéiio G-invariante;

(7') afungdo [ é quase G-invarianlese f ~ fog, Vg € G, onde f ~ h denota f = h{P].

Proposigao 8.1.1
A funcio [ satisfaz as definigdes ('), (8’) ou (7') se e somenle se f é mensuravel em

relagdo & correspondente subalgebra definida em (), (8) ou (7)-

Prova
() = (o)

[ G-invariante ¢ f = fog Vg € Gentdose BEB f~4{B) =g (f{(B)) Vge§
o fTY(BYe Alg)Vge G & f e A(G).

(a) = (o)
f=l,cAG) & lucAlg)VgeG o Ac Alg)Vge G e g (A)=AVgel.
Mas, 1409 = Y,-104) Vg € G portanto 1,09 =14 Yg € G.
Considerar f € A(G), / > 0 fungdo simples; logo [ € A(G), f = 0 e finalmente
f= ft— f~ € A(G) para concluir. O

100



Exercicio 3
(a) Complete a demonstragéo da Proposicao 8.1.1, isto &, (B) & (B) e (1) & (+).
(b) Mostre que A(G) C A(G) C A(G).

8.2 INVARIANCIA E SUFICIENCIA

Suponhamos que temos dois sistemas diferentes de coordenadas para o resultado de
uma experiéncia estatistica, se um resultado & registrado como = sob o primeiro sistermna,
o mesmo resultado € registrado como ¢(z) no segundo sistema. Suponhamos também que
as duas varidveis estatisticas z e g{z) possuem o mesmo dominio A, a mesma familia de
eventos 4, e a mesma classe de medidas de P. Além disso, se P € P estd associada a
&, entdo a mesma medida de probabilidade P também estd associada a g(z). O segundo
sistema de coordenadas pode ser representado matematicamente como uma transformacio
¢ que preserva o modelo (X, 4, P).

Assim, se g é uma transformagio que preserva o modelo, o principio de invaridncia
nos leva a reduzir o modelo (X, A, ) a um modelo mais stmples (X', A(g),P), onde A(g)
¢ a subdlgebra de conjuntos g-invariantes. De outra forma, o principio de invaridncia
estabelece que toda funcio de decisio deve ser g-invariante ou .A(g)-mensurdvel. Consi-
deremos agora G, a classe de todas transformacdes g que preservam o modelo (X, A,P).
Podemos exigir que toda regra de decisio seja G-invariante, isto ¢, g-invariante Vg € G7
Existindo exemplos (ver Exemplo 2) onde A(G) = {0, X} entdo a resposta a nossa per-
gunta € negativa, ndo devemos reduzir A a A(G) ou a A(G). Um compromisso légico, com
o principio, deveria ser reduzir A i subdlgebra de conjuntos quase G-invariantes, j(g),
assim estamos exigindo que a funcio de decisio — nosso procedimento de inferéncia — seja
quase G-invariante.

Por oulra parte, o principio de suficiéncia ¢ outro principio de redugio que é frequen-
temente utilizado na inferéncia estatistica. Neste caso a subélgebra A é reduzida a S,
onde § é uma subalgebra suficiente. No caso de existir uma subalgebra suficiente minima
M, A é reduzida a M, isto é, reduzimos o modelo (X, 4, P} a0 modelo (X, M, P).

Qual das duas redugdes, invaridncia ou suficiéncia é mais extensiva? Em outras pa-

lavras, qual a relagio entre () ¢ M? Isto serd o assunto desta seciio, primeiramente
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daremos dois exemplos ilustrativos.

Exemplo 2

Consideremos X = R, A = B ¢ P a familia de distribuicdes continuas sobre R.

Seja G = {g: IR — R/ {x: g(x) # x} éfinito }.

O leitor pode verificar que cada g & G preserva o modelo (V', A.P) e que A(G) =
{¢$,X}. Logo A(G) nao ¢ suficiente, a menos que P seja un conjunto unitdrio.

Por outro lado. sendo A A g7 (A) = A\g~'(A), pois g~'(A) = A\F, onde F é um
subconjunto de {z € IR : g(x) # x}, tem-se que P(A Hg T (A)) = 0 paratodo A€ Ae
toda funcio g € G. Conclui-se que A(G) = A, que obviamente ¢ suficiente.

Este exemplo mostra também que A(G) pode ser bem menor em relagio a A(G). O

Exemplo 3

Consideremos X = [0,1], A = Bjo1; ¢ P constituido sé pela medida de Lebesgue em
[0,1].

Seja § = {g. : [0,1] —= [0,1]/0 < ¢ < 1} onde gc(x) = (z +¢) mod | Vx € [0,1], isto &

(|)_{$+c ,sex+e<l
Gl¥) =V 2 4e—1 .sex4+c>londed<ec<l.

E claro que se A C [0,¢) entdo ¢7'(A) C [c, 1), e quando A C (¢, 1) tem-se que g(_Al) C
[0,¢). No caso de A ser da forma A = Ay U A, onde A, C [0,¢) e Ay C [c,1) tem-se
que g-1(A) C A, a menos que A; = [0,¢) e Ay = [, 1) em cujo caso A = [0,1], logo
g-1(10,1]) = [0, 1]. Assim, A(G) = {@,(0,1]}, e sendo P unitdrio, segue que A(G) é uma

subélgebra suficiente.

Basu (1965,1969) mostrou relages existentes entre as subdlgebras suficiente e invari-
ante. Também observou que esses resultados podem ser deduzidos do Teorema Ergddico
de Birkhofl. Na seqiiéncia apresentamos em detalhe os teoremas pertinentes.

Comegamos com um lema auxiliar, cuja prova é deixada como exercicio para o leitor.

Lema 8.2.1
Seja § uma subalgebra suficiente e limitadamente completa.

Se € A é limitada [na verdade, ¢ € Loo(X, A, P)] com Ep{g} =0,VP € P, entéo

Y[ € S e limitada [na verdade f € Loo(A, S5, P)]
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tem-se que Ep{wf} =0, VP ¢ P.

Prova

Exercicio 4. ]

Teorema 8.2.1

Seja S € uma subalgebra suficiente ¢ limitadamente completa entio S C A(G).

Prova

Sejam 5 € 8, 9 € G e 5y = ¢g7(S) entdo P(S) = P(S,) VP € P.

Escrevamos 1g funco indicadora do conjunto §, logo Ep(ls — 1g) = 0 VP ¢ P,
Aplicando o Lema 8.2.1 com y = 1s—1g, ¢ f = 1 obtemos Ep{(1s—1g,)1s} =0VP e P,
isto é, P(8) = P(SNS,) VP e P.

Agora, calculamos P(S A Sp) para concluir o resultado.

P(S A5y

P(S)+ P(S0) — 2P(5 N Sy)
2[P(S) = P(SN So)], pois P(S) = P(Sp)
=0

Assim, V.5 € § os conjuntos S e g~'(5) sio P-equivalentes Yg € G, portanto
§ C Nyeg Alg) = A(G) . 0

Observagao 8.2.1
O teorema anterior estabelece que o principio de suficiéncia reduz mais que o principio

de invaridncia.

No que segue consideramos o caso dominado, que merece uma atengdo especial.

Sejam T : (X, 4) — (¥, B) uma estatistica, P e (} medidas de probabilidade induzidas

por I' em (Y, B).
Suponhamos que P < @, e logo PT~! « QT-!. Denotemos por f = %—, b= gg;:: ,

as respectivas versdes das derivadas de Radon-Nikodym. A func¢io AT (definida como

hT'(z) = h(T(z))) é Ar-mensuravel e satisfaz a seguinte relagio
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Lema 8.2.2
hT = EQ(fl.‘lT] .

Prova

Seja B e B e logo

KT =]fd T = lPT“:j P = a0 . o
j’;‘-‘{B}E 4Q 5" @ ./B( T-'[B){ [T—I(B)f @

Corolério
Se T-1(B) = A[Q] entdo f = AT[Q] . o

O teorema seguinte mostra que no caso dominado tem-se que A(G) é suficiente.

Teorema 8.2.2
Se P <« p, onde p é o-finita, entao A(Q) é suliciente.

Prova
Dado que P <« u, sendo p o-finita, é conhecido (cf. capitulo 3) que existe uma
seqliéncia (P, ), em P tal que se () = gvcnf‘n, ondec, >0e HEZJN cp = 1, entao P < (.
Seja fp = %, PeP,e mostremoanue Ie € AG).
Agora, Pg~' = PVYP € P e entio Qg~' = @, portanto Pg™! < Qg~'.

Aplicando o Lema 8.2.2 com [ = fp e T = g, temos que:
dP dPg~!
fpog= 20° = d 00" Eo(felAs) = Eq{fr/A) = fPlQ]

pois g~1(A) = A, onde A, é subdlgebra induzida pela transformagio g.

Segue que fpog= fp[@l, mas P € QVP € P, logo frog = fplPIVP € P, Vg € G,
isto &, fp € A(G) 0

Os argumentos seguintes mostram que os Teoremas 8.2.1 e 8.2.2 podem ser deduzidos
do Teorema Ergodico de Birkhoff (1931}, o qual estabelecemos a continuagdo, mas na

linguagem da Teoria Estatistica.
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Teorema 8.2,3

Seja. (X, A, P) um espago estatistico, e seja f € A, f limitada [na verdade f &
Lo(X,A,P)).

Scjam g : ¥ — X, uma transformagio que preserva o madelo (X, A,P)e Alg) a
correspondente subélgebra de conjuntos invariantes.

Seja (fu)a a seqiiéncia de fungdes definida sobre &, onde f,(z) = -1 k}::g(f o ¢*)(x),
onde g* = gog*' k=1,... n, sendo ¢° a fungio identidade.

Entdo f, — f* = Ep{f/A(g)} [P| VP € P.

Prova

Ver por exemplo Maijié (1983), o

O teorema anterior estabelece a existéncia de uma versio unjversal de Ep{fiAlg)},
VP € P, que corresponde a0 limite {(P-g.c.) da seqiténcia (f,),. Portanto, se M é uma
subalgebra suficiente minima para o modelo (¥, 4, P} entdo M C A(g) Vg € G ¢ logo
M C A(g) Vg € G. Tendo-se o seguinte resultado.

Teorema 8.2.4
Seja M uma subilgebra suficiente minima entiio

McAQ) = NAy). 0

geg

Agora voltamos aos Teoremas 8.2.1 ¢ 8.2.2.

No Teorema 8.2.1, considerando que § é suficiente e limitadamente completa entio &
€ suficiente minima e portanto esse teorema é um corolario do Teorema 8.24.

No Teorema 8.2.2, tratando-se do caso dominado, o fato M ¢ A(G) implica que A(Q)

¢é suficiente.

8.2.1 UMA APLICAGAO EM ESPACOS ESTATISTICOS NORMAIS

Esta segdo ¢ dedicada a estabelecer alguns resultados em espaqos estatisticos normais.

Primeiramente caracterizamos a subslgebra A(G) de conjuntos G-invariantes em termos
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da chamada [uncio invariante maximal, Para detallies desse conceito o leitor & referido

ao livro de Berger (1985, Capitulo 6)

Definicao 8.2.1
Seja G um grupo de transformagées de .\ em V.
Uma fungio 7': (X, A) = (¥, 8) A-B meusuravel é dita invariante maximal se
— T éinvarianie sob G, ¢ se satislaz

- T{z)=T(y) = y = g(z) para alguma g € G.

O teorema seguinte caracteriza as fungdes invariantes através de fungdes invariantes

maxima’is.

Teorema 8.2.5
Seja T : (¥, A) = (¥, B) uma [ungdo invariante maximal sob G. Entdo uma condigo
necesséria e suficiente para que § : (X, A) — (¥, B) seja uma funcdo invariante € que

§ = @ o T para alguma transformagio ¢ B-mensuravel.

Prova
Suficiéncia.

Se ${z) = o(T(x)) Yz € X entdo S(g(x)} = o(T(g(x))) = (T(=)) = S(z),vr e X.
Necessidade

Se § & invariante sob G e T(x) = T(y} = y = g(z) para alguma g € G, entio
S(z) = S(g(z)) = S(y), e isto implica que S é uma fungao de T O

O teorema seguinte estabelece que a subdlgebra de conjuntos G-invariantes .A(G) cor-

responde & subdlgebra induzida pela [ungio invariante maximal sob G.

Teorema 8.2.6
Seja G um grupo de transformagdes que preserva o modelo (X', A, F).
Seja T uma fungdo invariante maximal sob G.

Entdo Ay = A(G).
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Prova
Ar C A(G)

Seja T~!(B) € Az, sendo T invarianie sob G, segue que g~ (T71(B)) = (Tog)™V(B) =
T-'(B), ¥g € G. Portanto T~ (B) € A(G).
A(G) C Ar

Se f € A(G), isto é f é uma fungio invariante sob G ¢ T uma fungdo invariante
maximal sob G, o Teorema 8.2.5 garante que [ = ¢ o T’ para alguma transformagio

% € B,isto ¢ f € Ay. A conclusio segue considerando f = L4, a fungio indicadora do

conjunte A € A(G) ]
Exemplo 4

Aplicagio em espagos estalislicos normais.

Consideramos X1,..., X, varidveis aleatorias independentes com distribuigio cormum
N(0,o?).

Go={g:R" - R"/g(x) = Ax, A'A = AA’ = I}

onde A’ é a matriz transposta de A e I, é 2 n X n-matriz identidade, isto-é, Gy é o grupo

das transformagdes lineares ortogonais.

Exercicio 5

Mostre que Gy é wmn grupo.
Neste caso X' = IR", A= B, e P = {P2 : ¢® > 0} < Ay, onde %ﬂf =
m exp {;—'2 f: 1:,2}, sendo A, a medida de Lebesgue em IR™.

L 7 ia1

E claro que se g € Gy entdo ¢ preserva o modelo (X, .4, P) pois,
Pa(g(B) = [ dPa
o) = [
= / dP,20g7!
B
1 -1, _
= Gr? e {5l eI} o)

1 -1 2}

X P /\n
(2mo?): LGXP{QJ:,”X“ dAn(x)
= Pa(B), VB € B, Yo? > 0,

107



onde ||- || denota a norma euclidiana em IR®. a qual ¢ preservada por transformagoes

ortogonais.

Exercicio 6
Seja T : IR™ — R, definida por I'(x) = {[x||* = i x?, onde x = (x1,...,2,) € IR™
i=1

Use o Teorema da Fatoracio para mostrar que I’ é uma estatistica suficiente para

o modelo {4, A, P).
Exercicio 7

Mostre que a familia P = { P2 ¢ o? > 0} ¢ autodominada.

Seja o > 0 tal que P « Pz, e g2 = T;J% entio g,2 ¢ uma fungio 1-1 de T, logo
*a
conclua que Ay = Cp = o{q,2 : o* > 0} e portanto Ay é uma subdlgebra suficiente

minima.
Mostremos que I' é invariante maximal sol Gq.
[ elaro que T' é invariante. pois T(g(x)) = [|g(x)|1? = ||x||* ¥x € X, Vg € Go.

Agora, T(x) = T(x) & [Iyi[* = Iyl e scjam {5, vav- . tn} © (s vho-- 24}
bases ortonormais de IR" ¢ ¢ a transformagdo linear definida por g (I—l’;—”) = ﬂ%,

g(w:) =vf,i=1,...,n. Segue que g é uma transformagao ortogonal.

O Teorema 8.2.5 garante que Ar = A(Gy), e do Exercicio T temos que se M € uma
subalgebra suficiente minima entdo M = A(Go)-

Agora consideremos § a classe de todas as translormagdes que preservam o modelo
(X, .4,7) entio do Teorema 8.2.4 M c AG).

Mas, ¢ possivel mostrar que A(Go) = A(Go) [P] (¢f. Lehmann, 1986, capitulo 6; ver
também Bondar e Milnes, 1981) e logo M = A{Go) [P}, implicando que M = A(Go).

Finalmente dado que A(G) C A(Gy) entdo A(G) = M, isto é, o completamento
de qualquer versio da subalgebra suficiente miuima coincide com a subdlgebra de

conjuntos quase G-invariantes.
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Exercicio 8

Considere o espago eslatistico (X, A, P),onde ¥ =IR", A =B,cP = {Ppo
# € R o > 0}, onde Py 2(B) = Bm—;)—g— exp{z'a—lgfé(rc,- - #i)e} dA,(x), onde a =
(a1, an).

Seja T': IR™ — IR?, definida por T(x) = (Z @i, Z z?),

Considere § a classe de todas as tlansformagoes que preservam o modelo (V, A, P),
entao Ay é suficiente minima, T ¢ invariante maximal e Ap = (g) (para detalhes, ver

Basu, 1969).

8.3 INVARIANCIA E ANCILARIDADE.

Esta secdo ¢ dedicada fundamentalmente a estudar as relagées existentes entre os
conceitos de invaridncia e ancilaridade. Primeiramente introduzimos o conceilo de an-
cilaridade no contexto da Teoria Estatistica e alguns exemplos em espagos estatisticos
dominados sio dados. Vemos também que utilizando um Teorerna de Basu (1955, 1958)
¢ possivel estabelecer de maneira muito simples independéncia entre estatisticas definidas
sobre certos modelos estatisticos paramétricos.

Seja I': (X, A) — (Y, B) uma estatistica, e seja P uma familia de medidas de proba-
bilidade sobre (A", A}, isto &, (X, .4, P) constitue um modelo estatistico.

E claro que T gera de maneira natural uma familia de medidas de probabilidade Q
sobre (), B), tal que

Q(B)= PT"'(B) = (PoT™))(B) VBeB, Qe Q.

Naturalmente, um problema clissico é dados (X, A, P), (¥,B) e 7', determinar
familia Q. Mas, o conceito de ancilaridade tem a ver com um problema especifico: Qual
a classe de estatisticas 1" tal que Q estd formada por apenas uma medida de probabili-
dade? De existir essa classe de estalisticas, os elemenlos dessa classe sio ditos estatisticas
ancilares.

Especificamente, se P = {Py: # € O}, quais as csialisticas T tais que 57! =
QY0 € ©7 Seria nossa pergunta no caso de considerar nm modelo estatistico paramétrico,

Um outro assunto de nosso interesse é mostrar que em nmitos modelos paraméiricos,

0s quais estio caracterizados por parimetros de locacio efou parametros de escala, a pro-
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priedade de ancilaridade de uma determinada estatistica pode ser estabelecida de maneira
direta, utilizando alguns argumentos de invariancia sobre certos grupos de transformacdes.

A definigio rigorosa do conceito de ancilaridade ¢ dada a seguir

Definigao 8.3.1

Sejam (X, A, P) um modelo estatistico, ¢ T’ uma estatistica de (¥,.A) em (V, B). A
estatistica 7' é ancilar em relagio ao modelo {.¥,.4,P), se T induz apenas uma medida
de probabilidade no espaco (), B).

Em particular se P = {Fy : § € ©}, T" ¢ ancilar se PT~' = @ Y0 € 0, islo ¢, a medida
induzida pela estatistica T é constante em relagdo ao pardmetro 4.

Naturalinente a subdlgebra induzida por T8 Ay, é ancilar, se T é uma cstatistica
ancilar.

Um conjunto A € A é dito ancilar, se Py(A) é constante em relagio ao pardmetro 0.

Os exemplos scguintes tratam com a caraclerizagio de conjuntos ¢ estatisticas ancilares

num modelo eslalistico dominado.

Exemplo 4
Caracterizacio de conjuntos ancilares em espagos estalisticos normais. Suponhamos

2, isto é, estamos

que X & uma varidvel aleatdria normal com média 0 e variancia o
considerando o espago estatistico (X', .4,P), sendo X = R, A =By e P = {Fpz: ot > 0},
onde Py / exp{z=}d\=), B € By, 0* > 0.
B (2#02)2

Nosso objetivo é caracterizar os conjuntos ancilares A € B,, isto é, os conjuntos
A € By, tais que F,2(A) = o, onde & é uma constante em relagio a o,

Mostremos que o s6 pode assumir os valores 0, % ou 1 e que no caso a@ = %, Aé
um conjunto skew-simétrico em relagio a origem, isto é, um e s6 um dos fatos seguintes

ocorre, z € A ou —r € A
Exercicio 9
Use o Teorema de Fatoragio para mostrar que a eslatistica S(z) = jz| é suficiente.

5 & completa, isto é, a familia de medidas induzida por 5 é comp]ei;a. Notamos que
S {R,B,,P)— (R, B, Q)onde se 2 € D entao Q2 (B ] i e‘(p{z z } dA(z
B e 6[, C"2 > U
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Seja g € By,

2 -
Ly, (g)w?)n 0= f[um) g(z) Tonms P {%5} dA(z) =0, Ve®>0.

fazendo 2° = w e s = 557 > 0 lemos que Jio.oo) %%1 exp {—su}dA(u) = 0 Vs > 0.
Pela unicidade {essencial) da transformada de Laplace conclui-se que g = 0 [A] e

dado que @ < X entdo g = 0 [Q).

Seja A € By um conjunto ancilar, tal que P,2(A) = @ Vo? > 0. Um Teorema de
Basu (1955) garante que AL A; e logo Ppa(AfS) = P2(AJAg) = a Va? > 0
Mas,
' 0 seu,—u¢A
For(Af|X|=u)={ 1 seucAe —ugA
I seu,—ue A

e logo um conjunto ancilar 4 nio trivial tem probabilidade a = 1, e A deve ser
skew-siméirico em relagio & origem.
Inversamente, se A é um conjunto skew-simétrice em relagdo & origem entdo P,. (A) =

3 Vol > 0, isto 6, A & ancilar.

No exemplo anterior podemos considerar um modelo estatistico mais geral, isso é

estabelecido na proposigio seguinte.

Proposigao 8.3.1

Seja (R, B1, P), onde P = {P; € R} < A, Ao-finita e P é uma familia simétrica em
relagio & origem, isto &, Py(A) = Fy(—A)VA B, e R

Suponhamos que a estatistica S de IR em [0, c0), definida por S(z) = |z] é suficiente
e limitadamente completa para (IR, By, P).
~ Lntéo se A € B; é um conjunto ancilar néo-trivial, tem-se que Fy(A) = LvoeAé
essencialmente um conjunto skew-siméfrico em relagdo & origemn.

Inversamente, se A € B; é um conjunto skew-simétrico em relagéio & origem entdo A é

ancilar com Py(A) = L v o
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Exercicio 10
No modelo descrito na proposicio 8.3.1, mostre que uma estatistica T' é ancilar para
esse modelo se e somente se T’ induz essencialmente uma partigio de IR em dois conjuntos

skew-simélricos em relagio a origem.

Na seqiiéncia apresentamos alguns resultados relativos a invariancia e ancilaridade,
em modelos com parametros de locagiio efou de escala. Especificamente, mosiramos que
a propriedade de ancilaridade de uma determinada estatistica em relagdo ao parametro
de locacio efou escala pode ser estabelecida utilizando argumentos de invaridncia sobre
certos grupos de transformagdes de locacio e/ou escala.

Consideranos ¥V = IR*. A= 8B, ¢ P ={P.,: p € R o >0}, onde

L @ = Ly — Ji
r'"‘!'*M{x}'=l—f(" Eo. {n “). X ={2. ),
dA, o o o

sendo f(x) = jixp:(x), onde P ¢ uma medida de probabilidade sobre (.Y, A).

Nas condigbes anteriores, g é dito pardmetro de locagdo e o é dito pardmetro de escala,

é o modelo anterior é dito modelo de locagdo-escala.

Proposigao 8.3.2
Seja G = {gap : R* = R"/2 € R, b > 0}, uma (amilia de transformagdes, onde
ga.b(xli"'smn) = (EbL'-_.___‘Eub—_ﬂ).‘ a¢ € IR, b > 0.

Entio (G, o) é um grupo de transformagcdes, onde o denota composicio de fungdes.

Prova

Notemos que g,4 0 ged = fadtbopd; &4 € R b, d > 0. L conhecido que a composigio
de fungées é associativa.

O elemento neutro de G ¢ go1, isto €, a funcao identidade, Finalmente, ga“!;, a inversa

de g, 4 € dada por gﬂ_‘;(x) =g=a1 (x) = (bzy + ..., by, +a), onde x={ay,...,7,). O

Observagao 8.3.1

O grupo de transformagdes G = {g, : R* — IR/a € R, b > 0}, onde gap(x1,-- -, %) =
(E‘;—“, RN Eub_—”) e € R, b >0, é chamado grupo de locagdo-escala.

Analogamente, o grupo lormado pelas transformacdes gy(2y,...,Ta) = (%’-,...,Egl),

b > 0, é dito grupo de escala.



Teorema 8.2.2
Consideremos o modelo de locagio-escala (R, B,,, P), onde P = {Poo:p€ER,o>
0}, sendo

‘%‘f(x) = %f("“;”,...,”“;”), F(x)= "%(Tx) ,
sendo P uma medida de probabilidade sobre (IR™, B,).

Seja T : R™ — IR uma estatistica invariante sob o grupo de locacio-escala G = {g, :
a € R, b > 0}, isto é, T é uma fungdo G-invariante para o modelo (IR™, B, P). Entio T

¢ uma estatistica ancilar para o modelo (R", B,, P).

Prova
Sejam B e B, e Q@ =P, T n € R, 0 > 0, a medida induzida pela estatistica T
segue

QB) = PuolT (B = [ = flgus())drn()

T-1(B) o"

1 1 _
- [Tog”_,)—i(y} pry f(g.u.cr (x})dAq(x) = ./;,_1(3) ey F(x)dr,(x) gu'},(x)

/T_,(B) o_inf(X)d/\n(Uﬁl +phye e, 0T+ p) = fT_l(B) F(x)dA,(x)

portanto Q(B) ¢ constante em relagio a (u,a); g € R, o > 0, VB € B,,. O

Em algumas ocasides, o estatistico esta interessado apenas no parametro de locagio
[respectivamente parimetro de escala] 0 0 parAmetro presente no modelo é o chamado
parémetro nuisance. Nesses casos uma pequena modificagdo no teorema anterior & feita,

o qual é estabelecido na proposigio seguinte.

Proposicao 8.3.3

(a) Consideremos o modelo (IR™, By, P), onde P = {P,, : p € R, o > 0}, sendo

P, . _ _dp,
"E:(X)'_fa(ml My T l"’)a € fo’(x) = d/\n (X),

P, medida de probabilidade sobre (IR, B,,), isto é, trata-se de um modelo de locagéo

com parametro nuisance,
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Seja T : IR" — IR uma estatistica invariante sob o grupo de locagio G={g.:R" —
R/a € R}, onde ga(1y... Tn) = (81 — @y...,Tn ~ @}, € € R.
Entio fixado ¢ = oy > 0. tem-se que T ¢ uma estatistica ancilar para o medelo
(IR, By Py, ), onde Poy = { Py ¢ 1t € R}

(b) Consideremos o modelo (IR", By, P), onde P = {P.,: 1t € R, & >0}, sendo

dP,u,a _ 1 _d-Pu
‘&'r(x)_fu[o_v“ea)' € fu(x)—dAn(x)u

P, medida de probabilidade sobre (R", B;), isto é, trata-se de um modelo de escala

T

com parametro nuisance.

Seja T : R™ -+ IR uma estatistica invariante sob o grupo de escala G = {g; : R" —

R/b >0}, onde gu(z1,- .., 2a) = (§,-.., ), 8> 0.

Entdo, fixado g = po, tem-se que T é uma cstatistica ancilar para o modelo

(R™, By, Py )y onde Py = {0 > 0}.

Prova

Anéloga & do Teorema 8.3.1. 0

O exemplo seguinte é um resultado cldssico na Estatistica.

Exemplo 5
Consideramos uma amostra aleatéria simples X, ..., X, proveniente de uma distri-
buigdo N{g,c?), isto é, as variaveis aleatérias Xi,..., X, sao estatisticamente indepen-

dentes com distribuigio comum N (g, o).

Vamos mostrar que X 1L52/(p,0%), onde X = L 3° X; é a média amostral, e 5% =

s

1

n —_
P ZI(X; — X)? é a variancia amostral.
1=

Neste caso, ¥ = R*, A = B,, P = {2 : ¢ € R,0? > 0} onde P, 2(B) =
1 —1 g a2 , 2
gmexp{zgz i§l(:|:, i) } dha(x), BeB,, peR, 0* >0
Fixamos o2 = o2 > 0 e consideramos o modelo (IR", By, P,2), onde P = { P2 : pp €
IR}

1

(1) Do Teorema de Fatoragio decorre que T(zy,...,2,) = T = T, z; é uma es-

tatistica suficiente para o modelo (IR", By, Poz)-
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Para mostrar que T(zy,...,z,) =% ¢ completa para o modelo (X, A, P,2), devemos

provar que
Vf < Aj“ Lﬂ.] que EI’JI,U;‘.(I) = (]’ V‘u; = f = 0 [7303]

ou equivalenlemente,
Yo € By tal que EQ' LRl =0, V= =0 [QW%] Vi
4o

onde Qmag = Pu,aé 771, it € R, a medida induzida pela estatistica 7.

Sendo Q“'ag a medida normal com média g e varidncia 57?-, entdo
dQ;L o2 1 —n
— 2%y = — (- )2
ot G P\ 357 (t—p)

logo, Fq,.02(w) =0, Vi, implica que
np(t) —1 2
—_— Y —_— t — /\ =
/IR 202 e:\p{20§( 1) ML) =0 Vu

= fmz,b(t) exXp {;T'ugt} dA(l) =0 Vu

sendo ¥{t) = e)v:p{z"—;g‘-()!2 +,ug)} y» L € IR, da unicidade (essencial) da transfor-
mada de Laplace bilateral, segue que 3 = 0 [Al ¢ logo ¢ = 0 [}], ¢ portanto
o =0 [Qpaal Vi

Assim a estatistica T'(zy,...,z,) = T é suficiente e completa para o modelo

(R", B,,, P,3).

A estatistica S¥(x1,...,2,) = 5 T (2;—F)? é ancilar para o modelo (R, By, Pz ).

P,u.rr?

d
Notamos que Tt (x) = foalr — .., 20— p), onde fozlz, ... 2)
n
= (2—1;}—? exp {,fz— h z?} que corresponde & densidade de uma amostra Z,, ..., 2,
Ty 0 =1
de uma distribuigio N(0,02).
Logo (IR*, B, P2} é um modelo de locagio com pardmetro nuisance oZ, o qual foi

fixado.

Mostremos que a eslatistica 52 é invariante sob o grupo de locacio G = {g. : IR" —

Rfae R}, onde ga(®1; .-, %0) = (1 ~ @,..., 2, ~ a), a € R.

SHga(z1,..oy20)) = Sa—a,... Ry — @) = : Y(zi—a—~(T—a))

n—1=
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& .
= — (:ri—3?}:.‘?"(;?:1,.....:,.]
n—173

Da Proposicao 8.3.3(a) decorre-se que S? é ancilar para o modelo (IR™. By, F,z2).

(3) Usando um Teorema de Basu (1955), temos que fixado ot =gl >0, XISy,
e como isto vale para todo o2 > 0 fixo, entdo X 1L 5%/(g,0?), isto &, X e 82 sio

estatisticamente independentes para o modelo (IR", B, P).

Finalizamos este capitulo, deixando para o leitor um exercicio similar para ser desen-

volvido.

Exercicio 11
Seja X1,..... Y, uma amostra aleatéria simpies proveniente de uma distribuigao
Gamma com paradmetros a (forma) e 8 (escala). positivos.
Definamos 5; = tﬁ(i e R =5/Si=1,....n. k=1L....n—1L
5=

Mostre que £y, ..., Rut) 1.5, /(. B), acompanhando o seguinte esquema.

(a) Determine o modelo estatistico induzido pelas variaveis aleatérias Xy, ..., Xy, diga-

mos (X, A, P),onde P = {P,3:a8>0}

(b) Fixado a = ag > 0, mostre que a estatistica S, = 37, Xj ¢ uma estatistica

suficiente e completa para o modelo (X', A, P,) onde Py = {Pag,s : # > 0}.

(c) Fixado a = ag > 0, mostre que a estatistica Ry = Si/Sky1 € ancilar para o modelo

(X, A, Py, ).

{d) Conclua a demosntragio.
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CAPITULO 9

O MODELO ESTATISTICO BAYESIANO E SUA
ESTRUTURA MATEMATICA

9.1 CONSTRUGCAO DO MODELO BAYESIANO

Sejam (X,.A, P) o modelo estatistico “classico” cuja familia de medidas de probabi-
lidades estd especificada parametricamente, i.e., P = {F : 0 € ©}. Dotemos © de uma
a-dlgebra B de modo que as fungdes § — Fp(A), VA € A, sejam mensuriveis. Deste
modo, P;(A) : © x A — [0, 1] passa a representar uma fungio de transigio de (0, B) para
(A, .A). Seja ainda definida em (©,B) a medida de probabilidade a priori v.

Denotemos por 2 = © x X o produto cartesiano os espagos paramétrico e amostral e

por F = Bx.A a chamada o-algebra produto, gerada pela classe de retingulos mensurdveis

J={BxA:BeB AcA)

Exercicio 9.1
Prove que J é fechada sob intersecgdes finitas (i.e., é uma classe =) e que F & gerada

pela algebra de unides finitas de elementos disjuntos de 7.

O recurso ao teorema generalizado da medida produto (vide, e.g., Ash, R.B. (1972);

Real Analysis and Probability; Academic Press, New York; pp. 97-100) permite-nos
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definir no espaco produto (2, F) uma medida de probabilidade y tal que
(9.1) YFEF, p(F)= [ Po(F*)u(do)
o

onde F = {x € ¥ w = (0,2) € F} é a secgio de F em 0.
A medida produto, usualmente denotada por g = v x Py, e cuja restricio a 7 & definida

por
(9.2) VBXAET, p(BxA)= jB Po(A)w(d0)

€ linica no sentido em que ¢ idéntica a qualquer outra medida em (2, F) que com ela
coincide em 7.

O espago de probabilidade obtido, (£, F, #), define o chamado modelo estatistico
bayesiano. Neste €spago, as observagdes 2 e o parametro § poden ser visualizados através
das fungdes mensuraveis T(w) =z : (Q,F) — (X, A) e O(w) =9 : (£, 7) = (0,8), ou
equivalentemente, através das respectivas subalgebras induzidas, F(@)={0xA: Aec A}
eF() ={BxX:B € B}. Deste modo, a o-dlgebra produto pode exprimir-se por
F=FO)v Fz) =oc({BUA: BeB, Ae A}, onde B=BxXeAdA=0x A

Da expressio (9.2) conclui-se que v(B) = u(B), VB € B, pelo que a medida de
probabilidade a priori pode ser identificada com a restricao, 4, de # a F(0). Por outro

lado, a restrigdo, 4%, de ya F (%) identifica a medida de probabilidade marginal em (X, A)
(9.3) P(A) = fe Po(A)w(do)

que ¢ assim dominada pela familia P.
O fato de Pp(A) definir uma fungéo de transicio em O x 4 permite-nos obter a fungio

de transicio associada e ) x A
PE"(W)(A) = Pp(A) paraw:O(w) =0
e, deste modo, (9.2) pode ser reescrita como
: = L P (AP (dw) .
(9.9) B x A) = [P (4 ()
Por definicio da esperanca condicional E(L4|F(0)) = n(A|F(D)). temos

VBEB, uBxA) =uBn7)= fEI;(w);t(dw)
(9.5) ]
= La@F@) ()
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A comparacao de (9.4} ¢ (9.5) permile concluir que para todo A € A,
P (A) = p(AF@)w) (1]

ou seja, que P5(A) estd associada a wna versdo regular da restricio a F(T) da probabili-
dade condicional dado F(0).

A construcio de F(A) como uma fungio de transi¢io em @ x A tem assim implicito
que o espago mensuravel de uma probabilidade cottdicional regular para T dado F(0), i.é.,
de uma fungio (| F(#))(w) que. para cada w fixo. seja uma medida de probabilidade
em F(E). Este requisito é satisfeito nas condicdes usuais em que (X,A) ¢ um espago
euclideano, entendendo-se esta expressio no sentido de .Y’ ser um subconjunto de R™,
para algum n, ¢ A a correspondente o-dlgebra de Borel (veja-se, c.g., Ash (1982), op. cit.,
sec. 6.6).

Deste modo, sendo (©, B) igualmente um espago euclideano, denotemos por vgw)(5)
a funcio de transigio em @ x B oblida tomando uma versio regular da probabilidade

condicional p(B|F(T)), e seja
ve(B) = v5,)(B) paraw:ZT(w)==
a correspondente funcio de iransicio em X x B. Entdo, para todo B x AeJ

wBx A) = [Ig@hutdo) = [pBIF@NwH(d)
(9.6)

- ]ZI!I(B)P(O{:B)

Pela unicidade estabelecida no teorema generalizado da medida produte, conclui-se

que
(9.7) VFeF, wF)= ]X Vo F?)P(dz) ,

onde F* = {# € © : w = (6,z) € F} é a secgio de I em x. Por outras palavras, a
medida produto g = v x Py admite também, nas condigdes mencionadas, a decomposigio
4 = P X i, caracteristica que denominaremos de regularidade do modelo bayesiano, em
consonancia com a terminologia de Florens et al. {1990); Llements of Bayesian Statistics;

Marcel Dekker, Inc., New York.



Sob as asas de um modelo bayesiano regular fica assim definido um nove modelo, a
denominada familia de medidas de probabilidade a posterior, (8,8B,0Q), onde
Q@ = {v: : 2 € &) constituindo o dual bayesiana de (X, 4,P). Note-se ainda que ()

domina v, pois

(9.8) VBeB, u(B)= ]x vo( B)P(dz)

Exercicio 9.2

No contexto de um modelo bayesiano regular, encare 1(B x A) como uma medida
de probabilidade em (X, A) para B fixo (e denote-a por Pg) e como uma medida de
probabilidade em (0, B) para A fixo (e denote-a por v,).

Prove que:
a) Pp < P, sendo vo(B) uma versio da respectiva derivada de Radon-Nikodyn;

b) v4 < v, sendo Py(A) uma versdo da respectiva derivada de Radon-Nikodym.

9.2 DOMINAGAO DO MODELO BAYESIANG

Consideremos que P é dominada por uma medida o-fnita m em (X', A) e seja f(0,z)
uma verso da derivada de Radon-Nikodym dFy(z)/dm(z), que é ndo negativa e A-
mensurdvel para cada # € O.

Neste quadro, (9.2) exprime-se por
(9.9) VBxAET, pBxA)= fB fA F(8, x)m(dz)w(do) .

A aplicagio do teorema de Fubini a (9.9) com vista & definigio de p#em F exige
a JF-mensurabilidade de f(4,z), condigio que ainda ndo foi expressamente garantida.
Uma resposta é dada pelo teorema de Doob que enunciamos em seguida (para a sua
demonstragio veja-se, e.g. Dellacherie and Meyer (1982); Probabilities and Potential
B-Theory of Martingales; North-Holland [cap. 5]).
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Teorema de Doob

Seja (X, .A) um espago mensuravel separdvel, (©, 5) um espago mensuravel arbitrario
e {Py(A)} uma familia de fungdes de transicdo em @ x A dominada pela medida &-finita
m. Existe entdo utna funcao B x A-mensurdvel. f(0, x), tal que para cada § € © f(0,z)

¢ uma versio de dPp(x)/dm(x).

Deste modo, a suposigao de (X, A) ser euclideano garante, pela separabilidade de A,
que seja possivel sclecionar uma versdo de dPy(z)/dm(x) F-mensurdvel. Admitimos entao
que (X, A) é euclideano e que f(8,2) em (9.9) é F-mensurdvel, o que assegura também
a sua B-mensurabilidade pata cada 2 € X', Pelo tcorema de Fubini. (9.9) corresponde a
(9.10) VBx A€, p(BxA)= f 700, 2) (1 x m)(d0 x dzx)

BxA

Definindoe agora em F a medida finila

(9.11) pt(F)y = /Ff(o, @)(v x m)(d0 x dz)

por (9.10), p™(F) = p(F) em J. Por um argumento em termos do teorema de Dyn-
kin (mostre-se que R = {F € F : p*(F) = p(F)} = F), prova-se que (9.11) define
efetivamente a medida g no caso de dominagio de 7 em causa.

Esta definicio mostra ainda que g é dominada pela medida produto v x m, sendo
f(8,z) igualmenic uma versio da derivada de Radon-Nikodym dp/d(v x m).

O teorema de Fubini permite-nos reescrever (9.3) como

(9.12) P{A) = .[,4 [ fe f(ﬂ,x)y(dﬂ)] m(dz)

revelando que a funcio A-mensurdvel g(x) = [y f(0. 2)r{dx} presente em (9.12) é uma
versio de dP/dmn (note-se que P < m), e consequentemente de d(v x P)/d(v x m).
Sublinhe-se que g(x) = 0 implica f(0,z) =0 [v].

Nestas condicdes de dominagio de g por v X m, prova-se que g < v x P (veja-se
Exercicio 9.2 em seguida}, caracteristica que traduz a dominagio do modelo bayesiano
(22, F, ). Desle modo, a derivada de Radon-Nikodym de jt com respeito a medida produto

Il = v x P pode ser definida por

(9.13) ho.2) = [(0,2)/g(z) se glz) >0
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e quando g(z) = 0, du/dll pode ser arbitrartamente definida como igual a 1.

Exercicio 9.3

Mostre que sob a condigio de (X, A) ser euclideano:

a} A dominagiio de P garante a dominagio do modelo bayesiano;

b) A dominagio de u (por I = » x FP) assegura a dominacio v-essencial de P ea

regularidade do modelo bayesiano.

Solugao
a) Sob a condi¢io de P, definida num espago euclideano, ser dominada pela medida o-

finita m, com correspondente funciio densidade %I;—”((f)l = f(#,2), pretende mostrar-se que
VFeF, (uxP)(F)=0:>,u(F)=0.
Por definigio da medida produto IT = » x P e pelo teorema de Fubini

(F) = f@ P(F*)(df) = fx fe Tro(z)v(d0) P(dz)

onde F? = {z: (4,z) € F}. Como dP(z)/dm(z) = g(x)} segue-se que

() = | o(a) [ A IF.(sc)v(dﬁ)] m{dz) .

Assim, II(F) = 0 implica que

9(2) [ Ire(2)u(d0) = 0
exceto num conjunto Ay € A, digamos, com m(Ao) = 0. Portanto, Vze X — A, N {g(z) >
0}, Ipo{z) = 0 [v] e, por outro lado, Vz € X — Xa N {g(z) = 0}, f(0,z) = 0 [v]. Em
suma, Ipe(z)f(8,2) =0 [v], Yz € X — X,. Como Jé sabemos que nas condigdes assumidas
Po(F%) = [y Iro(w) f(8, 2)m{dz), para todo F € F e € © tem-se pelo teorema de Fubini

{(F) = fx » [ ]@ Tro(2) f(G,m)u(dﬂ)] m{dz)=0 QE.D.

Nota 1
Observe-se que por definigio das medidas produto p e Il em 7, elas verificam, inde-
pendentemente da dominacio considerada de P, a relagio 1 < I, quer em J quer na,

algebra gerada por J (constituida por unides finitas de elementos disjuntos de 7).
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Pode provar-se que a relagao ;¢ < IT mantém-se em F se (A, A) e (0, B) forem eu-
clideanes, pelo que, nestas condigées, o modelo hayesiano ¢ dominado sem que P seja
necessariamente dominada — veja-se o Lema 3.4 de Picci (1974); Theory of sufficient sta-
tistics and structure analysis of transition probabilities with application to identifiability;

Report CNR-LADSEB 74/D6. Padora, ltaly.

b) A hipétese agora é i < 11, sendo A(0, z) uma versdo da respectiva derivada de Radon-

Nikodym tem-se pelo teorema de Fubini que
VBxAed, p(BxA) = f / h(0, ) P(dz)w(d0)
BJA
- / f h(0, z)u(d0) P{dz) .
AJB
A comparacio da primeira integral definidora de p(8 % A) com (9.2) produz
Py(A) = ] 16, z) P(dz) [v]
A

onde o conjunto v-nulo é em geral dependente do conjunto A. Contudo, pelo cardter
euclideano de (¥, A) pode mostrar-se que a expressao acima definidora de Py(A) € vilida
para todo A € A desde que 0 € © — N, onde N € B é um conjunto v-nulo independente
de A - mas possivelmente dependente da versio escolhida de dp/dTT (veja-se para o eleito
Picci (1974), op. cit., teorema A.4 do apéndice).

Resulta entio que P domina a sub-familia de P, {5 : # € @~ N} e, portanto, domina
v-quase sempre (e é sempre dominada por) P.

Por outro lado, a dominagio de i por Il = v x P permite delinir p = v x Py = P x vy,

tomando
PiA) = /Ah(e,x)P(dm), VA€ A
vo(B) = [Bh(o,x)u(cw), VBEB,

que representam assim versdes regulares das probabilidades p condicionais a F (F) e a

F{#), respectivamente (restringidas a F(6) e a F(E), conlorme o caso). 0

Do exercicio anterior deduz-se igualmente que a lamilia @, quando definida num espago

mensurével euclideano, é P-essencialmente dominada por v, j& que

(9.14) ve(B) = /Bh(ﬂ,m)u(dﬂ)
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para todo 2 € X — M, onde P(M) = 0. Deste modo, as derivadas de Radon-Nikodym,
dP;/dP e dug[dv, coincidem v x P-quase em toda parte.
Quando v é absolutamente continua em relagdo a uma medida o-finita A em (0, B),
com fungio densidade ¢{f), tem-se entiio ve X Ve e X — M com
dvg(0)  du,(0)

o?f,x) = o) - ‘dy—w)“q(o) [A]
(9.15) %% se q(z) > 0
q(8) , C.C.

traduzindo a conhecida expressio da {ungdo densidade a posteriori resultante da, aplicacio

do teorema de Bayes.

Nota 2

Se a medida a priori v for apenas o-finita (¢ o caso das chamadas distribuicées a priori
impréprias), a medida produto # = v X Fy serd igualmente o-finita de acordo com o
teorema da medida produto generalizado. Contudo, p.ode acontecer que P ndo seja o-
finita (se o for, no caso dominado, dpe/d{v x P) & bem definida e a distribuicio a posteriori
¢ prépria) e, nesse caso, nio se garante a decomposigio p = P x vy, nem a definigio de
v X P. Alm disso, dP/dm nio é m-essencialmente finita, € nos pontos em que € infinita
a medida fp f(6, z)v(d0) também é infinita, pelo que a medida a posteriori nio ¢ bem
definida. Para mais detalhes veja-se, €.8., Mouchart (1976); A note on Bayes theorem;
Statistica, 36(2), 349-357.

Exemplo 1

Seja X = {0,1}",.A o conjunto das partes de X' e P = {Ps:0€©=(0,1)) tal que
Po(A) = f 621 #i(1 — 0y~ L wig([] daz)

A i=1
onde m € a medida de contagem em (X +A). Seja B a o-dlgebra de Borel de © no qual
estd definida a seguinte medida de probabilidade a priori

1

= [ 0" 1 -0 Md0), a,b>0
B = [ Gy =00,

onde A é a medida de Lchesgue em (©,B). A medida de probabilidade marginal em
(&5 A) é definida pela lungio de probabilidade

Bla+ Zab+n -3 )
B(a,b)

g(x) = s = (T, EX

125



e a medida produto em (£, F), representando a distribuigio conjunta de (¢, z), € definida

por

'U,(BXA) (a+2$,‘,b+n—zxi)

0""’2 .1:,'—[(1 _ 0)b+n—z;r:.—1
j.!;‘xA Bla,b)

. - B(a,b
[ oms oy Ee (e,b) (v P)(d0 x T]dz

(A x m)(d0 x []dz;) -

A medida de probabilidade a posteriori ¢ entéo definida por

B(a, b)
(a+Tzib+n—Yz)

v(B) = LoEﬂu—())"-EwB v(d0)

[ a0.2)xa0)
B

onde q(#,z) é a fungdo densidade da distribuigio Bla + 3 vi, b+ n — >oxi).

9.3 MEDIDAS CONDICIONADAS ADICIONAIS

Para evitar complicages com a eventual inexisténcia de versoes regulares de probabi-
lidades no espago produto condicionais em subélgebras de F, admitiremos doravante que
(X, A) e (©, B) sio espacos euclideanos. As fungdes de transigio, Fs(A)em Ox Ae vo(B)
em X x B, serdo por vezes designadas por Pg(A) e va(B), para destacar, respectivamente,
a sna B-mensurabilidade para cada A € A e a sua A-mensurabilidade para cada B € B.

Consideremos agora as fungdes mensuraveis ¢ : (©,B8) — (9,8:) e t : (X, A) —
(T, Ay), indutoras das subalgebras B(¢) C B e A(t) C A, respectivamente. Eleas definem
as transformagoes compostas 3 = ¢o 9 el = 1oF que induzem, respectivamente as
subalgebras F(¢) C F(0) e F(1) C F(Z).

Por definicio das probabilidades condicionais em (£, F) dado F(1) e F($), respecti-
vamente, temos para todo Be BeAec A
(9.16) YA € A(t), p[Bx{ANA)] = _/; p[B % A|7—'(f)](w),u?(dw)

Ay

©171)  VBieB(), ul(BNB)x A= [ ulBx AF@)whi(d)

onde s {resp. ,LLE) denota a restrigio de p a (92, F (%)) (resp. (2, F())-
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As restricdes a F(7) ¢ a F(7) de uma versio regular de pu(-|7(7)) conduzem, respec-
tivamente, & medida preditiva (a priori) e & medida a posteriori condicionais em ¢ que
denotamos pelas fungdes de transicio Pi(A): T x A -+ [0,1] e uw(B): T x B — [0,1].

Deste modo, pela propriedade de “smoothing” da esperanca condicional, tem-se que

a probabilidade condicional em (9.16) pode ser expressa por
KB x AIF(D)] = B(Ig(0)5(z)| 7 (D)
= B{Iz(@) B[O 7 @)1 7 1))
(9.18) _
= E{IZ(Z)u[B|F ()| F3)}
= Ly va( B)P(de)

Consideremos agora o condicionamento na subalgebra induzida pelo vetor (6,%),
F(0,7) = F@) v F(t) = B x A({). Por definicio da restricdo a F(%) da probabilidade
condicional ;& dado F(7,7), obtém-se para todo A € A

VBi € B, A€ Alt), u[Bix(ANA) = /Elnzl 1[ALF (8, 1) (w) 1™ (dw)

onde uﬁj denota, na linha da notacio que tem vindo a ser seguida, a restricio de g a
(Q,7(0,7)). Tomando uma versio regular dessa probabilidade condicional obtemas a
[ungio de transicio Fo(A): (OxT)x 4 — [0,1] que, pelo teorema de Fubini, verifica a

relacio
(919)  VBi€B, A€ A(t), plB x (AN A= fB fA Po(A)Pi(dz)(d8) |

Com base nesta nova fungio de transigio, a probabilidade condicional em (9.16) pode

ser alternativamente expressa por

MB x AIF([)] = E{I5(0)Elix(z)|F (@, D)) # ()
(9.20) = E{I5@)u[Al7 (0, D)7 @)}

- fB Pri(A)w,(d0) .

As expressdes (9.19) e (9.20) revelam que

ﬂ}-(a:PtXl/z=VtXPg‘f_,
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i.e., a regularidade do modelo condicionat (3, F, gz 3 )
A classificacio do significado da fungio dc transigio Pp(A4) pode ser operada através

da reexpressio do primeiro membro de (9.19) como

alBr x (AN A) :jB_ Jjnzl(w)ﬂ(dwhfa Pa(A N Ay)w(dF)
(9.21)
~ ]B fm P ALA(D)} P (d)w(d8)

pela definigio da probabilidade amostral condicional £ dado A(t).

Comparando (9.19) com (9.21) conclui-se, dada a arbitrariedade de B, € B, que
(9.22) VA E A A € Alt), B(ANA) = j‘ Py A)PYdz) [v]
Ead}

Quando A(1) é separivel (o que é garantido se { é uma varidvel aleatéria), existe
uma versio F(0, [)-mensurdvel de Fp(AJA(1)), VA € A, quando enquadrada no espago

produto. Tomando essa versao em (9.21), a sua comparagio com (9.22), implica que
YA €A, PolA) = PlALAQR)] [Fi

para v-essencialimente todo f € O.

Em suma, a versio regular da probabilidade condicional p[-|F(8,1)] restringida a F(z)
identifica-se pi-essencialmente com a distribuigdo amostral condicional a &.

Seguindo wn argumento anilogo, é possivel definir probabilidades a priori, probabi-
lidades amostrais e probabilidades a posteriori, todas condicionais a 9, e, a partir delas,

clarificar o modelo condicional (@, F, firg,). Tal € o propésite do préximo exercicio.

Exercicio 9.4

Considere uma versao regular da probabilidade condicional i dado F (#), definida em

(9.18).

a) Defina a medida de probabilidade a priori e a medida de probabilidade amostral,
ambas condicionais a ¢, e denote-as pelas lungdes de transicio v4(B) : ®x 8 — [0,1]

e Py(A):d x.A—[0,1]
b) Mostre que iz = vs X Pp, i€,

WiB x AF@)] = [ Pa(A)r(d0)
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¢) Defina a lungio de transigio v,,(B): ($ x X) — [0,1] através da restrigio a F(0)
de uma versao regular de probabilidade condicional tt dado F(4,7) = B(¢) x A, e

mostre que o modelo condicional (§2, F, By() é regular, provamos que
KB X AF@)] = [ va.Py(da)

d) Mostre que v4.(-) coincide p-essencialmente com a medida de probabilidade a pos-

teriori condicional em ¢, v, (+|B(4)).

Nota 3

Iiste procedimento de definigio das funcdes de transicio Py, I, Poy e vy, v, € vy, pode
ser aplicado & subdlgebra ¢ C Be D ¢ A, sem cxplicitar se sio ou niio induzidas por
fungbes mensurdveis ndo triviais. Neste quadro mais geral os sintbolos P, Pp e Fgyp, na
linha do significado de Py, designario as medidas no espago amostral que se identificam
com a restrigo a A (= F()) das probabilidades condicionais emn Dy={exX:ceC},
Dy ={0xD:DeD}eBxD(=FOvV D). Analogamente, os simbolos 1z, vp e
Yaxc (recorde-se o significado de »4) denotario as medidas no espago paramétrico que se
identificam com a restrigio a B (= F(0)) das probabilidades condicionais em CiyDie
Cx A (=Cy v F(T)).

A separabilidade de D (resp. C) garante a interpretacio essencial de LPoyp (resp. vaye)
como uma medida amostral (resp. a posteriori) condicional em D (resp. C). Nesse caso,
Pp (resp. vc) traduz a medida preditiva (a priori) condicional em D (resp. a medida a
priori condicional em C). Também P ¢ vp representario medidas amostral e a posteriori

condicionais em € e P, respectivamente,

9.4 DOMINAGAO DE MODELOS MARGINAIS E CONDICIONAIS

Consideremos um modelo bayesiano (2, F, p) regular e dominado e scja h uma versio
de dpfdIl, onde I = » x P. Por definigio da restrigio a § € F de ;o e I1, 0 modelo
marginal (2,6, 19%) é dominado por ¢, Como Yieg

Bf)= [ fdu= [ fhdn= [ fEahig)anc.

Segue-se que Eij(h|G) é uma versio de duf /dII%.
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Como i e I1 tém as mesmas medidas marginais, tem-se, por exemplo, Eq(h|G) =1,
[H]quandoQ:C+E{Cx.l’:CGCCB}GQ:’D+E{OXD:DEDC.A}.
Consideremos agora G = C x D = o({C x D : C € C,D € D}). Observe-se que, por
definicio de Il ¢ de G,

(9.23) m¥ =" % PP .

Por outro lado, VO x D e G

(9.24) 5(C x D) f Ps(D fc E[Py(D)|C)+< (d0)
(9.25) jD ve(C)P(dz) = jD Elv.(C)|D] PP (dz)
onde

Elv(C)IP] = E{EUz(0)F@)]IPs}

E{I=®)|Dy] = vp(C) [p]

e analogamente E[F(D)|C] = Pe(D) [p].

Assim, ¢ admile a decomposigio

{9.26) uf =15 x PP = PP x 1§

onde PP (resp. v§) indica a restrigio a D (C) da probabilidade amostral (a posteriori)

condicional a C (a D), que, sob a regularidade assumida, podem ser calculadas por

(9.27) PP(D) = ]@ Py(D)wc(dd), VD eD

(9.28) A(C) = fY v(C)Pplde) , VC €C

Dai a designacio usual de probabilidade amostral marginalizada (restringida a D) para
PP e de probabilidade a posteriori marginalizada (restringida a C) para v4.
Para a determinaciio de Ey(h]C x D), analisemos a estrutura da medida Il condicional

aCxD. Paratodo B € B, A€ A, tem-se YC x D € C x D, por um lado,

N{(BNC) x (AN D)} = jm T(B x A|C x D){w)v* (d0) PP (dz)

130



€ por outro,

(BN C) x (AN D)

Ii

»(BNC)P(AN D)
/C ve(B)vE (do) x /D Pp(A)PP(dz)
= fc , Ye(BYPo(A)°(d0) PP (da) .

Conclui-se assim que a medida condicional Hg, com G = Cx D, admitc a decomposicio
(9.29) g =ve x Pp {119
pelo que, dada a regularidade das probabilidades condicionais v e Pp, se tem
(9.30) En(hlC x D) = j h(9, %)ve(d0) Pp(dz)
Oxx
Nos casos particulares em que G = B x D ¢ G = C x A tem-se obviamente

(9.31) En[h|B x D] = jx k(8 2) Pp(de)

(9.32) En[h|C x A] -—.j(;h.(ﬂ,:c)vc(dﬂ)

A estrutura da medida g condicional em ¢ = C x D segue-se da aplicagio de um
argumento analogo aquel usado em (9.3) para a derivagio da decomposigio de prg) e
Kz Assim, sob a regularidade assumida de ve e Pp, o modelo (Q,G, ug) é regular,

sendo
(933) He = vg X Payp = Pg X ¥Axe .

Para a defini¢éo precisa da dominagiio de modelos condicionais, consideremos momen-
taneamente F; e F; duas subalgebras de F e seja I} € i, i = 1,2. Enlio, por um lado,
de dp/dll = k, vem

HANE) = fr I (w)p(dw) = fr Ir, (W) En(h|F, V Fo)(w)T1 (dw)
(9.34) 2 | y
- fr EnlTr {(w) Bn(h|F) V )| Fa) (w)TT(dw)

onde nas integrais ndo se explicitam, por comodidade, as resirigdes increntes a I
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Por outro lado,

W) = [ EIF @) = [ a1 Bl Fl ()
Fy I3
que, por comparacio com (9.34), dada a arbitrariedade de F, € F3, implica
(9.35) EnlEr En(h|Fy1 V Fo)lFa| = plFy |F2) En (R F2) [Hﬁ] .
Observe-se que g; = En(h|F2) >0 (] e {g2 =0} C {En(h|F1V Fo) = 0} [M], jd que
{{gy = = ok A [ = dlT=0.
Wl =0N = [ Bn(FY F) = [ adl =0
Definimos entdo a funcio Fy V Fy-mensurdvel
; B (J'LI}- V.Fz)/gg ,segg>0
Fio_ n 1
(9.36) B = { ; s>

De (9.35) obtém-se entdo, YF1 € Fy
{9.37) En[Ir k5 Fl = p(Fi|F2) -

Esta relagio diz-nos que a restrigio a Fy de px, ¢ dominada pela correspondente
restrigio de Ilx,, com derivada de Radon-Nikodym definida per h;-;.

Consideremos agora a particularizagio para Fp = C X D e tomemos inicialmente

F = F(#). Entdo, VB C B,

vexplB) = Eu[I5|C x D] = EnlIghl, )
(9.38) _ -
= [ [ #pre(@0)Pods) = [ Wpretd®)

onde as duas Gltimas igualdades se justificam por (9.29) e pelo fato de hng ser B x D-
mensuravel. A expressio (9.38) revela que veyp (2 restriio a F(8) de pexp) é dominada
por ¢ com derivada de Radon-Nikodym dada por

_ En(h|BxD) _ S h(8, ) Pp(dz)
T EaklCx D) forx O, x)rc(d0) Po(de)

(9.39) e o

Tomando agora F; = F(T) prova-se que a restrigio a F(z) de picxp, Pexp, ¢ dominada
por Pp como derivada de Radon-Nikodym

En(h]lAxC) Jo h(8, T)rc(dO)

(9.40) fexd = BhiCx D) Joux B, 2)vc(d0) Pa(dz)

132



Consequentemente, a medida produto veyp x Feyp € dominada per v X Pp com

derivada de Radon-Nikodym definida por Izng x h%, 5. Observe-se que, em particular,
7 h(0,z)
41 ben = —— %)
(0.41) Pexa = 100, 2ol dl)
h(0, )
JrX h.(o,m)Pp(dﬁl)

Basta fazer D = A em (9.39) e C = B em (9.40), respectivamente,

(9.42) W p =

A decomposigio (9.33) permite constatar que fiexp K Vexp X Foxp com derivada de
Radon-Nikodymn definida por

_ Bugxp/dllexp
7

hexp e
hoyp % héep

Como por (9.37) (Fi=F,%,=Cx D)
diieyp Y En{h|F) A{0, )

(9_43) Moy exD = En(h.lc x D) = foxx h((),m)yc(.'lﬂ)Pg(d:L‘)
resulta que
(9.44) hexp = 1 E(C X D)

E]](’I.IB x D)En(hlc X A) )
No conjunto onde os dois fatores do denominador sio positivas, podendo ser tomada igual

a l, no caso contririo. Observe-se que
{h >0} C {£n(h|B x D) > 0} n{En(hiC x 4) > 0} o .

Pela decomposicio regular de picyp, tem-se

dPpyp _ draxe

] = =
fexp dFexp  dygyp

pelo que as probabilidades amostral ¢ a posteriori condicionais, /g, p e YAxe, podem ser

definidas por

(9.45) VA€ A, Psyp(A) =L116xvdpcxp =fAh§WzPD

(9.46) VB € B, vaxe(B) = fB hexpdiexp = fB B2, idve
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onde hE,p e hl, 4 sho expressas por (9.42) ¢ (9.42), respectivamente.

Exemplo 2

Considere o modelo (X.A.P) onde &' = R*. A ¢ a o-algebra de Borel de IR" e
P={P:0=(aé) € R xR}, onde Py(dz) = f(x;0)mn(dr), com flz0) = f(0,2),
para 0 fixo, a lungdo densidade da distribui¢io Normal n-variada, N,(al,, 81,,), em relagho
3 medida de Lebesgue n-dimensional m,, (os simbolos 1, e I, representam o vetor n X 1
de 1’s e a matriz identidade de ordem n, respectivamente).

Considere ainda a medida de probabilidade a priori definida em (©,B), onde © =
IR x R, e B a o-dlgebra dos horelianos de ©, pelo membro da familia conjugada de P,

ie.,

v(da x dé) = g(a, 8)ma(da x dé)

onde g¢{a, 8) é a fungdo densidade Normal-Gama Inversa, NGI(a, b, c,d), relativamente a

medida de Lebesgue bidimensional, mg;, em ©. Mais concretamente,
v(de x db6) = vs(da)v®(d6)
com

vs(da) = qi{e;8)m(da)
v*(d§) q2( 8y (d8)

Il

onde

ale;d) = (2M)7Y267 2 exp [—%(a—a)z] , b>0

dc 1 el d
o = 75 (3) exp[—g] Towen(d) , &d>0.

Isto é, a|é ~ N{a,é|b) e 6 ~ G, I(c,d).
Equivalentemente,

v(da x db) = v*(da)va(dd)

com

va(d8) = q3{é;a)m (d6)
v {da) = q{a)mida)
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onde ¢3(§; @) é a densidade G, I(c + 5d(a)), comd(a} =d + 3 — a¥, relativamente &
medida de Lebesgue, my, em Ry, e qu(a) é a densidade, t(2¢,a, bc) de uma ¢-student com
2¢ graus de liberdade e parimetros de localizagdo, a, e de escala, \/d/be, relativamente 3

mesma medida em R. Isto &,

A medida pl-editiva. ¢ definida por P(d:c) = g(m)mn(d;c)’ onde g'(.‘??) éa densidade
i-Student n-variada, t.(2¢,al,, gV),

glz) = ﬂlw 1/2(2&‘.') nf2 14 (z— al,)'V=Y(z — al,) et
727 -
com V = I, + Lblu e |V] = (n + b)/b. As componentes de z sio assim marginal-

mente equicorrelacionadas, permutdveis mas dependentes, com distribuicdes marginais
t(2¢,a,2(1 -+ 1/b)).

A “densidade” de i = v x Py com respeito a Il = # x P é entiio dada por A(f,x) =
£(6,2)/g(c).

Definamos o modelo marginal para (o, z), (2,6,49), onde G = B(a) x A.

A medida de probabilidade amostral marginalizada, P, (= Pris)), é definida por
Fa(dz) = f(2;a)m.(dz), onde, por (9.27), flz;0) = f° f(0, z)va{d6), traduzindo, para
@ fixo, a densidade #,(2¢ + 1,al,, fg_‘—’%lfn). De novo, as componentes de = sao, dado
permutaveis e dependentes, mas agora nio correlacionadas.

Por (9.32), En[h(f, z)[B(a) x A = Sz, o}/ g(z), donde

18 (da x dz) = [ ).v“(dcr)P(da:)

g()
= f(z;a)qa(e)m, (da)ym,(d)

Le., duf /d(m; x m,) é o produto de duas densidades £-Student.

Definamos agora o modelo marginal para (0,1), (2,G,49), onde ¢ = B x A(t) e
=Y x;/n.

A probabilidade amostral restringida a A1), Fj, é definida por P}(dt} = f(t;0)m, (dt),
onde f(2;0) ¢, para # fixo, a densidade N(a,é/n). Consequentemente, a probabili-
dade preditiva restringida a A(), P, ¢ expressa por P(dl) = g(tym,(dt), com g(t) =
Jo (0, t)r(dB) traduzindo a densidade #(2¢,q, BHLY),
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Observese que a vestricio a F(T) de i condicional a F{1), P, ea G = B x A(l), P,

sao definidas por

Pidz) = Ej—((%)-m,,(d\t)
) (
HER)D]
Py y(dz) = 160 my(dx)

com « tal que {{x) = ¢ (recorde, em particular, (9.42) e {9.45)).

A medida de probabilidade a posteriori, vz, é definida por
v (d) = hif, 2)e(d0) = q(0; x)ma(db)

onde q(0;x) = h(0,2)¢(8) é a densidade NGI(A, B. (. D), com A = %ﬁ, B=h+n,
C=ctnf2eD=d+ 3 {x 132

Por outras palavras,
vp(da x d8) = v s(de) x v3(d8) = v¥{de) X vy o(d6)
onde

veslda) = qila:d,r)m{da)

Vd8) = qa(8; x)m(db)
Veold8) = qald; o, x)my(dd)
V(de) = qulosz)mi{da)

com g, 1 = },2,3,4 traduzindo, respectivamente, as densidades N(A,8/B), G.I(C, D),
G, I{(C+1/2, D(a}), com D(e) = D+ 2(a— A%, ¢ {(2C, A, D/BC). Note, em particular,
a concretizacio de {9.41) e (9.46).

A probabilidade a posteriori marginalizada em £, v, é definida, atendendo a (9.28),
por

v(df) = (0 tyma(dB)

onde ¢(8,t) = q(0)f(0;1)/g(t) traduz a densidade NGI(A, B,Cy, D), com Cy =c+1/2 ¢
Dy =d+ %(t — a)?. Em particular, tem-se assim que, em relagao a medida de Lebesgue
unidimensional, ¥ ¢ definida pela densidade (7,I(C\, ;) e s coincide com v, s para
t=t(z).
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Atendendo a (9.31), En[A(0,2)|C) = f(0,0)/g(1), para § = B x A(t), pelo que

po(do x dt) = i%y(dO)P‘(dt)
F(0,8)q(0)ma(d0)m, (dt)

define a medida produto em (9, G).

Exercicio 9.5

Relativamente ao Exemplo 2:
a) Verifique os resultados distribucionais referidos.

b) Mostre que o modelo marginal para (0%, z) é definido por uma densidade, rela-
tivamente & medida de Lebesgue em R* x Ry, que é o produto das densidades
Nau(al,, o®V) e G.I{c,d).

¢) Mostre que o modelo marginal para (a,1) é definido por uma densidade, relati-
vamente & medida de Lebesguc em R?, que ¢ o produto das densidades te +
La,dla)/[n(c+ 1)]) e t(2¢, e, d/b.
d) Defina os modelos associados com:
~ a restrigio a F(T) ¢ a F(¥) da medida produto # condicional a B(a) x A(t);

— arestrigdo a F(I) de iF(m) € a restrigio a F(&) de By

e) Sendo s = Y(x;~t)2/(n—1), defina a medida marginal P**, mostrando em particular

que s/[2L 4 5] ~ B(3},¢) e que s e ¢ sdo marginalmente dependentes.

f) Prove que, sendo A(t,s) a o-dlgebra gerada por (t, ), se verificam as identidades:

Pexags)y = Pags

VA = Vhpg
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CAPITULO 10

INDEPENDENCIA CONDICIONAL E
SUFICIENCIA BAYESIANA AMOSTRAL

10.1 CONCEITO E PROPRIEDADES DA INDEPENDENCIA
CONDICIONAL

Antes de nos referirmos propriamente a defini¢iio e s propriedades relevantes da in-
dependéncia condicional no quadro do modelo bayesiano (§2,F ,it), faremos uma breve
digressio sobre o completamento de subélgebras de F na linha do que foi feito no Capitule
1 sobre as subalgebras de A no contexto do modelo cldssico.

Para o efeito, seja Fg = {F € F : p*(F) = p{F')} o completamento da o-dlgebra
trivial Fo = {¢,Q}, que é assim gerada pelo o-anel, V/, dos conjuntos g-nulos de F. 0
completamento de qualquer subdlgebra Fy C F ¢é definido pela subdlgebra Fi=FVF,

As propriedades dos completamentos de subélgebras de A com os conjuntos P-nulos
referidas no Capitulo 1 aplicam-se na sua esséncia a este contexto. Observe-se, no entanto,
que os dois completamentos sio naturalmente distintos j& que Fo (e mesmo, em geral,
FoOF(F)) conlém estritamente os conjuntos P-nulos de F(T). Consequentemente, YD C
A, Dy nio estd incluida necessariamente em F(z).

A este respeito convém notar que YF; C F2 C F o fato de Fi = Fi VN (constituindo
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a classe de todos os conjuntos de F pi-essencialmente iguais a0s elementos de F1), permite
verificar que JF; V(7 ﬂ?o) = FiNF,. Ou seja, o completamento de F; com os conjuntos -
nulos de F; coincide com a o-dlgebra dos conjuntos de 7, que séo p-iguais aos conjuntos de
Fy. Deste modo, e voltando & ilustragéo acima, T, NF{Z) representa a menor subdlgebra
amostral contendo D, e todos os conjuntos p-nulos de F(%).

Para terminar este paréntesis, relembramos que F, diz-se completada (resp. Fp-
completada com F; O F1) se ?1 = F; (resp. ?1 NF = F).

Consideremos entio que ;, i = 1,2,3 sdo subalgebras de F.

Definicido 10.1
Diz-se que F) e F; sdio independentes condicionalmente a F - ¢ escreve-se 7, [ 72| Fs,
seVfie L(F),i=1,2

E(flfsza) = B(fi lfa)E(fzij'B) []

Exercicio 10.1
Prove que para a definigio de F, [1.F2|F; é suficiente restringirmo-nos a funcdes indi-

cadoras dos conjuntos de Fii=1,2.
O resultado seguinte constitui uma formulagio alternativa da Definigio 10.1.

Teorema 10.1,
Fi U 2|73 se, e somente se, Y/, € £(F)

E(f| Py v Fy) = E(f2|F5) [e]

Prova
(Parte suficiente): Sejam f; € £(F;), i = 1,2. Pelas propriedades de “smoothing” e de
idempoténcia (i. e, E(f[F;) = f [u] se f € L(F})), tem-sse

E([1£2|Fs5) = E{E(fL)F, Vv F3)|F3) = E{hE(f|Fi v R)F) (1)

onde

E(flfsza) = E{flE(f2|f3)|f3} = E(f; ,-Fl)E(lefa) [#]
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como pretendiamos.

{Parte necessiria): Sejam [ € F;, i = 1,3 Como fy N Fy € F, V F3 e atendendo a

definigao de esperanca condicional dado F; V F5 e dado Fj, resulta

Jon BEAFY Py dp= [ adu= [ Al du= [ BUInIF) ds

onde, por comodidade, se omitiu a explicitagio das restrigdes apropriadas de .

Atendendo & hipétese e & definigio de E([y |F3), vem

[ EF VR dp= [ BGIFEURIF) de= [
ninis s 1o

, E(f2|Fa) du
nF;
Definamos agora

I
M

{F]ﬂF;}IFiE.F{,Z':l,g} [+
(FerRvF: [ hdu= [ ELIF)dp) .

1l

I facil constatar que T é uma classe-II geradora de JF, V 73 que contém M que é um
sistema de Dynkin. O teorema de Dynkin assegura-nos entdo que M = F, V F3 e, como

tal, BE(f2|F1 V Fa) = E(fo| F2) [u], Q.E.D. a

Dado que toda versdo de E(f,iF;) é Fa-mensuravel ¢ atendendo ao significado de

mensurabilidade ji-essencial para varidveis aleatérias, tem-se

Coroldrio 10.2
F1 15| F5 se, e somente se, Vs € L{F), E(f|F VvV F) € Fa.

No caso particular em que JF C Fy, F, V. F3 = F| e assim

Corolario 10.3

Se 5 C Fi, entio Fy [ F2]Fs se, e somente se, E(fa| Fi) € Fa, Vfz € L(F2).

O resultado seguinte ilustra a propriedade de monotonicidade da independéncia con-

dicional relativamente a subalgebras de JFi.

Teorema 10.4
Seflulefﬂef3C£1Cf1,GﬂtéOflu.Fgl}-.;.

140



Prova

Pelo Corolario 10.3, tem-se E(fa|lF1) = E(foFa) (4] VS, € L(F2). Mas, pelo fato
de 7, C Fy, a definigiio de F; LI FolFy implica que F, L F3|Fs, ou seja, que E(f:|l7) =
E(fo|F3) [u), V2 € L(F,). Consequentemente, Vf; € L(F,), E(fo|F) = E(f;|F4) [n].
Q.E.D. ]

Um resultado de importincia crucial sobre o conceito de independéncia condicional é

indicado no teorema seguinte.

Teorema 10.5
As seguintes condigbes sio equivalentes:
DAUFF e RUF|F v Fa;
i) Fi L(F V Fa)| Fas
iii) Fi [ Fa|Fs e R FolFy V Fo.

Prova

Pela simetria de F, e F, basta provar a equivaléncia entre i) e ii).
i) = ii): Vfi € L{F), a relacio
E(fi|F2V FoV Fa) = E([i|F2 V Fa) = E(fi|Fs)
decorre de i), a qual prova ii).
ii) = i}: Vf; € £(R), ii) garante
E(A|FV FaY F) = E(fi|Fs) [y
cofatode R C AR VA CRVFVE
E(flF2V FuV Fa) = B(H|F2 v Fo) [n] .
Consequentemente, obtém-se 1). m}

Uma implicagio importante deste teorema mostra que a relagio Fy [ F;|F3 permanece
valida se Fy (ou F3) sido alargadas na diregiio de F3, ou se Fy é alargada na diregio de

fl e/OU de fz.
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Corolario 10.6
Se AU FlFs, Fy CFaV Fae Fy C LV Py, entao:

i) .7'-1\/.7'—5]_[.?:.2\/.7::1'?3;

i) AUFFV FaV Fs.

Prova

Obviamente que o fato de F; C Fp v F; implica que Fy [1 Fy|F2 V F3. O Teorema 10.5
garante entio que J, [1F2 V Fu|Fa. Lsta relagio juntamente com Fs 1l Fa v FalF v Fa,
implicada por Fs C F; V F3, conduzem pelo mesmo teorema a 73 V F5 11 7, V Fy|Fs. Esta
relagio implica (faga-se 7 = F; V Fs no Teorema 10.5) F V Fs5 LI Fa|F5 V Fy que, por

sua vez, implica a relagdo ii), Q.E.D. o

A caracterizagio de independéncia condicional em termos de densidade é proporcio-

nada pelo seguinte resultado.

Teorema 10.7
Seja (Q,F, ) dominado pelo modelo (£, F,1I) e h = dp|dIl. Se as subalgebras F; e
F, sho independentes condicionalmente a 73 relativamente 4 medida II, entao em termos

de u

FlAIF & k57 =02 [ em {Ea(h|F) > 0}
& hRyn = b5 [g] em {En(h|F2V Fa) > 0}

Prova

Por hipétese, ¥f; € L(F;),i=1,2

Eu(fllefii)
En(fllfs)
E.(f2lF3)

En(fi 2k F) (1)
En{fihB|Fs) (k]
En fzh |~7'—3 [!‘]

Pela independéncia de F; e F» condicional a F3 com respeito a I e usando o Teorema

10.5,
n( ARR1F) En( b2 | F) = En( bR R Fa) (4] -
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Por conseguinte,
Bulhifa|Fs) = ELAIF)E(f1Fs) (4]
se, e somente se,

En(fifoh 372\ F) = En(fif:hB2IF) [] .

Isto equivale
hpVPe = hjf;h;g "] = Eﬂh]}'ﬂhﬁvﬁ = En(hlf'a)hf;hij (1] ,

ou seja, ao resultado pretendido.

Como, por definigio

_ En(h[}-l v fz A% .7'-3) _ h;’!v}-’"

b . = =
FaVFy En(hl}_z A" fa) h';i
sempre que En(h|F; V Fy) > 0, o teorema fica cabalmente demonstrado, o

Consideremos agora um conceito da Teoria das Probabilidades enquadrado no espaco

(Q,F, p).

Defini¢do 10.2
Sendo F; e F; duas subalgebras de F, chama-se projeciio de 5, em F; - e denota-se
por Fi[F3] - a o-digebra gerada por qualquer versio de E{f2}F,) para toda a funcio
fae L(F), ie,
FilF2] = o({E(fol F1) : fa € L(F)}) .

O resultado seguinte esclarece o papel que este conceito pode desempenhar: o de
constituir essencialmente a menor das subdlgebras de ; condicionalmente is quais JF se

torna independente de ..

Teorema 10.8
Sejam JF;, ¢ = 1,2, 3 subélgebras de F tal que JF3; C F,. Entdo
i} B 11 R A7)
it) Se 1 11 F3|F3, entdo Fi[Fy] C Fa (]
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Prova

Como Fi[Fz] C Fi, o Coroldrio 10.3 assegura i). Por outro lado, este coroldrio, ao
afirmar que na hipétese de ii), E(f|F) € Fa, Vf; € L{F,), implica que F[F3] C F,
pela definicao de F[Fy]. O

Exercicio 9.2
Mostre que
) FANFoCRANF,C AR CFG
i) AR NF = FlF)

Nota 1
Os resultados acima mostram que Fi[F2] ¢ a interseccio de todas as subdlgebras
de F; que contém os conjuntos nulos de F c condicionalmente as quais F, e Fy sao

independentes.

O Corolario 10.3 estabelece uma condigio de mensurabilidade que é necessaria e sufi-
ciente para a independéncia condicional entre F; e F; dado uma subalgebra de F;. Nestas
condigbes, uma outra coudigio equivalente com relevancia estalistica, como referiremos

na Secio 10.3, é fornecida pelo seguinte teorema.

Teorema 10.9
Se F3 C Fi, F1 L1 F2|Fs se, e somente se,

Yie L(FA), E{E(ﬂfs”}_z} = E(f|F2) (1]

Prova

(Parte necessiria): Por definicio, ¥f € L(F))
E(fIFaV Fa) = B(f1F5) [g]
o que implica que, pela propriedade de “smoothing”,
E[B(f|FaV Fo)|Fo) = E(fIF2) = E[E(f1F3)|F2) ia] -
{Parte suficiente): Seja f; € L£(Fi), ¢ = 1,2,3. Como fifs € L(Fy),

E(fifofalF2) = [2E(f1fslF2) = RELE(fifalFa)|F)
LEE(filF)F) = Elf2fs E(AIF)NF) [u] -
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Consequentemente,

E(h1f2fs) = E[E(fif2 /2| 72)] = BE(f2 faB([1)Fs)] {u] -
Por definigio de E(-|F3), tem-se
E(fif2fs) = BIAE(fifa|F)]

E(f:5B(fi|F3)] = E{f3E{f2E(f1|F4)|Fa]}
= E{faE(fllfs)E(lefa)}

donde, pela arbitrariedade de fs € L(F),
E(hfal73) = E(LF)E(f2lFs) (i)

traduzindo F; [[ 3| %, Q.E.D. ]

Exercicio 10.3

Prove que F1 [] ) Fs pode ser caracterizado pela seguinte condicio:
V€ LAV F), EE(fIF)|Fa) = E(fIF) 1]

(Sugestio: use a relagio FUHF|F e (RYV F3) 11 72| Fs € o Teorema 10.9.)

10.2 SUFICIENCIA BAYESIANA AMOSTRAL

A idéia intuitiva de suficiéncia bayesiana de uma estatistica t € A estd ligada &
caracteristica de a medida a posteriori depender dos dados apenas através de ¢, le,
a relagio 1, (B) = w(B),VB e B. Eo que sucede no Exemplo 2, com a estat{slica
(Zaifn, C(z; — Taifn)2f(n - 1} - reveja o Exercicio 9.5, alinea f.

Esta nogio pode ser aplicada a qualquer subdlgebra D C A de acordo com a seguinte

definicio.

Defini¢ao 10.3
A sulitlerhra D C A diz-se suficiente bayesiana (abreviadamente, B-suficiente) sc no

modelo ¢ i) se tem

VB € B, uB|F(z)] = p[B|D,] [P]
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onde D, ={@x D:DeD}.

Em termos da notacio definida em 9.3, esta relagio traduz a identidade essencial das
funcdes 14 e vp, significando pois que para tode B € B. a v.a. v4(H) tem uma versio
D-mensurdvel. [sto implica que tal v.a. seja constanie nos atomos de D (elementos da
particio induzida por D). Sob a natureza euclideana de (X', 4) que temos vindo a admitir,
a Definicio 9.3 para T separivel equivale mesmo a afirnar que v4(/3) é constanie nos
dtomeos de D, VB € B.

A definicdo do conceito de independéncia condicional em (2, F, i) implica, conside-
rando A, = F(T e By = F(0), que:

Teorema 10.10

D C A é B-suficiente se, ¢ somente se, verifica uma das seguintes condiges equiva-
lentes:

)VB € B, va(B) = vp(B) [Pl

i) Ay T1B4 | Dy

i) vA € A, Payp(A) = Pp(A) [PL

FProva
Basta atender ao significado das Tungdes de transicio mencionadas no espago ({1, F, 1)

e & simetria do conceito de independéncia condicional. O

A inspecio da condicio iii) revela a sua semellhanca com a definicio de suficiéncia
cldssica (abreviadamente, C-suficiéncia) com respeito ao modelo cldssico, dada no Capitu-
lo 3, nas condices de identificagio de Puyp com uma probabilidade amostral condicional.

) G P

Mais concretamente, tem-se

Teorema 10.11
Se a subalgebra separavel D é C-suficiente, entdo D é B-suficiente para toda a medida

de probabilidade a priori ».

Prova
Pela C-suficiéncia de D, seja g4 uma versio comum de P(A{D) para todo § € ©. A

separabilidade de D garante que existe uma versiao de Pp(A|D) que é B x D-mensuravel
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no espago produto, coincidindo entio com Pixp(A) p-essencialmente. Assim,
VAe A, wAIFO)VD) =4, =guoT ]

onde VD € D

P(AnD)=#(‘Afnb“)=]5ﬂ(Z|BxD)d,;=é§,id,u:ngAdP.

Por conseguinte, g4 é uma versio de P(AD) = Pp(A) para todo A € A e toda a medida
v, a

Este resultado que justifica que toda a estatistica real C-suficiente seja igualmente
B-suficiente para toda a probabilidade a priori. Contudo, nem toda a estatistica real J3-
suficiente é necessariamente C-suficiente. Basta pensar no fato de que a B-suficiéncia de
D implica a B-suficiéncia para qualquer subdlgebra que a contenha (recorde-se a monoto-
nicidade do conceito de independéncia condicional) quando tal propriedade n3o se verifica
para a C-suficiéncia, como se frisou no Capitulo 3 (relembre-se o exemplo de Burkholder,
1961).

A colocagio de certas suposigdpes sobre a probabilidade a priori » ji permite obter
a proposigio reciproca do teorema anterior. Para o eleito, e usando a terminologia e

Florens et al. (1990, op. cit.), consideremos

Definicao 10.4
A medida de probabilidade a priori » diz-se regular para P = {Fy : § € O} se

VtE LAY, Ep(t) =0 [v] = Ep(t) =0, V0c O . 0

A particularizagio desta definicio a luncdes indicadoras de conjuntos A-mensurdveis
mostra que o uso de uma medida ¥ regular na conotagio de medida produto assegura
a continuidade absoluta miitua entre P ¢ P e, em particular, a. dominacio do modelo
cldssico.

A condigio de regularidade de v ¢é verificada e infinreras situagdes usuais sob um

espago parameétrico euclideano:
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a) Quando © é numeravel, a regularidade de v para 7 & garantida se o conjunto vazio

for o iinico conjunto v-nulo;

b) Quando © ¢é nio numerdvel e as probabilidades amostrais sio lais que
Ep,(t) = ¢4(#) é uma fungdo continua em g, Vt € L(A), » é regular para P se

atribuir probabilidade positiva a qualquer aberto de B.

Note-se que a suposigio de continuidade de ,(8) no caso de dominacio de P pela me-
dida de Lebesgue m é assegurada quando a [ungao F-mensuravel dPé”)/clm(:c) é conltinua

em { para cada e dominada para todo # por uma fungao de 2 Lebesgue-integravel.

Exercicio 10.4

Prova as afirmacdes feitas nas alineas a) e b) acima referidas.
Posto isto, pode afirmar-se que:

Teorema 10.12

Se D C A é [-suficiente e v é regular para P, entao D é C-suficiente.

Prova

Da relagio (9.22) aplicada a D (em vez de A(f)) tem-se, sob a hipétese, para todo
Ae A

VAl € D, EPg[IAnA] bt IAlP'p(A)] =0 [1/]

o que implica, pela regularidade de v para P, que
VALED, PANA)= / Pp(A)PP(dz), VOEO.
Ay

Isto revela que a probabilidade preditiva condicional a D de A € uma versao comum D-
mensuravel de P;(A]D), para todo 8, YA € A, ou seja, que D ¢ suficiente com respeito a
((V, A, P) O

A definicio de B-suficiéncia através do conceito de independéncia condicional permite
caracterizé-la num modelo bayesiano dominado através de propriedades de densidades
adequadas, pelo uso do Teorema 10.7. Com efeito, tendo em conla que em termos de

M =vxP, By ¢ A, sio independentes nio condicionalmente, o que implica a sua
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independéncia condicional a D4, o Teorema 10.7 garante-nos que 7 é B-suficiente quando

# € I se, e somente se
h%’f = h.TEJ+ h%+ ] & hi+ = h%Jr Iy .
Recordando o significado destas fungées (veja-se Secio 9.4), lais relacdes correspondem a
Enlh|B x A= h = En[h|B x D] = ]v hPo(dz) [T]

onde & = du/dIl. Deste modo, D é B-suficiente se, e somente se, b é B x 'Dn-rnensuré.vel,
onde B x D" representa o completamento de 8 x D com os conjuntos II-nulos. Quando

P ¢ dominada pela medida de referéncia m em (X, A), obtém-se

ﬁ—f% = h(0,2)g(z) [ x m]

que pode ser vista como o anélogo bayesiano do teorema de fatorizagio de Halmos-Savage

para a caracterizagio da suficiéncia de uma, subalgebra .

Exercicio 10.5

Do ponto de vista classico, C € A diz-se ancilar (abreviadamente, C-ancilar) se VA ¢
D, FB{A)=K,, V0 0. A definicdo bayesiana natural de ancilaridade é a seguinte: D
diz-se B-ancilar se VA € D, PR(A) = PP(A) ().

a} Mostre que a definicio bayesiana de ancilaridade equivale a qualquer das condicges:

i) B, 11Dy
i) VB € 8, vp(B) = v(B) [#].

b) Prove que se D & B-ancilaria, entio qualquer subalgebra de D também ¢ B-anciliria.

¢} Mostre que os conceitos cldssico e bayesiano de ancilaridade sio equivalentes se v é

regular para P,

d) Num modelo bayesiano dominado, mostre que D é B-anciliria se, ¢ somente se,
En[h|Bx D] =1 [1].
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As definicoes de B-suficiéncia e B-ancilaridade em termnos de independéncia condicio-
nal permitem obter algumas relacdes entre elas com base em propriedades referidas na

Secao 10.1. Utna delas dispée que:

Teorema 10.13
Sejam £ e D subalgebras de A preditivamente independentes. Se D é B-suficiente,

entdo € é B-ancilaria e independente de D, para todo & € G.

Prova
0 fato de £ [[ Dy = &, LI Dy |Fo e de By [18, D, pela B-suficiéncia de D e £ C A
conduzem pelo Teorema 10.5 a By [[&€, e £, 11 D454, Q.ED. ]

A introducio de condicdes adicionais sobre B. D C A (e, eventualmente, £ C A)
permite obter novas relagdes entre os conceitos de B-suficiéncia, B-ancilaridade e inde-
pendéncia cldssica (i.e., dado B), constituindo as versdes bayesianas dos famosos teoremas
de Basu.

Restringir-nos-emos por agora ao teorema que estabelece a condigio em que £; [1 D4 |B4

e & 1B, implicam A, []B|D,.

Teorema 10.14
Sejam £ e D subalgebras de A classicamente (i.e, dado B.) independentes e £ B-

anciliria. Se £, v Dy é B-suficiente, entdo D é igualmente B-suficiente.

Prova
Por hipdtese, £, [[ D418y e £ [I1B; que, pelo Teorema 10.5 equivalem a £, [IDy
e £, [1B.|D,. Pelo mesmo teorema, esta tltima condigao conjugada com a hipdtese
adicional A: [ By|E, VD, equivale a A, [1B,|D; (note-se que £, V AL = Ay}, QED.
0
Exercicio 10.6
Considere que (X, A) é o espago euclideano n-dimensional no qual se considera a
familia produto de n distribuigées N(0,0?), com o? conhecido. Seja v uma medida de
probabilidade a priori equivalente 2 medida de Lebesgue em IR. Mostre através do resul-
tado anterior (versio bayesiana do 32 teorema de Basu) que a estatistica £ = 2 30, z; é

B-suficiente.
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10.3 COMPLETUDE E SUFICIENCIA MINIMA BAYESIANAS

Vimos na secio anterior que a condigio de independéncia cldssica entre duas subal-
gebras, das quais uma & B-ancildria, implica a B-suficiéncia da outra desde que a menor
subélgebra que as contenha seja B-suficiente. Trataremos agora da versio bayesiana do
12 teorema de Basu, a qual estabelece a condicdo que assegura a independéncia clissica
entre uma subdlgebra B-suficiente ¢ uma subalgebra B-ancilria.

Para o efeito, recordemos que a defini¢io cldssica de uma subilgebra completa (que

rotularemos de C-completa) é a seguinte:

D C A ¢é C-completa se para toda fungio f € D e integrdvel
Ep(f)=0, V0ecB=f=0 [Ps] , V0.

A restrigio desta relagio a funcdes F € £{D) define o conceito de C-completicidade
limitada.
A versdo bayesiana deste conceito radica numa relagio probabilistica entre D, e By

{vulgarmente denominada de identificagio forte de D, por B,), descrita por:

Definicéo 10.5 .
D C A diz-se B-completa (resp. B-completa limitada) se para toda a fungio fePe
integravel (resp. f € £L(D)), se tem

En(?f3+)“—'0=>7’—‘0 [], com7=f05:'€’D+.

Recordando que, por construgio de um modelo bayesiano regular,
E,(fIBy) = Ep,(f) [v],  definicio de B-completicidade pode ser, nesse quadro, traduzida
pela relacao
Vf € D e integrével, Ep,(f)=0 [v] = f =0 (P].
Exercicio 10.7

Mostre que

a) Os conceitos de C-completicidade e de B-completicidade num modelo bayesiano

regular s&o equivalentes se v é regular para P,

b} Qualquer subalgebra B-anciléria contida numa subdlgebra B-completa é trivial (no

sentido de estar incluida em ?0).
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Posto isto, tem-se

Teorema 10.15
Se D C A é B-suliciente completa. entdo D & independente classicamente (e prediti-

vamente) de qualquer subdlgebra B-ancilaria.

Prova
Pela B-suficiéncia de D, Ay 118404, o que implica &, 11 B4|Dy, para qualquer £ C
A. Assim, Vi € L(£y)
E(fiByv D)= E(J|Dy) (e

e, por conseguinte, dado que By C By v D,
E(f|By) = EIE(f1B4 v Dy)|By] = EIE([|DL)IB] [#] -
Sendo £ B-ancildria, By [[ €y, tem-se Vf € L(E})

E(f\By) = E(f) [r]
pelo que
E[E(f|Dy) ~ E(f)B+] =0 [n] .

Pela B-completicidade de D tem-se entéao

E(f|Dy) = E(f) (4],

ou seja, £, [1D;.
Como &, 11Dy e £, 11B4+|Dy equivalem a £, [I(By V Dy) que, por sua vez, implica
£, 11 D4|B, (vide Teorema 10.5), fica demonstrada a versdo bayesiana do 12 teorema de

Basu. : m]

Exercicio 10.8
Seja z = (z1,...,Za) € IRY tal que z;]0 v Gu(e,6), 0 = (@, 6) € IR? e v definida nos
borelianos de IR} e equivalente a respectiva medida de Lebesgue. Denote por ty e {3 a

média aritmética e a média geométrica, respectivamente, dos {x;}. Mostre que:

a) a estatistica (¢;,{,) ¢ B-suficiente completa:
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b) no modelo condicional a « (= F(a), {; é B-suficienie completa e u = #,/t, é

B-anciléria;

°) FEUFE) V F@))F (@) e F(@) HF0)IF@) v F().

Uma outra implicacio do conceito de completicidade para a estimagiio cldssica foi ja
referida no Capitulo 6. A este respeito, € interessante referir que a caracterizagao de inde-
pendéncia condicional estabelecida no Teorema 10.9 tem a seguinte tradugdo estatistica:

D C A ¢ B-suficiente se, ¢ somente se, para toda a estatistica f € A, (integravel)

EIE(f1D4)1By] = E(£1By) [ .

Com base nesta caracterizagiio pode entdo derivar-se a formulagio bayesiana dos re-

sultados classicos a que acima aludimos. E esse o propdsito do seguinte exercicio.

Exercicio 10.9
Seja U = {f € Ay : B(f|By) = ¢{0) e E[(f - $(0))%|B4] < o0} = 0.

a) Mostre que Vf € U, E(f|D:) € U se D é B-suficiente.

b) Se D é adicionalmente B-completa, prove que E(f |D4) é o p-essencialmente tnico

elemento de 2/ com menor variincia amostral,

Como j4 referinos anteriormente, a suficiéncia bayesiana goza da propricdade de mono-
tonicidade, independentemente da dominagdo do modelo bayesiano. Para a determinagio
do elemento minimo da classe de o-dlgebras B-suficientes devemos ter em conta que o
completamento de qualquer subalgebra D, de Ay nio estd incluido necessariamente em
Ay (recorde-se que Dy = D, v Fo) e que D, N Ay representa a menor subalgebra de
Ay contendo D, e os conjuntos nulos de A Daf que seja natural definir a B-suficiéncia

minima do seguinte modo:

Definigao 10.6

D" ¢ A é B-suficiente minima se BLIIAD: e Dy C Ay, YD ¢ A tal que
B [1ALD,.



U pouco de reflexao deixa perceber que com esta definigio € possivels existirem duas
subélgebras de A B-suficientes minimas com uma estritamente contida na outra.

Por outro lado, o Teorema 10.8 garante-nos que a projecao de 5, sobre A, ALBL] =
o({E($lAL) : ¢ € L(B,)}} é B-suficiente minima. Além disso. tem a particularidade de
ser Ay-completada, i.e., de conter os conjuntos nulos de Ay (recorde-se o Exercicio 10.2)
e de ser a vnica subdlgebra B-suficiente minima dentro da classe de subalgebras Ay-
completadas.

Assim, ¢ tendo em conta que a B-suficiéncia de D C A equivale a B-suficiéncia do seu

completamento, pode afirmar-se que:

Teorema 10.16

D* ¢ A ¢ B-suficiente minima se, ¢ somente se, D N Ay = AL [By].

Prova

Deixada para exercicio.

No contexto clissico, a suficiéncia minima(l) é definida em termos de inclusdo P-
essencial na classe das subalgebras suficientes. No Capitulo 3 viu-se que o elemento
minimo desta classe ndo existe em geral - reveja-se o exemplo de Pitcher —, contrariamente
ao que sucede com o elemento B-suficiente minimo, como vimos.

No caso dominado, a subalgebra suficiente minima pode ser definida em termos de
uma probabilidade dominadora especifica, P, que é uma combinagao linear convexa de -
clementos de P. Com efeito, segundo o Teorema 4.3, D" = o({g(f,z) : § € ©1}), onde
g(0, ) é uma versao de dpg(ﬂi)/dﬁ(l‘}, ¢ suficiente minima no sentido em que D* ¢ D [P]
{ou equivalentemente, D= C D [P}), VD C-suficiente.

Observe-se agora que a C-suficiéncia de D* implica sua B-suficiéncia e, sendo assim,
A.[B,] € DT N Ay, onde D5 N A, designa o completamento de D} com os conjuntos
de Ay P-nulos. Por outro lade, se v é regular para P, A4[B,] também ¢é C-suficiente ¢
a medida preditiva P é equivalente & medida P. Assim, pelo fato de D ser C-suficiente

minima é de A, [B,] ser A, -completada, tem-se
Dy C ALBy] [Pl & D} C AulBy] .

Consequentemente, A, [B4] = Dy [P, i.e., A4[B,] coincide com o completamento de D
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com os conjuntos P-nulos (ou P-nulos) de Ay 0 que assegura a B-suficiéncia minima de

Dr, pelo Teorema 10.16. Fica pois demonstrado que:

Teorema 10.17
Se v é regular para P, a subalgebra C-suficiente minjina D* = o({dP;/dP : 0 ¢ ohé
B-suficiente minima. O geu completamento com os conjuntos P-nulos de A define entio

a subalgebra B-suficienie minima A, -completada.

Exercicio 10.10
Num modelo bayesiano regular, seja £* a menor subdlgebra de A4 que forna as proba-

bilidades a posteriori mensuraveis, i.e.,
£ =o({u(B): B e B}

a) Mostre que o completamento de {" com os conjuntos P-nulos de A define a subdl-

gebra B-suficiente minima A -completada,
b) Sob a dominagio de g por Il com dpefdIl = h, mostre que o completamento de £*

referido é definido por o({k(0,2): 0 € O — N}, onde v{N) = 0.

Uma vez estabelecidos os conceitos bayesianos de completicidade e suficiéncia minima,
estamos em condigdes de derivar a versio bayesiana do conliecido teorema de Lehmann-
Scheffé,

Teorema 10.18
Sendo D C .4 uma subélgebra B-suficiente e B-completa limitada, entio D é B-

suficiente minima.

Prova
Denotando A, [B;] por £, e sendo f € L(Dy}

E(f1B4) = E[E(f1B4 V £,)1B,] 1] = EIE(lEL)B] (] -

A 12 igualdade resulta da propricdade de “smoothing” da esperanca condicional e a

22 da relagio Dy [1B, £, que decorre da B-suficiéncia de £edofato de D C A
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Assim, fazendo g = [ — E{[|&+), que ¢ Dy-mensuravel por & C Dy (leorcma
10.8), tem-se F{g|B4) =0 [#)- Dado que D ¢ B-completa, conclui-se entdo que Jé
p-essencialmente igual a E(f\¢;) ou, por outras palavras, que D, C &,, o que implica
qie

'_ﬁ+ﬂA+CE+F‘IA+:E+

pelo fato de £y ser Ay -completada.

Em suma, Dy N Ay = €4, 0 que prova a B-suficiéncia minima de D pelo Teorema
10.16. a

Este resultado indica-nos assim que a classe de subalgebras B-suficientes completas
st contida na classe das subdlgebras B-suficientes minimas. O [ato de as duas classes
serem distintas pode ser comprovado pelas subalgebras B-suficientes minimas que contém
uma subélgebra B-ancilaria nao trivial (recorde-se o Exercicio 10.7 b}, como se ilustra em

seguida.

Exemplo 1

Seja Py uma medida produto das distribuigoes 21]0 ~ exp(0) e x2|0 ~ exp(1/6), 6 > 0,
e v uma medida equivalente & medida de Lebesgue em IR*. A estatistica z = (x,T2) ¢
claramente B-suficiente minima (Teorema 10.17) e equivalente & estatistica {2y, u), onde
U = T,T2.

Como a distribuicio amostral de u é o produlo das duas distribuigoes exp(l), U €

B-ancildria e, portanto, o néo é B-completa.

Exercicio 10.11
Seja. Py definida pela distribuigao Multinomial (N1, Ny, Na)|f ~ Ma(n, (6/2,(1-6)/2,1/2)),
8 € (0,1) e ¥ uma medida atribuindo probabilidade positiva a qualquer aberto de {0,1).

Mostre que (V;, N;) é B-ssuficiente minima mas nio é B-completa.

156



CAPITULO 11

IDENTIFICABILIDADE PARAMETRICA

11.1 CONCEITOS E RESULTADOS BASICOS NO CONTEXTO CLASSICO

Consideremos o modelo estatistico cldssico (X, A,P),onde P = {F; : § ¢ B) e

definamos em © a relagio bindria ~ tal que
01N90<$P01(A)=P00(A), YAec A.

Definigao 11.1

Dois pontos de @, ¢y e 8, dizem-se observacionalmente equivalentes se ¢, ~ 0,.

A relagio ~, dita de equivaléncia observacional, é uma relagio de equivaléncia em ©
induzindo neste a particio ©/ ~ (o chamado conjunto quociente de O segundo ~) nas
classes (0] = {61 € © : Py, = Py ).

Definigao 11.2
0 modelo (ou ©) diz-se identificivel se @/ ~= {{0},0 ¢ el.

Deste modo, a identificabilidade de ©® é definida em termos da injetividade da aplicagio
Ya(0) = Py(A): © — [0,1] para pelo menos um A € A, Se va(#), VA € A, nio for injetiva,
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o modelo diz-se inindentificivel. No caso dominado, dPs(z}/dm(z) = f{0,=) é constante

em [f] para quase todo z e f(0y,x) # f(0o,x) para 0, ¢ (0] para pelo menos um z.

Exercicio 11.1

a) Mostre que num modelo inindentificivel nio hi estimadores consistentes para o

parametro e a sua estimagdo ¢ puramente arbitraria.

b) Mostre que o modelo ¢ necessariamente identificavel se o respectivo pardmetro é

interpretavel como # = Ep,(t) para alguma fungao t € A e integravel.

Como conseqiiéncia da definicao de um modelo inindentificivel, @/ ~ & a partigao
mais fina de O (i.c., com mais partes} que consegue ser identificada (diferenciada proba-
bilisticamente) pelos dados. Obviamente que toda a partigio IT mais grossa do que ©/ ~
também ¢é identificada pelos dados.

Introduzindo na classe de particdes de © a relagio binaria “Il; ¢ uma reducio de IL,"

(denotada por Tk < II,), entendida no sentido de II; ser mais grossa do que I, tem-se
Definigao 11.3

i) A partigio Il diz-se identificivel se I < ef ~.

i) A fungio ¢(0) diz-se identificivel se a partigio por ela induzida € identificavel, i.e.,

se ¢(0) é constante em cada parte de Of ~.

Como conseqiléncia, uma particao ndo identificivel ndo pode ser redugdo de uma
partigio identificdvel, o que ndo significa que seja necessariamente mais fina (note-se que
< nio goza de dicotomia). Uma particdo que seja mais fina do que a partigio identificivel
0/ ~ é “suficiente” para identificar medidas idénticas em P j4 que os elementos de cada

uma das suas partes sio observacionalmente equivalentes. Assim,
Definicio 11.4
i) A partigio Il diz-se suficiente se @/ ~< IL.

ii) A funcéo ¢(f) diz-se suficiente se a partigao por ela induzida é suficiente, i.e., se

assume valores diferentes em classes de equivaléncia distintas.
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Como conseqiiéncia, toda a particio (resp, funcio) identificavel é redugio (fungéo) de
qualquer partigio (fungio) suficiente.
As fungbes suficientes podem ser caracterizadas através de uma fatorizacio das medj-

das Py, permitindo compreender melhor a razéo de ser do epiteto suficiente.

Teorema 11.1

A funcio ¢(0) é suficiente §¢, e somente se, existe uma fungio P*(.) definida em
#(0) x A tal que Pp(A) = P(A), VA € A, para todo .

Prova

(Parte suficiente): Seja 0; e 8, tal que ¢(01) = ¢(fo). Pela fatorizagio referida, Py, = Py,

0 que traduz a suficiéncia de ¢.

(Parte necessdria): Pela suficiéncia de #(0), Po, = Py, sempre que #(*) = ¢(6), o que

significa que Py depende de 6 apenas através de #(0). Definindo para cada A € A, a

fungio Pg(A) = P4(A) para 8 tal que ¢(8) = ¢, fica demonstrada a fatorizacio referida.
O

Num contexto bayesiano, a suficiéncia de uma estatistica { € A & essencialmente
definida pela caracteristica de a medida de probabilidade & posteriori, Vg, depender dos
dados s6 através de t. O resultado do Teorema 11.1 evidencia assim que o conceito de
suficiéneia paramétrica pode ser visto como o dual da suficiéncia amostral, num quadro
bayesiano.

Como Of ~ ¢ a (nica partigio simultancamente suficiente e identificivel, qualquer
fungio que a induza é, por um lado, a “menor” funco suficiente e, por outro, a “maior”
fungdo identificivel.

Os qualificativos de “menor” ¢ “maior” reportaim-se aqui ao 1enor € maior nidmero de
partes da respectiva particio induzida na classe das parligdes respectivamente suficientes e
identificiveis. Daf as designacdes frequentes de suficiente minimal e identificdvel maximal
para uma fungio desse tipo. Esta funcio tem a particularidade de caracterizar tudo o
que ¢é ou néo ¢ identificivel, jd que das definigées anleriores, uma funcio é identificdvel
se, e somente se, ¢ fungio de toda aquela que induza a parti¢io ©/ ~. Esta é a razio do
termo identificante também usado para designar tal tipo de funcio.

A particio O/~ é claramente induzida pela fungiio de conjunto 0 € © — 0] €8/ ~, ou
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por qualquer transformagao rcal bijetiva sua. Em modelos dominados regulares usuais, tal
particao pode ser definida a custa de fungdes reais associadas com medidas de informagao

amostral, como mostra o seguinte exercicio.

Exercicio 11.2
Seja fip um valor determinado do parainetro 0 € O indexante do modelo
(X, A {P; : 0 € ©)). A funcdo de informagao de Kullback-Leibler para discriminar Py,

contra P; por observagio de 4, é a funcio K(05,0): © x O — [0, o0] definida por

Py, (dx)
N==F it
K{(06.0) = Ep,, []n Pg(dl‘)]

a) Mostre que se P, for equivalente (no sentido da continuidade absoluta nuitua) a
Py,
01 € Iool =1 K(Ug,U]) = 0 .

b) Conclua de a) que se a familia {Pp} for autodominada por P, Vb € ©, o modelo

¢ identificavel se, e somente se, para todo 0o, K{fg,0) > 0, ¥ # Oy,

¢) Para uma familia satisfazendo as usuais condicdes de regularidade (sob as quais
se derivam as conhecidas propriedades da medida de informagio de Fisher, I{f)})
K(8,0) é continua em # para cada . Mostre que nestas condigdes o modelo ¢

identificavel se F(fy) é ndo singular, V8.
Para ilustragao dos conceitos e resultados descritos, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1

Consideremos o modelo ANOVA [T balanceado sem interagéo descrito por

= ptait v+, i=Lonai=honbhk=1oe
{€i1} i.i. d. (dado &%) ~ N(0,0%)

e tomemos = (g og...0am ... W) e 8 =(8 o).
Observe-se que o vetor p de todas as médias distintas, pi; = p+oi+7;, das observagdes
é definido condensadamente por i = X3, onde a matriz X de 0’s e s, relacionando as

componentes de 3 e ji, tem dimensao ab x (¢ + b+ 1) e posto incompleto 7 = ¢ +
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b — 1. Consequentemente, ha uma infinidade de valores de  compativeis com a mesma
distribuicio Normal multivariada para o vetor das observagées, o que evidencia a falta de

identificabilidade do modelo. A partigio identificante ©/ ~ pode ser entdo definida por
(o] = {(Bi07) : Xy = X flo, 0? = 02}, 0, = (85 03) -

A classe das fungGes identificiveis inclu o* X8, X'X3, (X8 0%), a; - oy (i 51,

Y (G #) e (k401 +m)? enquanto 0, i a; e 5 sio exemplos de fungdes nio

identificaveis. As funcées § e (X8 o?) exemplificam fungdes suficientes enquanto (¢ +

a+n)e(Ta;o o?) j& ndo satisfazem a definigao de suficiéncia. As fungdes identificantes
sao exemplificadas por (X2 o?) ou por (X'X8 o ).

Observe-se que os exemplos dados de fungdes lineares de B identificiveis correspondem
as que na literatura de Modelos Lineares se chama de fungdes linearmente estimgveis (i.e.,
que admitem um estimador linear nio viesado). Esta correspondéncia seria previsivel
se tivéssemos em conta que os conceitos de identificabilidade e de estimabilidade linear
coincidem no quadro de fungdes lineares. De fato, a caracterizagio de fungées identificiveis
como transformacdes de qualquer funcio identificante (em particular, (X3 o?)) permite
concluir que toda a fungio linear de 3 é identificivel se, e somente se, ¢ linearmente
estimavel.

Como conseqiiéncia da estimabilidade (existéncia de um estimador nio viesado, niio
necessariamente linear) de qualquer fungéo implica identificabilidade — reveja-se o argu-
mento do Exercicio 11.1b) -, concluindo-se ainda que o conceito de identificabilidade é
mesmo equivalente ao de estimabilidade, quando aplicados a func¢des lineares.

Este resultado, ao indicar que nao pode haver nenhuma funcéo linear que seja estimdvel
sem ser linearmente estimdvel, permite compreender o porqué da restricio do conceito
de estimabilidade de funcées lineares ao de estimabilidade lincar na andlise cldssica de
modelos lineares. A consideracio de fungdes nao lineares (como (¢ + a1 + 711)?, neste
exemplo) ou de modelos identificiveis onde a dimensionalidade de © ¢ supetior & de
A" comprova que o conceito de identificabilidade ¢ mais geral que o de estimabilidade,

encarado quer no sentido restrito dado, quer no sentido mais lato que o termo encerra.
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Exercicie 11.3

a) Mostre que, num modelo geral, a estimabilidade da funcao ¢(f) implica a sua iden-

tificabilidade.

b) Mostre que, no modelo lincar geral J|8,0% ~ Nu(XB,01,) onde g € IR7 ¢ X
tem posto r < p, a fungio linear AB ¢ identificivel se, e somente se, ¢ linearmente

estimdvel.

(Sugestio: Use a condigdo necessaria e suficiente usual de estimabilidade linear.)

¢) Conclua de a) e b} que AB é identificivel se, e somente se, é estimavel.

A arbitrariedade das inferéncias sobre parametros inindentificaveis justifica a concen-
tragio do trabalho inferencial em fungoes identificiveis. Para o eleito, a estatistica cldssica
segue frequentemente uma via de prévia identificagio do modelo baseada na informacio
de restricdes exatas e consistentes com as classes de equivaléncia observacional que tornam
estas singulares.

Pela prépria defini¢io de fungoes identificaveis, lica claro que tal objetivo sé podera ser
atingido por restrigdes consistentes definidas por fungdes inindentificiveis e em NUMEero
determinado pela dimensionalidade dos elementos de @/ ~. Voltando ao exemplo pre-
cedente, isso é assegurado, nomeadamente, pelas duas restrigdes ;o0 = 257 = 0, tao
nossas conhecidas da literatura, e que tém a particularidade de conferir uma interpretagao
intuitiva aos parametros ANOVA do modelo identificado. No contexto do modelo linear
geral, esta via lem ainda a particularidade de manter imutiveis as inferéncias sobre as
funcdes identificiveis no modelo original. Deste modo, ela pode ser vista como um meio
apenas de desencadear as inferéncias passivas através da obtengio de estimativas dos
parimetros inindentificdveis originais.

Contudo, em geral, esta via de desbloqueamento inferencial tem sérias implicagoes
devido  forte arbilrariedade das restrigdes impostas, ainda que estas pretendam ser uma
tentativa de materializagio de algum tipo de informagdo a priori. Com efeito, a natureza
geralmente pouco precisa deste tipo de informagio nao se coaduna com tal forma de
concretizagio, afigurando-se mais justificivel uma especificagiio cstocastica dessa (ou de

parte dessa) informagao, mas que o edificio estatistico cldssico nao permite.
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Deste modo, parece-nos que a abordagem bayesiana desfruta de uma major maleabi-
lidade ¢ naturalidade na viabilizagio inferencial sob um modelo inindentificivel. Aiém
disso, como a distribuigio a posteriori serd propria sempre que a distribuicio a priori
o for, as implicagdes da falta de identificabilidade sio menos graves, embora nioc pos-
sam ser subestimadas (pelo menos, em certos casos) devido aos problemas decorrentes
da especificagio de uma distribuigio a priori apropriada. Para mais detalhes sobre esta
questao, veja-se Paulino (1992); As estraiégias cldssica e bayesiana na anilise de modelos

nio identificiveis; Actas da 3% Conferéncia sobre Aplicagbes da Matemitica & Fconomia
e Gestdo, CEMAPRE, Lishoa,

11.2 SUFICIENCIA BAYESIANA PARAMETRICA

Num contexto bayesiano tém aparecido na literatura vérias concepgdes, nomeada-
mente, do termo identificabilidade/ identificagio que nio sio equivalents em geral. Ado-
taremos aqui o ponto de vista de que os conceitos paramétricos de identificabilidade e
suficiéncia séo uma propriedade “essencial” do modelo (X, A,P), intervindo o espago de
probabilidade a priori (0, B, v} na especiﬁca.gio do significado preciso do termo “essen-
cial”,

Mais concretamente, a visio que tomaremos como bayesiana desses conceitos é tra-
duzida pelas definigdes cldssicas mas encaradas quasc em loda parte relalivamente ao
espago (0, B, v). Esta concepgio permite encarar tais conceitos paramétricos comno duais
de cotrespondentes conceitos ameostrais, como evidenciaremos ao longo deste capitulo,

Naturalmente que a constituigio do modelo bayesiano justifica que a atencio se dirija
a funcdes B-mensurdveis. Observe-se que a uma fungio paramétrica ¢ arbitriria se pode
fazer corresponder a transformagio mensurdvel (©,B) — (©,By), onde & = ¢(0) e
By ={E C®: ¢ 1(F) € B}. A respectiva subdlgebra induzida é assim a classe das
imagens inversas dos subconjuntos de ® que sio elementos de B. Frise-se, contudo, que
nem toda a subélgebra de B & induzida por uma fun ¢ao neste sentido, como é exemplificado
pela classe da g-dlgebra de Borel de IR formada pelos subconjuntos que sdo enumeriveis.
Outra coisa nao seria de esperar dada a correspondéncia entre partigdes e funcies e o que

foi referide no Capitulo 2.
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Exercicio 11.4
Prove que se C é uma subalgebra prépria de B contendo todos os conjuntos singulares

{8}, C nao pode ser induzida por uma fungio (Lema de Blackwell).

Nesta linha de raciocinio e tendo em vista a defini¢io de suficiéncia bayesiana pa-
ramétrica, o Teorema 11.1 dever ser reformulado de modo a tomar em consideracio a
natureza de P3(A) como fungio de transigao em © x A. A visualizacio da fungio ¢(9)
como a transformacio (©,B) — (®,5,) permile estender a fungio de Lransicio P*{-) em
#(0) x Aa ® x A, desde que ¢(0) € By, fixando-a igual a uma medida de probabilidade
arbitréaria em (/X'..A) para todo ¢ € ® — ¢(0), que € um conjunto de probabilidade (a
priori) nula.

Deste modo, diremos que a fungio B-mensuravel ¢ ¢ B-suficiente se ¥Ad € A, Pi(A) =
Pra(A ) [¥]. Em consondncia com o conteido do capitulo anterior, estenderemos esta
deﬁm(;ao a subdlgebras paramétricas. A sua especializacdo a fung¢des B- -mensuraveis,
partigdes e fungdes arbitrarias é definida através das respectivas subalgebras induzidas.

Assim, e recordando a notagio do Capitulo 9, teremos:

Definigao 11.4
C C B diz-se B-suficiente se

YAE A, Pu(A)=Pe(A) [v).

Observese que no espago produto esta definigio corresponde a afirmar que VA € A,
w(A|F @) = u(A|C4) [v] e, por conseguinte, é imediato que (recorde-se que By = F(0),
A+=f(':‘c')eC+=(C><2c’:C€C}):

Teorema 11.2

C ¢ B é B-suficiente se, e somente se, se verifica uma das seguintes condigdes equiva-
lentes:

) YA e A, Pg(A) = Pe(A) [v];

i) By 11 A4+|Cy;

i) VB € B, vaxc(B) = ve(B) [v].
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Prova

Exercicio. ]

A comparagio deste teorema com o Teorema 10.10 patenteia o estreito paralelismo
dual entre a B-suficiéncia paramétrica e a B-suficiéncia amostral, e deixa antever a larga
gama de resultados que se poderiio derivar por dualidade com aqueles demonstrados na
Secao 10.2.

Antes porém, convém determo-nos um pouco sobre o significado deste conceito menos
familiar. A condigdio i) do Teorema 11.2, ao indicar que cada elemento da familia de
funcdes {ya(0) = Po(A) : VA € A} tem uma versio C-mensuravel, implica que cada 4
¢ essencialmente constante nas partes da partigio II{C) (a equivaléncia entre estas duas
assergdes € garantida para C separivel sob a natureza euclideana de (©,B)). Por outras
palavras, essencialmente todos os clementos de cada dtomo de C sio observacionalmente
equivalentes pelo que o processo amostral é suficientemente descrito por C.

Em termos inferenciais, torna-se entdo impossivel que o processo ohservacional opere
qualquer refinamento dos dtomos de € na direciio dos atomos mais finos de B. Esta
assergio ¢ inequivocamente evidenciada pela condigio i) ao traduzir que a amostra ob-
servada nio contribui em esséncia para a atualizacio do conhecimento a priori sobre #
dentro de cada atomo de C.

Em virtude da dualidade entre os conceitos bayesianos de suficiéncia paramétrica e
suliciéncia amostral, é de esperar que o conceito de B-suficiéncia paramétrica num modelo
regular possa ser associado ac dual do conceito cldssico de suficiéncia amostral, traduzido

por:

Definigdo 11.5
C C B diz-se suficiente com respeito ao madelo (8, B, Q), onde @ = {re:zeX)-e
escreve-se Csuf (B, @) -, se para todo B € B existe uma fungio real ¥5 C-mensuravel tal
que
r(BNC) = L'f,b,gl/,_.(dﬂ) , YCEC, YreX.

Para a ligacdo entre estes dois conceitos interessa considerar o dual da Definicao 10.4:
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Definigao 11.6

A medida preditiva PP diz-se regular para ¢} se
Yée £{B). L. {¢)=0 [Pl=E. (é)=0.Yrel.

Observe-se que a regularidade de P para @ é verificada, nomeadamente, no caso dos
modelos amostrais discretos em que o conjunto vazio é o dnico conjunto P-nulo e no caso
em que a média a posteriori de qualquer fungio £(8) ¢ continua em X com P atribuindo
probabilidade positiva a qualquer aberto de A.

Note-se ainda que esta condigdo implica que () seja equivalente a ¥ uo sentido da

continuidade mndtua. Deste modo:

Teorema 11.3
Se C C B ¢é separavel ¢ P ¢é regular para @ = {v. : v € X}, C ¢ B-suficiente
se, e somente se, para todo B € B existe uma fungio ¥g C-mensuravel tal que ¥p =

v(BIC) [v], Ve e X.

Prova

Exercicio. (Sugestdo: aplique-se o argumento da derivagio dos Teoremas 10.11 e
10.12.) C

Nestas condigdes, a repeticio do procedimento de Halmos-Savage-Bahadur para o
modelo (©,8,Q) quando dominado por uma medida o-finita A, conduz-nos ac dual do

teorema de fatorizagio classico:

Teorema 11.4

Seja Q € X e q(#;z) uma versio de dv./d). Lntao, a subalgebra separdvel C C B é
B-suficiente se, e somente se, existe uma fungio nio negativa B-mensuravel, ¢°, e uma
familia de funcées nio negativas C-mensurdveis {g,:z € X'}, tal que para P-essencialmente

todo o x
q(0;2) = gz(0)g7(0) [A] .
Nota

Sob a regularidade de P para @, v ¢ um candidato para A, ¢ a fatorizagio de dv, fdA

{em particular, de £{0;x)) verifica-se para todo x €.,
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Prova

Exercicio. (Sugestio: recorde o Capitulo 4 e tenha em conta o Teorema 11.3.) O

A dualidade com correspondentes conceitos bayesianos amostrais dados em 10.2 &

expressa, nomeadamente, nas questdes postas no seguinte exercicio:

Exercicio 11.5

Por dualidade com conceito amostral de B-ancilaridade, Florens et al. (1990, op. cit.)

defirem a B-ancilaridade de C € B através da relagio
VBEC, W5(B)=i~ (B) [u].
a) Mostre que C é B-anciliria se, e somente se, verifica qualquer das condigdes:

i) Cy [TA
ii) YA € A, Pe(A) = P(A) {4].

b} No quadro de um modelo bayesiano dominado (por Il = » x P, com dp/dIl = h),

prove que:

i) C é B-suficiente se, ¢ somente se, h = Enlh|C x A] [II] se, e somente se
heTxX AN

ii} C é B-ancilaria se, e somente se By [R[Cx A]=1 [M].

c) Sejam €| e C; subilgebras de B independentes a priori. Se C; & B-suficiente, entio

€, é B-ancildria e independente a posteriori de C,.
d} Se D C A éindependentede CC Be(C é B-suficiente, entdo D é B-ancildria.
¢) Se C C B éindependente de D C Ae D é B-suficiente, entdo C ¢ B-ancildria.
Exemplo 2
Tomemos inicialmente o produte de duas distribuigoes de Poisson independentes de

parametros i e pg, positivos, e formemos o modelo amostral condicional, no valor ¥ da

soma dessas duas varidvels, i.e., X = {0,1,...,N}, A éo conjunto das partes de X e
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P ={Py: 0= (j1,p2) € RZ} é definida relativamente A medida de contagem m em X

V xr n—r
0.) = (: ) ( it ) (1 o ) .
r 1+ fte i1+ 2

Consideremos que a medida de probabilidade a priori ¢ definida relativamente a medida

pela densidade

de Lebesgue em IR2 pelo produto das densidades G.(b, 1), ¢ = 1,2. Observe-se que a
reparametrizacio para (i, ¢}, onde 1b = iy /(11 +p2) € & = 1+ pt0 conduz a que a medida
de probabilidade a priori seja equivalentemente traduzida pelo produto das densidades
B,(by, ba) € Go(b., 1) com b= by -+ by, com respeito & medida de Lebesgue em [0,1] x R;.

A medida preditiva é também dominada por m com densidade beta-binomial definida

por
L fn Blay,az)
olz) = (x) B(by, b2)

onde a; = by + ¥, ay = by + n — z, sendo pois regular para Q.

0 fato de Py(A), VA C X s6 depender de 0 através de o ilustra a suficiéncia (quer
cldssica, quer bayesiana) de B(#), i.e., de 1. Poroutro lado, a independéncia a priori entre
¥ e ¢ conduz a que a medida amostral condicional em ¢ seja traduzida pela densidade
preditiva g(z), o que traduz a B-ancilaridade de B(#) (ou de ¢) - condigio ii) de a) do
Exercicio 11.5.

Estas conclusdes obtém-se igualmente da analise da medida de probabilidade a poste-
riori que, em termos de {1, ¢), ¢ traduzida pelo produto das densidades B(a,az) e Go(b,1)
relativamente & medida de Lebesgue em [0,1] x IRy. A B-ancilaridade de ¢ segue-se da
identidade das suas medidas de probabilidade a priori e a posteriori.

As distribuicdes a prioti e a posteriori de 8 condicionais a ¢ s3o degeneradas ac estarem
concentradas na parte da reta g /p2 = /(1 — ) contida em ©. Atendendo a que dep,
dado ¥, estio bijelivamente relacionados, as medidas a posteriorie a priori condicionais em
i coincidem, refletindo a B-suficiéncia de 1, e sao caracterizadas em IR, pela distribuigdo
Ga(b, 1) para p; dado 1 e por py = pi(1 — ¥)/+ com probabilidade 1. Note-se que a
B-suficiéncia de v e a sua independéncia a priori de ¢ justifica ndo 56 a sna independéncia
a posteriori mas também a B-ancilaridade de ¢ (vide ¢) do [xercicio 11.5). Observe-se
ainda a ilustracio do resultado ¢) do mesmo exercicio, dada a independéncia entre z, que

é B-suficiente, e ¢.
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O fato de o modelo bayesiano ser dominado, com

8, z) = 1(0,2)/g(w) = du(0, 2)/dT1(9, =) ,

pode igualmenle ser aproveitado para a inspecio da B-ancilaridade efou B-suficiéncia.

Por exemplo,

EnlhIB(@) x A= [ W0, z)vadt) = [ A, 2)q(r) dp =1

onde (¥} é a densidade By(b;, b,) relativamente & medida de Lebesgue em [0,1].
Consideremos agora v = f1/#t2. Relativamente s medidas de Lebesgue apropriadas,

a densidade a priori de v é a de uma distribuicio Beta de 22 espécie de parimetros b, e

bz, enquanto a densidade a prioti de py condicionala v é a de wina Ga(b,v +1). Como

£(0,z) 56 depende de § através de ¥, segue-se que

En{h|B(y) x A] = fo " b0, 2)q(e2l) dyes = (0, 2)

revelando a B-suficiéncia de 4. Observe-se ainda que a densidade a posteriori de § pode

ser posta na forma

b‘ - —_—
(p1/pt2) 1 y (1 + ﬁ;) #g» 20 (1+m/u2)u2
Blay, az2)(1 + pa/pa )b +n r(b.)

q(8; ) =

que, de acordo com o Teorema 11.4, evidencia a B-suficiéncia de ¥ = p1/p2. Como ndo é
possivel obter uma fatorizacio desse tipo para sy ou para ¢ = g, + ua, estas duas fungdes

nao sio B-suficienfes.

Quando o modelo bayesiano & dominado, é possivel pesquisar simultaneamente pa-
rametros e estatisticas [-suficientes através de uma propriedade de mensurabilidade da,

densidade h = dp/dll, como estabelece o teorema seguinte.

Teorema 11.5
Num modelo bayesiano dominado com densidade h = dufdll, C C Be D C A sio

. S—ll
B-suficicntes se, e somentese, heC x D .
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Prova

(Parte suficiente): Se / é Il-essencialmente C x D-mensurdvel, entio é simultaneamente
¢ % A-mensurivel e B x D-mensuravel a menos de um conjunto [I-nulo. Ou seja, i €
CxAlehe W“, o que caracteriza a B-suficiéncia de CedeD.

(Parte necessaria): A B-suficiéncia de C e de D significam que En(A|lC x A) = h =
En(hlB x D) (0] Por outro lado, a independéncia entre By e A, em termos de I
implica pelo Corolario 10.6 ii) e 1) que BLllALC xD; e Bx DIC X AlC x D; 11,

respectivamerte.

Assim,
En(h.lc X D) = En[En(hlB X D)IC X D] = En[En(h\B X D}IC X A]
= En[En(hlC x A)IC x Al = En(hlC x Ay =h [I]
refletindo que h € C X 'Dn1 Q.E.D. |

O dual do conceito amostral de B-completicidade, [requentemente denominado de

identificagao forte por A4, é naturalmente traduzido por:

Definicao 11.7
¢ ¢ B diz-se B-completa (resp. B-completa limitada) se para toda fungio ¢ € C e
integravel (resp. ¢ € L(C}), se tem

E (PlA)=0=>¢=0 [4
com ¢ = ¢ 08 € Cy. Desta forma:
Exercicio 11.6

1. Mostre que num modelo bayesiano regular com P regular para @, C C Bé&B-

completa se, e somente se, V¢ € C e integravel

E, (6)=0, Vee X = ¢=0 [1] Vz.

9. Prove que se C & B-completa entdo C ndo contém nenhuma subélgebra B-ancilaria

nao trivial.

3. Justifique as afirmagdes:
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a) C C B é B-suficiente s¢, e somente se, a esperanga a posteriori de gualquer
fungdo ¢ B-mensurivel nio muda H-essencialmente com a aplicagio a ¢ do

operador esperanga condicional em ¢ ;

b) Se € é B-suficiente completa, entio E(¢[C) é a p-essencialmente dnjca fungio
com menor variancia a posteriori dentro daquelas com a esperanga a posteriori

de ¢ e com variincia a posteriori finita.

Com base nos conceitos paramétricos de B-suficiéncia, B-ancilaridade e B-completivi-
dade facilmente se derivam os duajs das versbes bayesianas dos teoremas de Basu referidos

no Capitulo 10.

Exercicio 11.7

Mostre que:

L. Sejam H e C subalgebras de B independentes a posteriori e H B-anciliria. Se

Hy VCy ¢é B-suficiente, entdo C & igualmente B-suficiente.

2. 8e C C B é B-suficiente completa, entéo C é independente a priori e a posteriori de

qualquer subilgebra paramétrica B-anciliria,

3. Verifique os resultados 1. e 2. no Exemplo 2 com H = B(¢) e C = B().

Em consonancia com as consideragdes feitas em 10.3 sobre o conceito amostral de

B-sufici¢ncia minima diremos que:

Definigao 11.8
C* C B é B-suficicnte minima se AL IB.IC; e CL € Cy N By, VC C B tal que
A+ L1 B4|Cy.

Consideremos agora. a projegio de Ay sobre By, i.e.,
BilAd] = o({B(IB,)  t € £(A,))) .

De novo se pode provar que o conceito da Defini¢io 11.8 gira em torno desta subalgebra

de B, como o atestam as afirmagdes seguintes.
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Exercicio 11.8

Justifique as afirmagoes:

a) By[A.] é a tnica subalgebra B-suficiente minima dentre da classe de subdlgebras

B,-completadas (i.e., que incluem os conjuntos v-nulos de B).
b) C* é B-suficiente minima se, ¢ somente se, C1 N By = ByAyl

c) Sendo Hy a menor subilgebra de B que torna as probabilidades amostrais men-

suraveis, i.e., Ho = o({Pao(A): A € A}), Ho ¢ B-suficiente minima.

d) Sendo P regular para{}, o completamento de o{({W(0,2) : z € X'}) com os conjuntos

v-nulos de B coincide com Bi[A,].

¢) Toda a subdigebra de B -suficiente completa limitada ¢ B-suficiente minima.

11.3 IDENTIFICABILIDADE BAYESIANA PARAMETRICA

A definicao e existéncia de uma subalgebra paraméirica B-suficiente minima justifica,
dada a monotonicidade do conceito de independéncia condicional, que possamos definir a

B-suficiéncia do seguinte modo:

Defini¢ao 11.9
C C B é B-suliciente se, e somente se, Ho C C onde Ho = o({Ps(A): A € A}.

Nota
Obtém-se uma definicio equivalente se substituirmos Hy por B.[A4], dado que esta

projecio coincide com o completamento de Ho com os conjuntos v-nulos de B (vide

Exercicio 11.8 ¢)).

Com o intuito de ligarmos a especializagio desta definigao a partigoes {ou fungoes)
com a Definigio 11.4, devemos notar que a particio induzida por Ho coincide com &/ ~=
{[9],9 € ©}.

Com efeilo, seudo ya(8) = Po(A) : (0,8) — ([0, 1}, Go) onde Gy ¢ a classe dos

borelianos de [0, 1}, indutora da subdlgebra 5, = 7' (Go), Ho fica definida por
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Ho = VaeaBa. Por definicio da parti¢do induvzida por uma o-algebra, [I(H,) = {II(8o) :
to € ©}, onde () (0s chamados atomos de Ha) séo definidos por

H(0) = ({BeH:0, e B)
= [ {01 :Ia(0)) = I5(0y)}

BecHy

Por outras palavras, II{Ho) ndo é mais do que o conjunto quociente de @ seguido a
relacio de equivaléncia definida por Ip(8) = Ig{ty), VB € H,. Atendendo 3 definicio de

Hy, tem-se entdo

I{fo) = {8;:1p(0,) = In{h), VB ¢ By, YA € A)
= A0 7a(01) = 7a(fo} : YA € A) = [0,]

ol seja, 0s atomos de My sio as classes de equivaléncia observacional.
Observe-se ainda que Hy é necessariamente separavel e, consequentemente, O ~ é

Hp-mensuravel quando (X, .4) é um espago etclideano.

Exercicio 11.9
Mostre que a separabilidade de 4 garante a separabilidade de M, e a mensurabilidade

dos seus dtomos:

a) definindo uma classe- I1 T de conjuntos A, gerando A e provando a separabilidade
de BA,,;

b) mostrando que M = {A € A: 4, € Vit Ba,} é um sistema de Dynkin contendo
l'.

1

¢} concluindo que Hy = V2, By, e que II(Ha) é Hy-mensuravel.

Por outro lado, deve notar-se que no contexto de (0,B) euclideano, a relagio de
reducio v-essencial entre duas particoes equivale & relagiio de inclusiio v-essencial entre as

respectivas subalgebras induzidas, se as particées forem induzidas por estatisticas reais.

Exercicio 11.10

Prove a afirmacio anterior.



Deste modo, a especializagio da Definicdo 11.9 a subalgebra induzida por uina particio
IT conduz-nos a dizer, no quadro em que {.X, A} e (0, B) sao amhos euclideanos, que II
¢ B-suficiente sc, e somente se, @/ ~> 11 [v]. Trata-se assim da extensao da Defini¢io
11.4 a que aludimos no inicio de 11.2. '

Este argumento de defini¢do da B-suficiéncia em termos da B-suficiéncia minima e do
paralelismo referido com os respectivos conceitos clissicos motiva-nos a definir o conceito

bayesiano de identificabilidade da seguinte forma:

Definigao 11.10
C C B diz-se B-identificavel se C C Ho [v], ou equivalentemente, se ¢ c B A4l Em

particular, o modelo diz-se B-identificivel se B =H, [v],ouseja, B =B [A].

A especializagio desta definicio a subalgebra induzida por uma particao [T traduz-
se no contexto mencionado pela afirmagao de que II é B-identificdvel se, e somente se,
M= O/N {v], ou seja, pela extensao da definigio cldssica (reveja a Definigio 11.3).

I'ste conceito de identificabilidade do modelo corresponde efetivamente ao conceito
clissico de injetividade da aplicagio Py : @ — [0, 1] a menos de um conjuntc v-nulo, como

o atesta o seguinte teorema.

Teorema 11.6
O modelo B-identificavel, quando (X, A} e (O, B) séo euclideanos se, e somente se, a

funcio Py : © — [0,1] & injetiva v-quase sempre.

Prova

(Parte necessaria): Seja T = {E,} uma ilgebra enumeravel geradora de B suposto se-
paravel. Como, por hipétese, B = ﬂ;, JF, € H, tal que B, = F, [v], para cada E,el.
Sendo N = U2, (E.AF,), entdo »(N) =0.

Seja agora 0; e O tal que [g, (6) = Ig,(8), ¥n > 1. Entdo 61 ¢ & fazem parte
do mesmo atomo de B. Como B é uma o-lgebra de Borel, os seus atomos {que sio
mensuraveis pela separabilidade de B} séo os conjuntos singulares e, portanto, &1 = fo.
De outra forma, VOI £ 0, A6, E By e by € E].

Suponha agota , € © — N e equivalente observacionalmente a 8y # 0,, e, & faz

parte do dtomo de Hp que contém fy. Entao 0, € E.NF,cly € EENF, C EAF,
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necessariamente.  Assim, © — N s6 contém um ponto de cada um dos dtomos de Ho

{note-se que §, ¢ N) e, portanto, a aplicagio Py é injetiva em © — N,

(Parte suficiente): Seja B = B n (©-N)eH; = Ho {© — N). Por hipétese, os
dtomos de H séio os conjuntos singulares de ©@ — V. Como a separabilidade de A garante
a separabilidade de H; = o({P; : 0 € © — N}, cada dtomo de Hg é B -mensurivel e
portanto os conjuntos singulares de © — N sio necessariamente os d4tomos de B*. Como
B* ¢ a o-dlgebra de Borel de © — N, isto significa que os 4tomos de H; e de B* coincidem,
ou seja, Hy = B". Pela defini¢io de Hg e B*, esta relagio significa que Hy e B coincidem

num conjunto de probahilidade » = l,ie, B="H,, Q.E.D. o

o3 importante realar o papel crucial da medida v na definigio desles conceitos baye-

sianos de suficiéncia e identificabilidade paramétricas. O exemplo seguinte retrata-o bem.

Exemplo 3

Seja P definida no espago euclideano n-dimensional pela medida produto de n distri-
buigdes N(|6], 1) independentes e seja (0, B) o espago euclideano unidimensional,

Observese que Hy = B(|8]) = {D € B: D = ~D}, pelo que B,[A,] = H,. Sendo
v equivalente & medida de Lebesgue, o completamento de Ho com os borelianos »-nulos
de B estd incluido estritamente em B, pelo que, o modelo nio é B-identificivel, como
também néo o é no sentido cléssico — note-ge que [0] = {0, —0}.

Contudo, se v for equivalente 3 medida de Lebesgue em R¥ e #(IR™) = 0, o comple-
tamento referido de Hy, a0 incluir os borelianos de IR- e, em decorréncia, os borelianos
de IR*, coincide com B, pelo que o inodelo passa a ser B-identificivel. Este caso ilustra
uma situagio em que o modelo néo ¢ identificivel classicamente mas é o do ponto de vista

bayesiano, ainda que H, esteja conlido estritamente em B.

Exercicio 11,11
Mostre que a B-identificabilidade & implicada para toda medida v, quer pela identifi-

cabilidade cldssica, quer pela condigio Hy = B.

Com esta definigio de B-identificabilidade, todo o elemento minimal da classe de
subalgebras B-suficientcs é um elemento maximal da classe de subilgebras B-identificd-

veis. Dai que o conceilo que denominamos de B-suficiéncia minima possa ser rotulado
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de B-identificabilidade maxima. Os dtomos de wina subalgebra como Ha, que permitem
caracterizar tudo o que é ou nio identificivel, sio em termos essencials, os Atomos mais
grossos que sio deixados invariantes pelos dados no processo, da operagao bayesiana e,
simultaneamente, os dtomos mais finos que sao discriminados probabilisticamente pelos
dados amostrais.

Observe-se ainda que as Definigoes 11.9 e 11.10 néo sao mais do que o dual dos concei-
tos classicos de subalgebras amoslrais suficientes e necessrias (na acepgio de Bahadur),

quando v é equivalente a ¢} (como acontece s¢ P for regular para (J).

Exercicio 11.12
Seja 1) uma estatistica real identificanie, i.e., indutora da partigao @/ ~. Mostre que a

estatistica real ¢ & B-identificavel se, e somente se, ¢ ¢ v-essencialmente B(ih)-mensuravel.
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CAPITULO 12

F-SUFICIENCIA E K -SUFICIENCIA

12.1 INTRODUGAO

Seja § € © o parametro que define a distribuigéo de probabilidade F; de um elemento
aleatdrio observivel z ¢ seja T' = T'(z) uma estatistica. Segundo Fisher (1922), a es-
tatistica T é chamada suficiente se a distribuigdo condicional de X, dado T, é a mesma
para todo # € ©. Chamaremos a tal estatistica F -suficiente, isto é, suficiente no sentido
de Fischer.

A nogio de F-suficiéncia estd orientada ao espago amostral, Esta nogio de suficiéneia
tem sido estudada extensivamente na literatura.

Em 1942, Kolmogorov propds uma definicio de suficiéncia orientada a0 espago pa-
raméirico nos seguintes termos bayesianos. Para uma distribuicio de probabilidade a
priori v sobre o espago paramétrico O, seja v * {-lz) a correspondente distribuigio a pos-
teriori dado 2. Se ¢ achado que a medida a posteriori v * (*|z) depende de x s6 através
de T = T'(z), entao T pode ser considerada suficiente com respeito a v. Se T & suficiente
no sentido acima com respeito a toda a priori v, entao 1" serd considerada suficiente no
sentido de Kolmogorov e diremos que é K-suficiente.

A nogio de K -suficiéncia nio tem recebido muita atencio,

177



Neste capitulo faremos wm estudo comparativo das nogdes de [“suficiéncia e -
suficiéncia numa formulagio abstrata, uiilizando a teoria da Medida. Moslraremos que
a nocgio de K-suficiéncia é levemente mais geral que a nogio de [-suficiéncia e que a
nogio de K -suficiéncia estd livre das conseqiiéncias paradoxais da defini¢do de Fisher
como Burkholder pontualizou em 1961. Também mostraremos que, no caso dominado, as

nogdes de F-suficiéncia e K-suficiéneia coincident.

12.2 PRELIMINARES

Seja (X, 4,F), onde P = {f, § € O}, o modelo estatistico para o elemento
aleatério observavel z ¢ seja (@, F) a estrutura mensurdvel do espago paramétrico. Entdo

o espago mensuravel produto
(0, G)= (¥ x O, AdxF)

corresponde a w = (x,0).

Definigio 2.1

Uma fungio de transigio de (8, F) a (X, A) é uma aplicagio K (-,-) : Ax© — [0, 1]
tal que YA € A, K(A,-) € F, isto é, K(A,-) é F-mensuravel, e V0 € O, K(-,0) é uma
medida de probabilidade sobre (.V,.A). Escreveremos K({A,#} como K (A|0) para cada
(A, 0) € AxO.

Assumiremos que a aplicagio K(-,-) : A x © — [0,1], definida por K(A,f) =
Fi{AYV(A,8) € A x O, é uma fungio de transi¢do e frequentemente escreveremos Fy(A)
como P(A|6). )

Estabelecemos os seguintes fatos sobre fungdes de transigdo:

Lema 2.1
Se f € A é P-integravel, entdo a fungio g definida por g(0) = [, fdPs é F-mensurdvel.

Lema 2.2

Correspondendo a cada medida de probabilidade a priori v sobre (@,F), existe uma
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medida de probabilidade marginal s, sobre (X, A) definida por

fafA) = fe Pi(A)u(df), YA€ A

Lema 2.3
Dada a medida de probabilidade v sobre (8,F), a funciio

(A x F) = /r Py(A)u(d)

definida sobre a classe R = {Ax F; A € A, F € F} dos retingulos mensuraveis, pode ser
extendida a uma medida de probabilidade sobre o espago preduto (2, G) = (X' x O, AxF).
Esta medida de probabilidade sobre (2, @) também é denotada por II,,.

A o-dlgebra A° = (A x 0O, A ¢ A} € A x F é chamada a subélgebra marginal
associada a A. A cada subalgebra C de A estd associada uma subdlgebra C® de A x F,
definida por C® = {Cx ©; C ¢ C} e chamada a subalgebra marginal associada a C. A
subalgebra marginal 7° de A x F associada a F é definida por F¥ = {X x I'; F e F}.

Observamos que a medida de probabilidade sobre o espaco produtoe (€2, )
=(X¥x0, 4Ax F)

IL:Ax F—1{0,1]

do Lema 2.3, satisfaz:

(1) IL{A x ©) = u,(A4) VA € A,

(if) IL(X x F) = o(F) VF  F.

Portanto A° pode ser identificado com A e [ 40 (a restrigio de IT, a A®) pode ser
identificada com g, (a distribuigio de probabilidade marginal associada a v, do Lema
2.2); 70 e I1,|z0 podem ser identiﬁcadas com F e v, respectivamente.

Sefedistod, f: ¥ 4 Réuma fun¢io A-mensurivel, entao a fungdo (z,8) — f(a)

definida em X x © = ) é A x F-mensuravel e é denotada também por f.

Lema 2.4
Seja v uma medida de probabilidade a priori sobre (0, F).
(2) Se h € A x F é I1,-integrével, entio

[ htt = [ ][ ae, OPds)| oldo) VA€ A, VF e F
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(b) Se f € A é P-integravel, isto ¢é, [ é Py-integrivel V0 € O, entao

[ty = [ f@hm(dz) VA€ A.
AxO A
Notagao
Se H é uma subalgebra de A x F e h € A x F é I,-integravel, entdo denotaremos
En, (h|H) por B {h{H).

Lema 2.5
Suponhamos que o espago paramétrico (0, F) é euclidiano, isto é, O tem estrutura
de espago vetorial e estd munido de um produto interno. Entéo, correpondendo a cada

medida de probabilidade a priori v sobre (@, F), existe uma fungdo de transigao
v () FxX —[0,1]

de (X, A} a (©, F) tal que
(a) para cada F' € F, v+ (F|") € A é uma versdo de E,{Lrxr|A°);
(b) para cada z € X, v * (-|) é uma medida de probabilidade sobre (9, F).

Além disto, a fungio de transiio v*(-|-) é it,-essencialmente (nica no seguinte sentido:
se 11(-|) é outra tal fungdo de transicio, entdo existe N &€ A tal que u(N) =10ce
vz =vx(|r) Ve e X — N.

Observacao
Assumiremos daqui para a frente que o espago paramétrico (8, F) ¢ euclidiano.
Nos termos abstratos da Teoria da Medida, a nogio de F-suficiéncia pode ser carac-

terizada como segue.

Definigao 2.2

Uma subélgebra C de A é chamada F-suficiente para A com respeito a P se Vf € A
P-integrivel, existe uma fungdo f* € C P-integravel tal que f7 = Eo(FIC)[Ps), W0 € O,
isto e, V8O, VC el, [ f*dPy = [ fdP,s.

Definicao 2.3

Uma sub-o-3lgebra ¢ de A é chamada F-suficiente por par para A com respeito a
P se V0,0, € O, V[ € A P-integravel, existe uma fungio f* € C P-integravel tal que
Ve e {01,0:},VC €C, Jo fdFs = [o [*dFs
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Exemplo 1.3

Seja ¥ =R, A= By, a o-algebra dos borelianos de IR e scja P a familia de todas
as medidas de probabilidade discretas sobre (X, A). E ficil verificar que a o-algebra
C={C e A; C é contdvel ou C° é contavel} é F-suficiente por par para A com respeito
a P e que a inica subdlgebra F-suficiente para 4 com respeito a P & A.

Este exemplo demonstra que a nogéo de F-suficiéncia por par é mais fraca do que
a nogio de F-suficiéncia. Porém, no caso dominado, isto &, quando existe uma medida
o-finita A sobre (X, A) tal que cada P; € P & absolutamente continua com respeito a A,

temos o seguinte resultado

Lema 2.6
Suponhamos que P é dominada. Entio uma subélgebra C de A é F-suficiente para A

com respeito a P se e s6 se € é F-suficiente por par para A com respeito a P,

A seguir apresentamos a nogio de X -suficiéncia, orientada ao espaco paramétrico, nos

termos abstratos da teoria da Medida.

Definicdo 2.4

Uma subalgebra C de .4 é chamada K-suficiente para A com respeito a P se para cada
a priori v sobre (@, F), a fungio de transigio a posteriori v * (-[-) do Lema 2.5 satisfaz a
seguinte condigio:
VF € F, v+ (F]-) tem uma versio C-mensurdvel, isto é, E,(Iyxr|A% € CO[P).

Definicéio 2.5
Uma sub-o-dlgebra C de A é chamada K-suficiente por par para A com respeito a P

se para cada a priori » uniforme sobre dois pontos de 0, v* () €C[P|VYF € F.

Agora fixemos uma subélgebra D de A e consideremos uma medida, de probabilidade

P sobre (X, A).

Definiciao 2.6

Dois eventos B e C em .4 sio ditos condicionalmente independentes dada D (com
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respeito a F) se
P(BNC/D)= P(B/D)P(C[D) [P
Notagao
Fscreveremos B L C/P para indicar que B3 e C sao P-independentes, e escreveremos
B L C | D,P para indicar que B e C sao condicionalmente independentes da D com

respeito a P. No que segue omitiremos P.

Desde a definicio é fécil ver que B L D/D VD € D, e que B L C/D implica
BLCnDyYPvYDeD.

Seja B € A fixo.  facilmente visto que a classe
Kpg={KeA BLK/D}
é uin sistema de Dynkin.

Definicéo 2.7
O evento B e a subalgebra C sio ditos condicionaimente independentes dada D (com
respeito a P) se C C Kp, isto é, B . C/D ¥C € C, e neste caso escreveremos B LC/D.

Dada uma subilgebra B de A, a classe
Ke={KeA K_L B/D} =NpesKp
é também um sistema de Dynkin

Definigao 2.8
Duas subalgebras B e C de A sao ditas condicionalmente independentes dada D {com
respeito a P) se C C Kp, isto & B L C/D¥Be B,VCel.

Estabelecemos os seguintes fatos sobre independéncia condicional. Sejam By, C, B e
D\, subalgebras de A. Temos:

Lema 2.7
Se B LC/D e By C B, entdo By L C/D.
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Lema 2.8
As seguintes afirmacoes sio equivalentes:
(a) B LC/D;
(b) B L (Cv D)/D;
(b) (BVD) L (CvD)D.

Lema 2.9
SeBLlCeBy,CB, entio B | C/B,.

Lema 2.10
B1C/Dseesdse Ep(lc/BVD) = Ep(Ic/D) [P) YC e C.

Corolario 2.1

B 1.C/D se ¢ 56 se para cada C € C, Ep(Ic/B V D) tem uma versio D-mensurdvel.

Corolério 2.2
Suponhamos que D C D, C B, Dy LC/DeB LC/D; implica B 1 C/D.

Coroléario 2.3-Se B L C/DeDCDCB, entio B 1 C/D,.

12.3 RELAGAO ENTRE AS NOGOES DE F-SUFICIENCIA
E K-SUFICIENCIA

Faremos um estudo comparativo das nogdes de F-suficiéncia e K-suficidncia. Em 1961
Burkholder demonstrou que existe uma subélgebra D nio- F-suficiente que contém uma
subdlgebra C F-suficiente. Aqui mostraremos que toda subdlgebra K-suficiente é também
K-suficiente. Assim, a definicio de Kolmogorov estd livre das conseqiiéncias paradoxais
da definicdo de Fisher.

Também mostraremos que toda subdilgebra F-suficiente é também K -suficiente, mas
a reciproca néo € verdadeira. Porém, no caso dominado, as nogdes de F-suficiéncia e
K-suficiéncia sdo equivalentes,

Temos a seguinte caracterizacio de K-suficiéncia em termos de independéncia condi-

cional, a qual fornece uma interpretagio mais intuitiva da nogéo de K-suficiéncia.
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Teorema 3.1

Uma subalgebra C de A é K -suficiente (para A com respeito a P) se e s6 se para toda
a priori v sobre (©,F), temos A® L FoUe0, 1, isto é, A° e F¥ sio condicionalmente
independentes dada C® com respeito a Il,.
Demonstragiao

Pela definicio 2.4, C é K-suficiente se ¢ s'o se para toda a priori v sobre (©,F),
(X x FUA") € C° [P] VF € F. Portanto C & I -suficiente se @ s6 se para toda a priori
v sobre (0, F), A® L F°/CY 1i,. =}

O correspondente resultado para estatisticas é: “Uma estatistica T = T(z) é K-
suficiente para o observavel x (para propésitos de fazer inferéncias sobre o parimetro

desconhecido 0) se e s6 se, para toda a priori v, ¢ L g/, 11,7,

Corolario 3.1

C é K-suficiente por par (para A com respeito a P) se e 56 se para toda a priori v

uniforme sobre dois pontos de ©, A® L F°/C° T1,.

Estas caraclerizagdes de /§-suficiéncia ¢ K-suficiéncia por par seréo as chaves para o

nosso estudo.

Teorema 3.2
Sejam C C D duas subdlgebras de A. Se C é K -suficiente, entio D também é K-

suficiente.

Demonstragio
Seja v uma priori qualquer sobre (8, F). Como C é K-suficiente, entao A° 1L FoCY,
II,. Pelo Corolario 2.3, temos que A° L F°/D°, II,, pois C° C D C A° Consequente-

mente, D é K-suficiente. 0o

Teorema 3.3
Se C ¢ uma subalgebra de A F-suficiente, entdo C é K-suficiente.
Demonstragio

Seja v uma priori qualquer sobre (&, F). Seja A € A qualquer. Como € é F-suficiente,
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entdo existe uma fungdo 1% € C tal que V0 € ©,VC e C,
P(CNA) = fcl,‘idPg :

Para demonstrar que C é H-suficiente, isto é, A° 1. F°/C, 1, basta mostrar que
Ey(Iaxe/CV F®) tem uma versio C%-mensurivel,

Vejamos que I} é uma versio de E,(Taxe/C® Vv FP). Seja
={K eC® . b = * ,,}
K { ¢ €COv Y, fK Lixod¥ ]K rdi

E facil verificar que K é um sistema de Dynkin. Sejam C € C, Fe T quaisquer.
Entio

foFIj‘dH,, -/ Ucf;;(z)Pg(dm)] o(d0)
fF Fy(C N Ayo(d6)
IL((C N A) x F)

IL{(C x F)n (4 x @))
jme Icxrlaxe dll,

= f Tixe dIl, .
CxF

I

]

]

Portanto C' x F € K. Logo o sistema de Dynkin K contém o 7-sistema (classe fechada
por intersecgdo finita) {C' x F; ¢ ¢ C, F € F}. Segue-se que C° v FV a{Cx P,Cc
C,F e F}) CK, pelo teorema de Dynkin. Entdo VD € C° v 20,

[DIA,(edH,,:fDI;dHU

€ consequentemente /3 é uma versio de I, (I1yo/CO V F?), como querfamos monstrar, O

Foi mostrado por Burkhoider que existe uma subilgebra D de A nio-F-suficiente
que contem uma subélgebra C F-suficiente. Pelo Teorema 3.3 C é também K-suficiente,
Logo, D ¢ K-suficiente, pelo Teorema 3.2. Portanto, a reciproca do Teorema 3.3 nio &

verdadeira. O

Teorema 3.4

Uma subélgebra C de A é K-suficiente por par se e 86 se ¢ [-suficiente por par,
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Demonstragao

Suponhamos que C é F-suficiente por par. Seja v uma priori uniforme sobre dois
pontos 8y, 8; € © quaisquer. Como C é F-suficiente para A com respeito a {Py,, Pa},
entdo para todo ' € F, v"(F|-} tem uma versao C-nensurdvel. Portanto C é K-suficiente
por par.

Agora suponhamos que C ¢ K-suficiente por par. Sejam P, Fg, € P quaisquer.
Consideremos uma a priori v unilorme sobre {0), 0.} € ©. Pelo Corolario 3.1 tem-
se que A? L FU/CO II,. Logo para cada A € A, existe uma fungio I3 € C tal que
Eo(Iaxe/C° v F) = I} [I1], isto &, Ey(Lixe/C" Vv FV) tem uma versao % -mensurdvel.

Seja A € A qualquer. Entdo existe uma fungio I} € Ctal que VC €C, Vi € {1,2},

odll, = ~ 41T,
]Cx{gill_«,xedi ]CX{M +diT

(lembrar que C°V F° =o({C x I; C €C, FeF})).
Mas YC € C, ¥i € {1, 2},

fc,qﬂ,.}uxednu = j{m [LL\x@(:t,G)Pﬂ(dm)] o(d0)
j{m Uc I“‘(":)I@(é’)f’o(dm)] v(do)
1 [

= o({0)) [ Talx) P ()

=§Lumam}

Il

e similarmente mostra-se que YC € C, Vi € {1,2},

1
I‘ = — - .
.[c><{a.-} adll, 2 /C Ii(x)P(d2)

Portanto ¥C' € €, ¥0 € {, 6.},

Lummm=£mmmmn

e consequentemente C ¢ F-suficiente por par. ]
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Teorema 8.5
Suponhamos que P ¢ dominada. Entio uma. subdlgebra € de A4 é K-suficiente se ¢ 56
se € F-suficiente.
Demonstragio
Suponhamos que C é F-suficiente. Entio C é f-suficiente, pelo Teorema 3.3.
Reciprocamente, se C é K-suficiente, entio C- é K -suficiente por par. Logo C é F-

suficiente por par, pelo Teorema 3.4. Portanto, C é F-suficiente, pelo Lema 2.6. m]

Corolario 3.2

Supenhames que P seja dominada. Entdo uma subdlgebra C de A é K-suficiente se,

e 56 se, é K-suficiente por par.

Demonstracgéo

Se € é K-suficiente, entio C é K-suficiente por par, pela definicio.

Reciprocamente, se C é K-suficiente por par, entdo C ¢ F-suficiente por par, pelo
Teorema 3.4. Logo C é F-suficiente, pelo Lema 2.6. Portanto ¢ & K -suficiente, pelo
Teorema 3.3, o
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