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Introducgio

No primeiro curso de cdlculo, um problema fundamental é o tragado
do grafico de uma fungdo — é quase impossivel sentir-se a vontade com
uma fun¢io de R em R sem conhecer seu grifico. Nos cursos de varidvel
complexa, graficos de fungdes analiticas nio aparecem, escondidos em R*,
mas ha outras representagdes visuais do comportamento de uma funcao
que sdo igualmente relevantes: um aluno deve saber como a exponencial
complexa age sobre o plano, ou como tantas outras fun¢oes agem sobre
subconjuntos especiais do plano — os primeiros problemas de mapeamento
conforme. '

Entender globalmente o comportamento de uma fungao é o primeiro
passo para perguntas mais dificeis como, por exemplo, calcular todas as
imagens inversas de um ponto. Assim, o teorema fundamental da dlgebra
diz que um polinémio de grau n tem exatamente n raizes complexas. O
passo seguinte, se quiséssemos calculd-las com precisdo, seria ter uma idéia
de onde elas se encontram, para depois refinar seu cdlculo usando métodos
locais.

O objetivo deste texto é o estudo global de uma grande classe de fungoes
F de R® em R* — seu comportamento local é bem conhecido, tanto tedrica
quanto computacionalmente. Mais precisamente, vamos descrever uma
representacio visual muito conveniente de I” e mostraremos como encontrar
numericamente todas as imagens inversas de um ponto ¢, isto é, resolvere-
mos sistemas nio lineares com duas equagoes e duas incégnitas F(p) = g.
Note que inicialmente, ndo sabemos sequer quantas solugoes esperar para
o sistema: nosso método conta solugdes, localiza-as aproximadamente e
converte seu calculo a um problema local. O método é implementado num
programa de desempenho bastante satisfatério. Os resultados deste texto
foram apresentados originalmente em [MST].

No Capitulo 1, descrevemos os resultados cldssicos para o compor-
tamento local de uma funcgio em pontos regulares e em pontos criticos
menos degenerados: dobras e clispides. No Capitulo 2, introduzimos
vérios ingredientes topolégicos empregados no texto (por exemplo, espagos
de recobrimento, grau). O método ndo se aplica a todas as fungoes do
plano no plano, assim como mesmo depois de Célculo I nao desenhamos
o grifico de qualquer funcao real. No Capitulo 3, definimos as fungoes



para as quais o método se aplica mais diretamente, as fungoes cordatas,
que, apesar das exigéncias feitas na defini¢do, formam um subconjunto
abundante do conjunto de todas as func¢des suaves do plano no plano
e estudamos seu comportamento global. No Capitulo 4, caracterizamos
conjuntos criticos de fungdes cordatas. Para isso, empregamos o teorema
de Blank que trata da extensdo de imersées de S' no plano a imersdes
do disco no plano, juntamente com o teorema de Troyer, que trata do
mesmo problema para o disco com k buracos. Finalmente no Capitulo 5
descrevemos a implementagio em méiquina do método resultante da nossa
abordagem teérica, além de apresentarmos exemplos de fun¢oes estudadas
em detalhe pelo programa.

Nossos agradecimentos vio a Dan Marchesin, que nos levou a estudar
fungdes cordatas (em [MT]) ao apresentar o primeiro sistema que nos
interessou resolver (equagdes de Rankine-Iugoniot provenientes de uma lei
de conservagdo hiperbélica [SSMP]), a W. Massey, de Yale University, que
prestou atengao aos primeiros diagramas, ao Departamento de Informitica
da PUC-Rio, que nos ofereceu todo o material de computagao necessario,
ao CNPq e SCT pelo apoio financeiro & pesquisa.
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Capitulo 1

Os resultados mais simples no estudo de fungdes do plano no plane
sao de natureza local: eles descrevem o comportamento de uma funcgao
em uma vizinhanga suficientemente pequena de um ponto do dominio.
Neste capitulo descreveremos os comportamentos locais mais freqiientes:
as formas locais préximas a pontos regulares, dobras e ciispides.

Secdo 1.1: Curvas

Vamos recordar algumas definicdes habituais. Uma fungaoc de um
aberto de R" para R™ é suave sempre que todas as suas derivadas parciais
de qualquer ordem estdo definidas e sio continuas. Uma funcao de um
aberto de R para R™ é suave por partes se ela é continua em todo o dominio,
suave se de seu dominio omitirmos um ntmero finito de pontos e em cada
um destes pontos existirem as derivadas laterais de qualquer ordem. Um
homeomorfismoe é uma bijegio continua cuja inversa também é continua;
um difeomorfismo é um homeomorfismo suave com inversa suave.

Curvas sido objetos fundamentais neste texto e vamos precisar de todo
um vocabulario para falar delas. Uma fungdo v : (a,6) — R® ((a,b) é um
intervalo aberto) é mansa quando:

s -y é suave por partes,

e exceto num numero finito de pontos suaves de ~, a derivada nao é nula,
e nestes pontos, a derivada segunda +" e a derivada terceira " sao
linearmente independentes (em particular, nio nulas),

e nos pontos nio suaves, as derivadas laterais sao linearmente indepen-
dentes.

Definimos analogamente fungées mansas com dominios [a,b], R ou §*.
As funcbes ¢ — (cost,sent), t — (t*,2°) e ¢t ~ (t,|t|) sdo mansas, mas
t— (0,]t]), t — (#*,¢°) e t — (£*,¢%]t]}, ndo o sdo — desenhar as imagens
destas fungoes é um exercicio interessante.
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Lema 1.1:
Se v € mansa, entio é localmente injetora (isto é, em torno de cada ponto
do dominio de «y, existe uma vizinhanga na qual ~ € injetora).

Demonstracio:
Seja t um ponto de (a,b). Sem perda, ¢t = 0.

Suponhamos inicialmente que 0 é um ponto onde v é suave e no
qual, compondo na imagem com uma transformagcao linear inversivel, temos
¥'(0) = (1,0). Pelo teorema do valor médio, para t, <, em uma pequena
vizinhanca de 0, a coordenada z de v(¢,) é menor que a coordenada z de

(2 ).

Suponha agora que 0 é um ponto onde « é suave, mas ' (0) = 0. Sem
perda, como acima, v'(0) = (1,0) e v (0) = (0,1). Seja y(t) a segunda
coordenada de ~(t). Temos y'(t) = #* h(t), para alguma funcio suave h(t)
tal que £(0) = %, por Taylor. Assim, y(t) é estritamente crescente numa
vizinhanga de ¢t = 0,

Suponha finalmente que 0 é um ponto onde ¥ nao é suave. Sem perda,
as derivadas laterais sdo (1,—1) e (1,1). Novamente, a coordenada z(t) é
estritamente crescente perto de 0. N

Uma curva aberta normal é um subconjunto I' do plano que é a imagem
de uma fungio mansa 7 : (¢,b) — R* com as seguintes propriedades:

® se f, e §, sdo nimeros distintos para os quais 7(6,) = v(6,), entdo ~
€ suave nestes pontos e as derivadas sio vetores linearmente indepen-
dentes; neste caso, a imagem 7(8.) = 7(6,) é chamada de um ponto de
auto-interse¢do da curva T,

* todo ponto de auto-interseio de y((a,b)) tem exatamente duas pré-
imagens.

A fungio mansa v é uma paremetrizacio da curva. Definimos
de maneira semelhante curvas normais com eztremos e curvas normais
Jechadas, cujos dominios naturais de parametrizacao sao um intervalo
fechado e o circulo unitdrio. A fungao z — 2?, em notacio complexa,
restrita ao circulo unitario, é mansa e sua imagem € o circulo unitério,
sabidamente uma curva normal, mas esta fungio ndo é uma parametrizagio
do circulo, por desrespeitar o primeiro item da definicdo. As fungdes
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z +— 2 + Z (novamente em notagdo complexa) nos circulos |z| = 2 e

|2] = 1 sdo mansas; a imagem da primeira na Figura 1.1(a) é normal mas
a imagem da segunda nio: como se vé na Figura 1.1(b), a origem tem trés
pré-imagens, as raizes citbicas de —1. Qutro exemplo de fun¢io mansa cuja
imagem ndo é uma curva normal é v(¢) = (1 —¢*,¢(t + 1)* (¢t — 1)*): temos
¥(1) = v(-1) = (0,0}, v (1) = (—2,0) e v'(=1) = (2,0) — as derivadas sdo
colineares, como se v& na Figura 1.1(c).

Um ponto de uma curva é regular quando nao é de auto-intersecio e a
parametrizagao é suave com derivada nao nula neste ponto. Um ponto da
curva onde a parametrizagio tem derivada zero é uma cidspide e um ponto
onde <y nao é suave é um vériice. Estes conceitos independem da escolha
de parametrizagao. Em pontos regulares a curva tem uma reta tangente
bem definida. Uma curva é regular quando admite uma parametrizacio
suave com derivada sempre nido nula e é stmples quando nao tem pontos de
auto-intersegao.

Uma familia normal de curvas é um conjunto finito de curvas normais
com as seguintes propriedades:

e nunca existem trés curvas com um mesmo ponto em comum,
e curvas sé se interceptam em pontos regulares,
e as retas tangentes em pontos de intersecio sao sempre distintas.

Mais geralmente, intersegtes entre curvas ocorrendo em pontos regu-
lares, com retas tangentes distintas, sao chamadas transversais. Neste texto,
curvas e familias de curvas sio sempre normais. Folheando o Capitulo 5,
vocé vai encontrar varios exemplos de familias normais de curvas.

Secdo 1.2: Pontos regulares

A fungao tipica neste texto serd F : R* — R?, levando um ponto (z,y)
do plano R? a um ponto (u{z,y),v(z,y))}. A jacobiana de F no ponto (z,y)
é a matriz o
)
av

T dy

@

DF(z,y) = (

LI
<

@

Toda fungao F do texto serd suave. Uma fungdo ' : A — R? {onde A C R®
é um aberto) é uma imersdo se sua jacobiana é sempre inversivel e preserva
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orientagdo se det(DF) > 0. Um ponto p do dominio de F & regular se
DF(p) é inversivel, caso contrério ele ¢ dito critico.

Teorema 1.2 (da Fungio Inversa [L1]):
Seja p um ponto regular de F : R* — R*. Entio existem abertos [/ e V
contendo respectivamente p e F (p) tais que F & um difeomorfismo entre U/

eV,

Um ponto p do dominio é uma pré-imagem de um ponto ¢ da imagem
se F(p) = q. Um ponto na imagem de F é um valor regular se todas as suas
pré-imagens sio pontos regulares. Os conceitos dos dois parigrafos acima
se estendem naturalmente a fungdes de R" para R”.

Teorema 1.3 (Sard, forma fraca [S]):
Seja G : R" — R" uma funcio suave. Dentro de qualquer aberto nao vazio
de R" existe sempre pelo menos um valor regular de F.

Seja f : R* — R uma fungio suave com gradiente gradf = (3£, :—f—)
Um nimero r é um valor regular de § se (gradf)(p) # 0, para todo ponto
p tal que f(p) = r. O conjunto das pré-imagens por f de um real s é
chamado de um conjunio de nivel. Freqgtientemente, conjuntos de nivel sio

curvas regulares, o que segue do teorema da fungio implicita.

Teorema 1.4 (da Fungdo Implicita [L1]):

Seja (x,,y,) um ponto para o qual a segunda coordenada de gradf(z,,y,)
nio é nula. Entdo existem abertos D CR e U CR* contendo z, e (z, s Yo )
respectivamente tais que a intersecdo do conjunto de nfvel de [ contendo
(%o, % ) com U é o grafico de uma funcdo suave de D em R.

Uma consequéncia (ndo trivial) do teorema acima é a seguinte. Se
o gradiente de f é nio nulo em todo um conjunto de nivel, entio este
conjunto na verdade é a unido de uma familia de curvas simples regulares
disjuntas (abertas ou fechadas). A dificuldade nesta demonstracao estd em
compatibilizar as virias parametrizagdes locais, que sio ficeis de obter pelo
teorema da fungdo implicita, em uma tnica parametrizacao para toda a
curva: isto é feito, por exemplo, em [Mi]. E f4cil ver que o determinante
muda de sinal de um lado para o outro da curva.



Secdo 1.3: Pontos criticos

Como é o conjunto de pontos criticos de uma fungdo F : R* — R*?
Pela afirmagio acima, ele serd uma uniio de curvas simples regulares
disjuntas desde que o gradiente do determinante da jacobiana de F' nunca
se anule em um ponto critico de F. Isso de fato acontece para quase todas
as fungbes em um sentido que pode ser tornado preciso ([W]). Assim, neste
texto, vamos supor que todas as funcgdes F tenham essa propriedade, em
outras palavras, que 0 é um valor regular de det{DF). Esta hipétese faz
com que a jacobiana de ¥ nunca seja a matriz zero: se a jacobiana é nula em
algum ponto, o determinante neste ponto tem que ter gradiente nulo, o que
segue simplesmente derivando a fungio det(DF). Além disto, o conjunto
critico passa a ser um conjunto de curvas regulares, as curvas eriticas de F
— a elas dedicaremos grande parte de nossa atengio.

O teorema da fungao inversa descreve o comportamento de uma fungao
numa vizinhanga de um ponto regular. O que ocorre perto de um ponto
critico? Nio tentaremos dar uma resposta que trate de qualquer ponto
critico — em vez disso, vamos estudar apenas os casos menos degenerados
(e abundantes!). Estamos ainda nas condigoes do paragrafo anterior: o

gradiente do determinante da jacobiana ndo se anula nos pontos criticos de
F.

Vamos procurar entender o comportamento de F perto de um ponto
critico p do tipo mais abundante. Como 0 é valor regular de det(DF), a
matriz jacobiana em p tem posto um e existe um vetor nao nulo tangente
3 curva critica. Em geral este vetor tangente ndo deve estar no niicleo de
DF. Esta condigao define nosso primeiro tipo de ponto critico: a dobra.
Mais precisamente, o ponto critico p é uma dobra se e somente se:

(1) grad(det DF)(p) # 0,

(2) o niicleo K de DF e a reta tangente T ao conjunto critico em p nao
coincidem.

O item (1) equivale a dizer que zero é um valor regular de det(DF),
para F restrita a algum aberto contendo p. Note que se p satisfaz as
condigdes (1) e (2), outros pontos criticos perto de p também satisfazem
as mesmas condigoes, isto é, dobras formam um aberto do conjunto critico.
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Figura 1.1

Figura 1.2
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Demonstramos no Apéndice 1.A o seguinte teorema, que afirma que todas
as dobras sdo equivalentes a uma dobra padrao.

Teorema 1.5 (forma normal da dobra [W]):
Sejam F : R* — R’ uma func¢io suave e p um ponto critico de I'. Seja
Fy(z,y) = (z,¥*). As seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) p é uma dobra para F,

(b) existem bolas abertas I/ ¢ V em torno de p e F(p) respectivamente e
difeomorfismos preservando orientacio ¢ e ¢ de U ¢ V para U, e V;
abertos em R?, com ¢(p) = 0 e y(F(p)) = 0, tais que F,0¢ = yo(F|; ).

Usando a forma normal, podemos concluir que, préximo a uma dobra,
F se comporta como indicado na Figura 1.2: pontos perto de F(p) de
um lado da imagem da curva critica tém duas pré-imagens préximas de p,
enquanto pontos do outro lado nao tém nenhuma. Nas figuras, imagens e
pré-imagens sio designados pela mesma letra. e os simbolos -+ e — indicam
o sinal de det{DF).

E se o ponto critico p for tal que o micleo da jacobiana nele contiver
o vetor tangente 4 curva critica em p? Lembre-se que o gradiente do
determinante da jacobiana nfo se anula sobre a curva critica e que a
jacobiana tem posto um. Parametrizamos regularmente a curva critica
perto de p dando origem a uma fungio ¢{¢) tomando valores no plano para
a qual ¢(0) = p. Definimos () como o ingulo entre o vetor tangente a
curva e um vetor no niicleo de DF no ponto ¢(t), onde o vetor é escolhido
de forma que #{0) = 0. Mais uma vez, é razodvel esperar que a derivada
(0} # 0. Um ponto critico satisfazendo essas propriedades é uma cispide.
Mais precisamente, o ponto critico p é uma cispide se e somente se:

(1) grad(det DF)(p) # 0,
(2) o nicleo K e a reta tangente T ao conjunto critico em p coincidem,

(3) se c: {—e€,¢) — R® é uma parametrizagio regular de uma vizinhanga
da curva crilica passando por p com ¢{0) = p ¢ #(t) é o dngulo entre
o niicleo K (t) e a reta tangente T'(¢) ao conjunto critico em c(t) entdo

& (0) # 0.

O Teorema abaixo nos da caracterizagoes alternativas da cuspide.
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Teorema 1.6 (forma normal da ctispide [W]):
Sejam F : R’ — R’ uma funcio suave e p um ponto critico de F'. Sejam
Fy (2,y) = (2,9° * zy). As seguintes condigdes sao equivalentes:

(a) p é uma cispide para F,

(b) p satisfaz os itens (1) e (2) da definigio acima e temos (Foc)y'(0) #0,
onde ¢ é como acima,

(c) existem bolas abertas U e V em torno de p e F(p) respectivamente e
difeomorfismos respeitando orientagdo ¢ e 1 de U e V para U, e V,
abertos em R’, com ¢(p) = 0 e %(F(p)) = 0, tais que F_ o = 1po(F|,)
o F, 0f=1po(F).

A demonstragdo deste fato é conceitualmente semelhante aquela do
Teorema 1.5 mas, por ser muito mais longa, nio sers dada integralmente
(mas veja o Apéndice 1.A). Usando a forma normal perto de uma cispide,
a funcdo F_ se comporta como na Figura 1.3(a): pontos na regiio estreita
entre os arcos da imagem da curva critica tém trés pré-imagens perto
de p, enquanto pontos fora desta regiao s6 tem uma. Novamente, nas
figuras, imagens e pré-imagens sio designados pela mesma letra. Os pontos
F_(c(t)),t # 0, tém duas pré-imagens, como indicado na figura. Note
que det(DF. ) é positivo nas pré-imagens niio criticas de valores criticos,
enquanto para F, este sinal é negativo. Note também na Figura 1.3(b)
0 comportamento das imagens das duas curvas suficientemente proximas
correndo paralelas & curva critica.

A repeti¢do do nome ciispide para curvas e funcdes é proposital.

Lema 1.7:

Seja F' : R* -» R* uma funcdo cujos pontos criticos sio todos dobras e
clspides. Entio a composicio de uma parametrizacido das curvas criticas
(regulares) com F é uma fungdo mansa. A imagem de pequenas vizinhangas
de um ponfo numa curva critica é uma curva normal. A imagem de uma
dobra é um ponto regular e a imagem de uma cispide de F é uma clispide
da imagem da curva critica.

Demonstracio:

O resultado scgue da forma normal de dobras e ctspides (mas falta provar
a invaridncia da independéncia linear de v"{t) com ~" (t) por composigio
com difeomorfismos, dado que 7' (t) = 0). B
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Figura 1.3

Figura 1.4
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Decorre do lema, que a imagem de uma curva critica 6 deixa de ser
uma curva normal por poder ter auto-interse¢des nio transversais.

Vamos classificar todos os pontos criticos da funcio F (z,9) = (2* —
¥* + =, 22y — y), ou, em notagio complexa, F(z) = 2 + 2. A jacobiana no
ponto (z,y) é ( 2:52»;— 1 2;2_3;1) , com determinante 4(z* 4+ y*) — 1, logo o

conjunto critico é um circulo de raio - centrado na origem. Note alids que

o gradiente do determinante, (8z, 8y), ndo se anula sobre o conjunto critico.
O niicleo da jacobiana em um ponto critico (+ cost, Lsent) é gerado pelo
vetor (sen(%),cos()) (um pouco de trigonometria). Assim os éinicos pontos
que nao sdo dobras (isto é, aqueles nos quais o niicleo da jacobiana nao é
tangente ao circulo critico) sao os trés pontos (1,0, (—f,:l:":—”). Vamos
usar a defini¢do original de cispide para caracterizar estes trés pontos.
Para a nossa parametrizacio, o argumento da reta tangente & curva critica
é =+, enquanto o argumento do nicleo da matriz jacobiana é & ~ £ donde
(t) = 2+ + kn {onde k é um inteiro que serd escolhido de forma diferente
em cada candidato a cispide), com derivada sempre nao nula. Assim, os
trés pontos criticos que nio sio dobras sio de fato cuspides. O conjunto
critico € de F, sua imagem F(C) e o conjunto F-* (F(C)) estio ilustrados
na Figura 1.4.

Vejamos um outro exemplo, em que utilizaremos o item (b) do Teorema
1.6 para estudar pontos criticos que nio sio dobras. Seja F(z,y) = (2* +
ay® + 2by,cy® + 22y), b # 0 e a e ¢ reais arbitririos. Derivando, temos

_ T ay—l—b)
DF(a:,y)_fZ(y oy + 2

e det(DF(z,y)) = 2(2* — ay® + czy — by), de forma que a origem é um
ponto critico de . O nicleo de DF(0, 0) é o eixo z e grad(det DF)(0,0) =
(0, —b) de forma que a reta tangente & curva critica também é o eixo =;
assim, a origem ndo é uma dobra de F. Para verificar se a origem é uma
cispide, use o teorema da fun¢io implicita para parametrizar a curva critica
por c(t) = (¢,¢(t)). Derivando implicitamente, temos 2t — 2ag(t)g' (t) +
cg(t) + ctg'(t) — bg'(t) = 0, donde g'(0) = 0 e 2 — bg”(0) = 0. Por outro
lado, (Foc)(t) = (£* + ag® (1) + 2bg(t}, cg® (t) + 2tg(t)), donde (Foc)(t) =
(2t -+ 2ag' (t)g(t) + 2bg’ (), 2cq(t)g () + 29(2) + 2tg’ (t)) e (Foc)'(0) = (2 +
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2bg"(0),0) = (6,0) # (0,0); assim, pelo item (b) do teorema da forma
normal da cispide, p é uma ciispide.

As duas orientagdes possiveis para uma curva sio indicadas por setas,
da maneira ébvia. Uma parametrizagio determina uma orientagao: por
exemplo, a orientacio determinada pela parametrizagio 7(t) = (cost, sent)
€ a positiva ou anti-hordria. Quando falarmos de uma parametrizagio
de uma curva orientada, estaremos supondo que ela & compativel com a
. orientagio.

Dada F': R* — R’ tal que 0 ¢ um valor regular de det{DF), definimos
o sentido de dobra de uma curva critica I' no dominio como sendo a
orientagao que deixa os pontos p com det(DF(p)) > 0 imediatamente 3
esquerda de I', como indicado na Figura 1.2. A composi¢ao de F' com uma
parametrizacio da curva critica, orientada com sentido de dobra, induz
uma orientagiao para F(I'), o sentido de dobra de F(T'}), com a seguinte
propriedade geométrica: a imagem de uma pequena vizinhanca de um ponto
de dobra p € T' estd inteiramente & esquerda de F(T), como na Figura 1.2.
Isso segue da forma normal da dobra.

Exercicio: Considere a fungio F(rcos f,rsend) = (g(r) cos@, g(r)send),
onde g ¢é definida pelo grifico na Figura 1.5. Mostre que o conjunto critice
de F, sua imagem e os sentidos de dobra em cada curva sio como indicado
na Figura 1.6. Alids, quantas pré-imagens tem cada ponto da imagem?

Vamos considerar agora um exemplo mais sofisticado. Seja

25 1
F(z,y) = (—6z* —62°y* +2y° +6y* -, ﬂx“ +zty+ iy + Emy” -y' —y).
O conjunto critico C de F consiste de uma iinica curva, esbogcada junto com
sua imagem na Figura 1.7, onde mostramos ainda o conjunto F~* (F(C)).
A fungdo tem cinco ciispides, a, b, ¢, d e e. O sinal da jacobiana é negativo
fora de C' e positivo dentro. A ciispide e é a tnica cuja forma local é F_.

Este exemplo sugere que se interprete a classificacio das clspides pela
forma normal de maneira mais geométrica. Informalmente, a presenca de
cada cispide é sentida pela acio da funcdo de um lado sé da curva: uma
pequena vizinhanca de p é dividida em dois pela curva critica — de um
lado F é um homeomorfismo e do outro nio. Assim, poderfamos chamar
as cispides de tipo F, (resp., F.) de cispides 3 direita (resp., esquerda)
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Figura 1.8

Figura 1.9
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em relagao ao sentido de dobra. Neste exemplo, a, b, ¢ e d sdo ciispides
@ direita e e 4 esquerde de C. Como C é uma curva fechada, é expressivo
entretanto chamar a, b, ¢ e d de ciispides ezternas e e de ciispide inferna.

- E interessante considerar o comportamento da imagem de duas curvas
suficientemente préximas e correndo paralelas & curva critica (por dentro
e por fora) em dois exemplos, a fungio F,(z) = 2> + Z e F, a fungao do
exemplo acima. As imagens sio mostradas nas Figuras 1.8 para F, e 1.9
para F ((a) é a imagem da curva de dentro e (b) é a da de fora). Para F,,
todas as cilispides sao externas.

Apéndice 1.A: Caracterizacdes de dobras e ciispides

No texto, apresentamos duas caracterizagoes de pontos de dobra: a
caracieriza¢ao geométrica corresponde a nossa definigio original e a ca-
racterizagdo por forma mormal corresponde ao item (b) do Teorema 1.5.
O objetivo principal deste apéndice é demostrar o Teorema 1.5, isto é, a
equivaléncia das duas caracterizagoes. Para cilispides, apresentamos trés
caracterizacoes, correspondentes aos itens (a), (b) e (c) do Teorema 1.6.
Mostraremos a equivaléncia entre (a), (b) e uma quarta caracterizagido mais
técnica.

Como sempre, ¥ : R* — R? é uma fungao suave; seja p um ponto
critico do dominio.

Lema 1.8: .

As duas caracterizagoes para dobras e as trés para cispides sao invariantes
por composigoes com difeomorfismos locais no dominio e na imagem. Mais
precisamente, sejam « e J difeomorfismos locais de abertos em torno de p e
F(p): p satisfaz uma caracterizagdo para F se e somente se a™ ! (p) satisfaz
a mesma caracterizagio para So F o .

Demonstragio:

Para a caracterizagio por forma normal quer da deobra quanto da cispide,
o resultado é evidente. Vamos mostrar agora que se p & tal que
grad(det DF)(p) # 0 entdo a™* (p) satisfaz a mesma condigdo para foFoa:
por simetria, isto verifica a invaridncia do item (1) de todas as caracteriza-
¢oes restantes.
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Seja A = (grad det DF)(p) # 0; note que (det DF)(p) = 0. Vamos ver
que B = (graddet D(B o F o a))(a ! (p)) # 0. Para calcular B, usamos a
regra da cadeia e o fato que o determinante de um produto de matrizes é o
produto de seus determinantes:

det D(8 o F o a)(e” * (p)) = det DB(*) det DF(p) det Daf(x),

onde os asteriscos denotam expressdes dependendo de p. Tomande o
gradiente em p,

B = det DA(*) - (Dee(+))" A - det Da(+),

jé que (det DF)(p) = 0 (a notacio (Dc())” representa a transposta de
Da(«)). Temos entdo que B é diferente de zero, por ser o produto de
dois nimeros nio nulos (lembre que o e B sio difeomorfismos) pelo vetor
(De(#))™ A, também néo nulo pois A é diferente de zero e Dao(+) é inversfvel.

Contas andlogas mostram que D(f o F o @) é um produto de matrizes
X-DF-Y,onde X e Y sdo inversiveis. E ficil ver que o~ ! leva o conjunto
critico de F ao de fo Foa e que D(a') leva as retas K ¢ T para F' em
seus andlogos para B o F o o, mostrando assim a invaridncia do item (2) de
todas as caracterizagdes.

Vamos mostrar agora a invaridncia do item (3) da definigio original
de cispide. Sejam ¢(t) uma parametrizagio regular de uma vizinhanga da
curva critica perto de p com ¢(0) = p, e K(t) e T(t) o niicleo da jacobiana e
© espago tangente & curva em c(t). Sejam também v(t) € K(t) e w(t) € T(t)
néo nulos. Note que o determinante A(t) da matriz cujas colunas sio w(t)
e v(t) & igual a |w(t)||v(t)|sen(8(t)), cuja derivada parat =0 (e af 6(0) = 0,
pela definigdo de ciispide) vale A'(0) = |w(0)||v(0)]¢" (0), implicando A'(0) #
0 se ¢ somente se ¢ (0) % 0 — em particular, a escolha dos vetores v(t) e w(t)
(desde que ndo nulos) nio é relevante. A condicdo A’(0) # 0 é certamente
invariante por composigio por difeomorfismos i direita e & esquerda,

Finalmente, a invaridncia do item (3') é uma simples aplicagio da regra
da cadeia e fica como um exercicio. N

Nas demonstragdes, F vai sendo composta com difeomorfismos 3 direita
e & esquerda (sem perda das propriedades de cada caracterizagio, pelo
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lema), visando representagdes mais simples. As consideragdes a seguir sao
comuns ao tratamento de dobras e cispides.

Seja p um ponto critico de uma fungio suave F e suponha que
p satisfaz grad(det DF)(p) # 0. Sem perda, p = F(p) = (0,0) e
DF(0,0} = (]i g) isto se faz compondo F i direita e & esquerda
com transformagoes afins inversiveis (lembre-se que DF(p) tem posto 1).
Escreva F(z,y) = (u(2,y),v(z,y)). Considere ¢(z,y) = (u(z,¥),y): sua
derivada na origem é a identidade, logo, pelo teorema da funcio inversa, ¢
é um_ d:feornorﬁsmo numa, v1zmhan§a. da origem, e podemos substituir I
por F = Fo¢-', para a qual vale F( y) = (z,h(z,¥)), com o mesmo
comportamento de F na origem.

O conjunto critico de F é descrito pela equagao h, (z,y) = 0: em
particular, A,(0,0) = 0. Lembre-se que grad(det DF) # 0: assim,
(h.,(0,0), ”( 0)) # 0. O nicleo K em qualquer ponto critico é o
eixo vertical e a reta tangente T ao conjunto critico é gerada pelo vetor
(By, (x,9), —h.,(=,¥)). Assim, p é uma dobra se e somente se k,, (0,0) # 0.

Vejamos como ficam as caracterizagoes de cispide com estas coorde-
nadas. Usando (2) temos &,, (0,0} = 0 e portanto A, (0,0) # 0. Pelo Teo-
rema da Fungio Implicita existe uma funcio suave n com &, (n(y),y) = 0.
Dai, ¢{t) = (5(¢),t) é uma parametrizagio regular do conjunto critico. Note
que #'(0) = 0, derivando em ¥ a equagao acima.

Com esta parametrizacao, temos tan(6(t)}) = #'(t) (lembre-se que o
nicleo é sempre uma reta vertical) e §'(0) = "' (0). Assim, a origem é uma
clispide segundo nossa defini¢io original se e somente se 7 (0) # 0. Por
outro lado, (Foc) (1) = (n(t), A(n(t), 1)), (Foc) (t) = (n'(8), 1" (E)h. (n(8), 1) +
h, (n(t),t})) e (F oc¢)"(0) = (9'(0),0). Assim, também a condigio (3’
equivalente a 7' (0) 5 0, e demonstramos a equivaléncia entre {a) e (b) no
Teorema 1.6.

Derivando implicitamente, temos 7' (y)k., (7(y),y) +h,, (n{y),y) =0e

7" (0)h,,(0,0)+A,,,(0,0) = 0. Assim, a origem é uma cdspide se e somente
e hvyv (030) ?é 0.

Resumindo, para uma fung¢do da forma (z,y) — (z, h(2,y)) a origem &

uma dobra se e somente se h,, (0,0) # 0 e é uma ciispide se e somente se

h.,(0,0) #0,h,,(0,0)=0eh,,,(0,0) # 0. Em [W] é dada a demonstragio

I
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de que estas condigdes implicam as respectivas formas normais; daremos
aqui a demonstragio para dobras.

Demonstragio do Teorema 1.5:
Pelo lema, um ponto que satisfaz a caracterizacao por forma normal da do-
bra (isto ¢, o item (b)) necessariamente satisfaz a caracterizagio geométrica
(ou seja, o item (a)). Falta agora apenas demonstrar que (a) implica (b).
Pelo teorema da fungio implicita, ent3o, podemos definir uma func¢ao
em uma vizinhanga da origem tal que , (z,7(x)) = 0: em outras palavras,
o grafico de 5 é o conjunto critico de H. Vamos compor H com o difeomor-
fismo (z,¥) — (z,y <+ 7(z)) no dominio e (X,Y) = (X,Y — h(X,5(X))) na
imagem, obtendo assim uma nova fungio H para a qual

* a origem ¢ uma dobra de H segundo a caracterizagao geométrica,

H(0,0) = (0,0), DH(0,0) = (3 g) ,

o

(2:9) = (,h(z,¥)),
(%,0) =0e h, (2,0) =0,

™
I o=t

vy (%,%) # 0, numa vizinhanga da origem,

o conjunto critico de H é o eixo horizontal e sua imagem também é o
eixo horizontal.

Compondo se necessirio com ~Id no dominio e imagem, podemos
supor que h,,(z,y) > 0 em uma vizinhanga da origem. Note entio que
retas verticais vdo em verticais por H. Falta agora endireitar H em cada
vertical: uma familia unidimensional de problemas unidimensionajs. Pelo
comportamento de 4 em (z,0), podemos escrever

h(z,9) = y* g(z,y) = (y\/g(m,y)) "

onde g é suave (pela férmula de Taylor) e positiva. Agora, basta compor

H no dominio com o difeomorfisimo (z,9) = (z,9V g(z,¥)).
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Capitulo 2

Neste capitulo, apresentamos as ferramentas topolégicas béisicas que
serao empregadas no texto. Procuramos tornar o texto razoavelmente auto-
suficiente, mas utilizamos alguns resultados cldssicos que apresentamos sem
demonstragio.

Sec¢do 2.1: Recobrimentos e grau topolégice em S*

Um subconjunto X de R" é conezo por caminhos se, dados dois pontos
x ey de X, existe v : {0,1] — X continua com v(0) = x e v(1) = y
— 4 € um caminho entre x e y. Um subconjunto X de R* é conexo se,
dados abertos disjunto A e B com X C AUB tem-seque X C Aou X C B.
Para subconjuntos abertos de R", as duas definigoes acima sao equivalentes

([L1]).

Sejam F e X subconjuntos conexos por caminhos de R" com a topolo-
gia induzida, e 7 : E — X uma sobreje¢ido continua. Dizemos que F é um
espago de recobrimento de X por w, ou que w : E — X é um recobrimento,
se para todo ponto z € X existir uma vizinhanca V de z tal que = restrita
a cada componente conexa de 7~ '{V) é um homeomorfisme. Referéncias
para espagos de recobrimentos sao [L2] e [Ma], onde podem ser encontradas
todas as demonstragoes omitidas nesta segao.

Um primeiro exemplo unidimensional é o recobrimento do circulo pela
reta. Mais precisamente, seja S!' o circulo unitirio, isto é, o conjunto de
pontos (z,y) no plano para os quais 2> + > = 1. Seja Il : R — S' o
recobrimento canénico de S' por R definido por ¢ — exp2nit, onde ¢ é
o nimero complexo habitual e estamos fazendo a identificagiao costumeira
entre os niimeros complexos e o plano. Note que se II{t) = p, as pré-imagens
de p sao exatamente os pontos da forma ¢ -+ &, k inteiro.

Um outro exemplo ¢ a fungio I : C — {0} — C — {0} dada por
F(2) = 2z*, onde n é um inteiro positivo (C é o plano complexo). Neste
caso, as pré-imagens de cada ponto sdo suas n n-ésimas raizes. Um outro
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exemplo é a fungio exp: C — C — {0}, onde cada ponto da imagem tem
infinitas pré-imagens.

Se E recobre X via 7, ¢ temos uma funcio continua ¢ : 2 — X,
chamaremos de levantamento de g a uma funcio contfnua § : Z — E
satisfazendo g = 7 o §.

Teorema 2.1 (do levantamento de caminhos):

Sejam Z = 0,]]ou Z =R e E, X, r e g como acima. Sejam z, € Z,
& € K tais que n(e,) = 9(% ). Entio existe um dnico levantamento § de ¢
com §(z,) = ¢,.

Este resultado se generaliza para qualquer Z simplesmente conexo (esse
conceito vai ser definido mais adiante).

Teorema 2.2 (da ordem de um recobrimento):
O niimero de pré-imagens de um ponto qualquer z € X pelo recobrimento
7 : E — X independe de z.

Demonstracio:

Sejam z e ' em X. Ligue os dois pontos por um caminho e, e utilize o Teo-
rema 2.1 para construir caminhos ligando pré-imagens de z a pré-imagens
de z', obtendo assim uma, bijecdo entre os dois conjuntos de pré-imagens. N

Este ndmero de pré-imagens é a ordem do recobrimento. A técnica
de levantar caminhos, que utilizamos pela primeira vez na demonstragio
acima, serd usada muitas vezes no texto, para fins tedricos e numéricos.

Sejam X e V subconjuntos de R* com a topologia induzida. Uma
homotopia entre duas fungdes continuas f e gde X em ¥ é uma fung¢ao
continua H : X x [0,1] — ¥ tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x),
para todo x € X. Um conjunto X é simplesmente conezo se toda fungao
continua f : S* — X ¢ homotdpica (em X!) a uma fungio constante. Por
exemplo, o disco unit4rio em R? ¢ simplesmente conexo, j4 que toda fungio
tomando valores no disco pode ter seus valores multiplicados por escalares
cada vez menores até se tornar constante igual a zero. Analogamente, R,
R x [0,1] e R? sio simplesmente conexos. K um pouco mais dificil ver que
a esfera unitiria em R® também & simplesmente conexa.

Teorema 2.3: Seja £ um recobrimento de um conjunto simplesmente
conexo X por uma funcio 7. Entio 7 é um homeomorfismo.
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. Seja f: 8" ~» §' uma fungdo continua. Dizemos que uma funcio
S iR — R é uma suspensdo de f se f é continua e IIo f = foII, onde I
é o recobrimento candnico de §' por R. Ou seja, f é um levantamento de
J oIl. Observe que duas suspensoes diferem por um nimero inteiro.

A dnica dificuldade para calcular o valor de uma suspensao f em um
ponto vem da existéncia de virias pré-imagens por II. Entretanto, por
continuidade, uma vez que sabemos o valor de f em um ponto, os valores
numa vizinhanga pequena desse ponto estdo determinados. Quao pequena
deve ser essa vizinhanga? Considere pontos z, ¢ z, de R contidos num
intervalo de tamanho 1, com imagens por I dadas pelos pontos p, e p,
tais que a imagem por [ do arco p,p, subentende um Angulo entre —7 e
m. Se a é o ngulo subentendido pelo arco f(p,)f(p,) contido em f(p,p,),
tomamos o entre —m e 7 e para uma suspensio qualquer f temos f(mo) —
f(z) = a/2r. Em particular, levando em conta as distincias entre as
pré-imagens por IT de um ponto f(p, ), é f4cil ver que se o arco p, p, satisfaz
a propriedade acima, entiao a partir de f(:co), fica determinado f(a:l) na
pré-imagem z, de p, que dista menos do que um de z,. Em resumo,
f num ponto z, pode ser calculado a partir de um valor inicial f(a:o),
obtendo os valores do levantamento para varios pontos intermedidrios entre
z, e z, suficientemente préximos. Essa construgdo é praticamente uma
demonstragao da existéncia de um levantamento da funcio f o IL.

Note que uma suspensio f satisfaz f(a: +1) = f(z) + & para algum
inteiro k£ que independe de z € R. Pelo teorema acima, esse inteiro sé
depende de f e ndo da suspensdo utilizada, e é chamado de grau topoldgico
de f, ou grau(f). Do parigrafo anterior, obtemos uma maneira concreta
de calcular o grau: escolha um p qualquer no dominio de f, considere
uma pré-imagem z de p por II, e a partir do valor de f(z) (por sua vez,
uma pré-imagem qualquer de f(p) por II), obtemos o valor de f{z + 1).
Uma maneira alternativa de calcular o grau de uma fungao é a seguinte.
Distribua pontos py,p,,...,p. = po no sentido anti-horario pelo dominio
de f de modo que a imagem do arco p;p;, , por f é um arco de comprimento
menor que 7. A variagio de argumento dos vetores do plano f(p;) e f(p;.)
determina entio um ingulo cstritamente entre —7m e w. O grau de f é a
soma total das variagoes dividida por 2m: verifique! Diremos que o grau
topolédgico calculado dessa maneira é obtido por aprozimagdo discreta de f.
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Vamos considerar um exemplo importante e simples, a fungdo f de S*
em S*, que leva (cos 2mt, sen2nt) a (cos 2nnt, sen2mnt). E ficil ver que sua

~

suspensdo f : R — R é dada por f(t) = nt, e assim seu grau ¢ igual a n.

Diremos que uma fungdo f: §* — §* € suave se sua suspensio f o ée
definimos f'(Ilt) = f*(t) (observamos que f(t + k) = f(t) + nk, para todo
inteiro k, onde n = grau(f)). Para funcdes suaves, o grau topoldgico pode
ser definido por uma caracterizagio diferencial Seja ¢ um valor regular de
f+8" — 8§, isto é, um ponto da imagem de f com um ndmero finito de

pré-imagens p, ,...,p, nas quais a derivada de f nao se anula Entao temos

grau(f) = D sgn(f'(p.)).

E<itn

Este fato é evidente ao considerarmos a Figura 2.1. A existéncia de um
valor regular para fungdes suaves segue do Teorema 1.3 (n=1).

Na Figura 2.1, damos o grifico de uma suspensio f de f restrita ao
dominio [z,z + 1]. O ponto y & tal que II(y) = g, de forma que as outras
pré-imagens por Il de ¢ sio da forma y+ inteiro. Os pontos z; sio tais que
I(2:) = p;. Considere a variagio de [f{t) — 3], onde os colchetes denotam
a parte inteira de um ndmero. Este valor muda exatamente nos pontos
T; com uma variagdo de sgn(f'(p;)): o resultado agora é imediato. Uma
conseqiiéncia da equivaléncia das duas definicdes é que a segunda independe
da escolha de gq.

Exercicio:
Use a férmula acima para calcular novamente o grau da funcao
f(cos 2wt sen2nt) = (cos 2mnt, sen2mnt).

Sejam [ e g fungdes de S* a S* homotépicas. Seja [ : §* x[0,1] — S*
uma homotopia correspondente. Seja ¥ : Rx [0,1] — $*, dada por ¥ (s, t) =
H(II(s),t). Como j4 mencionamos apés o Teorema 2.1, qualquer fungao com
dominio simplesmente conexo admite um levantamento. Seja portanto ¥
um levantamento de ¥, que chamaremos de H , pois para cada ¢t fixo, H (-, %}
¢ uma suspensdo de H(-,t). O grau topolégico das fungdes H(.,t) é dado
por H(s+1,t)—~ H(s,t), que é inteiro, logo constante. Demonstramos assim
a proposicao abaixo.
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Proposicao 2.4:
O grau topolégico é invariante por homotopias, isto é, duas fungoes ho-
motdpicas f ¢ g de S' em S tém o mesmo grau.

Uma conseqiiéncia desta proposigdo é que S' nio é simplesmente

conexo: a identidade tem grau um, logo ndo pode ser homotépica a uma
fungao constante, que tem grau zero.

Seja f : [a,b] — §' uma fungdo continua com f(a} = f(b). Ob-
viamente, existe uma tnica fun¢io contfnua f : §* — S' satisfazendo
f(l’[((:n —a)/(b—a))) = f(z). Isto nos diz que podemos interpretar f como
uma fungio f de § ‘v em S*. Em particular, podemos nos referir ao grau de
[, grau(f) = grau(/f).

Quando f(a) = f(b) = f(c}), j4 vimos como interpretar f como uma
funcao de S' em S'. Podemos também, entretanto, interpretar fl[a.c] ou
flio.s) como fungoes de S* em S*.

A partir de agora, nao distinguiremos as duas fungoes f e f, e pas-
saremos livremente de um para outro ponto de vista. Observamos que a
suavidade de f em g = b é equivalente a existéncia e igualdade das derivadas
laterais de f em a e b.

Um homeomorfismo de S' em S' preserva orientagdo se ao percor-
rermos o dominio em um sentido, a imagem é percorrida no mesmo sentido;
caso contrario, diremos que o homeomorfismo reverte ortentacdo.

Na proposigio a seguir estio listadas algumas propriedades do grau
que usaremos neste texto.

Proposigio 2.5:

(a) Sejam f e g fungdes de S* em S*. Entio grau(fog) = grau(f)grau(g).
(b} Seja f : [a,b] — S* com f(a) = f(c) = f(b). Entdo grau(f),.,) +
grau(f|, ) = grau(f).

(c) Todo homeomorfismo que preserva orientagao de S' em S' tem grau
1. Homeomorfismos que revertem orientagao t€m gran —1.

Demonstragio:
Para o item (a), observe que a suspensdo de fog é a composi¢io das
suspensoes de f e de g. Se f tem grau n e g tem grau m, temos g(z + 1) =

25



d{z)+me f(y + k) = f(y) + kn. Portanto, f o gz +1) - fo §(z) = mn,
que é o grau de fog.

O item (b) decorre trivialmente do fato que o grafico de uma suspensio
de f é obtida justapondo os grificos de suspensoes de fliaret € flic.sy» como
na Figura 2.2.

Para o item (c), considere uma suspensio f de um homeomorfismo
[ que preserve orientacio. A funcio f € estritamente crescente e satisfaz
f(a: +1) = f(a:) +n, onde n é o grau de f. Se n > 1, existe y entre z e
z -+ 1 com f(y) = f(a:) + 1, contrariando a injetividade de f. O outro caso
é anélogo, N

Decorre trivialmente desta proposigio que se f : §' — §* é continua e
: 8 — S é um homeomorfismo que preserva orientacao, entio grau(f o
n cao,

n) = grau(f).’
Secdo 2.2: Voltas e giragdes

Pelo famoso Teorema da curva de Jordan ([Mu]), uma curva fechada
simples decompde o plano em dois conjuntos, o lado de dentro e o lado de
fora da curva. Um disco é um subconjunto fechado do plano limitado por
uma curva normal fechada simples e um anel é um subconjunto fechado
do plano limitado por duas curvas normais fechadas simples, uma dentro
da outra. O disco D' é equivalente a D se existir um homeomorfismo ¢ :
D" — D, que é um difeomorfismo entre os interiores de ' e D). De forma
um pouco mais geral, um disco com k buracos é um subconjunte do plano
limitado por & + 1 curvas normais fechadas simples ', ...,T,, onde todas
as curvas I';,7 # 0 estdo dentro de Ty, mas nunca dentro uma da outra.
Note que um disco e um anel sio casos particulares desta definicio. Dois
discos com k buracos sio equivalentes se existir um homeomorfismo entre os
dois que é um difeomorfismo em seus interiores. Vamos precisar do seguinte
resultado técnico.

Teorema 2.6:
Todos os discos com k& buracos (k=0,1,...) sdo equivalentes.
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Em [N], é dada uma classificagio de discos com k burac,os por um tipo
especial de difeomorfismo, as transformagdes conformes. X ficil a partir
deste resultado demonstrar o teorema acima. Em particular, qualquer disco
com um buraco é equivalente ao anel entre dois circulos concéntricos.

Vamos definir o conceito de nimero de voltas w(,q) de uma funcio
continua v : §* — R® em torno de um ponto g nao pertencente i imagem
de v: w(v,q) é o grau da fungdo (continua) ¥(f) = (v(8) — q)/|7(8) — g de
S* em S'. Seja 5 : 5' — $' um homeomorfismo de grau 1. Entdo ¥ para
v o7 é obtida compondo a fungio ¥ para ~ com 7, logo pela observagao no
final da segio anterior, w(y o 7,q) = w(v,9). Em particular, se T é uma
curva normal fechada, o nimero de voltas em torno de um ponto de uma
parametrizagao v de I' s6 depende da orientagio determinada por 7. Por
isso, definimos o nimero de voltas de uma curva orientada em torno de um
ponto como o nimero de voltas de uma parametrizacio da curva orientada.

O nimero de voltas das curvas em torno dos pontos A, B, C,De E
na Figura 2.3 sio respectivamente 0, 1,0, 1 e 2.

Proposicio 2.7:
O ndmero de voltas satisfaz as propriedades abaixo.

(a) Seja v : [a,b] — R® — {¢} uma fungio contfnua e ¢ € (a,b) tal que
1(a) = v(c) = (b). Temos

W(1,9) = W(Vac)» @) + w7l 9)-

(b) Seja A um disco com k buracos com fronteira externa Iy e fronteiras
internas T';, todas orientadas no sentido anti-horrio. Sejam v, uma
parametrizacao de I'; para cada i, Seja ¢: 4 — R? — {g¢} uma funcio
continua, Entio

w(¢°7u;§') = Z w(qso']’;:Q)'

1€igk

(¢} Sejam dois pontos g e ¢’ na mesma componente conexa do complemento
da imagem de v. Entdo w(~,q) = w(v,q').

Demonstracgio:
O item (a) segue dirctamente do item (b) da Proposigio 2.5.
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Considere duas fungoes v, e 7, que admitem uma homotopia H tal
que o ponto g ndo estd na imagem de H. Entdo w(v,,q) = w(v:,q), pela
Proposicao 2.4 aplicada & fungio ¥ acima. Da mesma forma, sejam D
um disco, ¥ uma parametrizagao de dD e ¢ : D — R* — {g} continua.
Use o Teorema 2.6 (com & = 0) para obter um difeomorfismo ¢ : D — D,
preservando orientagio, onde D, é o disco unitirio e seja ¢, : D, — R* —{q}
com ¢ = ¢, o1P. A fungio 1) o v é um homeomorfismo de grau 1 de S* em
S*, e assim temos w(¢ o v,q) = w(g, oY o v,q9) = w(po|s:,q). Seja H :
S x [0,1] — R* — {q} definida por H(p,t} = ¢, (tp): H é uma homotopia
de ¢, |s+ a uma fungio constante, logo w(dov,q) = 0.

Estamos agora prontos para demonstrar (b). Use novamente o Teorema
2.6 para supor, sem perda, que A é como indicado na Figura 2.4 e que
existe uma homotopia entre a curva exterior I', e a curva I na Figura 2.4.
Pela invaridncia de w por homotopia, w(¢ o ~v,q) = w($ o v,,q), onde v é
uma parametrizagdo de T'. Por (a), w(dov,q) = X, .., w(dov,q) +
> i<kt w(¢ o B;,q), onde f; sio parametrizagoes das curvas fechadas
B; mostradas na Figura 2.4, Pelo pardgrafo anterior, w(¢ o 3;,¢9) = 0, j&
que B; é o bordo de um disco contido em A.

O item {c) também segue da Proposigao 2.4 observando que ao variar-
mos continuamente de g a ¢, sem passar por I', o ponto em relagao ao qual
w é calculado, a fungio ¥ descreve uma homotopia, mantendo portanto seu

rau.
g [ |

Das proposi¢oes acima, o numero de voltas de uma curva normal
fechada simples I' ao redor de um ponto p do lado de dentro dela é +1,
dependendo da curva estar orientada no sentido anti-hordrio ou horario.
Para ver isto, tragamos ao redor de p um pequeno circulo I", orientado
no mesmo sentido que I. Pelo item (b) da proposigdo acima (k = 1),
w(l', p) = w(I",p) — para I, o cdlculo do nimero de voltas é trivial. Por
outro lado, o nimero de voltas da curva ao redor de um ponto do lado de
fora dela é zero: use o mesmo item (b) com & = 0.

Vamos agora definir a giragdo de uma fungio continua localmente
injetora ¥ : §' — R?. Para uma < suave com derivada n3o nula, a
giragao serd o nimero de voltas de vetor unitirio tangente & imagem de
7, isto é, o grau da fungio de §' em S* dada por ¥ (¢)/]y'(t)]. Veremos
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no Lema 2.8 que ans=te oy parametrizagao de uma curva normal I, sua
giracao sé dopoi - . orientagio de I isto nos permite definir a giragao
de uma curva orientada. Assim, percorrer um circulo uma tnica vez no
sentido anti-hordrio vai corresponder a uma giragao igual a um, e no sentido
horério a uma giracio igual a menos um, e percorrer uma figura oito (em
qualquer sentido) corresponderd a uma giragio igual a zero. Para as curvas
(ndo regulares) na Figura 2.3, percorridas no sentido indicado, a giragao ¢
respectivamente um e dois.

Em geral, seja v : §* — R* uma fun¢io continua localmente injetora.
Para cada ponto p € §!, existe um § positivo para o qual 4 & injetora
no intervalo (p — 6,p + 6) e portanto, pela compacidade de S', podemos
escolher um § comum a todos os pontos p. Seja

p(p) = (v(p + 8} — v(p)}/|v(p + 8) — 4(p)|.

A giragdo t(v) da fungio 4 é o grau topolégico da aplicagio p.

Lema 2.8:

{a) A giragio est4d bem definida, isto &, independe da escolha de § , para 6
suficientemente pequeno.

(b) Se y:8* - R® é mansa e 7 :8' — §' é um homeomorfismo, entio
7(yo5) = +r(y), dependendo de 7 preservar ou reverter orientagio.

(c) 8e v é uma parametrizacio simples de um circulo, entdo 7(y) = =+1,
dependendo de ~ preservar ou nio orientagao,

Demonstracio:

Seja A : §' — R continua com 0 < A(p) < 8, para todo p € $*: temos

v(p+A(p)) # +(p). Podemos entdo considerar a fungao continua p, : §*' —
1

_ e+ Alp)) — (p)
P ) = Lo A0 —1()]

Temos grau(p) = grau(p, ): de fato, p e p, séo homotépicas por

P+ (1~ 1)8 + tA(p)) — 4(p)
[¥(p + (1 = )6 + tA(p)) — v(p)|’
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Vemos assim em particular, que a giragio independe da escolha de § (ou de

A).

Para demonstramos (b), sejam §, > 0 e § > 0 suficientemente pequenos
de maneira a poderem ser usados no cdlculo da giragiao de yo 7 e de v,
respectivamente, e tais que A(p) = 5~ *(n(p) +8) — p < §, para todo p.
Seja p;., definida como acima. Temos entdo que p,, % = p, ..., 0 que,
usando a Proposi¢ao 2.5, demonstra a afirmagao.

Finalmente, é claro que, se v é uma parametrizagio simples de S*,
entao v é um homeomorfismo de 5!, logo, pelo que j4 foi provado, 1 =
7(Id) = r{yo~7') = £r(y). Por outro lado, toda parametrizagio simples
de um circulo qualquer é a composi¢io de um homeomorfismo de S* com
uma fungao da forma T(p) = Ap+p,, parape R*, A > 0 e p, € R® uma
constante. |

Como a giragdo independe de §, temos claramente que se v é uma
funcao suave com derivada nio nula entdo () é o grau de p — ~' (p) /| (p)|.

Proposicio 2.9:
A giracdo satislaz as propriedades de aditividade abaixo.

(a) ‘Sejam 7 : [a,b] — R* uma fungéo satisfazendo y{a) = v(c) = ~(b),
para ¢ € (a,b}. Suponha que v é mansa (interpretada como funcio de
dominio §*) e suave com derivada ndo nula em a = b e ¢. Suponha
ainda que v'{a) e v'(c) sdo linearmente independentes, isto é, que a

auto-intersegdo em questao é transversal. Temos

(¥) = 7(ane)) F 7(Verur)-

(b) Seja A um djsco com k buracos, com fronteira exterior I, e fronteiras
interiores I';, todas orientadas no sentido anti-hordrio. Sejam 5; uma
parametrizagdo de I'; paracadaie ¢ : A — R’ imersdo (suave). Entdo

r(pov.)= Y. t(doT.)—(k— 1)sgn(det(Ds)).

1€i<k

Demonstragio:
Seja v(t) = (u(t},v(t)). Suponha sem perda de generalidade, que (a) =
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1{c) = ~v(b) = (0,0) e, dada a transversalidade da auto-intersegio, que
uw(a) = u'(b) e w(c) sdo positivas, como na Figura 2.5. Pelo Teorema
da fun¢ao implicita, existe uma vizinhanca em torno da origem na qual
podemos definir duas fungdes suaves Y, e ¥, tais que ¥, (u(t)) = v(t) se ¢
estd préximo de a ou b, e Y, {u(t)) = v(t) se t estd préximo de ¢. Sejam
M, ¢, ¢ e b, reais positivos tais que 2arctan(M) + e < m, para |t — a| < §,,
|t —¢f < & ou |t —b| < 6, vale |u(t)] < € e para |z,|,|z,| < ¢, valem
V2 ()] < M, [¥;(a0)| < M, [¥: (z0) - V(2] < ¢ ¢ [V (30) - Vi (m)] <.

Seja 6, > 0 pequeno o suficiente para podermos usi-lo no calculo da
giragao de v e § = min{4,,4, }. Usando este 8, definimos p, ,, p., ) ©
Ple.y COMO acima para 7, V||, € V|i...;- Vamos conmderar suas suspensoes
Pla.bls Pla.c] © Ppowy- A fungdo f, ,, tem como dominio o intervalo [a,b] e
() = Pla.sj(b) — Pla.py(a). Férmulas andlogas valem para os outros dois
casos. Note que, como na Figura 2.6, ., coincide, a menos de uma
constante aditiva inteira, com p, ., no intervalo [a,c — §]. Analogamente,
Pla.s coincide, novamente a menos de constante aditiva inteira, com j, ,
em [c,b — §|. Falta assim provar que

Bra.o () = Plas) (b= 8) + pluy (€) = Blasy(c — 8) =

Ple.s) (6) -~ ﬁu.u(b —&) + 5[a.=|(c) - ﬁ[d,c](c - 5)-

Provaremos isto subtraindo um termo do outro e provando que a resposta é
um inteiro de mddulo menor do que 1, logo zero. Esta diferenga é um inteiro:
ela é obtida somando e subtraindo as trés giragées envolvidas (cancelando
termos).

Vamos mostrar agora que |7, ., (8) — f... (b—5) . Sejab—6 <t <
b. Temos tan(2wp,, ,(t)) = (v(t+6—b+a)—v(t))/(u (t+6 b+a)—u(t)) =

Y/ (z), para algum z, —¢ < z < ¢, pelo teorema do valor médio. Assim,
para valores de t neste intervalo, tan(2mp,, , (t)) assume valores apenas
em um intervalo de tamanho menor que ¢. Como a fungio tangente tem
derivada sempre maior do que 1, g, , () novamente assume valores apenas
em um intervalo de tamanho menor do que -, demonstrando a alirmagao.

Analogamente, |, , (c) = fj..»(c —6)] < =

Mostremos agora que |§. ., (b) — §...,(b — 6)| < M. De fato,
para b— 6 <t < b, temos tan(2mp, ,,(t)) = (v{t +6 - b+ c] —v(t))/(ul(t +
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6 — b+ c) — u(t)), donde |tan(27p, ,,(t))] < M, novamente pelo teorema
do valor médio, implicando trivialmente a desigualdade acima. Finalmente,
de forma andloga, |§, . (¢) — f..q(c - d)| < e} O item (a) estd
demonstrado, fazendo uso da relagio entre M e e.

Seja A o anel limitado por C, e C,, circulos centrados na origem, com
raios 1 e 2, orientados no mesmo sentido. Sejam -, e 7. parametrizagdes
de C; e C, que preservam as orientacoes dadas e G : A — R? uma funcao
suave sem pontos criticos. Afirmamos que 7{Gov,) = (G o . ). De fato,
seja p, : §' — R’ uma parametrizagio regular simples de C, preservando
a orientagao dada, e para cada r entre 1 e 2, seja p, = ro . E claro que
(G’ o p,)' nunca se anula, e portanto H{p,r) = ((G‘ o0, ) (2))/I(G o p.) (p)]
é uma homotopia entre H (-, 1} e H(-,2). Pela invaridncia do grau por
homotopia e a definigio de giragio, r(Gop, ) = r(G © p,). Pelo Lema 2.8,

T(Gom)=1(Gop)=7(Gop,) =1(Gon,), pois os pares de funcdes ,
P1 € Yz, p; induzem respectivamente as mesmas orientages em C, e C,.

Seja C uma curva normal simples orientada positivamente, ¢ v uma
parametrizagdo de €. Se D é o disco limitado por C e F' : D — R* §
uma fungao suave sem pontos criticos, entdo 7(F o) = sgn det(DF), que é
constante, porque F' ndo tem pontos criticos e D é conexo. De fato, seja P
um ponto qualquer do lado de dentro de C. Como p nio é ponto critico de
F', podemos tomar um circulo pequeno C, em torno de p de tal forma que
F~'(Cy) contém uma curva regular simples fechada C, tal que Fl;, 6 um
homeomorfismo sobre C,. Seja v, uma parametrizagio simples de C, que
preserva orientagao positiva de C,. Usando agora o Teorema 2.6 ¢ o Lema
2.8, concluimos que 7(F o~) = #(F o v,). Por outro lado, F o+, é uma
parametrizagao simples do circulo C, e portanto T(Fo~,) = %1, pelo Lema
2.8. E facil ver que o sinal é o de det(DFY), ji que v, preserva a orientagio
positiva.

Para o item (b}, suponha sem perda que nosso disco com & buracos
é como mosirado na Figura 2.4. Como na proposigio 2.7, existe uma
homotopia regular levando a curva I, para a curva auxiliar T’ indicada
na Figura 2.4. Observamos que, como ¢ é nma imersio e as intersegdes da
curva auxiliar y sdo transversais, podemos aplicar o item (a) para decompor
a giragdo de ¢(I') na soma das giragdes de 2k - 1 curvas. Pelo pardgrafo
anterior, a giracdo das curvas adicionais é igual a —sgn det(Dég). N
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A giragio de uma curva normal fechada, simples é -1, dependendo de
sua orientagdo — isto é exatamente o item (b) para k& = 0.

Exercicio:

Seja A um disco com k buracos, com bordo externo I'; orientado po-
sitivamente, e bordos internos I'; orientados negativamente. Sejam ~,
parametrizacGes de T';, respeitando as orientacdes.

(a) Seja ¢ : A — R® — {p} continua. Mostre que

Z w(qﬁo’}"-,p) = 0.

0<i<k

(b} Sejad: A — R* uma imersio suave. Mostre que

Z (¢ o) = +(1 - k),

0gi<k

e determine o sinal correto,

Vamos apresentar ainda outra maneira de calcular a giragio: a de-
composicio de Seifert. Dada uma familia normal de curvas fechadas
orientadas, obfemos uma famfilia de curvas simples fechadas pelo seguinte
processo: cada arco entre duas intersecSes continua a existir com a mesma,
orientagdo mas sempre que chegarmos a uma intersego dobramos & direita
ou esquerda, de forma a respeitar as orientacdes. As curvas simples assim
obtidas sé se interceptam em pontos isolados (as antigas intersegGes) mas
af nunca se cruzam.

Proposicio 2.10:

Suponha, que a decomposigao de Seifert de uma familia normal de curvas
fechadas e orientadas dé origem a m curvas simples orientadas no sentido
anti-hordrie e n outras curvas simples orientadas no sentido horario. Entao
a soma das giragdes das curvas da familia é m — n.

Demonstracio:

Lembre que a giracio de uma curva simples é +1, dependendo de sua
orientagdo. Devemos assim mostrar que a decomposi¢ido de Seifert nio
altera a giracdo total da familia. Isto ¢ inteiramente andlogo ao item (a)
da Proposigdo 2.9: devemos fazer as mesmas estimativas de como os § se
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modificam préximo a cada auto-intersegio. B

Por exemplo, a curva na Figura 2.7(a) se decompde em curvas como
em 2.7(b), e tem giragdo igual a 3.

A seguir, algumas propriedades simples da decomposigio de Seifert.

Proposigdo 2.11:
Seja I' uma curva normal fechada orientada.

(a) SeT nao é simples, entdo tem mais de um ciclo de Seifert.

(b) SeI sé tem ciclos de Seifert orientados positivamente, entdo sua giragao
é estritamente positiva.

(c) SeI' 56 tem ciclos de Seifert orientados positivamente ¢ sua giragdo é
igual a 1, entdo T é simples.

Demonstracdo:

Counsidere a fronteira da componente ilimitada do complemento de I': se ela
tiver uma orientaco consistente, ela forma um ciclo de Seifert que s6 pode
ser a curva toda se ela for simples. Por outro lado, se tivermos trechos desta
fronteira com orientagdes opostas, eles devem pertencer a ciclos de Seifert
distintos. De fato, a orientagio de um segmento da fronteira da componente
ilimitada determina a orienta¢io de seu ciclo de Seifert, pois a orientagio
deste arco diz de que lado fica a componente ilimitada do complemento do
ciclo, o que determina sua orientagio. O item(a) decorre do fato que a
alteracdo da primeira intersecio separa a curva em duas.

Os itens (b) e (c) agora sdo imediatos. n

Segido 2.3: Grau topolégico de fungdes préprias no plano

Uma fungdo F : R® — R’ contfnua é prdpria se a imagem inversa
F~*(K) de todo conjunto compacto K do plano também é compacta. E
facil ver (exercicio!) que F' é prépria se e somente se lim,.. .. |F(p)| = oo.

Seja F' uma fungio contfnua prépria do plano no plano e p um ponto
do plano. Note que, como F é prépria, as pré-imagens de p formam um
conjunto compacto, logo limitado, do plano.
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Nosso objetivo agora é definir o grau topolégico de uma funcao prépria
no plano. Para fungbes de S' em S*, vimos na segdo 1 mais de uma
caracterizagdo do gran: por meio de suspensdes (que chamaremos de uma
caracterizagio homotdpica) e por meio da contagem (com sinais) de pré-
imagens (que chamaremos de uma caracterizagio diferencial).

O resultado a seguir relaciona um ingrediente homotdpico com um
diferencial no caso de fungdes do plano no plano.

Teorema 2.12;

Sejam F : R* — R’ uma fungio suave prépria, ¢ € R* e v uma
parametrizagao de uma curva fechada normal simples I' orientada posi-
tivamente tal que todas as pré-imagens de ¢ estio do lado de dentro de

I.
(a) O inteiro w(F o+,q) independe de v ¢ q.

(b) Se g é um valor regular de F entio

w(Fov,q)= Y, sgndet(DF(p)).

Flp)=g¢

Demonstracio:

Para o item (a), sejam ¢ um ponto qualquer do plano e T, e I, curvas
fechadas normais e simples envolvendo todas as pré-imagens de q. Seja
I'; um grande circulo envolvendo I, e I',. Sejam «; parametrizacoes de
;. Pelo item (b) da Proposicao 2.7, (para k = 1) w(F o, },q) = w(F o
% ),q) e, analogamente, w(F o1,),q) = w(F ov,),q), e concluimos assim a
independéncia na escolha de ~.

Seja entdo gr{q) = w(F o ~,q), onde v é uma parametrizacio de uma
curva fechada normal simples envolvendo todas as pré-imagens de ¢. Vamos
provar que gr ¢ localmente constante no plano, logo constante. Seja ¢ um
ponto qualquer do plano e seja V uma bolinha fechada centrada em q. A
pré-imagem de V por F é compacta, j4 que F é prépria. Escolhemos uma
7 envolvendo todo o conjunto F'~' (V). Assim, F o~ nio passa por V, logo
w(F ov),q) = w(F on),¢), onde ¢ é qualquer ponto de V', pelo item (c)
da Proposigao 2.7.

Para o item (b), seja D o disco limitado por T'. Pelo teorema da fungio
inversa, podemos tomar pequenas bolas B, ao redor de cada pré-imagem p
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de ¢ tais que, restrita a cada uma delas, a fungio F é um difeomorfismo.
Sejam f, parametrizagoes de B,, orientadas positivamente. O conjunto
A=D-U Fip)=¢ Br ¢ um disco com buracos e a ele aplicaremos o item
(b) da Proposi¢do 2.7 — note que w(F o f,,q) = sgndet(DF(p)). Assim,
provamos a igualdade do enunciado do teorema. B

Definiremos o graude F, grau{F), como sendo o inteiro descrito de duas
formas no teorema. Existem valores regulares g de F pelo teorema de Sard
e a caracterizagao homotdpica do grau (e os argumentos de independéncia
acima) ndo fazem uso da suavidade de F. Note que o ndmero de pré-
imagens de um valor regular ¢ é pelo menos igual a |grau(F)| e tem a
mesma. paridade,
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Capitulo 3

Neste capitulo finalmente definimos as fungées que nos interessam,
comegamos o estudo de seu comportamento global e vemos alguns exemplos.

Secdo 3.1: Fungdes cordatas

Neste texto, consideraremos apenas fungdes F : R®* — R? suaves
satisfazendo as propriedades abaixo:

(1) F é prépria,
2

(2) o conjunto critico C' de ¥ é limitado,
(3) todo ponto critico é uma dobra ou uma clspide,
(4)

4) F(C) é uma familia normal de curvas.

Tais fungbes serdo chamadas de cordatas. Lembre que (3) implica que
zero € valor regular de det(DF). Fungdes que satisfazem (3) sio fung¢des de
Whitney, que demonstrou em [W] sua abundancia no conjunto de todas as
fungées suaves do plano no plano. Para elas, a existéncia de valores regulares
é trivial: eles sao o complemento de F(C), um conjunto compacto.

Como ja vimos, ' é formado por curvas regulares. Por (2), estas
curvas sio fechadas e em ndmero finito (note que curvas diferentes nio
podem acumular em um ponto do plano, por (3)). Por (2) e (3) também, o
nimero de cdspides ¢ finito. O nimero de pré-imagens de qualquer ponto
também ¢ finito: a imagem inversa de um ponto tem que ser compacta por
(1), e s6 contém pontos isolados, pelo comportamento de F perto de pontos
regulares, dobras e cispides.

Como veremos, o comportamento de uma fugio cordata F' é bastante
estruturado. Para descrevé-lo, consideraremos o conjunto ¥ = F~'(F(C)),
a florde F. Por (1) e (2}, F(C) e 7 sdo limitados. Se S é um subconjunto
de R?, as componentes conexas de R* — S serdo chamadas de placas de S.
Assim falaremos de placas de C, de F'(C) ou de 7. Nos trés casos, existe
uma dnica placa ilimitada. A imagem de uma placa de ¥ esti sempre
contida em uma tnica placa de F(C).
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Teorema 3.1:
Seja F cordata, E uma placa de 7 e X a placa de F(C) que contém F(E).
Entao E é um recobrimento de ordem finita de X por F.

Demonstragio:

Vamos comegar vendo que F(F) = X. Como E se compde de pontos
regulares, F'(E) é um aberto, pelo teorema da funcio inversa. Agora,
basta provar que F(E) é fechado em X, e a sobrejetividade de F segue por
conexidade. Considere uma seqiiéncia de pontos z, = F(e,) convergindo
az € X. Como F é prépria, existe uma subseqiiéncia dos e, convergindo
para um ponto e no fecho de E, tal que F(e) = z. Pela definicio de placas,
e tem que estar em E, logo z € F(E).

Agora, dado um ponto # € X, devemos encontrar um aberto V
contendo x tal que F restrito a cada componente conexa de F- ! (V) é um
homeomorfismo. O nimero de pré-imagens de z em E é finito, logo, pelo
teorema da fungao inversa (£ s6 contém pontos regulares), é ficil obter V
conexa contendo z tal que a afirmagio acima vale para cada componente
conexa de F~* (V') contendo alguma pré-imagem de z. Falta apenas provar
que naoc existem componentes conexas de F-'(V) que nio contenham
uma pré-imagem de z. Seja W uma componente conexa de F-! (V) —
provaremos que F(W) = V, mostrando que F(W) é aberto e fechado em
V. Pelo teorema da fungdo inversa, novamente, (W) & aberto. Considere
uma seqliéncia de pontos z, = F(e,), onde e, € W, e z, converge a um
ponto x, em V. Tomando uma subseqiiéncia dos e, convergente a e, .
temos que necessariamente F(e,, ) = z., , donde e, € F~'(V), portanto
€. €W, mostrando que F(W) é fechado em V. N

Assim, se X é uma placa de F(C), F~*(X) é uma unido disjunta de
placas de 7: chamaremos cada uma dessas placas de ¥ de uma pré-imagem
de X. Mais geralmente, para qualquer S C R?, componentes conexas de
F~1(8) séo pré-imagens de S. Nio provamos ainda que F-* (X) é ndo
vazio — isto serd demonstrado no coroldrio abaixo. Note que o nimero
de pré-imagens de uma placa X nio é necessariamente igual ao mimero de
pré-imagens de um ponto em X.
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Coralario 3.2:
Seja F cordata.

a) Se uma placa de F(C) é um disco, suas pré-imagens também sio discos.
P

{b) A tinica pré-imagem da placa ilimitada de F(C) ¢ a placa ilimitada de

F.
{c) O grau de F nao é nulo e F' é sobrejetora.

Demonstracao:

O item (a) segue do teorema acima e do Teorema 2.3, j4 que um disco é
simplesmente conexo. Para o item (b), como j4 vimos, as pré-imagens da
placa ilimitada de #(C) sdo placas de F: nio podemos ter uma pré-imagem
limitada por continuidade de F', e a placa ilimitada de F deve ir na placa
ilimitada de F'(C} porque F' é prépria. Para o item (c), seja ¢ um ponto
qualquer da placa ilimitada de F(C). Por (b), ¢ tem pelo menos uma
pré-imagem e todas estdo na placa ilimitada de ¥. Usando a caracterizagio
diferencial do grau, como det(DF) tem o mesmo sinal em todas as pré-
imagens de ¢, grau(F) # 0. Quanto & sobrejetividade, obviamente todos
os valores criticos (isto é, pontos de F(C)) estdo na imagem de F. Como
ja vimos no final do capitulo anterior, cada valor regular tem pelo menos
|grau(F)| pré-imagens, implicando a sobrejetividade. n

Corolario 3.3:

Seja F' cordata, p um ponto regular no dominio, e @ uma fungio continua
de [0,1] a uma placa de ¥(C), com F(p) = {0). Entio existe uma tnica
fungéo continua §:[0,1] > R* com B(0)=pe Fo S = 0.

Demonstracao:
O resultado segue diretamente combinando o Teorema 3.1 com o Teorema
do levantamento de caminhos da Segao 2.1. u

Teorema 3.4 (forma normal em infinito):

Seja F' : R® — R’ uma fungio cordata e n = |grau(F)|. Entio existem
abertos U e V no dominio e na imagem respectivamente, e existe um
difeomorfismo ¢ : U — U’ com as seguintes propriedades:

o F=F, o1, onde F; (2] = 2" {em notagdo complexa),
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e V' ¢ o complemento de um disco fechado centrado na origem, U é o
complemento de um disco fechado (de fronteira nao necessariamente
circular) e U’ é a imagem inversa de V por F,,

* 9 preserva orientagdo se e somente se grau(F) > 0.

Demonstragio:

Seja D um disco fechado na imagem centrado na origem cujo interior
contém toda a imagem do conjunto critico de F, e defina V como sendo o
complemento de D. Pela proposigio anterior, o niimero de pré-imagens de
pontos de V' ¢ constante. Seja U a imagem inversa de V por F: afirmamos
que U ¢ conexa. O complemento de U é compacto, logo temos apenas uma
componente ilimitada. Por outro lado, nio podem existir componentes
limitadas: um ponto w em uma componente limitada é o ponto de partida
para uma pré-imagem de um raio ligando F(w) a qualquer ponto em V,
fazendo uso do Coroldrio 3.3, 0 que é um absurdo pois esta pré-imagern
deve ser limitada.

Seja p, um ponto qualquer de U: tracemos por F (py) um circulo C,
centrado na origem. Como C, 36 contém valores regulares, a imagem inversa
de C, em U, B,, serd uma unido de curvas regulares, das quais uma passa
por p,. Afirmamos que B, € conexa, isto é, que é formada por uma tinica
curva regular.

De fato, suponha por absurdo que B, = B, UB, com B, e B, fechados
disjuntos em B,. Vamos definir abertos disjuntos U, elU, comU =U, Ul,.
Dado um ponte p em U, trace uma semi-reta a partir da origem passando
por F(p) e considere o segmento contido nesta semi-reta que liga F(p) a
algum ponto de C,. Invertendo este segmento, novamente pelo Corolario
3.3, temos, entre outras pré-imagens que nao nos interessam, um caminho
em U ligando p a B,: dizemos que p estd em U, ou U, conforme tiver sido
ligado a um ponto de B, ou B,. Os conjuntos U/; e U, sio obviamente
abertos, contradizendo a conexidade de U.

Sabemos que B, é uma curva regular fechada sobre a qual det(DF) tem
sinal constante e contém todas as n pré-imagens de F(p,), pelo Corolario
3.2, j& que F(p,) estd na placa ilimitada de F(C). Pela construgio acima,
B, é um recobrimento de ordem n de C,. Note, aliss, que o sinal de grau(F)
é o de det(DF) em U.
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Definiremos F,(z) = 2" e %(p,) como sendo qualquer uma das n
solugoes de z* = F(p,). Devemos mostrar que podemos construir um
homeomorfismo % entre B, e o circulo B} centrado na origem passando por
¥(po ), respeitando a lei de composicio F = F, o 4. Sejam py,...,P._
as pré-imagens de F(p,) seqlienciadas sobre B, no sentido anti-horario.
A fungao F leva cada arco p;p;., de B, em C, todo: compondo com o
ramo apropriade da n-ésima raiz, este arco é levado a um n-ésimo de B! e
por justaposicao contruimos nosso homeomorfismo. O processo de compor
com a n-ésima raiz na verdade corresponde a tomar um levantamento pelo
recobrimento z + 2", em notagio complexa, sendo portanto justificado
pelo Teorema do levantamento de caminhos.

Vamos agora estender 1 a U. Seja p um ponto qualquer de U: liguemos
F(p) a C, por um segmento radial e invertamos este segmento. Temos
assim, além de outras pré-imagens que nio nos interessam, um arco ligando
p aum ponto p de B, , para o qual v/ j4 foi definida. Extraia a raiz n-ésima do
segmento radial ligando F(p) a F'(p) para obter, além de outros segmentos
que nao nos interessam, um segmento radial ligando 1¥(7) ao que definiremos
como ¥(p). A verificagio de que ¢ de fato satisfaz todas as propriedades
do enunciado fica como um exercicio. N

O préximo coroldrio nos di uma terceira caracterizagio do grau de
uma fungdo cordata.

Corolario 3.5:

Seja F' cordata, com conjunto critico C. Seja I’ uma curva normal
fechada simples, orientada no sentido anti-horario, emvolvendo C, com
parametrizacio . Entdo 7(F o~) = grau(F).

Demonstragio:
Pela Proposicao 2.9, item (b) com k£ = 1, podemos supor I' C U, onde U §
como no enunciado do Teorema 3.4.

Seja F,(z) = 2ls"" e «, a parametrizagio habitual do circulo
unitario: é ficil ver que r(F, o, ) = |grau(F)|. Novamente pela Proposigio
2.9 (de novo, item (b) com k = 1), se a é uma parametrizagio de uma curva
normal simples fechada contornando a origem, r(F, o a) = =£|grau(F)|,
conforme o induza a orientacao/ positiva ou negativa em sua imagem.
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Voltando & situagio do coroldrio, T(Fovy)=r(F, o(h07)), e podemos
aplicar nossas conclusdes a a = ¥ o : o resultado decorre do fato que
a orientacio induzida por a é positiva se det Dy > 0 e negativa caso
contrario. B

Para o préximo teorema, precisamos de uma definigdo: um arco ma-
zimal é uma componente conexa de F(C) menos pontos de intersecao e
imagens de cdspides.

Teorema 3.6: .

Seja F' cordata. O nimero de pré-imagens é constante dentro de uma placa
de F(C) ou de um arco maximal. Numa vizinhanca de uma imagem ¢ de
uma dobra, na imagem ¢' de uma cispides ou de um ponto de infersegio
¢" com k pré-imagens, o nimero de pré-imagens muda de acordo com os
diagramas na Figura 3.1, onde as setas indicam o sentido de dobra.

Demonstracio:

Pelo Teorema da ordem de um recobrimento, o nimero de pré-imagens é
constante dentro de uma placa de F(C). Vamos demonstrar a afirmagdo
para imagens g de dobras. Seja p, a dobra tal que F(p,} = q, e sejam
Pis-.«3Px-, as demais pré-imagens regulares de g. Apliquemos a forma
normal em torno da dobra p, e o teorema da funcdo inversa em torno
das pré-imagens regulares para construir uma vizinhanga V de ¢ com as
seguintes propriedades:

* VeV NF(C) sio conexos,
® V nao contém imagens de intersegGes,
® os ponfos p; estio em componentes conexas distintas de F-! (V),

® a componente conexa U, de F~* (V) contendo p, é um dominio para a
forma normal da dobra p,,

® F' ¢ um difeomorfismo restrito & componente conexa U: de F~*(V)
contendo p;, para cada 1 # 0,

Assim, j& sabemos que pontos na imagem tém pelo menos o nimero
de pré-imagens indicado no diagrama. Falta provar que nio existem outras
componentes conexas de F~' (V) além dos U,. Seja W uma componente
conexa de F~*(V), diferente de U/, — provaremos que F(W) = Vv,
mostrando que F{W) ¢ aberto e fechado em V, imitando a demonstragio
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do Teorema 3.1. Note que W é formado por pontos regulares, pelas duas
primeiras propriedades da construgao de V e o fato que F' é cordata. Pelo
teorema da fungdo inversa, novamente, F(W) é aberto. A demonstragio
de que F(W) ¢ fechado pode ser copiada textualmente da demonstragio do
Teorema 3.1. As demonstragbes associadas aos diagramas (b) e (c) ficam
como um exercicio. n

Secido 3.2: Exemplos

Os teoremas 3.1, 3.4 e 3.6 fornecem uma descrigio topoldgica completa
da agdo de uma fungdo cordata. Vamos descrever a geometria global de
algumas fungdes cordatas simples.

Inicialmente, considere F'(z,y) = (2* --4* +z, 23y — y), ou, em notagio
complexa, F(z) = 2 + 2. Alguns fatos sobre esta fungio sio evidentes.
Para pontos longe da origem, a fun¢io se comporta essencialmente como
z+ 2°. Além disso, F(0) = 0 ¢ perto da origem a fungio se comporta como
z +— Z. Dito de uma forma um pouco diferente, pequenos circulos orientados
positivamente em torno da origem sao levados bijetivamente a curvas quase
redondas orientadas negativamente também préximas da origem. Circulos
enormes centrados na origem orientades positivamente sio levados a curvas
que dao duas voltas no sentido anti-hordrio em torno da origem: assim,
grau(F) = 2. Nio é evidente o que acontece a circulos centrados na origem
de tamanho intermedidrio — em particular, ndo é ébvio como F passa
de forma continua de um comportamento para outro. Para entender a
geometria global de F', a primeira coisa que faremos é calcular seu conjunto
critico C, o que ja foi feito na se¢ao 1.2: C é o circulo de raio >, onde foram
encontrados trés cispides, os pontos (%,0), (—iu,:l:{—“). O passo seguinte
é ter uma idéia de F(C). Por meio de contas explicitas, vamos ver que
F(C) é uma curva fechada que nio tem auto-interse¢des. Considere dois
pontos {x,y) e (a,b) em C com a mesma imagem. Algebricamente, isto
corresponde ao sistema

payp ol
4
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1

4 =
a” + i

-y tz=d -V 4a, (1)
2zy — y = 2ab—b. (2)

Tire y* e b* das duas primeiras equagdes e eleve ao quadrado (2) para obter

2z +2—2a* —a =0, (3)
1
(22— 1) (5 - ) = (2a— 17 (5 - a?). (4)
4 4
Resolvendo (3) para z ¢ usando (2}, obtemos z =a ey = b ou z = —(L£2= t2e)

e y* = —a(1 + a). No segundo caso, (3) se reduz a
3 2 I
16a’ + 12a +3a+z =0,

cuja dnica solugao real é a = —1, obrigando £ = a e y = b. As curvas
C e F(C) estiao desenhadas na Figura 1.4. Como F é prépria — é sé ver
que lim,,_ ., [F(p)| = co ~— temos que F é cordata. Como grau(F) = 2,
todos os pontos na placa ilimitada de F(C) sdio alcangados duas vezes, e
pontos na outra placa quatro vezes, pelo Teorema 3.6. Dito de maneira
um pouco diferente, se quiséssemos resolver o sistema (duas equagdes, duas
incégnitas reais) F'(z,y) = ¢, para algum ponto dentro da imagem de F(C),
esse sistema teria quatro solugdes. A flor # também estd na Figura 14, e
deixa muito claro varios fatos interessantes a respeito de F*:

® ndo s6 os pontos na placa @ envolvida por F (C) tém quatro pré-
imagens, como cada uma delas deve estar dentro de uma placa limitada
de F: F restrita a cada uma destas placas é um recobrimento de Q,
pelo Teorema 3.1 -—— mais do que isso: como Q é simplesmente COneXo,
F restrita a cada placa é um difeomorfismo sobre @2, pelos Teoremas
2.3 e 3.1,

e a placa ilimitada de 7 é um recobrimento de ordem dois da placa
ilimitada de F(C) - note que anéis nao sio simplesmente conexos,

» imagens de dobras sdo alcancadas trés vezes, e imagens de cispides,
duas — isto mais uma vez segue do Teorema 3.6, mas estd evidente na
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figura, onde um ponto e suas pré-imagens sao denotados pela mesma
letra.

Exercicio:

A Figura 1.4 ji fornece uma idéia muito boa de F. Tente entender como
variam as imagens de circulos cada vez maiores centrados na origem — §é
bom lembrar o comportamento local de F' perto de pontos criticos.

No préximo Capitulo, vamos ver uma maneira ainda mais direta de
calcular o grau topolégico de uma fungio cordata a partir de informagao
sobre seu conjunto critico e a imagem dele {Coroldrio 4.2). Assim, o cdlculo
do nimero de pré-imagens para qualquer ponto da imagem se tormard
simples uma vez conhecidos esses conjuntos.

O exemplo seguinte é a fungio F' cuja flor é dada na Figura 1.7. Mais
uma vez as placas simplesmente conexas de F{C) estio sendo recobertas
(difeomorficamente) por placas de 7: a placa T, tem quatro pré-imagens,
e T\, seis. O grau desta funcdo é —2, como se tornard claro no préximo
capitulo, mas isso se deduz da figura: uma curva um pouco para fora da
fronteira externa de 7, é mandada com a orientagao trocada para uma curva
que da duas voltas préxima & fronteira externa de F(C) - é s seguir as
letras para convencer-se disso. Mais uma vez, o anel correspondente i placa
ilimitada de F(C) estd sendo recoberto duas vezes pela placa ilimitada de
7. Sistemas da forma F(z,y) = g, para esta fun¢io, podem ter de duas a
seis solugdes, dependendo da posi¢io de ¢ na imagem. Informacdes sobre
C e F(C) vido ser empregadas para resolver numericamente sistemas deste
tipo no Capitulo 5. Alids, note que a imagem da curva critica tem uma
auto-intersegao e giragao igual a dois.

A figura do exemplo anterior é esquematica, por razdes de apre-
sentagao. As duas flores na Figura 5.15 foram obtidas em mdéquina, e
mostram um outro aspecto métrico freqliente em aplicagoes: a diversidade
de escalas relevantes na mesma fungdo. Os desenhos sio flores de duas
funcoes cordatas F' e G cujas expressoes sio dadas no Capitulo 5. As
duas fungoes tém duas curvas criticas, uma com trés, a outra com quatro
cispides: seus conjuntos criticos sdo topologicamente indistingiifveis. As
diferengas surgem nas imagens dos conjuntos criticos: para as duas fungdes,
as imagens de suas curvas criticas sdo curvas simples, mas em um caso (para
F) uma estd por dentro da outra. Mais uma vez, fazendo uso do Coroldrio
4.2, calculamos grau(F') = grau{G) = 4, e passamos a saber, por exemplo,
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que o pequeno tridngulo na imagem de F tem oito pré-imagens. Quatro
delas estio em volta da prépria curva critica que gerou o tridngule, uma
situagdo topologicamente idéntica & que gerou a flor de z — 2% + Z, nosso
primeiro exemplo. Duas das outras quatro sio ficeis de ver na escala da
figura, mas as dltimas duas sé sio visiveis com uma ampliagdo. Ha outro
fato interessante nesta flor: a placa limitada entre as imagens das duas
curvas criticas € um anel, e estd sendo recoberta duas vezes por uma de suas
pré-imagens (aquela que envolve a curva critica com trés ciispides). Assim,
este anel tem cinco pré-imagens, uma das quais o recobre duplamente. A
flor de G tem menos surpresas: as placas limitadas na imagem tém seis
pré-imagens cada uma, e elas sio facilmente identificiveis no desenho. Note
que a placa ilimitada de § é difeomorfa a um disco com cinco buracos, que
recobre quatro vezes a placa ilimitada de F(C), por sua vez, um disco com
dois buracos.

Secio 3.3: Invertendo fun¢des cordatas

Vamos mostrar como resolver sistemas F(z,y) = ¢ para fungdes cor-
datas. Nesta segiio, faremos consideragoes tedricas diretamente ligadas &
possibilidade de implementar um algoritmo de resoluciio que serd discutido
no Capitulo 5.

Vamos supor aqui que continuagdes sio efetudveis: esta suposicao vai
ser justificada no Capitulo 5. Mais precisamente, pelo Corolirio 3.3, para
um caminho 8 ligando ¢, a ¢, sem passar por F(C), e para p, uma pré-
imagem de g, , existe um tnico caminho ~ comegando em p, (e terminando
ém p,, uma pré-imagem de ¢, ) para o qual § = Fo 7: vamos supor que
¥ (e em particular p,) pode ser efetivamente calculado a partir de 8 e
po. De maneira mais geral, suponhamos que o caminho # tem apenas um
extrzemo em F(C) e que este extremo é a imagem de um ponto de dobra.
Se este extremo for g, , a existéncia e unicidade de 7 continua assegurada:
vamos supor que também neste caso y pode ser efetivamente calculado. Se
este extremo for ¢,, a imagem da dobra p,, entio existem zero ou duas v
satisfazendo # = Fo~, dependendo do sentido de dobra (isto segue da forma
normal da dobra mais consideragoes anilogas as dos casos anteriores): no
caso em que existem duas <, vamos supor que elas podem ser efetivamente
calculadas.
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Figura 3.1

Figura 3.2
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De novo, vamos considerar o exemplo simples dado por F (2) =2"+%
em notacao complexa, cujo comportamento global descrevemos em detalhe
na se¢do anterior. Q primeiro passo na solugio do sistema é resolvé-lo para
algum valor remoto ¢,, o que pode ser feito como passamos a descrever.
Escolha um ponto p, suficientemente longe da origem (isto &, com F(p, } fora
de um disco centrado na origem contendo F(C)), e faga g, = F(p,): uma
das pré-imagens de g, é obviamente p,. Para obter a outra, seja # um circulo
centrado na origem indo de ¢, de volta a g,, e por continuagio, obtemos a
imagem inversa de 3 saindo de p,. Como na demonstracio da forma normal
em infinito, esta imagem inversa nos levard i outra pré-imagem P, de q,.

Seja agora ¢, um outro ponto na placa ilimitada de F' (C). Para resolver
F(p) = q,, basta tragar uma curva g ligando ¢, a ¢, sem passar por F(C)
e inverté-la por continuagio a partir das duas condigées iniciais Do € P,.

Seja finalmente g, um ponto na placa limitada de F(C), logo com
quatro pré-imagens. Para resolver F'(p) = ¢,, ligue ¢, a ¢q, = F(p;) (sem
esbarrar em F(C)), a imagem de um ponto de dobra. O ponto ¢, tem trés
pré-imagens: uma delas é o préprio p,, portanto ji conhecido. As outras
duas podem ser obtidas por continuagio, como indicado na Figura 3.2.
Finalmente, ligue ¢, a g,: todas as quatro pré-imagens de ¢, agora podem
ser obtidas por continuacio. Note que duas delas sio obtidas a partir de
continuagdes origindrias de um ponto de dobra.

Na verdade, tudo o que fizemos neste exemplo sio construgoes gerais,
adequadas para a inversdo de qualquer fun¢io cordata. Na F igura 3.2, a flor
nos ajuda a compreender o comportamento das pré-imagens dos segmentos
envolvidos, mas o processo que descrevemos nao requer conhecimento da
flor: os objetos essenciais sio C' e F(C). Suponha, assim, que ao estudar
uma fungdo cordata, encontramos algumas curvas criticas. Se estas forem
todas as curvas criticas, estamos equipados para inverter F'. Mas como saber
se nio existem outras curvas criticas ainda nio encontradas? O préximo
capitulo trata deste problema: as ferramentas necessirias sio apresentadas
nas segoes 4.1 a 4.4, e sua aplicagdo, na segio 4.5.
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Capitulo 4

O objetivo deste capitulo é caracterizar os conjuntos C e F(C) para
uma fungaoe cordata. Isto é, queremos determinar quando dois conjuntos C,
e C, sao, respectivamente, o conjunto critico de alguma funcao cordata F e
sua imagem F(C, ). Pelos resultados dos capitulos anteriores ja conhecemos
algumas condigGes necessdrias: C, deve ser uma unido disjunta de curvas
regulares simples fechadas ¢ C, deve ser uma famflia normal de curvas
sem vértices. Mais precisamente, seja f, definida em um conjunto C, de
curvas regulares fechadas disjuntas no plano, parametrizando uma familia
normal f, {C,) de curvas fechadas (sem vértices). Vamos obter condigses
necessirias e suficientes para decidir se existe uma F, cordata estendendo
f. ao plano todo, com conjunto critico igual a C,, sendo dados o grau,
sentidos de dobra e classificagdo das cuspides (em internas e externas).

Na verdade, a pergunta que nos interessa para fins computacionais é
mais especifica. Seja F' uma funcao cordata e C, C C um conjunto de curvas
criticas: desejamos saber se existe uma fungio cordata F, com mesmo grau
que I cujo conjunto critico seja C, e que coincida com F' numa vizinhanga
de C,. Como vimos na segao 3.3, para inverter F' queremos calcular seu
conjunto critico. Assim, se ji tivermos encontrado um conjunto C, de
curvas crificas, e soubermos que nao existe uma tal F,, concluimos que
devemos procurar novas curvas criticas.

Segido 4.1: Os teoremas de contagem

Seja F' uma fungéo cordata e v(I'} = 7(F(T')). Para uma curva critica
I de F orientada com o sentido de dobra, definimos «,,, (T') ¢ .., (') como
sendo o nimero de ciispides internas e externas respectivamente em I'.

Teorema 4.1:
Seja F' cordata, com conjunto critico ¢'. Para uma placa de €, com
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[ronteira exterior I', (se houver) e fronteiras interiores I, y--+, [ {de novo,
se houver),

v(l,) - Kine (Lo ) + Z (v(T:) = £ex (F-')) =1—k.

1€i<k

Se néo existir fronteira exterior, v(I', ) deve ser interpretado como lgrau(F)|.

Demonstracio:

Consideremos inicialmente uma placa limitada. Seja A o disco com k
buracos indicado na Figura 4.1, cujas curvas na fronteira I', estio todas
orientadas no sentido anti-hordrio. De maneira mais precisa, os argumentos
a seguir valem para uma escolha de curvas I', suficientemente préximas de
;. Seja s = sgndet(DF)(p), onde p é um ponto qualquer de A.

O teorema segue das identidades abaixo:

T(F(Ta)) = —s(kin: (To) — ¥(T,)),
r(F(L.)) = (ke (T.) = v(IV)), 0.

De fato, usando a Proposigio 2.9, item (b), temos

r(F(L) ~ X r(F(V)) = s(1 - k).

1€i<k

Por (*), o tcorema segue. Falta portanto apenas demonstrar (*¥) — vamos
mostrar apenas a primeira identidade: a segunda é analoga. O resultado
no caso em que o sentido de dobra em I', é o anti-horario deve ficar claro
considerando a Figura 4.2: o outro sentido de dobra é tratado exatamente
da mesma maneira.

Lembre-se que, neste caso, pela definicio de sentido de dobra, s =
+1. A forma normal das ciispides explica porque em cada ciispide interna
perdemos +1 ao passarmos da giragio de F(T,) ade F(L,).

Falta ainda demonstrar o caso da componente ilimitada, ou seja, a
situacdo em que a placa de C néo tem fronteira exterior. A tnica, alteragao
no argumento acima ¢ que tomamos A como o disco com buracos cuja
fronteira exterior é uma curva regular fechada simples f‘n contornando C,
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que, pelo Coroldrio 3.5 satisfaz r(F(T,)) = grau(F). n

Corolario 4.2:
Seja I' cordata com conjunto critico C consistindo de curvas r,...,T.,
com um total de x cispides. Entao

lgrau(F)|=1+k—-2 ) v(T;).

1<ign

Demonstracio:

Sejam k; o nimero de buracos da placa de C' com fronteira externa I'; e
k, o nimero de buracos da placa ilimitada de C. Some a identidade do
teorema anterior para obter:

|grau(F)| + Z v(ly) =

1<€i<n
Z (1 - k.) + Z ’Cint (]-—‘;) + Z 'K;ext (F|) - Z v(rl)
ngidn L€ign 1€i<n 1€i<n

ou, equivalentemente,

lgrau(F)|=x—2 ). v({T)+ 2, {t—k).

1€i€n 0Lign

Falta assim apenas mostrar que o dltimo somatério é sempre igual a 1 para
qualquer conjunto de n curvas. Para n = 0 ou n = 1 isto é trivial. Por
outro lado, se acrescentarmos a um conjunto de curvas uma pequena curva
simples sem nenhuma das antigas dentro, o somatério nao se altera. De
fato, ganhamos mais um termo igual a 1 mas outro termo cai de 1: aquele
correspondente a placa onde entrou a nova curva, que agora tem um buraco
a mais. n

O Teorema 4.1 di4 um conjunto de condigoes necessirias, uma em cada
placa de C, que devem ser satisfcitas para conjuntos de curvas candidatas a
formar o conjunto critico de uma fungdo cordata, como descrito no comego
do capitulo. Note, alids, que, dados C' e F(C) de uma funcio cordata F, o
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Corolério 4.2 calcula seu grau e, a partir disso, podemos obter o néimero de
pré-imagens de qualquer ponto usando os Teoremas 3.4 e 3.6.

Considere a funcéo F'(z) = 2" +(5+10:)2* +42 (em notagio complexa).
Os conjuntos C e F(C) estio desenhados na Figura 4.3. O nimero total de
cispides € 16 e as giragdes das imagens das curvas criticas sio 1 e 4. Pelo
Coroldrio 4.2, grau(F) = 7, como deveria ser (por qué?).

Exercicio:
Confira o Teorema 4.1 nas quatro placas de C deste exemplo. Alids, quantas
pré-imagens tem a origem?

Suponha dada uma fungio cordata F, para a qual encontramos duas-
curvas criticas sem cdspides, como indicadas na Figura 4.4, junto com suas
imagens. O Teorema 4.1 ¢ satisfeito nas trés componentes do plano menos
estas duas curvas, entretanto C tem que conter uma curva critica adicional.
De fato, pelo Coroldrio 4.2, |grau(F)| = 1, e, pelo Teorema 3.6, existiriam
ponfos com um niimero negativo de pré-imagens, um absurdo.

Exercicio:
Encontre um desenho possivel para C e F(C) na situagio acima, acrescen-
tando curvas criticas.

A conclusio é que convém encontrar condigdes suficientes (e
L r'd » ’, -
necessirias) completando o Teorema 4.1 — este é o contetido da préxima
segao.

Secido 4.2: O Teorema de Blank

Seja I' um circulo no plano orientado positivamente e f : ' — R? uma
imersdo normal. Considere na imagem f(I" ) a orientacdo induzida por f e
pela orientagio de I'. O Teorema de Blank d4 uma condi¢do necessiria e
suficiente para a existéncia de uma imersio F' que preserva orientagao, indo
do disco D limitado por I para o plano, estendendo f. Comegamos com
um exemplo simples. Considere as curvas T e f(T') na Figura 4.5(a). Como
poderiamos decidir se existe uma imersio F estendendo f ao disco limitado
por I'? Neste caso existe tal I, e ela pode ser construida justapondo
trés homeomorfismos levando trés sub-discos no dominio em trés discos
na imagem, como indicado na Figura 4.5(b), coincidindo nas partes comuns
das fronteiras.
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O Teorema de Blank d4 uma descrigio combinatéria da busca de
uma imersao a partir de uma decomposi¢io do dominio em discos, dentro
dos quais a F existe. As definigies a seguir estdo exemplificadas na
Figura 4.5(a). Uma femilic de raios para f é um conjunto de imersdes
r; 1 [0,400) — R?, os raios, com as seguintes propriedades:

» cada r;(0) estd em alguma placa limitada de f(T),

* para cada placa limitada de f(vy) existe um wnico < tal que r,(0) é um
ponto da placa,

e lim,_ .., |r.(t)] = oo,

® os r; sdo injetores, e suas imagens sdo disjuntas,
® 0s r; nunca passam por intersegdes de f(T),

* as intersecoes de r; com f(I') sdo transversais.

Faremos o abuso de notagao habitual de chamar de raios também is
curvas orientadas de r, (0) ao infinito, parametrizadas pelos r,. Como f(T)e
cada r; sao orientados, as intersegdes naturalmente ganham uma orientagio:
quando a curva atravessa o raio da direita para a esquerda, dizemos que
a orientacdo da intersegio é positiva, e caso contrario, negativa. Cada
intersecdo tem também uma alture associada a ela: o nimero de outras
interseges no mesmo raio e mais perto de sua origem. Assim, a primeira
intersegao do raio com a curva tem altura 0. A palavra de Blank é obtida
percorrendo f(I') uma inica vez seguindo sua orientagio, e, a cada in-
tersegao, escrevendo uma letra correspondente ao raio, o sinal da intersecio
e sua altura. Na verdade, a altura nao é necessiria para o enunciado do
Teorema de Blank mas é necessiria na versao que demonstraremos bem
como no Teorema de Troyer: quando desnecessarias, alturas serzo omitidas
da palavra. A palavra estd definida a menos de uma permutacio ciclica,
isto €, qualquer intersegdo pode ser tomada como comego da palavra. No
exemplo da Figura 4.5(a), a palavra de Blank é

[ 0 A UL It L N B 2 I S o S M I SRR R
P_a’nbzcldlenfl bzcnfogobndnelfzgl'

Uma palavra de Blank admite uma simplificagdo se existe um par de
letras z*, 27, tal que, depois de uma permutacio ciclica se necessario,
nao existem letras com expoente negativo de z* a z~. Neste caso, a
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simplificagdo ¢ a palavra obtida eliminando o trecho de palavra entre z* e
z”, e diremos que z~ foi cancelada com 2*. Uma simplificagio é positiva
se a altura de 2~ ¢é menor que a de z* . Dizemos que uma palavra de Blank
grupa (ou admite um grupamento) se podemos simplifici-la sucessivamente
até chegarmos a uma palavra sem expoente negativo. Um grupamento é
positivo quando todas as suas simplificagdes sio positivas. No exemplo
acima, um grupamentc fiosilivo da palavra é dado por

L X R S SR S P N P N S
P__"a'ubzcx R doe1fz g, _)a‘obzclelfz g, -

Indicaremos as simplificay “ando as duas letras de sinais opostos por
colchetes como no exemplc H

P=qg*btctd ,a—f+g+b—d»~e+f+g+_
Observe que em um grupamento, ol ' ~30 podem se interceptar. Como
a palavra é circular, para cada simj “ca - odemos escolher entre oo ais
colchetes que cobrem trechos compic: - ros . ~alavra: estes colchotag

sao equivalentes quanto A possibilidade grupari« a palavra a partir
desta simplificagdo. Uma vez fixado uma rep . oornbagio i ear da palavra,
podemos supor entdo sem perda que todos os ci fickes co: ;em um trecho
conexo da palavra. Informalmente, simplificaces descrevem como dividir o
disco no dominio em subdiscos dentro dos quais definimos homeomorfismos
que serao colados para construir F'.

Teorema 4.3 (Blank,[B]):

Sejam T' regular, fechada simples, orientada positivamente, f : T — R?
uma imersao e uma famfilia de raios como acima. Entio existe uma imersio
F estendendo f ao disco limitado por I se e somente se

(a) a giragio de f é igual a 1,
{b) a palavra de Blank grupa.

Nao demonstraremos este teorema, mas sim outra versio, por duas
razoes: a demonstragao de nossa versio ¢ mais simples e seu enunciado,
mais apropriado para implementagio algoritmica.

Teorema 4.4:
Seja I' regular, fechada simples, orientada positivamente, f : ' — R® ¢ uma
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familia de raios como acima. Entdo existe uma imersio F estendendo f ao
disco limitado por T se e somente se

(a) a giragdo de f éigual a1,
(b) a palavra de Blank grupa positivamente.
Vamos precisar de alguns lemas técnicos.

Lema 4.5:
Sejam I', f ¢ uma familia de raios como acima. Se a palavra de Blank nio
tem expoente negativo, a giragio de f é estritamente positiva. Se além

”

disso, a giragio ¢ igual a 1, a curva f(T) é simples.

Demonstracio:

Considere a decomposicao de Seifert de f(T'). Se existir algum ciclo com
orientagao negativa, existe um raio comegando dentro deste ciclo, e que, ao
sair dele, gera uma intersegio com sinal negativo. Logo, ndo existem ciclos
com orientagao negativa. A afirmagio agora segue da Proposigio 2.11. N

Lema 4.6:
Sejam I, f e uma familia de raios como acima. Se a palavra de Blank grupa,
positivamente, entdo a giragio de f é maior ou igual a um.

Demonstracio:

Definimos a profundidade de uma intersecio como o nimero de outras
intersegoes no mesmo raio mais préximas de infinito — assim, profundidade
mais altura é o nimero de intersecGes no raio menos um. Para cada f e
familia de raios para f, associamos o polinémio de coeficientes naturais
2. e.X", onde a, é o nimero de intersegdes negativas de profundidade
n. Definimos uma ordem para os polindémios: P < Q se e somente se o
coeficiente de mais alto grau de Q — P ¢ positivo. Precisaremos do seguinte
fato, que fica como exercicio: qualquer conjunto nio vazio de polinémios de
coeficientes naturais tem um minimo.

Suponhamos por absurdo que o lema seja falso. O conjunto de
polinémios associados a contra-exemplos tem entio um minimo. Suponha-
mos, a partir de agora, que estamos trabalhando com um tal contra-exemplo
minimo.

Considere a primeira simplificagio (positiva por hipétese) associando
J(p_) e f(p. ), intersegées da curva f(I') com um raio. Ligue os pontos p_
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e p, de I por uma curva simples regular contida totalmente em D. Defina
novas curvas I', e I'; e discos D, e D, como indicados na Figura 4.6. Sejam
i:T, >R e f, : T, — R? tais que, sobre T, elas coincidem com f, e
sobre o novo segmento, elas seguem o raio. De forma similar ao item (a) da
Proposigdo 2.9, 7(f) = r(f,) + T(f;) — 1.

O problema original entio deu origem a dois problemas anilogos para
duas curvas. Para f, e T,, vamos agora descrever uma familia de raios
para f,. Tome os raios do problema original, movendo ligeiramente para
a esquerda o raio sobre o qual foi feita a simplificagdo (acompanhe o
argumento na Figura 4.6): as duas razdes pelas quais este conjunto de raios
pode ndo servir para este novo problema s3o a existdncia, de dois ou mais
raios partindo da mesma placa de J, (T;) e de placas de f, (I';) das quais
nio parte nenhum rajo. A primeira dificuldade se resolve simplesmente
omitindo alguns raios. As #inicas placas nas quais pode ocorrer a segunda
dificuldade sdo aquelas que vém imediatamente a direita do segmento do
raio original indo de f(p_) a f (p+ ). Em qualquer caso, podemos construir
raios para estas placas atravessando o rajo original e acompanhando-o até
infinito. Assim, a palavra para f;, I'; e a famf{lia de raios descrita sé tem
intersecdes positivas: isto segue do fato que estamos trabalhando com uma
simplificagio, de modo que nio h4 interse¢Oes negativas no trecho da curva,
original entre f(p_) e f(p, ). Pelo lema anterior, 7(f,) > 1.

Para f, eI, tome os raios do problema original, movendo ligeiramente
Para a direita ¢ raio sobre o qual foi feita a simplificagio (Figura 4.7).
Omita e acrescente raios exatamente como acima. Afirmamos que a palayra
associada a esta familia de raios também grupa positivamente. De fato, para
cada interse¢io negativa sobre um rajo antigo, a simplificagfio que cancelava
esta interse¢do na palavra para J continua dando conta da interse¢dao., Para
08 novos raios; podemos imitar os grupamentos ao longo do raio que eles
acompanham.

Note que o polinémio associado a fi € estritamente menor que aquele
associado a f. De fato, ao passar de [ para f,, eliminamos uma intersecao
negativa e qualquer nova intersecio negativa que surja deve ter profundi-
dade menor. Note também que eventuais eliminacoes de raios sé podem
diminuir o nimero de interse¢des e a passagem de ' para I, sé pode
diminuir profundidades de intersegoes.
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Como por hipétese f corresponde a um contra-exemplo minimo, temos
7(fi) =2 1. Assim, sabemos que {fi) > 1e 7(f:) > 1, donde (f) =
7(f.} +7(f.) — 1 > 1, contradizendo a hipétese de absurdo. n

Demonstragio do Teorema 4.4:

Vamos mostrar inicialmente como a existéncia de uma extensio F induz
um grupamento positivo na palavra de Blank associada a uma familia de
raios qualquer. Para cada intersegdo de f(I') com a famflia de raios, vamos
indicar sua (dnica) pré-imagem pela letra correspondente na palavra de
Blank. As imagens inversas dos raios por ¥ (mostradas em um exemplo na
Figura 4.8) satisfazem as seguintes propriedades, cuja verificagao fica como
um exercicio:

e cada componente conexa é uma curva regular com extremos,
e estas curvas sao disjuntas,

¢ as curvas tém uma orientagdo natural induzida pela orientagio dos
raios,

® as curvas sempre comegam ou em uma interse¢io negativa ou em uma
pré-imagem da origem do raio,

® as curvas sempre terminam em uma intersegio positiva,
e toda intersegdo negativa é o ponto de partida de uma curva,

® curvas que comegam e terminam em I' associam intersecoes negativas
a intersegoes positivas de altura maior.

O grupamento positivo é definido associando as intersecées ligadas
pelas curvas que comegam e terminam em T.

Vamos usar os lemas acima (e suas demonstragdes) para mostrar o
outro sentido do teorema. Novamente, associe a cada situagdo o mesmo
polindmio com coeficientes naturais da demonstragio do lema e suponha
que estamos trabalhando com um contrd—exemplo minimo.

Dada uma simplificagdo envolvendo p_ e p, , efetue a constru¢io na
demonstracio do Lema 4.6 para obter f,, f, e familias de raios como no
Lema. Como 7(f) =1, r(f,) > L e 7(f,) > 1, temos (i) =r(f) = L
Assim, pelo Lema 4.5, f,(I,) é o bordo de um disco, j4 que a palavra
associada ndo tem expoente negativo e f, sc estende a uma imersio F, em
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D,. Pela hipétese de minimalidade, j&4 que o polinémio para f, é menor
que o polinémio para f, f; também se estende a uma imersio ¥, em D,.
A justaposicio das duas imersdes nos d4 um homeomorfismo local ¥ (isto
é, para qualquer ponto do dominio, existe uma vizinhanca aberta restrita
i qual ' é um homeomorfismo sobre a imagem) estendendo f a D, ji que
F, e F, coincidem em sua fronteira comum.

X possivel por técnicas cléssicas alterar ' em uma vizinhanca do
segmento ligando p_ e p, de modo a obter uma imersio F como desejada,
mas nao vamos dar detalhes. Mais uma vez, isto contradiz a hipétese de
absurdo. B

O teorema acima trata de extensdes que preservam orientagao. Uma
pergunta natural é o que acontece se queremos extensbes que revertem
orientagio.

Corolério 4.7:

Seja I' regular fechada simples, orientada negativamente, f : ' — R? e
raios como antes. Entio existe uma imersio F revertendo orientacao e
estendendo f ao disco limitado por I" se e somente se

(a) a giragdo de f(T) é igual a 1,
(b) a palavra de Blank grupa positivamente.

Demonstracio:

Inverta a orientagdo do dominio, compondo com E(z,y) = (z,—y). Note
que T' é levada em uma curva positivamente orientada I' = R(T'), sobre a
qual estd definida f = f o R. Aplique Blank a f: a giracio de [ é igual &
de f e as palavras de Blank para as duas funcdes coincidem. De fato, em
J(T') = f(T), as orientacdes induzidas por f e f coincidem. Uma imersio
F, estendendo f e preservando orientagio corresponde a F' = F o R, uma
imersao que reverte orientagao e estende f. N

Vamos terminar esta secao com um exemplo devido a Milnor de uma
fungdo f:5' — R? admitindo duas imersdes F, e F, que a estendem para
o disco unitdrio de formas completamente diferentes. Da Figura 4.9(a),
a palavra de Blank é f7d b aj el d bl glalcle b alcel. Hi dois
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grupamentos diferentes: a imersdo cujo domfinio estd indicado na Figura
4.9(b) corresponde ao grupamento

r
T E——
B = ot g RE o ok
fO dl bZ a’(} e[) dﬂ bl gD al CD

enquanto a imersao cujo dominio estd indicado em 4.9(c) corresponde a

fi 6] 0y €5 4 B g} o) o €5y ot

As relagdes de adjacéncia entre as placas no dominio sio diferentes nos
dois casos, o que demonstra que as duas imersdes sio distintas — tente, a
partir dos grupamentos, entender o comportamento destas imersdes como
nos exemplos anteriores. Blank mostrou que, em um certo sentido, existe
uma correspondéncia entre extenstes e grupamentos. Na verdade, a de-
monstragio do Teorema 4.4 d4 a construgio de uma bijegio entre a classe
de grupamentos positivos e a de imersdes.

Secido 4.3: O Teorema de Troyer

O Teorema de Troyer é uma generalizagio do Teorema de Blank
para discos com k buracos. Seja A um disco com k buracos no plano,
com fronteira exterior I', orientada positivamente e fronteiras interiores
Ty,...,T, orientadas negativamente. Sejam f, : I, — R* parametrizagoes
de uma familia normal de curvas regulares. O Teorema de Troyer diz quando
existe uma imersdo I : A -~ R’ estendendo as f;.

J4 temos uma condigdo necessiria, dada pelo item (b) do exercicio
apés a Proposigdo 2.9. Veremos agora uma condi¢io necessaria e suficiente
envolvendo raios e palavras como no Teorema de Blank. Familias de
raios sao definidos exatamente como antes, para placas de Ugeic, fi (T
Considere nas curvas f; (I} as oritagdes induzidas pelas f; e orientagdes
de I';. Intersecbes com os raios sio ditas positivas ou negativas também
como antes. Assim, percorrendo cada f; (T}, temos uma palavra de Blank
para cada I';. Uma concatenagdo de duas palavras de Blank a partir de um
par de intersegbes a~ e a*, uma em cada palavra, é obtida permutando
ciclicamente as duas palavras de modo a colocar ¢~ o extremo direito
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e " no extremo esquerdo das respectivas palavras, justapondo as duas
palavras assim obtidas e eliminando o par a~ a* que aparece no meio da
justaposigao. Uma concatenagio é positiva quando a altura de a~ é menor
que a de gt . Uma familia de palavras de Blank grupa positivamente se
existem concatenagoes positivas dando origem a uma palavra sé que por
sua vez grupa positivamente,

Teorema 4.8 (Troyer [T]):

Sejam A, I';, f;, famfilia de raios e palavras de Blank como acima. Entao
existe uma imersdo F : A — R? preservando orientaciao que estende as f,
a A se e somente se

(a) a soma das giragdes de f, é 1 — k,
(b) as palavras de Blank grupam positivamente.

Note que o Teorema de Troyer para k = 0 é o Teorema 4.4. Mais uma
vez, vamos precisar de lemas técnicos.

Lema 4.9:

Sejam ¢; : S* — R?,7=0,...,k, parametrizacbes de uma fam{lia normal
de curvas. Construa raios e palavras de Blank como acima para as placas
de U, ¢.(S'). Se as palavras assim obtidas grupam positivamente, entio a
soma das gira¢oes das g; é maior ou igual a 1 — k.

Demonstracio:

Vamos induzir sobre k: o caso ¥k = 0 é o Lema 4.6. Suponha k # 0.
Suponha que a primeira concatenagio foi feita a partir de g, (p_ ) a g, (p, )
— & claro que m # n. Nosso objetivo agora é substituir as fungdes g,, e g,
por uma nova fungao g : §* — R?, que junto com as antigas g;,7 # m, n,
forma um conjunto de £ — 1 curvas parametrizadas para o qual temos uma
familia de raios e palavras de Blank que grupam positivamente: o resultado
segue entao por indugdo ja que r(g9) = 7(g. ) + r{g.) + 1. A construgio
de g € a inversa da construgio de f, e f, na demonstragio do Lema 4.6.
Mais precisamente, desenhe os dominios de g, e g, como dois circulos
concéntricos de orientagGes opostas e seja A o anel limitado por eles. Ligue
P- ap, por um segmento de reta e seja A’ o disco fechado obtido ao remover
de A uma vizinhanca tubular aberta deste segmento, como na Figura 4.10.
Seja I' a fronteira de A’ e v uma parametrizacio de T por S!. Defina g
da seguinte forma: nos trechos correspondentes aos circulos originais, g é
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obtida compondo v com g,, ou g, e nos trechos correspondentes ao segmento
g acompanha de perto o trecho de raio entre ¢, (p_ ) e g. (p ).

Mais uma. vez, omitimos raios supérfluos e acrescentamos se necessario
novos raios acompanhando o raio da concatenagio. Como acima, as novas
palavras de Blank grupam positivamente, N

Demonstragio do Teorema 4.8:

De novo, um dos sentidos é mais ficil. O item {a) segue do item (b) da
Proposi¢do 2.9 (na verdade, ele é o exercicio logo abaixo da proposigio).
Para o item (b}, dada F, tome a imagem inversa dos raios sobre A.
Novamente, as pré-imagens dos raios satisfazem todas as propriedades
listadas na demonstragio do Teorema de Blank. Pré-imagens de raios indo
da fronteira para a fronteira indicam concatenagdes ou grupamentos (veja
a Figura 4.11). Falta apenas ver que existem pré-imagens de raios ligando
as varias curvas de tal forma que podemos escolher k& pré-imagens conexas
de raios para serem os k grupamentos necessirios para concatenar as k + 1
palavras. Assim, falta apenas provar que o conjunto de fronteiras unido
as pré-imagens dos raios é conexo. Isto segue do lema acima: se este
conjunto fosse desconexo, teriamos £ > 2 conjuntos disjuntos de curvas,
com 1+ k; curvas, 1 € 5 < ¢, cada um grupando positivamente de maneira
independente. Pelo Lema 4.8, a soma das giragdes em cada grupo seria
maior ou igual a 1 — k; e a soma total seria portanto maior ou igual a
2¢—1—k (lembre que 32 (1+ ;) = 1+ k), o que contradiz o item (a), j4

(3

demonstrado, segundo o qual a soma das giragdes é 1 — k.

Vamos demonstrar a reciproca, outra vez por inducio sobre k. Nova-
mente, o caso k = 0 é o Teorema 4.4. Considere a primeira concatenagio
feita a partir das intersecbes f,. (p_) e f.(p,), com m # n. Liguemos
p. ap, por uma curva simples completamente contida em A e seja A’ o
disco fechado com k — 1 buracos obtido ao remover uma vizinhanca tubular
aberta desta curva de A, como indicado novamente na Figura 4.10. Seja I
a componente de fronteira de A’ que nio coincide com uma componente de
fronteira de A.

Imitemos agora a construgio no Lema 4.8 que define em I uma funcéo
J: mos trechos correspondentes a antigas fronteiras, f coincide com as
antigas f,. e f, e nos trechos correspondentes & curva ligando p_ a p, ,
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f acompanha de perto o trecho de raio entre f, (p_) e f. (p. ). De novo,
omitindo raios supérfluos e acrescentando novos raios que acompanham o
raioc da concatenagao, obtemos uma nova familia de raios para um novo
problema de existéncia de imersiao para um valor menor de £ — o que, por
indugio, prova o teorema. : n

Um coroldrio do Teorema de Troyer necessdrio para a préxima segio é
a situagdo em que o disco A é substituido por uma regiao ilimitada. Sejam
I';,t = 1,...,k curvas simples fechadas que sdo as fronteiras internas de
uma regido (fechada) ilimitada A, , orientadas negativamente, como no
caso anterior. Uma fungao prépria F : A, — R? tem grau em infinito
n = grauF se uma fungiao continua que a estender ao plano tiver grau n
— ¢ claro que toda extensao continua de F ao plano é prépria e tem o
mesmo grau., Para uma imersio prépria F : A — R* vale a mesma forma
normal em infinite que demonstramos para fungdes cordatas com a mesma
demonstracao.

Para este coroldrio vamos considerar apenas funcoes com grau positivo.
Precisamos de mais um ingrediente, a palovre no tnfinito, que desempenha o
papel da palavra de Blank associada A fronteira externa (agora inexistente).
Dada uma familia de raios para as f;, construa inicialmente uma subpalavra
anotando as letras dos raios na ordem em que eles chegam em infinito no
sentido anti-horario. Por defini¢ao, todas as letras na subpalavra recebem
um sinal de intersecao positivo e uma altura igual a infinito. A palavra
no infinito é obtida repetindo esta subpalavra n vezes, onde n é o grau em
infinito da imersao procurada. O primeiro exemplo da se¢ao 5.3 descreve a
palavra em infinito de uma funcdo de grau 5 (alids, verifique, olhando para
a Figura 5.14, que graul" = 5).

Corolario 4.10:

Sejam I;, A, e uma familia de raios como acima e f; : I, — R’
parametrizacoes de uma familia normal de curvas regulares. Entido existe
uma imersio F : A, — R? de grau em infinito igual a n (n > 0) se e
somente se

(a) asoma das giragoes das f, é 1 -k —n,

(b) as palavras associadas as curvas I';, juntamente com a palavra no
infinito, grupam positivamente.
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Demonstragio:

Para demonstrar cada sentido deste coroldrio, aplicamos o sentido corres-
pondente do Teorema de Troyer a uma regiao limitada S C S,, com as
mesmas fronteiras interiores que S.. e com fronteira externa uma curva
simples I’y que passamos a construir.

Sem perda, podemos supor que os raios a partir de certo ponto
sao linhas retas. Seja entio uma curva fechada regular ', na imagem,
parametrizada por 4, : [0,1] — R* com #,(0) = 4,{1) satisfazendo as
seguintes propriedades (veja a Figura 4.12).

® A curva I, dd n voltas ao redor da origem e todas as imagens de T
por f; estdo na mesma placa de I', que a origem.

A curva T, intercepta cada raio transversalmente exatamente n vezes.

A curva T, tem exatamente n — 1 auto-intersecées, todas transversais.

O argumento de ~, (t) é 2wnt

Provamos inicialmente que se existe uma imersio, entio valem (a) e
(b). Pela forma normal em infinito e a existéncia de levantamentos, existe
% :[0,1] = R® com , = Fo~,. Queremos mostrar que 7, (0) = 7, (1): de
fato, novamente pela forma normal em infinito, podemos tomar o argumento
de (1 o)(t) como 2xt, onde 3 é o difeomorfismo que nos d4 a forma normal.

. Observamos que, a menos de raios que partam das placas criadas por
To, os raios que ji temos compde uma familia de raios para F laa. Por
outro lado, é evidente que podemos construir raios para essas placas que s6
tenham interse¢bes positivas e portanto nio interferem na propriedade de
grupamento positivo da palavra. Assim, a palavra de Blank para T, € a
menos de letras inécuas, a palavra em infinito. As condigées (a) e {b) do
coroldrio seguem das correspondentes para o Teorema de Troyer: note que
(%) =n.

Para demonstrar a reciproca, seja I', qualquer curva simples fechada
tendo todas as I'; do seu lado de dentro. Defina f, : I', — R? uma
parametrizagao regular de Iy, levando o sentido anti-hordrio no sentido
anti-hordrio. Seja A como acima e a ele apliquemos o Teorema de Troyer.
E claro que as alturas para as letras da palavra de T', nio sio infinitas, mas
sao maijores do que a altura de qualquer outra interse¢io no mesmo raio
em outra curva, de tal forma que as simplificagdes que, para A cancelam
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letras (positivas) na palavra em infinito, continuam correspondendo a sim-
plificacées positivas em A. Portanto, as condiges (a) e (b) do coroldrie
(para A, ) implicam nas condigdes (a) e (b) do Teorema de Troyer (para
A). Existe entio uma F estendendo as f, a A. A existéncia de uma F
estendendo f, a A, — A é trivial e isto nos dd uma F definida em A, (que
pode nao ser suave, mas pode ser tornada suave). B

Analogamente ao Coroldrio 4.7, que generaliza o Teorema 4.4 para
imersoes que revertem orientagio, temos generalizagoes do Teorema 4.8 e
do Coroldrio 4.10 com a mesma demonstragio.

Exercicio:
Enuncie essas generalizagoes.

Secio 4.4 Caracteriza¢io de C e F(C)

Voltamos & nossa pergunta original: dados um conjunto de curvas C,
no dominio e f, : C, — R*, quando é que podemos estender f, a uma
fun¢io cordata F, de grau n dado?

Vamos tentar montar a extensido F, definindo-a em cada placa de C,.
Para isso, as principais ferramentas sdo os Teoremas de Blank e Troyer (mais
precisamente, 4.4 e 4.8), mas nio podemos entretanto aplicd-los diretamente
a placas de C, pela presenga de pontos criticos no bordo das placas. Para
contornar esta dificuldade, vamos aplicar os teoremas a curvas proximas a

C.,.

Como na introdugio deste capitulo, sejam C, uma uniao disjunta (nao
vazia) de curvas regulares orientadas fechadas no plano e f, definida em
C. parametrizando uma familia normal f, (C.) de curvas fechadas, onde
a cada cispide de f, (C, ), estd associado um indice com valor int ou ext.
Finalmente, seja n um inteiro nao nulo e suponha que estdo satisfeitas as
seguintes condigbes.

(a) SeT,,I', CC, sio o bordo exterior e uma das componentes do bordo
interior de uma mesma placa de C,, entdo I'y ¢ I, tém orientagoes
opostas; se I', é um bordo interior da placa ilimitada, a orientagao de
I', deve ser oposta ao sinal de n.
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(b} Se v é uma parametrizagio regular de uma curva I, C C, respeitando
orientagao entdo f, o~ é uma fungio suave.

(c) Se (f. o4)'(t) = 0, entio o determinante da matriz cujas colunas sio
(f. o) (t) e (f. o)"{t) é positivo.

Vamos obter condiges necessirias e suficientes para decidir se existe
uma F, cordata de grau n estendendo f, ao plano todo, com conjunto critico
igual a C,, sentidos de dobra correspondendo 3s orientacGes jé dadas em
C., e tal que toda cispide é externa se seu indice for ext e interna, se for
int.

Observamos que os itens acima sdo condigdes necessirias para a exis-
téncia de F,. De fato, o item (a) é trivial: basta considerar o sinal de
det(DI’) na placa em questdo. O item (b) diz que as curvas f, (C,) nio
tém vértices, o que sabemos ser ¢ caso para a imagem do conjunto critico
de uma funcdo cordata. O item (c) diz que em cada cispide, a orientagao
induzida por f, em f,(C,) é aquela mostrada na Figura 4.13. Por outro
lado j& vimos (Teorema 3.6) que, para uma funcio cordata, o sentido de
dobra perto de uma cispide deve ser novamente aquele da Figura 4.13.

Seja A o fecho de uma placa de C,, isto é, um disco com k& buracos,
com fronteira externa I'; e fronteiras internas I';,s = 1,...,k. Diremos
que cispides com indice int sobre I’y e com indice ext sobre as fronteiras
internas sdo efetivas na placa correspondente a A, ou, por abuso de notacao,
em A. Como nos teoremas de Blank e Troyer definiremos familias de
raios, sé que agora cada placa de C, terd sua prépria familia de raios.
A familia de raios para A agora incluird, além de um raio comegando em
cadaplacadeU,_,  f(I), um raio partindo da imagem de cada cispide
efetiva em A — fora isso, o conceito de raio permanece inalterado. Quando
um raio comega em uma clspide, a prépria cispide serd contada como
uma interse¢do (de altura 0), sempre negativa. Defina palavras de Blank,
inclusive a palavra em infinito, como antes.

Assim, por exemplo, sejam n =2 e C, e f.(C.) orientadas como na
Figura 4.14, onde todas as cispides tém indice ext. Para a placa ilimitada,
com os raios da figura, a palavra de Blank para a tnica curva em C, é
a, b, ¢; dy e a palavra em infinito é %, b}, c* d* af b* ¢}, d* . Verifique que
as palavras grupam positivamente. Para a placa limitada, s6 h4 um raio,
j& que ndo hi clspides efetivas e podemos construir o raio interceptando
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f.(C.) uma {inica vez. Neste caso, a palavra de Blank correspondente 2
Unica curva tem uma inica letra positiva.

Para o exemplo ilustrado na Figura 4.15, com n = -2, onde e
é a tlnica cispide com {ndice int, as palavras de Blank para a placa
ilimitada (Figura 4.15(b)) sdo: «; g; d; af c; f} g'b; para a curva e
al ¢y fi gt bl df al ¢l fl gl bl df em infinito {grupe positivamente!).
Para a placa limitada (Figura 4.15(c)), a palavra para a curva é
ai e f7 o el

Passamos agora a construir uma F, satisfazendo as exigéncias deste
exemplo. A compatibilidade das orientagées (como em (a)) estd satisfeita.
A orientagao positiva da curva em C, diz que F, deve reverter orientagoes
na placa ilimitada de C, e preservar orientacdes na placa limitada. Ini-
cialmente, estenda f, a uma vizinhanga tubular de C, de tal forma que o
conjunto critico da extensdo f, é C,, f. sé tem dobras e clspides, o sentido
de dobra é o horério sendo e a tnica cispide interna. As condicdes (b) e
(c} acima, que estio satisfeitas neste exemplo, garantem que isto pode ser
feito. Sejam T, e I, curvas regulares simples fechadas dentro da vizinhanga
tubular, acompanhando de perto C,, uma de cada lado, como na Figura
4. 15(d) Oriente I, e I‘ no mesmo sentido que a curva em C,. As imagens
por f, de I', e I, sdo entdo como indicadas nas Figuras 4.15(e) e 4.15(f).

Vamos aplicar o Teorema 4.4 para a restrlgao de f aly eo (corolario
do) Coroldrio 4.10 para a restrigio de f a F Nos dois casos valem as
relagoes entre giragées. Por outro lado, as familias de ralos construidas
acima sao também familias de ralos para as restrigoes de f al o € I‘
e também palavras de Blank para estas aplica¢oes, inclusive a palavra
em infinito, coincidem com as palavras construidas acima e portanto gru-
pam positivamente em cada placa. Assim, em ambos os casos, existem
as imersoes desejadas e, colando-as, temos uma funcao que s6 ndo é a
F, desejada pela possivel perda de suavidade sobre Iy ¢ I';. Como ji
mencionamos anteriormente, nao trataremos deste problema. Construimos
assim a funcao cordata F, desejada. Alids, no Capitulo 1 ja foi dito que a
fungao

25 1
Flz,y) = (-6z" —62°y" +23° +6y° — =z, ﬂa: +zty+2tyt +Ea:y°—y‘—y)

tem exatamente o comportamento qualitativo deste exemplo.
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Ja vimos na se¢do 4.1 como provar por argumentos de contagem de
pré-imagens que nao existe para a Figura 4.4 a F, pedida. Entretanto, se
considerarmos o exemplo da Figura 4.16, sendo n = 1 e todas as ciispides
com indice ext, os critérios de contagem de pré-imagens sdo inconclusivos.
Por outro lado, se repetirmos o processo descrito acima obteremos para a
placa ilimitada as palavras de Blank b= ¢* f-¢* ¢*, h-t* a* d” e* e palavra
em infinito a* bt ¢* d* e f* g* h* it , que nao grupam. Pelo Corolario 4.10,
nao existe F, com esta descrigao.

O Teorema 4.11 a seguir é a formalizagdo da discussio acima. Seu
enunciado ¢ demonstragao correspondem ao processo descrito nos exemplos.

Teorema 4.11:

Sejam C,, f,, n, orientagdes e indices para cispides como acima. Sejam
uma familia de raios e palavras de Blank para cada placa de C,, também
como acima. Entao existe uma funcao cordata F, de grau n estendendo
f. e satisfazendo os requisitos dados se e somente se em cada placa. de C,
(com fronteira externa I';, se houver, e fronteiras internas I';,7 = 1 Lk,
todas orientadas) valerem as seguintes condigdes:

(a) Vale a relagio

T(fu (FD )) lnt + Z next (I‘t)) = 1 - k!
1€i<k
onde, se nao existir fronteira exterior, 7(f, (I'y)) deve ser substituido
por |n| e Kipt (I's) ou £, (I';) denotam o niimero de ciispides efetivas
nas curvas da fronteira,

(b) As palavras de Blank para T;,¢ = 0,...,k, grupam positivamente,
onde, para a placa ilimitada, a palavra em infinito substitui a palavra
paral,.

Demonstracio:
Para cada placa limitada, considere, como nos exemplos, um disco fechado
A com k buracos contido na placa, com fronteiras externa T, e internas

I‘,, 1 =1,...,k. Para a placa ilimitada seja A, com bordos internos I‘
i=1,..., k.
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Como na demonstracao do Teorema 4.1,

v(To) = r(£e (L)) + £t (To),
f“-):‘r(f_ (F.-))+fcm(1”,.), 1 # 0.

Como nos exemplos, as palavras de Blank para a placa coincidem com as
palavras de Blank para as curvas I,

Suponha que exista F, cordata satisfazendo as condigdes do enunciado;
vamos demonstrar que em cada placa valem os itens (a) e (b). Para
placas limitadas, se ', é orientada positivamente (isto &, det(DF) > 0
na placa), aplicamos o Teorema 4.8 a A: pelo que vimos acima, cada item
do Teorema 4.8 implica no item correspondente deste teorema. Se I', é
orientada negativamente, estamos lidando com uma imersao que reverte
a orientagdo: usamos entdo a formulagdo andloga ao Coroldrio 4.7 para
o Teorema 4.8. Para placas ilimitadas, aplique o Corolarie 4.10 {ou seu
andlogo para orientagoes revertidas).

Se estéio satisfeitos os itens (a) e (b) para todas as placas, construiremos
F, placa a placa como nos exemplos. Inicialmente, estendemos f, a uma
vizinhanga tubular de C, com sentido de dobra correspondente & orintagao
de C, e classificagdo das cispides de acordo com os indices dados. Esta
construcao requer cuidado pelas exigéncias de que a extensao f, so tenha
dobras e clispides. Isto alids sé é possivel por causa das exigéncias feitas
acima sobre C. e f,, especificamente, os itens (b) e (c).

Feito isto, contruimos A com bordes dentro desta vizinhanga tubular.
Os itens (a) e (b) deste teorema implicam nos itens correspondentes do
Teorema 4.8 (ou um de seus coroldrios). Aplicando entdo a A o Teorema
4.8 {ou um de seus corolarios) podemos concluir que existe uma imersao em

A

Por este processo, construimos uma fun¢io que satisfaz nossas
exigéncias para F, exceto pela questio da suavidade sobre as curvas au-
xiliares T;. Suavizando esta fungio por uma construgio que ndo faremos
neste texto obtemos F,. N
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Segio 4.5: Como usar estes teoremas

Voltemos ao problema de obter o conjunto critico C' de uma funcao
cordata F' -— como vimos na se¢io 3.3, conhecer C é fundamental para
nosso processo de inversido de F.

Suponha que, ao estudar F, ji obtivemos curvas criticas formando um
conjunto C,. Como saber se C, = C7 Se este é o caso, devem valer todas
as relagoes descritas nos enunciados dos Teoremas 4.1 e 4.11 (note alids que
0 Teorema 4.1 corresponde ao item (a) do Teorema 4.11). Entao, se C, nao
passa em um dos testes impostos pelo Teorema 4.11, falta pelo menos uma
curva critica, e como os testes se aplicam em cada placa de C,, sabemos
até em que placa procurar pela nova curva. Veremos na secio 5.4 virios
exemplos de aplicagao deste método.

O Teorema 4.11 dé4 o melhor teste desta natureza que se pode esperar:
se toda a informagao conhecida sobre F' é seu comportamento numa vizi-
nhanca de C, e este conjunto passa nos testes impostos pelo Teorema 4.11,
entdo é perfeitamente possivel que C, = C: de fato, existe uma fungéo
cordata F, que coincide com F' em uma vizinhanca de C, e cujo conjunto
critico é (..

Vamos descrever duas situagdes representativas onde nao encontramos
todas as curvas criticas, mas C, passa por todos os testes. Na Figura 4.17, o
conhecimento da curva critica Iy e do grau de F' nao é suficiente para decidir
~ se existem outras curvas criticas. De fato, se & é uma curva simples fechada
circundando F(I',) e F(I,), a imagem das curvas criticas niao detetadas,
sua pré imagem contem uma curva simples fechada « que contorna I', e
T',, como na figura Se nunca procurarmos curvas criticas dentro do disco
limitado por « {0 que pode facilmente acontecer se este disco for pequeno ou
estiver Jonge da origem) ndo teremos razio alguma para suspeitar que nio
encontramos todo o conjunto critico: certamente existe uma fungio cordata
F, que coincide com F fora do disco limitado por o e é um difeomorfismo
neste disco.

Por outro lado, poderiamos ter encontrado somente a curva I';, o que
novamente nao nos da nenhuma indicagao de que devam existir outras
curvas criticas além desta. De fato, o comportamento local de I, coincide
com o de I', & portanto é também compativel com o comportamento
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em infinito. No entanto, do ponto de vista global, os comportamentos
destas duas curvas sdo bastante diferentes: por exemplo, o conjunto F(T,)
tem uma pré-imagem mas F(I',) tem trés (informalmente, I, é a curva
responsdve] pelo fato do grau de F ser dois).
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Capitulo 5

Vamos descrever agora um programa baseado na teoria desenvolvida
nas secoes anteriores para estudar fun¢es F' do plano no plano. Supomos
que existem rotinas que calculam F' e suas primeiras derivadas parciais em
um ponto dado. O programa inicialmente obtém o conjunto critico C' de FF
e, com estes resultados, pode desenhar a flor F~* (F(C)) ou inverter pontos
da imagem (isto é, resolver sistemas F(p) = g, para ¢ dado). O programa é
feito para operar com fungdes cordatas: quando ¥ nao o é, recebemos um
aviso de erro e a execugao é interrompida.

Esperamos que fique claro que algumas das tarefas aparentemente
simples que compoem esse algoritmo ndo sdo de implementagao ébvia, por
razbes variadas (estabilidade numérica, velocidade de execugio,...). A luz
disto e da complexidade do programa, o resultado final é satisfatério mas
nao tem pretensoes de ser ideal: mesmo os aspectos globais do programa
sao passiveis de melhora substancial. Apesar de nao podermos esperar
que o programa funcione com qualquer fun¢io cordata, nossa experiéncia
mostra que ele desempenha bastante bem mesmo em exemplos dificeis, como
veremos mais adiante.

Secio 5.1: Problemas cldssicos

No programa, encontramos as seguintes tarefas clissicas em andlise
numeérica:

(a) o cdlculo de uma raiz ou de um extremo de uma func¢io real num
intervalo fechado (sem uso de sua derivada),

(b) o cédlculo (sem usar derivadas) de uma solu¢io de um sistema (no
linear) de n equagoes e n incégnitas a partir de uma boa aproximagao
em um pequeno aberto ne qual sabemos que o sistema tem solugio
tinica,

(c) tragado de uma curva de nivel de uma fungio (de novo, sem poder usar
derivadas),
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(d) a resolugao de equagdes por meio de métodos de continuagio.

Note que todas estas tarefas sio de natureza local na escala de emprego
do programa. Nosso interesse an desenvolver o programa consistia em
elaborar aspectos globais do algoritute: - tarefas acima foram isoladas em
rotinas que desempenham de forma aceitdvel, mas que podem facilmente
ser substituidas por versGes superiores. Referéncias para estes problemas
sao [BS], [F], [AG]. Passamos a descrever versdes muito ingénuas de solugdes
para estes problemas.

Para o primeiro, podemos usar o método da secante {ou regule falsi):
obtemos uma aproximag¢io para a raiz da funcdo, ligando dois pontos no
grifico por uma linha reta, como na Figura 5.1(a). Repita o processo
para obter aproximagoes cada vez meclhores. A deficiéncia mais evidente
do método é que existe uma tendéncia a um dos extremos do segmento se
manter fixo durante a iteragao, como na Figura 5.1(b). Uma alternativa
seria usar outras curvas em vez de retas.

Para (b), simulamos ¢ método de Newton. Lembramos que o método
de Newton para resolver a equagio F(p) = 0 consiste em passar de
uma solugao aproximada p, para uma aproximacgio supostamente melhor
Pasi =0, — (DF(p.))" " (F(p.)) (na Figura 5.2, ilustramos uma iteragio
no caso unidimensional). Para evitar o cdlculo das derivadas, podemos
estima-las por aproximagées de quocientes de Newton.

Suponha para (c) que dois pontos préximos da curva de nivel ja sio
conhecidos. Como na Figura 5.3, desenhe uma reta por eles, avance uma
distincia apropriada até um ponto p da reta, trace uma perpendicular por p
e nela marque dois pontos, um de cada lado de p. Se os parimetros tiverem
sido bem ajustados, o infervalo enfre estes dois pontos conterd um tinico
ponto da curva de nivel, que pode ser encontrado usando (a).

Vamos tornar mais preciso o que é um método de continuagio como
em {d) e o que ele resolve. Suponha que queremos resolver F(p,) = q,,
com ¢, dado, ¢ ji conhecemos uma solugio p, de F(p,) = ¢,. Suponha
ainda que temos um caminho 8 na imagem ligando B(0) = ¢, a B(1) =gq,.
Queremos encontrar p, tragando um caminho v com ¥(0) == p, e Foy = .
Para variagGes pequenas em ¢, o problema se reduz a resolver F(y(t,,,)) =
B(t.+.) com aproximagio para y(t,.,) dada por 7(t.) — um problema ja
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discutido em (b). Este processo ndo funciona bem se 8 passa pela imagem
do conjunto critico.

Secao 5.2: Calculo do conjunto critico C

Em linhas muito gerais, o programa comega encontrando algumas cur-
vas criticas, calculando suas ciispides, seus pontos de intersegao e giragdes
de suas imagens. A seguir, o conjunto das curvas criticas j4 obtidas é
submetido aos testes descritos na segdo 4.5. Se algum dos testes falha, é
porque ainda falta calcular curvas criticas, e o programa parte em busca
delas (ele até sabe onde procuri-las). Se todos os testes dio certo, o
programa entende que ji completou o cdlculo do conjunto critico e passa
para a etapa seguinte, descrita na secao 5.3.

Para fins expositdrios, cada etapa serd dividida em passos.
Passo 0: Estudando F em infinito

Se F' tem o comportamento esperado em infinito (descrito no Teorema
3.4), a imagem de um grande circulo M centrado na origem deve dar
grau(F') voltas em torno da origem. Assim, o cédlculo de F' em alguns
pontos de M pode ser usado para obter grau(F) (como veremos em detalhe
no passo 3), além de servir para denunciar {em alguns casos) uma fungio
nao cordata.

Passo 1: Encontrando as primeiras curvas criticas

O programa calcula det([2F'), o determinante da jacobiana de F nos
pontos de uma grade retangular. A grade é descrita por parimetros
ajustaveis, sendo regular perto da origem e mais esparsa longe dai. Ao
encontrar dois pontos vizinhos com determinantes de sinais opostos, uma
rotina encontra um ponto critico (ou seja, uma raiz do determinante) no
segmento ligando os dois pontos: esta é uma das tarefas cldssicas listadas
acima. Uma outra rotina obtém uma lista de pontos sobre a curva por
um método de continuagio de-passo varidvel que percorre a curva de modo
a ter det{DF) > 0 & esquerda. A variagao do passo é necessiria para
levar em conta o fato de que freqientemente na mesma fungao existem
curvas criticas de tamanhos muito diferentes, e que na mesma curva is vezes
um pequenc trecho € de maior interesse e dificuldade numéricas. A curva
provavelmente atravessa virios segmentos da grade, que sdo marcados para
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evitar repeticoes na busca de outras curvas criticas. Uma vez completada
a curva, o programa continua a pesquisa pela grade. No final deste passo,
o programa encontrou algumas curvas c¢riticas, formando um conjunto C,.

Passo 2: Marcando pontos especiais

Para cada curva critica, obtemos sua imagem e identificamos alguns
pontos especiais: extremos (no dominio e na imagem), clspides e in-
tersegoes. Os extremos locais das coordenadas z e y, tanto na lista de pontos
do dominio quanto na da imagem, sio encontrados comparando pontos
vizinhos. A curva critica e sua imagem ficam assim divididas em arcos
bimonoténicos: segmentos maximais das curvas em que cada coordenada é
monétona. A seguir, obtemos retingulos minimais com lados paralelos aos
eixos limitando cada curva critica e sua imagem.

Também procuramos candidatos a vizinhos de cispides, isto é, pontos
P1, P2 € p; no dominio para os quais hd uma mudanga stibita de diregio
entre os vetores F'(p,) — F(p.) e F(p,) — F(p,), como na Figura 5.4.

A seguir, uma rotina (veja (a)) encontra a cispide neste arco (se é que existe
uma) com precisio, juntamente com dois vizinhos, um de cada lado. Estes
pontos estao mais perto da clispide do que o espagamento tipico neste trecho
da lista, mas niao tao perto a ponto de suas imagens serem indistinguiveis
em precisao de maquina. Finalmente, o programa determina se as ciispides
encontradas sao internas ou externas, inspecionando o valor de F' nos pontos
vizinhos as cispides.

Encontramos também pontos de intersegao das curvas criticas (na
verdade, isso é feito depois das curvas passarem pelos testes de contagem do
passo 4). Por hipétese, as curvas criticas no dominio sdo disjuntas, mas suas
imagens podem se interceptar: em particular, devemos procurar também
pontos de auto-intersegao. Para identificar nas listas do dominio e imagem
os vizinhos de pontos de interse¢ac procedemos da seguinte forma. Dadas
duas imagens de curvas criticas, ndo necessariamente distintas, verificamos
inicialmente se seus retdngulos limitantes tém uma intersecao nao vazia.
Neste caso, passamos a considerar todos os pares de arcos bimonotdnicos,
um em cada curva. Mais uma vez, se os dois retingulos limitantes nio se
interceptam, ndo hd nada a fazer. Caso contririo, existern dois subcasos,
ilustrades nas Figuras 5.5(a) e 5.5(b). No caso (a), uma pesquisa bindria
nas listas de pontos encontra o ponto de intersecio (se existir). No caso (b),
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os pontos de intersegio sdo encontrados pelo algoritmo sugerido na Figura
5.5. Os pontos de intersecdo sao calculados com precisio, pelo método
descrito em (b). Este pardgrafo ilustra como é conveniente ter 3 disposigio
as partigoes das curvas criticas (e suas imagens) em arcos bimonoténicos.

(a) Encontrandoe ciispides com precisio

Comegamos obtendo as diregoes aproximadas indicadas na Figura 5.6.
A ciispide é o extremo da fun¢io da reta na reta sugerida pela figura: o
problema se reduz entao a encontrar o extremo de uma fungio de R em R.
sem fazer uso de sua derivada, uma das tarefas cldssicas. Qs novos vizinhos
da cispide sio obtidos separadamente.

(b) Encontrando intersegdes com precisio

A esta altura, temos valores aproximados para as intersegoes, dados
pelas intersegoes das poligonais induzidas pelas listas de pontos. Estas
intersecoes podem ser refinadas: isto corresponde a resolver um sistema
de quatro incégnitas (as coordenadas de dois pontos do plano) e quatro
equagdes (a caracterizagdo de dois arcos de curvas criticas e as equagoes
de intersegdo}, mais uma tarefa cldssica (veja a Figura 5.7(a)). Devemos,
entretanto, ser capazes de reconhecer a situacao delicada ilustrada em
5.7(b): neste caso, simplesmente nio ha intersegio.

Passo 3: Estudo das propriedades topolégicas das curvas

Nesse passo, determinamos orientagdes, niimeros de voltas, giragdes e
relagoes de inclusdo entre as curvas criticas ja calculadas. Esta informacio
é necessdria para decidir em que placa {do dominio e da imagem) estd
um ponto. Varios destes nimeros também sio empregados nos testes de
contagem do passo 4.

Lembramos que o sentido de dobra de uma curva critica I no dominio é
tal que det{ D F) & positivo 4 esquerda de I', e que os pontos de I" sdo listados
nesse sentido. Existe uma outra orientagdo conveniente para I', aquela que
di a T o sentido anti-hordrio em R*. Usamos um indicador para registrar se
as duas orienta¢des coincidem: a segunda orientagao é obtida examinando
a vizinhanga de um ponto cuja imagem tenha coordenada z méaxima (esses
pontos ja foram obtidos no passo anterior).

Vamos descrever agora como calculamos o niimero de voltas de uma
curva em torno de um ponto. Novamente, a decomposi¢io da curva em
arcos bimonotonicos é muito conveniente. Suponha que o ponte em questio
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seja a origem. Freqiientemente os extremos de um arco bimonoténico estio
no mesmo quadrante ou em quadrantes adjacentes. Mudangas para um
quadrante adjacente somam ou subtraem um quarto de volta do mimero
total de voltas de forma 6bvia. Mudancas para um quadrante oposto
somam ou subtraem meia volta: usamos entic o procedimento a seguir
para verificar se a origem estd acima ou abaixo do arco.

Encontramos os pontos mais préximos do eixo vertical dentre os pontos
da lista que descreve o arco por meio de uma pesquisa bindria. Isto é,
consideramos inicialmente os dois exitremos do arco, e wm terceiro ponto
aproximadamente no meio da lista. Torna-se simples entiao verificar de
que lado deste terceiro ponto estd a intersegao procurada. O processo se
repete sempre dividindo ao meio o segmento de lista pesquisado, até termos
dois pontos vizinhos. Se necessitarmos de mais precisao, devemos fazer
um pouco de andilise numérica. Se a curva em questdo é critica, basta
olhar o sinal de det(DF) na origem. Se a curva é a imagem de uma curva
critica, temos uma idéia aproximada da posi¢do do ponto desejado dentro
de um pequeno arco de imagem de curva critica entre dois pontos vizinhos.
Devemos agora resolver um sistema de duas equagbes e duas incégnitas
a partir de uma boa aproximagao da solugio, mais uma vez uma Garefa
cldssica.

Para calcular giracoes, novamente tomamos arcos bimonoténicos. Ve-
tores secantes com extremos no mesmo arco bimonoténico estdo no mesmo
quadrante: associamos o quadrante ao arco. Em particular, vetores secantes
como mencionados na definigio de giragdo também pertencem ao quadrante
associado ao arco correspondente, desde que eles estejam inteiramente
contidos neste arco. E facil calcular a contribui¢do & giragdo correspondente
a fransigdo entre dois arces bimonotdnicos quando eles se encontram em
um extremo suave: os vetores secantes para arcos consecutivos estao em
quadrantes adjacentes e a contribuigio 4 giragio é mais ou menos um quarto
de volta. Ciuspides sdo ainda mais simples: basta somar meia volta  giragio
(por qué?).

A partir dos ingredientes acima, produzimos facilmente uma rotina que
decide se um ponto estd no interior do disco limitado por uma curva critica,
determinando assim as relagGes de inclusio entre curvas criticas no dominio.
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Passo 4: Aplicando os testes

Neste passo, ndo hd andlise numérica, apenas manipulagdes combi-
natdrias. Aplicaremos, seqiiencialmente, trés tipos de testes ao conjunto C,
de curvas criticas ji calculadas. Assim que um teste falha, o programa volta
a procurar outras curvas criticas em uma placa de C,. No programa, cada
placa recebe o indice de sua fronteira exterior ¢ a componente ilimitada,
por convengao, o indice —1.

O primeiro teste é muito simples. Dadas duas curvas criticas conheci-
das, vizinhas imediatas por inclusdo, verificamos se os sinais de det(DF')
imediatamente fora de cada curva sio diferentes; isto é feito comparando
o indicador de orientagio associado a cada curva critica no dominio. Estes
sinais devem ser diferentes pois caso contrario deve haver outra curva critica
entre as duas. J& vimos que isto equivale & condigio necesséria relacionando
sentidos de dobra mencionada na segdo 4.4 (condi¢io (a)), sem a qual nio
ge aplica o Teorema 4.11.

O segundo teste interpreta o Teorema 4.1 como condigio necesséria
para que ja tenhamos encontrado todas as curvas criticas, sendo aplicado
em cada placa de C,.

O terceiro teste é mais complicado: ele corresponde ao Teorema 4.11,
da mesma forma que o teste anterior corresponde ao Teorema 4.1. Inicial-
mente construimos palavras de Blank, e depois procuramos simplificagdes
positivas até uma palavra sem expoentes negativos.

Seja § uma placa de C,; de agora em diante, apenas consideraremos
curvas criticas na fronteira de F e cispides que sdo efetivas dentro de 3,
isto &, cispides interiores da fronteira exterior e clispides exteriores para as
outras componentes da fronteira. Primeiro consideraremos o caso onde S
é limitado. Neste passo, chamaremos de arco a parte da imagem de uma
curva critica entre duas interseges consecutivas dotada de uma orientacéo
(ambas podem ser escolhidas}, ou a imagem toda de uma curva critica que
nao tem intersecoes, novamente com uma orientagdo. Assim, cada pedaco
da imagem de uma curva critica entre duas intersegdes da origem a dois
arcos com orientagoes opostas. Dobrando sempre & direita nas intersecges,
vamos de um arco para seu sucessor. Um ciclo é uma seqiiencia fechada de
sucessores, como na Figura 5.8.
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Fronteiras de placas de F'(3S) sdo ciclos. Um ciclo é a fronteira
exterior de uma placa de F(35) se e somente se ele tem giragio igual a
—1. Consideraremos um ciclo imaginario em infinito com giragao —1, de
tal forma que todas as placas tém uma fronteira exterior. E facil verificar
inclusées entre ciclos calculando nimeros de voltas: isso nos diz quais
fronteiras internas correspondem a uma dada fronteira externa.

Para cada placa de F'(355), ou equivalentemente, para cada fronteira
exterior, vamos definir indutivamente a profundidede e um arco de fuga.
A profundidade da placa ilimitada é zero. Repetimos o processo a seguir
até que todas as fronteiras externas préprias (isto é, diferentes da fronteira
em infinito) tenham sido levadas em conta. Para cada placa limitada P,
verificamos se um dos arcos o de sua fronteira exterior, quando visto com
orientagio invertida, é parte da fronteira de uma placa Q cuja profundidade
ja tenha sido definida. Neste caso, definimos a profundidade de P como 1
mais a profundidade de @ e tomamos o como o arco de fuga de P. Arcos
de fuga sao indicados por setas na Figura 5.9, e sao as posicoes por onde os
raios que construiremos sairao da placa. Pela nossa construgao, comecando
em qualquer placa limitada e saindo através de seu arco de fuga, chegaremos
a placa ilimitada.

Os raios de Blank agora sao ficeis de construir. Na verdade, a tnica
informagao necessiria sobre os raios é a combinatéria de suas intersegdes
com arcos (por exemplo, na Figura 5.9, ligue as intersecbes associadas a
cada raio de maneira que os raios nao se encontrem). Comece pelas placas
mais fundas de F(9S) e encaminhe-se para as mais rasas recursivamente.
Em um passo de indugio tipico, hi raios entrando ji construidos em
passos anteriores saindo de placas mais fundas para a placa de F(85)
sendo considerada. Neste ponto, temos uma lista de raios (incompletos)
e uma lista de intersegGes com arcos de fuga de placas mais profundas, ji
tratadas pela indugdo, onde cada interse¢io guarda sua altura (isto &, a
posicdo da intersecdo no raio). A cada grupo de raios vindo de uma dada
componente da fronteira, adicionamos um raio para cada cispide neste ciclo
que deixa a placa de F(dS) em questdo 3 direita (na Figura 5.9, os arcos
associados a cispides sdo b, ¢, d, f, g, h e [). A ordem dos raios em um
grupo ¢ dada, dentro de cada arco, por passos indutivos anteriores e, mais
globalmente, pela ordem dos arcos no ciclos. Se estivermos tratando da
fronteira externa, devemos considerar a posigao dos virios arcos, inclusive
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o de fuga, na fronteira. Forgamos todos os raios a sairem através do arco
de fuga, preservando a ordem dos raios em cada grupo: a ordem entre
os grupos é arbitrdria. Finalinente, acrescentamos um iltimo raio para a
prépria placa de F(8S) (na Figura 5.9 os arcos associados a placas sdo
@, e 1, J, k e m). Este processo d4 uma descrigaio completa do padrio
combinatdrio mencionado acima para uma escolha satisfatéria de raios de
Blank. A palavra de Blank para cada curva é obtida simplesmente seguindo
a curva e registrando as intersegoes de raios com seus arcos, incluindo as
intersecoes formais nas ciispides definidas no Capitulo 4. J4 observamos que
o sinal nas cispides é sempre negativo: os outros sinais das intersecdes sio
obtidos comparando a orientagido do arco de fuga relevante com o sentido
de dobra da curva. Na Figura 5.9, as palavras obtidas sao as seguintes.
Para o ldbio (isto é, a curva simples com duas cdspides), a palavra é
4 k717 b7, para a curva com trés clispides, a! b} ¢] d] , para a curva com
duas voltas, a] bJ ¢; di e [ gf k) ¢ 7 at b} ¢l dl el f7 g7 e para a curva
de fora, a] bf ¢] d) el fF gt h}if ot kYL m) .

Para terminar, verificamos por exaustio se as vérias palavras de Blank
podem ser grupadas positivamente, como descrito no Capitulo 4. No
exemplo da Figura 5.9, comegamos descartando os raios @, €, 7, 7, k e m, por
s6 terem intersecoes positivas, sendo portanto inécuos. As palavras entio se
reduzem, depois de permutagdes circulares, s expressées P, = h] , P, =
c;di by, P, o= g bl dy £ gl b b e dl o e P = bl df gt WL
O diagrama abaixo exibe uma concatenacao e grupamento.

+'——+++++++'+_'——'—_-‘+++I+++':_l——
dZ fl gl ba ca d\'.l f2 gz h2 b2 c2 ’c]. dl bl |b4 Cfl dd fa g3 hJI! 12 Ill hl

O algoritmo acima trata das placas limitadas § de C,. A placa
ilimitada S, é tratada da forma descrita no Teorema 4.11: a palavra no
infinito é de ficil construcgao.

Passo 5: Procurando mais curvas criticas

Suponhamos que uma placa S de C, nao passou em algum dos testes
anteriores: procuramos entdo um ponto critico em §, buscando dois pontos
Po ¢ p, em S nos quais det(DF) tem sinais opostos e tal que o segmento
Pop, estd contido em S: em outras palavras, o segmento nio intercepta
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nenhuma curva critica conhecida. Isso é necessirio para garantir que, ao
final do processo, nao encontremos de novo uma curva critica ji conhecida.

Uma violagio do primeiro teste é ficil de tratar. Suponha S limitada.
Curvas na fronteira de S se dividem em duas classes de equivaléncia.
Fronteiras interiores sdo boas se sua orientagio dada pelo sentido de dobra
¢ oposta 4 da fronteira exterior; as demais sio mds. A fronteira exterior
¢ boa por definigdo e a violagio do primeiro teste significa que existe pelo
menos uma curva md. Seja p' o ponto nas curvas mds com coordenada y
minima. Dentre os pontos em curvas boas com coordenada y menor ou
igual & de p', tome p” como o mais préximo de p' com a distancia definida
por d((zo,% ), (2:,%)) = max{|z, — z,|,|% — 9.1}, obtido como em (a)
abaixo. Os pontos p, e p, sio obtidos aproximando ligeiramente p' e p”
um do outro ao longo do segmento p'p”’. O caso S ilimitado é semelhante
e deixado como exercicio.

A partir de agora, supomos que a regiio passou pelo primeiro teste.
Um ponto p é fdcil se det(DF)(p) tem mesmo sinal que det(DF) para
pontos de S perto da fronteira exterior, ou se esta for a placa ilimitada, o
mesmo sinal que o grau topoldgico de F. Pela nossa suposicio, todo poato
perto da fronteira da placa é ficil. Seja p um ponto aleatério em S {para
obter esse ponto, empregue a rotina que ji descrevemos para decidir se um
ponto estd em S5). Se p for um ponto diffcil (isto é, nio ficil), podemos
tomar p, = p e p' o ponto na fronteira de § que estd mais perto de p,,
usando a nocdo de distincia definida no pardgrafo anterior. Obtemos p,
aproximando ligeiramente p' de p, ao longo do do segmento p,p'. Se » for
um ponto facil, usamos um método gradiente modificado, a ser descrito
em (b), para a fun¢io det(DF) de forma a encontrar um novo ponto que
esperamos ser dificil. Jteramos o método gradiente modificado até obtermos
um ponto dificil ou desistirmos e aj recomegamos a busca com outro ponto
aleatério.

Sempre que uma nova curva critica é encontrada, o programa repete as
partes necessarias dos passos 2 a 5 até que todos os testes sejam satisfeitos.
O programa entao entende que encontrou todas as curvas criticas de F.

(a) Obtendo o ponto mais préximo

Fazemos isto em cada arco bimonotdnico, ¢ depois escolhemos o melhor
dos resultados. Para a nogdo de distincia que estamos usando, é f4cil ver
que o ponto mais préximo ¢ um extremo do arco ou uma intersecio do arco
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com uma linha reta passando por p com coeficiente angular £1. Um simples
teste dependendo da posigio do arco em relagdo a p nos diz em qual dos
casos nos encontramos. No segundo caso, uma pesquisa bindria obtém o
ponto mais préximo.

(b) O método gradiente modificado
Dado um ponto ficil p, obtemos uma aproximagao u para o gradiente
de det(DF) em p por diferengas finitas. A seguir, sobre a linha que passa
por p na diregao de u, resolvemos para p' a equagio para a linearizagao de
det(DF)
det(DF)(p) + u- (p' — p) = —adet(DF)(p).

O parimetro & é uma constante entre zero e um. Devemos verificar se p'
esta em S.

Secido 5.3: Invertendo a funcio e calculando a flor

No comego do processo de inversiao, temos a nosso dispor o nimero
de curvas criticas, uma lista de pontos em cada curva critica I';, incluindo
cispides e pontos de interse¢io, calculados virtualmente com precisao de
maiquina. A lista inclui os valores das imagens de todos os pontos {a lista de
pontos em F(I;)), junto com uma colecio de indicadores para as seguintes
propriedades de cada ponto:

(a) se o ponto é uma ciispide, e se a ciispide é interna ou externa,

(b) se o ponto é um extremo local da coordenada x ou y nas listas T; ou
F(T';) (hd quatro indicadores deste tipo),

(c) se o ponto é uma interse¢io na imagem, junto com a orientagio desta
intersecao.

Queremos, entao, calcular os valores de p que satisfazem a equagio
F(p)=q¢, pgeR’. (*)

Uma operagao frequente serd a inversdo por um método de continuagio
de F ao longo de um segmento de reta g,¢q, na imagem para o qual uma
pré-imagem p, de g, é conhecida — mais uma das tarefas cldssicas. Observe
que nao estamos interessados em inverter pontos intermedidrios, exceto na
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medida em que isto for necessdrio para obter a pré-imagem desejada de gq, .
Mais precisamente, teremos uma rotina que tem como entrada os pontos
%, ¢ € p, ¢ como saida pontos p,, p. e um indicador de desempenho para
cada um dos trés resultados possiveis a seguir:

» A rotina foi bem sucedida e a pré-imagem deseja.da, ép,.

* A rotina descobriu que o processo de continuagio nio vai além de um
ponto p, . Isto sé6 pode ocorrer quando o segmento g, ¢, encontra uma
imagem de uma curva critica: p, sers esta intersecao.

e Ocorréncia de um erro numérico na rotina.
Novamente, quebraremos a descrigdo do algoritmo em passos.
Passo 0: Calculando todas as pré-imagens de alguns pontos

Tomamos um ponto p do dominio fora do conjunto critico C, e tal
que F(p) também esteja fora de F(C) (isto se faz a partir de informagio
coletada nos indicadores de tipo (b)). Como na Figura 5.10, ligamos sua
imagem F'(p) por um segmento horizontal ou vertical I a um ponto préximo
¢. em uma das diagonais y = z ou y = —=z. Sejam gq,, ¢, e g. 08 pontos
na imagem obtidos através de rotagdes de noventa graus de g, ao redor da
origem. A seguir, tentamos inverter ao longe do segmento I com condigao
inicial p.

Se tudo correr bem, obtemos assim a primeira pré-imagem P. do ponto
¢.. Usando p, como uma condigio inicial para inverter ao longo do lado
4. ¢, obtemos uma pré-imagem de g,. Repetindo o processo ao longo dos
lados ¢,4., 9.9s e ¢.9, do quadrado q, ¢,9.4., obtemos (se tudo correr bem)
pré-imagens de g. e ¢, e uma outra pré-imagem de g,. Repetimos entio o
ciclo de inversGes ao longo dos lados do quadrado até obtermos o nimero
total de pré-imagens de cada um destes quatro pontos, nimero este que
deve ser igual a [grau(F')|, que j4 foi calculado. Este processo é justificado
pelo Teorema 3.4. Se o processo de inversio falhar, comecamos de novo
com p mais longe da origem. Novamente pelo Teorema 3.4, este processo
deve funcionar para p suficientemente longe da origem. Em conclusio,
temos quatro pontos q,, ¢,, ¢, e g, nas diagonais cujas pré-imagens sio
todas conhecidas. Isto equivale a termos resolvido o sistema (#) para o lado
direito igual a cada um destes quatro pontos. Pontos cujas pré-imagens sao
todas conhecidas serio chamados de pontos resolvidos. Alguns dos pontos
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resolvidos serdo guardados permanentemente na meméria em um banco de
pontos resolvidos.

Passo 1: Achando as pré-imagens de um ponto arbitririo

Seja ¢ um ponto da imagem de F. Ligue ¢ a um ponto g, do
banco de pontos resolvidos, por um caminho em forma de L, isto é, um
caminho formado por dois segmentos, um horizontal e outro vertical (a
ordem nao ¢ importante), orientado de ¢, a g. Na Figura 5.11, esbogamos
um caminho e sua pré-imagem para a fungio z — 2* + Z, em notagio
complexa. Existem muitos caminhos assim, e escolhemos um favorecendo
as propriedades abaixo.

(1) Os dois segmentos devem passar longe de imagens de ctispides {que
sdo pontos possivelmente problemdticos para o processo de inversao)
e de extremos locais das coordenadas z ou y em F(C) (o contririo
geraria interse¢des quase nao transversais, novamente com risco de
instabilidade numérica).

(2) Ambos os segmentos devem ter poucas intersegoes com F(C).
(3) Os segmentos devem ser curtos.

A propriedade 1 nos dd a proibigio mais forte, ¢ caminhos passando
perto demais de uma cispide ou extremo local sdo em principio inaceitiveis;
entretanto, se g estd préximo de uma cidspide ou extremo local, isso é
inevitdvel. Dentre os caminhos satisfazendo a propriedade 1, procuramos
aqueles que tornam minimo o niimero total de intersecdes (propriedade 2) e,
havende empate, tomamos o mais curto (propriedade 3). Nao consideramos
todos os pontos do banco, mas apenas um pequeno nimero fixo, e para
este fim tomamos aqueles que estdo mais préximos de ¢ (novamente, a
propriedade 3).

Uma vez escolhido o caminho, executamos um processo de inversio
comegando no ponto resolvido ¢, ao longo dos dois segmentos. Fazendo isto
para cada pré-imagem de g,, obtemos algumas pré-imagens de g, apesar de
sabermos que as vezes este processo serd interrompido em uma intersegio
com /'(C). Dependendo do sentido das intersegoes com #(C), podem surgir
ou desaparecer duas pré-imagens perto de C, como indicado na Figura 5.12.

Quando duas pré-imagens desaparecem, o processo ‘falha’ como des-
crito anteriormente. Devemos apenas verificar se estas falhas ocorrem
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nos lugares e quantidades corretas. Infelizmente, a partir da informacgio
disponivel, é impossivel saber a priori quais pré-imagens estio fadadas a
desaparecer.

Consideremos agora o caso em que duas pré-imagens aparecem. Seja g,
o ponto correspondente no caminho. Calculamos facilmente o ponto p. no
conjunto critico C' cuja imagem é g, e o niicleo K de DF(p,). Escolhemos
entao dois pontos p, e p, perto de C na reta p. + K, um de cada lado da
curva critica, como na Figura 5.13. As imagens ¢, = F(p,) e ¢, = F(p,)
provavelmente nao pertencem ao segmento que estd sendo invertido, mas
estarao muito perto dele: para isso utilizamos K. Conectando ¢, e ¢, ao
segmento que queremos inverter por pequenos segmentos de reta I, e I,
invertemos com as condigdes iniciais evidentes e continuamos o processo de
inversdo até ¢ ao longo do caminho original.

Se este processo como um todo é bem sucedido, isto é, se as dnicas
falhas do processo de inversdo correspondem ao desaparecimento de pré-
imagens, isto nos dd todas as pré-imagens de g. O que pode dar errado?
Fazer aparecer um par de novas pré-imagens é uma construgio delicada, por
envolver métodos de continuagio perto do conjunto critico. A experiéncia
nos mostra entretanto que esta nao é uma causa frequente de problemas.
Um outro problema é reconhecer que as falhas do processo de inversio
ocorreram nos lugares certos, ot seja, numa das intersegdes conhecidas, onde
pré-imagens desaparecem. Um terceiro problema possivel surge quando o
préprio ponto ¢ estd muito préximo da imagem do conjunto critico: isto
nao é sério para os métodos de continuagdo empregados. Finalmente, uma
dificuldade mais bésica é que existem casos onde nenhum caminho em forma
de L é aceitavel no sentido da propriedade (1) acima. Uma possibilidade
seria procurar caminhos mais complicados ligando ¢ a algum ponto do
banco, desviando-nos de regides perigosas para a inversao. Uma outra
possibilidade é esperar até que o banco de pontos resolvidos seja rico o
suficiente para conter um ponto que possa ser ligado a ¢ por um caminho
em forma de L aceitivel. Esta discussio nos leva ao préximo passo.

Passo 2: Gerenciando o banco de pontos resolvidos

£ conveniente manter um banco consistindo de alguns pontos da
imagem e seus conjuntos completos de pré-imagens, inicializado com gq,,
g, 4. © ¢, ja obtidos no Passo 0. Ocasionalmente, acrescentaremos a este
banco um novo ponto resolvido, invertido ou por pedido explicito ou por
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ser o vértice de um caminho em forma de L usado. Em outras palavras, um
novo ponto resolvido é sempre obtido a partir de um velho por continuagio
ao longo de um segmento horizontal ou vertical. Isto permitird melhoras na
escolha de futuros caminhos em forma de L, assim tornando mais pontos
acessiveis ao processo de inversao. Existem virios critérios razodveis para
inser¢ao de um novo ponto resolvido no banco. O processo de inversao ao
longo de um segmento sem intersecbes com F(C) é geralmente considerado
de baixo custo. Uma alternativa é acrescentar um novo ponto resolvido
ao banco se e somente se o segmento (horizontal ou vertical) usado no seu
processo de inversao interceptar F'(C'). Outra possibilidade é acrescentar ao
banco todos os pontos resolvidos até atingirmos um méximo previamente
estabelecido. As duas estratégias mencionadas sio bastante exageradas,
mas a segunda foi satisfatéria nos testes descritos a seguir.

Passo 3: Calculando a flor

Para calcular a flor, devemos inverter cada ponto nas listas descrevendo
F(C). Um ponto esti sempre préximo de seus vizinhos na mesma curva,
de modo que quase sempre temos boas condigbes iniciais para sua inversao.
Mas as coisas nao funcionam tao bem perto de uma cispide ou de uma
interse¢ao. Trabalhamos portanto arco a arco, onde um arco é uma porgao
de uma das curvas em F(C) entre dois tais pontos problemdticos. A situagio
para um ponto tipico dentro de um arco é muito simples de se tratar
numericamente: todas as pré-imagens, exceto uma, estao longe do conjunto
critico C, e esta iltima, que estd em C, j4 é conhecida explicitamente (¢ o
ponto em C que é levado ao ponto em F(C) que estd sendo invertido).
Trabalhando arce a arco, podemos entio usar o processo previamente
discutido de inversio para calcular todas as pré-imagens desconhecidas
de um ponte e inverter o resto do arco pelos métodos de continuagao
habituais. Dificuldades podem aparecer quando as pré-imagens regulares
(isto €, pré-imagens qué ndo pertencem a C) se aproximam muito de
C. Isto acontece perto dos extremos de um arco, o que, se o arco for
extraordinariamente curto, pode significar todo o arco. Isto é precisamente
0 que ocorre quando F' tem um pequeno rabo de andorinha, ou seja, um par
de ciispides préximas, uma para dentro e outra para fora, na mesma curva
critica (hd um rabo de andorinha na Figura 1.7). Além disso, duas curvas
em F(C) podem estar muito préximas sem se interceptar. Esta tltima
possibilidade pode ser incémoda para o programa, j4 que ela pode implicar
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na mé inversio de todo um arco (possiveimente longo); este caso nao é
comum. A atual versiao do programa simplesmente abandona a inversio
de um arco se o método de continuagdo falha: isto geralmente faz pouca
diferenga para a informacio visual dada pela flor.

Secio 5.4: Exemplos

Descreveremos algumas execugées do programa. Estes experimentos
foram feitos em uma estagio Sparc Station SLC (diskless, 8 Mbytes).
Inicialmente consideraremos a funcio (de grau 5)

Fz,y) = (z° — 102°y* + 5zy* + 62° + 6y + =, 5z y — 102°y° +¢° — ).

Depois de percorrer uma grade de 61 x61 = 3721 pontos, o programa. encon-
trou trés curvas criticas, que foram tragadas com 57, 61 e 157 pontos. Estas
curvas e suas imagens sao mostradas na Figura 5.14. O programa verificou
que os dois primeiros testes eram satisfeitos pelas curvas criticas e a seguir
calculou as palavras de Blank associadas A regiao nao limitada no dominio
(neste exemplo, as regives dentro das curvas criticas trivialmente satisfazem
o critério da palavra). Seguindo o algoritmo descrito anteriormente, ele
encontrou as expressoes a, b, ¢, para a curva 0, d; e, f- para a curva 1
e by ¢t dl el fgs by i jo“ para a curva 2, e construiu a palavra em in-
ﬁﬂito b+ + d+ + f+ + z+Jl+ +b+ +d+ +f+ + '+ +b+ +d+ e"l' f""_
:h+%+]: +b+ +d+ +f+ T»+_’]:- +b+ +d+ +f+ Z+J: + (lem_
bre-se que md1ces de altura sdo 1rrelevantes para a pa.la.vra. em 1nﬁnito).
O programa verificou quc cstas palavras grupam positivamente. Neste
ponto, o programa considerou que o conjunto critico era completamente
conhecido. Esta parte do programa levou 4.5 segundos: 1.5 s correndo
pela grade (exagerada), 1.44 s foram gastos tragando as curvas criticas com
detalhe maior do que o necessdrio, o cdlculo preciso das intersegdes levou
0.22 s e o teste da palavra, 0.23 s.

Fizemos entdo duas experiéncias para avaliar o desempenho das roti-
nas de inversdo. Produzimos 199 pontos distribuidos aleatoriamente no
quadrado [-1,1] x [-1,1], e calculamos todas as suas pré-imagens com
nosso algoritmo. Isto levou 13.65 segundos, mais 1.84 s para ler e escrever
as respostas em um arquivo. Observe que o quadrado contém uma porgao
nao trivial da imagem do conjunto critico: hd pontos com cinco, sete e
nove pré-imagens: o numero médio de pré-imagens por ponto resultou ser

103



PI°G eIndryg

104



5.82. Tomamos entido outros 199 pontos distribuidos aleatoriamente no
quadrado [-6,—4] x [~1,1], distante da imagem do conjunto critico —
mas 86 sabemos disso porque calculamos o conjunto critico da fungao. O
programa entzo calculou todas as cinco pré-imagens de cada ponto, a partir
das cinco pré-imagens {previamente conhecidas) do ponte (~5,0), usando
um método de continuagao muito simples que em geral era equivalente
ao método de Newton habitual. Esta parte do programa levou 2.46 s
para calculos, e 1.64 s para entrada e saida. Consideramos a razdo de
6 para 1 entre tempos bastante satisfatéria, pelas seguintes razoes. O
protétipo testado estd longe de ser étimo e a tarefa que ele desempenha
¢ substancialmente mais dificil: s6 sabemos que o métode de continuagio
habitual encontrou todas as pré-imagens por estarmos limitados a uma
regido onde ja sabiamos que a fungao era bem comportada. Além disso, os
segmentos aparecendo nos métodos de continuac¢ao feitos na primeira parte
do testes estavam muito mais perto do conjunto critico, forgando o processo
de inversdao a ser mais cuidadoso, e portanto mais lento, mesmo quando os
segmentos nio interceptam a imagem do conjunto critico. Obviamente, um
niimero maior de pré-imagens é responsivel por mais tempo adicional na
primeira parte do teste. Observe que o programa inverteu com sucesso todos
os 199 pontos, apesar de sua proximidade provivel 4 imagem do conjunto
critico. O tempo total, incluindo cdlculos do conjunto critico e a inversao
dos 2 x 199 pontos foi de 28.70 segundos, dos quais 16.94 s foram gastos em
quase 35000 avaliagoes da funcdo e sua jacobiana.

No experimento seguinte, usamos uma grade mais modesta de 9 x 9 =
81 pontos para busca inicial de curvas criticas da mesma fungao F definida
acima. O programa comegou calculando corretamente o grau topolégico da
funcio (cinco) e, correndo pela grade, encontrou uma curva critica que foi
tragada com 158 pontos: nela foram encontradas quatro cispides e a giragao
calculada de sua imagem foi 1. Verificando as restrigoes de contagem, o
programa concluiu corretamente que havia curvas criticas faltando na com-
ponente ilimitada do compliemento da curva critica calculada. Localizada
pelo método de busca aleatdria, a segunda curva foi tragada com 57 pontos,
e mostrou-se que ela tinha 3 ciispides e giracao igual a 1. O programa nova-
mente concluiu pelas restrigdes de contagem que ainda havia curvas criticas
faltando, e encontrou a dltima curva critica, tragada com 53 pontos, tendo
trés clispides e giragao igual a 1. O programa verificou que este conjunto de
curvas criticas passava pelo primeiro e segundo testes, e comegou a calcular
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intersegoes. Duas foram encontradas entre as imagens das curvas 0 e 1, e
outras duas entre as imagens das curvas 0 e 2. Isto permitiu ao programa
verificar que este conjunto de curvas também satisfazia o terceiro teste (das
palavras de Blank).

Agora mostraremos dois exemplos de uso do programa para visualizar
o comportamento global de uma fungao através do cdlculo de sua flor ¥ =
F-*{F(C)). Considere a familia de funcdes

F(z,y) = (t(z' —62°y" +y* )+ 2° + 2y’ —22,t(42° y—4zy® ) — 2"y~ 3° —2y).

As flores mostradas nas Figuras 5.15(a) e 5.15(b) correspondem aos valores
t = 0.15 e t = 0.3 respectivamente. Observe as pequenas pré-imagens dos
tridngulos na imagem. Observe ainda a presenca de um recobrimento duple
na restricio da primeira funcao A regiao P.

Em ainda outro experimento, o programa inverteu alguns pontos muito

perto da imagem do conjunto critico da funcdo. Mais precisamente, con-

sidere a fungdo F(z,y) = (2* — y* + z,22y — y), com conjunto critico

dado por um circulo de raio » centrado na origem (veja a Figura 1.4). A

interse¢ao da imagem do conjunto critico com o semi-eixo positivo y é dada

por (0, ‘—?-iig_if-l_—?) 7 (0,0.294989919892746), que é a imagem de um ponto
de dobra. Para pontos

g. = (0,0.2949899198927)
g, = (0,0.2949899198929)

a inversao deu as respostas corretas: o primeiro ponto tem quatro pré-
imagens

p, = (0.643433123248,1.028318679856)

p, = (—1.009458527033, —0.097713820754)

p. = (0.183018329423, —0.465310690167)

p. = (0.183007074333, ~0.465294168935)
e o segundo ponto tem apenas duas pré-imagens, que coincidem com os
pontos p, e p, em todas as doze casas decimais dadas acima. Além disso,

aplicando F aos pontos p, € p,, obtivemos os pontos g, e ¢, com um erro
de aproximadamente 10~ '®: nesta escala, q, e ¢, sdo indistinguiveis. Além
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disso, p, e p, estdao de lados opostos da curva critica: sua distancia a ela é
da ordem da raiz quadrada da distincia do ponte ¢, & imagem do conjunto
FIR ’ -~
critico, que é o comportamento esperado de uma fungio perto de uma dobra.
Calculando F em p, e p,, entretanto, desviamos do ponto g, por um erro
da ordem de 10~ "', indicando que a andlise numérica nao é perfeita mas é
satisfatéria. Invertemos entdao alguns pontos muito préximos de (0.75,0),
que é a imagem da ciispide {0.5,0). O processo de inversio funcionou bem

para os pontos (0.75,0.00000001), (0.75000000001,0) e (0.74999999999,0).

Nosso iltimo exemplo é o estudo da fun¢do F(z,y) = (2* — ¢* +
20senx, 2zy + 20cosy). Como deve ser C? O conjunto critico de (z,y) —
(senz,cosy) é uma grade de retas da forma z = kn + = e y = km, onde
k é um inteiro. Devido ao termo quadrdtico, F' se comporta no infinito
como z — z°, em notagio complexa. Em particular, o conjunto critico de
F & limitado e seu grau topolégico ¢ igual a 2. Os conjuntos C e F(C} sdo
mostrados na Figura 5.16: observe o grande numero de curvas criticas no
dominio {17) e o intricado padrio de intersegoes na imagem. Nos cilculos
para este exemplo, primeiro estimamos uma cota para o conjunto critico
e fizemos uso de uma grade inicial muito fina. De fato, sé desta maneira
poderiamos esperar encontrar as duas pequenas curvas criticas nos cantos
superior direito e esquerdo da figura do dominio: elas s3o indetetdveis por
qualquer teste (lembre-se dos exemplos na segio 4.5). A combinatéria
relacionada ac teste da palavra é intrativel pelo menos para nosso al-
goritmo, devido ao grande nimero de palavras nao triviais associadas as
varias curvas criticas. Nesta execugio, inibimos o teste da palavra. Mesmo
assim, o programa nio teve dificuldade em inverter os pontos (—32,32),
(8,32), (—8,16), (8,16) e (—2,10), que t&m respectivamente, 2, 2, 8, 10 e
10 pré-imagens. Os iltimos trés pontos foram tomados em uma regido da
imagem particularmente superpovoada com imagens de curvas criticas.
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