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Este livro é dedicado a Lu,
pelo seu esférgo olimpico,
onde quase tudo é combinatdria...

C’est de algébre,
ce dit d’une chose
a laquelle on ne
comprend rien,
Littré







PREFACIO

Meu objetivo com estas notas é introduzir uma area de desenvolvimento
recente, ainda néao suficientemente amadurecida no que se refere a métodos
e resultados centrais, mas que goza de prestigio crescente junto a algebristas

e especialistas em combinatéria.

Mais precisamente, apresento resultados de interfaceamento entre par-
tes da Combinatéria e da Algebra Comutativa, com énfase na interpretacio

algébrico-geométrica de problemas oriundos da primeira.

Para usar de um conhecido caveat, nao existe, no momento, tanto
quanto saiba, um texto basico nesta area — muito menos, em portugues.
De certa maneira, o texto de R. Stanley, Combinatorics and Commutative
Algebra (Birkh&user, 1983), tem servido como guia e roteiro para os espe-
cialistas. Contudo, os pre-requisitos para sua correta digestao variamn desde
exposicoes prévias a topicos de Topologia Algébrica até um grau avancgado
de maturidade em Algebra Comutativa, tornando o texto uma leitura drdua

para 0 novigo.

Minha intengio original era a de evitar estes pre-requisitos, de modo
que as estruturas combinatérias ficassem em evidéncia o mais cédo possivel
e o instrumento algébrico, quando estritamente necessério. A medida que
me avizinhava ‘dos resultados mais profundos, comecei a entender o drama
de Stanley. Disfargadamente, empurrei os pre-requisitos para o final das

notas, na forma de uma Terminologia — enquanto Stanley os traz no iniciol

Mas, esta nio é a tinica diferenca. Certamente, um dos objetivos deste
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curso é divulgar alguns dos resultados obtidos por Stanley. Existem, contu-
do, intimeras facetas da combinatdria algébrica que sao igualmente dignas
de mencéo, entre estas a teoria algébrica e matricial dos grafos, a teoria dos
invariantes, a teoria das variedades téricas e dos politopos que se associam,
os arranjos de hiperplanos de Orlik-Terao, a teoria dos elementos finitos
(“spline theory™) de Billera, desenho de blocos e a combinatéria numérica
dos ideais polinomiais.

Um critério de selecio que me pareceu adequado e que tentei seguir
durante a preparagao das notas, foi o de qualificar estruturas combinatorias
que admitissem transferéncia néo trivial para dlgebra comutativa. Como
sempre, o trabalho de execucéo é sempre mais monumental do que o plano
original.

De qualquer maneira, seguindo o critério, a teoria dos grafos pareceu
‘ter uma importancia especial, a qual procurei destacar.

Como adverténcia ao leitor dvido pelos mais recentes desdobramentos
da teoria dos grafos nas areas tecnoldgicas, gostaria, contudo, de esclarecer
que este ndo é um texto sobre aquela teoria. Nao se trata sequer de um texto
visando tornar a teoria digerivel para o ptblico matemaético. O interessado
nestas duas vertentes sofrerd, infelizmente, uma decepgao.

Estas notas sio de interesse puramente mateméatico; os topicos, trata-
dos de modo matematico, poderiam prescindir totalmente das represen-
tacoes dos grafos como figuras geométricas que obedecem a prescri¢oes de
incidéncia. Isto, entretanto, seria um pedantismo indtil, tornaria a com-
preensao das idéias lenta e irritante e privaria o leitor sem experiéncia an-

terior de um prazer estético comprovado.
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Assim, o produto final ¢ um caso de personalidade dividida: os pri-
meiros capitulos dfio a impressiio de um livro sobre grafos — exceto pelo
intermezzo que se ocupa de complexos simpliciais abstratos e dos politopos;
os demais, apropriam-se devidamente da alcunha Combinatdria Algébrica.
A meio caminho, assim o espero, o leitor terd a sensagac de um “perfect
matching”.

Parte destas notas foram escritas durante uma visita do autor ao Max-
Planck-Institut fiir Mathematik (Bonn, Alemanha) durante o primeiro se-
mestre de 1991. Aquela Instituicdo, personificada pelo seu Diretor, Prof. F.
Hirzebruch, e ao meu colega da Universidade de Kéln, Prof. M. Herrmann,
meus agradecimentos por terem provido ambiente estimulante para a feitura

deste e de outros trabalhos.

ARON SIMIS

Departamento de Matematica
Universidade Federal da bahia
USERARON@QLNCC.BITNET
Abril, 1991
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CAPITULO ].

GRAFOS, I: GENERALIDADES



Capitulo 1 - Grafos, I: Generalidades

1.1 Grafos como relagbes. A teoria dos grafos reveste-se do encanto
habitual de todas as teorias que administram wm mosaico de aplicacdes aos
varios dominjos do conhecimento. Sob pena de desfazer o encanto, usaremos
a seguinte formulagao abstrata do conceito de grafo.

(1.1.1) DeFINIGAO. Um relgrafo (resp., um grafo) a conjunto de vértices
V & uma relagao (resp. uma relagéo simétrica e néo reflexiva) no conjunto

V.

Suporemos tacitamente, ao longo do texto, que o conjunto V é finito.

Do ponto de vista das representagdes habituais de um grafo, as hipéteses
feitas resultam na exclusdo de “loops” e na auséncia de orientag¢do das
arestas. Varios textos referem-se a este caso especial como a de um grafo
simples, terminologia que evitaremos empregar. ‘

A titulo de notagdo, um grafo serd indicado por G = (V, A), onde V
designa o conjunto de vértices e A, o subconjunto de V x V que define G
como relagao. Seguindo a tradigdo da nomenclatura de fundo geométrico,
um clemento de A é chamado uma aresta do grafo.

Scmpre que se fizer necessério a consideragio simultinea de varios grafos,
usaremos as notagoes V(G), A(G), etc. Um elemento tipico de V (resp. A)
serd denotado por v (resp. @ ou (n, ).

Uma formulagio alternativa de grafo é obtida decretando-se a existéncia
de dois conjuntos, V e 4, munidos de uma aplicacdo (chamada de in-
cidéncia) 1: YV — A,

Esta definicio tem duas vantagens sobre a anterior: primeira, admite a
possibilidade de que ¢ seja nio injetiva, incluindo maultigrafos (nio serdo
considerados porque nao admitem wma versao algébrica relevante no pre-
sente contexto); segunda, entrevé a existéncia de grafos concretos (isto é,
J4 imersos em espagos familiares — vide 1.2 abaixo).

1.2 Realizagdo de grafos. O problema de realizagao de grafos, a se-
melhanga de outros problemas de realizagio geométrica, tem fundo nitida-
mente topolégico. Sua formulagio depende das aplicagdes permissiveis para
a realizagio.



Sob risco de pedantismo, propomos, primeiramente, a seguinte nogao
basica. Um morfismo entre dois grafos Gy = (V1,41) e Go = (Va, As) &
uma, aplicagdo ¢ : V) — Vs tal que a aplicagao natural induzida

eXp: Vi xVi—Vax )W

satisfaz a condigdo adicional (¢ x ¢)((v1,v])) € Aa, sempre que @) #
o(v1)-

Esta tltima é familiarmente conhecida como a condigdo de preservagao
de incidéncia, pelo seu significado na definigao alternativa de grafo dada em
1.1.

Um morfismo é um isomorfismo se a aplicagdo ¢ é bijetora e a induzida a
nivel de arestas é sobrejetora (logo, bijetora também). Os grafos séo, entao,
ditos isomorfos.

Estritamente, todo grafo isomorfo a um grafo dado é uma realizacio deste.
Estamos mais interessados em realizagdes de carater geométrico. Para tal,
fazendo uso da segunda definicio, consideramos a classe dos grafos obtidos
quando impomos aos vértices que sejam pontos do espago afim R™ ¢ que
as arestas sejam poligonais ligande um par de vértices, com aplicagio de
incidéncia ébvia.

Um tal grafo serd dito, um tanto inapropriadamente, geométrico. Uma
realizagdo geométrica de um grafo G consiste de um grafo G’ geométrico,
acompanhado de um isomorfismo G ~ G’. Chamamos a atencio do leitor
para a confusdo habitual entre o isomorfismo e a prépria imagem geométri-
ca.

Um grafo geométrico é imerso se as arestas se interceptam apenas nos
_vértices. Um grafo (abstrato) é geometricamente imersivo {ou, simples-
mente imersivo) se for isomorfo a um grafo geométrico imerso.

A terminologia consagrou ainda: um grafo imersivo em R? é dito pla-
nar. Presumivelmente, a razao pela qual ndo precisamos nomenclatura
para imersividade em espagos de dimensao maior esta na seguinte

(1.2.1) ProrosiGRo. Todo grafo é imersivo em R®.

D EMONSTRAGAO: Seja G = ({v1,...,vn},{¢1,...,8m}) 0 grafo dado. To-
memos, em R3, duas retas ndo coplanares transversas L; e Ly e, sobre Ly
(resp. L) marquemos pontos distintos p1,...,pn (T€sp. q1,..., gm). Intro-
duzamos o grafo geométrico G = (V, A) em R® assim definido: primeira-
mente, V = {p1,...,pn}; em seguida, subentendidas as bijegoes v; — p;
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e a — gk, dada uma aresta ay = (v;,v;) de G, consideremos a poligonal
formada pela sequéncia dos dois segmentos de reta p;gr, e i, p;. O conjunto
das poligonais assim formadas constitui A.

& imediato que a associagio descrita ¢ um isomorfismo entre os dois
grafos. I

Na Figura 1.1, vemos uma ilustracao da proposigéo.

Fig. 1.1 Uma imersio do “tridngulo”

(1.2.2) OBSERVAQAO. Nio ha nada especial na escolha dos pontos sobre
uma reta. B facil ver que a figura acima é um né desatavel em R® e que
podemos retificar as poligonais a fim de obter a figura usual do tridngnlo
euclidiano, que é planar. Mas, mesmo grafos nfo planares sao passiveis de
realizagdes diferentes em R?, uma para cada gosto. A Figura 1.2 ilustra uma
imersao do grafo completo a cinco vértices, isto €, do grafo obtido unindo-se,
dois a dois, todos os vértices de um conjunto com cinco elementos.

Fig. 1.2 Uma imersdo do grafo completo a 5 vértices
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A idéia por tris desta realizacio consiste em, recursivamente, aderir um
novo vértice adjacente a todos os vértices do grafo completo de ordem anteri-
or: a partir do tridngulo, as arestas de um tetraedro e assim sucessivamente.
Intuitivamente, vemos que, procedendo desta maneira, todo grafo completo
admite uma realizagio em R? por arestas que sfo segmentos de reta, ndo
meramente poligonais — tais realizagdes sio chamadas retilineas.

E importante nio confundir uma realizacio espacial retilinea com uma
realizagdo poliédrica (o teorema de Euler para poliedros ndo nos deixarial).
Temos, na verdade:

(1) Um poliedro pode ser inscrito numa esfera; consequentemente, o
conjunto de seus vértices e arestas constituem um grafo planar (pela
projegao estereogrifica).

(2) Para um grafo planar G = (V, A), vale a estimativa

|A| < 3|V| - 6.

Em verdade, consequéncia do teorema de Euler).
q
(3) Nem todo grafo admitindo realizagéo retilinea obedece & relagéo em
(2) - por cxemplo, o grafo completo a 5 vértices.

Questdes desta natureza sdo tipicas da topologia subjacente & teoria dos
grafos, algumas delas bastante dificeis e ainda sem solugdo. Acabamos
de observar, por exemplo, que todo grafo poliédrico é planar retilineo. A
reciproca nio é verdadeira, como mostra qualquer dos grafos da Figura 1.3.

y

Fig. 1.3 Grafos retilineos planos nao poliédricos

Com a hipétese adicional de que o grafo é 3-conexo — isto €, de que sao
niecessarios ao menos trés vértices a fim de que, retirados estes vértices,
juntamente com as arestas a eles incidentes, o grafo restante admita ao
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menos duas componentes conexas — a reciproca vale e é devida a E. Steinitz
[StRa34].

Para realizages poliédricas em dimensao superior a trés, nao se conhecem
condi¢oes necessarias e suficientes.

1.3 Grafos e seus automorfismos. Um eutomorfismo de um grafo G é
um isomorfismo de G em G. O conjunto dos automorfismos de &, denotado
Aut(G), admite estrutura de grupo relativamente & composicio de apli-
cagdes. Fixando uma bijegio de V(G) sobre {1,...,n }, sendo n o cardinal
de V(G), identificamos Aut(G) com um subgrupo do grupo de permutacdes
Sh.

O grou (ou waléncia) de um vértice de G é o nimero de arestas inci-
dentes neste vértice. Uma das propriedades facilmente reconheciveis de um
automorfismo é de que os graus dos vértices sdo preservados. Os grafos da
Figura 1.4 mostram que uma bijecio de V(G), gozando desta propriedade,
nio determina necessariamente um automorfismo.

Fig. 1.4 Grafos ndo isomorfos, com mesma sequéncia de graus

Neste caso, é facil decidir que os dois grafos nio sdo isomorfos; por exem-
plo, o primeiro admite ciclos impares, enquanto o segundo sé admite ciclos
pares — um grafo bipartido (vide 1.5).

Evidentemente, nao existe uma maneira 6bvia de determinar Aut(G) em
geral. As diversas técnicas de realizagdo de grafos constituem wm instru-
mento 1til para determinagido de Aut(G). Assim, por exemplo, um grafo
admitindo realizagio geométrica com imagem um poligono (nio necessaria-
mente convexo) de n lados, tem grupo de automorfismos isomorfo ao grupo
de simetrias deste poligono — o chamado grupo diédrico D,,, de ordem 2n.
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(1.3.1) ExeMpPLO. Aut(K,) ~ S,, onde K, denota o grafo completo a n
vértices.

O leitor podera demonstrar esta afirmagéo, a titulo de exercicio.
Um pouco mais interessante é o seguinte.

(1.3.2) ExERcicio. Seja G = (V,A), onde V = {v,v2,v3,14} ¢ A =
{ (v1,v2),(vs,vs) }. Pede-se:

(1) Decidir se Aut(G) é um grupo abeliano.

(2) Calcular a ordem de Aut(G).

(3) Determinar a estrutura de Aut(G).

Pode-se mostrar que o grupo de automorfismos da unido disjunta de m
copias de um grafo conexo G é isomorfo ao grupo de permutagdes em m
simbolos convenientemente composto com Aut(G) — um grupo de ordem
ml] Aut(G) |™, bastante grande.

Tendo adquirido certa habilidade com o manuseio destes exemplos, o
leitor devera ser capaz de decidir o préximo.

(1.3.3) ExErcicio. E verdade que dois grafos, cujos respectivos grupos
de automorfismos sao isomorfos, sdo isomorfos também? (Pede-se uma
demonstragio ou um contra—exemplo).

Intuitivamente, Aut(G) depende das “simetrias” de G. Em particular,
poder-se-ia esperar que a existéncia de um grande nimero de vértices do
mesmo grau fosse responsivel pelo crescimento de Aut(G), num sentido a
ser precisado.

A natureza, contudo, nos reserva algumas surpresas.

Um grafo é dito d-regular se todos seus vértices tém grau d. Grafos
regulares constituem, por assim dizer, o melhor caso-teste para questdes
sobre isomorfismos e sobre Aut{G).

Na préxima segao, veremos como os graus dos vértices intervém em certas
propriedades do grafo relacionadas com a coloragao.

Ora bem, R. Frucht [Fru38] demonstrou que todo grupo ¢ isomorfo a
Aut(G) para algum grafo G. Em particular, existem grafos cujo grupo de
automorfismos reduz-se & identidade.

Na Figura 1.5, um grafo 3-regular, com menor ntimero de vértices pos-
sivel, cujo grupo de automorfismos é trivial.




Frucht nao cedeu os Direitos, que penal

Tente seu proprio epemplo

Fig. 1.5 O grafo 3-regular de Frucht, sem automorfismos

(1.3.4) Exgrcicio. Dar um exemplo de &rvore T' com 7 vértices tal que
Aut(T) = {1}. (Sugestdo: 3 vértices terminais sio suficientes)

(1.3.5) BEXERcicio. Construir um grafo G tal que Aut(G) =~ Z/3Z (Aten-
¢iio: o nimero de vértices € pelo menos 9).

O leitor é seriamente estimulado a tentar uma solugéo, antes de recorrer
ao trabalho de Harary e Palmer [HaPa73].

1.4 Subgrafos e arvores geradoras. A nogao principal deste paragrafo
é de substancial aplica¢io em problemas de complexidade. Neste curso, seu
interesse est4 limitado a certas situagdes em que a configuragao de subgrafos
desempenha algum papel.

(1.4.1) DEFINIGAO. Um subgrafo H de um grafo G é chamado um subgrafo
gerador (ingles: “spanning”) se V(H) = V(G).

Uinta das principais motivagées para destacar este conceito ¢ o problema
do ciclo hamiltoniano. Um ciclo de um grafo G é hamiltoniano se for um
subgrafo gerador de G — neste caso, ¢ tradicional chamar o préprio G de
hamiltoniano.

Existem obstrucdes para um grafo ser hamiltoniano e o leitor poderd se
divertir, procurando algumas delas. Em geral, néo se conhecem condiges
nio triviais que caracterizem os grafos hamiltonianos e o problema de encon-
trar um ciclo hamiltoniano (se existir) — a exemplo do problema do caixeiro
viajante — faz parte da lista de problemas NP-completos (vide Palimpsesto
3).

Um caso particular importante de estrutura geradora é o de uma arvore
geradora. Um conjunto desconector (ingles: “cutset”) de um grafo (7 é um
subconjunto D C A(G) tal que A(G) \ D tem mais componentes conexas
do que G. Conjuntos desconectores de vértices também fazem sentido ¢ um
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problema relacionado com os mesmos foi brevemente mencionado acima, a
propésito do teorcma de Steinitz-Rademacher (vide 1.3).

Um dos poucos resultados sobre drvores geradoras neste curso, cuja de-
monstracao podera ser suprida pelo leitor. é o seguinte.

(1.4.2) ProPOSIGAO. Seja G um grafo conexo (isto é, dois vértices quais-
quer estao conectados por um caminho) e seja T' uma drvore geradora de
G. Valem:

(1) Para toda aresta a € A(G)\ A(T), G admite um iinico ciclo contendo «
e arestas de T';

(ii) Para toda a € A(T), existe um tdnico conjunto desconector D C A(G)
cousistindo de a e arestas ndo pertencentes a T'.

Esta proposicao esclarece resultados sobre o espago de ciclos de um grafo
G, tema relacionado com a féormula de Euler para poliedros. Ambos serao
mencionados mais adiante (vide 2.4 ¢ Cap. 4).

Na literatura de arvores geradoras, é familiar a nogao de complezidade
de um grafo, pela qual se entende o ntimero de rvores geradoras de G -
seria. mais apropriada a designacdo complexidade arbdrica, uma vez que o
problema da complexidade em teoria dos grafos tem facetas diversas.

Na teoria das representagoes matriciais de grafos (lela-se: matrizes de
adjacéncia, de incidéncia, de circuito, etc.), a complexidade arbdrica aparece
de modo natural, em conexdo com virios resultados cldssicos de obtengao
da mesma [Cay889], [Tem64], [Moo67].

1.5 Coloracao de vértices e grafos r—partidos. O problema de colorir
os vértices de um grafo é um dos topicos mais atraentes e provocativos da
teoria.

Seja G = (V, A) um grafo; uma colora¢do ou uma cromatizagio (dos
vértices) de G é uma parti¢cdo de ¥V em subconjuntos Vi,...,V, tal que
ANUI_ (V; x V;) = 0. Em outras palavras, vértices adjacentes devem
pertencer a subconjuntos distintos da partigio.

Em linguagem imprecisa; mas sugestiva, os conjuntos V; sio chamados
cores. Dois niimeros sao, evidentemente, importantes: o cardinal 7 da par-
ticdo (isto é, o numero de cores) e o nimero 7 (r) de coloragdes a 7 (ou
menos) cores. Birkhoff e Lewis foram os primeiros a investigar esta fungdo
aritmética associada a grafos e a demonstrar que ela é um polinémio em r
para todos os valores de r (ndo apenas assintoticamente, como ¢ tipico de
outras fungées aritméticas — vide 3.1, por exemplo).
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O polindmio mg(r) é conhecido como o polindmio cromdtico de G; o
menor cardinal possivel x(G) de uma coloragio de G é chamado o nidmero
cromdtico de G.

(1.5.1) Exercfclo. (i) Calcule mg(r) e x(G), onde G = K, (o grafo com-
pleto a n vértices).
(ii) Calcule rg(r), onde G é um grafo bi-cromatizdvel (isto é, x(G) < 2).

Existem muitos resultados sobre estes dois invariantes. Uma coloragio
de um grafo G = (V, A) serd chamada também de particdo de G. E-
xiste um ténue risco de confusido com uma partigdo do conjunto V, o que
procuraremos evitar. Neste espirito, um grafo r—cromatizavel sera chamado
r—partido.

1.6 Conjuntos parcialmente ordenados.

Neste paragrafo suporemos, como antes, que todos os conjuntos relevantes
sao finitos. Uma parte substancial das nogoes que seguem se estendem
imediatamente ao caso infinito, mas ndo faremos uso disto.

Um conjunio parcialmente ordenado é um conjunto P, munido de uma
ordem parcial <p. Normalmente, a ordem vem subentendida no contexto,
de modo que a notagao < sera suficiente.

Uma cadeia de P € um subconjunto totalmente ordenado C: 0y < -+ <
am de P. O posto de uma cadeia C, denotado r(P), é o ntmero de ele-
mentos da cadeia (incluindo os extremos!); o posto de um conjunto parcial-
mente ordenado P, denotado r(P), é o méiximo dos postos de suas cadeias.
Um conjunto parcialmente ordenado é catendrio (“ranked”, na terminologia
combinatéria) se todas as cadeias maximas de P tém o mesmo posto.

Um subconjunto Z C P é um ideal de ordem ou, simplesmente, um ideal,
se sempre que a € Z e b € P for tal que b < a, entao b € T - revertendo
o sinal < na definicao, obtemos o conceito de filtro. Exemplos importantes
de ideais de ordem s&o os ideais elementares Z(a) :={b € P | b < a}, um
para cada a € P (o elemento a, em alguns contextos, é excluido do ideal).

Para questoes de representacdo mais finas, é usada a nocgido de multi-
cadeia. Trata-se de uma cadeia C : a; < --+ < a,, munida de um vetor de
multiplicidades ou pesos p = (p1,...,Pm), um peso para cada elemento a;
da cadeia. A notagdo para uma multicadeia, se realmente se fizer necessério,
é (C, p); neste caso, dizemos, por vezes, que a cadeia C é o suporte da multi-
cadeia (C, p). Finalmente, temos a nogao de multiposto de uma multicadeia
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(C,p), denotado r(C, p), que é o vetor

(r(ar),...,r{am)).

Uma multicadeia pode ser convenientemente representada por monémios
- mais precisamente, por termos monomiais (vide 3.1). Para tal, primeira-
mente, fixamos uma ordenac¢do dos elementos do conjunto parcialmente
ordenado P compativel com a ordem subjacente. Em seguida, estabelece-

mos uma bije¢do ordenada entre P e um conjunto de variaveis Xi,..., X,
sobre um corpo k. Finalmente, dada uma multicadeia de suporte C : a; <
-+ < @y, e vetor de pesos p=(p1,...,Pm), 0 mondmio associado &

M(C,p) == X, ... XPm.

No capitulo 3, veremos como estes mondmios formamn um ancel ¢ como as
propriedades do conjunto parcialmente ordenado sao capturadas nas pro-
priedades algébricas.

(1.6.1) ExeMpPLOS. (i) Seja V um conjunto qualquer. O conjunto 2 de
todos os subconjuntos de V' (em geral, excluimos @) forma um conjunto
parcialmente ordenado. _

(ii) Numa primeira defini¢do, um complezo simplicial baseado no conjun-
to V é um ideal de ordem no conjunto parcialmente ordenado 2" acima.
Neste caso, os elementos minimos do ideal de ordem sao chamados vértices
do complexo simplicial - mais tarde exigiremos (vide 2.4) que os elementos
minimos do complexo sejam da forma {v}, com v € V.

(iii) Se P € um conjunto parcialmente ordenado, o conjunto dos seus ideais
de ordem formam um novo conjunto parcialmente crdenado, com respeito a
relagio de inclusio de subconjuntos. Este conjunto parcialmente ordenado
¢ chamado de transformado dos ideais de P. Notagdo: Z(P). Pode-se veri-
ficar que este conjunto parcialmente ordenado é um reticulado distributivo
e que, em esséncia, todo reticulado distributivo ¢ desta forma; neste curso,
teremos pouco uso para este fato.

(iv) Seja P um conjunto parcialmente ordenado catenario de posto r e seja
5 c {1,...,r}. O conjunto parcialmente ordenado dito obtido por esco-
Iha de S-posto, é o sub-conjunto parcialmente ordenado Ps := {a € P |
r{Z(a)) € S}. Este conjunto parcialmente ordenado assim derivado, de-
sempenha algum papel na teoria dos conjuntos parcialmente ordenados de
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Cohen-Macaulay (vide 4.1 para a nogdo basica de estruturas de Cohen—
Macaulay).

(1.6.2) DEFINIGAO. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos
que um elemento a € P cobre um elemento b € P se b < ¢ e esta cadeia
é saturada (no sentido de que ndo admite inser¢Ses préprias). O diagrama
de Hasse de P, denotado H(P), é o grafo cujo conjunto de vértices é P e
cujas arestas correspondem a pares (a, ¢) tais que a cobre c.

O diagrama de Hasse é muito usado na teoria dos reticulados e, mais,
particularmente, na teoria dos grupos e corpos. Apesar se ser um grafo
(simples) por defini¢do, o diagrama de Hasse ¢ tratado, quase sempre, como

+ e s s —
um grafo com arestas dirigidas (se a cobre ¢, a aresta é ca) ou um grafo
munido de posto (“ranked graph”, em ingles).
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CAPITULO 2

GRAFOS, II: COMPLEXIDADE



Capitulo 2. Grafos, II: Complexidade

COMPLEXIDADE ALGORITMICA
2.1 Coberturas de vértices.

Seja G = (V,.A) um grafo. Uma das no¢des extensivamente usadas neste
curso é a de cobertura de vértices de (G. Por esta entende-se um subconjunto
C C V tal que toda aresta de G é incidente a pelo menos um vértice
pertencente a C.

Trata-se de uma nocdo simples, mas faz parte da familia de problemas
NP-completos (vide Palimpsesto 3). A idéia intuitiva de procurar vértices
de maior grau possivel pode néo ser sempre a melhor estratégia para deter-
minar uma cobertura de vértices menor possivel e, dependendo do problema,
pode ser mais interessante comegar com vértices de grau pequeno.

(2.1.1) DEFINIGAO. O ndmero de cobertura de vértices de G é o cardinal
de uma cobertura de vértices com o menor niimero possivel de vértices.

A notagdo mais ou menos tradicionalmente aceita, para o nimero de
cobertura de vértices é ao(G).

(2.1.2) ExeMPLO. Para qualquer n, tem-se ap(J{,) =n — 1.

(2.1.3) Exercicio. Para quaisquer valores my,...,m,, tem-se

a0 (Kmy,...ym, ) = fg—}g’,{z‘ m;}.
(2.1.4) EXEMPLO. D& exemplo de um grafo G bipartido, nao completo,
admitindo uma particio de tipo {m,n} tal que ao(G) < min{m,n}.

Uma das dificuldades da teoria reside no fenémeno de que duas coberturas
de vértices minimas (no sentido de n&o conterem propriamente qualquer
cobertura de vértices) podem ter cardinais diferentes. Introduzimos, por
esta razao, um segundo numero de cobertura, a saber, o cardinal de uma
cobertura minima de vértices de G com o maior nimero possivel de vértices,
que sera denotado (o,(G). Claramente, temos (G) < @0 (G). No caso de
igualdade, dizemos que o grafo é puro (ou ndo misto, do ingles “unmixed”).
Grafos puros sao importantes e serao retomados mais adiante.



A fim de introduzir o préximo namero de cobertura, é conveniente usar
a seguinte nomenclatura. Dado um subconjunto W C V(G), o conjunto
vizinho ou a vizinhanca de W, denotado Ng(W), é o conjunto de todos os
vértices de GG adjacentes a algum vértice pertencente a W. Por convencio,
incluimos na vizinhanga de W os vértices a ele pertencentes (mesmo no caso
em que os vértices de W nao formem arestas).

A vizinhanga de ordem p de W é definida por recorréncia:

NV = N(W); NP o= V(NI ).

Finalmente, o subgrafo menos W é o subgrafo G — W de & induzido pelo
subconjunto complementar V(G) \ N(W) - isto significa que os vértices de
G — W sao os elementos de V(G)\N{W) ¢ as arestas, as arestas de G cujos
vértices (ambos) pertencem a este subconjunto.

O terceiro ntmero que reflete um fendmeno de cobertura, localmente,
num vértice do grafo G, ¢ definido da segninte mancira.

(2.1.5) DEFINIGAO. Seja v € V(G). O nidmero de cobertura de vértices de
primeira orden em v é o nimero

olll(v) = an(G - N(v)) +d(v),

onde d(v) denota o grau de v.
Eis a relacdo entre os trés nimeros descritos:

(2.1.6) PROPOSIGAO. Se G é um grafo sem vértices isolados, tem-se
ao(G) € al'(v) < a0(G) + 2o (G)

para todo vértice v € V(G).

DEMONSTRAGAO: Para obter a desigualdade da esquerda, procedemos da
seguinte forma. Primeiramente, observemos que toda cobertura minima
de G tem de conter v ou todos os vértices propriamente adjacentes a v
(possibilidades mutuamente exclusivas). Queremos mostrar que, dada uma
cobertura minima C, de G— AN (v), existe uma cobertura de G cujo cardinal
ndo excede #C, + d(v). Distinguimos dois casos, conforme C,, contenha ou
néo algum vértice pertencente a A?1(v). Deixamos ao leitor, a titulo de
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exercicio, a verificacdo de que, em qualquer dos casos, a desigualdade dese-
jada segue.

Quanto A segunda desigualdade, podemos supor, sem perda de generali-
dade, que o vértice v tem grau maior possivel entre os vértices de G. E facil
ver que a desigualdade em questdo segue desta outra: d(v) < ao(G). Para
obter esta 1ltima, observemos que existe ao menos uma cobertura minima
de vértices, digamos C, que nfo contém v (porque?). Neste caso, todos os
vértices adjacentes a v pertencem a C, o que nos diz que d(v) < #C <
oo (G), como queriamos. 1

(2.1.7) COROLARIO. Se G é um grafo puro, sem vértices isolados, entdo
vale

ao(G) < oll{v) < 200(G)
para todo v € V(G).

Eis algumas consideragoes adicionais sobre os ntineros acima.

(1) A segunda desigualdade em (2.1.7) falha, praticamente por qualquer
valor prescrito, se o grafo nio é puro, como se verifica facilmente no
caso de um grafo bipartido K , {“estrela”) ou de um grafo rode W,
para n > 7 (vide Figura 2.1).

(2) Muitos grafos bipartidos ndo puros, de tipo {n,n} - tais como um
ciclo par — satisfazem a segunda desigualdade em (2.1.7).

(3) Por analogia, podemos introduzir niimeros de cobertura de ordem
superior, ol™(v) (m > 1), relacionados com os subgrafos (G — v)l™.
Seria interessante descobrir estimativas para estes nineros em ter-
mos de invariantes numéricos do grafo G.

Fig. 2.1 O grafo roda

Uma medida da simetria de um grafo é a sua regularidade (vide 1.3).
Medida de simetria mais fina é fornecida pela seguinte nogao.
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(2.1.8) DEFINIgAO. Seja G um grafo. O vetor de cobertura de primeira
ordem de G (definido a menos de ordenagéo dos vértices) é a n-upla cuja
i-ésima coordenada é o niimero de cobertura de primeira ordem do vértice
u; E V(G)

(2.1.9.) Exemrros. (i) O vetor de primeira ordem de K,, é o vetor dia-
gonal (n—1,...,n-1).
(ii) Para um grafo bipartido completo K, », 0 vetor de primeira ordem &

(Iz+m—1,...,n+m—lj,In-l—n—l,...,m—[—n—l).

na s

m veies n vezes
(ii) O vetor de primeira ordem de um ciclo C,

n—2J3 w—23

+[2570 24 125,

onde [g] designa a parte inteira do ndmero racional g.

(2.1.10) ExERrcicio. Uma &rvore pode admitir vetor de primeira ordem
cujas coordenadas sao todas iguais?

Um dos invariantes de um grafo G, ligado aos nimeros de cobertura, é o
ndmero cromdtico x(G).

(2.1.11) ProrosiGAo. Para todo grafo G, tem-se

X(G) -1 £ AG) < aue(G),
onde A(G) denota o maximo dos graus dos vértices de G.

DEMONSTRAGAO: A desigualdade da direita foi obtida no curso da de-
monstragio de {(2.1.6). A desigualdade da esquerda é um dos resultados
mais simples da teoria do niimero cromatico; deixaremos a demonstragao
como exercicio para o leitor. ¥

O grafo roda W, poe em evidéncia que nio se pode, a titulo de melho-
rar a desigualdade da direita, substituir @.(G) por ag(G). Contudo, se
estivermos dispostos a sacrificar A(G), cxiste o seguinte refinamento.
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(2.1.12) PrOPOSIGAO. Para todo grafo G, vale x(G) — 1 < og(G).

DEMONSTRAGAC: Procedemos por inducio sobre o ntimero de vértices.

Comegamos com um vértice arbitrério v; se v é critico por cobertura ~ no
sentido de que ao(G — v) < ap(G) - entdo o resultado é imediato uma vez
que X(G) £ x{(G — v) + 1 sempre vale.

Se v ndo ¢é critico por cobertura, podemos supor que v seja adjacente
a pelo menos um vértice em cada um dos conjuntos Si,. .., 5. da par-
ti¢do associada a uma coloragio minima - pois, se assim nio fora, teriamos
X{(G) = X(G - v), em cujo caso o resultado procurado seguir-se-ia uma vez
mais.

Por outro lado, o complemento de, digamos, S;, contém uma cobertura
de vértices minima de G — v, ao passo que uma cobertura minima do grafo
original G, conforme foi observado mais acima, deve conter v ou todos
os vértices pertencentes a S| e adjacentes a v. Mas, isto representa uma
contradicdo face & nao-criticalidade de v.

2.2 Conjuntos independentes. Esta nogio, a rigor, dispensaria apresen-
¢ao, gor,

tagdo, uma vez que é complementar 4 de cobertura de vértices. Contudo,

pelo scu uso intenso e pela sua importancia, 1uerece ser mencionada.

(2.2.1) DEFINIGAO. Seja G um grafo. Um subconjunto de V(G) é dito
independente se dois quaisquer de seus vértices sio nio adjacentes.

Exemplo de conjunto independente é o conjunto unitério formado por
um vértice! Se bem que, em alguns casos estes sejam os unicos, em geral
estaremos preocupados com outros, contendo mais vértices.

E ficil ver que o0 complementar de um conjunto independente é uma
cobertura de vértices (Cuidado: tomar o complementar nio significa ne-
gar a propriedade que define um conjunto indcpendente). Em particular,
o complementar de uma cobertura minima ¢ um conjunto independente
mdzrimo.

Como no caso de coberturas, introduzimos a nocao de nimero de inde-
pendéncia By(G) do grafo G' como sendo a do cardinal maior possivel de
conjuntos independentes méximos. Desta forma, temos a relagio

n = ao(G) + Bo(G)

onde n é o nitmero de vértices de (.
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(2.2.2) Exerciclo. Determine, para cada um dos exemplos de grafos men-
cionados no texto, os conjuntos independentes maximos e o nimero de in-
dependéncia respectivo.

Considera¢des anilogas podem ser feitas para realgar as arestas, em vez
dos vértices, de &G, com a consequente definigio numeroldgica. Neste curso,
porém, sé faremos uso dos nimeros referentes aos vértices (exceto, por
suposto, o mimero total de arestas de G).

Finalmente, diremos que existe uma vasta literatura especializada sobre
independéncia — nem sempre, com esta terminologia. No curso, nenluma
cstimativa especial ou técnica complicada, oriiindas desta literatura, serao
utilizadas. O leitor pode passar despreocupado s segbes seguintes, mas
antes deverd ter um exemplo, através das proposicdes abaixo, da tipica
consideragio que se faz, no curso, destas nogoes.

(2.2.3) PROPOSIGAO. Seja G um grafo conexo tal que x(G) = 2. Entao
(1) G admite uma tnica bi-coloragéio, isto é, uma parti¢do unicamente
definida V(G) = C1 U Cy tal que Cy and Cy sejam conjuntos inde-
pendentes.
(2) As cores Cy and Cs sdo coberturas minimas de G.

DEMONSTRAGAQ: (1) Procederemos por indugio sobre o niimero de vérti-
ces de G, distinguindo dois casos.

(i) G admite um vértice v de grau 1.

Neste caso, & claro que o grafo G — v é ainda (bipartido e) conexo. Pela
hipétese indutiva, G — v admite uma dnica bi-cromatizagio {C{,C3}. Se
incluirmos v na cor & qual ele ndo é adjacente, obtemos uma bi-coloragio
de G, que ¢é tnica.

(i) Todo vértice de G tem pelo menos grau 2.

Neste caso, G é composto (isto 8, é uma reunido conexa) de ciclos (pares,
como se verifica imediatamente) e de arvores de um sé ramo cada. Além
disso, G admite pelo menos um ciclo, neste caso. Afirmamos, entao, a exis-
téncia de pelo menos um vértice v € V(G) tal que G — v & ainda (hipartido,
certamente, mas também) conexo.

No presente modelo, chamemos um vértice de uma base de ramalhete sc
ele for incidente a uma aresta pertencente a uma das arvores uniramadas
ou, se pertencer a mais de um ciclo, entio dois quaisquer desses ciclos t¢m
em comum duas ou mais arestas. Qra, acontece que nem todo vértice de
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G pode ser uma base de ramalhete, pois isto criaria um modelo infinito de
grafo (porque?). Assim, consideramos um vértice v de G que néo é base de
ramalhete, o que produz necessariamente, um vértice nao desconector de
G.

Pela hipétese indutiva, G — v admite uma tnica bi-coloragdo {C},C3}.
Para concluir, observamos que v nio pode ser adjacente a ambas as cores.
Para constatar isto, basta mostrar que, qualquer que seja o ciclo contendo
v, os dois vértices deste circulo adjacentes a v pertencem a uma mesma cor.
Mas, isto é evidente j& que o ciclo é par.

A bi-coloracdo de G &, como antes, obtida incluindo v na cor & qual nao
& adjacente.

(2) Resulta da definigao de conjunto independente. il

(2.2.4) OBSERVAGAO. Enfatizamos que, embora possa ser obtida de sub- '
grafos diferentes, a bi-coloragio de G é, em ltima instancia, dnica.

O problema da contagem dos conjuntos independentes é de extrema com-
plexidade computacional (vide Palimpsesto 3). Um sub-problema impor-
tante é a contagem dos conjuntos independentes maximos (atencao, mais
uma vez, para a diferenca entre conjuntos independentes maximos e con-
juntos independentes de maior cardinal possivel). Em casos especiais, este
admite solugdes elegantes.

Um dos casos mais manusedvels é o de arvores. Neste caso, podemos
parafrasear a questdo em termos de partigoes, de acordo com a seguinte
definigao.

(2.2.5) DEFINIGAOQ. Seja n > 0 wn nimero inteiro. Uma parti¢io ramada
de n é uma colegio de inteiros positivos {p; | 1 < ¢ < r} munidos, indivi-
dualmente, de partigao, satisfazendo as seguintes condigdes:

(1) A colegie dos p;’s forma uma particiio de n;

(2) ;1 =1;

(3) A particao de p; tem, quando muito, p;_; termos, para 2 < i < 7.

A razao destas parti¢es é que elas refletem o comportamento de uma
drvore enraizada (dai, exigir p; = 1), preparada, por assim dizer, para ter
um conjunto independente maximo assinalado, por um processo de “exaus-
tdo vertical” (vide Figura 2.2).

O caso mais elementar é o das arvores uniramadas.
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Fig. 2.2 Uma arvore enraizada

(2.2.6) PROPOSIGAO. Seja T uma drvore uniramada a n vértices. Entdo a
particdo ramada de T'é a particdo trivial n =1 + ... + 1 e o numero v, :=
v(T') de conjuntos independentes médximos é obtido através da sequéncia de
Fibonacci defasada:

Vp = Vp-2 + Vp-2

V1=1, I/2=2, 1‘/3=2.

DEMONSTRAGAO: A afirmagao sobre a particio ramada é evidente. Para
calcular v,,, dividimos a colecio de conjuntos independentes maximos em
duas classes: os que contém o vértice correspondente ao tépo da arvore
enraizada e os que nio cont®m este vértice. Com esta titica, nao é compli-
cado enxergar a formacéo fibonacciana. Os detalhes serdao deixados como
exercicio. [

Uma aplicacao interessante deste resultado refere-se a ciclos.
(2.2.7) PROPOSIGAO. O nimero 7, := v(C,) de conjuntos independentes

maximos de um ciclo C,, é dado, recursivamente, pela sequéncia de Fibonac-
ci defasada

Yn = Yn-2 + Yn-2
Fylzoa 72=2’ ’}'3:3-

DEMONSTRAGAO: Removemos um vértice v do ciclo C,. E evidente que
Tn—1 1= Cp — v é uma 4rvore uniramada ¢ que Y(Cy) = v(Th-1) + v(v),
onde (v) designa o nimero de conjuntos independentes maximos de C,
que contém v. Ora, v(v) coincide, como pode ver o leitor, com o ndmero de
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conjuntos independentes maximos da drvore uniramada T;,_3 := C, — N (v),
onde a vizinhanca Af(v) consiste de v e dos dois vértices a ele adjacentes no
ciclo.

Resulta, entao

T = V(Cn) = V(T —1) + V(T“_3)

= Vp—1 + Vp-3.

A conclusao é, agora, imediata. |

(2.2.8) OBSERVAGAO. Em geral, se F,, designa a sucessiio (usual) de Fi-
bonacci, a valores iniciais Fp = F; = 1, mostra-se que o nitmero de conjun-
tos independentes maximos de qualquer grafo a n vértices é limitado por
F,. A demonstragio deste fato pode ser encontrada em [SiVaVi91].

(2.2.9) ExERrciclo. Scja T uma arvore enraizada, com 3 niveis de ramagem
(j4 incluindo a raiz). Deduza uma férmula para o ntimero de conjuntos
independentes méximos de T (Sugestdo: se a partigho ramada é {p; =
1, p2, s = p2 — ¢2}, onde g2 > 0, cousidere, separadamente, 0s casos ga = 0
eqe > 0)

COMPLEXIDADE SIMPLICIAL

2.3 Complexos simpliciais abstratos. Ja vimos o que se entende por
um complexo simplicial baseado em, ou a conjunto de vértices, V (vide
1.6.1).

Doravante, suporemos, tacitamente, que os conjuntos unitarios constitu-
idos pelos elementos de V, pertencem ao complexo. Repetimos a definicgo,
com este adendo.

(2.3.1) DEFINIGAO. Um complezo simplicial abstrato basecado em, ou a
conjunto de vértices, V' € um conjunto A de subconjuntos de V satisfazendo
as condigoes seguintes:

(A1) Se F € Ae F' C F, entdo I € A.
(Ag) Paratodo v eV, {v} € A.

Os subconjuntos de V, pertencentes a A, chamam-se faces. A dimensdo
e uma face ¢é o seu cardinal diminuido de uma unidade. A dimensdo de A
¢ o maximo das dimensoes de suas faces. Uma face é mdzima se nio esti
propriamente contida em qualquer face de A.
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Fig. 2.3 TUm complexo, o elo e a estrela de um vértice

Existem varios outros complexos que se deduzem de um complexo A.
Para um inteiro r (1 < r < d), o r-esqueleto A(r) de A é o (sub-) complexo
simplicial cujas faces tém dimensio < r.

(2.3.2) OBSERVAGAO. Em homotopia, mostra-se que o grupo fundamental
de uma realizagdo geométrica de A depende apenas do esqueleto A(1); dai,
a importancia deste sub-complexo naquela teoria. Neste curso, a relevancia
de A(1) advém do fato de que admite uma estrutura de grafo, cujos vértices
sao os vértices de A e cujas arestas correspondem as faces de dimensdo 1
do complexo.

Além do I-esqueleto, outras construgdes tém relévo do ponto de vista
homologico.

(2.3.3) DEFINIGAO. Seja A um complexo simplicial e ' € A, uma face. O
elo de F' em A é o conjunto

elhnF={EcA|FNE=0,FUE € A}.
A estrela de F (em A) é o conjunto
estAF:={E€A|FCE}L

Evidentemente, o elo de uma face é ainda um complexo simplicial. A
estrela nao é um complexo simplicial. As duas no¢des sdo, a grosso modo,
complementares. Numa realizagfio geométrica, a estrela de F' em A é uma
espécie de “vizinhanca” de F' no espago topoldgico correspondente a A,
admitindo fronteira no sentido de topologia. Estas e outras consideragoes
fazem parte de um primeiro curso de topologia simplicial, escapando aos
objetivos deste curso.

A titulo de ilustragdo, a Figura 2.3 mostra realizagdes geométricas destas
nogoes.
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Em seguida, passamos a uma nogao parentética a de coloragéo de grafos.

(2.3.4) DEFINIGAO. Uma rotulacdo (ingles: “labeling”} de um complexo
simplicial A baseado em V' é uma particao = = {V1,...,V.} de V, onde
Vi é chamado o rdtulo 7 e um vértice v € V; é i-rotulado. Uma rotulagao
7 = {V;} de A é equilibrada se, para toda face F € A, tem-se # FNV; =1
para todo ¢. Finalmente, dizemos que A é equilibrado se admite alguma
rotulagio equilibrada.

(2.3.5) ExeMpLOs. (i} O complexo simplicial de todos os subconjuntos de
um conjunto V = {vy,...,v,} ¢ equilibrado mediante a rotula¢io unitéria
V ={un}uU-.-U{v,} (na verdade, a existéncia de rotulagio unitiria carac-
teriza tais complexos).

(ii) Um complexo simplicial que admite como realizagdo um pentdgono, nio
admite rotulagio equilibrada.

Complexos equilibrados estao relacionados com outros, chamados puros —
o andlogo de conjuntos parcialmente ordenados catendrios para complexos
simpliciais. Um complexo simplicial é puro se todas suas faces maximas
tém a mesma dimensao.

(2.3.6) PROPOSIGAO. Se A é um complexo simplicial equilibrado, munido
de rotulacao de cardinal r, entdo A é puro e sua dimensao é r.

DEMONSTRAGAO: Exercicio. I

A reciproca de {2.3.6) ndo é verdadeira, como bem mostra o exemplo
(2.3.5)(ii).

2.4 Politopos e f-vetores. Este tema é, a rigor, dispensével para a com-
preensao do curso. A sua inclusdo visa dar uma idéia de como problemas
semelhantes na drea de geometria convexa podem ser tratados por métodos
combinatorios.

Chamamos atencdo para muitas das afirmacdes feitas neste paragrafo,
que parecem plausiveis, mas cuja justificativa detalhada requer um curso
preliminar sobre politopos (nos moldes de [Grii67] ou [Brg83], por exem-

plo).

(2.4.1) DEFINIGAO. Um politopo ¢ a envoltéria convexa de um conjunto
finito de pontos num espaco euclidiano.
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Lembremos que a envoltdria convexa de um conjunto V' C R™ ¢ a in-
tersecio de todos os subconjuntos convexos de R™ contendo V. Um poli-
topo &, por conseguinte, uma interse¢do limitada de semi-espagos fechados
de R®. A envoltéria afim de V' C R™ é definida de maneira analoga, como
sendo a intersecio de todos os subespagos afins de R” contendo V.

A dimensdo de um politopo é a dimensio de sua envoltéria afim. Um
politopo de dimensio d ser4, frequentemente, chamado de d-politopo. Uma
face do politopo P é a intersecao H N P, para algum hiperplano H C R”
tal que P estd contido em um dos subespagos determinados por H. E
imediato que uma face de um politopo é, por sua vez, um politopo. A
terminologia oriunda dos complexos simpliciais sera usada livremente para
politopos (assim, temos os vértices, as facetas, etc.).

Exemplos importantes de politopos sio os simplexos. Lembremos que um
conjunto V = {ve,. .., v,} édito ser independente se , fixado vy (a definicio
independe, a fortiori, desta escolha), os elementos vy — vo,..., v — vp do
espago vetorial com origem em vg sdo linearmente independentes. Um r-
simplexo é a envoltéria convexa de um conjunto independente de r + 1
pontos num espago R™.

Um complexo simplicial abstrato admite muitas realizagdes politdpicas
em espacos euclidianos, de tal maneira que as faces do complexo se iden-
tifiquem com simplexos. Examinemos a nogio de realizagdo de complexos
simpliciais, de resto andloga a de grafos, considerada em 1.2.

Um homomorfismo (simplicial) do complexo simplicial A no complexo
simplicial A/, baseados em V e V', respectivamente, é uma aplicagdo 6 :
V — V' tal que §(F)} é uma face de A’, para toda face F' € A.

Chamamos a atengio para a eventualidade de 6 ndo ser injetora, podendo
ter lugar colapso de vértices. Se § acima fér bijetora, diremos que induz um
isomorfismo (simplicial) entre A e A’

(2.4.2) ExeRcicro. (i) Determine todos os homomorfismos simpliciais do
complexo simplicial de todos os subconjuntos de um conjunto com trés ele-
mentos. Quais destes sdo isomorfismos?

(ii) Mostre, por meio de exemplos, que uma bijegdo entre os conjuntos
respectivos dos vértices de dois complexos simpliciais, nao induz automati-
camente um isomorfismo entre os complexos.

Finalmente, temos a generalizacio politépica de um complexo simplicial.
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Um complezo poliédrico é uma cole¢io D de politopos em R™ tal que:

(D1) Se P € D e se F' é uma face de P, entdo F € D;
(D2) Se P1, P2 € D, entdo Py NP2 é uma face comum a ambos os polito-
pos. -
Um complexo poliédrico é dito ser simplicial se seus politopos sdo simplexos.
Estamos, agora, em condiges de definir realizagdes poliédricas.

(2.4.3) DEFINIGAO. Uma realizagio poliédrica simplicial de um complexo
simplicial abstrato A € um isomorfismo simplicial de A sobre um complexo
poliédrico simplicial (em algum espago euclidiano).

(2.4.4) EXERcfCIO. Seja A um complexo simplicial abstrato baseado em
V = {v1,...,v,}, e; 0 i-ésimo vetor unitdrio coordenado de R™. Mostre
que a bijecdo 6 : v; — e; induz um isomorfismo de A sobre o complexo
poliédrico simplicial de R™ cujos simplexos sdo as envoltérias convexas dos
conjuntos 8(F), com F € A.

O procedimento acima realiza, de maneira uniforme, todo complexo sim-
plicial abstrato a n vértices no R™. Para muitos efeitos, estas realizacgoes
nao sao as mais econdmicas.

Muitas realiza¢bes usam o modelo que ora passainos a descrever e que, por
outro lado, desempenha um papel fundamental na histéria dos politopos.

(2.4.5) DEFINIGAO. Fixemos dois inteiros n > d > 1. Consideremos,
em R?, a curva momento definida pelas equagbes paramétricas z(t) =
(t,#2,...,t%). Dada uma sequéncia de ndmeros reais § : t; < --- < i,
o politopo ciclico de ordem n (baseado em x(t)} é a envoltéria convexa do
conjunto {z(¢1),...,2(t,)}. Notagdo: Cy(n,d).

Trata-se, como se pode verificar, de um politopo (néo somente um com-

plexo poliédrico) simplicial: todas suas facetas e, consequentemente, faces,
sao simplexos.
(2.4.6) OBSERVAGAO. E possivel mostrar que duas sequéncias £ ¢ s de
nimeros reais induzem politopos ciclicos combinatoriamente equivalentes —
nogao que pode ser definida rigorosamente. Os complexos induzidos ad-
mitem os mesmos invariantes combinatérios, em particular, os mesmos f-
vetores, no sentido que ora descreveremos.

(2.4.7) DEFINIGRO. O f-vetor de um d-politopo P é a (d + 1)-upla
.f("p) = (f—l(qs)a fO(m): ey fd—l(m))a
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onde f;(*B) denota o niimero de faces de dimensao ¢ em 8 (com a convengao
de que f-1 =1).

(2.4.8) Exercicio. Se P8 é um r-simplexo, mostre que
t4+r+2
1P = ( i+1 )
Uma das propriedades fundamentais dos politopos ciclicos é assim ex-
pressa.

(2.4.9) Proposigho. Paral < k < [£], tem-se

fes(Cln) = ().

Para uma demonstracio deste fato, vide [Brg83]. Em particular, resul-
ta que, para d > 4, existem d-politopos com um numero arbitrariamente
prescrito de vértices com a propriedade de que dois vértices quaisquer sao
adjacentes (isto &, o segmento que os liga é uma face do politopo). Este
fendmeno esta relacionado com a célebre conjetura da cota superior (vide
4.3).

O problema central da teoria numérico-combinatoria dos politopos assim
se enuncia.

(2.4.10) PROBLEMA. Descrever a estrutura do conjunto

Fa:={f(B)e Q| P & dpolitopo}.

Enfatizemos que, embora os d-politopos possam estar imersos em espagos
euclidianos de dimensao arbitréria, os f-vetores correspondentes pertencem
a um espago de dimensdo (fixa) d + 1. A descrigao que se procura é em
termos de equagoes ¢ inequagoes, preferivelmente polinomiais, mas de outro
modo de grau arbitrario.

(2.4.11) DEFINIGAO. O hiperplano de @, definido pela equacio
d—1

> (-Dimi=1-(-1)°

i=0
é chamado d-hiperplano de Euler. Notacao: £,.

Um dos poucos resultados gerais para §4 ¢ o seguinte.

27



(2.4.12) PrOPOSIGAO. Fq C EqN{z_1 = 1}(C Q%)

A prova deste resultado afasta-se dos objetivos do curso. O leitor curioso
poderé recorrer & bibliografia [Brg83]. Ndo podemos deixar de chamar a
atencio para o caso d = 2, demonstrado em muitos textos elementares.

Se nos restringirmos aos politopos simpliciais, a situagdo é bem menos
aflitiva. Na verdade, para cstes, existe uma teoria razoavelmente completa.

Por conveniéncia, introduzamos a notagao

F6q:={ f(P) € @ | P & d-politopo simplicial }.

Obviamente, §&4 C Fq.

(2.4.13) DEFINIGAO. O d-subespago de Dehn-Sommeruille, denotado DSy,
é o subespago de Q4! definido pelas equagdes

d—1 . -+1
mk_Z(_l)d—l_J(i‘_i_l)mj:O’ —1 S kgd‘—‘2~
j=k

s,

(2.4.14) OBSERVAGAO. Vale sempre a inclusdo DSy C &4, o que se vé
fazendo k& = —1 nas equagoes de Dehn-Somrmnerville.

A parte referente s equagoes satisfeitas por §&4 é resolvida pelo seguinte
resultado.

(2.4.15) TEOREMA. (Dehn, 1905; Sommerville, 1927; Klee, 1963) Vale a
inclusio

556G, C DS,

DEMONSTRAGAO: Seja P um d-politopo. Dada uma k-face F' de B, de-
signemos por ‘Br o politopo cujo reticulado de faces é o intervalo de F a
T, delinido como o conjunto de todas as faces E de P tais que FF C E C 1.
Pela férmula de Euler vista acima, aplicada ao politope P, obtemos

d—k-2

1= Y (=D** ' f(Pr).

i=—1
Somando para todas as k-faces de B, obtemos

d—k-2 :

(2.4-1) (B = D (-1 D> f(Be).

i==1 dim F=k
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Obhservando que as i-faces de Pr correspondem a (k + ¢ — 1)-faces de ‘B,

obtemos que o ntimero
> £{%Br)
dim =k

é igual ao nimero de pares (E,G) tais que E C G, onde E (resp. G)
denota uma k-face (resp. uma (k + ¢ — 1)-face) de B. Pela mesma razdo,
este nuumero coincide com

Y. RG).

dim G=k+i—1

A esta altura usamos a hipdtese de que P é simplicial e que, por con-
seguinte, suas faces sito simplexos. Langando méo de (2.4.8) e substituindo
em (2.4-1), chegamos a conclusao descjada. Il

(2.4.16) Prorosigio. (i) dimgDS, < [4H].
(ii) A envoltéria afim de §&, tem dimensdo [£].

Infelizmente, a demonstragio nos levaria muito além do plano do curso
(vide [Brg83]). Voltarcmos, contudo, a questdes envolvendo f-vetores para
o caso de complexos simpliciais abstratos (vide 3.7 e 4.3).

(2.4.17) Exercicro. Verifique o item (i) de (2.4.16) para os casos em que
d < 4.

2.5 Transferéncias combinatérias. Por uma trensferéncia combinatoria
entenderemos um ou mais processos de passagem de uma estrutura combi-
natéria a outra — similar ou aparentada — na procura de informacoes mais
profundas sobre os invariantes da estrutura original.

No decorrer do curso, estas transferéncias ficarao claras, sem que sejamos
levados a dar uma defini¢io geral (alids, inttil).

Grafo-—aresta.

Seja G = (V,.A) um grafo. O grafo-aresta associado a G é o grafo
Goe=U,B),ondelf :=Ae

B = {(al, ag) = ((‘U]],’Ulg), (Uzl,vgz)) c ./-1)( .A | {Ull,vlz}ﬂ{vgl,?}zg} ?é 0)}

(2.5.1) Exercicio. (i) Mostre que o grafo-aresta de um C, é um Cj,.
(ii) Descreva o grafo-aresta associado a um tridngulo aumentado com trés
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arestas livres, uma de cada vértice do tridngulo (esta construgido chama-se
suspensdo e serd considerada com detalhe em 4.5)

(ili) Mostre uma realizagio plana do grafo—aresta associado a I{33, com
razodvel simetria geométrica (Sugestdo: considere o modelo hexagonal de

Ks3).

(2.5.2) ExERrcicio. Exibir os grafos—aresta associados a cada um dos gra-
. fos da Figura 2.4.

(2.5.3) Exercicio. (i) Verifique se o ndmero de independéncia de um grafo
e do seu grafo-aresta coincidem.
(ii) D& exemplos de grafos ndo isomorfos, admitindo grafos-aresta isomorfos.

Fig. 2.4 O prisma triangular e o grafo de Petersen

Grafo complementar.

O grafo complementar de um grafo G = (V, A) é o grafo G := (V, (V x
V)\ A).

O principal, sendo tnico, interesse desta nogio, neste curso, é a relacio
que guarda com o exemplo seguinte de transferéncia combinatéria.

Complexos simpliciais oriundos de grafos.

O conjunto dos subconjuntos de vértices independentes de um grafo G
satisfaz os axiomas de um complexo simplicial abstrato. Em particular,
cada vértice, individualmente, é um subconjunto independente de G; resulta
que G e o complexo assim construido admitem o mesmo conjunto subjacente
de vértices.

Apesar de se tratar de uma importante transferéncia combinatéria, nio
tem merecido designagéo especial na literatura (mas, vide [Vil90]). Sempre
que necessario, usaremos a terminologia complezo simplicial grafal para
indicar uma tal construgéo e a notagio A(G), para enfatizar o grafo G que
lhe deu origem.
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Fig. 2.5 O hexdgono e uma realizagio do complexo associado

A Figura 2.5 mostra uma realizagio politépica do complexo grafal asso-
ciado ao hexagono. O leitor podera considerar realizagdes dos complexos
grafais associados aos diversos grafos ji considerados.

Vale o seguinte resultado, cuja verificacio ¢ imediata.

(2.5.5) ProPOosSIGAO. Seja G um grafo a conjunto V de vértices e A(G) o
complexo grafal associado. Entdo:

(1) A dimensdo de A(G) é igual ao nimero de independéncia de G.
(2) SeU C V ndo é uma face de A(G), U contém alguma aresta de G.

A segunda afirmacéio é apenas a definigio de conjunto independente, mas
serd conveniente té-la sob esta forma.

Como todo complexo simplicial, A(G) tem uma estrutura subjacente de
conjunto parcialmente ordenado. O conjunto parcialmente ordenado obtido,
por reversio da relacao de ordem, é o conjunto parcialmente ordenado das
coberturas de vértices de G, que serd denotado C(G).

C(G) ¢ mais interessante do ponto de vista algébrico, uma vez que é
equivalente (isto &, ordenadamente isomorfo) ao conjunto parcialmente or-
denado dos ideais primos contendo o ideal de arestas de G e gerados por
varigveis (vide 3.6). Observemos que C(G) (resp. A(G)) admite elemento
maximo V(G) (resp. minimo §).

Uma transferéncia combinatéria interessante é

G~ H(C(G)),

onde H(P) denota o diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado
P (vide (1.6.2)).

(2.5.6) ExERrcicio. Construa o diagrama de Hasse 7 (C(G)) nos seguintes
Casos:
(1) G = Cy, para n = 4,6.
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(i) G = Cs.
(111) G = I(gg.

(2.5.7) ExERrciclo. Caracterize os grafos G para os quais H(C(G)) é uma
arvore.

(2.5.8) EXERCiCIO. Seja G um grafo bipartido {nio necessariamente com-
pleto). Mostre, por meio de exemplos, que a omisséo do elemento maximo
de H(C(G)) pode ou nao desconectar o diagrama.

O problema da “recuperagido” de uma estrutura combinatéria é comum
a todas as transferéncias. Mesmo assim, gostariamos de destaca-la no caso
especial em consideragio.

(2.5.9) PROBLEMA. Qual a relagio entre dois grafos G; e Ga cujos Has-
sianos H(C(G1)) e H(C{G2)) sio isomorfos como grafos com posto?

Obsecrvemos que a transferéncia
G ~ H(C(G))

¢ menos fina do que

G ~ C(G),
mas, provavelmente, mais fina do que
G ~ G,.

Complexo de cadeias.

{2.5.10) DEFINIGAO. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. O com-
plezo das cadeias (ou complezo de ordem) associado é o complexo simplicial
cujas faces séio os subconjuntos de P (@ nao incluido) que formam cadela‘;
(vide 1.6) (Notagdo: A (P)).

Observemos que os elementos de P sdo exatamente as cadeias minimas
de P, logo os vértices de A.(P) coincidem com os elementos do conjunto
parcialmente ordenado.

Uma confusdo aparente ocorre quando o P é o conjunto parcialmente
ordenado subjacente & um complexo simplicial abstrato A. Nao hi mal
essencial em denotar o complexo de ordem associado por A.(A), mas é
importante discernir entre este ¢ o complexo simplicial original A. Precisa-
nente, tem-se:
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(2.5.11) PROPOSIGAO. Seja B um politopo. Entdo A(PB) tem a estrutura
de politopo e, como tal, identifica-se com a divisdo baricéntrica completa

de ‘B.

Remetemos o leitor a [EwShT4], para uma demonstragao deste resultado.

Julgamento superficial pode induzir a crer que os complexos de cadeias
sao tdo gerais quanto os complexos simpliciais. A um segundo exame, contu-
do, observamos que existem obstrugdes a priori. Por exemplo, se o complexo
admitir um pentdgono - isto &, 5 cadeias de dois elementos cada, formando
as arestas de um pentagono no l-esqueleto — entdo ao menos uma corda do
pentigono & uma aresta do l-esqueleto.

Estas obstrugoes foram determinadas por Stanley, que caracterizou com-
pletamente os complexos de cadeias.

{2.5.12) ProposigAo. ([StaT9)]) Seja A um complexo simplicial. Entao
A é um complexo de cadeias (isto é, o conjunto dos vértices de A admite
uma estrutura de conjunto parcialmente ordenado P tal que A = A (P))
se e 50 se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) A é grafal (digames, A = A(G));

(ii) Todo ciclo de ordem impar do grafo complementar G admite alguma
corda.

Observemos que, conforme visto mais acima, o grafo ¢ fica completa-
mente determinado, a menos de isomorfismo. Contudo, é concebivel que o
conjunto de vértices de G (ou de A, que é 0o mesmo) admita varias estruturas
de conjunto parcialmente ordenado que déem origem ao mesmo complexo
de cadeias. Novamente, nada se diz sobre o problema da recuperagiao na
transferéncia combinatoéria

P > Ac(P).

Por outro lado, isto pde em relévo também o fato de que o conjunto dos
vértices de um grafo nio admite estrutura natural de conjunto parcial-
mente ordenado, a nio ser passando, intermediariamente, por uma das
transferéncias combinatdrias

G~ A(G) ou G~ P(G).

Observemos que grafos gozando da propriedade cdrdica mencionada em
(ii) admitem um comportamento muito especial em termos das chamadas
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“poténcias simbélicas” do ideal de arestas correspondente (vide Palimpsesto
2).

Comentario

O capitulo de transferéncias combinatérias nio termina aqui. Existem
indmeras variagbes em torno do tema, algumas completamente desconheci-
das por este autor, outras menos interessantes. Por exemplo, um grafo
pode ser transferido a um conjunto parcialmente ordenado, simplesmente
decretando-se que os elementos do conjunto subjacente ao conjunto par-
cialmente ordenado sio os vértices do grafo e que dois elementos sio com-
paraveis se e 50 se os vértices correspondentes no grafo sio adjacentes. Uma
espécie de diagrama de Hasse munido de uma funcio “indecisdo”!

Ainda nao chegamos a um estégio ideal da combinatéria algébrica que nos
permitisse, categoricamente, aderir a certas transferéncias combinatérias
privilegiadas em detrimento de outras. Existe, de maneira subjacente, a
questdio da moda. Por exemplo, nao errariamos muito ao pronunciar o
estudo de estruturas que gozam da propriedade de Cohen-Macaulay como
a senha mégica para o reino atual da teoria. Mas, isto pode mudar de curso,
a depender das necessidades e precedéncias de teorias correlatas.

Um aspecto interessante & o de que, apesar de lidar com estruturas finitas,
a teoria tem caracteristicas de tipo infinito quando indaga pelos invariantes
e propriedades que estabilizam durante um processo indefinido de trans-
feréncias combinatérias.

Questoes nesta linha siao extremamente intricadas (sem mencionar o pro-
blema da complexidade computacional subjacente a muitas delas — vide
Palimpsesto 3). A descoberta de teoremas de enunciado claro e simples
neste emaranhado de relagdes tem sido objeto de esforco continuado por
parte de especialistas em combinatéria e, mais recentemente, em algebra
comnutativa. Sugerimos a consulta & bibliografia.
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CAPITULO 3

ALGEBRA COMUTATIVA, [: O PAPEL
DOS MONOMIOS



Capitulo 3. Algebra Comutativa, I:
O papel dos monomios

MONGMIOS: ENCARNAGOES
3.1 Monoémios livres de quadrados. Seja E uma estrutura combi-
natéria, montada sobre um conjunto com n elementos (por exemplo, E
poderia ser um grafo, um conjunto munido de particio, um reticulado,
etc.).

Fixando um corpo de base k, o intérprete tipico das propriedades com-
binatérias de E, em &lgebra, é um conjunto de monémios ou, mais precisa-
mente, de termos monomiais.

Lembremos que um mondmio sobre k& é um polindmio da forma

R iy i
‘inxl T 'Xnn')

enquanto que o termo monomial (ou, simplesmente, o termo) correspon-
dente é o mondmio X; i, -Xi». A distincio entre estas duas nogoes é
imperceptivel, especxalmente do ponto de vista da teoria dos ideais {mais
adiante). Em determinados contextos, ela se torna importante.

Um monémio ¢;,. ;, X {’ - X ,’;‘ — ou o termo correspondente — é dito ser
livre de quadrados se ¢; < 1 para todo 1 <1< n. A filosofia geral é a de que
todo problema formulado em termos dos mondmios deva ser reduzido a um
envolvendo apenas mondmios livres de quadrados. O preco a pagar recai,
via de regra, no custo da complexidade (leia-se: mais varidveis do que as
originais). Este drama, vivido em mais de wn contexto, estd presente no
fenémeno cléssico da polarizagdo, um dos favoritos da cléssica Teoria dos
Invariantes.

Felizmente, uma boa parte dos problemas envolvendo grafos e complexos
simpliciais se deixam formular através de monémios livres de quadrados.
Os mondmios gerais continuam a impor sua presenca nos calculos interme-
didrios, mas nao como intérpretes diretos.

Para a explicagao dos termos correntes em &lgebra comutativa, remete-
mos o leitor & segao Terminologia de Algebra Comutativa, no final do texto,
& qual nos referiremos simplesmente como Terminologia.



3.2 Primeira encarnagao: Hodge, algebras discretas. A teoria das
dlgebras de Hodge (também chamadas dlgebras com retificagdo) foi cria-
da para dar um tratamento uniforme a virios problemas de Algebra e de
Geometria Algébrica que sdo governados por mondmios com certa estrutu-
ra — os exemplos mais conhecidos sendo as variedades grassmannianas, as
variedades schubertianas e os lugares determinantais.

A definicao de uma tal dlgebra requer os seguintes ingredientes.

(1) Um conjunto parcialmente ordenado H;
(2) Um conjunto ¥ de mondmios nos elementos de H, que é também um
ideal no sentido de que se M € ¥ e N é qualquer mondmio, entao
MN e &;
(3) O complementar de ¥ em H, constituido dos chamados monémios
3-bdsicos (em inglés: standard).
Emn seguida, é dado nm corpo & (por exemplo, Q, se o interesse é puramente
combinatério, ou R, C, se o objetivo ¢ ultimamente geométrico). Neste
contexto, uma dlgebre de Hodge governada por X é um anel A, contendo k
¢ H, gerado pelos elementos de H sobre k, satisfazendo a duas condigoes:

H;. Os mondmios. E-bdsicos constituem uma base para A como espaco
vetorial sobre &;

H,. Dado um M € T indivisivel (isto é, ndo miltiplo préprio de wmn
elemento de %), se

(3.2-1) M=) M\N; X#0,
J

¢ a sua expressdo na base dos mondmios X-bdsicos, entio, para todo
h € H que divide M e todo IV;, existe um h; € H dividindo N; tal
que i; < k.

As expressoes (3.2-1), para os vérios elementos indivisiveis de ¥, sféo as
relagdes de retificagdo da algebra de Hodge.

Algumas observacgoes merecem atengao nesta etapa:

(1) O conjunto X ¢, de fato, um ideal de ordem no conjunto parcial-
mente ordenado de todos os mondmios em H, cuja ordem é dada
pela relagdo de divisibilidade. A rigor, os mondémios nos elementos
de um conjunto abstrato H sio os clementos de N7, este ordenado
coordenada a coordenada.
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(2) O anel A ndo é, em geral, um anel de polinémios nos elementos do
conjunto H;

(3) Ainda que os elementos nao indivisiveis de H possam se tornar
supérfluos sob varios aspectos da teoria dos aneis, nio podem ser
descartados do ponto de vista da teoria de Hodge;

(4) Por tras das duas observagdes anteriores estd a dificuldade de provar
que, em qualquer caso, as relagoes de retificagdo geram todas as
relacoes de apresentacao da dlgebra de Hodge (no que pese valer isto
em muitas situagbes importantes);

(5) Mesmo nos casos em que as relagoes retificadoras geram todas as ou-
tras, elas nio constituem sempre wna representagao mais econdmica
possivel.

(3.2.1) ExeMPLO. Considere o conjunto
H={X,Y,Z,XY,XZ} Ck[X,Y, Z]

(anel de polinémios a tfes varidveis), parcialmente ordenado da seguinte
maneira;

Y<Z XY<X XZ<X, XY<Y, XZ<2Z XY<XZ

Entéo o préprio anel 4 = k[X,Y, Z] é uma algebra de Hodge governada
pelos monémios ¥ := {X -Y, X -Z,Y - XZ} (os produtos de dois elementos
incomparaveis em H), com as relagdes de retificagdo

(3.2-2) X -Y=1XY, X-Z=1XZ, Y -XZ=1XY-Z.

(3.2.2) EXERCIC10. No exemplo acima, mostre:

(i) Os mondémios L-basicos formam uma base vetorial de A sobre o corpo
k (Atengdo: A é um espago de dimensio infinital);

(ii) As relagBes de retificagiio sdo, de fato, as de (3.2-2);

(iii) Uma das relagdes em (3.2-2) é supérflua (isto é, resulta das outras);
(iv) As relagdes (3.2-2) apresentam o anel de polindmios A na forma

KX, Y, Z,T,U|/(XY-T,XZ-U,YT - ZU)
cuja economia ndo é especialmente notavel.

O exemplo mais simples de uma algebra de Hodge é aquele em que as
relagdes de retificacdo sdo nulas (isto é, o segundo membro de (3.2-1) é
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igual a zero) - neste caso, dizemos que a algebra é discreta. Assim, nma
dlgebra discreta ¢ da forma k{H]/(X), onde (Z) designa o ideal do ancl
E[H) gerado pelos elementos de . Do ponto de vista das operacdes de
anel, uma algebra discreta é simplesmente um anel de residuos de um anel
de polindmios relativamente ao ideal gerado por un conjunto de monémios
indivisiveis ~ para obter esta representacéio, podemos descartar os elementos
divisiveis em ambos H ¢ .

Na verdade, esta estrutura discreta é subjacente a qualquer Algebra de
Hodge. De maneira mais ou menos vaga, a estrutura discreta subjacente
governa parte dos fendmenos pertinentes a algebra dada.

(3.2.3) EXEMPLO. Descreva a lgebra discreta subjacente ao exemplo aci-
ma (Afencdo: Esta &lgebra constitui um dos exemplos mais simples de anel
que ndo ¢ de Cohen-Macaulay - vide Terminologia).

3.3 Segunda: Macaulay. A concepgio de certos aneis através de suas
relagoes de retificagdo (cf. 3.2), analisada exaustivamente por Hodge no caso
classico dos grassmannianos [HoPe52], tem raizes anteriores, recuando até
Macaulay {Mac27].

O trabalho de Macaulay, sob titulo ligeiramente desconcertante - as,
lembrar que, praticamente até bem final da primeira metade do século, a ter-
minologia algébrica inglesa manteve-se britanicamente isolada do continente
— trouxe reflexos, varias décadas mais tarde, para a teoria combinatério-
enumerativa dos ideais, num fendmeno tipico de “insight” em matematica.

O objetivo desta segio é fornecer algum sabor da concepgio de Macaulay,
mantendo a simplicidade da exposi¢do. Por outro lado, vale como oportu-
nidade de voltar as definigbes das se¢des 1.6 e 3.2.

Consideremos um anel de polinémios k[X] = k[X1,..., X,] sobre o corpo
(fixo) k. O conjunto M := MM(X) dos termos (isto &, dos mondmios de coe-
ficiente 1} de k[X] é parcialmente ordenavel pela relaciio de divisibilidade

X <Xt X | X0

Estaremos interessados, fundamentalmente, em ideais de ordem deste
conjunto parcialmente ordenado (cf. 1.6), ja utilizados na secao anterior
— por conveniéncia, a relagdo de ordem nesta segio é a reversa da usada
em 3.2, de modo que os ideais de ordem aqui considerados correspondem a
filtros 1a.
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Observemos que 9 também admite (muitas!) relacbes de ordem total,
compativeis com sua estrutura de semigrupo multiplicativo, todas trans-
ferivels do semigrupo aditive N?| através do “logaritmo”

log : M — N", log(X®*)=a=(a,...,an).

Fixaremos, de uma vez por todas, a ordem total designada como le-
wicogrdfica reversa, definida da seguinte maneira {digamos, em N™): a =
(a1,...,a,) < b=(b1,...,b,) se esomentese _a; <Y b;ou} a;=3 b,
em cujo caso exige-se que @ = by, ...,aj41 = bj41, a; < b; para algum j
talque 1 < j < n.

Um dos resultados basicos de Macaulay tira proveito da interacdo entre
a ordem lexicogrifica reversa de 91 e sua ordem parcial de divisibilidade.
Para entender o alcance desta interagio. introduzimos a idéia de estrutura
graduada.

(3.3.1) DEFINIGAO. Seja (d1,...,dr) € N™. O anel de polinémios gradu-
ado munido de tara (dy,...,d,) é o anel k[X], com a varidvel X; rotulada
pelo peso ou greuw d;. O peso de um mondmio X* = X7! .- - X2~ relati-
vamente & tara (di,...,d,) & o inteiro 3 a;d;. Um ideal I C k[X] é dito

quase-homogéneo se existe uma tara (di,...,d,) de k[X] e um sistema de
geradores f1,..., fm de I tal que, para todo j = 1,...,m, os mondmios de
f; tém todos o mesmo peso relativamente a tara (dy,...,d,). Se I C k[X]

é um ideal quase-homogéneo relativamente a uma certa tara, dizemos que
o anel de residuos k[X]/T é graduado (relativamente aquela tara).

Uma suposi¢do permanente sera a de que todos os ideais considerados
estardo tacitamente contidos no ideal maximo gerado pelas variaveis X.

(3.3.2) EXERCGICIO. Sejam a > b > ¢ > 0 inteiros tais que mdc (a, b, c) =1
e sejam ¢t e X,Y, Z conjuntos de variaveis sobre o corpo k. Mostre que o
nicleo do homomorfismo (cf. Terminologia) definido por

kXY, Z) — k[t], X2,V i=t?, 2 t°

¢ um ideal quase-homogéneo com tara (a, b, c).

Eis o resultado de Macaulay.
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(3.3.3) TEOREMA. (Teorema menor de Macaulay) Seja A := k[ X]/I um
anel graduado. Entdo existe um ideal de ordem em 9 cujos residuos cons-
tituem uma k-base vetorial de A.

DEMONSTRAGAO: Denotemnos < a ordem total lexicografica reversa cmn m.
Consideremos um subconjunto de J ¢ 9 definido, por recorréncia, da
seguinte maneira:

(1) 1€ 7.

(2) Se My,...,M; € 3, entdo My é o menor elemento de 1, na ordem
<, tal que os residuos de M, ..., M;, My, em A sdo linearmente
independentes.

Deixamos ao leitor a incumbéncia de mostrar que os residuos de J geram A
como espago vetorial, usando a estrutura graduada subjacente.

Afirmamos que J é um ideal de ordem do conjunto parcialmente ordenado
9 (na ordem parcial da divisibilidade). Com efeito, se assim nao fosse,
existiriam M, N € 90, tais que M € J, N | M e N ¢ J. Ora, sendo os
residuos de 7 uma base de A, devemos ter uma relagio de dependéncia
linear

(3.3-1) N-Y AMiel,
M;ed

com M; < N (porque?). Por outro lado, temos M = N L, para algum
L € 9. Multiplicando a relagio (3.3-1) por L, resulta M —3_ A(M;L) e L
Mas, < & compativel com o produto de termos; logo, M;L < NL = M.
Contudo, isto seria uma contradigao, uma vez que, pela construgao de 7, 0
residuo de M € 3 nio pode ser combinagao linear de residuos anteriores. i

Uma ordem < tal como consideramos aqui é um exemplo das chamadas
ordens de termos que respeitam o grau total dos termos. Tais ordens sao
essenciais para a teoria e a implementag&o algoritmica das bases de Grobner
(cf. Palimpsesto 1).

A designacio “teorema menor” serd esclarecida a luz das segdes 3.6 e 3.7,
onde o papel dos ideais de ordem terd um relevo especial.

3.4 Terceira: Hironaka, Rees, outros. O teorema menor de Macaulay,
juntamente com a idéia de retificagdo intreduzida na secao 3.2, deixam a-
parente a riqueza da estrutura vetorial de um anel graduado E[X}/I. No
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fundo, o que isto nos revela é que a estrutura vetorial de tais aneis admite
muitas decomposigoes em somas diretas de subespagos e que estas decom-
posigoes tém caracteristicas combinatdrias notaveis.

O objetivo desta se¢do é dar um pouco mais de transparéncia a esta
idéia. Para iniciar, daremos um exemplo no contexto dos chamados ideais
determinantats.

(3.4.1) DEFINIGAO. Seja k um corpoe X 1= X;;, 1 <i<n,1<j<m,
indeterminadas sobre k. O sub-determinante de X formado pelas linhas
Ii,...,1s e pelas colunas py,...,p, serd denotado por [l;...I; | p1...ps]-
Uma bi-tabele (de Young) é um produto

B= [311---11.91 |p11"'plS]]”'[ltl-'-lfst |Pt1---Pts,}

satisfazendo as condi¢tes
$1 28228, b <lijy, pij <pijei

para todas as escolhas de ¢,j. O comprimento A(B) da bi-tabela B é o
wbeiro 515 B ¢ dita bdsica (“standard”) se I; < lizy; ¢ pij < pig1 4, para
todos 1, §.

(3.4.2) TEOREMA. [DoRoSt74] Téda bi-tabela B € k[X] é uma combi-
nagdo k-linear B = % «; B; satisfazendo as condicies

(1) B; é basica para todo i;

(2) B e B; tém o mesmo grau (como polinémios homogéneos), para todo

i;
(3) A(B:) > A(B) para todo i.

A teoria das bi-tabelas tem sido estudada intensamente, nio s do ponto
de vista combinatério, mas também sob o enfoque da teoria dos invariantes
[DeKuRo78] e da 4lgebra comutativa e geometria algébrica [CoEiPr82).

Para enunciar o préximo resultado, usamos a nogdo de largura I(M) de
um termo M € M(X). A saber, escrevemos M = 1L, X;, ,, = IL[L; | pi),
onde {; < --- £ Iy e p; < piy1 sempre que I; = [;;. Entdo, (M) é
o comprimento da mais longa sub-sequéncia estritamente decrescente do
conjunto {py,...,pq}.
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(3.4.3) TEOREMA. [Sch6l], [Knu70] Seja B o conjunto das bi-tabelas em
k[X]. Existe uma bijecéio
B — B

tal que, para todo M € M, M e (M) tém o mesmo grau e a mesma largura.

O anel determinantal de ordem r é o anel de residuos k[X]/I., onde
I. = IL,(X) ¢ o ideal gerado pelos sub-determinantes » X r de X. E cvidente
que se trata de um ancl homogénco.

(3.4.4) ProrosiCAo. Seja A, o anel determinantal de ordem r. Vale
dimp(A )y =#{M e M| granM =d ¢ I(M)<r-1}

onde (A,)q denota o subespago vetorial de A, constituido pelos residuos
dos polinémios homogéneos de grau d.

O exemplo seguinte aparece em [Stu90a}, tendo sido calculado numa
implementagio de bases de Grobner, usando o sistema MAPLE.

(3.4.5) EXEMPLO. Seja (X) uma matriz 5 x 5 e r = 3. Na base dos
termos de largura < 2, o0 mondémio X;5X24 X33 X42X5; tem uma expressio
consistindo de 28 termos. Eis os 11 primeiros termos desta expansao:

3X11 X220 X33 X a1 X5 — 2X 11 X0 X3 Xgs X4 — 3X 11 X22 X34 Nag X5

+X11 X220 X34 X 45 X553 + X11 X022 X35 X43X54 — 3X11 X23X30X44 X535

+2X11X23 X352 X5 X54 + 2X11 X3 X354 X149 X55 — X131 X3 X34 X5 Xso
+2X11 X204 X320 Xa5 K55 — X711 X024 X35 X420 X53 — ...

(3.4.6) Exerciclo. Quais os termos restantes da expansio acima? (O
leitor tera de escrever seu proprio programa).

A decomposigao especifica para aneis determinantais resulta de sua na-
tureza de dlgebra com retificagio. Para um anel graduado da forma k[X]/7,
mas arbitrario, ainda é possivel obter uma decomposi¢do em soma direta
de subespagos vetoriais, embora de maneira mais frouxa.

Esta. decomposi¢io mais geral ficou conhecida na literatura como de-
composicio de Hironaka-Rees. A idéia aparcceu, pela primeira vez, num
trabalho de Rees [Ree56], tendo sido reelaborada e generalizada por vérios
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autores, destacando-se entre estes Baclawski e Garsia [Gar80], [BaGa81],
[Bac81a].

E de algum intercsse observar que, tendo se originado por razdes tedricas
¢ sido usada para extrair consequéncias teéricas (vide 4.1 e 4.2), esta de-
composigio venha mostrando eficiéncia do ponto de vista computacional
(ct., por exemplo, [StWh90])

Baclawski e Garsia deram o seguinte formato ao teorema de decom-
posigdo.

(3.4.7) TEOREMA. ([BaGa8l)]) Seja A := k[X]/I um anel graduado de
dimensdo d. Entio A admite um sistema de pardmetros 0,,...,04 e uma
sequéncia de elementos homogéneos 11, . . .,7Mm tals que

(i) Os residuos de ny,...,nm em A/(0y,...,04) constituem uma base deste
como k-espaco vetorial,

(ii) Existe uma fungdok : {1,...,m} — {0,1,...,r} tal que todo elemento
de A admite uma expressio tinica da forma

> 1325015, 0x(i))s
i=1

onde p; € k[Xy,..., Xi(p)- _
(iii) nj(gk(j)+1; ey 9,_-[) C (01,..., Bk(j)); para todo j=1,...,m.

Os elementos 7y, ...,7m séo chamados separadores e a fungio k, a sepa-
ratriz, da decomposicdo. A demonstragéo de (3.4.7), assim como a do teo-
rema original de Rees, baseia-se num processo de inducio mais ou menos
padronizado, mas trabalhoso.

Através da decomposi¢io de Hironaka—Rees, é possivel antecipar o début
dos aneis de Cohen—Macaulay. Estes serdo o principal tema do capitulo
seguinte, mas um exemplo ja apareceu nesta secio : os aneis determinantais.

(3.4.8) PrROPOSIGAO. As seguintes condigdes sio equivalentes para um anel
graduado A de dimensdo d:

(i) A admite um sistema de parimetros e uma sequéncia de separadores
para os quais a fungdo separatriz assume valores constantes iguais a d.

(ii) A admite um sistema de pardmetros que é uma A-sequéncia.

(3.4.9) OBSERVAGRO. Conforme foi mencionado mais acima, a intencio
original da decomposigio de Hironaka-Rees era tedrica. Baclawski e Garsia
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aplicaram-na para obter informacao sobre os detalhes da transferéncija
A~ A(A)

que associa a um complexo simplicial o complexo simplicial das cadeias do
conjunto parcialmente ordenado subjacente de A (vide 2.5). Voltaremos
a este resultado na secio 4.1, apds havermos introduzido o anel das faces
de um complexo simplicial. A razio de insistirmos no significado algébrico
desta transferéncia reside no fato de que, como vimos em (2.5.12), o com-
plexo A (A) é grafal, logo, em principio, mais simples do que A. Esta
simplicidade n&o deve, contudo, ser tomada ao pé da letra, j4 que A (A)
corresponde & divisdo baricéntrica de A (vide 2.5.11), portanto introduz
uma complexidade adicional em termos do nimero de faces.

ANEIS DE FACES E ARESTAS

Chegou a ocasido de colocar em pratica o principal objetivo do curso,
qual seja o de formular propriedades de entes combinatérios em termos
de aneis definidos por mondmios. As palavras-chave combinatorias sao:
grafos, complexos simpliciais e conjuntos parcialmente ordenados - além de
suas versdes mais geométricas, tais como os politopos.

A idéia de associar monoémios a estruturas combinatérias nao é tao re-
cente, se bem que nem sempre muito explicita. Esta idéia estd por tras
de procedimentos na teoria classica dos invariantes. Pelo menos num tra-
balho datado do século passado, encontramos resquicios desta associacao
(vide [Pet891]). E provavel, sendio certo, que uma busca mais cuidadosa
na literatura classica localize outras tentativas semelhantes.

Contudo, somente mediante a ferramenta mais poderosa da combinatéria
moderna e da 4lgebra tornou-se possivel um tratamento sistemético desta
idéia. Atualmente, a multiplicidade existente de tratamentos monomiais
de estruturas combinatérias faz perder de vista os objetivos, tornando-se
extremamente dificil para o leitor inexperiente entender os resultados.

Nos pardgrafos que se seguem, procuraremos tornar mais palpaveis algu-
mas dessas associagOes monormniais, através de dois exemplos particulares:
grafos e complexos simpliciais. Estes exemplos nao sao, necessariamente, os
mais simples ou naturais (politopos teriam precedéncia, talvez). Mas, pelo
menos saem com a vantagem de que conceitos razoavelmente sofisticados
de algebra comutativa sdo imediatamente aplicaveis.
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3.5 O anel de Petersen. Ideais de arestas.

Scja G = (V, A) um grafo; k designard um corpo, fixo de uma vez por
todas. Consideremos wma bije¢do ordenada v; + X; entre o conjunto dos
vértices de G e um conjunto X = {X;,...,X,} de indeterminadas sobre k.

(3.5.1) DEFINIGAO. O ideal das arestas de G é o ideal I{G) C k[X] gerado
pelos mondmios X;X; tais que (v;,v;) € A. O anel das arestas ou anel de
Petersen de G é o anel residual k[G] := k[X]/I{G).

O anel de Petersen codifica as informacgbes essenciais do grafo. Esta
codificagao nao é sempre facil de precisar e, evidentemente, nao funciona
no sentido contrario (por exemplo, qual o significado, na teoria dos grafos,
da soma de “arestas” em I{G) ?). Mas, como veremos, suscita problemas

curiosos.
A codificag@o tende a funcionar de maneira exata, mais para “cole¢oes”

do que para “individuos”.

(3.5.2) PrOPOSIGAO. A bijecdo entre V(G) e X induz uma bijecdo entre
a colegdo das coberturas de vértices de G e a colegio de ideais de k[X] da
forma (X;,,...,X;,), contendo I(G).

A proposicio resulta, imediatainente, das definigdes. Ela adinite um grau
de precisao adicional, a saber, a bijecao induzida é um isomorfismo entre as
estruturas naturais de conjuntos parcialmente ordenados das duas colegoes.
Em particular, as coberturas minimas de G correspondem aos ideais gerados
por varidveis que s&o ideais minimos do ideal I{G) (vide Terminologia).

(3.5.3) ExERcicio. Torne explicita a correspondéncia acima para vérios
dos exemplos de grafos ji considerados no texto.

Uma das propriedades basicas do ideal das arestas de um grafo é comum
a todos os ideais gerados por mondmios livres de quadrados.

(3.5.4) ProPoSIGAO. Se I C k[X] é um ideal gerado por mondmios livres
de quadrados, entdo I é radical (vide Terminologia).

DEMONSTRACAO: Seja f € k[X] tal que f' € I. Como I é gerado por
mondmios, podemos supor (porque?) que todo mondmio de f' pertence
a I. Seja, entdo, X|*--- X' um mondmio tipico de f. Por hipédtese,
X f't - XMt & divisivel por um mondmio livre de quadrados pertencente
a I. Segue-se que o proprio X{'--- X7 ji & divisivel por este mondmio,
logo, fel. N
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(3.5.5) COROLARIO. O ideal das arestas de G ¢ a intersecdo dos ideais
primos da forma (X;,,..., X;,) correspondentes as coberturas minimas de
vértices de G.

(3.5.6) ExErcicio. Mostre, por meio de exemplo, que a intersegao de uma
colegio de ideais gerados por vértices de wm grafo ndo &, em geral, um ideal
de arestas de algum subgrafo.

(3.5.7) Exercicio. Seja G um grafo e 4 C V(G). Seja C uma colegio de
subconjuntos de U satisfazendo as seguintes condigoes:

() UyecV =1

(ii) Conjuntos distintos da colegiio C sio incompardveis por inclusio;

(iii) Para todo v; € U, existe algum v;(;y € U satisfazendo a seguinte pro-
priedade: se V € C é tal que v; € V, entdo vy € V.

Mostre:

(1) A intersegao dos ideais (primos) gerados pelos conjuntos pertencentes a
C é o ideal das arestas de um subgrafo de G.

(2) Nenhuma das condigdes acima pode ser omitida (dé exemnplos).

Dimensao e niimero de cobertura.

(3.5.8) PROPOSIGAO. Para um grafo G vale:

(i) A altura (cf. Terminologia) do ideal I(G) ¢ igual a co(G) (vide 2.1).
(ii) A dimenséo (cf. Terminologia) do anel de Petersen k(G| é igual a 5o(G)
(vide 2.2).

DEMONSTRAGAO: Exercicio.

O que dizer da profundidade (cf. Terminologia} do anel de Petersen?
Infelizmente, trata-se de um problema dificil, ndo sendo 6bvio se a profun-
didade é um invariante combinatério do grafo.

(3.5.9) Exercicio. (i) Mostre que toda varidvel X;, correspondente a um
vértice nio isolado do grafo G, é um divisor de zero no anel de Petersen
klG).

(i) Determine sequéncias regulares maximas (cf. Terminologia) para os
aneis de Petersen dos grafos C,,, (n < 6).

(iil) Determine uma sequéncia regular méxima de k[X ] contida no ideal das
arestas do grafo K.
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O problema da funtorialidade do anel de Petersen

Por funtorialidade de uma associag@o entre os objetos de duas categorias
entendemos, em geral, uma associagdo, naturalmente induzida, entre os
morfismos das duas categorias.

No nosso caso temos, de um lado os morfismos de grafos (vide 1.2); de
outro, os homomorfismos de aneis residuais dos varios aneis de polindmios
k[X]. Como um morfismo de grafos ¢ : G — H tem uma aplicacio
subjacente a nivel de vértices, éle induz naturalmente um homomorfismo
entre os aneis de polindmios, no sentido covariante:

o« k[X] — K[Z].

A dificuldade em obter um homomorfismo covariante, a nivel dos aneis de
Petersen, reside na possibilidade de colapso, isto é, de ¢ nio ser injetora.

Uma alternativa para resolver o impasse é simplesmente desconhecer a
existéncia de técnicas indutivas importantes na teoria dos grafos, que de-
pendem sistematicamente do “colapso” de vértices ou de “contracio” de
arestas, e supor que todo morfismo de grafos é injetor.

A segunda alternativa, talvez mais sensata, baseia-se no processo de
“ornissao de lagos”. Para descrever este processo, ressuscitemos, temporari-
amente, os relmultigrafos, isto é, os grafos em que lacos e arestas multiplas
coexistem, harmoniosamente, com as arestas “honestas”.

Definamos o anel de Petersen generalizado para um relmultigrafo, de
modo completamente anélogo: a diferenca, como se percebe, & que, desta
[eita, temos de conviver com um ideal de arestas que admite geradores da
forma X" X (com a possibilidade de que X; = X;).

Deixamos ao leitor a tarefa de colocar nos trilhos a afirmacio seguinte:
existe uma correspondéncia natural entre morfismos de relmultigrafos -
definidos de maneira completamente paralela & dos grafos simples - e ho-
momorfismos dos aneis de Petersen generalizados.

Esta generalizagdo nio resolve o problema original, uma vez que a res-
trigao desta associagio aos grafos simples tem imagem “desonesta” — mas,
insinua uma tética. Esta tatica é, per forza, ndo funtorial.

(3.5.10) DEFINIGAO. Seja G um grafo e (v1,v2) € A(G), uma aresta de
G. A contragdo de (vi,v2) € o grafo G/(v1,vs) 1= (W, B) definido pelas
seguintes regras:

(i) W ¢ a reunido disjunta de V(G) \ {v;,%;} com um vértice v (pensamos
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em v como sendo obtido por identificacio dos vértices vy e vy);
(ii) B é a reunifio dos conjuntos

A [VO(G)\ {o1,02}) x (VG \ {v1,v2}))

{(v,w) | w € V(G)\ {v1,v2} com (v;,w) € A ou (va,w) € A}.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que, para cada (vq,v2), s6 existe
um grafo (a menos de isomorfismos) com estas propriedades.

(3.5.11) EXERciclO. Seja ¢ : G — H um morfismo de grafos.

(i) Mostre que  induz um morfismo de um grafo obtido de G, por contracio
de arestas, em H e que este homomorfismo da lugar a um homomorfismo
dos aneis de Petersen respectivos.

(ii) D& uma explicacio do homomorfismo induzido em termos do nticleo do
homomorfismo ¢, : E[X] — k[Z] a nivel dos aneis de polindémios originais.

Além da contracdo de arestas, outro procedimento indutivo importante
na teoria dos grafos é o da remec¢do de vértices j4 mencionado anteriormente
(vide 2.1). Deixamos ao leitor a verificacao de que, dado um grafo G e um
vértice v € G, entao a operagio de passar de G a G — v corresponde, a
nivel dos aneis de Petersen respectivos, ao homomorfismo induzido pela
“avaliacao” v = 0. Iista interpretagao nio é, contudo, exata (porque?).

Finalmente, um morfismo de grafos que induz um homomorfismo natural
¢ a injecao de um subgrafo num grafo. Esta afirmagao, cuja veracidade
pode ser facilmente suprida pelo leitor, admite o seguinte suplemento.

(3.5.12) ProrosigAo. Se G ¢é um grafo e H, um subgrafo de G, entdo o
homomorfismo de aneis k[H] — k[G] induzido pela inclusio de V{H) C
V(G) é injetor sc ¢ somente se I é mm subgrafo induzido.

DEMONSTRAGAO: Lembramos que um subgrafo Hé induzido se toda aresta
de G cujos vértices (ambos) pertencem a V(H), ji pertence a H. Ora, o
homomorfismo induzido a nivel dos aneis de Petersen é injetor se e s6 se
{G)Nk[X;,,....,X;:, ]| =I(H)

onde {Xj,,...,Xi, } corresponde aos vértices de H. Uma das inclusoes ¢
trivial. Para a outra, seja f € I{G) N k[X;,,..., X;:,_ ]. Podemos supor que
f & um mondmio, em cujo caso f tem de ser divisivel por uma aresta de G.
Logo, esta aresta tem de admitir amboes os vértices no subgrafo H, que é o
que queriamos demonstrar. Ji
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(3.5.13) OBSERVAGAO. Se o homomorfismo induzido k[H] — k[G] é inje-
tor, entdo temos dim k[H| < dim k[G], o que reformula a conhecida relagdo
entre conjuntos independentes de G e do subgrafo induzido H.

(3.5.14) ExErcicio. Mostre, por meio de exemplo, que a igualdade
dimk[H] = dimk[G]

pode ter lugar para um subgrafo induzido préprio.

(3.5.15) ExERcicio. Mostre que, para qualquer vértice v de um grafo G,
o subgrafo G — v é induzido e que 0 homomorfismo induzido pela inclusao,
composto com o induzido pela avaliagdo v = 0, é o homomorfismo idéntico
do anel &[G — v].

Fica claro que a associagao entre grafos e aneis de arestas nio é funtorial,
mas varios procedimentos contornam esta deficiéncia, indicando, de resto,
que a transferncia algébrica pode provocar questdes mais dificeis do que
as definigGes deixam crer.

Estimativas locais.

O problema de estabelecer cota superior para o nimero de arcstas de
um grafo, em termos de invariantes do grafo, é um tdpico tradicional na
teoria dos grafos. Um tanto imprecisamente, diremos que o resultado a
seguir ¢ uma contribnig¢io ao repertério de “estimativas locais” do mimero
de arestas.

(3.5.16) ProPOsIGAO. Se T é uma 4rvore, entdo vale
p{I(T)p) < max{alt P - 1,alt I(G)p}

para todo ideal primo P C k[X].

DEMONSTRAGAO: A demonstragao é por indugio no niimero de vértices da
arvore. Rotulando novamente os vértices de T, se necessério, podemos supor
que X, € um vértice terminal (isto é, livre) e que X,_; é o tinico vértice
de T' adjacente a X,,. Ponhamos T’ := T — X,, A" := k[Xy,..., Xpn-1],
I':'=INA"and P':= PN A'. Temos, certamente, I = (I, X,_; X,) logo,
i(Ip) < p(Ipr) +1.
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Consideremos, primeiramente, 0 caso em que P contém X,,, de sorte que
P =(P',X,). Como alt P = alt P’ + 1, resulta pela hipétese indutiva

wIp) < p(Ip)) +1
<max{alt P —1,altlp }+1
=max {alt P~ 2,altIp}+ 1.

Desta forma, termina o argumento, a menos que alt [p = alt I, e alt [, >
alt P — 1. Mas, se este for o caso, mostremos que tem-se, na verdade,
Ip = Ip. De fato, observemos de inicio que P' & necessariamente um
ideal primo minimo de I’. Além disso, ele é obrigado a conter o vértice
Xn—1, pois, do contrério, por localizagio em P, inverteriamos esta, variavel,
fornecendo X, € Ip, o qual é nao divisor de zero sobre o ideal If.,; mas isto
contradiz a igualdade alt Ip = alt I,,. Em scguida, como P’ é um primo
correspondente a uma cobertura de vértices minima de T que contém o
vértice X,,—1, segue-se que algum vértice X,_3 adjacente a X,,_; em T’ nao
pertence P’. Novamente, localizando em P, obtemos entdo X1 € Ipi,
consequentemente Ip = (I', X,,_; X,)p = Ip como se pretendia.

Finalmente, consideremos o segundo caso, isto é, em que X, & P. Neste
caso, Ip = (I, X,,—1) P €, como algum vértice distinto de X, é adjacente a
Xn—1, a aresta correspondente torna-se supérflua. Isto significa, mais uma
vez, que se tem u(Ip) = p(Ih) e a conclusdo segue de maneira aniloga,
uma vez que, de todas as maneiras, alt P’ < alt P. 1

3.6 O anel de Stanley—Reisner. A codificagiio algébrica de um com-
plexo simplicial pode, inicialmente, se processar como no caso de um gralo.
Primeiramente, estabelecemos uma bije¢do ordenada entre o conjunto dos
vértices do complexo simplicial A e um conjunto de indeterminadas X :
Xi,...,Xn sobre um corpo (fixo) k.

Em seguida, queremos introduzir um ideal do anel k[X] que reflita pro-
priedades de A. Apés vencer o primeiro impulso de fazer corresponder
monémios as faces de A (porque isto ndo funcionaria?), optamos pela
seguinte:

(3.6.1) DEFINICAO. O anel dos faces, ou anel de Stanley-Reisner, de A &
o anel de residuos

k[A] := k[X]/1a
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onde I é gerado pelos mondmios cujos suportes ndo sdo faces de A.

Lembramos que o suporte Sup{X®) de um mondmio
X0 = XpH o Xan

¢ o conjunto {X; | a; # 0}.

A primeira Observagio é que o ideal das faces In é gerado, minimamente,
por mondmios livres de quadrados. A segunda, é que I é mais complexo
do que um ideal de Petersen, uma vez que seus geradores podem ter graus
diversos e maiores do que 2.

A um primeiro contato, a definicdo de k[A] é decepcionante, j4 que o
complexo simplicial das faces de um n-simplexo é o anel de polinémios
k[X])! Refletindo melhor, o leitor achar4 esta codificagio natural: ela explica
a trivialidade do complexo simplicial das faces de um simplexo na teoria
simplicial (ou topolégica), onde ele, nio admite, por exemplo, obstrucio
homolégica.

A Figura 3.1 mostra dois complexos simpliciais que convém manter como
modelos da teoria. Ambos aparecem, de maneira recorrente, na literatura
[Sta83, Chapter II], [Rei76].

Fig. 3.1:  Triangulages de S2 e de P§
(3.6.2) EXERCiCIO. Determine um conjunto de geradores minimos de I,
no caso em que A é qualquer dos complexos simpliciais da Figura 3.1.

(3.6.3) PROPOSIGAO. Seja A um complexo simplicial. Os residuos em k[A]
dos elementos de

F(A) = {X"| Sup(X®) € A}
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constituemn uma k-base vetorial de E[A].

DEMONSTRAGAO: Primeiro, os residuos de F(A) sao linearmente indepen-
dentes sobre k. Com efeito, dada uma relagao

Z Aaia = IA;
F(a)

como In é gerado por mondmios, resulta que
Ao #0= X" e In = Sup(X") € A.

Mas, isto é uma contradi¢do. Logo, A, # 0, Va.
Deixamos ao leitor a tarefa de mostrar que os residuos de F(A) geram
k[A] como espago vetorial sobre k. I

(3.6.4)OBSERVAGAO. O lema é um caso especial do lema de Macaulay
(Capitulo 2, 2.2).

(3.6.5) COROLARIO. Se A é um complexo simplicial e F € A, entdo os
residuos dos vértices de F sao algebricamente independentes sobre k.

DEMONSTRAGAO: Seja F' = {X;,,...,X;,} € A. Como na argumentacio
da prova anterior, temos que uma relagao polinomial entre estes vértices,
digamos,

Z/\axzu ...le‘;d € Ia,

. ay a;
com algum A; # 0, acarretaria X;"---X;* € In. Mas, neste caso,

teriamos, novamente, a contradi¢io F' = {X;,,..., X;,} € A. 1

(3.6.6) COROLARIO. Se A é um complexo simplicial, vale dimk[A] =
dim A -+ 1.

(3.6.7) ExERrcicio. Seja A um complexo simplicial.
(i) Mostre que existe um conjunto de varidveis Xj,,..., X; tal que

dim k[A] = dim kfg_] /P,

onde P =(X;,,..., X;).
(i) Sejam Xj,,...,Xj como em (i). Mostre que o conjunto complementar
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X\ {X;,,..., X} é uma face de A.
(iii) Deduza, a partir de (ii), uma outra demonstragao do Corolério (3.6.6).

A funtorialidade da associagdo A ~+ k[A] é ainda mais precaria aqui do
que no caso de grafos. Observemos que, na situagio de complexos simplici-
ais, nao existem homomorfismos entre os respectivos aneis de faces induzido
por inclusio de dois complexos simpliciais. Por exemplo, a inclusdo natural
do l-esqueleto de um 2-simplexo nio induz wm homomorfismo dos aneis

respectivos (vide Figura 3.2)
C—

Fig. 3.2: O anel de Stanley-Reisner nao é funtorial

Esta pode ser uma das razbes pelas quais a transferéncia de k[A] a A é
uma casca de noz, deficiéncia que nos obriga a aprofundar a combinatéria
de A em termos de invariantes globais de k[A]. A préxima seciio procede
neste sentido.

3.7 Série de Hilbert e h-sequéncias. Se E é um espago vetorial sobre %,
denotaremos a sua dimensio por dimg F ou, simplesmente, dim F, estando
o corpo subentendido.

(3.7.1) DEFINIGAO. Seja A um complexo simplicial. A fungdo de Hilbert
de k[A] é

H(k[A], D) :N— N, m— dimk[A]n,
onde k[A],, denota o subespago vetorial de k[A] cujos elementos sdo os
residuos dos polindmios homogéneos de grau m.

O célculo explicito da fungéo de Hilbert de k[A] é extremamente simples,
gragas ao Lema (3.6.3).
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(3.7.2) PrROPOSIGAOD. Para um complexo simplicial A de dimensio d — 1
(= dim k[A] - 1), tem-se

d—1
m=1
HEALm) = 4 o f(7T) m21
1, m=20

onde f; :=#{F € A | dimF = d}.

(Lembramos que (3) =0 se s < r. | conveniente definir f_; = 1, para
efeito de uniformidade de certas expressoes.)
DEMONSTRACAO: De acordo com (3.6.3), uma base de k[A],, é dada pelos
{residuos dos) mondmios cujos suportes sao faces de A. Assim, para cada
face {Xy,,..., Xy, } fixa de dimensdo i < m, devemos contar o ndmero de
mondmios X" Xl’:‘:l‘ de grau m tais que r; # 0,1 < j <i+1. Ora, tal
niimero é precisamente (™; '}, o que mostra a afirmagio. I

(3.7.3) DEFINIGAO. A série de Hilbert de k[A] & a série formal

F(k[A], 2) == Z H(k[A), m)z™.
m>0

(3.7.4) CoroLARIO. F(k[A],z) = dfjl fizit (1 — 2y *L
i=—1

DEMONSTRAGAO: Exercicio. |l
A semelhanca da teoria dos politopos, o vetor

f(A) = (fg, f]_, . .._.fd_l), dimA =d— 1,

é chamado o f-wetor de A,

B natural perguntar se existe para complexos simpliciais uma tcoria pa-
ralela & dos politopos, no que diz respeito as equagdes de Dehn-Sommerville
(vide Capitulo 2, (2.4.15)). Ora, a demonstragio 14 baseou-se, fortemente,
no teorema de Euler. Infelizmente, tal resultado sé vale, em geral, para
politopos.

Diante desta perplexidade, pode-se esperar algum outro resultado de tipo
combinatério para f-vetores de complexos simpliciais? A resposta é afir-
mativa e é o conteido de um teorema notavel de Katona e Kruskal, obtido
independentemente.

Para enunciar este resultado, introduzimos expansoes combinatdrias de
nitmeros inteiros, uma idéia que recua até Macaulay (pelo menos).
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(3.7.5) ProrosigAo. Dados inteiros positivos p,i, existe uma tunica se-
quéncia de inteiros n; > nj_; > --- > n; > j > 1 tais que

= ()= () -+ (3)

DEMONSTRAGAO: Exercicio. |

Chamemos esta expansdo de desenvolvimento combinatério i-ddico do
inteiro p.

Utilizando a sequéncia dos inteiros n; unicamente determinada, podemos
definir também a i-ésima pseudo-poténcia de p, a saber

G _  mi i) n; )
P (i+1)+( A R P

e a i-€sima super-pseudo-poténcia de p:

@y _ (mitl ni-1+1 nj-l'j)
P (¢+1)+( i )T

(3.7.6) TEOREMA. [Kat66], [Kru63] Um vetor (fy, fi,--.,fi—1) €Z% éo0
f-vetor de um complexo simplicial de dimensao d — 1 se e somente se valem

0< firr <Y, 0<i<d-2

O autor, honestamente, se inclui entre aqueles que citam o teorema de
Katona—Kruskal, desconhecendo a demonstragio do mesmo — o que nio o
impede, em absoluto, de apreciar seu contetdo.

(3.7.7) EXERCICIO. Interprete a condi¢do do Teorema (3.7.6) para i = 0,
no caso de um complexo simplicial oritindo de um grafo (vide 2.5).

Gostariamos de mencionar, explicitamente, o seguinte problema, cuja
solugdo nao parece ser tao ébvia.

(3.7.8) PROBLEMA. Descrever (ou refinar) as desigualdades de Katona-
Kruskal para o caso de complexos simpliciais grafais.

A definigao da fungao de Hilbert de um k[A] se estende a um anel gra-
duado qualquer A := k[X]/I, da maneira ébvia, colocando-se H{A,m) :=
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dimg Ar,, onde A, designa o subespaco de A gerado pelos residuos dos
polinémios de grau m.

Reportando ao teorema menor de Macaulay (3.3.3), observemos que ele
fornece um critério para que uma fungio f : N — N seja a fun¢io de
Hilbert de um anel graduado A de tara {di,...,d,), a saber, é necessario
e suficiente que exista um ideal de ordem 3 do conjunto parcialinente orde-
nado dos termos do anel de polindmios de tara {d,,...,d,) tal que f(n) =
#{M € J | grau M = n}.

Com efeito, o teorema fornece a implicacao mais dificil; para a outra,
dado um ideal de ordem J nestas condigdes, definimos A := k[X]/I, onde
I'=(9M\ 7).

Infelizmente, trata-se de um critério puramente existencial, de valor préti-
co limitado. Esta deficiéncia, observada pelo proprio Macaulay, conduziu-o
a wm outro critério que testa um dnzco subceonjunto de M, algoritmicamente
definido.

Por razoes de sistematizagao, a seguinte no¢ao foi popularizada por Stan-
ley [Sta83], elaborando resultados de virios autores {Mac27], [Spe30],
[Whi28], [CILi69].

(3.7.9) DEFINIGAO. Seja J C 9 um ideal de ordem. Coloquemos h; :=
{M € 73| grauM = i}. A h-sequéncia de J é a sequéncia h(J) :=
(ho, h1,...). Se a tara de k[X] for (1,...,1), diremos que a h-sequéncia
é homaogénea.

A razio da notagio de vetor, ao invés da de sequéncia infinita, é um
habito da teoria simplicial.

Finalmente, seja h : N — N uma funcio arbitraria tal que A(0) = 1. Seja
d := h(1). Como em 3.3, fixemnos a ordem lexicogréifica reversa do semigrupo
M de termos de &[X}, ..., X4]. Suponhamos k[X|,. .., Xy] munido da tara
(1,...,1). Para n € N, seja H, a sequéncia dos n primeiros mondmios de
grau n de M. O conjunto

ﬁ:szanDﬁ

n>0

& a sequéncia monomial léxica da fungao h: N — N.
Como apontamos mais acima, o teorema menor de Macaulay diz que uma
fungdo h : N — N é a fungéo de Hilbert de algum anel graduado se e s6

57



se scus valores formam a h-sequéncia de algum ideal de ordem de termos.
Restringindo a discussdo a aneis graduados homogéneos, temos o seguinte
resultado mais forte.

(3.7.10) TEOREMA. (Teorema maior de Macaulay) As seguintes condigées
sao equivalentes para uma fungao h: N — N:
(i) h é a fungdo de Hilbert de um anel graduado homogéneo.
(ii) h(0) =1 e h{(n+ 1} < h(n){™, para todo n.
(iii) A sequéncia monomial léxica de h ¢ um ideal de ordem.

(3.7.11) ExErcicio. Demontre a equivaléncia das condigdes (i) e (ii} de
(3.7.10).

O mérito de Macaulay reside na demonstracao da implicagao (i) = (iii),
para o que remetemos o leitor as referéncias acima citadas.

(3.7.12) Exercicio. ([Sta78]) Considere a fungio h : N — N assim
definida:

(1, n=0
3, n=1
4, n=2
! = ’
=15 -3
7, n=4
L0, n>b.

Mostre que nio existe anel homogéneo admitindo A como fungao de Hilbert.
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CAPITULO 4

ALGEBRA COMUTATIVA, II: O FATO
COHEN—MACAULAY



Capitulo 4. Algebra Comutativa, IT:
O fato Cohen—Macaulay

COHEN-M ACAULAY, I

4.1 Aneis de Cohen—Macaulay. Para as nogoes basicas de algebra co-
mutativa, remetemos o leitor a Terminologia.

Seja A := k[X]/I um anel graduado. A espinha dorsal deste capitulo é a
seguinte nogao.

(4.1.1) DEFINIGAO. A é um anel de Cohen—Macaulay se
dim A = prof ) A.

Existem diversas caracterizagbes desta propriedade no contexto de alge-
bra comutativa e o especialista desta area, provavelmente, se sentiria privado
de seus habitos ao ler esta se¢io. Mas, o prego tem de ser pago em alguma
parte, se quisermos aprofundar as propriedades numérico-combinatdérias dos
aneis de arestas e de faces.

Como gesto de conciliagdo, listamos a seguir algumas destas caracteri-
Zacoes.

(4.1.2) PROPOSIGAO. As seguintes condigGes sdo equivalentes para um anel
graduado A := k[X]/I:

(i) A é um anel de Cohen—-Macaulay.

(ii) A admite um sistema de pardmetros que é uma A-sequéncia.

(iii) A admitc um sistemna de pardmetros homogdéneos que é uma A-sequén-
cla.

(iv) Todo sistema de pardmetros de A contido em (X) é uma A-sequéncia.
(v) Se {61,...,04} C (X) é um sistema de parimetros de A e se A :=
Af(6,...,04), tem-se

F(4,z)
d ’

I1(1—=2%)

i=1

F(A,z) =



onde e; = grauf;, 1 <i<d.

COMPLEMENTO. Se A é um anel graduado homogéneo (isto é, munido de
tara (1,...,1)), os elementos 8,,...,8y do sistema de parimetros podem
ser escolhidos de tal modo a serem todos de grau 1.

Chamamos a atengao do leitor, muito especialmente, para o item (v) da
proposigao, que relaciona a série de Hilbert (cf. 3.7) de A com a do anel 4,
este ultimo de dimensédo zero, dito obtido de A mediante redugdo por um
sistema de parametros.

(4.1.3) ExEmMPLO. O anel de polindmios A == k[X], munido de tara ar-
bitriria (dy,...,d,) é de Cohen—Macaulay: as varidveis X formam uma
A-sequéncia. Observemos que (v) fornece, neste caso, a seguinte expressio
para a série de Hilbert de A:

1
ﬁ(l—zd)

i=1

F(A, z)=

Esta expressao também poderia ter sido obtida diretamente da definicio
de F'(A, z).
(4.1.4) EXEMPLO. (Intersegdo completa) Se %[X] é um anel de polin-
mios munido de tara (eq,...,e,) € se I é gerado por uma A-sequéncia
{fi,--+, fm} C X tal que grau f; = §;, entdo A := k[X]/I é um anel de
Cohen-Macaulay e vale

M0 -2%)

F(A,z)= .
(1= z°)

:1

i=1

A férmula de redugao da série de Hilbert para aneis de Cohen—-Macaulay
se generaliza para aneis quaisquer através da seguinte técnica.

Primeiramente, definimos a fungdo de Hilbert de um ideal homogéneo
J C A, onde A é um anel graduado (nfo necessariamente o anel k[X]):

H(J,m):=dimy J,,

onde J,, designa o k-espago vetorial dos polindémios de peso m. Similar-
mente, definimos a série de Hilbert de J, F(J,z) := Y H(J,m)2™
mz>0
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(4.1.5) LEMA. Sc;a, A um anel graduado e seja § € A um elemento de grau
(= peso) 6. Entdo vale:

_ F(4/(6),2) = F((0:6),2)2°

N 1-29 ’

onde (0:8) :={a € A|af =0} (0 anulador de 8).

DEMONSTRAGAQ: Para qualquer ideal homogéneo J C A, tem-se, facil-
mente, H(A,m) = H(J,m)+ H(A/J,m). Em particular, H((8),m) =
H(A,m)— H(A/(6),m).

Por outro lado, a multiplicagio por € em A,, é uma aplicagdo k-linear
cujo niicleo é (0 : 8),, e cuja imagem é 84, C Apys. Juntando estas
informacoes, obtemos

H(A,m)=dimA,, =diméA,, + dim(0: §),,

= H((0),m) + H((©0 ), m)
= H(A,m+6)— H(A/(0),m+6)+ H((0: 8),m).

Passando as séries de Hilbert, resulta

F(A,z)

F((8),z
F(A,2)—~F((0:9),2) = —((zg )
_ F(4,z) - F(A/(8), 2)
= = ,
como querfamos.
(4.1.6) COROLARIO. Se A é graduado e 0y,...,8, é uma A-sequéncia de
elementos homogéneos, tem-se
F(4,z)

F(A,z) = B ’
j1=.—-l1(1 — 2%)

onde §; = graut; e A= A/(6y,...,6,).
DEMONSTRAGAO: Basta observar que se # nio é divisor de zero, entao
(0:8) = (0). O resto scgue do lema acima, por indugio sobre r. [

Elaborando o teorema maior de macaulay, Stanley obteve um critério
para que uma funcao aritmética seja a funcio de Hilbert de um anel gra-
duado homogéneo com profundidade prescrita, em termos das h-sequéncias

(cf. 3.7).
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(4.1.7) TEOREMA. ([Sta78] Seja h : N —— N uma fung¢do arbitrdria c
r 2 0 um Infeiro. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(i) I é a fungdo de Hilbert de algum anel graduado homogéneo tal que
prof x4 > r.
(ii) Se

oc o0

E hipzi=(1—2)" Z h(m)z™,

= m=0
entdo (hor, R r,...) é uma h-sequéncia.
DEMONSTRAGAO: (i)=> (ii) De acordo com o teorema de normalizago {cf.
Terminologia), A admite um sub-sistema de pardmetros 61,...,6, que é

uma A-sequéncia, com grauf; = 1, para todo . Por (4.1.6), aplicado nesta
situacao, obtem-se

(1—2)" > hm)z™ = (1 - 2)"F(4,2) = F(4/(61,...,6,), 2).

m>0

Logo, pelo teorema maior de Macaulay, (ho.r, h1,r,...) é uma h-sequéncia.
(i) = (i) Pelo teorema maior de Macaulay, existe um anel graduado B tal
que H(B,i) = hi,, para todo i > 0. Seja A := B[Y},...,Y;] o anel de
polindémios em r indeterminadas, a coeficientes em B. Com graul; =1, A
€ um anel homogéneo. Evidentemente, ¥7,...,Y,. é uma A-sequéncia; logo
prof A > r. A conclusdo vem de observar as igualdades

Y hiqzt  SSH(B, i)

m _ 120 20
gﬁwm =2y T (-2
_F(B,7) _
(1-2)r

F(4,z),

a tltima das quais segue de (4.1.6).

(4.1.8) ExERcicio. Mostre que uma fungéo & : N — N é a funcio de
Hilbert de uma anel graduado homogéneo de Cohen-Macaulay, de dimensao
d, se e somente se a série formal (1 — z)¢Y}", ., h(m)z™ é um polindmio e
os coeficientes deste formam uma h-sequéncia.
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(Sugestdo: Usar (4.1.7), lembrando que a redugéo por um sistema de pa-
rémetros tem dimenséo zero; em seguida, usar o teorema major de Macau-
lay, pelo qual h-sequéncias homogéneas e sequéncias monomiais léxicas sio
equivalentes. )

(4.1.9) ExERcic10. Seja A um dos seguintes aneis:

(i) kX, Y]/(X?, XY]

(i) K(X, Y, 2]/(XY, X 2)

(iii) k[X,Y, Z]/(XY, X Z,Y Z).

Determine, em cada um destes casos, dim A e F(4, z) e decida se A é ou
nao um anel de Cohen-Macaulay.

Apés este intermezzo abstrato, é tempo de voltar &s aplicacdes & teoria
simplicial.

Primeiramente, reformemos a série de Hilbert simplicial, obtida na Pro-
posi¢do (3.7.4), nos moldes dos resultados desta segio. Seja A 1= k[A] =
kE[X]/Ia o anel das faces de um complexo simplicial A. Neste caso, tem-se

(4.1-1) (1-2)F(A,2) = fo1(1 = 2)% + foz(l - 2 b g2t

onde d = dim A+1. Desenvolvendo o segundo membro de (4.1-1), obtem-se -
um polindmio de grau d, cujos coeficientes sio

j .
412 wy= e (D) A 0<i<a

i=o

O vetor A(A) := (hg,hy,...,hq) é reminiscente das h-sequéncias ¢ &, por
tal, chamado de h-wvetor de A.

Na verdade, existe mais do que uma reminiscéncia, como revela o resul-
tado a seguir.

(4.1.10) DEFINIGKO. Um complexo simplicial A ¢ dito ser de Cohen-Ma-
caulay se o anel k[A] é de Cohen-Macaulay.

(4.1.11) PROPOSIGAO. Se A é um complexo simplicial de Cohen—-Macau-
lay, entdo o h-vetor de A é uma h-sequéncia.

DEMONSTRAGAO: Resulta, imediatamente, do critério (4.1.7).
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Em geral, se prof k{A] = r < d = dimk[A], tem-se, sempre por (4.1.7),
que os cocficientes da série '
forU =~ 2)" 4 for(1 = 2)* 1 4o 4 fyq2d
(1-z)dr

formam uma h-sequéncia (infinita), ao passo que o -vetor {(sempre finito)
pode ter, inclusive, cocficientes negativos!

(1 —2)"F(k[A], 2) =

(4.1.12) ExemMprLO. O complexo simplicial cuja realizagio poliédrica é mos-
trada na Figura 4.1, tem f-vetor (5,6, 2). Pelas férmulas (4.1-2), kg = —1.
Consequentemente, o complexo nio é de Cohen—Macaulay.

(e rrr

i -fllllm

s 3

Fig. 4.1: Um complexo simplicial que ndo é de Cohen—-Macaulay

A razao por tris deste “mau” comportamento é a nao construtibilidade
do complexo simplicial da Figura 4.1, segundoe Hochster.

(4.1.13) DEFINIGAO. Seja B C R™ um politopo e seja

P = U F, F faceta,
FCp

a sua fronteira, Considere-se o reticulado £(B) dos subconjuntos de &
que sao reunides de faces. A familia £.(*B) dos subconjuntos construtiveis
de L(*P) é definida, recursivamente, pelas seguintes exigéncias:
(1) Se F C ‘B é uma face, entdo F' € L(P);
(2) Se By, B3, BN By pertencem todos a L.{P) e se dim B; = dim By =
dim B; N By + 1, entio B; U By também pertence a L.(P).

Para enunciar o préximo resultado, observamos que todo conjunto B €
L(*B) ¢é a realizagio poliédrica de um sub-complexo simplicial Ag do com-
plexo simplicial abstrato das faces do politopo .
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(4.1.14) ProposiGAo. ([Hoc72]) Seja P um politopo e seja B € L (D).
Entao o complexo simplicial Ag é de Cohen—-Macaulay.

DEMONSTRAGAO: (Esbogo) Queremos mostrar que o anel de faces k[Ap]
¢ de Cohen—~Macaulay. Como A g é construtivel, ele é obtido pelo processo
recursivo montado em (4.1.13). O problema se reduz, entfio, ao seguinte
problema da teoria dos aneis: dados ideais homogéneos I,J C A := k[X]
tais que A/I e A/J sao aneis de Cohen-Macaulay de dimenséo d e A/(I+J)
¢ também de Cohen—Macaulay, de dimensdo d — 1, entdo A/INJ é de
Cohen—Macaulay. ‘

A demonstragdo do 1ltimo fato é a principal observacio de Hochster.
Resulta de uma sequéncia ezate natural de homomorfismos

0—A/INJ — A/TDA/] — A/(I+T)~—0
a— (a,a)
(@1,@2) @1 + @

e do comportamento da profundidade ao longo de tais sequéncias. Remete-
mos o leitor & Terminologia, onde encontrard os pre-requisitos para formu-
lar, rigorosamente, o argumento acima. [

(4.1.15) ExXempLO. ((BrMa71]) A fronteira de um politopo é sempre
construtivel.

(4.1.16) OBSERVAGAO. Stanley considerou a nogio de construtibilidade de
complexos simpliciais abstratos. Nesta formulagio, o complexo de cadeias
da estrutura subjacente de um reticulado distributivo é construtivel. Con-
forme foi mencionado em (1.6.1)(iii), um reticulado distributivo &, a menos
de isomorfismos ordenados, um transformado de ideais de ordem de um
conjunto parcialmente ordenado. Infelizmente, conjuntos parcialmente or-
denados de grande interesse, tais como o das coberturas de vértices de um
grafo, ndo admitem estrutura automética de reticulado.

Complexos de cadeias surgem, como complexos simpliciais de Cohen—
Macaulay, em outros contextos que nfio o da construtibilidade. Um dos
resultados deste tipo é devido a Baclawski e Garsia, que se basearam forte-
mente na decomposi¢io de Hironaka-Rees da secio 3.4.

(4.1.17) TEOREMA. ([BaGa81]) Seja A um complexo simplicial e seja
Ac i= A (A) o complexo das cadeias do conjunto parcialmente ordenado
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subjacente a A. Se A, é de Cohen—-Macaulay entdo A é de Cohen—Macai-
lay.

DEMONSTRAGAO: (Esbogo) A demeonstragio usa uma técnica de retificacio
no espirito do que foi exposto nas se¢des 3.2, 3.3 e¢ 3.4. Daremos apenas os
elementos principais da argumentagio.

A primeira etapa consiste em mostrar que os aneis respectivos, k[A ] e
k[A], sio isomorfos como k-espagos vetoriais (mas, atencdo: os dois nio
sao isomorfos como aneis, com se v&, facilmente, mediante exemplos). Na
verdade, temos um isomorfismo privilegiado

 : k[Ac] — E[4]

definido usando as bases respectivas de mondmios cujos suportes sao faces
do complexo simplicial.

No caso do complexo simplicial A., os monémios bésicos estdo associ-
ados a multicadeias (vide 1.6) cujos suportes sdo faces de A.. Uma tal
multicadeia pode, entéo, ser apresentada sob a forma

Xa;...Xam, gi €A, 1< < O

Por outro lado, para o mesmo clemento oy < -+ € oy, tewmos que o
mondmio
a a Lo S—
Xor.xom, Xo= ] X,

vEoT;

tem por suporte a face o, € A.

Definimos, entédo, ¢(X,, -+ X, ) = X1 - Xm,

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que  admite uma inversa k-linear
(que, aplicada a um mondmio bésico de k[A], fornece a chamada fatoracdo
bdsica (“standard”) deste mondmio).

A segunda etapa, mais delicada, consiste na técnica de retificacio pro-
priamente dita. Alguns dos preliminares se assemelham aos do caso deter-
minantal mencionado mais acima. Usamos a nogio de vetor de multiposto
de um mondmio bésico X,, --- X, de k[A.] (vide 1.6), com a imposi¢io
adicional de que o vetor satisfaga a condigio #o; < --- < #0,,: neste caso,
dizemos que o multiposto é a férme do mondémio X,, -+ X, .
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Em seguida, ordenamos as férmas dos monémios basicos de k{A.] medi-
ante a ordem lexicografica:

(61, y0m) = (T1,--+,71)

seesdseoum<loum=1eoy =7,...,0i—1 = Tim1, Oi > Ti, para
algum i. Usando a fatoragio basica para os mondmios de k[A], temos uma
nogao analoga de férma para estes monodémios.

O peso da demonstra¢ao consiste na seguinte afirmacao: dados elemen-
tos fla .. wfm em k[AC]J a diferenga QO(fl vt fm) - (P(fl) o 'I(P(fm) é (ndo
nula, mas) uma combinacdo k-linear de mondmios cujas férmas precedem,
estritamente, a forma obtida por reunido disjunta (totalmente ordenada)
das formas dos mondmios que ocorrem em fi,..., fm.

Uma vez demonstrada esta afirmagao, resta a terceira etapa, que consiste,
a grosso modo, em aplicar o isomorfismo ¢ & decomposicdo de Hironaka-
Rees do anel k[A.] (que é de Cohen-Macaulay, por hipétese).

Isto fecha o esbogo da demonstracao. I

(4.1.18) ExERc(clo. Considere o complexo simplicial das faces de um 2-
simplexo.

(i) Mostre que A.(A) admite, como realizagio geométrica, a divisio bari-
céntrica de A.

(i) Mostre que Ac{A) ¢, de fato, grafal, exibindo o grafo correspondente.
(iii) Mostre que os residuos dos polindmios

Xi+Xo+Xs, XiXo+ XX+ XoX3, X1X2X3

constituem um sistema de parmetros de k[A] e obtenha um sistema de
parametros de k[A.].
(Sugestdo: primeiro, a dimenséo de &[A]).

(4.1.19) Exerciclo. Porque a demonstracio de Baclawski-Garsia ndo im-
plica na reciproca do Teorema (4.1.17)?

(4.1.20) EXERcicio. Mostre que os residuos dos polindmios
b= Y X7, i=0,1,...
cEA

#o=1
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formam um sistema de pardmetros de k[A], onde, como acima, X7 :=
HUEO‘ X”'

4.2 O teorema de Hochster—-Munkres—Reisner. O problema central
da teoria dos complexos simpliciais abstratos ¢ encontrar uma caracteri-
zacdo combinatéria dos complexos simpliciais de Cohen-Macaulay. Na
auséncia desta, também seria satisfatério encontrar uma caracterizagio
ein termos do anel de Stanley Reisner, mais precisamente, dos invariantes
tipicos da teoria dos aneis.

O melhor resultado, até o momento, é uma caracterizagao homoldgica
que, como bonus, mostra que a propriedade de Cohen-Macaulay para com-
plexos simpliciais é topologica.

A ferramenta basica é constituida pela homologia simplicial, que mede,
informalmente falando, o fracasso dos ciclos formados de cadeias de faces
em serem fronteiras de tais cadeias de wma dimensao a mais.

Vejamos as nogdes bésicas desta teoria, sem qualquer pretensio & com-
pletude. Para maiores detalhes, remetemos & bibliografia.

Seja, como antes, A, um complexo simplicial de dimensao d. Sejam
v1,..., U, 0s vértices de A. Por C; = C;{A) denotaremos o k-espago vetorial
comn base o conjunto das i-faces de A (=1 < 4 < d). Um clemento deste
espago é chamado uma i-cadeie. Dada uma face F = {vi,,...,vi.} € 4,
com i < 93 < ¢+ < i, pomos F; := F\v;;. O operador de bordo de ordem
r (r =0,1,...,d) & a aplicagio k-linear &, : Cr — Cr_1 definida, nos
clementos da base acima, pela seguinte expressao:

r

8(F) = (1) F.

=0
Por conveniéncia, definimos 8441 = 0.
Verifica-se que Im 8,4+, € Nucd;.

(4.2.1) DEFINIGAO. A homologia reduzida de ordem 7 (a coeficientes em
k) de A & o espago vetorial quociente

o

(A k) :=Nucd,/ImJ,41.

(4.2.2) ExERCicIO. (i) Mostre que 8,8,4; =0, parar =0,1,...,d.
(ii) Mostre que, como espago vetorial, C;(A) ¢ isomorfo ao subespago de
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k[A}; gerado pelos mondmios livres de quadrados (lembrar que, de acordo
com (3.7.3), uma base para k[A]; é constituida por todos os mondmios de
grau 7 cujos suportes sio faces de A).

(4.2.3) EXERCICIO. Mostre que se A # ), entdo
dimg Ho(A, k) = k(A) — 1

onde k{A) designa o niimero de componentes conexas de A.

A homologia simplicial depende apenas da estrutura combinatéria de A.
No outro extremo do espectro, existemn véarias teorias de homologia para
espagos topoldgicos, por um lado, e cohomologias para aneis, por outro.

O teorema central desta se¢iao admite trés versfes, uma para cada con-
texto homologico:

(1) Homologia simplicial (Reisner);

(2) Homologia singular (Munkres);

{(3) Cohomologia local (Hochster-Stanley).

Enquanto (1) tem seu contexto natural neste curso, {2) cabe num curso
de topologia e (3) faz parte dos métodos homolégicos de algebra comutativa
e geometria algébrica.

A homologia singular (reduzida) de ordem r (a coeficientes em k) de
um espago topoldgico K e a sua versdo relativa (ndo reduzida) para um
subespago E’, serdo respectivamente denotadas por

HE k) e Hq(E,E,k).

A cohomologia local de ordem r (relativa ao ideal méximo (X)) de um
k{X]-médulo graduado M serd denotada

HT(M).

Dois resultados homologicos sdo basicos para o teorema. Devido & simpli-
cidade dos respectivos enunciados — transparentes, mesmo sem o conheci-
mento do mecanismo destas teorias — serdo incluidos aqui.

(4.2.4) PROPOSIGAO. Seja A um complexo simplicial e seja En C R™ uma
realizagio poliédrica de A (cf. 2.4). Entdo

Ho(A k) ~ Ho(Ba, k)
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como espagos vetorials, para todo r > 0.

(4.2.5) ProrosigAo. Seja I C k[{X]| um ideal homogéneo e seja A :=
k[X]/I. Entio tem-se

H(A)=0, para r<profA e r>dimA.
Em particular, A é um anel de Cohen—-Macaulay se e s6 se
H™(A) =0, paratodo r3# dimA.

Para entender a versao cohomologica de Hochster-Stanley, é conveniente
munir k[X] de uma graduag¢io mais fina, usando N” no lugar de N. Para
tal, colocamos grau X; = e;, onde e; designa o i-ésimo vetor coordenado
canénico de N™. Temos, de maneira analoga as graduagdes usuais:

HX)= 3 k(Xls, deN™
d

Esta graduacio induz wma graduagio do anel E[A], denominada fine. I
correspondéncia, definimos a série de Hilbert fina

F(E[A),z) =) (dimg B[A]o)2%, 2z €2z, ..., 20)-

De modo que estamos, agora, no dominio das séries formais a varias vari-
aveis! Observamos que a cohomologia local H”(k[A]) herda também uma
graduagio fina, sé que com respeito a Z® (e nao N™) — este fato néo ¢é ébvio,
principalmente diante da nossa precdria situagio, sem as defini¢oes!

Mas, hd outra obstrugio mais séria: a cohomologia local, salvo em situ-
agbes especials, néo ¢é finitamente gerada. Isto obriga, enfim, a win grande
tour de force, com séries de Laurent a varias varidveis e outros ingredientes
menos palataveis.

E de surpreender que, diante de tais dificuldades técnicas para ajustar os
preliminares da tcoria, possamos ter uma condigao numérica razodvel que
caracterize a propriedade de Cohen—-Macaulay para k[A].

Mas, af val.
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(4.2.6) TEOREMA. ([Rei76], [Mun84], [Sta83]) Seja A um complexo sim-
plicial de dimensdo d — 1 e seja E, uma realizacdo poliédrica de A. As
seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

(i) [A] é um anel de Cohen-Macaulay.

(ii) (Reisner) Para toda F' € A e para todo i < dimela F, tem-se

f}i(elAF) =0.
(iii) (Munkres) Para todo p € Ea e para todo i < dim Ea, tem-se
Hi(Ba, k) = Hi(Ea, Ea \ {p}, k).

(iv) (Hochster-Stanley) Tem-se

F(H (k[A]),z) = Z dimy, Hy_y_yp(ela F, k) H -

Fea X;EF]' i

onde |F| =

A demonstracio de qualquer das equivaléncias do teorema estd muito
além dos objetivos do curso e é extremamente dificil. O teorema é conside-
rado “duro” mesmo pelos especialistas. Isto ndo impede, contudo, que se
possa apreciar seu funcionamento num caso particular simples.

(4.2.7) EXEMPLO. Considere o complexo simplicial A com realizagio po-
liédrica indicada na Figura 4.1. Pelo critério do h-vetor, ja sabemos que A
nao é de Cohen-Macaulay (cf. 4.1.12). Mas, isto também segue do teorema
acima, da seguinte maneira: considere-se o vértice v que conecta os dois
simplexos de A. O elo de v é a reunifo de duas arestas disjuntas, logo
dim Ho(elaw, k) = 1 (por (4.2.3)), o que contraria a condicdo (ii) de Reisner
no teorema.

Uma aplicagéio interessante do teorema é a reciproca do teorema de
Baclawski-Garsia (4.1.17), observada pelos préprios autores.

(4.2.8) TEOREMA. Seja A um complexo simplicial e A, o complexo sim-
plicial das cadeias correspondente. Se A é de Cohen-Macaulay, entdo A,
também o é.
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DEMONSTRAGAO: (Esboco) O argumento procede, de modo elegante, ao
longo das seguintes etapas:

(1) (Juncdo) Dados dois complexos simpliciais A; e Ag, com conjuntos
de vértices disjuntos, a jun¢do de A; e Ay é o complexo simplicial

Ay Ay ={FUF | Fi € Ay, Fy € Az}

(2) (Bouqués) Um complexo simplicial A é um bougué se Hi{A, k) =0,
para todo ¢ < dimA — 1.

(3) (Férmula de Kinneth) Se A; e Ay sdo bouqués entdo Aj ¥ Ay é um
bouqué.

(4) Adicionemos ao conjunto parcialmente ordenado subjacente a A wm
elemento minimo 0 e um elemento maximo 1. O complexo simplicial

eIAc(Fl cC---C Fk), 7

com Fy C --- C Fj uma cadeia de faces, ¢ simplicialmente equiva-
lente (vide 2.4) & juncdo

A(D, Fi) « A(Fy, Fy) s -+ - % A(F, 1),

onde (F};, F;y1) designa o intervalo de F; a Fiyq.
(5) Cada um dos intervalos (F;, Fii.1) &, por sua vez, um bouqué (inclui-
dos (0, Fy) ¢ (Fi, 1))

Admitindo-se estas etapas, o teorema segue imediatamente do teorema
(4.2.6) (i1). Quanto as etapas propriamente ditas, (3) e (5) sdo as mais
delicadas. A primeira é um formalismo de homologia geral; a segunda
resulta de que os intervalos acima sao triangulagdes da esfera, win assunto
de topologia. I
4.3 A conjetura da cota superior. Para motivar o principal resultado
desta segdo, devido a Stanley, reportemo-nos, por alguns instantes, a scgio
2.4, onde foi definido o politopo ciclico C(n, d).

Vimos (cf. (2.4.9)) que, para 1 < k < ¢, C(n,d) tem o maior niimero
possivel de (k — 1)-faces entre todos os d-politopos . Em 1957, Motzkin
[Mot57] conjeturou que C(n,d) teria esta propriedade para todo valor de
k no intervalo 1 < k < d, isto é, que valeria, para qualquer d-politopo B, a

cota

f(B) £ F(C{n,d)).
Esta conjetura ficou sendo conhecida como a Conjetura da Cota Superior.
Em 1970, McMullen [McMT0| provou a conjetura de Motzkin.
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(4.3.1) EXERGICIO. Parak > 4, o valor fi—;(C(n,d)) nao é mais o niimero
combinatério (7). Pode imaginar qual é este valor?
(Sugestdo: Consultar as referéncias [Gré67], [McSh71]).

A demonstragio da conjetura da cota superior procede, primeiramente,
em relagéio aos politopos simpliciais {vide 2.4), os quais t8m o f-vetor maior
possivel entre todos os politopos. Isto levantou a questio da validade da
conjetura analoga para complexos simpliciais abstratos.

Para examinar de perto esta questao, reformulemos a conjetura em termos
do h-vetor de um complexo A — lembrando que, por definicio, é o A-vetor
do anel das faces k[A]. Relendo as equagdes de Dehn—-Sommerville (2.4.13)
em termos do h-vetor de um d-politopo B, definido, formalmente, pelas
equagdes que relacionam as f-coordenadas e as h-coordenadas no caso de
A ((4.1-2)), obtemos

(4.3.2) ProposiGAo. (Dualidade de Dehn-Sommerville) Para um d-poli-
topo B, vale

1

ol e

(4.3-1) hi(B) = hgi(PB), 0<i<

Em geral, um complexo abstrato A satisfazendo (4.3-1) em relacio ao
seu h-vetor, sera dito um complezo de Dehn—Sommerville.

(4.3.3) ExERcicIO. (i) Se A é um complexo simplicial, escreva as coorde-
nadas de A em fungdo de suas f-coordenadas (isto &, inverta as relacdes
(4.1-2}).

(ii) Se A e A’ sdo complexos simpliciais, mostre que f(A) < F(A’) implica
em h(A) < h{A).

(4.3.4) PrROPOSIGAC. Seja A um complexo de Dehn~Sommerville com n
vérices. Entao sdo equivalentes: (i) h(A) < h(C(n,d)).
(ii) hi(A) < ("7, para 0 < i < .
DEMONSTRAGAO: [Gri67). §
Mediante (4.3.2) e (4.3.3), temos a seguinte formulagio:

(4.3.5) CoNJETURA. (Cota Superior, CS) Se A é um complexo abstrato
com n vértices, vale

h(&) < H(C(n,d)).
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(Cota Superior Condicionada, CSC) Se A é um complexo com n vértices,

vale e
?L,-(A)S(n—(jz_l), para 0<z<g.

De posse da teoria desenvolvida em 3.7 e 4.1, estamos em condigdes dc
(enunciar e) provar o teorema de Stanley.

(4.3.6) TEOREMA. ([Sta83]) Se A é um complexo simplicial de Cohen—
Macaulay, entao CSC é verdadeira.

DEMONSTRAGAO: Por (4.1-2), temos, facilmente , i1 (A) = n — d, onde n
¢ o nimerc de vértices de A e d = dimk[A]. Pelo tcorema maior de Ma-
caulay {3.7.10), o h-vetor de A é uma h-sequéncia homogénea, logo h;(A)
ndo pode exceder o numero total de mondémios de grau i em n — d varidveis,
que é o nimero combinatério da conjetura. §

(4.3.7) COROLARIO. Seja A um complexo cuja realizagdo poliédrica é topo-
logicamente equivalente a um dos seguintes espagos:

(1) Uma esfera §%-! C R9,
(2) A fronteira 8P de um d-politopo simplicial.

Entao, CS é verdadeira para A.

DEMONSTRAGAO: Em ambos os casos, A é de Dehn—-Sommerville — vide
[Kle64] para o caso de (1) ¢ [Grii67], para o caso (2). Por outro lado,
cm ambos 0s casos, A satisfaz as condigoes do 'L'eorema 4.2.6 (1o caso de
(2), vide também 4.1.15). Consequentemente, A é de Cohen—Macaulay ¢ o
resultado segue de (4.3.6). ¥

(4.3.8) OBSERVAGAO. Se A é de Dehn-Sommerville, entéo a cotd da CSC
é redundante no intervalo % <i<d-1 8Se A é de Cohen—-Macaulay,
mas nao de Dehn—-Somumnerville, as estimativas neste intervalo ndo sdo re-
dundantes. Poe-se a questdo de saber que tipo de dualidade & la Dehn-
Sommerville subsiste, em geral.

Esta questédo relaciona-se com a chamada conjetura da cote inferior, o-
riginalmente enunciada por McMullen para o caso de politopos simpliciais
e resolvida, neste caso, por Billera-Lee e Stanley. Esta conjetura tem uma
contra-partida em 4lgebra comutativa ligada a nogao de anel de Gorenstein,
que € um anel de Cohen-Macaulay gozando de um tipo de dualidade.
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Consideragoes desta natureza nos levariam muito além dos nossos ob-
jetivos, razao pela qual sugerimos a consulta & bibliografia ([Sta78], por
excmplo).

COHNEN-MACAULAY, Il

4.4 A suspensao de um grafo. A partir de agora e até o final da secéo
4.7, trataremos do anel de arestas k[G], onde G é um grafo. O leitor é
instado a rever os preliminares da secéo 3.6.

A nogio que nos norteard é a de suspensao de um grafo, a ser defini-
da. Para habituar o leitor a linguagemn algébrica, daremos a construgdo no
contexto do ideal de Petersen.

(4.4.1) DEFINIGRO. Seja G um grafo com n vértices e k[G] = k[ X]/I(G), o
anel de Petersen de G. Introduzamos um novo conjunto de indeterminadas
Y, independentes de X, tal que #Y = #X. A suspensdo de G é o grafo
cujo anel de petersen &

KX, Y]/I(G) + (XY, .., XaYa)

A notacdo, salvo conflito, serd S(G).

A suspensio foi usada, sem esta designagio explicita, por Froberg [Fro82j,
Villarreal [Vil90] ¢ Simis-Ulrich-Vasconcelos [SiUIVa90]. Em cada uma
destas referéncias, cla veio resolver um problema diferente. Olhada de wm
certo angulo, ela resolve o problema da Cohen-Macauliza¢do de um grafo,
através de uma construgao simples mas as custas da duplicagao do nimero
de vértices.

Assim como no caso de um complexo simplicial, dizemos que um grafo G
é um grafo de Cohen-Macaulay se o anel k[G] for de Cohen—Macaulay.

Eis, entao, a principal propriedade da suspensao.

(4.4.2) PROPOSIGAO. Se G é um grafo, a suspensao S(G) é um grafo de
Cohen-Macaulay.

DEMONSTRAGAO: ([Vil90]) (Esbogo) Primeiramente, observemos que ne-
nhuma das condigdes equivalentes de (4.1.2) & facilmente verificdvel. Mas,
o candidato natural existe, a saber, a sequéncia diagonal

A-Yi=X-1,..., X, - Y
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De fato, X — Y é pelo menos um sistema de parametros, uma vez que a
reducdo neste caso é

KX, Y]/(I(S(G)), X - Y) ~ KX, Y]/(I{(G), \i1,..., XV, X - ¥)
(4.4-1) ~ E[X)/(I(G), XE, ..., X2)

¢ o 1ltimo desta cadeia de isomorfismos ¢ de dimenséo zero. Este sistema de
parametros nos coloca, gratuitamente, na situagio do lema de normalizagao
(Terminologia). De fato, se 1 — y1,...,Ln — ¥ denotam os residuos de
X —Y em k[S(G)], entédo este é finitamente gerado (ndo sé como anel, mas

como mddulo) sobre o subanel k[z — y1,...,%n — ¥a]| pelos residuos dos
monomios
(4.4-2) Xi X, 1<1<--<i;,<n

que nao sio divisiveis pelos geradores de I(G).

Para completar a demonstragio, usa-se um fato néo trivial, que & uma
(outra!) caracterizagiio da propriedade de Cohen-Macaulay: se k[S(G)] é
livremente gerado (quer dizer, sem dependéncia linear a coeficientes no sub-
anel), entio k[S{G)] é um anel de Cohen-Macaulay (vide Terminologia). Il

(4.4.3) Exercicio. (i) Mostre que o anel em (4.4-1) &, como se afirmou
na demonstragio, um anel de dimensao zero.

(ii) Experimente uma demonstragio diferente de (4.4.2), tentando mostrar,
por inducio sobre n, que o sistema 4 escolhido é uma sequéncia regular
(mas, atengdo: em k[S(G)], ndo em k[X,Y]).

(iii) Mostre que os geradores (4.4-2) sdo linearmente independentes a coe-
ficientes no subanel k[z; — y1,...,Zn — Yn|-

(iv) Familiarize-se com seu exemplo preferido de suspensdo (o autor, por
exemplo, gosta da suspensao de um ciclo impar...}.

Ainda por analogia com o caso dos complexos simpliciais, diremos que
um grafo é puro se o ideal de Petersen I(G) for puro, isto é, se todos os
ideais primos minimos deste ideal tiverem a mesma altura.

(4.4.4) COROLARIO. A suspensdo S(G) de um grafo é um grafo puro. Além
disso, os ideais primos minimos de I(S(G)) sao da forma

(Xiw'--;Xi,-;}/i,._‘_l,...,Y;'n),
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onde (X;,,...,X;. ) percorre o conjunto dos ideais correspondentes as cober-
turas de vértices de G e os conjuntos de indices

{il,...,ir} (5] {ir+1,...,in}
sdo complementares em {1,...,n}.

DEMONSTRAGAO: A primeira afirma¢io resulta de (4.4.3), sendo um fato
geral para aneis de Cohen—Macaulay residuais de aneis de polindmios. Con-
tudo, ela resulta da segunda afirmacio, que se mostra de maneira direta e
serd deixada para o leitor. I

(4.4.5) EXERciclo. Mostre que o radical do ideal I(S(G)) + (X, — Y1) é
o ideal
[l EX-n).
PeMin k[S(G)]

Uma das nogdes mais importantes de dlgebra comutativa e de geometria
algébrica é a de multiplicidade. Um estudo detalhado deste conceito nos
tiraria do rumo principal, j4 que requereria outros preliminares sobre a série
de Hilbert. Sera suficiente considerar este conceito na situacio que mais nos
interessa.

(4.4.6) DEFINIGAO. Seja A = k[X]/I um anel graduado homogéneo de
Cohen-Macaulay de dimensdo d. A multiplicidade de A é dada por

e(A) = lim(1 - 2)4F(A4,2).

Esta definicdo parece estranhamente fora de contexto, mas ¢, na verdade,
razoavel, se lembrarmos que F(A,z2) é uma fungio racional de z. Com

efeito, se #1,...,04 ¢ um sistema de pardmetros homogéneos de A, temos
por (4.1.2)(v):

F(A/(81,...,04),2) = (1 - 2)*F(4A,z).

Mas, A := A/(#1,...,04) é um anel de dimensio zero, logo, pelo lema de
normalizacdo, é um espago vetorial de dimensio finita sobre k. Segue dai
que sua. série de Hilbert é um polinémio. Consequentemente

(4.4-3) e(A) = Z dimy A, = dimy, A.

m>0

Parece interessante experimentar com este conceito para grafos.
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(4.4.7) DEFINIGAO. A multiplicidade ¢(G) de um grafo G é a multiplici-
dade do seu anel de Petersen.

A férmula (4.4-3) fornece uma expressio inusitada para a multiplicidade
de certos grafos.

(4.4.7) ProrosigAo. Se G é a suspensao de um grafo Gy, tem-se

d—1

e(G) = Z f’(A(GO))a

t=—1

onde A(Go) ¢ o complexo simplicial associado a Go e d = By(Gy) =
dim A(Go} + 1.

DEMONSTRAGAO: Por (4.4.2) (ou antes, pela sua demonstragio), o anel
k[A] admite a redugio

RG)/( X1 = Y1, .. Xn = V) > B[X)/(J(Go), X, ..., X2).

Mas, uma base vetorial desta redugio é constituida pelos monémios cujos
suportes sao faces de A(Gyp) (vide (3.6.3)) e que ndo pertencem ao ideal
(X2,...,X?), isto ¢, pelos mondmios livres de quadrados cujos suportes séao

faces de A{Gy). I

(4.4.8) ExEnrcicio. (i) Seja G uma suspensdo. Derive uma férmula para
a multiplicidade e{G) que envolva as f-coordenadas do préprio G.
(Sugestdo: Use (4.1-2)) ‘

(ii) Confirme a validade da férmula obtida no item (i) no caso da suspenséo
de um ciclo C.

(4.4.9) Proiero.. (Sistemas de parimetros) Seja G um grafo. A existéncia
de um vértice livre Xy de uma aresta XX, de G garante que (dimG > 1
¢) um sistema de pardmetros para o anel k[A] pode comegar com o residuo
de X + X2 (isto acontecia no caso de G ser uma suspensao). Em geral,
dado um vértice X; de G, com vértices vizinhos X5,..., X,,, o residuo de
X1+ X2+ -4+ X, € o primetro elemento de um sistema de pardmetros de
k[A] (ou de uma sequéncia regular deste anel; o que é a mesma coisa ja que
o ideal das arestas I{G) é radical). Suponhamos G de Cohen-Macaulay.
O projeto consiste em continuar a sequéncia regular a partir do segundo
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estdgio e além (quando comeca a existir uma diferenca entre sistemas de
pardmetros e sequéncias regulares).

Outra propriedade de uma suspenséo G que falha para outros grafos de
Cohen-Macaulay ¢ a de que “quase todos” seus subgrafos da forma G — v
ainda séo de Cohen-Macaulay.

Qualifiquemos “quase todos” da seguinte maneira.

(4.4.10) DEFINIGAO. Um grafo G é criticamente de Cohen-Macaulay se:

(1) G é de Cohen—Macaulay.
(2) O conjunto

CM(G):={veV(G)|G-v ¢éde Cohen-Macaulay}
é uma cobertura de vértices de G.

Uma nocao mais fraca é a de sub-criticamente Cohen—Macaulay, que se
obtém substituindo (2) pela condicio de que CM (G) seja apenas domi-
nante (isto é, de que todo vértice de G esteja conectado a algum vértice
pertencente a CM(G)).

(4.4.11) PROPOSIGAO. Se G é uma suspensio, entio G é criticamente de
Cohen-Macaulay.

DEMONSTRAGAO: Se G ¢é suspenséo do grafo Gy, entdo, para todo vértice
v de Go, G —v = S(Gy ~ v). Logo, V(Gp) C CM(G), o que prova a
afirmacéo.

(4.4.12) OBSERVAGAO. E importante nio esquecer a condigio (1), sem a
qual muitos grafos ndo seriam criticamente de Cohen-Macaulay.

Uma classe especial de grafos criticamente de Cohen-Macaulay é consti-
tuida pelos grafos G tais que CM(G) = V(G). O leitor poder4 se convencer
de que os seguintes grafos pertencem a esta famflia.

(4.4.13) ExEMPLO. (i) O grafo completo K.
(ii) Um grafo G tal que dimG < 2 e tal que A(G) seja conexo.

Baclawsli [Bac81b] alcunhou os complexos simpliciais A que gozam da
propriedade correspondente — isto ¢, tais que A é de Cohen-Macaulay e
A\v:i={F € A|v ¢ F} é de Cohen-Macaulay para todo vértice v de A
— de complezos duplamente de Cohen-Maceulay.
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(4.4.14) EXERCiCIO. Mostre que as seguintes condigdes sao equivalentes
para um grafo G:

(i) CM(G) = V(G).

(ii) A é duplamente de Cohen—Macaulay.

(4.4.15) EXeMPLO. O grafo da Figura 4.2 niio é criticamente de Cohen~
Macaulay: para todo vértice v do triingulo mais interno de todos C, G —

v ndo é de Cohen—Macaulay. Contudo, G é sub-criticamente de Cohen-
Macaulay pois CM(G) =V \ V(C).

(4.4.16) OBSERVAGAO. A propriedade de Cohen-Macaulay para o grafo
do exemplo acima, bem como para os vérios subgrafos da forma G — v, foi
obtida usando o programa Macauley [BaSti87]. Uma abordagem tedrica
seria, desejavel, mas alertamos para a complexidade facial dos complexos
simpliciais associados.

(4.4.17) EXERclcIO. (1) Seja A o complexo das faces de um simplexo.
Mostre que o complexo das cadeias A {A) é de Cohen-Macaulay.
(Sugestdo: Use (4.2.8)).

(ii) Mostre que o grafo cuja realiza¢io sdo as diagonais do hexdgono (prin-
cipais e secundarias) ¢ de Cohen-Macaulay.

(Sugestdo: Use (i); observe, alternativamente, que ele se encaixa no item
(ii) de (4.4.13)).

(4.4.18) ExEercicio. Seja C, um ciclo.

(i) Se n é par, mostre que C,, ndo é de Cohen—Macaulay.

(Sugestdo: Use a observagao feita na demonstracio de (4.4.4)).

(if) Se n é impar, mostre que C, é puro; se n < 5, mostre que C,, é de
Cohen—-Macaulay. O que acontece se n = 77

« N
Fig. 4.2: Tridngulo telescépico
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4.5 O pedestal e o tipo de um grafo. Um somando importante da mul-
tiplicidade e(G) de uma suspensao G = S(Gq) é fa—1({A(Go)), o ndmero de
facetas do complexo A(Gy). Este ndo é mais do que o niimero de conjuntos
independentes méaximos de Gg, mas merece ser destacado.

(4.5.1) DEFINIGAO. A complezidade de independéncia ¥(G) de um grafo
G & o numero de conjuntos maximos independentes de G.

Equivalentemente, ¥(G) é o nimero de ideais primos minimos do ideal
E[G]. Este ntmero ja foi calculado para ciclos em 2.2, mas é geralmente
inacessivel ao cdlculo.

Dai; o interesse em caracterizi-lo algebricamente. No caso de uma sus-
pensao, isto é possivel,

(4.5.2) DEFINIGAO. Seja A = k[X]/I um anel graduado de Cohen-Ma-
caulay e seja #,...,84 um sistema de parametros homogéneos de A. O
pedestal (“socle”) de A (relativamente a 6y, ...,04) é o subespago vetorial

Ped g,,...0,4 := (I': (X))/T C R[X]/T = A/(61,. .-,84),
onde I + (I,8y,...,04) C k[X].

Lembremos que (I : (X)) usa o quociente de ideais (vide Terminologia).
A definigdo acima ndo estd completa: mostra-se que dois pedestais de A,
com respeito a dois sistemas de pardmetros, sao isomorfos como espacos
vetoriais. Isto justifica o uso da notacio Ped A.

O pedestal d4 origem a um ntmero importante.

(4.5.3) DEFINIGAO. O tipo de uma anel graduado de Cohen-Macaulay é
a dunensdo do seu pedestal.

Diremos, como em outras ocasifes, que o tipoe de um grafo de Cohen-
Macaulay é o tipo do anel de Petersen k[G].

(4.5.4) ProPosigAo. O tipo de um grafo suspensdo S(Gy) conexa coincide
com a complexidade de independéncia v(G)).

DEMONSTRAGAO: Usando o sistema de parametros diagonal X — Y, a
demonstracio segue o mesmo argumento empregado na prova de (4.4.7).
Assim, o pedestal Ped k[S(G)] admite uma base que é um subconjunto da
base de k[X]/(I{G), X3, ...,X2) constituida pelos residuos de monémios

Xi, .. 'Xi,.,

82



(livres de quadrados) corrspondentes a conjuntos independentes de Gy. Mas
a condic¢do de um tal mondmio pertencer a Ped k[S(G))] é que, para todo
1 < j £ n, o monémio X; - Xj; ---X; seja miltiplo de Xj? -0 que é
impossivel, a menos que o grafo Gy seja totalmente desconexo — ou, que
para todo tal j, exista i; € {iy,...,4,} tal que XjX;, seja aresta de Gy.
Mas, isto significa precisamente que o conjunto independente é méximo. &

(4.5.5) Extroicio. Seja Go um grafo r-partido completo, com particio
(P1s- - Pr).

(1) Mostre gue o tipo da suspensio S{Gg) é r.

(ii) Determine uma base vetorial explicita de Ped k[S(G)].

A caracterizacao do tipo de wm grafo de Cohen—Macaulay, em termos
algébricos ou combinatérios, é um problema aberto. Além da suspensio,
um caso que pode ser tratado é o de um grafo bipartido de Cohen—-Macaulay.
£ de se esperar que a propriedade de Cohen-Macaulay para estes grafos
constitua uma restrigho consideravel & sua combinatéria interna. -

(4.5.6) ProrosigAo. ([SiVaVidl}) Seja G um grafo bipartido com n vér-
tices, nenhum dos quais é isolado. Se G é de Cohen—Macaulay, existe um
grafo G tal que:

(i) 4(I(Go)) = w(I(G)) - 2.

(ii) Ped k[G] ~ Ped k[S(Go)].

Em particular, a multiplicidade de G é

Wz

e(@) =Y fi{A(Go))

i=—1

e o tipo de G coincide com a complexidade de independéncia de Gy.

A demonstragiao nao é muito dificil, mas o leitor é remetido & bibliografia
citada.

(4.5.7) conroLARIO. ([Vil90]) Se G tima drvore de Cohen—Macaulay, entio
G é uma suspensaio.

DEMONSTRAGAO: Mostra-se que a arvore G admite um subgrafo isomorfo
ao grafo Gy obtido em (4.5.6). B
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4.6 Relagoes polinomiais.

Relagoes de um ideal

Todo objeto algébrico de algum interesse admite uma apresentagdo, com-
posta de dois ingredientes: geradores e relagées. Em geral, um mesmo ob-
jeto admite apresentagdes diferentes, a depender da escolha dos geradores
e do tipo de relagao na qual se estd interessado.

Nesta se¢io, o enfoque serd nas relagbes do ideal de Petersen de um grafo.
Contudo, a grande parte das nogdes aqui consideradas sfio extensivas a todos
ideais de k[X] (ndo necessariamente homogéneos numa graduagcio de k[X]).
Por tal, salvo mengdo em contrério, I designard um ideal de k[X], do qual
se fixou um conjunto de geradores f := {f1,..., fm}.

(4.6.1) DEFINIGAO. (i) Sizigias. Sdo as relagdes de I, quando este é con-
siderado como médulo sobre k[X]. Em outras palavras, uma sizigia de f &
uma m-upla (ou um m-vetor) (g1,...,gm), onde g; € k[X], tal que

> gfi=0.
i=1
(i) Relagdes algébricas homogéneas. Sio os polindmios
F(Ty,...,Ty) € k[ X][T],

a coeficientes em k[X] e homogéneos em novas varidveis T, tais que

F(fla"'sfm) =0
(iii) Relagbes polinomiais. Sao os polindmios P(T) € k[T], a coefi-
cientes em k, nas novas varidveis T = Ti,...,Tm (ndo necessariamente
homogéneos), tais que

P(fiye s fm) = 0.

As sizigias de f também s@o chamadas relagées lineares uma vez que
correspondem, bijetivamente, s relages algébricas homogeneas T-lineares
de f. Assim, (i) pode ser incluida em (ii) - mas, nem sempre é conveniente
fazé-lo! Quanto a (iii), & de outra natureza, em geral. Evidentemente,
as relagoes homogéneas em (iii) estdo incluidas em (ii) - mas, podem nio
existir!
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Modelos triviais

Cada uma das nogoes em (4.6.1) admite (pelo menos) um modelo trivial,
que serve como referencial para os demais casos. Novamente, a discussao
é completamente geral para ideais de k¥[X]. No entanto, visando simpli-
ficar as idéias, suporemos doravante que os geradores f de I C k[X] sito
homogéneos.

(4.6.2) DEFINIGAO. Os geradores f séo sizigeticamente triviais se toda

sizigia de f é combinagéo linear, a coeficientes em k[X], das sizigias triviais

8ij 1= (0,...,O,fj,o,...,0,—fi,0,...,0), 1<i< i< m.
i J

Este modelo ndo é novo. De fato, pode-se mostrar:

(4.6.3) PROPOSIGAO. As seguintes condigbes sdo equivalentes para f:
(i) f é sizigeticamente trivial.
(ii) f é uma k[X]-sequéncia.

(4.6.4) OBSERVAGAO. A implicacio (ii) = (i) é laboriosa, mas pode ser
obtida por indugao sobre m, a partir das defini¢bes. A implicac@o inversa
¢ de outro nivel de dificuldade. A nao regularidade de f traduz, no fundo,
uma obstrucao de cariter homolégico, onde a homologia, em questdo é a
homologia de Koszul (distinta de todas aquelas consideradas por ocasido do
teorema (4.2.6)).

As relagoes algébricas homogéneas admitem mais de nm modelo trivial,
por ordem de enfraquecimento. Na verdade, uma boa parte dos trabalhios
em algebra comutativa ocupa-se das interacocs entre estes modclos, para
classes especificas de ideais.

Surpreendemente, um destes modelos triviais ¢ ji dado por uma k[X]-
sequéncia. Primeiro, o modelo:

(4.6.5) DEFINIGAO. Os geradores f sio algebricamente triviais se toda
relagiio algébrica homogénea de f pertence ao ideal

(fiTi — fiTih<icj<m CK[X,T).
Agora, a surpresa:
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(4.6.6) PROPOSIGAO. As seguintes condi¢bes sdo equivalentes para f:
(i) f é algebricamente trivial.
(ii) f é uma k[X]-sequéncia.

Desta feita, se usarmos a implicagio dificil de (4.6.3), juntamente com a
identificagio das sizigias com as relagdes algébricas T-lineares, obteremos
a implicagio (i) = (ii) da presente proposigio. A outra implicagdo requer
uma indugdo tecnicamente complicada, nao sendo razoavel transcrevé-la
aqui. Um caso particular é proposto no préximeo exercicio.

(4.6.7) ExErcicio. Seja f uma k[X]-sequéncia constituida de dois elemen-
tos. Mostre que f & algebricamente trivial.

Eis um outro modelo trivial mais sutil.

(4.6.8) DEFINIGAO. Os geradores f de um ideal I C (X) s@io analitico-
mente independentes se toda relagio algébrica homogénea pertence ao ideal
do anel k[X,T] gerado por X.

B imediato que trivialidade algébrica implica em independéncia analitica.
A reciproca ndo é verdadeira, o que se pode ver por exemplos nao muito
sofisticados (exercicio abaixo). A medida que nos inserimos em classes
de ideais com comportamento mais especial, a validade da reciproca pode
tornar-se um problema interessante.

(4.6.9) Exgrcicio. (i) Mostre que os polindmios XY, X Z € k[X,Y, Z] séo

analiticamente independentes, mas nio constituem uma k[X, Y, Z]-sequén-

cia.

(i) Analise a quest@o analoga para os polindémios XY, X Z,YZ.
Finalmente, chegamos a um modelo trivial para o terceiro tipo de relagao.

(4.6.10) DEFINIGAO. Os geradores f sdo algebricamente (ou polinomial-
mente) independentes se a tnica rela¢do polinomial (enfatizemos, a coefi-
cientes em &) & o polindnio nulo.

(4.6.11) ExERrcfcio. Mostre que os polinémios X%, XY,Y? nio sio al-
gebricamente independentes, mas que todas sua relacoes polinomiais siao
multiplas de uma mesma relagio fixa.
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Aneis modelos de relagoes

Suporemos, a partir de agora, que os geradores f sao minimos, no sentido
de que nenhum deles pertence ao ideal gerado pelos restantes (isto néo
representa simplifica¢ao essencial nas defini¢oes).

A fim de melhor entender as zonas de influéncia mitua entre as trés
nog¢oces de relagoes, ¢ conveniente modeld-las por ancis residnais.

(4.6.12) DEFINIGAO. O anel (ou algebra) que modela (ou governa) as
sizigias de f € a dlgebra siméirica

S(f) = kX T/ L(f),

onde L(f) é o ideal gerado pelas formas -lineares } | ¢;T; correspondentes
as sizigias (g1,...,9m) de f.

(4.6.13) DEFINIGAO. A dlgebra que governa as relacoes algébricas ho-
mogéneas de f & a dlgebra de Rees

R(f) =KX, T1/J (D),

onde J(f) := ({F(T) € k[ X][T] | F(f) =0, F T — homogéneo } ).

Conforme observado mais acima, tem-se L(f) C J(f). Por outro lado,
toda relagéio algébrica T-linear pertence a L(f). Isto significa que o ideal
L(f) se identifica com a parte graduada de grau 1 do ideal homogéneo J{f).

Um ponto importante é que ambas as dlgebras admitem versdes intrinse-
cas, quer dizer, dependentes apenas de I e nio dos geradores f escolhi-
dos. A 4lgebra simétrica admite uma propriedade universal caracteristica,
reminiscente da de um anel de polindmios (vide Terminologia) e pode ser
introduzida mediante mn processo de simetrizagdio das poténcias tensoriais
do ideal I - tudo isto pode ser visto num primeiro curse de algebra, mas
néo tera muito sentido neste.

Quanto & algebra de Rees, a propriedade universal é mais sutil, mas, a
titulo de compensagdo, ela admite uma estrutura de subanel graduado do
anel k[X][t], este com a gradua¢io em que ¢ é uma variavel de grau 1 e os
elementos de k[X] sao de grau zero. A saber, temos

R(f) = {X]+ ()t + (52 +- - C k{X](1].
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Esta identificacio ainda ndo mostra que R(f) depende sé do ideal (f).
Precisamos de mais um passo, que serd deixado como tarefa no exercicio
abaixo. ’

Doravante, falaremos da 4lgebra simétrica (respectivamente, de Rees) do
ideal I, mudando as notagdes para S(I),R(I),L = L(I},J = J(I). A

inclusio L C J induz um homomorfismo sobrejetor (cf. Terminologiv)
(4.6-1) S(I) — R(I}

cujo niicleo é uma medida do fracasso das relagdes algébricas homogéneas
em serem geradas pelas T-lineares.

(4.6.14) DEFINIGAO. O ideal I sera dito ser de tipo linear se o homomor-
fismo (4.6-1) for injetor.

Esta terminologia foi proposta pela escola genovesa de L. Robbiano e G.
Valla.

(4.6.15) Exercicio. Mostre a plausibilidade da seguinte construgao abs-
trata da dlgebra de Rees de um ideal I C k[X].

(i) A soma direta externa das poténcias I* de I, consideradas como sub-
grupos do grupo aditivo de k[X], é o grupo abeliano cujos elementos sao
as sequéncias (pg,p1,.-.) nulas a partir de algum ¢ (que depende da se-
quéncia), com a soma usual coordenada a coordenada.

(ii) A soma direta em (i) admite uma estrutura de anel cuja multiplicagao
é induzida pelas inclusdes I'I7 ¢ I'7,

(iif) O anel em (ii) é graduado, mediante uma graduagéo que coloca as co-
ordenadas i-ésimas dos elementos do anel na parte graduada de grau <.
(iv) O anel graduado em (iii) é isomorfo 4 algebra de Rees R(f), para
qualquer conjunto f de geradores de I. B

Voltemo-nos, finalmente, as relagdes polinomiais de f. Neste caso, a
independéncia dos geradores escolhidos se coloca a priori, observando que
temos uma subélgebra k[f] C k[X] e que, como se verifica facilmente, ¢ a
mesma para qualquer sistema de geradores do ideal I = (f).

As relagBes polinomiais de f geram o nicleo X = K(I) = K(f) do
homomorfismo sobrejetor

L) — k1) = K{f] € k{X].
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A Algebra que governa as relagoes do ultimo tipo é, por conseguinte, a
algebra
P(I) := K[T)/K ~ k[I],

(ue nio tem uma designagio particular, mas que bem poderia ser chamada
de sequnda dlgebra fundamental devido a sualigacao com o segundo teoremna
fundamental da tcoria dos invariantes (cf. Palimpsestos 1, 2).

Os trés ideais L(I), J(I), K(I) serdo chamados ideats de apresentagdo (da
dlgebra ou do tipo de relagdo respectivos).

A scguir, dois momentos classicos do ideal de apresentagéo da segunda
Algebra fundamental.
(4.6.16) ExEmMrLOS. (i) (Veronese (d,r) = (d,2)) Seja I C k[X] o ideal
gerado por todos os mondmios de grau 2 em X. Entdo, a segunda dlgebra
fundamental de I ¢ &[T)]/I(S2(T)), onde

T :={Ti;hi<ici<n

e Iy(S2(T)) é o ideal gerado pelos subdeterminantes 2 x 2 da matriz genérica
simétrica

T T2 ... Tia
T22 e T2n
Tnn

(O caso d = 2 é o Excrcicio (4.6.11)).

(ii) (Segre (r, s)) Consideremos o ideal I C k[X, Y] gerado pelos monomios
X;iV;,1<i<r1<j<s onde#X =re #Y = s. Entdo, a segunda
algebra fundamental é k{T}/I2(T), onde T := {T3h1<icrigi<s € D2(L) &
gerado pelos subdeterminantes 2 x 2 da matriz (completamente) genérica
retangular

Tl]_ le P T].S
Ty Toy ... T
Trl Tr2 L Trs

(4.6.17) Exercicio. Em ambos exemplos acima mostre que o ideal gera-
do pelos subdcterminantes 2 x 2 estd contido no ideal de apresentagéo da
dlgebra fundamental respectiva.
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(4.6.18) OBSERVAGAO. Nos exemplos (4.6.16), a algebra fundamental faz
jus a esta terminologia, no sentido de que, juntamente com as relagoes
algébricas T-lineares, geram o ideal de apresentagio da algebra de Rees.
Este fendmeno é mais comum do que se poderia pensar, reaparecendo no
contexto dos ideias de Petersen (cf. mais abaixo).

(4.6.18) ExErcicio. Mostre que, se I C k[X] é um ideal gerado por
polindémios homogéneos do mesmo grau, entao

P(I) =~ RO XIR(I).

As algebras de um grafo

A partir de agora, especializaremos a discussao anterior para o caso em
que I = I(G), onde G € um grafo.

O ponto de partida é um resultado da tese de D. Taylor (Chicago, 1966},
para o que introduzimos a seguinte notagao.

Dada uma sequéncia g = g1,..., g, de polinémios e uma sequéncia nao
decrescente g = a;,, ..., a;, de nimeros inteiros, colocamos

Za’ 0, no caso contririo

Dados mondmios usuais M, N, denotaremos {M, N] o seu minimo malti-
plo comum (isto é, o produto das poténcias de varidveis comuns de maior
grau).

(4.6.19) LEMA. (D. Taylor) Seja I C k[X] um ideal gerado por monémios
M ={M,,...,M,} nos X. Seja J C k[X,T] o ideal de apresentagio da
algebra de Rees de I. A parte de grau s (em T') de J é gerada (coeficientes
em k[X]) pelos polinémios da forma

[Mme] [-MnasMb]
—— Tb —— T

—Mg T, HM T, (4.6-2)

a

onde a e b representam sequéncias ndo decrescentes de s Inteiros.

O leitor podera verificar que, de fato, os polindmios (4.6-2) sao relagoes
algébricas dos mondmios M. Como sempre, a outra inclusio é que traz
dificuldade e nio serd demonstrada no curso.
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Em particular, temos as relagdes da forma T'; — Ty, onde M, = M,
Elaborando o resultado de Taylor, R. Villarreal mostrou que estas relacdes
mais simples sio suficientes para gerar as partes graduadas de J de grau
> 2. Como consequéncia, obteve uma descrigio do ideal de apresentacao da
segunda &lgebra fundamental de um grafo — que, a propésito, mostra que a
fixagio deste autor pelos ciclos pares é insuficiente...

Para tal, seja G um grafo. Um caminho monomial em G é um caminho
fechado de comprimento par (nio necessariamente um ciclo, contudo). A
menos de ordem dos geradores do ideal I(G), um caminho monomial C
induz uma relacéo polinomial da forma

I(: = T]T;; . .T,.,__] —_ T2T4 ' .Tn.

(4.6.20) ProPOSIGAO. O ideal de apresentacao da segunda élgebra funda-
mental do ideal I(G) = (M) é gerado pelos polinémios T~ correspondentes
a caminhos monomiais C em G. Se G for bipartido, o mesmo ideal é gerado
simplesmente pelos polinémios correspondentes a ciclos pares.

DEMONSTRAGAO: (Esbogo) O ideal em questao, I, é graduado em I'. Por
indugo no grau s: as relagdes de grau s = 2, de fato, correspondem a ciclos
de ordem 4 (porque‘?) Em seguida, pelo resultado de Villarreal acima e
por (4.6.18), K é gerado pelos bindmios da forma T, — T Consideremos o
grafo G, cujos vértices sdao os vértices de G que d1v1dem M e cujas arestas
correspondem aos geradores M; de I(G) tais que [ € aUD.

Aqui b4 duas possibilidades, conforme valha ou nao a igualdade

Mi ..M, =M, ..M,

para algum m < s, onde @ = {i1,...,%}, b = {j1,...,s}. No primeiro
caso, tem-se

T~ Ty =T BT Do~ T, . Ts)
+Tj1 "'ij(Tim—i-l v 'Tis - ij+! " 'Tja)

e podemos usar a hipétese indutiva.

O caso restante é administrado, mostrando-se que existe um caminho
monomial C tal que T, — T, =T. 1

Uma consequéncia interessante da proposi¢io acima € uma caracterizagao

dos grafos G cujos ideais I(G) sdo de tipo linear. O resultado é devido a
Villarreal [Vil90].
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(4.6.21) COROLARIO. Se G é um grafo conexo, as seguintes condigbes sao
equivalentes: '

(i) I(G) € de tipo linear.

(i) G tem no méximo um ciclo (necessariamente impar).

DEMONSTRAGAO: (i) = (ii) De maneira geral, todo ideal de tipo linear
contido em (X)) satisfaz a desigualdade

w(I) < n = dim4[X].

Este resultado foi originalmente provado em contexto mais geral [HeSi-
Va83]; aplicado ao caso especial de um grafo conexo, implica em que o
grafo seja uma Arvore ou tenha exatamente um ciclo. Este ciclo tem de
ser impar, sendo terfamos uma relagdo polinomial que néo resulta das T-
lincares (porque?).
(i1) = (i) Resulta de (4.6.20). 1

Voltando a dlgebra k[I{G)] C k[X], temos o seguinte resultado, observado
por Vasconcelos.

(4.6.22) PROPOSIGAO. Se G é um grafo conexo, tem-se

dimk[X], se G ndo é bipartido

dim E[I(G)] =
im k[1(G)] { dimk[X] —1 se G é bipartido

DEMONSTRAGAO: Suponhamos G nao bipartido. Afirmamos que G contém
um subgrafo gerador H (vide 1.4) que admite exatamente um ciclo e este
ciclo é de ordem impar. Isto segue da teoria das cordas relacionada com
drvores geradoras (cf. [Har72] e a Proposicao 1.4.2). Mas, entdo temos por
(4.6.21) que I(H) é de tipo linear e tem dim k[X] arestas. Resulta, assim:

dim K{I(G)] > dim I(H)| = dm R(I(I)) /(X)RUI(T))
= dim S(I(H))/(X)S(I(H))
= p(I(H)) = dim k[ X].

No caso bipartido, argumento similar (vide (1.4.2)) produz um subgrafo
gerador contendo um dnico ciclo e este ¢ de ordem par. Neste caso, & facil
vor que dim k[I(G)] = dimk[X]. 1

92



Fig. 4.3: Um caminho monomial que nao é um ciclo par

(4.6.23) Exercicio. Complete a segunda parte da demonstracio acima,
calculando a Algebra fundamental de um ciclo par.

(4.2.24) EXEMPLO. Estude com detalhe o grafo da Figura 4.3. Pede-se
exibir um caminho monomial, com a relagio que lhe corresponde.

Grafos completos

Para qualquer grafo particular, de complexidade acessivel, é possivel, me-
diante rotinas do programa Mecaulay (cf. também Palimpsesto 2), calcular
seus invariantes algébricos e suas algebras de relagoes.

Do ponto de vista teédrico, interessa-nos o comportamento tipico de uma
classe de grafos. Em [SiVaVi91], por exemplo, as classes de arvores, de ci-
clos ¢ de gralos bipartidos foram estudadas em profundidade. No que scgue,
examinarcmos as classes dos grafos completos e dos grafos bipartidos com-
pletos. Experimentos preliminares indicam que grafos r-partidos completos
comn n-vértices, onde 3 < r < n, se comportam de modo diferente.

Comccemos com os grafos completos.

(4.6.25) PROPOSIGAO. Seja I, o grafo completo em n vértices e seja I, 1=
I{K,) o ancl de Petersen correspondente. Entao, tem-se:

(1) k[ K,] = k[X]/I, é um anel de Cohen-Macaulay de dimensio 1.

(

i1) Os primos associados de I, sao

(X1,..., X, X,), 1<ign.
O chapéu sobre um clemento significa omissao deste elemento).
(i) O tipo de K,, é n— 1.
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DEMONSTRAGAO: O residuo da forma linear X; = -- -+ X,, é um elemento
regular de k[X]/I. (porque?). A redugio por este elemento fornece

R[X1/(Tay X1+ 4 X)) o2 R[X) /(X1 s Xn)2, Xy 4 -+ Xn)
(4.6-3) & KX\ {X ot /(X0 Xat)?,

que é um anel de dimensao zero {em outras palavras, um subespago vetorial
de dimensao finita). Logo, k[I,] é de Cohen-Macaulay, de dimensio 1.
(ii) Como I, é completo, os seus conjuntos independentes maximos sio
os vértices (individualmeute) e os complementares destes, as coberturas de
vértices minimas. Observemos que este item implica no item (i) (porque7)
(iii) Usando a reducdo (4.6-3), vé-se imediatamente que

Pedk[Kn] jacd (}{1,. . -g-Xn—l)/(XI, . .,Xn_1)2
- k[Xla‘ . -an-l]/(-’Yla .- '1Xn—1)2:

de onde segue que dimPed £[I(;,] =n ~ 1. I

O teorema a seguir ¢ o principal resultado sobre a estrutura algébrica de
Ky.

(4.6.26) TEOREMA. Se I, = I(K,), tem-se:

(i) R{I.) € um anel de Cohen-Macaulay.

(il) k[In] =~ R(In-1) (em particular, por (i), a dlgebra fundamental também
¢ de Cohen—Macaulay).

(iii) Sejam T : {Tij}1<i<j<n varidveis de apresentagdo de R(I,). Entdo,
o ideal de apresentacdo de I, é gerado pelas relagdes T-lineares e pelas
relagGes quadriticas da forma

(4.6-4) Ti,i T

T3iy _Ti]iaﬂzi.;, ﬂligﬂah —Tili.iﬁg‘l'a}
duas para cada quadrupla {i1,13,%3,14} de indices distintos.
(iv) O ideal de apresentagdo da dlgebra simétrica é radical.

DEMONSTRAGAO: (i) Este é um dos resultados de [SiVaVi91], onde se
mostra que, de fato, R(I,) é normal (vide Palimpsesto 2) e usa-se um
critério conhecido de Hochster [Hoe72].
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(ii) e (iii) Serdo demonstrados, simultaneamente, por indugéo sobre n, lan-
¢ando mao de (i}). Deixamos ao leitor a tarefa de vefificar a validade de
ambas as afirmagoes para n = 3.

Suponhamos (ii} and (iii) vélidas para o caso n — 1. Ordenemos os gera-
dores de I, de tal mancira a ter os geradores de I,,_; — que é um subideal
- uo inicio. Procedemos analogamente com as varidveis de apresentagcio
L. Finalmente, denotemos por @, o ideal de k[X,T| gerado pelas for-
mas (4.6-4) ¢ lembremos que L(I,) C k[X,T] denota o ideal gerado pelas
relagdes T-lincares. _

Cousidercimos o homomorfismo sobrejetor

HX, T 5 XA {Xae1 LD\ ATy -y Ta1n}]
T‘jHTij, 15’&<]Sﬂ—1
Tjin'_’in: ISESn—l

JYHO

Por indugao, o ideal de apresentacio J(I,_1) da dlgebra R(I,_,) é gerado
de acordo com a receita descrita em (iii). Resulta que o(L(Iy) + @n) C
J(I,—1), o que induz um homomorfsmo sobrejetor a nivel dos aneis de
residuos

k[l) I]/(L(In) + meg) - ;“["_Y\ {Xn—l}az\ {Tlm P JTn—ln}]/'J(In-—-l)
o~ R(In—l)-

Este homomorfismo admite um inverso induzido pelo homomorfismo se¢do

RXNAXn 1 b, T\ {T1a, -, Tam1n}] — KX, T

Tini-’,'j, 1<ig<ji<n-1

Xi—Th, 1<i<n-—1.
Assim, temos
(4.6-5) KX TV/(E(E) + @y X) = R(Tncr).

Por outro lado, a inclusao L(I,) 4+ @, C J{I,) induz um homomorfismo
sobrejetor

(1.6-6)  MXT]/(L{In) + Qu, X) — k[X, T]/(J(In), X} = k[Ky]
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onde dim k[K,] = dim k[X]} = n pela Proposigio 4.6.22 (a menos que n < 2,
em cujo caso o teorema é trivial). O homomorfismo (4.6-6) resulta ser
entdo um isomorfismo (vide Terminologia) e, consequentemente, (4.6-5) é
o isomorfismo que se desejava em (ii).

Para concluir, precisamos ainda mostrar (iii). Esta parte usa a regiao
mais fina dos conceitos de algebra comutativa que figuram na Terminologia,
de modo que apenas esbogaremos o argumento.

Primeiramente, afirmamos que os ideais L{I,)+@n ¢ J (I,)) tém a mesma,
altura e que o ltimo & o tnico ideal primo ménimo do primeiro. Para
tal, observemos o seguinte fendmeno da natureza de Iy, consequéncia de
(4.6.25): para todo ideal primo p C k[X] tal que p # (X), tem-se que o
localizado (I,), C k[X], é gerado pelas imagens de n — 1 varidveis. Estas
consituem, evidentemente, uma k[X],-sequéncia. Logo, pela trivialidade
algébrica destas sequéncias ({4.6.6)), vemos que que a inclusio natural

(L(I) + Qn)r C J(L)p

é uma igualdade para todo ideal primo P C k[X,T] tal que PNE[X] # (X).
Ora, aplicando este resultado a P = J(I,,) (porque é aplicavel?), obtemos

(L(In) + Qn)agray © JUTn)acr)-

Isto mostra a afirmacio feita (porque?), com uma honificagdo: os outros
primos da decomposicio primdria do ideal L{I,) + Qn, se existentes, con-
tém o ideal {X)k[X, T], necessariamente. Para descartar esta possibilidade
virtual, basta mostrar que alguma dentre as varidveis X nfio é um divisor
de zero no anel k[X, T|/(L(I,) + Qn)-

Este é o ponto nevralgico de todo o argumento e parece uma boa ocasiéo
para o leitor descansar.

Nio existem muitos critérios para verificar se um elemento ¢ ou nédo divi-
sor de zero num anel residual de um anel de polinémios (o leitor ¢é solicitado
a dedicar alguns instantes de sua reflexio a este problema). Um dos métodos
aplicdveis, principalmente no caso de elementos homogéneos de grau 1, é
o das bases de Grobner (Palimpsesto 1). A receita é simples: calcule-se
uma base de Grobner do ideal em questio e pince-se a lista dos mondmios
iniciais; o elemento é um divisor de zero relativamente ao idecal se e s se
ele divide algum mondmio da lista.
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Acontece que s6 sabemos administrar bases de Grobner para classes de
ideais fortemente estruturados — por exemplo, os ideais determinantais ¢
assemelhados. O ideal em questéo, L(I,) + @,, ndo ¢é determinantal, mas
seus geradores sao, indivivualmente, determinantes 2 X 2. Isto ainda fornece
- suficiente estrutura para determinar a natureza da base de Grobner. Pre-
cisamente:

(4.6.27) LEMA. Os geradores de L(I,)+@Q, acima considerados ja formam
uma base de Grébner do ideal (para uma ordem convenicnte das varidveis
e dos monémios).

A demonstragio pode ser encontrada em [Sim91).

(iv) Mais precisamente, a afirmacéo é de que
L(I,) = (X)k[X, ] N J (I,).

Uma das inclusdes é trivial. Para a outra, basta verificar que (X)E[X,T]N
Qn C L(I,). Por outro lado, tem-se (X)k[X, TN Q. = (X)Qn (porque?).
Entao, basta demonstrar que @, C L(I,) : (X). Esta parte é da mesma
dificuldade da obtengdo da base de Grébner e é, na verdade, uma conse-
quéncia da forma explicita dos s-polindmios encontrados na trilha da base
ohtida. I

O préximo teorema descreve a estrutura algébrico-analitica de um grafo
bipartido completo. Este exemplo fornece um fecho adequado a segdo, uma
espécie de coquetel em que varias das nogdes do curso convergem harmo-
niosamente.

(4.6.28) TEOREMA. ([BrSi91], {Sim90]) Seja K, um grafo bipartido
completo e seja I = (K pn) C kX, Y] (#X = m,#Y = n) o ideal de
Petersen associado. Entao, tem-se:

(i) K{X,Y)] admite uma estrutura de dlgebra de Hodge ordinal sobre um
conjunto parcialmente ordenado P.

(ii) O ideal I é gerado pelos elementos de um ideal de ordem cm P e este
ideal é fechado por retificagao.

(iii) A digebra de Rees e a algebra fundamental de I sao ambas de Cohen—
Macaulay.

DEMONSTRAGAO: Primeiramente, definimos um conjunto parcialmente or-
denado P conveniente, a saber

P:={X;, V;, XiY; | 1<i<m, 1<j<n}
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munido da seguinte ordem

XIS”’SXm) YISSXn
XyV;i< X, &84, XV, <Y,eh<n
X{l}’}'] < X:‘,Y_ﬁ i<l e J1 < ja.

Por definicdo, a dlgebra de Hodge é ordinal se for governada pelo conjunto
dos mondmios em P que nao sdo multiplos dos mondmios da forma pg, com
p e ¢ incompardveis. Obviamente, k[X,Y] é gerado pelos elementos de P.
Verifiquemos os axiomas H; e Ha (vide 3.1).

(s mondmios nao bésicos indivisiveis sao da forma pg, com p,g € P
incomparaveis. Na presente situagio, estes sdo (vide Figura 4.4):

XY Xi,, >

Xi¥5, - Y, 51> je
Xi:Y:J'l . X,'2Yj.2, i1 >4 ou jJ1 > ja

Fig. 4.4: O diagrama de Hasse de P

As retificagoes respectivas sao

X: Y- X, = X, Y. X
XiY:T'l ) K’f'z = XiYJ'z ’ YJ
X:, Y5, - Xy Y5, sedy >, 1 < ja
X0 Y5, - X, Y, =4 XY, - X,Y5, sety Si2,71 > jo
X, Y5, - Xu Y5, seip>ip e j1> 42
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Isto mostra que H; & preenchido e, a titulo de bonificagio, prova que os
mondmios basicos geram k[X,Y] como k-espago vetorial (porque?).
Quanto & independéncia linear dos mondmios basicos, observemos que
cstes 520, a fortior:, monomios usuais em X, Y. Como estes sao linearmente
independentes, basta mostrar que se dois mondmios bésicos

M ME e ML M

sdo iguais (como mondmios usuais) entdo, nao pode haver “embaralhamen-
to”, isto é, deve acontecer, necessariamente, r = s, M;, = M;,,d;, = €;,,
etc. Deixamos ao leitor a tarefa de formular este argumento cuidadosa-
mente, deixando-se guiar, inicialmente, por exemplos construidos no dia-
grama <e Hasse de P.

(i) Sabemos que I ¢ gerado pelos mondmios X;Y;. Estes constituemn, como
se verifica facilmente, um ideal de ordem em P. Dizer que o ideal é fechado
por retificacho significa, por definicao, que nas relagdes de retificacio dos
mondmios indivisiveis pg, com p, g arestas de Ky, ,, todo mondmio bésico
do lado dircito da relagdo adimite dois fatores (pelo menos) que séo também
arestas de K, -

Ora, esta propriedade foi estabelecida nas relagoes acima.

(iii) A dlgebra fundamental de I j4 foi mencionada no Exemplo 4.6.16, (ii).
Quanto A algebra de Rees, o argumento é mais sutil e depende do fato
que, para idecais fechados por retificagio em algebras de Hodge ordinais, a
algebra de Rees associada ¢ ainda uma algebra de Hodge — este resultado é
devido a Eisenbud-Huneke, cf. [BrVes8a8|.

O segundo ingrediente é que algebras de Hodge sobre conjuntos parcial-
mente ordenados com a propriedade de ser localmente superiormente semi-
modulares ¢ auto-recobriveis, sdo de Cohen-Macaulay [BrVe88], (9.12). 11

(4.6.29) OBSERVAGAO. E possivel, ainda com métodos desta natureza,
concluir que os ideais de apresentagiio de outras dlgebras que se associ-
am tém propriedades interessantes. Por exemplo, o do cone normal de I ¢
um ideal radical; o da dlgebra de Rees estendida é gerada pelos subdter-
minantes 2 x 2 de uma maftriz genérica. Mediante este ultimo, reobtém-se
todos os resultados cldssicos sobre tais ideais determinantais. Para detalhes,
o leitor é remetido a [BrSio1].

99



APENDICE

PENTIMENTO



Apéndice. Pentimento

PALIMPSESTO 1: TEORIA DOS INVARIANTES

1.1 Variedades téricas e politopos. Uma variedade térica é uma vari-
edade algébrica obtida através de uma agdo de um toro algébrico. Para o
objetivo inicial desta segio, a definicao seguinte é suficiente.

Sao dados dois inteiros n,d e um conjunto de pesos II = {wy,...,w,} C
Z'=1 x {1} tal que IT gera R? linearmente. Estes dados definem uma agio do
grupo (C*)¢ (chamado toro algébrico) em C, induzida pela acéo estrutural
de GL(n, C), através do seguinte homomorfismo “diagonal”

i

T—‘=(U1,---,ud)|_>§" — |

Wn

&2

onde ™ = uy" Luy, 1<i<d.

Como IT C {X4 = 1}, resulta uma acdo induzida de (€*)? no espago
projetivo P?~1. A variedade térica de peso I1 é o fecho da 6érbita do vetor
(1,...,1) sob esta agdo.

Variedades toricas sao importantes na teoria dos invariantes e tém pro-
pricdades combinatérias notiveis. Deste ponto de vista, seu anel de coor-
denadas graduadas é o anel de invariantes

C[X]" ¢ C[X)

da agdo descrita. O célebre “Segundo Teorema Fundamental” é a descrigao
do ideal das relagdes polinomiais de C{X]", isto é, do nicleo do homomor-
fismo

CIT] — CIX,1/X], Tim> X, 1<i<n.

Enfatizamos que o homomorfisme ¢ a valores no anel de Laurent, ndo ne-
cessariamente no anel de polindrnios.
Vejamos alguns exemplos para esclarecer a teoria.



(T.1) ExemMPLO. Curvas monomiais em P™.

Por simplicidade, suporemos n = 3, que j& contém a. dificuldade do caso
geral. O toro em questdo é de dimensdo dois. O conjunto de pesos é da
forma 11 = {(0,1), (¢, 1), (b,1),(a,1)}, onde a > b > ¢ > 0 e mde (a,b,c) =
1. Por exemplo, para os valores ¢ = 1, b = 2, a = 3, obtemos a célebre citbica
reversa, cljas equacoes o leitor poderd suprir. Para ¢ = 1,b = 3,0 = 4,
obtemos a ndo menos famosa quértica nio normal, cujas equacdes, mudando
os nomes das variiveis, sio

.
v — 2%z, zw-yz, 2°—yw? % —wd

O estudo das curvas monomiais tem sido objeto de intensa literatura re-
cente sobre o assunto [BrRe80], [Bre84], [CaNi83|, [Eli83], [Mo0Si90],
[MoSi91], [Sch89].

(T.2) EXEMPLO. Variedades de Veronese.

Estas sao variedades “maximalistas”, num sentido que pode ser precisado.
Dados inteiros d, r, os pesos sdo os logaritmos dos mondmios de grau » em
d varidveis, com a convengdo de substitur a dltima coordenada do peso por
1. A dimensdo do espaco ambiente &

d+r—1 d+r—1
7= = .
r d—1
A variedade térica correspondente é a variedade de Veronese (ou verone-
seana) de tipo {d,r)

O exemplo anterior pode ser obtido como prejegiio conveniente de verone-
seanas.

(T.3) EXEMPLO. Imersdes de Segre.

530 dados inteiros r, s > 1. O conjunto de pesos é
Hrs :={(es,ef) €T xZ°|1<i<n1<j< s}

onde e; (resp. e}) denota o i-ésimo (resp. j-ésimo) vetor da base candnica
de R" (resp. R*).
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Obtemos uma agio de (C*)4, com d = r + s, em C* comn =rs. A
variedade térica correspondente é chamada a variedade de Segre de tipo
(r,s). Observemos que o ideal da variedade é o nicleo do homomorfismo

ClTy] — CIXX'], Ty XX

Mostra-sc que este ideal é gerado pelos subdeterminantes 2 x 2 da matriz
(T35). O cxemplo mais simples corresponde aos valores r = s = 1. Neste
caso, obtemos a variedade produto P* x P! imersa em P3 de modo a coincidir
com a quadrica de equagio zw — yz.

() estudo destas variedades é um sub-capitulo das chamadas variedades
determinantais, sobre as quais existe uma longa literatura cléssica e moder-
na (vide [BrVe88] para uma familiarizagéo com o estado d’arte da teoria).

Em seguida, tentaremos fornecer um quadro aproximado da interacio
cutre variedades téricas ¢ politopos.

Existem varios politopos que se introduzem naturalmente na teoria, o
mais importante sendo o politopo de pesos (ou de estado). Para melhor
explicar estes objetos, convém generalizar ligeiramente a nocéo de variedade
torica projetiva.

Como antes, temos um toro algébrico T' := (C*)¢ agindo racionalmente
sobre o grupo GL{n, V), onde V & um espago vetorial complexo de dimensio
n, de tal modo que a agho contenha o subgrupo das homotetias de V. Ainda
cowmo antes, um vetor v € V d4 origem a uma variedade térica projetiva ao
se considerar o fecho da érbita T'- v no espaco projetivo P(V) ~ P*~1,

Os pesos da agho (ou de T') sao os vetores w = (w1, ..., wq) € Z¢ tais que

t=(t,...,ta) =t =1 YL

Sabe-se, classicamente, que uma tal agio é diagonalisdvel, isto é, existe uma
decomposicao direta
V=3V,

wek?

onde Vi, :={v eV |t-v=1%y, Vi€ T} éo subespaco de peso w.
O suporte do vetor v € V é o conjunto

() := {w € Z¢| V,,-componente de v 3 0}.
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(T.4) DEFINIGAO. O politope dos pesos ou o politopo de estado do vetor

v € V (ou ainda, da variedade T"- v) é a envoltéria convexa do suporte de
v. Notagdo: P(v).

Observemos que, como antes, a hipétese sobre as homotetias garante que
o suporte 1I(v) esteja contido num hiperplano de z4,

(T.5) ExEMPLOS. (i) Permutaedro. Se o vetor v € V' é genérico, no
sentido de que tem coordenada néo nula em V,, para todo subespago V,, da
diagonalizagio da acio, o politopo de estado P(v) ¢ a envoltéria convexa de
todos os pesos da diagonalizagio. Resulta que este politopo ¢ invariante sob
a agdo do grupo simétrico S, em n. Em particular, se V' é nao decomponivel
sob a agdo térica, P(v) é simplesmente a envoltéria convexa da orbita do
malor peso possivel, sob a acdo de 9,.
Neste caso, P(v) é chamado um permutaedro.

(ii) Politopo de Newton. Seja V = S™(C?) o C-espaco vetonal cuja base
é constituida pelos monémios de grau 7 em d varidveis. Existe uma agao

natural
d+r— 1)

T

GL(d,C}) — GL(n,V), n= (

que induz uma agdo térica (C*)¢ — GL(n, V).

Neste caso, o politopo de estado de um polinémio homogeéneo f € V é
chamado o politopo de Newton N(f) de f. Por definigio, N(f) é a envoltoria
convexa dos logaritmos dos termos monomiais que ocorrem em f.

(iii) Politopo-matroide. Seja V = A"(C") o espago que parametriza o
conjunto dos subespagos de dimensio » de C¢. Como em (ii), temos uma
agio torica (C*)¢ — GL(n, V), onde n = (¥).

O politopo de estado de um subespago de dimensdo r de C?¢ é chamado
seu politopo-matroide. Os vértices do politopo admitem uma descrigiao cm
termos das célebres coordenadas de Pliicker da imersao

6(r,d) — P(x)~1
da grassmanniana de r-subespagos.

(T.6) Exercicio. Mostre que um permutaedro pode ser identificado com
a envoltéria convexa do conjunto {(x(0), m(1),...,7{d)) | 7 € Sas1}.

(T.7) OBSERVAGAO. O estudo da grassmanniana G(r,d) é o tema cldssico
das variedades com aér combinatério, onde foi pioneiro o trabalho de Hodge
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[HoPe52] (vide 3.2). As equagbes que definemn G(r, d) na sua imersao pro-
jetiva acima correspondem a relagbes de retificagio da estrutura de dlgebra

de Hodge do anel de coordenadas homogéneas de G(r, d) (vide, por exemplo,
[Brvess)).

O estudo das varicdades téricas e suas degeneragoes, através dos politopos
ce estado, é ponto alto da teoria [Oda88], [Dan78].

1.2 Bases de Grobner. A nocgédo de bases de Grobner instalou-se, defini-
tivamente, como um dos tépicos centrais de computagio algébrica.

Grobner, gedmetra classico, tinha uma forte sensibilidade para o lado
computacional da geometria algébrica. Um dos seus alunos, Buchberger,
em sua tese de Innsbruck [Buc65], abordou com sucesso um algoritmo
relacionado com o célculo de bases vetoriais de wm anel de residuos k[ X]/I.

Esta abordagem ja fora considerada por Macaulay [Mac27], mas foi so-
mente através de Buchberger — mentor inconteste das bases de Grobner —
que o tema adquirin independéncia ¢ uma carreira vertiginosa. Recollier
umna, bibliografia coerente na arca de computagio algébrica, comn simposios
se sucedendo continuamente, é ja em si um trabalho monumental.

Por outro lado, existem véarias introdugdes ao assunto mais ou menos
genéricas, entre outras [Buc85], [Rob90]. Uma boa parte dos trabalhos
na area contém as definicoes aproximadas da teoria. Isto justificara, espera
o autor, a nao inclusdo dos preliminares da teoria neste apéndice.

O objetivo desta secdio é indicar, ainda que brevemente, o tratamen-
to combinatorio tedrico das bases de Grobner, tépico de recente interes-
se [MoR.089], [BaMo89), [StWh89], [GeKaZe89], [Stu90a], [Stu9ob)],
[GrSt91], [KaStZe91]. Para isto, serd dispensivel o aspecto algoritmico
da teoria. O Unico conceito preliminar que enunciaremos é o de ordem de
termos.

(G.1) DEFINIGAOC. Uma ordem total do conjunto de todos os termos mono-
miais de k[X] = k[Xi,...,X4] é dita uma ordem de termos se é compativel
com & estrutura de semigrupo dos termos (isto é, do semigrupo aditivo N¢,
cujos elementos se identificam com os logaritmos dos termos).

A observagao crucial sobre o significado “politépico” de uma ordem de
termos foi feita por Ostrowski, num artigo de apenas duas paginas [Ost21],
depois elaborada em outros trabalhos [Ost75], [MoRo089].
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(G.2) PROPOSIGAO. Seja < uma ordem de termos e no anel de polinémios
EX] = k[X1,---,X4] e seja D € N. Entdo existe um vetor (wy,...,wq) €
R, tal que, para todo termo de grau < D, tem-se:

d d
X< ib = Za,—wi < Zbi'wi
i=1 =1
onde a = (ay,...,aq), b=(b,...,b4).

O resultado admite também uma reciproca, que admitiremos tacitamen-
te.

O interesse da proposigio de Ostrowski é o seguinte.

Para um ideal fixo I, gerado por polinémios de grau < g, os polindmios
numa base de Grobner deste ideal tém seus graus limitados por qzd. Do pon-
to de vista computacional, uma complexidade proibitiva, que, no momento
n&o nos diz respeito. O importante é que, como consequéncia da proposigao,
toda ordem de termos pode ser identificada com um vetor w € R¢,. Um
tal vetor é chamado vetor de pesos da ordem. -

Para simplificar a discusséo, suporemos que I admite geradores homogg-
neos (mas, advertimos que o caso nao homogéneo tem suas caracteristicas
préprias). Lembremos, pela se¢do anterior, que o politopo de Newton N(f)
de wn polindémio homogéneo f é a envoltéria convexa dos (logaritmos dos)
seus termos. Por outro lado, fixada uma ordem de termos, temos a nogio de
termo inicial de f, que é o maior termo, na ordem considerada, que ocorre
efetivamente em f.

(G.3) Prorosigao. [Ost75] Os vértices de N(f) (f homogéneo) sio os
logaritmos dos termos iniciais de f, relativamente a todas as ordens de
termos de k[X].

A fim de introduzir a nogido analoga a de politopo de Newton para um
conjunto de polindmios, utiliza-se a soma de Minkowski de dois politopos

PB1, P2 C R
B+ Bo =={v1+vz ERdI'Ul € Py, vz € Pal.

O politopo de Newton de um conjunto f = {f1,..., f} é, entdo, a soma
de Minkowski N(F) := N(fi)+- -+ N(fm)-

Diremos que duas ordens de termos sdo F-equivalentes se os termos inici-
ais, nas duas ordens, de cada um dos polindmios f;, 1 < i < m, coincidem.
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(G.4) ProrosigAo. [Stu9l] Se F' é um conjunto de polinémios homogé-
neos, existe uma hije¢ao entre os vértices do politopo de Newton N(F) e
as classes de F-equivaléncia de ordens de termos em k[X].

A demoustragao é técnica e & obtida passando-se aos vetores pesos das
ordens. Um dos exemplos mais interessantes, tanto do ponto de vista teérico
como computacional, é o chamado

(G.5) ExemrLo. Zonotopo.

Se os polindmios do conjunto F séo bindmios, o politopo de Newton IV (F)
¢ dito ser um zonotopo.

Digamos, f; = X% —~ X% onde a; e b; designam elementos de N¢, Ob-
SCIVeIIos (ue se tem

m

N(F) = Z conv ([a;, bi),
i=1

onde conv [a;, b;] denota a envoltéria convexa do segmento de reta [a;, b;].
E possivel ainda mostrar [Grii67] que existe uma outra bijecio, desta feita
cittre os vértices do zonotopo e as celas maximas do arranjo de hiperplanos
em R? cujos vetores normais séo a; — by, 1 < 1 < m.

O ultimo tépico que abordaremos & a relacdo entre as ordens de termos
¢ os chamados leques, associados aos politopos através da nogio de cone
poliddrico. Esta dltima — que poderia ter sido analisada no Capitulo 2, 2.4
- pode ser encontrada, por exemplo, em [Gri67].

Dado mn politopo P C RY e uma face §F do mesmo, designamos por
N(E) o cone poliédrico (relativamente aberto, de dpex na origem de RY)
das normais externas a P ao longo de §.

(G.6) DermngAao. O leque normal de um politopo B é o complexo polié-
drico {vide Politopos)

N(‘:[:s‘) = {NV(F) | § face de P}.

Observemos que existe uma bijeciio rev-ordenada entre as faces de P e a
(d - 1)-celas do leque normal, dada por P — N (F).
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Fig Gr.1: Um leque normal

(G.7) ProrosigAo. [MoRo89] Seja I C k[X] = k[X,,...,Xu] um ideal
homogéneo. Entdo os vetores de pesos em R¢, correspondentes as clas-
ses de I-equivaléncia de ordens de termos em k[X], formam um complexo
poliédrico.

O complexo poliédrico das ordens de termos & chamado leque de Grébner,
denotado G(I).

O fecho desta segao é o seguinte resultado, que enlaga as nogdes de leques
normais de politopos de pesos e leques de Grébner.

(G.8) ProPOsIGAO. [BaMo89] Para todo ideal homogéneo
Ic k[.Xl,-- -:-Xd]s

existe um politopo Br C R¢ tal que N(Pr) = G(I).

O interesse do teorema é que P; é construido a partir do esquema de
Hilbert de I, que é o objeto que parametriza os ideais homogéneos de k[X]
pelos seus respectivos polindémios de Hilbert (vide 3.7).

PALIMPSESTO 2: POTENCIAS SIMBOLICAS

2.1 Poténcias simbdlicas e ciclos impares. As poténcias simbbdlicas de
um ideal foram concebidas por W. Krull [Kru35]. Geometricamente, clas
nascem da necessidade de definir, precisamente, as fungdes que se anulam
até certa ordem ao longo de uma variedade algébrica.

A abordagem neste apéndice é inteiramente algébrica e segue a definicéio
correntemente adotada.

108



(S.1.1) DEFINIGAO. Seja I C A := k[X] um ideal (homogéneo ou nio) e
m > 0 um inteiro. A m-ésima poténcia simbdlica de I é o ideal

I™:=T"45n4, $:=4\ |J P
PeMin A/

onde Ag denota o anel de fracdes de A com denominadores em S (cf. Ter-
minologia).

(5.1.2) OBSERVAGAO. (i) A definigio se estende facilmente a um ideal num
anel noetheriano abstrato, mas s6 faremos uso do caso polinomial.

(i1) A definicao diz que um polindmio f € A pertence a I{™) se e 56 se existe
he Atal que h € P, para todo P € Min A/I, e tal que hf € I™.

(iif) Tem-se I'™ C NP = radl, P € Min A/I. Em particular, se I é
um ideal radical, 7™ C I. Se I é um ideal primo, I™) § exatamente a
componente I-priméria de I™ (cf. Terminologia).

(5.1.3) EXERcicio. Se I = (f), mostre que I™ = I pra todo m > 0.

(S.1.4) EXEMPLO. (Generalizando o exercicio acima) Se I ¢ um ideal ho-
mogenco gerado por uma A-sequéncia, tem-se I{™) = I™ para todo m > 0.

O exemplo (5.1.4) é um resultado bédsico de algebra comutativa, mas, de
modo algum, trivial.

(S.1.5) Exercicro. (Eis como a nogiio funciona num caso nio polinomial)
Seja A :=k{X.,Y, Z]/(XY—-Z%) e I := (x, z), onde z, z designam os residuos
de X, Z, respectivamente. Mostre que I® = (z).

Como vimos na se¢io 4.7, as poténcias ordinirias de um ideal definem
a algebra de Rees do ideal. De maneira andloga temos, para poténcias
simbélicas.

(S.1.6) DEFINIGAO. A dlgebra simbdlica do ideal I C A é o anel graduado
(abstrato)
RO =40IVeIPeg....

Ea primeira vez que nos deparamos com um anel graduado neste sentido,
neste apéndice. Contudo, um anel semelhante foi introduzido na segio 4.6,
a saber, a 4lgebra de Rees. Como no caso desta, a multiplicacio da algebra
simbdlica é induzida pela inclusao

I p(s) C Jirts)
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cuja verificagiio sera deixada ao leitor.

Ainda por analogia com a &lgebra de Rees R(I), a &lgebra simbdlica
admite uma realizacdo como sub-anel graduado do anel de polindmios A[t] =
kX, )

R o A4 Tt 1CN2 4. C Al

Doravante, salvo mengao em contrario, suporemos que I é umn ideal radi-
cal, em cujo caso I(1) =T

Existe uma diferenga fundamental entre as duas algebras: enquanto a
dlgebra de Rees é gerada pelos elementos de It (isto €, pelos seus polindmios
de grau 1 em t), o mesmo ndo acontece com R, Desta forma, chegamos
ao problema central da teoria das poténcias simbdlicas.

(S.1.7) PrOBLEMA. Caracterizar os ideais I para os quais R() ¢& finita-
mente gerada sobre o corpo k.

Como R(I) é finitamente gerada pelos polindmios fii,..., ff, onde I =

(fiy-.+y fm)y € K[X] &, evidentemente, finitamente gerado sobre k, resulta
que R¢Y) é finitamente gerada sobre k se e s6 se cla o é sobre a sub-algchra
R{I).

Para sistematizar esta idéia, introduzimos a seguinte terminologia.

(S.1.8) DEFINIGAO. Seja I C k[X] um ideal (radical). Um gerador sim-
bélico de ordem m de I é um elemento de (™) \ ™. Um gerador simbélico
de ordem m é supérfluo se pertence ao ideal

rrm=1 4 @ pm=2) 4 [(AFDp(m-(F])
Geradores nao supérfluos serdo ditos genuinos.

Nesta linguagem, dizer que R(!) & finitamente gerada sobre & significa
que existe um inteiro s > 0 tal que, para todo m > s, todos os geradores
simbdlicos de ordem m s@o supérfluos.

O problema da geragio finita de R, colocado nesta generalidade, &
possivelmente indecidivel. Para classes especiais de ideais a questao tem
tido algum sucesso.

(S.1.9) TEoREMA. ([Lyu88]) Sel C k[X] é um ideal gerado por monémios
livres de quadrados, entdo RY) é finitamente gerada.

A demonstragio é engenhosa, mas néo proibitivamente dificil. Remete-
mos o leitor ao trabalho citado.
Um dos interesses da geragio finita de R(D) & o seguinte resultado.
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(5.1.10) Prorosigao. ([Cow85], [SiUIVa90]) Seja I C k[X] um ideal
homogéneo (na graduac¢do munida de tara (1,...,1}). Seja A C A[X.{]
unt subanel graduado, finitamente gerado sobre k, tal que R(I) C A C
R, Entdo, existe um ideal homogéneo J C I satisfazendo as seguintes
condicoes:

(1) p(J) < dim A/(X)A;

(2) radJ =rad I

Mais uma. vez a demonstracao nao é proibitiva, mas depende do teorema
de normalizagio (cf. Terminologia). Em linguagem geométrica, a conclusao
da proposigao significa que a variedade algébrica definida pelos zeros do
ideal I é, como conjunto, a interse¢io de no méximo dim .4/{X’)A hipersu-
perficies.

(S.1.11) DEFINIGAO. O posto analitico de um ideal homogénco I C k[X]
é o inteiro .
p(I) ;= min{s € N | 3J C I, J homogeneo , ji(J) = s, rad J = rad I}.

Assim, o calculo deste invariante geométrico importante depende do com-
portamento intimo das sub-dlgebras de R,

Por outro lado, todo anel graduado admite um “indice” que mede o
maximo dos graus dos geradores genuinos. Um ideal admite varios destes
invariantes, cada um deles correspondente a um anel graduado ¢ue se lhe
associa. Em particular, temos:

(S.1.12) DEFINIGAO. Seja I C k[X] um ideal. O indice simbdlico de I é
o menor inteiro s > 0 tal que, para todo m > s, todo gerador simbélico de
ordem m é supérfluo. Se um tal inteiro nio existir, dizemos que I tem tipo
simboélico infinito. Notagdo: s(I).

O teorema de Lyubeznik (S.1.9) diz-nos que se I é gerado por monodmios,
vale s(I) < oo. Reduzindo ainda mais o universo de ideais, obtem-se algum
progresso além do problema central das dlgebras simbélicas. Mais precisa-
mente, perguntamos agora, no caso do ideal I ser o ideal de Petersen I(G)
de um grafo G, se o indice simbélico de I pode ser expresso em termos dos
invariantes combinatérios de G.

Estudo preliminar feito em [SiVaVi91] e outras evidéncias levam a crer
que os geradores simbélicos genuinos de ordem m do ideal de Petersen de G
sao os mondmios livres de quadrados qgue correspondem aos ciclos impares
de ordem 2m — 1. A titulo de ilustragio, temos o seguinte resultado.
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(S.1.13) TEOREMA. Seja G um ciclo fmpar de ordem n e I := I(G) C
k[X1,...,X,]). Entdo tem-se:
(1) I™ =I" para1 < r < 2EL,
(2) Xi---X, é um gerador simbdlico genufno de ordem 2fL de I e ¢,
essencialmente, inico.
(3) O indice simbélico de I é 231,
(4) O posto analitico de I é no mdximo n — 1.

A demonstragio requer alguma tecnologia que ndo pode ser incluida neste
apéndice.

Se o grafo tem varios ciclos impares, possivelmente de ordens diferentes,
o problema adquire complexidade. Em qualquer caso, tem-se:

(S.1.14) PrOPOSIGAO. Se C é um ciclo impar de um grafo G, cujo moné-
mio correspondente é um gerador simbdlico genuino de I{G), entdo nenhu-
ma corda de C é aresta de G.

DEMONSTRAGAO: Exercicio. i

Um grafo cujos ciclos impares sempre admitem alguma corda é um caso
especial dos chamados grafos cdrdicos. Sua importincia, através de (S.1.14),
encontra substincia no seguinte teorema.

(S.1.15) TEOREMA. As seguintes condigdes sdo equivalentes para um grafo
G:

(i) O complexo simplicial grafal associado a G é um complexo de cadeias.
(ii) O indice simbélico de I(G1) é no méximo 2, onde G+ denota o grafo
complementar de G (vide 2.5).

A implicagdo (ii) = (i) resulta de (2.5.12). A outra implicagio é mais
‘delicada, dependendo dos métodos empregados em [SiVaVigl].

2.2 Nimero cromético versus poténcias simbélicas. Esta segio visa
apenas complementar alguns resultados mencionados na se¢iio anterior. Em
[S8iVaVi91], um resultado relativamente surpreendente foi demonstrado.

(5.1.16) TEOREMA. Sega G wm grafo conexo ¢ I = I(G) o ideal de Pe-
tersen correspondente. Entao sao equivalentes as duas condicées:

(i) G é bipartido.

(ii) I(™ = I, para todo m > 0.

112



Este resultado parece apontar na diregio, senio de escrever umna férmula
exata para s{I(G)) (G um grafo conexo), pelo menos de estabelccer cotas
para seu crescimento.

Pelo que foi exposto na segéio anterior, a nogao de cinto (“girth”) na teoria
dos grafos parece descmpenhar um papel. Mais especialmente, falamos do
cinto fmpar, como sendo a ordem do ciclo impar de menor ordem no grafo
. Parcce nio existir um consenso universal sobre a notagio para designar
o cinto impar. Usaremos o simbolo ¢(G).

No Capitulo 2, (2.1.12), observamos uma desigualdade bésica relacionan-
do o nlunero cromético x(G) e o niimero de cobertura de vértices ag(G).

Existe alguma evidéncia para colocar a seguinte.

(S.1.17) QuESTAO. Se I é o ideal de Petersen de um grafo conexo G, sdo
vilidas as desigualdades

max { (@), ﬂ%—ﬂ} < 5(I) < a(G)?

(S.1.18) Exercicio. Mostre que as designaldades em (S.1.17) sio satis-
feitas no caso dos seguintes grafos:

(i) Bipartidos (incluem drvores).

(i1} Cowmnpletos.

(1ii) Ciclos impares.

Relacionado com a questao acima, existe o seguinte resultado, devido a
Erdds-Lovisz, de cunho puramente da teoria dos grafos.

(S.1.19) TEoREMA. ([Erd61], [Lov6T]) Dados ntimeros inteirosr > 2,5 >
2, existe um grafo cujo mimero cromatico é exatamente r e cujo cinto é pelo
menos igual a s.

Se a resposta a (5.1.17) for afirmativa, o resultado de Erdés—Lovdsz im-
plicara em que o indice simbélico de um grafo seja ilimitado. Restaria
mostrar, para completar o quadro, que todos os valores intermedidrios en-
tre as duas cotas de (S.1.17) séo de fato atingidos.

Este tipo de questao também traz 4 tona o problema da complexidade do
indice simbdlico de um grafo. Em particular, se as desigualdades em (S.1.17)
— on alguma modificagdo delas, envolvendo cotas parecidas — sdo vdlidas,
temos o fdice simbolico 1mprensado entre dois problemas NP-completos
(vide 3.3 abaixo).
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PALIMPSESTO 3: COMPUTAGAO ALGEBRICA EM COMBINATORIA

3.1 Caveat. Dos trés palimpsestos, este foi o mais impiedosamente refeito
durante a preparagio do texto. O caveat refere-se, naturalmente, & intrusio
de um capitulo desta natureza no texto.

Um especialista em teoria dos grafos — digamos, atuante a partir dos anos
setenta — jamais se admiraria com esta inclusao, mas matematicos mais
tradicionais (o autor incluido) e, possivelmente, alunos sob sua influéncia,
oferecem alguma resisténcia & heresia.

Uma, justificativa simples, irrefutdvel mesmo, é a do gosto pessocal. O
autor se inclui entre aqueles que s6 se sentem & vontade com uma idéia,
quando a mesma se explica em padrdes computacionais. Isto nio significa
wma renvncia d capacidade de abstracdo, tao caracteristica & matematica -
e, talvez, esteja al a raiz dos mal-entendidos na questio — mas, antes, uma
solidificagao desta capacidade essencial.

O caveat val mais além, através do fator de evidéncia experimental, que
soa como uma dessas idiossincrasias emprestadas das ciéncias naturais,
mas é apenas a utilizagdo de métodos e algoritmos computacionais para
o actmulo de hipéteses favordveis & formulagao de teoremas virtuais.

O terceiro fator é o Século XXI.

Alguns diriam: moda. S3o, evidentemente, sinénimos, se usados sem
ironia.

Niao se concebe, perto do final deste século e inicio de um novo milénio,
que qualquer parte da matematica e, por extensao, das ciéncias naturais,
possa resistir ao impacto da evidéncia e da explicagao computacional. Ape-
sar do nivel crescente de abstragio da matematica, existe uma vigilante
critica (ou auto-critica) da sua prépria comunidade no sentido de, frequente-
mente, aferir a validade desta abstragio. Isto vem acontecendo, mesmo sem
a idéia subjacente da computabilidade do objeto matemadtico. Com a pre-
ocupagio de um universo cada vez mais discretizado, a computabilidade
serd um guia inestimavel,

O caveat chega ao sew fim. O insucesso faz parte da sua natureza. Espe-
ramos que o leitor possa usar as duas se¢Oes seguintes para forfalecer suas
impressdes desta justificativa — num ou noutro sentido...

A primeira segio explica certos métodos de computagio algébrica, espe-
cialmente relacionados com o sistema Macaulay [BaSt87]. Existe, atual-
mente, uma proliferacio razoavel de sistemas de computacio algébrica. Os
dois tnicos sistemas dedicados completamente a topicos de dlgebra comu-
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tativa, tanto quanto seja do nosso conhecimento, sio Macuulay ¢ CoCoA
(este ultimo desenvolvido na Universidade de Génova).

A nossa preocupagio nao foi a de descrever o sistema ou seu funciona-
mento, mas de explicar como alguns dos objetos tradicionais importantes
de dlgebra comutativa podem ser efetivamente calculados.

A segunda secdo di uma idéia da complexidade que envolve o célculo
efetivo dos objetos, bem como da complexidade inerente a certos problemas
de Algebra e de combinatéria. Mais uma vez, o objetivo nio foi o de discutir
a complexidade, como disciplina tedrica independente, mas o de se debrugar
além das definigbes desta teoria para contemplar os “problem instances”
oriundos de algebra comutativa e combinatéria.

A complexidade caracteristica dos calculos algébricos reside na manipu-
lacio de polindémios e das bases de Grobner de ideais polinomiais - estas,
a grosso modo, um esfacelamento completo do ideal em termos de seus
polinémios. Trata-se de complexidade de tipo duplamente exponencial.

A outra, comum em combinatéria, resulta de que o processo intuitivo de
procura exaustiva € exponencial, ao passo que o desejivel seria um processo
essencialmente limitado por comportamento polinomial.

Os dois problemas no sao mutuamente independentes, se bem que, no
que se saiba, atualmente a sua interdependéncia estd longe de ser entendida
no detalhe.

3.2 Métodos e algoritmos.

Introducgao

Computacdo algébrica, no sentido mais restrito do termo, distingue-se de
computagao simbdlica geral pela sua dedicagdo a algoritmos que manipulam
ideais polinomiais. N&ao existe, no momento - e, provavelmente, nunca
existirdA — um consenso sobre as fronteiras da computacio algébrica. A
titulo de exemplo, os algoritmos usados na teoria dos grupos finitos sio,
frequentemente, incluidos nesta irea, embora sua preocupacao central nio
seja a teoria dos ideais gerados por polindmios.

O pressuposto basico ¢ um anel de polinémios k[X] sobre um corpo k.
O tipico algoritmo polinomial pertence & classe dos algoritmos de forma
normael. A defini¢do formal destes nao ajudaria a compreender melhor o
algoritmo e nem ¢é a intencdo do curso entrar neste mérito. No caso de
polinémios, o ponto crucial é que o procedimento reconheca {fabrique, me-
lhor dizendo), ao cabo de sua terminacdo, um tnico polindmio entre os
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representantes de uma classe de equivaléncia, Evidentemente, a classe de
cquivaléncia que interessa é a definida por wm ideal I C k[X]. O método
mais universalmente aceito — apesar de resultar em algoritmo de comple-
xidade duplamente exponencial — é o da base de Grébner, j4 mencionado
anteriormente (Palimpsesto 1, 1.2).

5 importante distinguir entre o dispositivo matemético de ataque ao
problema e a sua implementagio na mwaquina, através de um algoritmo.
No caso, a base mateméatica foi langada ha cerca de 60 anos atrds, remon-
tando a Macaulay [Mac27], Grobner, Hermann [Her26]. O algoritmo que
implementa a idéia matemética foi imaginado por Buchberger [Bucé5] c
seu mérito principal é o uso sistematico dos s-polindomios em conjunto com
procedimentos algoritmicos de regras de reescrever.

A complexidade duplamente exponencial é inerente & propria teoria, nio
dependendo do algoritmo empregado, pelo menos no pior dos casos. Na
verdade, um “pior caso” foi explicitamente construido por Mayer e Meyr
[MaMeB82|: trata-se de um ideal gerado por bindémios nas varidveis X,
cuja complexidade de decisido para o problema da pertinéncia é duplamente
exponencial no maximo entre o nimero das varidveis X e o nimero de
geradores do ideal.

A grande desculpa da teoria das sizigias por tal complexidade é que o
pior caso nio ¢ “matemdtico”, no sentido de que nao pertence as grandes
familias estruturadas de ideais que gozam de razodvel simetria e sio centrais
nas aplicagoes & &lgebra comutativa ¢ & geometria algébrica.

Execmplos de objetos computaveis

Conforme mencionado mais acima, o ponto de partida de um calculo com-
putacional pressupde um ambiente ¢ um dado de entrada. Em computagao
algébrica, stricto-sensu, o ambiente é um anel de polindmios k[X], definido
através da lista de suas varidveis X : Xj,..., X, (varidveis simbélicas), ao
passo que o dado de entrada é, tipicamente, um ideal I C k[X], especificado
por um conjunto de geradores.

Nenhu sistenti de computagio algébrica vai contar muita estdria sobre
o ambiente polinomial: o fogo concentrado é sobre o ideal I, o qual ficaréd
sob o assédio de rotinas diversas que caleulam varios objetos associados,
Intre outros, calculam-se as sizigias de I (relacoes lincares dos geradores
a cocficientes em k[X]), as equagdes da explosio ao longo de I {“blow-
up”), as equagdes da fibra especial, os geradores simbdlicos, os geradores
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de médulos dualizantes, ideais jacobianos, explosdes algébricas de Nash,
grupos de cohomologia e homologia, além de invariantes e fungdes tais como
a codimensio, a profundidade cohomoldgica, a dimensao homologica, a série
de Hilbert, cte.

(A.1.1) EXEMPLO. A dlgebra de Reesde I =(f1,..., fm)-

E o pseuddnimo algébrico da explosao ao longo da subvariedade algébrica
definida pelo ideal I. Por definigio, esta dlgebra, denotada R(T), é a dlgebra
de todas as relacdes homogéneas dos geradores fy,. .., fin & coeficientes em
E[X].

Para o seu calculo efetivo, introduzimos novas variaveis de apresentacdo
T=1T,...,Tm ¢ uma variavel ¢t de rofulagdo de grau.

Calculada a base de Grobner (na implementaciio do sistema usado) do
ideal paramétrico

Tl _tfla---aTm_'tfmy

|4 estara a sub-lista dos polindmios que nao envolvem a variavel £. O ideal
J C k[X,T] gerado por estes define R{J).

Para calcular a fibra especial - supondo que os geradores de I sao ho-
mogéneos ou tém pesos — simplesmente “matamos” todos aqueles geradores
que envolvem algum coeficiente em k[X] \ k. O resultado é um ideal
K C k[T] cujos geradores, do ponto de vista algébrico, perderam sua i-
dentidade original: nio sdo mais relagdes de ninguém!

Bem, nao é exatamente esta a estéria. Se os geradores forem todos do
mesmo grau (ou peso), entdo K é gerado pelas relagdes polinomiais de [ a
coeficiente em k. Nao ocorrendo esta hipotese, os dois ideais, K e o ideal
L gerado pelas relagbes polinomiais a coeficientes em k, nio se aparentam
muito.

(A.1.2) EXERcicIO. Qual a mancira de calcular o ideal L, usando o algo-
ritmo de base de Grobner?

Primeciramente, o calculo de L é mais suscetivel ao fatalismo da complexi-
dade do que o de J (a definigdo de s-polindmio deixa claro o porque disso);
em segundo lugar, mas com nio menos importancia, a descrigao de L é
objeto do célebre Sequndo Teorema Fundamental da Teoria dos Invariantes,
que consumiu bons cérebros, recuando-se até dois séculos passados.
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(A.1.3) ExeMPLO. O fecho inteiro da algebra de Rees.

E um problema mais bem inserido em aritmética. Para os gedmetras, &
o problema do modelo aritmeticamente normal da explosao.

O fecho inteiro tem a ver com fracdes racionais e estas sio ainda im-
palatdveis no estado atual das implementagtes (nfio confundir com as roti-
nas de computagdo simbélica que manipulam fragbes racionais dentro de
um ambiente de “algoritmo de divisao™).

Este inconveniente é contornavel gragas ao fato de que o ambiente k[X]
é um anel inteiro no seu corpo de fragdes. Substituimos o fecho inteiro de
R(I) pelo fecho inteiro I de cada uma das poténcias I" do ideal I, assim
definido: f € I se e s6 se f € k[X] e satisfaz uma equagiio de dependéncia
inteira da forma

fitafi 4+ +g,=0,

comg; € I",1<i<q.

O problema nao melhora, sensivelmente, com esta modificagao. Na ver-
dade, ndo possuimos um método matematico que permita implementar uma
rotina sistemdtica para o cdlculo destas poténcias normalizadas.

Existe um caso especial em que a rotina é possivel: quando os geradores
de I sdo mondmios. Neste caso, as poténcias usuais ainda sdo geradas
por mondmios, obviamente, e pode-se mostrar gue o fecho inteiro é essen-
cialmente dado pelo pela envoliérie convera dos expoentes dos mondémios
geradores.

Esta envoltdria convexa é, essencialmente, o politopo de Newton do ideal.
A transferéncia deste caso para o geral, através do politopo de Newton de
um ideal homogéneo, é feita através da teoria das variedades toricas e dos
seus politopos e leques de estado (vide Palimpsesto 1), juntamente com
a teoria combinatéria do esquema de Hilbert — ambos tépicos de grande
efervescéncia moderna [Bay82], [BaMo89], [KaStZe91], [GeKaZe89],
[Stu90a], [Oda88], [DanT8].

(A.1.4) EXEMPLO. Poténcias simbdlicas de I.

Para a defini¢ao e seu contexto, vide Palimpsesto 2. Visando simplificar
a discussdo, suporemos que I é um ideal primo ou, pelo menos, radical (cf.
Terminologia).
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A situagio computacional ¢ mais favordvel do que em (A.2). Na verdade,
existemn inclustes candnicas

IrcIm  »>0,

de modo que I(" é um objeto mais leniente.

Pela definigao, queremos detectar polindmios f € £[X] satisfazendo gf €
I", para algum g € k[X]\ I (sc I for primo). Felizmente, um dos objetos
extremamente computaveis é o quociente de ideais (cf. Terminologia)

L:L={feklX]|fLChL}

que é, em sua esséncia, um céalculo de sizigias.

Ora, escolhido um ¢ € I (em posicdo genérica ou aleatdria), basta cal-
cular o quociente I" : (g). Repetimos esta operacio para virios g € I até
estabilizar o célculo, determinando todos os geradores de I,

Nao se trata de uma rotina sistemdtica, mmuito menos infalivel, Existe a
questio de saber quando se esgotaram todos os geradores de I {0 autor
agradeceria a solucao do leitor, mantendo sigilo em torno da confidéncia).

Novamente, podemos apontar um caso especial, em que uma rotina ine-
cénica & possivel. Suponhamos que o ideal em questao é o ideal I C k[T das
relagdes polinomiais de um outro ideal (f1,..., fm) — um ideal de segunda
geragao, concordariamos. Em principio, entdao, os geradores de [ foram
oblidos a partir dos polinomios paramétricos Ty — f1,..., T, = f,. Mais
precisamente,

I= I\"-[I]n(TI _fls---:Tm_fM)

(a menos de consideragoes sobre a ordem dos termos, que nao nos interessa
no momento). Suponhamos que fi,..., fn sejam homogéneos (ou tenham
pesos). Para muitos cfcitos, os polinémios paramétricos se comportam como
varidveis. Por exemplo, cles formam uma sequéncia regular ( Terminologia).
Para tais sequéncias, as poténcias simbdlicas do ideal gerado pelos consti-
tuintes coincidemn com as poténcias usuais — este fato nao ¢é trivial, mas é
basico.
O golpe de misericordia é observar que vale

I(T) = I‘[I] N (T’l - fl g sTm - fm)(r)a " 2 0.
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O saldo & que, para calcular a poténcia simbélica I("), basta calcular a
contracgio em k[T] da poténcia r-ésima dos polinémios paramétricos.

Trata-se de uma rotina excepcionalmente sistematica, uma vez que a
contragao (=interse¢do com um subanel de polindmios) é, uma vez escolhida,
a ordem adequada dos termos, um problema direto de calculo de bases de
Grobuer.

Evidentemente, paga-se o prego na complexidade, o que € inerente & teoria
das sizigias.,

(A.1.5) EXEMPLO. A segunda poténcia simboélica.

Para I(?) existe um método especial. Trata-se de um método, nio de
nmna rotina. A conscquéncia ¢ de baixa complexidade computacional.

O método é baseado na teoria das diferenciais de Kéhler, que sao definidas
{(apresentadas, seria o termo exato) pela matriz jacobiana df/0X dos ge-
radores f de I, desde que os elementos da matriz sejam “lidos médulo I”.
Parece meio estranho para o novigo, mas tem uma explicagio de fundo
geométrico bastante razoavel.

Continuando, a teoria diz que as sizigias de 8f/8X (mod I}, conside-
radas como vetores-colima de wma nova matriz &, se aplicam sobre os ge-
radores f (mod I?). Manipulando esta situagio, com técnicas algébricas
bésicas, ndo é dificil mostrar que o produto matricial J® fornece os gera-
dores da poténcia simbélica I(2),

O método clama por uma extensao ao caso de poténcias superiores. No
momento, tanto quanto seja do nosso conhecimento, ndo existe uma teoria
para fundamentar uma rotina sistematica como a que acabamos de descre-
ver.

3.3 O problema da complexidade. Comegaremos por estabelecer algu-
mas idéias sobre complexidade, fatalmente informais.

Modelos de computagao e complexidade.

A nocao de complezidade temporal (ingles: “time complexity”) poderia
ser enunciada, informalmente, em termos de fungdes cujo argumento é uma
palavra de bits {“string”) que reflete o tamanho do problema que se quer re-
solver computacionalmente. E evidente que isto nao define nada e s6 pode
ser usado num circulo fechado de iniciados. A definicio rigorosa da ter-
minologia de complexidade pressupde um tratamento adequado das nogoes
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de mdquinas deterministicas e ndo deterministicas, que foge ao formato do
curso.

Para cada um destes modelos, é possivel formular as seguintes nocdes
(esotéricas para o novigo):

(1) Programa M, com a seguinte especificacio:

(1) Um alfabeto ¥ de simbolos de insergdo (“input symbols”) e o con-
junto 2* das palavras correspondentes;

(2) Um conjunto ¢ de estados, incluindo dois estados de parada;

(3) Uma fungio de transicio 7: @ x & — @ x T.

(1i) Linguagem. Lpr reconhecida por cada programa M;
(iii) Problema de decisdo II;
(iv) Esquema de codificagdo T

Um programa M resolve o problema de decisio II, sob a codificacio
I'se Ly = L[ILT], onde L[II,T} denota o conjunto das palavras usadas
para codificar um exemplo do problema II. Informalmente, sabemos o que
significa ter computado um problema. Se A é um programa que computa
wn problema (isto pode ser definido, mais precisamente, em termos de
cstados de parada), entiio o tempo usado na computagio é o nimero de
passos até uma parada. Finalmente, a (fung¢do de} complexidade temporal
de um programa M é a fungio Tay : N — N assim definida:

Trr{n) = max{m | 3m, |x| = n, M computa  em tempo m}.

Agora, é possivel precisar o que se entende por um programa M resolivel
cin tempo funcionael f : N — N: trata-se de um programa para o qual
Ta(n) < f(n) para todo n € N. Assim, se f for uma funcio linear
(respectivamente logaritmica, polinomial, exponencial, duplamente expo-
nencial,ete.), a complexidade do programa M serd linear (respectivamente
logaritmica, polinomial, ezponencial, duplamente exponencialetc.).

As mesmas defini¢gdes funcionam no caso de um modelo nao determinis-
tico, com excegio da definigio do modelo em si, que requer wmn médulo
adicional de tentativa (“guessing”). Existe uma definigdo rigorosa disso,
mas a diferenca essencial para o modelo deterministico é que o programa
pode (e deve) dar paradas intermedidrias para edivinhar através do médulo
de tentativa.
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Do ponto de vista de complexidade funcional, ndo existe grande diferenga
entre dois modelos de computagio (sempre que forem ambos deterministicos
ou nio deterministicos). Desta maneira, renunciamos ao detalhe do modelo,
do programa e até mesmo do problema, passando a falar diretamente da
complexidade de ezemplo do problema.

Por exemplo, falaremos da complexidade de problemas (de decisao) e de
classes de complexidade (algoritmica). A principal classe de complexidade é
a polinomial, por razbes tedricas e praticas. Por razdes de clareza e tradigao,
estas classes recebem notagdes diferentes, conforme pertengam ao modelo
deterministico (P) ou ndo deterministico (NP). Mas, a maior razao para a
nomenclatura distinta é que, como classes de problemas, temos a inclusao
PC NP. Com efeito, se Il € P e A é um algoritmo deterministico polinomial
que decide II, obtemos um algoritmo polinomial n&o deterministico usando
A como estdgio de verificagiio, desprezando qualquer tentativa.,

Problemas NP-completos.

A crencga geral dos especialistas em complexidade é que a inclusdo acima
mencionada é prépria. Até o momento, nao se sahe se isto é verdade.

E preciso entender que, para verificar se II € NP\ P ¢ preciso provar
que algum exemplo de II ndo admite computagio em tempo polinomial
em qualquer algoritmo implementado c¢m qualquer modelo deterministico.
Apesar da questdo ndo depender deste ultimo, a decisao é desconfortavel.

Enquanto nao for encontrado um tal exemplo, faz sentido procurar en-
tender as relagdes entre os problemas NP sobre os quais ainda néo se sabe
se pertencem a classe P. Um dos fenémenos estranhos da teoria é ¢ue é pos-
sivel afirmar varias coisas sobre estes problemas. A caracteristica commin
entre eles é que ou todos pertencem a P ou nenhum deles pertence a P!

Esta é exatamente a defini¢io de um problema NP ser NP-completo.
Por meio de uma transformacéo polinomial — que pode ser informalmente
definida como uma transformacao entre os conjuntos de exemplos de dois
problemas, computavel em tempo polinomial, que transforma exemplos afir-
mativos em exemplos do mesmo tipo — todo problema NP-completo é e-
quivalente a qualquer outro problema NP-completo.

De modo que, o ponto alto da teoria é exibir alguns exemplos destes
problemas. Paradoxalmente, existem muitos destes exemplos, j4 que pro-
duzir transformacgdes polinomiais née é muito dificil, desde que se tenha um
conhecimento aprofundado do problema.

122



Exemplos de problema NP-completos.

O passo inicial na teoria foi dado por S. Cook [Coo071], mostrando cque
o problema da satisfatibilidade (SAT) é NP-completo. Trata-se de num
problema de algebra booleana. L dado um conjunto U = {uy,...,u,} de
varidveis booleanas, com as varidveis complementares, %; -~ em conjunto,
chamadas literais — e uma func¢io verdade de U num conjunto de dois ele-
mentos. Por defini¢io, se u; € U & verdadeira (resp. falsa), entido %; ¢ falsa
{resp. verdadeira). Uma cldusule sobre U é um conjunto finito de literais
sobre U. A clausula é dita ser verdadeira se ao menos umn de seus literais é
verdadeiro. Finalmente, uma colegao finita de clausulas sobre U ¢ satisfeita
se existe uma fungao verdade para a qual todas as clausulas da colegio sio
verdadeiras.

A demonstracao de que o problema SAT ¢ NP-completo é extremamente
dificil, a0 menos para este autor. Contentar-nos-emos em dar cxemplos
pertinentes ao curso, explicando, por meio de exemplo, uma transformacio
polinomial de SAT em um destes exemplos.

(C.1) ProBLEMA. Dado um grafo G ¢ um inteiro & < n = #V(G), existe
uma cobertura de vértices de G cujo cardinal seja < k 7

Trata-se de wmn problema e NP, uma vez que um algoritmo nao deter-
ministico fenta um conjunto de vértices e testa, em tempo polinomial, se
de fato o conjunto cobre todas as arestas e tem cardinal < k.

Para mostrar que SAT é polinomialmente transformave] em (C.1), é
mais facil transformar uma variacio de SAT, chamado 3SAT, em que o
cardinal das cliusulas é constantemente igual a 3 - o ponto, claro, é que
SAT e 3SAT sao, por sua vez, polinomialmente equivalentes.

O método que apresentaremos, sem rigor ou detalhes, foi imaginado por
Karp [Kar72|. Para efetuar a transformagfio, considera-se um caso (“in-

stance”) de 3SAT, definide por um conjunto U = {uy,..., 1, } de vari-
aveis booleanas (e suas negagoes {uy,. .., U, }) ¢ um conjunto da cldusulas
C =Aey,..., ¢m}, cada uma consistindo de 3 literais.

Com estes dados, Karp constroi um grafo (7, usando a seguinte receita.
Numa etapa preliminar, introduz-se umn par de vértices {v;,T;}, para cada
par {u;,T;}, e uma aresta conectando estes vértices. Similarmente, para
cada clausula ¢; = {115, 2, ug; }, introduzimos um ciclo de ordem 3, com
vértices {vy;, va;, Usj }-
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O resultado, até aqui, é um grafo desconexo. Por exemplo, se o modelo
do caso booleano tem 4 varidveis e duas clausulas, entdo o grafo ora definido
tem o aspecto da Figura Ap.1.

Fig. Ap.1: Grafo associado a um modelo booleano

Com esta construcio proviséria, transformamos o modelo do caso boo-
lcano, mas nio o caso propriamente dito. Em outras palavras, nao trans-
formamos a informacio interna de cada clansula. Transformando apenas o
modelo, obtemos apenas 1-fatores ¢ 2-fatores do grafo definitivo.

A tltima ctapa consiste, entfio, em conectar clausulas e pares de literais,
sepuindo a seguinte receita naturak dada s cliusula ¢; ¢ mn literal
wy; € ¢, existe um tnico par {atyqy, Wiy} tal que wy; coincide com um (e
um s6) dos literais deste par; introduzimos, entao, uma aresta conectando
o vértice vy, correspondente a 15, a0 vértice correspondente ao literal do
par {a;(y, Wiy} que coincide com ;.

Desta forma, se o caso booleano tem 4 varidveis e, por exemplo, as duas
cléusulas ¢; = {uy, s, }, c2 = {T1, Ua, Us}, entéo o grafo de Karp tem o
aspecto da Figura Ap.2.

Para completar a construgao, devemos definir ainda o inteiro & de teste.
Fazemos k = n + 2m (porque?).

(C.2) Exercicio. O grafo de Karp pode ser desconexo? (contra-exemplo
ou demonstragdo).

(C.3) ExErcicio. Verifique a possibilidade de um caso booleano cujo grafo
de Karp nio admita vértices livres.
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Fig. Ap.2: Grafo associado a um caso booleano

(C.4) Exercicio. Torne plausivel o resultado de Karp, a saber, que o
conjunto C de cliusulas do caso booleano é satisfeito se e s6 se o grafo de
Karp admite coberturas de vértices com cardinal < n + 2m.

(C.5) Exercicro. Convenga-se de que a transformacio de Karp &, de fato,
polinomial (isto é, termindvel em tempo polinomial).

A seguir, um outro exemplo oriundo da teoria dos grafos.

(C.6) ProBLEMA. Dado um grafo G e um inteiro k < #V(G), existe um
conjunto independente de vértices de cardinal > &7

Este problema, evidentemente, tem mesma complexidade de (C.1). A
intersegio dos dois (leia-se: a busca de coberturas independentes)} pertence
a P. De maneira semelhante, o problema (C.2), se restringido a grafos
bipartidos, pertence a P [Har72).

Problema ligados & cromatizacio também sao complexos.

(C.7) PrROBLEMA. Dado um grafo G e um inteiro k& < #V(G), existe uma
coloragao com k& cores?

Ainda Karp provou que 3SAT ¢ polinomialmente transformavel no pro-
blema (C.6).

O que intriga é que (C.3) continua NP-completo para grafos planares,
com k = 3, apesar da solugdo do problema das 4 cores [ApHaT77].
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Observemos que, para k = 2, o problema pertence a P. Também pertence
a P a restricho do problema a grafos cdrdicos, isto é, grafos para os quais
todo ciclo de ordem > 4 admite uma corda [Gav72]. Chamainos a atengao
destes dois casos pois estao intimamente relacionados com o tipo simbdlico
do ideal de arestas (para detalhes, vide Palimpsesto 2).

Nosso iltimo problema relaciona-se com subgrafos induzidos.

(C.8) ProBLEMA. Dado um grafo G e um inteiro k& < #V(G), existe uma
partigio V{G) = V1 U---UV; tal que os subgrafos induzidos pelos conjuntos
Vi sejam aciclicos (isto &, florestas)?

O problema é transformdvel a partir de (C.7) [GaJo79]. Praticamente
qualquer variagdo de {C.8), substituindo “floresta” por oufra classe de
grafos — completos, bipartidos completos, hamiltonianos, 1-fatores — ¢ NP-
completo.

Em particular, poderiamos indagar sobre a complexidade de (C.4) para
subgrafos induzidos que admitam (no maximo) um ciclo impar em cada
componente conexa. A questao tem uma contra-partida matematica inte-
ressante: dado um grafo G, qual a configuragio dos subgrafos induzidos de
G cujos ideias de arestas sdo de tipo linear? (Um ideal I C k[X] ¢ dito ser
de tipo linear se as suas relagdes polinomiais, a coeficientes em k[X], séo
geradas pelas lineares — vide 3.2 deste Palimpsesto para a nogao de relagoes
polinomiais e sua complexidade).
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TERMINOLOGIA DE

ALGEBRA COMUTATIVA



Terminologia de Algebra Comutativa

ANEIS £ IDEAIS, I

Todos os ancis serao comutativos, munidos de identidade multiplicativa
denotada 1. Na verdade, todos os aneis considerados no curso sao aneis
“concretos”, isto &, aneis residuais de aneis de polinémios sobre um corpo
fixo k.

I.1 Homomorfismos de aneis.

(1.1.1) DEFINIGAO. Um homomorfismo de aneis ¢ : A — B ¢ uma apli-
cagio do ancl A no anel B que preserva as duas operagoes estruturais ¢ a
identidade multiplicativa.

Um homomorfismo bijetor ¢ chamado isomorfismo. Se ¢ : A — B ¢é
uin isomorfismo, entio a inversa de ¢ é, automaticamente, um homomor-
fismo. Um isomorfismo preserva tddas as propriedades estruturais do anel
de origem (mas, pode niio preservar certas construgdes especiais).

Um subconjunto € C A é um subanel se a inclusdo dos conjuntos for
win homomorfismo. Um homomorfismo injetor de aneis A «— B permite
identificar A com um subanel de B.

(1.1.2) ExempLO. Qualquer anel de polinémios a uma varidvel sobre um
corpo pode ser identificado (mediante muitos homomorfismos) com um sub-
anel de outro anel de polinémios a uma ou mais variaveis, sobre o mesmo
corpo (vide 1.3 abaixo).

1.2 Ideais e aneis de residuos.

(1.2.1) DEFINIGAO. Um édeal do anel A & um subconjunto I de A, conten-
do 0 € A, fechado sob a operacio aditiva de A e fechado sob multiplicacao
por elementos de A.

Um ideal I C A é, geralmente, dado por um sistema ou conjunte de gera-
dores: um subconjunto E C I tal que todo elemento de I se escreve na forma
> aze; (soma finita), com a; € A e e; € E. Todos os ideais considerados
no curso serao finitamente gerados, no sentido de que existe um conjunto E
finito com a propriedade acima. Neste caso, se E = {ey,...,en}, usarcmos



a notagdo I = (ey,...,en) para indicar que o ideal I é gerado por cstes
clementos.

Um ideal I C A determina uma relagdo de equivaléncia emn A definida
por

an=heoa-nhel

O conjunto das classes desta relagio, denotado 4/7, admite uma estrutura
de anel. A saber, se @ € A/T designa a classe do clemento ¢ € A, definimos
Gi+b:=a+beab:=ab.

Este anel é chamado anel de residuos {ou anel das classes residuais) de
A relativamente a (ou maddulo o) ideal 1. Alguns livros usam a terminologia
anel quociente, o que serd evitada no curso para evitar possivel confusio
com os aneis de fragoes, as vezes chamadas quocientes, ¢ com o ¢uociente
e dois ideais (vide abaixo).

() anel de residuos Lem wma propricdade caracteristica, a saber:

(1.2.2) FaTo. Scja A um anell I C Aumideal e o 2 A — B unn homomor-
fisino. Entdo, existe um homomorfismo ¢ : A/1 — B tal que ¢(a) = w(a),
para todo a € A se e 56 se p(I) =0.

O homomorfismo @ acima é dito induzido por (ou residual de) . A
aplicac@o candnica A — A/I, que manda um elemento na sua classe, ¢ um
homomorfismo sobrejetor. Usando este homomorfismo, é possivel traduzir
o Fato 1.2.2 em térmos de uma propriedade universal, mas nio faremos uso
desta faceta.

{1.2.3) EXEMPLO. A = R[X], I = (X? 4-1) C A. Entdo, o homomorfisino
p: A — € tal que p{a) = @ Vo € R e tal que o(X) = /=1, induz
um homomorfismo residual A/ — € que é um isomorfismo ¢ permite,
portanto, identificar os dois aneis.

1.3 Algebras afins.

(I.3.1) FaTo. Seja k um corpo. O anel de polindmios a n variaveis (ou inde-
terminadas) sobre k, denotado k[X] := k[X},..., X,,], é caracterizado pcla
seguinte propriedade universal: dado wn anel 4, elementos a;,...,a, € A
e um homomorfismo (automaticamente injetor) 2 : £ — A, entdo existe
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um e um s6 homomorfismo

prk[X]~— A

Lhe =1
e(X;)=a;, 1Li<n.

(1.3.2) DeFINIgAO. Uma dlgebra ou anel afim (sobre k) é um anel residual
da forma k[X]/I, onde I C k[X] é um ideal.

(1.3.3) OBSERVAGAO. Mais geralmente, dados aneis B e A e un homo-
morfismo injetor 7 : B — A, dizemos que A é uma B-dlgebra. Se existir
an conjunto de clementos ay,...,a, € A tais que todo clemento a € A se

escreva na forma
d d
a = -2. bd; vty B - - anﬂﬁ

diremos que A ¢ finitamenie gerada sobre B. Esta condicao é equivalente a
existéncia de um homomorfismo sobrejetor B[X] — A cuja restri¢iio a B
¢ a identidade B — B.

Fsta situacao serd usada, principalinente, no caso em que B = k.

Dado um isomorfismo A ~ B[X]/J de B-algebras (isto é, um isomorfismo
dc aneis cuja restrigao a B ¢ a identidade}, diremos que a dlgebra da direita
¢ wina apresentacdo de A e que J ¢ um ideal de apresentagdo de A sobre

.

1.4 Estrutura dos ideais. O conceito mais importante da teoria dos ideais
¢ de suas aplicagoes é o de ideal primo.

(I1.4.1) DEFINIGAO. Um ideal P C A & primo se, dados elementos a,b € A
tais que ab € P, tem-se sempre a € I’ ou b € P.

Para evitar situagtes triviais, exigimos norinalmente que um ideal primo
P seja préprio, isto é, que P # A.

(I.4.2) ExeMprLOS. (i) O ideal gerado por um subconjunto de X é um ideal
primo e kX
(i1) O ideal gerado por um polinémio irredutivel emn k[ é um ideal primo.

Além dos magros exemplos acima e dos ideais em Z gerados por nmeros
primos, ndo ¢é tao facil exibir outros. A verdade é que provar que um ideal,
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diwlo por geradores explicitos, é primo é considerado um problema dificil -
inclusive do ponto de vista de implementagio computacional.

Uma nogéio mais fraca e, frequentemente, mais ficil de ser detectada é a
seguinte.

(.4.3) DEFINIGAO. Um ideal I C A é radical se T # A e se, dado a € A
tal que a” € I, para algum r € N, tem-se a € I.

E claro gue todo ideal primo é radical. Mostra-se que todo ideal radical
¢ igual & intersegéio dos ideais primos que o contdm; em aneis razoaveis, —
por exemplo. nas dlgebras afins - todo ideal radical é uma interseco finita
e ideais primos.

Esta decomposigao pode ser vista como um caso particular de uma situ-
acao mais geral. Para tal, precisamos da seguinte nocdo.

(1.4.4) DEFINIGAO. Um ideal I C A ¢ dito primdrio se, dados a,b € A tais
que ab€ I, entio oua € I ou b” € I, para algum r > 0.

Em geral. incluimos na defini¢io de um ideal primario I a hipdtese de
que I # A,

(1.4.5) Faro. (Decomposi¢io primaria de Noether) Seja A uma slgebra
afim sobre um corpo k. Todo ideal I C A admite uma decomposicio como
interse¢do finita

(N) 2

onde 9; ¢ um ideal primdério.

Para dissecar (N), lembremos a nogao de radical de um ideal I C A:
rad] :={a€ A|a" €I paraalgum r > 0}.

Se Q ¢ primdrio, rad  é um ideal primo. Como a operacio de passar ao
radical comuta com a interseciio de ideiais, (N) diz que o radical de qualquer
ideal & uma intersegido finita de ideais primos. Estes primos dependem sé
de I e sdo chamados primos minimos de I (ou de A/I). O conjunto dos
primos minimos de A/I serd denotado Min A/T.

A decomposicio (N) nio é (nica, mas pode ser simplificada, exigindo-se
que rad £; # Q; para ¢ # j. Isto nio impede a eventualidade de se ter
rad Q; G 2 para i # ;.
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(1.4.6) ExEMPLO. A = k[X,Y], I = (X%, XY). Uma decomposi¢io pri-
maria de I ¢ {(X)N (X2, J), onde J C A é qualquer ideal contido em (¥').

Este exemplo poe em evidéncia os seguintes fendmenos:

(1) As componentes primarias em (N) no sdo unicamente determinadas
pelo ideal;

(2} Existem componentes primarias cujos radicais contém propriamente
o radical de alguma outra componente primaria.

O radical de uma componente primdria em (N), que contém propriamente
o radical de uma outra componente, é chamado primo imerso do ideal I
(oude A/I). Em conjunto, primos minimos e imersos constituetn os primos
associados do ideal I (ou de A/I).

Esta nocao pode ser recuperada de um outro angulo.

(I.4.7) DEFINIGAO. Sejam I,J C A ideais. O gquociente de I por J ¢ o
ideal

I'J={a€A|al:={ablbe J}C T}

Observemos que sempre vale I C I : J, a igualdade podendo ter lugar
em situagado de “posigao genérica” —~ por exemplo, se I é um ideal primo e
J ¢ I. Bsta situagio é especial, em geral acontecendo a inclusdo propria.

(1.4.8) FATO. Um ideal primo P é um primo associado do ideal I se e s6
se existe um elementoa € A\ I tal que P =1 : (a).

Adverténcia: Nao é verdade, porém, que I : (a) seja sempre um ideal
primo para qualquer escolha de a € A\ I é necessdrio, para tal, que a seja
escolhido de tal maneira que o quociente I : (@) seja maximo entre os varios
ideais desta forma.

1.5 Aneis de fragoes. Um subconjunto § C 4 de um anel A é chamado
maultiplicativo se for fechado sob a operagio de multiplicagio do anel.

Um conjunto multiplicativo S C A da lugar 4 seguinte constru¢do impor-
tante.

Introduzimos no conjunto A x S dos pares uma relagio de equivaléncia
= definida da seguinte maneira:

(a,s) = (b,t) & Ju € S| u(at — bs) = 0.

Denotemos Ags (ou S™'A) o conjunto das classes de =. A classe do par
(a, s) serd denotada a/s.
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(I.5.1) 'DEFINIGAO. O anel de fragdes de A relativamente a (ou a denom-
inadores em) S é o conjunto Ag munido das operagoes

a b at + bs

ST T
0 b _ab
s t st

Com cstas operagoes, Ag ¢ um anel ¢ a aplicagdo 1 : A — Ag, tal que
{a) = (as)/s,s € 5, cstd bem definida ¢ ¢ um homomorfismo de aneis,
chamado estrutural.

O homomorfismo estrutural ¢ permite enunciar uma propriedade carac-
teristica {ou universal) de Ag: para todo homomorfismo ¢ : A — B tal
que todo elemento de ¢(S) admite inverso multiplicativo no anel B, existe
um € um 86 homomorfismo pg : Ag — B tal que pg o1 = .

Normalinente, suporemos que 1 € S, de modo que 2(a) = a/1. Observe-
1n1os que @ ¢ injetora se e sé se os elementos de S sdo elementos regulares de
A (vide I1.2 abaixo).

Eis os exemplos mais importantes (e os dnicos que serfio, possivelmente,
usados no curso).

{1.5.2) ExemprLos. (i) (Localizagdo num ideal primo) Se P C A é um ideal
primo, S := A\ P é multiplicativo — a notagio mais popular, neste caso, é
Ap. O ancl Ap € um exemplo de anel local, isto &, um anel que admite um
fuico ideal maximo.

(ii) (Semi-localizagio) Generaliza (i): se P, ..., PP, sio ideais primos, entao
S := A\ UP; é multiplicativo e o anel Ag = Ap, _p, € um exemplo de
anel scmi-local. Este anel é usado para definir as poténcias simbolicas de
umn ideal (vide Palimpsesto 2).

(iii) Para um elemento fixo a € A, o conjunto das poténcias S, := {a"|r > 0}
¢ multiplicativo. O anel Ag = A, é muito util em consideragdes ligadas a
geometria algébrica.

ANEIS E IDEAIS, II
IT.1 Teoria da dimensao.

(I1.1.1) DEFINIGAO. A altura (ou codimensdo) de um ideal primo P C A
¢ o menor dos inteiros I para os quais existe uma cadeia

PGP G -GP=P
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onde P; é um ideal primo. A eltura de um ideal arbitrario I C A se define
como o minimo das alturas dos seus ideais primos associados. Notagao:
alt I.

E claro, pela defini¢ao, que alt I = alt P para algum primo P € Min A/I.
Mas, primos minimos distintos podem ter alturas diferentes.

(I1.1.2) Exemprro. I = (XY, XZ) C k[X,Y, Z]. Temrse alt = alt(X) =
1, mas (Y, Z) também é um primo minimo de I, de altura 2.

(11.1.3) DEFINIGAO. (Primeira forma da dimensdo) A dimensdo de um
anel A, denotada dim A, é o supremo das alturas dos seus ideais primos.

A defini¢ao é suficientemente geral para permitir patologias tais como
aneis de dimensao infinita. Felizmente, tem-se:

(I1.1.4) Fato. Se I é um ideal do anel k[X], tem-se
dimk[X]/T = #X - alt ] <n < 0.

Assim, Algebras afins tém dimensao finita.

Estas definigbes sio de carater combinatdrio. Contudo, a dimenséo tam-
bém admite uma versao mais geométrica. Para tal, nos restringiremos as
algebras afins.

(I1.1.5) DEFINIGAO. Seja A = k[X]/I uma &lgebra afim graduada (isto &, o
anel k[X] é munido de uma tara de pesos {dy,. .., d,) e I é quase-homogéneo
relativamente a esta tara). Um sistema de pardémetros (homogéneos) de A
é um conjunto de elementos homogéneos #1,...,8, tal que:

(1) Af(fy,...,84) é um k-espago vetorial de dimensio finita;

(2) d é o menor inteiro satisfazendo a propriedade (i).

(I1.1.6) FATO. (Segunda forma da dimensio) Se A é uma dlgebra fim

graduada e se 01,...,084 € um sistema de paridmetros homogéneos, tem-se
dimA4 = d.

A élgebra afim padrio de dimensdo d &, certamente, o anel de polindmios
E[X] = k[X,,..., X4]. Um teorema de uniformizacdo (em geometria) é um
resultado que permite relacionar, ao menos localmente, um objeto V de
dimensao d com um objeto padrio Vp da mesma dimensao, através de uma
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aplicacdo (chamada uniformizante) = : V. — V; que reflete as propriedades
essenciais de V.

O teorema de uniformizagao algébrica é o ponto central da teoria das
algebras afins.

(I1.1.7) Fato. (Teorema da normalizagio de Noether) Seja A mmna 4lgebra
afim graduada sobre um corpo k. Entio, existe um sistema de parametros
homogéncos §,,...,8, de A tal que:

(1) K[01,...,84] ¢ isomorfo ac anel de polinémios k[X},. .., X,].

(ii) Existem clementos ny,...,ny, € A tais que

A ="k, ..., 0dn;.
j=1

(I1.1.8) OBSERVAGAO. (i) O teorema admite uma versio nao graduada.
(ii) A condigao (i) do teorema significa que os elementos 0,,...,8, sio al-
gebricamente independentes sobre o corpo k. Em verdade, pode-se mostrar
que todo sistema de pardmetros é algebricamente independente.

(iii) A condigao (ii) do teorema significa, na terminologia dos médulos sobre
aneis, que A é um mdédulo finitamente gerado (pelos elementos 7y, . .., 7m)
sobre o anel k[f),..., 84} (vide III abaixo).

(II.1.9) DEFINIGAO. Seja A uma algebra afim contida num corpo. O grau
de transcedéncia de A (sobre k) é o méximo dos inteiros r para os quais e-
xiste um subconjunto de 4, com r elementos, algebricamente independente.
Notagdo: gr.tr., A.

O teorema de Noether admite entdo a seguinte variante.

(I1.1.10) Fato. (Terceira forma da dimensdo) Se A é uma dlgebra afim
sobre k, temn-se dim A = gr. tr., A.

(I1.1.11) OBSERVAGAO. Se A n#o estiver contida num corpo, ainda vale
que dim A é o maximo dos cardinais dos subconjuntos algebricamente in-
dependentes sobre k.

Finalmente, do teorema de Noether resulta:

(I1.1.12) FATO. (Quarta forma da dimensdo) Seja A uma dlgebra afim
sobre k e seja I C A um ideal tal que dim A/I = dim A/P para todo
P eMinA/I. Entdo, tem-se

dimA = dim A/7 + alt I.
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(I1.1.13) DEFINIGAO. Um ideal I C A4 é de dimensdo pure (ou, simples-
mente, puro) se dim A/I = dim A/ P, para todo primo associado P de A/I.

I1.2 Dimensao e profundidade. Um elemento a € A é regular (ou ndo
divisor de zero) se ab = 0, com b € A, implicar sempre em que b = 0. Um
anel A, cujos elementos (com excegio de 0) sio todos regulares, é chamado
um dominio de integridade {ou um dominio ou ainda um anel inteiro).

Iterando a nogéo de elemento regular, temos uma das nogdes malis im-
portantes da teoria.

(II.2.1) DEFINIGAO. Uma sequéncia de elementos ay,...,a, € A é dita
uma. A-segquéncia (alternativamente, uma sequéncia regular), se o residuo
do elemento a; no anel Af{a1,...,a;-1) for regular, para todo 1 < i < m.

(I1.2.2) DEFINIGAO. A profundidade de um ideal I (ou, de 4 em I) éo
maximo dos cardinais das sequéncias regulares cujos elementos pertencem
a I. Notagao: prof; A.

Se A = k[X]/I é 4lgebra afim graduada, colocamos prof A := prof x, A
e falamos, simplesmente, da profundidade de A.

(I1.2.3) Fato. (i) Para todo ideal I C A, tem-se prof; A < altI.
(ii) Se A 4 afim graduado, vale prof A < dim A.

A motivagao central para este conceito e que norteia o curso, é dada pela
seguinte.

(I1.2.4) DEFINIGAO. Uma Algebra afim graduada A é de Cohen-Macaulay
se prof A = dim A.

(I1.2.5) ExEmMPLOS. (i) Um anel de polinémios k[X] é um anel de Cohen—
Macaulay, j4 que X é uma sequéncia regular.

(ii) Para todo polindmio homogéneo f € k[X], o anel de residuos k[X]/(f)
¢ de Cohen—Macauiay.

(iii) Se k[X] é munido de tara de pesos e fi,..., fr € k[X] é uma se-
quéncia regular de polindmios homogéneos relativamente & tara, entio o
anel k[X)/(fi,-.., fr) é de Cohen-Macaulay.

(iv) k[X,Y]/(X% XY) e k[X,Y,Z]/(XY,XZ) nio sio aneis de Cohen-
Macaulay.

Uma das consequéncias importantes da propriedade é a pureza: se 4 =
k[X]/I é de Cohen—Macaulay, entfio o ideal I é puro.
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Existe um bom ndmero de caracterizagbes da propriedade de Cohen-
Macaulay, dependendo do dngulo de interesse. Algumas destas foram re-
unidas na Proposigao 4.1.2 do Capitulo 4. Uma caracterizacio muito 1til é
obtida a partir do teorema de normalizagio de Noether, substituindo -se a
condicdo (ii) deste teorema pela seguinte: existem elementos 71,...,7, €
A, linearmente independentes sobre o subanel k[f1, ..., 84] tais que

A= "k[By, ..., 0475
i=1

III SUMARIO DE MODULOS

Um médulo M sobre um anel A é um grupo abeliano munido de uma
operagdo de multiplicagao por elementos de A, satisfazendo as propriedades
usuais da defini¢éo de espagos vetoriais. Um homomorfismoe M — N éuma
aplicagao que preserva as duas operagoes estruturais,

Os modulos importantes, neste curso, sdo aqueles que admitem um con-
junto finito de geradores, isto é um subconjunto {ny,...,7m} C M tal que

M= z;‘:l AT]J'.

(I11.1) ExEMrLOS. (i) O médulo padrio com m geradores é o mddulo livre
A™m = Z;n:l Aej, onde ¢; = (0,...,0, },0,...,0).

(i) Se A é um dominio, os submédulos de A™ (para os vérios valores de
m) sao os médulos sem torgdo. As sizigias de um ideal, consideradas no
Capitulo 4, Sec¢io 4.6, habitam naturalmente estes médulos.

(i) Um médulo ciclico é um da forma A/I, para algum ideal I C A, onde
a multiplicagdo é induzida pela multiplicacdo estrutural do anel A.

(iv) Dados médulos My,...,M,, a soma direta M, @ --- @ M, é definida
da maneira usual, como sendo o conjunto das s-uplas com as operagoes
coordenada a coordenada.

(v) Dado um A4-médulo M e um A-submédulo N C M, definimos, por
analogia com os aneis residuais, o mddulo residual (ou gquociente) M/N.
Um caso particular importante é M/IM, obtido quando o submédulo ¢ da
forma IM, para um ideal I C A

Q anulador de um A-mddulo M é o ideal
O:aM:={a€ Al ap=0, Vne M}.
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(II1.2) DEFINIGAO. A dimensdo de um A-médulo M é dim A/(0: 4 M).

A nogao de A-sequéncia se estende a moddulos da seguinte forma. Um
elemnto a € A é dito ser M-regular se o homomorfismo M —% M for
injetor.

(I11.3) DEFINIGAO. Dados um anel A, um ideal I C A e um A-médulo M,
dizemos que uma sequéncia de elementos a;,...,a, € I & uma M-sequéncia
em I se, para todo 1 < i < r, o elemento a; for regular relativamente ao
médulo quociente M/(a1,...,a;—1)M.

A profundidade de M em I, denotada prof; M, é o maximo dos cardinais
de M-sequéncias em [I.

Comno no caso de aneis graduados, para médulos que admitem uma gra-
duacao compativel com a graduagio do anel A = k[X]/I, a profunchdade
serd tomada sempre relativamente ao ideal (X)/1.

A 1ltima nogao a ser considerada é a seguinte.

(T11.3) DeFNigAo. Uma sequéncia ezata (curta) de A-médulos é um par
de homomorfismos ¢ : N — M e ¢ : M — L, tais que

(1) ¢ é injetor e 9 & sobrejetor.

(2) Nucy = Ime.

Para indicar esta situagio, usaremos o diagrama

O—)NH&M-LL—)O.

O fato a seguir explica o comportamento da profundidade ao longo de uma
sequéncia exata curta de médulos.

(III.4) FATO. Para todo ideal I C A e para toda sequéncia exata de A-
médulos 0 - N — M — L — 0, tem-se:

(1) Se prof; M > prof; L, entdo prof; N = prof; L + 1.
(2) Seprof; M < prof; L, entdo prof; N = prof; M.
(3) Se prof; M = prof; L, entdo prof ; N > prof; M.

138



BIBLIOGRAFIA

[ApHa77] K. Appel and W. Haken, Every planar map is 4-colorable — 1: Discharg-
ing, Il J. Math. 21 (1977), 429-490; Every planar map is d-colorable — 2: Re-
ducibility, 11, J. Math. 21 (1977), 491-567.

[Bac81a] K. Baclawski, Rings with lezicographic straightening law, Advances in Math.
39 (1981), 185-213.

[Bac81b] | Canonical modules of partially ordered sets, Report, Insitut
Mittag-Leffler No. 8 (1981).

[BaGaB81] K. Baclawski and A. M. Garsia, Combinatorial decompositions of a class
of rings, Advances in Math. 39 (1981), 155-184.

[Bay82] D. Bayer, The division algorithm and the Hilbert scheme, Ph.D. Thesis,
Harvard, 1982..

[BaMao89] D. Bayer and 1. Morrison, Stendard Bases end Geometric Invariant Thep-
ry. I Initial ideal and State Polytopes, in “Computational methods of Commutative
Algebra,” (L. Robbiano, ed.), Academic Press, London San Diego New York, 1989,
pp. 75-84.

[BaSt87| D. Bayer and M. Stillman, Macauloy, A computer algebra system for com-
puting in algebraic geometry and commutative algebra, 1986.

{Bil82] L. I. Billcra, Polyhedral theory and commutative algebra, in “Mathematical
Programming - Bonn 1982, The State of the Art,” (A. Bachem, M. Grétschel and
B. Korte, eds.), Springer-Verlag, New York Heidelberg Japan, 1983,

IBre84] H. Bresinsky, Minimal free resolutions of monomial curves in P3, Linear
Algebra and Appl. 59 (1984), 121-129.

[Bre83] A. Brondsted, “An Introduction to Convex Polytopes,” Graduate Texts in
Mathematics, Springer, New York, 1983.

[BrMaf71] H. Bruggesser and P. Mani, Shellable decompositions of cells and spheres,
Math. Ann. 29 (1971), 197-205.

(BrRe80] H. Bresinsky and B. Renschuch, Basisbestimmung Veronesescher Projec-
tionideale mit allgeimener Nullstelle, Math. Nachr. 96 (1980), 257-269.

[BrSiTr91] W. Bruns, A. Simis and N. V. Trung, Blow-up of straightening-closed
ideals in ordinal Hodge algebras, Trans. Amer. Math, Soc. (to appear).

[BrSiVa88| P. Brumatti, A. Simis and W. Vasconcelos, Normal Rees algebras, J.
Algebra 112 (1988), 26-48.

[BrVeB88] W. Bruns and U. Vetter, “Determinantal rings,” Lecture Notes in Mathe-
matics Vol. 1327 (Subseries: IMPA, Rio de Janeiro), Springer, Berlin-Heidelberg--
-New York, 1988.

[Buc65| B. Buchberger, Ein algorithmus zum Auffindem des Basiselemente des Resth-
lassentinges nach einem nulldimensionalen Polynomidealen, Dissertation, Univer-
sitat Innsbruck. :

[Buc85] Grébner bases: an algorithmic method in polynomial ideal theory, in “(N. I,
Bose, ed.) Multidimensional Systems Theory,” D, Reidel Publishin Co., 1985, pp.
184-232,



[CaNi] M. P. Cavaliere and G. Niesi, On monomial curves and Cohen-Macaulay type,
Manuscripta Math. 42 {1983), 147-159.

[Cay889] A. Cayley, A theorem on trees, Quart. J. Math, 23 (1889), 376-378.

[CILi69] G. Clements and B. Lindstrém, A generalization of e combinatorial theorem
of Macaulay, J. Combinatorial Theory T (1969), 230-238.

[Coo71] S. A. Cook, The complezity of theorem-proving procedures, in “Proc. 3rd
ACM Symp. on Theory of Computing,” Associatio for Computing Machinery, New
York, 1971, pp. 151-158.

[Cow85] C. Cowsik, Symbolic powers end number of defining equations, in “Algebra
and its Applications,” Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Vol 91,
Marcel Dekker, New York, 1985, pp. 13-14.

[CoEiPr82] C. de Concicni, D. Eisenbud and C. Procesi, Hodge algebras, Astérisque
91 (1982).

[Dan78] V. L. Danilov, The geometry of toric varieties, Russian Math. Surveys 33
(1978), 97-154;, Uspekhi Math. Nauk 33 (1978), 971-982.

[DeKuRo78] J. Désarménien, J. Kung and G. C. Rota, Invariant theory, Young
bitableaus, and combinatorics, Advances in Math. 27 (1978), 63-92.

[DoRoSt74] P. Doubilet, G. C. Rota and J. Stein, On the foundation of combinatorial
theory: IX. Combinaterial methods in inwvarient theory, Stud. Appl. Math. 53
(1974), 185-216.

[Eli83] S. Eliaouhu, Courbes monomiales et algébre de Rees symboligue, These No.
2080, Université de Genéve.

[Er6l] P. Erdbs, The theory of graphs and probabilities, IT, Can. J. Math. 13 (1961},
346-352.

(EwSh74] G. Ewald and G. C. Shephard, Stellar subdivisions of boundary complezes
of conves polytopes, Math. Ann. 210 (1974), 7-16.

[Fro82] R. Froberg, A study of greded extremal rings and of monomial rings, Math.
Scand. 51 (1982), 22-34.

iFru38| R. Frucht, Herstellung von Graphen mit vorgegebner abstrakic Gruppe, Coin-
positio Math. 6 (1938), 239-250.

[GaJoT€] M. R. Garey and D. S. Johnson, Approzimation algorithms for combing-
torial problems: an ennotatted bibliography, in “(J. F. Traub (ed.)) Algorithms
and Complexity: New Directions and Recent Results,” Academic Press, New Yorlk,
1976, pp. 41-52,

[GaloT8] . Strong NP-completeness results: motivalion, ezam-
ples and implications, J. Assoc. Comput. Mach. 25 (1978), 499-508.
[GaJoT79)] , “Computers and Intractability,” A guide to the theory

of NP-completeness, W. H. Freeman and Co., New York, 1979,

[Gar80] A. M. Garsia, Combinatorial methods in the theory of Cohen-Macaulay rings,
Advances in Math. 38 (1980), 229-266.

[Gav72] F. Gavril, Algorithins for minimum coloring, mazimum clique, minimum

covering by cliqgues, and mazimum independent set for a chordal graph, SIAM J.
Comput. 1 (1972), 180-187.

140



[GeKaZe89| L. M. Gelfand, M. M. Kapranov and A. V. Zelevinsky, Newton polytopes
of principal A-determinants, Doklady AN SSSR 308 (1989), 20-23.

|Grii67] B. Griinbaum, “Convex Polytopes,” Interscience, New York, 1967.

{GrS8t91] P. Gritzmann and B. Sturmfels, Minkowsk: addition of polytopes: compu-
tational complexity and applications to Grébrer bases, preprint, 1991..

{Har72] F. Harary, “Graph theory,” Addison-Wesley Series in Mathematics, Addi-
son-Wesley, Reading, Mass., 1972.

[HaPa73] F. Harary and E. M. Palmer, “Graphical Enumeration,” Academic Press,
New York, 1973.

[Her26] G. Hermann, Die Frage der endlich viclen Schritte in der Theorie der Poly-
nomideale, Math, Ann. 95 (1926), 736-788.

|[HeSiVa83] J. Herzog, A. Simis and W. Vasconcelos, Koszul homology and blow-
ing-up rings, in “Commutative Algebra,” Proceedings: Trento 1981 (S. Greco and
G. Valla, Eds.), Lecture Notes in Pure and Applied Math., Marcel Dekker, New
York, 1983, pp. 79-169.

{HoceT2| M. Hochster, Rings of invariants of tori, Cohen-—-Macaulay rings generated
by monomials, and polytepes, Ann. Math, 96 (1972), 318-337.

[HoPe52] W. V. D. Hodge and D. Pedoe, “Methods of Algebraic Geometry,” Vol. 1I,
Cambridge University Press, Cambridge, 1952.

[HuSiVa89] C. Huneke, A. Simis and W. Vasconcelos, Reduced normal cones are
domains, in “Proceedings of an AMS Special Session: Invariant Theory (Eds. R.
Fossum, M. Hochster and V. Lakshmibai),” Contemporary Mathematics, American
Mathematical Society, Providence, RI, 1989.

[Kar72| R. M. Karp, Reducibility among combinatorial problems, in “R. E. Miller and
J. W. Thatcher (eds.), Complexity of Computer Computations,” Plenum Press,
New York, 1972, pp. 85-103.

[KaStZe91] M. M. Kapranov, B. Sturmfels and A, V. Zelevinsky, Chow polytopes
and general resultants, preprint, 1991,

[Kle64| V. Klee, A combinatorial analogue of Poinceré duality theorem, Can. J. Math.
16 (1964), 517-531.

[Knu70] D. E. Knuth, Permutations, matrices and generalized Young tableauz, Pac.
J. Math. 34 (1970), 709-727.

[Kru3s] W. Krull, “Idealtheorie,” Ergebnisse, Springer, Berlin, 1935.

[Lov6T| L. Lovisz, On chromatic number of finite set-systems, Acta. Math. Acad.
Sci. Hungar. 79 (1967), 59-67.

{Lyu88] G. Lyubeznik, On the arithmetical rank of monomial ideals, ], Algebra 112
{1988), 86-89.

[Mac27] F. S. Macaulay, Some properties of enumeration in the theory of modular
systems, Proc. London Math. Soc. 26 (1927), 531-555.

[MaMe82] E. Mayr and A. Meyer, The complezity of the word problem for commu-
tative sernigroups and polynomial ideals, Adv Math. 46 (1982), 305-329.

[McM7T0] P. McMullen, The mazimum number of faces of ¢ convez polytope, Math-
ematika 17 (1970), 179-184.

141



[McShTl] P. M. McMullen and G. C. Shephard, “Convex Polytopes and the Upper
Bound Conjecture,” Lecture Notes Series, London Mathematical Society, 1971.
[Moo67] J. Moon, Enumerating labelled trees, in “Graph theory and theoretical

physics,” Academic Press, New York, 1967.

[MoR089] T. Mora and L. Robbiano, The Grobner fan of an ideal, in “Computational
methods of Commutative Algebra {L. Robbiano, ed.),” Academic Press, London
San Diego New York, 1989, pp. 49-74.

[MoSi90] M. Morales and A. Simis, Symbolic powers of monomial curves lying on
zw — yz, preprint, 1990,

[MoSi91] M. Morales and A. Simis, The second symbelic power of an arithmetically
Cohen-Macaulay monomial curve in P3, preprint, 1991,

[Mot57] T. S. Motzkin, Comonotone curves and polyhedra, Abstract 111, Bull. Amer.
Math. Soc. 63 (1957), 35.

[Mun86] J. Munkres, Topological results in combinatorics, Michigan Math. J. 31
(84), 113-128.

[Oda78] T. Oda, “Lectures on Torus Embeddings and Applications,” (Based on joint
work with K. Miyake) Tata Inst. of Fund. Research 58, Springer, Berlin Heidelberg
New York, 1978,

[Oda88] , “Convex Bodies and Algebraic geometry,” Ergebnisse der Mathe-

- matik und ihrer Grenzgebiete, Series 3, Vol. 15, Springer, Berlin Heidelberg New
York, 1988.

[Ost21] A. Ostrowski, [fber die Bedeutung der Theorie der konvezen Polyeder fir die
formale Algebra, Jahresberichte Deutsche Mat. Verein. 30 {1921), 98-98.

[Ost75] — | On multiplication and factorization of polynomials, I. Lerico-
graphic orderings and extreme aggregates of terms, Aequationes Math. 13 (1975),
201-228. '

[Pet891] J. Petersen, Die Theorie der regularem Graphen, Acta Math. 15 (1891),
193-220.

[Reeb6] D. Rees, A basis theorem for polynomial modules, Proc. Cambridge Philos.
Soc. 52 {1956}, 12-16.

[Rei76] G. Reisner, Cohen-Macaulay gquotients of polynomial rings, Advances in
Math. 21 (1976), 30-49.

[Rob89] L. Robbiano, Grébner bases: a foundelion for Commuiative Algebra, pre-
print, 1989.

{Sch81] C. Schensted, Longest increasing and decreasing subsequences, Can. J. Math.
13 (1961), 179-191.

[Sch89] P. Schenzel, Ezamples of Gorenstein domains and symbolic powers of mono-
mial space curves, preprint, 1989.

[Sim90] A. Simis, Topics in Rees algebras of special ideals, in ¥Commutative Algebra,
Proceedings: Salvador 1988 (Eds. W. Bruns, A. Simis),” Lecture Nates in Math-
ematics Vol. 1430, Springer—Verlag, Berlin Heidelberg New York London Paris
Tokye, 1990, pp. 98-114.

[Sim91] | On graphs end ideals, Preliminary draft, 1991.

142



[SiVaVigl] A. Simis, W. Vasconcelos and R. Villarreal, The ideal theory of graphs,
in preparation.

[Spe30] E. Sperner, Uber einen kombinatorischen Saiz von Muacaulay und seine An-
wendung auf die Theorie der Polynemideale, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 7
(1930), 149-163.

[StaT9] R. Stanley, Dalanced Cohen-Macaulay complezes, Trans. Amer. Math. soc.
249 (1979), 139-157.

{Sta83] ., “Combinatorics and Commutative Algebra,” Progress in Mathe-
matics, Birkhauser, 1983.

[StRa34| E. Steinitz and H. Rademacher, “Vorlesungen iiber die Theorie der Polyed-
er,” Springer, Berlin, 1934,

[Stu90a] B. Sturmfels, Grobner bases and Starley decompositions of determinantal
rings, Math. Z. 205 (1990), 137-144.

[Stud0b] .| Grébner bases of toric varieties, preprint, 1990.

[StWh89] B. Sturmfels and N. White, Grébner bases and Invariant Theory, Adv.
Math. 76 (1989), 245-259.

[StWh90] . Computing combinatorial decompositions of rings,
Combinatorica (to appear).

[SiUTVa90] A. Simis, B. Ulrich and W. V. Vasconcelos, Jacobian dual fibrations,
preprint, 1990.

{Tem64] H. N. V. Temperley, On the mutual cancellation of cluster integrals in May-
er’s fugacity series, Proc. Phys. Soc. 83 (1964), 3-16.

[Vil90] R. Villarreal, Cohen-Macaulay graphs, Manuscripta Math. 66 (1990), 277-293.

[Whi28] F. Whipple, On a theorem due to F. §. Macaulay, J. London Math. Scc. 8
{1928), 431-437.

143



A

Algebra, 37-39.
afim, 130.
Comutativa, 37, 142, 60, 85.
dimensao de, 134.
discreta, 39.
finitamente gerada, 38, 130.
fundamental, 89-91, 93, 96, 98.
de Hodge, 37-39.
de Hodge ordinal, 97-99.
de Rees, 87-90, 96, 98, 116-117.
de Rees estendida, 99.
simétrica, 87-88, 93.
Algoritmo, 115.
de Buchberger, 116.
deterministico, 122.
niio deterministico, 122.
Altura, 47, 50.
Anel, 37-39.
das arestas, 45-46.

de Cohen-Macaulay, 44, 60-61,

63-64, 66, 68, 71-72, 75-78, &2.

determinantal, 43, 96.

das faces, 45, 51.

de fragdes, 109, 132-133.

graduado, 40-41, 43-44, 56, 58,
60-63, 82, 87.

de Petersen, 4649, 76-77, 79, 82,

INDICE REMISSIVO

de polindmios, 38, 39-40.

de residuos, 129,

de Stanley-Retsner, 1, 4, 69.
Aresta, 2-8, 9, 14-15, 20, 48-49.

contragiio de, 48,

grafo—, 30.
Arvore, 4, 6, 8-10, 17, 20, 22, 30-32,

50, 83.

de Cohen-Macaulay, 83.

enraizada, 21.

geradora, 8-9.

suspensio de, 83.

uniramada, 21-22.
Automorfismo, 6-8.

de um grafo, 6-8.

grupo de, 6.

B

Baricéntrica, 33.
divisdio, 33, 45, 68.
Base, 37, 55.
de Grobuer, 43, 95-96, 105-106,
114-115, 119.
ve.torial, 38, 41, 53.
Bipartido, 6, 32.
grafo, 6, 19-20, 92, 95.
Bi-tabela, 42.

basica (“standard”), 42.



[S%]

INDICE REMISSIVO

comprimento de, 42, Complexo, 11.
Booleane, medelo, 124. de cadeias, 33, 66.
variaveis, 123-124. de Dehn-Sommerville, 74.

dimensdo de, 23.

C equilibrado, 24.
esqueleto de, 23.
Caminho monomial, 91-92. face de, 23.
Ciclo, 6, 8-9, 17, 20-22, 81. grafal, 31, 33-34, 45, 56.
fapar, 6, 107, 11-113. homelogia de, 69-70, 71-73.
gerador, 8-9. h-vetor de, 64-65.
Cobertura, 14. pura, 24.
minimna, 14-19, 46-47, 51. simplicial, 11, 22-28, 31-32, 51-56,
niunero de, 15. 64-66, 70, 72, 74-75, 80.
de vértices, 14-16, 46, 123. realizagio poliédrica de, 26, 65, 70,
vetor de (de primeira ordem), 17. 72, 75.
Cohen~Macaulay, 39, 44, 60, 76. Computagio, 114.
ancl, 39, 44, 60--61, 63-64, GG, 68, algébrica, 114-116.
T1-72, 75, 78, 82, simbdlica, 115.
complexo, 64-67, 69, 72, 75. Conexo, 5, 80, 82, 92
complexo duplamente de, 80. grafo, 112.
grafo, 76, 79-81, 82-83. Conjunto,
grafo criticamente de, 80-81. multiplicativo, 132-133.
Cohomologia, 70-72. parcialmente ordenado, 10-12.
Coloracao, 9-10. parcialmente ordenado catendrio,
de vértices, 9-10. 10.
Complexidade, 9, 14, 22,120, 125, Conjetura,
arborica, 9. da cota superior, 73-75.
NP-complcto, 14, 122-123, 125, da cota inferior, 75.

temporal, 121. Construtivel, 65-66.



Corda, 33, 93.
Cérdico, 34, 126.
Cromaitico,

ndmero, 10, 112-113.

polinémio, 10.

Decomposicho,
de Hironaka—Rees, 43-44, 68.
primaria, 131.

Diagrama de Hasse, 12, 32, 98.

E

Elo, 23, 72.
Envoltéria,
afim, 25, 29.
convexa 25-26, 118.

F

Face, 23.
anel de, 45, 51.
elo de, 23, 72.
estrela de, 23.
Fecho,

inteiro, 118.

Fungio de Hilbert, 54, 56-58, 61-63.

INDICE REMISSIVO

Funtorialidade,
do anel de Petersen, 48-50.
do anel de Stanley-Reisner, 54.
f-vetor, 18.
de um complexo simplicial, 55-56,
64-0G5.

de um politopo, 27-29.

G

Grafo, 2-10.
algebra de, 90.
aresta de, 2-6.
—aresta, 30.
cinto de, 113.
complementar, 31, 112.
completo, 4, 7, 10, 14, 17, 92-95,
hamiltoniano, 8.
isomorfismo de, 3, 6.
morfismo de, 3, 49.
multiplicidade de, 79.
pedestal de, 82-83.
puro, 14.
realizagio de, 2-6.
realizacdo poliédrica de, 5.
realizagfio retilinea de, 5.
subgrafo gerador de, 8.
subgrafo induzido de, 49.
tipo de, 82.



4 INDICE REMISSIVO

vértices de. 2. Independéncia,

complexidade de, 82-83.

H ] nimero de, 19.
Independente,
Homologia, G9. algebricamente, 53, 86, 135.
bordo de, 62, analiticamente, 86.
cadeia de, 69. conjunto, 18-22.
ciclo de, G9. linearmente, 37, 42, 99, 137.
simplicial, G9. Isomorfisme,
singular, 70. de grafos, 3.
Homomorfismo, 48-50. de aneis, 128.

de anels, 128-129.

L

Leque, 107.

Ideal, 39-40, 128-129. de Grébuner, 108.

altura de, 47, 133. normal, 107-108.

de apresentagao, 89. Local,

das arestas, 46. anel, 133.

de ordemn, 10-11, 37, 39, 41, 96. estimativa, 50.

de Petersen, 46. Localizag8o, 50, 133.

primario, 131.

primo, 47, 96, 130. M

primo minimo, 47, 77, 96, 131.

quociente de, 132. Mondmio, 36-41, 44, 51-53.

radical, 46, 94, 131. bésico (“standard™), 37-38, 99.

de tipo lincar, 88, 92. fatoragio bésica, 67-68.
linersao, 3-4. forma, G7-68.

geométrica, 3. indivisivel, 37, 08-99.



livre de quadrados, 36, T0.

peso de, 40.

semigrupo de, 40.

suporte de, 52-53, 67.
Médulo, 137-138.

anulador de, 137.

ciclico, 137.

geradores de, 137.

homomorfismeo de, 137.

residual, 137,

sequéncia exata de, 138.
Multicadeia, 10.
Multiplicidade, 78-79.

de um anel, 78.

de um grafo, 79.

N

Normalizac¢fio, teorema de, 111, 135.
NP, 122.
—completo, 14, 122-123, 125,

(@)

Ordem,
lexicografica, 40.
parcial, 10.
de termos, 41, 105.
total 40-41.

INDICE REMISSIVO

P

P, 122.
Partigio, 9-10, 19, 24.
ramada, 21-22.
Pedestal, 82-83.
Permutaedre, 104.
Politopo, 25-29, 73-75.
ciclico, 26-27, 73-74.
cone poliédrico de, 107.
. dimensédo de, 25.
de estado, 104.
face de, 25.
faceta de, 27, 65.
fronteira de, 65, 75.
f-vetor de, 27-29.
-matroide, 104, 106.
de Newton, 104.
simplicial, 26, 28-29, 75.
Poténcia simbdlica, 108-112, 118-120.
Profundidade, 60, 66, 135, 138.

Pseudo-poténcia, 36.

R

Relagdo, 84.
algébrica, 84, 90.
linear, 84, 93-94.



G INDICE REMISSIVQ

polinomial, 84, 88. Suspensao de um grafo, 76-77, 79-80,
de retificagio, 37, 97. 82-83.

Residual, 129.
anel, 46, 52, 129. T

modulo, 137.
Termo, 36, 39-41.

inicial, 106.

Residuo, 41, 43-44, 51-53.

S largura de, 42.
Tipo, 82, 93.
Tipo linear, ideal de, 88.

e, varicdade 2.
Segre, vartedade de, 89, 10 Toro algébrico, 101-102.

Sequéncia,

A-, 60-61. V

exata, GG, 138.

h-, 57-58, 63-65. Valéncia de um vértice, 6.

monomial léxica, 57-58 Variedade,

regular, 85-86. determinantal, 103.
Série, de Grassmann, 104.

de Hilbert, 55, 60-65. de Segre, 89, 102.

térica, 101-103.
de Veronese, 89, 102.

Vértice, 2.

de Hilbert fina, 71.
de Laurent, 71.

Simbélica,
de um grafo, 2-6.
comptbagiio, 115.
de um complexo simplicial, 11, 22.
indice, 111-113.
grau de, 6.
poténcia, 108-112, 118-120.

variavel, 116, Z

Sistema de pardmetros, 60-61, 63, 69,

79, 81, 134-135. Zonotopo, 107.
Soma de Minkowski, 106.




linpresso no Setor de
Reprografia do
Inst. de Matematica ¢ Coppe
UFR



