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PREFACIO

Este texto que serve de base para o curso de mesmo norhe do
17°Coléquio Brasileiro de Matematica (IMPA, julho/89) é uma tentativa
de reunir resultados desenvolvidos ao longo dos dltimos 100 anos e que
tém como preocupagao central explicar o significado das séries divergentes,
que sdo solucdes formais de uma classe de Sistemas Dinamicos Holomorfos
(= equagdes diferenciais e difeomorfismos ressonantes).

Estes resultados (que estdo difusos na literatura especializada ou em
fase de elaboragdo e reformulagio) compdem uma bela, importante e viva
teoria matemdtica, que contém do cldssico, do moderno e abre um leque de
perspectivas futuras.

Quanto ao texto, nio existe ai nenhuma contribuicio original do autor
e a versio apresentada & (propositadamente) ingénua e superficial. Con-
tudo espera ter a virtude de exorcisar alguns fantasmas sobre o assunto e
encorajar o leitor mais critico a consultar e discutir os trabalhos originais.

Antes de abordar o conteiido do texto, gostaria de declarar a forte
influéncia dos ensinamentos dos professores Jean Martinet e Jean Pierre
Ramis da Universidade Louis Pasteur (Estrasborgo, Franga) onde comecei
a estudar os trabalhos de Ecalle sobre as Fungbes Resurgentes emn 1987,
Seus manuscritos sobre o assunto me serviram de base, assim como os tra-
balhos de Malgrange e Phamn; e em diversas partes ¢ melhor que pude
foi apenas traduzir (as vezes colocando hipéteses simpliﬁcadora.s) partes
destes trabalhos. Esta declaracio tem a pretensio de merecer as descul-

pas pelo pligio. O texto deixa de lado as teorias gerais (de somabilidade
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e resurgéncia) bem como a Andlise subjacente ao Cilculo Resurgente mais
elementar e tudo o que segue a respeito ¢ entio somente uma primeira apro-
ximagao ao assunto através de dois exemplos que, com otimismo, contém
as idéias centrais a serem abstraidas, -

Dito isto, agradecemos & Comissio Organizadora do 17°Coléquio pela
oportunidade em especial ao prof. Yves Lequain (coordenador) pelo inte-
resse. H AA e ) _ | . .

Agradego a0s professores Marcio Soares . Mario Jorge Ca.rnelro da
UFMG ea Sergm Rodrlgues da UFSCAR, onde pude expor partes do texto,
) que contrlbum para o-meu melhor entendimento do assunto.

Agradego fortemente ao grupo Holomorfo do IMPA, Cesar Camacho,
Paulo Sad e Alc1des Lms Neto, pelas indmeras dlscussoes a respeito dos
Slstemas Dmamlcos Holomorfos ‘ -

Aos colegas do Depa.rtamento de Matematlca do. IBLCE UNESP, pela
paciéncia e compreensio por tantos periodos de afastamento.

A UNESP E AO CNPq. pelo suporte financeiro.

A Citia Susane de A. Trindade, meus agradecimentos pelo excelente
tra.ba.lho de datllogra.ﬁa. _

SJR Preto, 17 de margo de 1989
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INTRODUCAO

De Borel a Ecalle ... nfio precisamos mais temer as séries divergentes.-

O objetivo do texto é introduzir a Teoria das Fungoes Ressurgentes
e o Célculo Diferencial associado (ou derivada de Ecalle) que chamaremos
Cilculo Ressurgente aphcando—o a alguns problemas tipicos 1lustrat1vos da
teoria gera.l , o

O calculo ressurgente é uma teoria recente desenvolvida pelo ma-
temdtico frances Jean Ecalle (Universidade de Paris-Sul, Orsay, Fi"anga.) nos
tltimos 15 arios e que traz avangos decisivos para a compreensao do s:gm-
ficado das séries divergentes que nascem de sttemas Dma.rmcos Anahtlcos
ressonantes. 7

O estudo de tais séries dlvergentes remonta aos trabalhos de Poincaré
e Borel no final do século passado e a Teoria das fungoes ressurgentes é o
passo além que permite a completa compreensdo do seu significado.

A classe de objetos aos quais podemos aplicar o Célculo Ressurgente
¢ grande e contém exemplos imporf:a.ntes tais como os problemas de clas-
sificacdo dos difeomorfismos holomorfos tangentes a identidade de C” e as
equagdes diferenciais ordindrias com ponto singular irregular ou os campos
de vetores holomorfos com ressonancia.

Para atmglrmos o conceito de funcio ressurgente e 1ntr0duz1rmos )
Calculo Diferencial Ressurgente alguns passos preliminares sdo necessarios.

Sendo assim, no Capffulp I revisitamos a Teoria de Desenvolvimento
Assintético. Em seguida analisamos a questdo da unicidade da realizagio
em presenca de estimativas Gevrey (séries somaveis) e abordamos o teorema
de unicidade de Carleman (fungges quase-analiticas).

O método eficiente para a somabilidade das séries consideradas é o

método de Borel. Estudamos entio no Capitulo II a transformada de Borel



‘e sua inversa natural a transformada de Laplace, obtemos assim a soma de
Borel de uma série divergente. e,

Neste ponto, a boa compreensac desse esquema nos leva & teoria de
Normalizagio Setorial (ilustrada nos capitulos seguintes para alguns exem-
plos). S e

A teoria de Norma.hza.gao Setonal nos da. a geometna setorial” do _
objeto em estudo. ‘

De posse desses pre-reqmsmos (na maioria conceitos classicos, veja
[1],/2], [3]) passamos & parte moderna introduzida pelo conceito de re-
surgéncia (Capitulo III). | .

A resurgencm. explora a0 maximo as propnedades do prolongamento
analitico da transformada de Borel. 4

Initroduzimos ainda no Capitulo III os aspectos mais elementa.res do
Célculo Diferencial Ressurgente (Derivada de Ecalle). Nossa posigao nesse
ponto se'cdmpa.ra com os livros de Célculo I, onde as deﬁlonstrag&es sdo
deixadas para a Analise. ‘Nos limitamos a enunciar e ilustrar as férmulas
do Calculo Ressurgente que utilizaremos no Capitulo IV.

No Capitulo IV 1lustramos a utlhdade do Célculo D1ferenc1al Ressur—
gente em problemas de clasmﬁcax;ao Analitica.

‘Calculamos os invariantes analiticos dos seguintes objetos.

(1) Germes de Difeomorfismos Holomorfos tangentes a identidade de C
(2) Campos de Vetores de C?,0 tipo sela-né e sela ressonante.

Fiﬁa.lizando, gostaria de dizer que diversas outras aplicacdes da Teo-
ria de Fungoes Ressurgentes tem sido descobertas recentemente assim como
relagoes interessantes entre o Calculo Resurgente e a Teoria de Galois Di-

ferencigvel. (Tema de pesquisa atualmente).
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§1.1) * A Teoria Cldssica

,,_“ T,

A teoria de desenvolwmento assmtotlca, classma é no essenc1a.l dev1d0
4 Poincaré e nasce com a pleocupax;ao dos matemsticos da 6 epoca. com as
truncagens feitas pelos astrénomos nas séries dlvergentes com que se depa,-'*"‘
ravarm. e : ' -
Definigao 1: Seja f:]0,a[— C. Dizemos que f é assintética a série formal

7= a,z" € C[[z]} em 0, se:
Para todo n € N, JA,, > 0 tal que:

n—1
f(=z) - Z arz”
r=0

Notagao: f _.-..3 f., Jf=f.

< Apz". .

Proposigio 1. Sio equivalentes:

(@) f = f

z—0

(b) flz) =) ;2" + ana™ + 2"en(2) com hmsn(m)

(c) limgyp (f(z)" e e ) = Op.

Antes da demonstracao, vejamos algumas conseqiiéncias imediatas mas

fundamentais:



. Corolario 1 Se f é assintdtica 4 f pata x — 0 entdo f é localmente -

limitada em @ e hm,r_g f(:z) = ag.

Corolério 2. Para todo 'n, le,] < A,. De fato: Pelo item (b) da

prop. 1 podemos escrever f(x) = Z'f_(: a,z" + 2%an + En(:r) com -
Jim,_ge,({x) = 0. Entﬁo: ) |.-r.-"(f¢., + g, (a)) lf(:i,) - _0 ara': .5
Ay = la, + E,,(1)| 4, e pdsbdndo ao limite quando T — 0 temos

|(l,,| S Au-
Notagao: As constantes .4, sio chamadas constantes de assintoticidade.

Corolario 3. Toda funcio tem no miximo wma série assintotica. De fato: - -
"‘Suponha Jf = feldf=4§ com f =Y a;x"; f = Y b.x". Entao novamente

usando o item (b) da prop.1, temos:

o on=1 ; o - : g
@)=Y ara” ana” +a"en()
r=0 ) ‘

n~1
g(z) = Z b.x” 4 bpa® 4+ & "6,1(1), hm .»;,,(1) = hm ba(z) = 0.
r=0
Logo
(@o—bo) + (exr = by)a+ -+ + {@n — bp)2" = z™(en() — 8,()) -

e passando ao limite obtemos ag = bg,-+- ,a, = by, ++. Vejamos agora a

prova da proposicéo 1.



Prova da Proposigido 1:

{a) = (b): .

=

f—*f=> V,.,El—l,, >0|

a,

< “l +]’Lﬂ+l )

c

lf(ljr ZEL _“a..z 1 < -ln+n = lnn (f(t %“ o ) =0
) . A S _ oo 7.
f(a) ga,{j:’-'-;

.'I: W

En(”) =
k Logb i -
- -1 - . - - o - R
f(a,)— Za,.;b +a,z” + 1”\.,1(1 coimn llm E,l(.’l.) =. 0
| : .' n-=1 s o
(B = () fl@) =Y e’ T, ot m"su('b) =
' i ©ors0 - : _
- o - e l o . . } V . . '. V v‘ . .
hm — (f(:a,) —Z; q,.xr) = ii_x%(an +ea(z)) = an

(c) = (a) Por hlpotesc p'ua cada n mle que

n i r )
(l..'l:
lim (f( ) ™ : ) =dpn-.
©r=—0 :L

n—1 .
En((L‘) (f(‘q’) Z 11‘) = Oy

0

Seja

= flz) = Zarm" + a,2' + a"eg,(x), com ii_i%gn(x) = 0.
0



n—1

flz) - Z aa”

0

< lan + Ea(2)[Z™.

Tomando A, > max; |a, + ¢, (2)| temos o resultado.

Estamos mteressados em fungdes definidas em dominios de C, em geral
estes dominios sfio setores abertos de vérice 0 (se a abertura do setor for
superior a 27 subentende—se que o ambiente é C (superflcle de Riemann
do logarltmo)) o '

A deﬁmgao (1) bem como as propriedades anteriores permanecem )
validas neste contexto. Vamos q\p11c1tar‘
Definigdo 2: Seja f:V C C — C holomorfa onde V' é um setor aberto
com vértice em 0. Dada f = 3" a,2™ € C[[z]] dizemos que f é assintética -
a f em V se ¥, 34, tal que flz) - 3—1 arz”| < A |z® paraz €V (e
eventualmente |z| < r). -
Exercicio: Verifique neste caso a proposigao 1. ) _

A restrigio a setores (ou a dominios mas com o ponto interessante no

bordo) se explica pela proposu;a.o

Proposigio 2. Se f(:c) é holomorta no disco perfurado D(0,r) — {0} e
f = f = Yaa" quando z — 0. Entdo f é holomorfa em D(0,r) e
f(z) = Tt T = Ty ara, isto 6

_ (-0)

T r!

Prova: Segue de ling.) f(z) = ag e da unicidade da série assintética.
=

Exercicio: Mostre que f(z) = e~<z > 0 admite f = 0 (série nula) por
desenvolvimento assintético em 0 no setor S = {z € Cl-7n/2 < args <

6



7/2,]z] < r}. O mesmo continua vélide para um setor.de.comprimento
>x?

Em vista da proposicao 2, o pro'ble'ma‘dé reéiizé.giio'de'éé'ri'es divergentes
como desenvolwmento assintdtico de fungoes holomorfas tem sentldo em
setores (de C ou Coo)

Teorema 1. (Bor'eLRith): Dados f = E‘a,.'a::" E C|[z]] e S: setor, existe
f(z) holomorfa em S tal que Jf = f em S para z —.0.

Prova:

Suponha que S tem bissetriz Ry (pois se § é a bissetriz de Se Jf = f
em & entdo f(xe~ ,‘0) 5 3 a.e' 2" em Rg(S) (Re(S) =& ri;tb,cionado de
angulo ). .

Fixemos S:—p< argz <y e ]:r:| < 1. (veja ﬁgura 1). ..

S
PR

Figwal

A idéia da prova é de substituir a série dada por E;ﬁo a,.a,.(a:)a:’” onde
os “fatores de convergéncia a,(z)” sio escolhidos de tal modo que a nova
série é ﬁﬁjformémente coﬁvergente, mas tém as propriedades assintdticas
da série original quando s — 0. Uma fuhgéo desse tipo é ar(ﬁf) =1-
exp(—25),b- >0com 0 < B < 1.

Exercicio: |1 - éz| < |2| se Re(z) < 0.

7



-- Usando. 0 exercicio acima, temos: -

a, a,( Ha" = q; T (1...(,"4-;)-

[a a,(:r,)a'"|~_|a 1'][1—6 :’l(]u X jl

— . b, '
= |aA,.|' |_b,.] !:qr]" i 'Im-l'il i€ .S"(po‘lsl‘-?;’p(—-;?) < 0

o -
ara 9 < —j°
_ par 6 27_)'.

Logo: _ — - e e
Za o {x)a < ZI | mumu(lub, =la,| 7" -

] L . R
Isto 1nbét‘ra ciue flz) = E;" a0, (a)at ¢ Lolomorfa em S. -

Para ﬁnahzar mostxemos que. f - f-

Temos

‘ f(a:) ZO a2’ = — Za, e\p ( ) st m=rl Z a,.a,n(:v)._rr"”_‘.
. ) . 'r‘=m+1‘ .

O primeiro membro depois da 1gmldadr- dominado pelo exponencial
tende a zero quando x — 0, z € S.

Quanto ao segundo membro, temos:

00 oo’ i Al,l.ll—{i ' E )
a ()™ ™| < 27T« 0,z — 0.
2 aena) 4T 2 Ief 1— o] " a<n)

r=m+1 r=m+l

m
fz) = ?arm" + a;”‘;,,?(:t:) com ng Em(z)=0



Vimos assim, que qualquer série formal f ¢ o desenvolvimento as-
sintotico de nma fuhgﬁo holomorfa nmur-setor S, também arbitrério.
- Vejamos agora qusi.ié sdo as propricdades das fungées holomorfas em
setores que possuem desenvolvimento assintético.
. Existéncia de séries assintéticas:
Proposigdo 3. Seja f holomorfa em S. Suponha lifn,,-ag FONz) = f,.

Entio-

Prm-ra: _
" Dadoa € S, por Taylor temos: -
. o 1@, gy
flz}= fla} + fla)z - ¢} +-- -+ =——(z ~a) + R (x)
com
Rn(z) = o [ (2 =" [0 (0

Passando ao limite quando ¢ — 0 temos:

fm 1:1

flz)=fo+ fra+- + —l—l— fr(m — t)mf(mﬂ)(t)dt.
m. Jo

Tomando t = sz, obtemos:

% f:(m - ) fm D () dt = ;11;'.] (2 — sz)™ fm+ (sz)ads

m+1

f (1— s)mf(m+1)(sm)ds



Entao:-

- y m+1
s - Z b < If(""*”(w)| j a-oras
.= Am+1 I Im+1 com -
SUPLe | f(m+1)(a,)| / ym
1—s)™d;
o .%ﬁ“* m! ( B
Proposigao 4. Seja f hoIomo:fa em §:0 < |z| < 20, 01 < argé’v < b.
028,
Suponha L
F= Za,.n:’“ em S.
Entao o
f(z) = Zrarm'"'l emS*C8
L SNty <argx <63 <0
Prova:
Escrevamos: L e A
f@) =) a.2" +2™em(z), - lim £ (3) = 0
0 zES
Entao: .. ¢

em(@) = (f(2) = Za,.m")-a-:-l; ¢ holomorfa em S(0 ¢ S)
0
Derivando f, temos: °
fiz) = Z’mrm”‘-i -"-l- ma™ e (z) + 2™el, ()
- :

10



Seja o € Ry, perqueno de tal modo ¢ue o circulo Cy de raio o|z| em
torno de z esteja em S, Va € §*.

Seja Mm(z) = sup,ec, lem{2)]. Como s,-n(:c) ¢ holomorfo em C, e no

interior
el ()] € AI"E (T) pela férmula de Cauchy
Entao:
flz) - Zra,.a:""l = |mx'“"lsm(1 + :1:'“5’ (2:)'
r=0 )
l_ Mﬂl
< ol (mlem(@) + Yl
a
= ™! Em-1(%),
: M, (z
Eﬂl—l(m) Em(fb) + ( )
e
lin}] Em-1{2)=0
z€5°
df ~ d : ' .
(E&? — (Za,:x,.)) emS*CS
Exercicio: Seja f holomorfa em § com Jf = f= Y. a,z". Entao

Elim,,-..éo fO)z),5*CSe
ze8"*

lim f"(z) = rla,.
=0 .
zES*

Exercicio: Seja f holomorfa em §." Entdo f admite desenvolvimento as-

sintético em S* C S sc e somente se Hlim,,_.éo FO(z).
z€8*

11



Exercicio: Mostre que em R ndo podemos, em geral, derivar uma ex-
pansdo assintotica. A ' |
Considere f(x) = e~ = scﬁ(e%);lr > 0.
Mostre que f =50 em 0 {z >0).

Mas f'(2) ndo admite desenvolvimento assintético { Alim, g+ f/(2)).

Operacgoes permitidas com séries assintdticas

Podemos somar, multiplicar ¢ dividir, compor e integrar. séries as-

sintoticas da seguinte maneira:

Suponha f =+ Y a.a" = f 1 g —— E b2 = § num mesmo setor S.

Entao:
(a) af +Bg — Y (aa, + Bb,)a" Ya,3 € C.
(b) f-g - (Za,‘xr) Zb @) = Ec,.a;r com ¢, = E;:o a;br-;;

(c) Se f — 35 ara” e glu) —— 30° byu® com by =0
Entdo

hz) = (g0 Nla) = b @ V) CW) = ).
1 0 ) g—gem'W
(d) Se f(z) — 23" arx" com ap # 0 entio

f(x) e Zc,m onde () a,2")(}_en') =

{e) Se f & holomorfa em S com f = T dpaT.
Entao

T - s a.
dt LTl
| s =)

12



Prova:

m

flz) = Za,.m" + &g, () com hrn em(z) =0,
0 J:E.b
- @r r+1 ) = m
| s = S e / Eult)"d
- :+1 m+1 RUN;
’2:1 +1 +a j{; emlsz)s™ds

T?l

=>/ Fit: dt-—z Ar_prtl o ""+1€m+1(1) com"

_01-{-1

1
s,,,+1(.1:):/ Smlsa)sds — 0 .1:—-—>G,a;€S.

Observagao: A integral fﬂ t)dt independe do caminho em S pois
lim, _¢ f(2) = aq. Isto completa a prova.

Desenvolvimento Assintético com parametros

Vamos considerar fungdes de vérias variaveis e o des'envolvimen_to as-
sintético com relagio a wna delas. - | '
Sejam S:a < argz < B, 0 < |2| < 2p e T uma regiéo compacta de C,
(plano da variavel y).
Defini¢io 3: f holomorfa no interior de $ x T C C x Cy é assintético A

32 o an(y)s” quando x — 0, z € S se
VyeT, YmeN, IJA.(y)>0

com

ma-1

flz,y) - Z ar(y)a" < Am(y)z™

0

13



ou equivalentemente

i (L= Do) g

x—{ ol

€N

para todo m > 0 e todo y € T, ou ainda

m

f(;i), y) = Zo:ar(y)wr + :L_rl'g,n(:ﬂ, y) com ll_el;flg €,ln($, y) = 0.
E

Observagio: Se em(x, y) — 0 uniformemente com relacio & y falamos de
desenvolvimento assintético uniforme em y. Isto é:
Ve >0, 36,,(c)>0 tal que

f(z,y) = 30 ar(y)a”

a:ﬂl

< € se |z < 8,,(¢) ez €S

(6m(€) ndo depende de y !).
Isto ¢ equivalente a dizer que s, (v, y) é, para cada m limitado em
S X T lem(z,y)| < Am.

Proposigio 5. Se f(z,y) holomoifa em S x T possui desenvolvimento
assintético uniforme, entio:

(a) Os a.(y) sdo fungdes holomorfas em T

(b} gﬁ(_x, y) — Yoo ah(y)z” uniformemente em compactos Ty C T.

Prova:

(2) Note que se f(z,y) — T o° a,(y)a" entdo

am(y) = al:l_rf})

mm
zES

(f(:c,y) -yt ar(y)x")

14



¢ como o limite é uniforme e y, temos ap,(y) holomorfa.

(b) As funcgdes a,.(y) sio limitadas e T, pois sao holomorfas'e T é com-
pacto. Logo f(z,y) é limitada em S x T pois ¢ holomorfa e tem limite
a,(y) limitado quando z — 0.

Note que en(z,7) = = (f(z, J) o @r(y)a") é holomorfa em S x T

e lem(z, y)| < M,,. ‘

Seja Ty ¢ T compacto e r=dist (T},9T) > 0. Pela férmula_de Cauchy:

85,,;

(1, )|<———cmeT1

Entao, derivando a igualdade

m

flay) =Y ay)r” + 2™ em(z,9)

r=0

temos o resultado,
Observagao (1):

f(z,y) = e |y| possui desenvolvimento assintético nulo com relagio a
z para S C Re(r) > 0 e T C C, uma regido limitada.

Logo f(z,y) tem desenvolvimento assintético uniforme com coeficientes
ar(y) =0 V,. Mas f ndo é holomorfa em y!
Observagao (2): Sobre a inversdo das varidveis no desenvolvimento as-
sintdtico: 7

Seja f(x,y) holomorfa em SxT e assintética a Yoo ar(y)x” paraz — 0,
zES.

Podemos expandir f em série de poténcia com relagdo a y (supondo
T>{yeCllyl<r}.

Seja f(@,4) = SiZoe(e)y’, 2 €5, | < .

15



Se f é uniformemente assintética & Y e {y)2" entdo vimos que cada
i ' o0
a{y) é holomorfo. Logo podemos escrever au(y) = Yoy @rey®s Iyl < 7.

Substituindo em Y oo, a,{y)e" temos:

Z(Z(i:'s?f")-r"'

prel s=0

e reordenande obtemos
o 0o )
E' ( E “1'33:,.)113
s=0 r=0 ’

A afirmativa agora é que:

oo
cs(x) — E " cm S para 2 — 0.

r=0

Prova:

Por hipétese, para cada m, existe £, (2, y), limz—g ep(a,y) =0e
: €S

m

Flay) =) ay)r” + ez y)a™

0

m >

= Z(Z arsy’)2" + 2" em(2,y)

r=0 s=0

m

o
=30 ana" )" + 2 em(z,0)

s=0 r=0
Substituindo f(z,y) por ¥ oo, cs(2)y® temos:

oo m
Z(Z ars” — ()Y’ + 2Tem(z,y) =0

s=0 r=0

16



Logo:

lim
5=0
TES s=0

Escrevamos g, () = c"(x)-zr.:?"_u”r e gm(2,y) = Z:‘;Ug;,m(:c)ys.

~
Para provar que ¢ () — 3,72 a,s2° basta agora mostrarmos que

. .
(= Dty o

a‘.ﬂl

limz—o gs,m(2) = 0 Vs, Vm.
zES
Pela férmula de Cauchy, temos:

1 [ gmlw,y),
gs.m(l‘) = ﬁ]{‘ %—"dy, - I: [y| = R <7r

Como limx_:g gm (2, y) = 0 uniformemente para [y| < yo obtemos
e P : ‘

lim g, .. {x) = 0 Vs, Vm
x==0 '

TES
Logo

gy = Za,.sm." em S.

s=0
Exercicios:

(1) Demonstre o teorema de realizacio com parametro. Isto é Dados
f= Y a(y)c” e S C C; setor. Mostre que existe f(,y) holomorfo em
SxT (T dominio comum dos a.(y)) tal que f — em S, uniformemente
em y.

(2) Seja f(z,y) = 1320 wam -

(a) Mostre que f € holomorfa em |y] < yo < 1€ 0 < 2] £ 2o, |argz| <

8 <.

17



(b) Alim r—Q_ f(z,), (ndo existe nenhum limite radial!). Logo f nao

r=re

admite desenvolvimento assintdtico em poténéia de z.
Resumo: Seja & um setor em C (ou Cy) e f: § — C holomorfa.
Entio f admite f = ¥ a,2" € C[[z]] por desenvolvimento assintdtico
se e somente se
3 lim fO)(x) = f. com §* C Sef, =rla,
 zes* -
Seja .
A(S)={f e O(S)3 liH%,f(")(i), Vr=0,1,---}

rES

A(S) é uma subaﬂgebra da algebra O(S) das fungdes holomorfas e a
aplicacao
- =
A(S5) = C[[z]]

fr—oJf=f

é bem definida e sobrejetora. Mas néo € injetora. '
A injetividade de J depende das propriedades de crescimento das con-

stantes de assintocidade A, e do dominio S.

§1.2 Desenvolvimento Assintético com Estimativas
Gevrey

As condigdes de assintoticidade sio definidas pelo comportamento dos

A, quando n — co. As seguintes condigoes sio importantes.

18



(1) A, < CA® (C, 4 > 0) (assintoticidade geométrica). Neste caso, se -
f — com |a,| < A, < CA4” entdo f ¢ holomorfa no disco de raio
) :
r< 3
(2) An € CA™n! (C, A > 0) (Assintoticidade Gevrey-1)
(3) 4, < CA™(nY)® (C, A, s > 0) (Assintoticidade Gevrey-s)
Explicitamente, dada f holomorfa em S e f = Y a,z" diremos que
f € As(S), J_.,f = f se para todo n, If(“’)‘_ ol (L?.'nr"| < CA™(nY)* ||,
zeds.

Observagao: Como neste caso Ja,| < CA"(n!)® temos um subconjuntb de
C[[z]] definido por tais f

Cllells = {f = 3 arz” € C[[e]] com fan] < CA*(n)*}

Definigao: Cl[z]]; é o conjunto das séries formais tipo Gevrey-s.
Note que: [a,| < CA*(n!)® & %s—.”)]; <CA" & Z:ZO r5e 2" € convergente.
Segue desta observagio que C[[z]]s é wma subalgebra de C[fz]].

Consideremos a aplicagio A,(S) L Clz]]s-

Neste caso, o fato essencial ¢ que se § tem abertura “orande” > s.w
entdo J & injetora, isto é cada f € C{[z]], codifica uma dnica fungio holo-
morfa em S. Vamos provar este resultado na préxima sec¢do quando estu-

damos também as classes Qua,se—ana.liticés (Teorema de Denjoy-Carlemann}).

Exemplo: Seja ‘ .
f(z) = / elt=1dt
Fazendo
' -1 o . :
u=t"1=>du=—t—2-dt, dv = eldt = v =¢'.
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Entio:

. 1 | Tl
f e't7ldt = ~e* +f =e 'dt -
—oo x t=

-2 1 1
fT‘H; dv=ce¢'di=v=e

71,1 2 L, [ 2
. / f—,,c (h‘—{—e +/u°°e E-_,;dt—;,_,-e +/— --d.'t

Continuando temos:

Fazendo

1
u=¥;_,-=>du=

¥ 1 1 2! m!
f e’t‘%lt:T [1-}- L L S i +(m+l)
€X X

—oc m
Copd
/ . t—m-—‘.’ef-.rdi]
—o0

Seja
,.

Ry(x) = (m.'+ 1! / fmm=2 tr gy
. o =
Entéo:

IRm(a’)l = |(m + 1)!2:(3!“1'15—"‘_2!1‘00 + (m + 2)1.] et—zt-m-2dtl

—_—

- . . T
< (m4+1)! |:|:|_m_x + (m + 2} {z| |f t_m_sdﬂ
—00

2(m+1)!
_W, z <0
Seja
2! = nl
f—1+ +§+-rv_= pe e g(2) = ze~" f(x).



Entio
n

g(w)—zz—,i-

n=0

< 2(m + 1)!

_W, x <0

g{x) é assintética & f com estimativas Gevrey-1 ao longo de R_
para & — -—-00.

Note que podemos prolongar f(x) analiticamente a0 plano complexo.
Verenios no capitulo seguinte que o desenvolvimento assintético continua
vélido no “setor” C — Ry quando |z] — co. ‘ '

O Teorema seguinte dd uma outra caracterizagdo da assintoticidade "
Gevrey-s.
Seja

Vasr={2z=re? € Cy| [0-a|< g-, r < R}

Se W ~ {0} C Va4.0,r denotamos W < V.

Teorema. Sejas > 1 e f holomorfa em V' com desenvolvimento assintético
f=> ana™ para v — 0. Entao sdo equivalentes:

(a) para todo W < V existem Cw > 0 e Aw > 0 tais que:

sup | £(z)] < Cw Ay (n!)*
zeW P " .

(b) para todo W < V existem Kw > 0 e Bw > 0 com

sup |

_ 5 -l W7
D 1) %,:‘ =027 | < KwBiy (nl)*™!
zE .

21



Prova:
(a) = (b): Por Taylor, dado a € V/, ‘ .
o)

SN ’ o " n—1
f2) = @)+ e = oot e =)
SRS BTN N)
oo f (w — 1"~ ) 1)t
Como f admite f - 2_6n2™ por desenvolvimento assintético

= 3lim,_o fU)(a) = jla; em subsetor IV < V.
Loge '

. ; .
F(@) = a0+ a1+ +anq2™ + oo [) (z — t)n—lf(n)(t)dt

n-—1 z
f(a:) - ;la,.n:" = (?-;1-1—), /0 (-t M@t zeW <V

< (n_l—l), sup |f("-3(§:)| je “(@ =t

s zeW

n—1
flz) - Z ap”
r=0

= (n — 1)' sup lf“”(m)'f (1-s)""1ds

rEW

[

reW
I:LI —CwAf(n!)°
n-—- 1

(b) = (a): Como Hm""{ﬁ f(z) = nla, =
V=8 i

lim f(")()

zeW

< nllan| < Cw AR (n!)*

22



‘f(")(:v)l < KwBl(nl) VeeW <V

Teorema. (Borel - Rith com majoracio Gevrey).
Seja s > 1 e V setor de C com bissetriz Ry e abeztu:a < (s — 1)1r
Entdo dado f € C[[2]], existe f € A(V) com Jf = f.

Prova:
Dado @(t) = 3 byt™ € C{t} com raio de convergéncia R > 0, definimos

sua transformada de Leroy 111complet1 de ordem K = -1,

k ’
b r(0)(2) = ;—,;fn o()e~(Ftv1gr  0<r<R

1 ™. ‘
(por exemplo:k =1, & .(p)= ;j p(te~=dt)
. 0

Note que .
1)1 = () [t - et R

Se 2 = re?? = Re(% = X)coskd e para que Re(-l; > 0 basta tomar
~35 <0 < 7 e como k = ;15; basta tomarmos —Z(s— 1) < 8 < Z(s—1).
Assim, z =ref €V = Re(;x-' > 0= & +()(z) holomorfa em V.
Deixamos ao leitor mostrar que . (¢)(z) € assintética com estimativa
Gevrey a ¥ anz™ onde tomamos como @(t) = 3 b,t" a série convergente

by = ﬁﬁ% Para tanto basta integrar por partes {x -(i).

Observagao: O argumento usado nesta prova sera melbor explicado no
capftulo II quando estudaremos detalhadamente este tipo de transformagéo
(de Leray). L4 nos atacharemos ao estudo das transformacdes de Borel e
Laplace e suas relagoes com o desenvolvimento assintético.

A seguir introduzimos alguns resultados relacionados com problema da-

unicidade da realizagio de f , propriedade chamada de quase-analitica.
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§I,3). Classes de fungdes quase-analiticas

A defini¢do (e o interesse) das classes de fun¢fes quase-analiticas vem
da seguinte propriedade de unicidade das fungdes analiticas:

Seja D C C uma regido aberta e zp € D. Dentre todas as fungdes
holomeorfas em D, a tinica que tem a pl'opriedéide: f(z0) = fz) =+ =
f)(z) = -+« = 0.¢ a funcdo nula.

Além disso,.as fungoes holomorfas em D tem restrigdes no crescimento

das derivadas em zg, isto é; da férmula de Cauchy

F™(z) = kil _....._-f.(.:z_)..,_._dz

27 Jop (2 — 20)"t!

segue que |f("N(z)| < 2 onde Cp = {z € Cllz—2| = R} e K =
supecy /() -

A propriedade de unicidade acima é verificada para alguma subclasse
de C'*°, na qual impomos restri¢bes no crescimento das derivadas?

As classes C{My,}: Sejam My, My, Ms,- -+ nimeros positivos

Definigio: C{M,} = {f:R = R C* tal que existem By e By > 0 com
sup |f(“)(a:)| < BeBEM,}.

Observagdo: No momento vamos nos preocupar com as fungdes reais a

extensdo ao caso complexo é imediata.
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Observag:z'io: (1) Se f € C{JM,}, temos:

sup [ £ (a
<5y, » 22Ol g

sup

()

i (n)f 0
= lm (sup—limﬂ(l—)l) < By

n—oc

(2) A constante By é mais importante que 3; esta sé e colocada
para que C{M,} seja um espago vetorial {pois, omitindo B; na definigao,
terfamos sup |f(z)| < My = C{M,} ndo seria espaco vetorial).

(3) Pode-se mostrar (exercicio?) que qualquer sequéncia Mp, M,
My, - é admissivel, isto é, C{M,} contém infinitos elementos distintos.
Assim os M, nao precisam estar sujeito a relagdes. Contudo vamos “nor-

malizar” as sequéncias {4, } que consideraremos pela condigao

C My=leMI< My My Vno

Proposigao. C{M,} é uma dlgebra {com o produto usual).

Prova: Dados f,g € C{Mn} =

1(2)| < BrBFMa ¢ |o(3)| < 8,85 Ma

Entao:

k)

(9@ = T (1) @)

i=0

= |(0@)| <818, BBy My, ()

=0

25



Exercicio: Se My = 1,M> < M, 1M,y = M;M,_; < M,0<j<n

I

Usando o exercicio temos:

n

o) < 8180 3 () B3040 = By By + B,

i=0
f - g € C{Mrr}

Definigdo: C{M,} ¢ gquase-analitica se a tinica fungio f de C{M,} que
se anula num ponto xp junto com todas as derivadas é a fungio nula, isto
& feC{M,}e f(zs) = f(a)="-=fO)xp)=---=0= f=0.
Proposigdo 2. C{n!} é qﬁase—analﬂ:ica.

Prova: Na verdade vamos mostrar que C'{n!} é uma classe analitica, ou
seja, C{nl} = {f:R — R C*°|f tem extensio analitica e limitada a
Hmz| < 6(6 > 0)}.

De fato: Seja f(z) holomorfa em |I'mz| < 8, |f(z)) < M. Dado z € R, por
Cauchy:

1@ =5 [ i = 1) < 3

@) = g [ L e o |00 < ibs

o fecn)

Reciprocamente, suponha f € C{n!}. Entdo: |f(™(z)] < GB"nl.

Afirmo que, -

1

® fn)(g .
f(m):Z,-{#(:c—a)“ se |m-—a|<§, a€R

n=0
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de fato: Por Taylor temos:
nl o) :
V= z ) .'(a)(a: —a)
e

1 N n— n
+(n—_—1—)!fa (z —£)" " F{M()dt

Estimando o resto, temos:

ﬁ f( - f)"“lf"”(t)dt|

/:(.1: ) ldt| =3

Se |B(z'—a)|® — 0 quando n — oo (ou seja se |x~a| < %) entdo

| Rn(z)| =

< BB™n

|B(z — a)|”

(n) . .
Yoo L n!(“)(x — a)" converge para f(z). Se |z—a] < -};,. definimos

(n)
Fz)=%2 1 (“)(z-»a)" na faixa |y| < 4, 2 =z +14y. Seja0 <6< 5

n=0 nl

Entdo: para z = z + iy, |y| < 6.

o fin)(,
F@) =5 Dy
n=0
|f (a)] gB" n'é“ B
; ly" nz“% =175

F(z) é limitada na faixa |y| < 6.
Proposigdo. C{M,} é quase-analitica se e somente se a tnica funcdo f
de C{M,} com suporte compacto é a nula. '

Prova:

Se existe f # 0, f € C{M,} tal que supp(f) = {z € Rf(a:) £ 0} é com- |
pacto, entdo Ja € R|f(™)(a) = 0 Vn > 1. (Basta tomar a ¢ supp (f)).
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Logo C{ M} néao é quase-analitica. Reciprocamente, suponha C{A,}
nao-quase-analitica. Isto significa que existe f € {M,} e a € R tais que
f'(a) = f"(a) =--- = 0. Suponha a = 0. Seja zg > Ulf(lo) > 0. Deﬁna
glx)=0sez <0e g(.?:) = (.’L) se z > 0. Entéo h(z) = g(z)g(2zp — a,)

h =0 se r < 0 verifica;
h{z) = 0 para z > 22,

h(zo) = g{z0)? > 0, logo & nio é sempre nula, supp(h) C [0, 2z9) e
h e C{M,}.

Veremos a seguir o teorema fundamental sobre classes quase-analiticas
de fungdes reais. A mesma caracterizagio vale também para funcoes de C
e a relacdo com o desenvolvimento assiutético serd discutida a seguir. Os
resultados que seguem sao de Denjoy e Carleman.

O leitor interessado em mais detalhes pode consultar o excelente texto

de Carleman, “Les fonctions quasi-analytiques”.

Teorema. (Denjoy-Carleman)

Suponha
My=1, M2<My_1M.y,.
Sejam
Tl n

Entdo, as seguintes condigées sdo equivalentes:
(a) C{M,} ndo é quase-analitica

(b) f log Q(x) 4= Trez < +o0

(c) _];" logq(m)l—m < 400
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0
(d) 305 (L) ' converge
(&) 3oy —H "“ converge.

_Observag:éo: Se M, — +oo rapidamente quando n — oo. Entdo Q(z) —

oo lentamente. Cada uma das condigdes diz que M, — 400 rapidamente.
Se M, = n! entao -&‘;ﬁ:i =1 e como ¥ 1 diverge temos C{n!} quase-

analitica.

Prova .do Teorema:

(a) = (b): C{M,} ndo quase-analitica = IF 3 0, supp(F) = K compacto

C [0, A] e tal que sup|F(M(2)] < 4 Vn.

Defina f(z) = fOA F(t)e'**dt. Entdo: f ¢é inteira (holomorfa em C) e se
: - A oA |
Imz>0, |f(z)| < / [F(t)ei**| dt < f |F(8)] e~dt
: : o 0
<AM, M= suwp |F(#)|
T 0gi<A

f & limitada no semi-plano Im(z) > 0. Seja g(w) = f (ll'—_;_'—w“—’)

Entdo g é holomorfa e limitada no disco unitério U, e continua em U, exceto

em w = —1.
Como ‘
' 1 T l_ ) .
F#£0, 5y -rlog la(e™®)] df > —oo
Se
z(l - ¢'?) dz
T T1te? T 2=’do 2(1 + a2)
Entao:

8

© [ gl T
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Integrando f(z) = j;]A F{t)e''dt, por partes, obtemos:

1
(iz)"

e usando que |F*(z)| < a,

f(z) = f F(")(t)e“zfztz;é()(pms F)(0) = FO)(4) = 0)

temaos:
|2 |f(z)] € AM,2™  Vz€R, Va20.

Portanto:

Q) f(2)| = 5 it & (“) <y A o =

n=0 n=0

Tomzmdo ¢ logarithmo e integrando, obtemos:

fop2.4
fo log Q(z)- +x2 sfo o€ da—/ loglf(m)ll_,_ 5 < oo

em vista de (*).

(b) = (¢): Temos Q(z) = 3 ¢° -ﬁ%, g(z) = sup,,l;,0 M . Entédo ¢(z) < Q(x)
e o resultado segue.

LE)_:';" (d)' Seja. a, = .nf[;;; Entéo:

G SdrSa< - <an Sapg <o

pois:
Mo=1; M? < MyMy= M, < M},
Entéo

1 2
M3 < MMy = M3 < MMy = Mz%‘ < Mj}.

Suponhz (hipétese de indugdo) M- ““’ < Mr:‘ Entao:

2 I+ | . -
ME < MyoaMogy = M2 < My® Mpyy'= M7 < M7
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xZGanﬁexMiﬁ% a}n >e" | (l)Zlog‘jx?JZn
Entao:
€ant1 dﬂ, o dx. e
e log g( -—>e n/ —-—+e/ N4 1)—
‘/; ) TIZ Ea'n-lv-l( . )mz
N RS 3
Gn  CGn4 aAN41 = tn
Logo
f: : ‘% < +oo -
M, o
n=1
(d) => (e): Seja X, = MA}:I -
MD M ﬂ{[') -
A =L > A=t > Anet > An >
1= Ml > A= M, - Az ﬁ{fg > > A 12 A
Se a,, = M., temos:

(a'n’\n)n

1 H

= (M,?A,,)n = Mp AT < 1,79 W5 WD WEPSTED

kan n)u{l.—.} A?‘S_g:-j}:
: A
A R
Mo LT
ﬂf’: - kMr‘.,ﬁ'
oo [ I 2
M. T\ 7w
N Mo 0 . < 400



{(e) = (a): Suponha 3 A, = yf}—j—‘— < 400. A partir dos A, construimos

a fungao:

f(z) = (sexyuz) n=, senA,,z.

z n=Uoaz

Afirmagées: (1) f(z) é inteira (holomorfa em C).

sen x

de fato: Como 1 — tem zero na origem = 3B > 0}

|1- S"“”l < B, lz<1
Segue que
sen A,z 1
- < n 3 <5
ll s I < Biulels 4 o

b |1 =t daz| converge uniformemente em compactos |z| <

nt

Aa An
inteira nao nula.

(2) 3C > 0axso| |f(2)] € Ke€!*! (isto é: f de tipo exponencial).

R e pois Z)\ < +00. Logo .~ 1253:——“-‘3 deﬁne uma fungio

Prova:
senz 1 f! Jite senz| _ iy _
= - dt = I I<e*’,'(z=:c+zy)
z 2J4
Entao: -
1#(2)] = lsenz| [ sen A,z
- n=1 ,\nz

< e2lylnw_ eralvl
< T Al ¢ Ol
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COoImn
C=2+) X,

(3) f) verifica as desigualdades: |2 f (z)| < My (¢
de fato: Usando |senz| < |2 e [senz| € 1,' obtemos:

2
e:z) .

[ @) < lal* (*52) "t |22
< (sez:z:)‘-’()\lm)\kg)_, - M, (sena:)Q.

Integrando esta tltima desigualdade temos:

% ffo o |m’° f (:c)l dzr € My = a transformada de Fourier de f,

F(t) = 5= [7 f(z)e't®dz (t € Rj tewn suporte compacto e F ndo é
identicamente nula. |

Alem disso F é C ¢ FO(t) = L [® (_iz)kf(z)e~*"dz. Logo
sup|F(R(t)| < My e F € C{M,}.

C{M.,} ndo é quase-analitica. Vejamos agora a extendo do Teo-

rema anterior ao plano complexo.
Teorema de Unicidade de Carleman. Scja f: D C C — C holomorfa,
onde D =‘{z € Cl|z — 20| < R} é um disco.

Dado p € 8D, temos:

@4 s, VZED@/ los(i(%))%

(Z - ) v=0

diverge

Observagao: Em vista do teorema de Denjoy-Carleman,

dr
di
]; log (Z A2) diverge « Z i iverge

=1
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Coroldrio. (Unicidade da realizacio do desenvolvimento assintético, caso
do disco).
Dados um dominio D, zo € 8D e f = Y co(z — 70)° € C[lz ~ zo]},

existe uma unica funcdo f holomorfa em D com

n—1 v . ’
Y= o cu{e —20) |
f( ) E‘U.—-O v( 0) 5 B“ Vn, Vfl c D
(.’C — -'L'O)n .
oo _1 o
se e somente se ) -~ 57 diverge.
Vejamos mais detalhadamente a relacao entre as séries assintéticas e

as fungées C™ reais.

Condig¢des necessdria e suficiente para

a quase-analiticidade de fungdes reais C*°

Dada f:R — R C* com derivadas limitadas, isto é; para cada n,

existe M, com sup,s | f(?(x)| £ M, podemos definir a transformada de

Laplace de f
==}
@(z):/ flz)e ™ da.
] ‘

® tem as seguintes propriedades:
(a) E holomorfa para Re(z) > a > 0
(b) @(z) ¢ assintdtica a En>0 ,,4_(10) quando Re(z) — +oo (Basta integrar
por partes!). ' ' '
Observagao: Note que a inversio % = w, transforma o semi- plano
Re(z) > a no disco de centro 5_ e raio 5 que tem o 0 no bordo.
Entdo $(L1) = [ f(z)e™ = d:t: é holomorfa. no disco aberta Re(i)>a
e admite a série Enzo F{(0)w™ ! por desenvolvimento assintético quando

z — 0, € V: setor contido em Re(Z) > a. (veja figura a seguir)
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p ////m ' > A]

Figura

Voltando, podemos escrever

(r) 2

zr+1
onde
+ oo M
P(z) = f FNz)e " dz + FOIN0) = |@,.(2)| < T" + M,_;.
0 .

Reciprocamente, a cada fungio ®(z) assintética & Y .. Cn_12~™" para

Re(z} — 400, com constantes de assintoticidade M, isto é:

(|<I>(z) - Tic,,_lz‘ﬂ |2|™ € Mn)

v=0

podemos associar wma funcio real definida por

ft) = ! fa-*-ioo B(z)e*dz (¢t >0).

i ¢ —ico

(Transformada de Laplace inversal)
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Entao:
fé C'°°, M0V =C, e If(“)(t)l < My + e may
Dados Ay, Ag, -, lembremos que

Ca={f:R— RC®|sup

f(”)(m)l < K?4, n >0}

Entao, revisitemos o teorema de Denjoy-Carleman:
Teorema. Denjoy-Carleman
Ca é quase-analitica & [ log (E:—.o 3‘%) & diverge.

Prova:

 (+=) Se ;" log (Z:’;O 1};—) 4 diverge = 3,50 ”%/?G diverge.
Seja f € C4 com F((0) =0 Vn > 0.

Entao

®(2) = [)"—"-’ f(.r)e“lzzd;,; = ;1_5 Am f(n)(x)e_z“’fim

(integrando por partes e usando f(")(0) = 0).
Logo para Re(z) > 1, temos:

KnA, o KA,
B(z)] < —Lon ,,"f e~tdp = Ao
lzI* Jo |z]

Para concluir que ®(z) ¢ identicamente nula usamos agora o seguinte lema:

Lema. Se¢jam

A< <A<, Ay o400
BrL< B < -t niimeros positivos
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Suponha que ® é holomorfa no semi-plano Re(z) > a e satisfaz |®(z)| <
" ¥n. Se Yooy g diverge entdo ® = 0.
Sendo ®(z) = [~ f(z)e **dz=0= f=0.

(=) Se [ log( 0 :2 )ﬁ < +o0, existe &(z) holomorfa em Re(z) >

1, ndo identicamente nula e satisfazendo [$(z)] < I-z—l",r n=12---

Defina
14ioc (I’(Z)
z(z—1)
f(z) = 27”.[1 e % dz.

—ioo

Como [®(z)| < IAI’.’; , obtemos que a integral converge uniformemente em R,

féC™e

14ic0

™) = 21”] ez ”(z (z)d =

1-ioo

f<“’(a:)|

Pelo teorema de Cauchy, f(2) = limg—oo 507 J, “:’:f ”(2‘1)-1-1(12
donde f(zx) =0z < 0= f("(0)=0Vn.

Finalmente f nio pode se anular identicamente, pois

‘I’(Z + 1) _ * RYEY-1 )
GTiR —‘/0 flz)e™*"dx

HEOES NSt —-ld.'z é ndo identicamente nula e verifica f("‘)(O)
Vn, If(“)(z)l < A, ¥n.

C{An} néoc é quase-analitica.

Estimativas Gevrey e Quase-analiticidade
Vameos agora demonstrar o teorema de unicidade da realizagdo as-

sintética em setores (grandes) quando temos estimativas Gevrey.
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Dado f € C[[z]]s (s > 1) e um setor V de vértice 0, quando é que
existe uma tnica f holomorfa em V e assintética & f? A resposta depende

da abertura de V e de s.

Teorema. Dados s > 1 eV: setor de abertura > (s — 1), entdo para cada

f € CJ[z]), existe no mdximo uma f € O(V) com
Jsf=f .

Prova: (para o caso s = 2)
Suponha f,g € O(V) com Jof = Jog = f. Isto &

n=1

fz) ~ Za,.a:’" < B;Bjn!|z|?
. )

-1
g(z) - Za,,m" < ByByn! |2]"
[ I oo :
)] = (@) ~ g(@)| < C- Amnlfaf* Vn, VoeEV

<« |h(z)| £ C - A*n!|z||" Vn; Para cada z fixo, vamos procurar o minimo
de CA™n!|z|", n € N. Note que para z fixo, [h(x)| é um limite inferior do
conjunto {CA™n!{z|"; n € N}.
Entao: '
<c-i *nl|z|™
h(@)] < c- int {41 |a|")

Consideremos inicialmente a proposigio seguinte:

o 1
Proposigio. [p(z)| < CASK™, (V2 > 0) = [p(z)| < Clemek1=.

38



Prova:

Como CLI:III,‘:E > jp{z)| Yk € N (2: fixo). Temos:

kLo
le(z)| < C.inf (A|;] ) ¢-ua (%)

onde

) Lo
pal€) = n,},f{ﬁ}

Calculemos a forma explicita de pq(§).

Paraa =0: p.(é)=in

! {lselﬂzl
f——=
kel

0 sel¢]>1

Resulta que uo(%) = 1 para |2| < A e Ose [2] > A
w(z) tem suporte em {z| < A.
Inversamente se p(z) é C*° com suporte em |z| < A. Entédo |z¥p(z)| <
CAk. |

{»:R = R,Cjp(a)] < S o CA%) (o C™|Supp o = compacto ).

Para o > 0: Afirmo que a ordem de decrescimento de u{£) é dada por
1
ekl Isto é
ko

e~ kI < pall) = mf£——— <C- ik
et
ko

2 < pall) = 1nf —lirl— <C.emShI
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Para a demonstragiio, suponhamos que k seja uma varidvel continua e pro-

P . ~ka
curaremos o minimo da funcio f(k) = "—‘Er

Temos:

~ka
log f(k) = log Iz,k = oklogh — klogé

= %logf(k) =alogh 4 o -logf =0

1.4

=}lv—g£°’
il Fk) = = .0 [’_.._1.,5:.‘:
g s =g > 0= Ko=2

é um ponto de minimo local de f.

o1

minyg log f(k} = log f(ko) = log f(-i-g:ﬁ") = _Ega

oed
miny f(k) = e~ (267}

Como k 56 pode assumir os valores naturais ming f(k) é um pouco superior

ao valor calculado.

- o =l
miny, f(k) > {7%€°),

Se %y é o menor inteiro dentre os k € N|ko < k temos:
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logf(kl)—logf(kg)+ ("\1 — ky)? <105f(’»0) 2L
I\'-(] < k—g < }\.'l

Entao:
ming log f(k) < log f(k1) < log f(Ko)+ —— 21.,
0

=_E€% _|_a;e .E"%

¢ 2
o - o ;'L
-~ miny, f(k) < elF e (CE)
O primeiro fator para’{ > 1 € majorado por C'| = e%. Se 0 < & < 1 temos:
ke e (_agh
—é_T<1<eT-(_?£“)=> VO<£<OO

miny,

apt et
e(—';f“) S #a(f) S Ce(_?ea)

lp(@)] S Clha( ) SO E BT =T el 0= —
eAs

Considere agora a hipétese |¢{z)| < CiAl,.”l Ve >0Vn 2> 1

Ent3o pela férmula dé€ Stirling

n V270 - B, com lnn E,=1

n!=n
e n—4o0
Entdo como |3/%—? . Enl S K temos:

!l <K -n"
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. CA™n! _KCA" i
“e (@) < S Tl " = [p(a)] < Me®!

fazendo z = L =  |h(z’)| < Me T4
Para finalizar mostremos que h{z) = (0 Vo € V. Para tanto, utilizamos

o Teorema de Phragmen-Lindelsf, deixamos ao leitor completar os detalhes.

§1.4 Desenvolvimentos Assintéticos Gerais

Séries de Dulac
) :
E necessirio em muitas aplicagtes, considerar o desenvolvimento as-

sintético de séries mais gerais do tipo

f=Zan-x)"‘; M <A< o0d; ER
n2>0

isto &, séries “ramificadas”. Um caso frequente é quando A, =n-A, A > 0
dado.

A definicdo de desenvolvimento assintStico se estende naturalmente a

este caso, temos:

< Ayt

n—1
f(z) ~ Z apzt

r=0

as condigoes de assintoticidade geométrica ou Gevrey-1 se traduzem por

A, SCAM e A, < CAMT(A\,).
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CAPITULO 1I

SOMABILIDADE

A grosso modo a teoria da somabilidade procura definir uma soma
para séries divergentes. Neste capitulo vamos estudar somente o método da
somagio exponencial de E. Borel (veja [1]). A razio para a restrigio é que
as séries divergentes que vamos estudar nos capitulos III e IV sio Borel-
soméveis. Para maiores detalhes sobre outras teorias da somabilidade o
leitor pode consultar Hardy [13]. ‘

Usaremos a transformada de Laplace para definir a soma de Borel
de uma série divergente. O método traﬁsformad& de Borel - transformada’ |
de Laplace nos fornecerd um processo candnico para construir fungdes ho- '
lomorfas em setores com um dado desenvolvinento assintético. -

O método de Borel se aplica muito beny &s séries com raio de con-
vergéncia ndo nula e nos fornece uma expressio para o prolongamento
analitico, detectando em quais pontos do disco temos obstrugio (singu-
laridade) ao prolongamento (este método é chamado o Radar de Borel).

Os resultados expostos neste capitulo foram fortemente inflienciados

pelas excelentes notas de J. P. Ramis [8] e J. Martinet (7).
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§I1.1) Somagao Exponencial de Borel - Soma de Borel

de uma sequéncia numérica

Definigdo: Seja s, € C uma sequéncia numérica, Dizemos que s, é Borel
- somdvel com.soma s se

- L B

i) Yol snZy converge Vz € R

e

T . .. — (="} r s ¢ . . .-

i) e (e g0 =
Observag:ao. S(z) =e® En 0' ’"—,~ é a média de Poisson de parametro

n;
1 sobre N

Proposigido 1. Suponha s, convergente com s, = s. Entdo s, é Borel -

somavel com soma s.

Prova: Como sn — 5, lim supl—nlﬁ =0. Logo En—'ﬂ

ﬂ""m

sn n, converge Va: €
n
C. Mostremos que hmx_.oo [CadIry Snﬁ) = s temos

) n I : '
—T & —_ -_— xn - m
€ sn-n—1-s = (e Sn;'-— € ;LT 8§
n=0 : 8 ' o
= X
-
=le E (80 — 8)—
o :




Como s, — 5,Ye > 0,AN(e) > 0]Vn > N(e):|sn —s| < F-celsn—s| <M .
n=101,2.

e~ " Z(sn - s)

0

o= Z(s" . s)__l_e—m Z(sn_

N— n 1 1
MY T e M ez

Tormamos agora § = §(¢)

x> 6= _’"an -3

n=0

Assim, pela proposigio 1,’as sequéncias conVergentes sio Borel - somaveis.”

Seja agora s, = Zp—ﬂ @p = ag + a1 + -+ ap—1 0 termo geral da série

Ep_ ap (Sn é a soma dos n- pnmelros termos da. serxe) Se (sn) é Borel -

somavel dlzemos que a série z =0 Cp é Borel - somavel Se este é o caso,

a soma § = limg_ec ™% Eo sz Z; ¢ a soma de Borel da série Ep=o-_qp.

Seja
; .
=T
Entao
TRy =z = z"
S0 =e D o
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Logo
S(z) = f ’ ()it >
1]

= g = lim S(a,)= lim j S'(t)dt
: F=0 Jo

T OO

Assim, dada a série 2, a, (em geral divergente!) e sua soma de Borel é

dada pela intégral: acima.

$tfl-2 Soma de Borel de uma série de pdténé_ias

Dada uma série de poténcias f= 2 a0 anz"H € Cfiz]], sem termo
constante. Seja s () = ag% + a;2° + -t age 12* a soma dos k—pnmenros :

_termos da série,

'Definigio l' s(x) = hmg_....,,e =~ Eho sk(x)i— é a soma de Borel de f
®o ponto z, *
Definigio 2: Seja f = 2;5&,@:"“ € C[[z]] De‘ﬁﬁimos a transformada -
de Borel (formal) de f como sendo a série (em geral tmnbém'fbrmal)
L e tf; .
Bf=f= Y. any
m=_0
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Observagao (1): Note que nio definimos a transformada de Borel de uma
constante. Na secgdo sobre transformada de Laplace (=Borel inversa!) o -

leitor encontrara a definigio adequada.

Observagio (2): E itil considerar a partir deste momento duas cépias
do plano complexo uma cépia C, (onde vive a varidvel r) serd chamadoe o
modelo formal e outra copia onde vive a varidvel t,C; chamado ‘pleno de

‘Borel (mais tarde este serd o modelo convolutivo).
Lema 1. Se f = T ., anz™*! é convergente para x| < R entio B f é uma
funcao inteira ( =convérge'nte-em todo o pjano) edo tipo exponencial. -
Prova:
1) Como limsup |a,;;1|* = ﬁ, temos llmsup| | =0 iogo Bf =
Yo oL éinteira (R = -!-oo) -
2) f--ao:r,+alz+ -+ anz™t .. Entéio para r < R temos:

Seja M = sup{lf(z)l :|z| = r}. Entdo |aa| < M. Logo

sty
= n!

'n=0

ﬂ

Rl

n—o

My
- 2 nlr’l+2

nx=l

r=2("') i
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sup IBf(t)e_lj*lI <+oo (VALy)
t

(ou Bf(t) =0 (eJT!\’l) jt| = 400, VASr<R).,
Antes de passarmos as séries divergentes (nosso principal objetivol)
vejamos a belissima aplicacdo da somacio de Borel ao prolongamerto

* analitico, "~

§1I-3 .- Ablidégéo' a0 pfol&ngarﬁento'a.'ri»él—it'i(:b |

(... escapando do disco de convergéncia!l)

Sabemos que uma série de potemnas zn-—n an(z — a).“'coﬁvérgeﬁte no
disco |z —a|< R representa uma fungao analitica f(z). Isto significa que a
sequéncia das somas parciais sn( ) EL_O ak(z —a)* (que sdo polindmios)
converge umformemente para f(z) em qualquer compacto de |z —¢a| < R.
Reciprocamente cada fungao analftica f (z) no disco lz - a[ <R pode S¢
expandida em série de poténcias Zf_o M“—(z — a)" que converge em
compactos de |z — g| <R. = LR

Vamos aplicar a somabilidade de Borel 4 sequéncia das somas parciais
de uma série de poténcias convergente i)'é:raﬂ; — a| < R e examinar a con-
vergéncia uniforme em compactos de um dominic D que pode conter o disco

LEL

|z — a|] < R.

48.,



Definigdo 1: Dados f(z) analitica em 0 e p um ponto singular de f(z),
seja £(p) a reta perpendicular ao segmento [0, p] passando por p. Seja H(p)
o semi-plano aberto com.bordo {(p) que contém a origem. O poligono de

Borel de f é o conjunto

B(fi)= ()} Hp

p€ sing (f}

1
-z

Exemplos: 1) O poligono de Borel de f(z) = j
Re(z).< 1. . : . . .
2)0 pbh’gonq de Borel de f(2) = Yoo 22 €0 disco |z| < 1 (Exercicio: '

é todo o semiplano:

verifique que os pontos singulares sao densos no circulo l2] = 1).
Exercicio 1: Se f é analitica na origem, entdo f ¢ analitico no disco
fechado (a,nteriéi‘ + fronteira) D com diamétro [0,2] se e somente se
: € B(f). _ : S
Definigao: Dada f analitica na origem, definamos a estrela de Borel de f
como a reunido dos discos abertos onde f ¢ analitica e que contém a origem

no bordo.
Exercicio 2: Calcule a estrela de Borel de 3222, z*

Exercicio 3: Mostre que a estre_lé de Borel contém o poligone de Borel.
Verifique que sao diferentes no exemplo f(z) =3 0re 2™
Teorema 1. Seja s,(z) = S22 arz* onde f(z) = .00, axz* tem raio de
convergéncia R > 0. Se z € B(f) entao

(2) im,_poo (€72 3000 5a(2)E;) = s(2) existe e é uma fungdo holo-

n=0%n
morfa em B(f).
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(b) se |z < R entio: s(z) = f(z).

Isto é, s(z) define o prolongamento analitico de f(z) ao poligono de
Borel de f. ' '

Prova: Dado z € B(f), se z = 0 o resultado ¢ 6bvio. Suponha z # 0. Pelo

exercicio 1, f & analitica no disco fechado D de didmetro [0, z]:

Sejam C) = 8D, e Cy = 0D» cfrculos concéntricos com 8D tais que f

é analitica em int (Do), D C D, C Da

50



Temos

i - )
- F S
=2_}r{f tfftlt %r—ijc,t"tl(t)' 't

D-g [ e

Entio:

o0 zk
:::-1—1'1351006 .Z ESk(Z) B

. ozt oo 2 1
e 0 Y (e L i
1 f(t) --rool zz )k
—f(z)_x_.+oo% t,_Z gﬁ(_{) dt

=f(z) = lim L[ A etpongy

2o Tmi o t—=z

o1



Entéo, se Re (¢ — 1) € ~¢ < 0 para algum € > 0 e todo t € C}, segue que

= f(t) :c[——l] f( ) :z.-Re(-‘---l)
2ri /C:‘: t—z di| < 211' teuéz: t— L(Cy)e
) _ __1_ . —Ex
=< 277]\4 L(Cl)e .’L':)+ODO

lim é*mzsn )—--—f(z)

Tt 00
n=0

Mostremos entao que Je = é(z) > 0| Vt € Cl, Re (— - 1) —¢ de fato:

Sejamz:t£+zvet=:1+1y

z _' | i+ iv _ux;l-vy
Re,(_t)_‘l?e(s:+iy)—w2+y2

O circulo € tem equagio:

¢ 2/2f = (% +5)2'

onde 6 = dist (C1,C) > 0 Entdo

2 2
|f—2/2|“=(3»'*“/2)2+(y—v/2)2=x2+y2—(ux+vy)+t—;—+%
e
(|§'+5) = Izl +lel6 482
Logo .
2,2 . u® lzl 2
ol —(u:r+vy)+z+ 1 +] {6+ 6
2 ’
1—Re(£) 6|z|+6 5
t 2?2+ y? as2+y
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z &

Re— =1— ———
t 7:L'~+y-
Como
itlz—m2+-2<(|z|:-|-6)2=>Re(£)—1— &
= ¥ = Py A R
5 & Sz 48 . 6
<1- % oY
T e+ (el +82 - ]+ 6
z z &
Re(?)“l“Re(E‘l)5‘|z|+5=“5'

§1I-4 Foérmula Integral para o prolohgamento anali-

tico

" O Radar de Borel -

O teorema anterior mostra ¢ue a soma de Borel

o0 _1;'"
$(z) = lim e‘”Zs z)—
( ) Pasvpwl n( ) n'
n=0
de uma série de poténcias 3 po, arz®, convergente para |z| < R, estd defi-
nida no poligono de Borel, que pode ser maior que o disco de convergéncia

inicial e fornece portanto o prolongamento analitico da série.
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Vamos agora deduzir uma expresséio integral para s(z) que nos dara o
prolongamento analitico de Zi‘lo arz* & sua estrela de Borel (que é maior
que o polipono, em geral).

A expressao integral serd usada em seguida para definirmos a soma de
Borel de uma série divergente. |

Considere entdo f(z) = '21z>0 a2zt convérgénté para |z| < R. Se-
jam: sa(2) = 3 ° ;a,,z""‘l = agz + -+ 4+ a,_12" = soma dos n primeiros

termos da série,

(:L z) =e” Zsu(z)—— e s(z) = hm s(m z)

n=0 "

n=0

+ ooz
() = ] fyeta

Teorema 2. Se (sf)(t) = i) = T anls entdo

(a integragio ¢ feita sobre a semi-reta de suporte [0,2])}

Prova: Primeiro, como f (g.) = T ,anz"t! é convergente sua transfor-
mada de Borel é uma fungao inteira e l f (t)| <M e _6nde A <7< R{Lema

I1.1). Assim,

Cptooz T +o0
f F(e Vadt = f zf(s+2)e” % ds
0 0

,+°o

=z f(s-2)e~*ds
0
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e se |z] < ) a integral converge.

Logo para todo z tal que |z[ < R, J f(t)e~+dt converge e define

uma fungao holomorfa de z.

Suponha agora que ao longo da diregao (_”""', temos

lf(t)l'-s pe's, A>0(t=s-¢?s520)

. ' " ,.' o ) . - ) . | '.
Entdo a integral f0+°°-e f(t)e~tdt & convergete para Re (g_;_) > 1. De
fato: :
|f(t)e_§ = If(s.' eia)e-L#l < ues/AesRc{g) = M#BH(IM—Re(i—i—{))

-se Re(%- ) > 1/A a integral converge. Note que Re( ) >1 /A disco
de didmetro A gerado pelo segmento [0, Ae?]. - '
Assim, se I f(t)‘ < pe'? ao longo .de'uma direcio d(= €*’) a integral

J, f(t)e~t/*dt ests, definida no disco cie didmetro {0, Ae*?] e se A > R obte-
mos uma, funcdo definida fora do disco inicial de f(z). o

Vejamos agora que a integral é o prolongamento analitico de f(z), isto

an

)= jd e/ f(t)dt se 2| < R
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Subst:tlundo f)y = Yoo ,—1'.1.*,“ na integral, obtemos:
oo 400z oo
emt/= Y Znyn dr:f APl 7
[(r 3t arm [ (e S

n=0
Uz oo‘ a .
= 1 —tfz Inun
uk&lmA (e z n!t )dt

Considere a integral f* (e=*/2 3°02 —1t") dt.

n=0 5!

Fazendo a mudanga de varidveis £ = t/z, temos ;"

wE - zman
]0 _(e-” Z:n )dt

=f ( -f";) (6))

- n . ~
- Por outro lado, s(z,2) = e7% 3077  sn(2) %7 e derivando com relagio a z,

temos:

s(.r, z)=e"" Zan

n=0

- /ﬂu (%s({,z)) d = s(u, z)
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-*- Voltando, temos: ‘
oF{ X * a
= L = I =tz gt
5(z2) ul{‘_}}m s(u, z) u.l_l.l-}-loo /0 (( Z n!f ) dt

a
= /e_”:f(t)ch‘..
d .

Mas, pelo teorema 1, 5{z) = £(z) no poligono e Borel, logo f(z) = etz
F(t)dt no disco |z] < R e como a integral comverge eventualmente em discos

com didmetro [0, Ae*] A > R (se ’ fnl < ;m%) obtemos o prolongamento .

analitico de f(z) & estrela de Borel de f. Isto termina a prova do lema 2.

A integral f,e"t/z F(t)dt é chamada o Rudar de Borel.
Variando d ela nos diz quais pbzltos ua fronteira do disco de con-
vergeéncia sdo singularidades. '

Assim, a possibilidade de extender f(») numa direcio d, de}pende- do -
crescimento da transformada de Borel f(t) an longo de d (se vale ’ f (t)l <
ueltﬁ[ e A > R, podemos extender). o
Exemplo: f(z) = 32" Entdo f(t) = Loz £ = ¢'. Dada uma -

direcdo d, temos [, e'e/2dt = [, e'1~1/3dt. Se d = R¥, J;J+°° et1=1/2)t
converge se Re(l — 1/z) < 0, ou seja Re(1/z) > 1.

Sed =R f0+°°e‘*(1'"1f")dt converge se Re(l = 1/2) > 0 ou seja
Re(1/2) < 1 |
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Observe que se d = R™, le!| = e®¢ < eL'A", YA>0
f(z)= fR_-e‘(l‘l'/z)dt no disco de didmetro [0, —co) (= semiplano
Re(z) < 0). .
Assim, [, e{1=1/2)dt define o prolengamento de f(z) & € — {1}.
‘Observagdo: Fazendo d = R* e z = 1/z na integral [, f(t)e™"/ 2dt obte-
mos

+ oo

Flt)e~t7dt = Ftye =t

R+ o -

que ¢ a transformada de Laplace de f (t).

-+ Definigao: Deéfiniinos a transformada da Laplace na direcao d como séndo
Lai)e) = [ Fioetear

Assim, vemos que o teorema 2 nos dd f(z) = La(Bf)(z) e obtivemos um

processo para prolongar f(z).

Resumindo temos o diagrama:

. - .
FeTae @ fw=Ya 2
amal/hin pata 12ICR mEE— inteiza o de 'L'ro
trpomtnal

”‘“\"mﬁt ﬁ/

id(f)(e)=§'f(t)€%d+ ., prolonpamente anabifiee do fusy

b reele? de Benel . St lfmkke—'%' (d=(9), ol

L(DHw < .h.‘m‘,_, o diree de divmedeo [0 4]
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Exercicio: Mostre que a série de Taylor de £4(f){z) na origem é igual a
3 50 8n2™ ! (Integie por partes!).

Exercicio: Sejam Co{z} = { séries 3 ,,anz""! convergentes } e I =
{fungdes inteiras de tipo exponencial} mostre que 5: Co{z} — T é bijegio

com inversas L4(Vd).

Proposigio 2. Seja f(z) = Lanz"*! analitica em 0, e C = {z]z| = 6}

uin circulo contide no disco de convergéncia de f(z). Entao:
.dz
BN =57 [ 125

(a expressdo acima nos dd uma representagdo integral para Bf).

Provas _
1 'qzﬁ_LJ' e g, artt) 2
37 s TV B T 2w ,;I=6'_(e > ans™) 5
= tfzzn=1
szf e ‘z dz

n=0 j=}=¢
oo H
a" / n—l E v d
= —— Z
3
:Z‘:’) 2mi jz]=6 i=0 z23!

—Z“‘ = (BF)(t)

n=0
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$II.5 A transformada de Borel do produto - o produto

de Convolugao

Sejam f(t) e §(t) fungdes integréveié'eln [0,400). O produto de con-
volugio de f e § é definido por:

Fra)t) = /0 F(s)-5(t — s)ds

A impbrté.ncia do produto de convolugido vem do fato de que ele é a imagéfn
do produte usual pela transforfnada de Borel (como veremos) Assim no
modelo formal temos o produto usua,l de fungoes (de séries...) e quando pas-
samos ao plano de Borel temos 0 produto de convolugao (é bem conhecido

que a transformada de Laplace leva o produto de convolugdo no produto
usual).

Temos entdo:

Proposigao: Se f{z) e g(z) sdo analiticas ciu 0 entdo
B(f - g)(t) = (Bf)(®) » (Bg)(%)
= [ B0 (o)t - 5)as
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Corolario. A transformada de Borel define um isomorfismo de anel entre
(Co{z},+,-) e (I,+,%) com inversa L4 (¥d: direcdo). -

Vamos agora comegar a extender o isomorfismo acima. Primeiro vamos
definir a transformada de Borel para fungdes holomorfas em setores e depois

passamos ao caso de séries divergentes.
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§II-6 Transformada de Borel de fungdes com singula-
ridade |

12 caso: f possui um ponto de ramificagiio na origem. Seja ), uma semi-
reta e f fungdo com ramificagiio na origem, considere uma determinagio de
f em C—3%". Dada uma diregio d # 3, partindo da expressio integral

para a transformada de Borel (prop.2)'temos:

Definigao: A transformada de Borel de f é definida pela integral f(2) =

1 ifz z 4 1A
37 J, €77 f(2)% onde v é o contorno:

A ~5e ° ’ A :
<Y —

Proposigao 3. Se f(z) = 2%, o ¢ N*, entdo (Bf)(t) =

iu—i

T‘_(;j’ (P.' fungéo

gama).

Prova: Precisamos calcular a integral 51 J, e'/22°=2dz onde 7 é o con-

torno formado do arco |z = 8¢, —7 + ¢ < 6 < 7 — £ mais os segmentos
[6e{™<)i 0], [0, bel—T+eNi],
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Considere a udanca de varidvel {/z = —~u. A imagem dey ¢ o caminho

I abaixo

-~ Fie)

Do
7

|
|

Entao:

__1_ itz a—2 __“E_f —-u o:——l. -
27rz'_/;e z dz—gm: Ie 197 (—u)"%du

=gt L f e~ () = L
27 I P(Q’)

pois, pela férmula de Hankel (ver apendice I)

2w

-/Ie‘“(—u)“‘“du = )"

22 caso: f possui um polo na origem.

Queremos agora definir a transformada de Borel das funcdes racionais,
como 1/z,1/z%; Para tanto, lembremos algumas propriedades da transfor-
mada de Laplace (lembre que a transfor:ﬁadd de Laplace inversa é a trans-
formada de Borel).

Seja F(t) definida para t > 0. Entao f(z) = f:“? e~ T F(t)dt = L{F}

¢ a transformada de Laplace de F (existe quando a integral converge).
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Se F(t) é continua ¢ de tipo exponencial (|F(f}] < ue™ entdo L{F}

estd definida e é holomorfa para Re{z) > v

C .

€ 5 R&(’i)7f * /// Re(x)> Y
A ’/ )

VA R L —

&

Y
‘r-
¥
u
»i
b,

Q
.
]
~.
-
/]
o
\\:

Observagio: Note que a inversdo 1/z = 2z transforma o semi-plano
: - 1
Re(z) > v no disco (com a origem no bordo) Re(1/z) > v de centro 5- e
) :

ralo E

Lembremos que a transformada inversa de Laplace é definida por:

ct+ioo

Y@ =g [ @ =F()

c—ioo

Assim, podeimos definir a transformada de Borel de uma fungio holomorfa

no disco aberto Re(1/z) > 7.
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Definigao: Seja f(z) holomorfa no disco Re{1/z) > . Entdo

1
2mi

BAE) = fR o ET M (> )

No préximo pardgrafo veremos como as propriedades de f(z) estdo
relacionadas com as de F(t) (F(t) = Bf, f = L{F}).
- Algumas propriedades da Transformada de Laplace
1) L{c1Fy + 2B} = a1 L{F1 } + co L{F ]
2) L{iF}=f, L{G} =g=> L{F+G}=f-g
(F+G)(t) = [ F(W)G(t - u)du)
3) L{F(at)} =1/af(s/a)
4 L{F} = 1 = LE} = 57f() = 5" F(0) ~sF ™ = Fg™ (v
pondo F'(t), F'(t),- ,F;(;;.—lj cont{nuas e de ordem expoﬁéncial).
5) L{F} = f = L{f] F(u)du} = £
6) L{F} = f = L{"F()} = (-1 f(3}
7) L{F} = f = L{E2} = [ fw)du
Transformada de Laplace do .delta‘ de ]jirac
Seja 6(t) = fungdo impulso unitirio de Dirac.
Definigao:

+oose t=0. +oo
t)= é(tidt=1
o) {Ose T ./_c,c, )

Podemos visualisar 6 como o limite das funcoes:

l/ese 0<t<Le
0 se t>¢

ﬂw={

65



Entae

8(t) = lim Fc(2).
e—0
A propriedade fundamental do é é
+00 ' :
j 5(t)G(t)dt = G(0) VG:continua
A .
Assim 6 & uma distribuicio, mais que isso, -uma medida. O leitor

interessado em maiores detathes deve consultar Schwartz [ ].

Proposigio. £{6(2)} =1 (Istc 66 ¢ elemento neutro do produto de con-
volucde: & * G = G YG). |

Prova:

: oo
£{6(t)} j e T6(t dt = hm]o e~ *'F,(t)dt

£
= lim 1/5] e~ *tdt
¢—0 0

= lim (1/¢ (- ~1/ze=*'|i=5))

— o EE
lim (1—-9--) =1
&= E- X

Exercicio: L{6{t —a}} =™
Voltando & transformada de Borel...
Definigio: £=1{1} = B(1) = § (1=funcde constante = 1).
Assim_, chegamos a definigdo de transformada .rde.Borel‘ de uma série

gualquer.

ﬂ
atagrldagz 4o a 60+Z““|
n>0
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Seja F(t) uma fungdo analitica na origem.. Entdo

roy=2 [ Ea=[ e 2

. % [¢t|=+ t jtj=r . 2wit

Assim identificamos (como distribuigiio)

e suas derivadas

Resumo:

z~o00 B _
iz} — (BO) = f(t)
L
L
1} Holomorfas:
=20 — G
1 — bo~ g
2) Meromorfas:
my  (=D"n!
M n2 1) — 60 ~ Ygrggntl
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3) Multiforme:

: a—1
2“0 € C) T(a)
4) Sing-essencial:
a2 6(t — a) 1
— — L e
(z~oo) 21i(t — a)

Passemos agora ao caso de sérics inteiras divergentes.

§1I-7 Séries divergentes

Dada f = a,z"*! € Ci[z]] definimos sua transformada de Borel
n>0

"

como (Bf)(1) = () = Tppoan 'ty
Vimos no capitulo I, que f é convergente se e somente se 3C, A > 0 com
lan] € CnlA™, isto &, se e somente se f € Cy|[2]] (anel das séries formais
Gevrey-2).
Note que a transformada de Borel B: C,{[z]] — C{t} define um iso-

morfismo.

Exercicio: Prove que B (22%5.) = t-(Bf)(t) (Isto é, a transformada de
Borel leva a derivagio § 22%5 de Cy{[2]] na derivagio f - tf de C{t}).
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Exercicio: Mostre que L{3_ b,t*) = Y b,nlz"t! é o inverso de
B: Cs|[z]] — C{t}.

Estamos interessados em construir somas canénicas para uma série f
de C,[[z]]. Vimos que sua transformada de Borel f é convergente numa vi-
zinhanga da origem. No entanto, se quiserinos definir sua soma, retornando
do modelo formal pela transformada de Laplace precisamos de hipéteses
adicionais sobre f que garantam a existéncia do prolongamento de fa uma

semi-reta d, com crescimento tipo expouencial.

Proposigio 1. Seja F:[0,+00) — C continua e satisfazendo:
a) I > 0O tal que para = € C com Re(z).> p temos e F(t) €
L{([0, 400)).
b) F(t) admite St b,t" por desenvolvimento assintético em 0.
Entdo: f(z) = L{F(t)}} = j+°° ~% f(t)dt é holomorfa no disco aberto
Re(l) > p e admite F = SSnlh,z"*t! por desenvolvimento assintdtico
uniforme quando z — 0, z no setor V_%‘_a C {z|Re(3) > p} onde

g
(0<b<nf2),|z]<p

Proposigao 2. Seja f(z) holomorfa no disco aberto D, = {z|Re(}) > p}
com desenvolvimento assintético uniforme com estimativas Gevrey ein todo
disco fechado Dy contido em D,,. (Isto é existem Cy > 0 e A > 0 com:

(a) lan| < CrA™nl e

(b) |#(z) - £02d ap27| < Crdnl | ¥z € Dy - {0}

Entao

tdZ

F(t) = (Bf)(#) = (Z)e ey

2m
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é holomorfa numa vizinhanga tubular de R™ Ay =, 5o{t € Ci|t —#o| <

1/A}. Alem disso, F(t) verifica |F(t)] < Ky 1, e?W ¥Vt € A g, 4" > A

(_,a 1/;\\/7_?;* % _____/f{j’\__/__
DE // L -
u /45)5 ' ’ C//{{_/_//l_{—/— /—’ - - -

S 1 “n 2’

e wihes "‘Vi‘( %Q\N\Q"f‘

Proposigio 3. Seja F(t) analitica em A,y ¢ tal que YA > p, A’ > A existe
Ky a0 > 0 com [F(t)] < Ky 4™ Wt g A .
Entdo L{F(t)} = f(z) = 0+°° et F(1)dt verifica:
(a) f(z) € holomorfa no disco D,, = {: € C | Re(L) > p}
(b} f(z) é assintética & f = T a,z"+! com estimativas Gevrey em cada

disco fechado D —{0} (como consequéncia |a,| < CanlA®, f € Cy[[2]])

Prova da Proposigio 1:

a) Por hipétese e=*tF(t) € L}([0, +00)) Voc(2) > p = fla) = L{F(#)} =

f0+°° e~ *' F(t)d¢ é holomorfa no semi-plano Re(z) > p.

Logo f(z) = 0+°° e™* F(t)dt é holomorta no disco aberto Re(1) > p.
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Para cada n € N, n > 1, considere a diferenga

n=1

Gu(t) = F(t) ~ Z apt?

Entao
+ 0o
fla)= F(t)e~'/2dt
0
‘oo n—1 + 00 n-1 i
= a,t? e“idt-l-/ F(t) — a,tP)e” 5 dt
/ (X et [ E0 =)
n-1 + oo . -
= Za,,p!:va +/ Gu(t)e =dt
0 - o
Logo:

+o0 .
G, (t)e” 7 dt existe .
0

Por hipétese, 3K, > 0| |G (t)[ < K,t'set E (0,1]

Entao:

1
u(t)e—%dtl < f KatremtReldgy
0

1
=I(n‘/ t"‘. n ERAT Y
0 14tRe(l)4 SEERE 4.y ORG"

dt

! 7! 1
<K n T = I, nl(Re(=)""
__I'inj£ t, tn(Re(i-))ﬂdt nl( e(m))

< Kot
= Eal s 0)



PV (1) > cost
Lema. 0 <0 <n/2i2€ Ve, = Re(3) 2 P

Seja agora fl Gn(tYe~ % dt.

Considere Re( ) >y >pue H,,(t) = fl o(f)eINdL.

Integrando por partes obtentos

+ o0 . oo .
/ Gn(t)e—?dj = / Gn(t)e"(:"k')ie—xldt
1 1 .

1 Foo 1
=(=—1). Hy(t)e (x~X)qt
€ 1 .

Como H,(t) é limitada em [1, 400, temos:

+oo . [ ll I ! (RB( )= )
Gult)e™ #dt| < =Kl '
A n Re(z)-x" "
B SN S
=y cosf — x|z|
=—M Ii’ —(Re( J=x)
cosd — X|33[
ML_K’ e
~ cosf — x|z}
= =Xl gk B < (0, p) el
cos@ — x|z T
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n=1

HEE Z a:lppl.'z;”""1
0

‘ f Ga(t)e™ S dt

G',,(f)e Tt

n(t)e™ = fdt| +

n
. & - n
< Kol (CLS'B)n + K0 el

=C,|z|", Cn, = C,(0,p).

f{z) é assintético & a,plzPt em V_ uando z — 0.
P. q

P_o %‘% P

Demonstragao da Proposigao {2):
1) Sejau>0,A>0,B>0(B< A)e duas sequéncias crescentes (M,,),
(I_V") com N, < M,,. _
Seja f holomorfa no disco Dy, = {z|Re(L) > p} e suponha f - f =
Y a,z™t! quando z — 0, v € D, isto é; existe para cada x > p uma
constante Cy > 0 tal que

(a) las| < C -l\'rm}-an-l'1

b) flz)- ZI"“

Entao

< Cxﬂf["+144.n+1, Vr € EX - ’{0}

1

o d
F(t)= (Bf)(t) = 3 j}; - f(m)e?x—i satisfaz
€ =4 =X

(1) F éC™ em [0,+00) e
(2) |F™(1)] < Cysup(1, 2x)(N B" + Mpp A%t HeX! ¢ >0
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Prova:

; . LYy — 17 e
Vimos que: B(a?t!) = ik Entao

1
o= 2 Re(L)=x

n—1
- el ‘;f{f“. !
(f(a,) Za T ) e + = 371

p=0

(ni a :L"‘H) -Ei

Re(L)=x

1 d.’L‘
= F(t) = Z“P 2m /Ml)_ (f(z) ~ Z“ mP'l-l)e

,‘p-

Seja agora g(z) = f(x) — E;:;; apa?tl. Entio g(0) = ¢'(0) = ---

g™ 0)=0e %—? satisfaz (L) para p=0,1,--- ,n—1.

Entao:
()7 [ et [ et
— glr)er — = e
dt Re(})=x z= Re(%)=x gn
Logo
F(t) é C* em [0, +00[.
Note que

(%) ) (F(t) ia,, ):F(“'l)(t)—F(“‘”(U) |

p=0
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Entao:

F(n—l)(t) =F(n-1)(0)+ “l_/ g(:c)ei dx
Re(Ly=x

27i zgnt?
1 + dz
Fln=1)(4 ’ < IF(n-n l S f et < IF(n—n ‘
e <[pevof+ o [ st S| < P00
1 e dy 1
— Co Mg A" 2] efX -
+ I e x Wt |L| ¢ 22 +y2 |$|n+1

1 T dy
< C.N, ol 2 et
= CA By + Qﬂ_Cx M, +14 € [_m :1:2_|_y2

1 .
= C,\- sup (11 K) (‘Nm B* + -’1'L!+1An+l) ex!

Se M, = N, = nl isto é se f = S a,2"t! € Co2]] e f(z) = f com -
estimativas Gevrey-2 entdo A = BB > 0 temos N, B*+ M, 4 LAY = n!A"—i—_
(n4+ 1)"A" = plA™(1 + (n+ 1)4). Assim

lF(")(t)l_ < C A1+ (n + 1) A)eX!

Como consequéncia temos: se
(a) |an| < Cx(nl)A™ e

2§21y ppt] e
(b) | L2 e l < Cy(n!) A" para = € Dy - {0},
Entao Ve > 0, dK, > 0.

‘F‘*‘)(t)| < K.Cxnl(A+e)teX t20,neN.

F(1)
n!

= l ' S Creldte)et 120
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(n) n}
Escreva: F(t) = 3.0 FZ () (3 _ t,)" considerando que ]——Ft nft")l <

n=0 n!

Ch.e(A+e)*eXt, temos: F(t) é analitica na vizinhanca de R+

Aa= U{teClt—to|< 1
to>0

de fato: Seja t € Ay = |t —tp} < 4 para algum #, € R+. Se_]a e >0 tal
que |t ""tul $ m comi e AA+23
Entao:

Fiy =3 Tl gy

nz20
Pl t ,
NS 0) —to"
n>0
. 1
<Y C(A+e)leXte. ——
11220 xel ) (A+2e)"

A+e 1
_C" eXto ¢ _xta

= (" eXtlo n oy Ret+ % m_xRe(t
- CXiee "<— nyze ( A) S CX!Sex ( )
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Assim, F(t) é analitica em A 4 e verifica |F(2)] < K, areX®t Ve € Ay,
A A '
Demonstragao da Proposigao 3:

A proposicgio 3 corresponde a reciproca da proposicio 2.

Seja f(z) = _[0+°° e~* F(t)dt, integrando por partes f(z) =
E;‘;& apzPtl 4z [T e= L FM(n)dt.

Pela férmula de Cauchy, temos.
Frt) = & L, -(;Fé%, onde v;: pequeno circulo em torno de t e contido
em Ay, A > Al

Por hipétese

i

, ' ,
()| < KyoareX ) < Ko pred <Xt para € v,
Entao:

' 400
|Ff”)(t)] < Ky prew A f Cex—Relltgy
0

’

S I(x:‘AneaxAT

1
= X'n!(A + £)" para Re-x- >x>x.

S Ifl-'ln+1

n—1
f2) = T apamt!

p=0

+oo N '
f FM (e = dt
i

1

' + o0
< ol Ky e ¥ —=—nl(A + )" fn emtRel gy

xX—Xx
< e Cyrar(A+ )™ (n+ 1)L

77



§[1-8 Séries Borel-som4veis e 1-somaveis

Definigao: Seja f € C[[z]]. Dizemos que f ¢ Borel somdvel na direcio R+

se F(t) = Bf(t) verifica:

(1) F(t) é convergente (- - f € Caf[2]]) e

(2) F(t) se prolonga analiticamente a uma vizinhanga tubular de Rt com
crescimento exponencial, isto é 3R > 0] (|F(t)e ™| < K, t € A,,

algum y > 0).

. A
. 3 R PRI -

o= z"*nx“ t Lo

Observagao: Substituinde R+ por wm raio d, definimos as séries Bcﬁ‘el—
somaveis na diregio d.

Pelas proposicées (2) e (3) anteriores. As séries Borel-somdveis na
dire¢io se identificam aos germes de funcées holomorfas definidos nos dis-
cos abertos D, = {2 € C[Re(1) > i} e que possuem desenvolvimento
assintético com estimativas Gevrey em 0.

Definigio: Seja f € C[{z]] Borel-somdvel na dire¢io R+ (diregio d).

Entdo definimos a soma de Borel de f' ne diregio R+ como sendo a

fungio
. . +00 s
£(2) = LBF)(x) = jﬂ =4 (Bf)(#)dt
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Se

entao

+ o N
fwy= [ e tir

com f(t) = prolongamento analitico de e an% a uma vizinhanga de
R+

Assim, f{x) é uma materializacio de f , ¢ uma funcio holomorfa no
disco D, = {Re(i) > pt} ¢ que represeita f aSsinthicamente, comn estima-
tivas Gevrey.

Observagdo: Cf[z]] contém o sub ancl das séries Borel-- somdveis numa
diregdo d.

Para os nossos propdésitos (unicidade da soma) precisamos de mais umn
refinamento, o que nos leva ao conceito de séries I-somdveis numa dada
diregio. |

Definigdo: Seja f € C[[2]]. Dizemos que f é I-somdvel na diregio R+ se
| (1) Bf(t) é convergente (- f e Caff2]))
(2) B f (t) possui extensdo holomorfa & wma vizinhanga setorial de R* com

crescimento exponencial.

S

-

=

NN

'bcamllmo Je JE""!I‘-}‘T—* n‘t Gﬁ{?(%)

> |R+

N

M
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Neste caso, a soma de Borel de f; f(x) = Jre e~ % (Bf)(t)dt admite
extensdo analitica & um setor de bissetriz R |- ¢ abertura > n. Basta obser-
var que f+(z) = L+ (Bf) e f(z) = Ly-(Bf) d* = semi-reta de angulo %
com R4 (d~=semi-reta de dngulo 9).
sdo prolengamentos de f(z) = Lr+Bf.

Assim, neste caso podemos variar a semi-reta de integragio e prolongar
a soma de Borel de f & um dominio que contém um setor grande (> 7},

O radar de Borel de f é entdo a soma f(a) = [ 4 e~ 5 (B f)(t)dt quaﬁdo

d varia.
Teorema de Unicidade. Se f € I-somivel na diregio R* entdo a soma
de Borel f(z) = fR. T(BF)() de f é a unica fungéo holomorfa num setor

de abertura > m e bissetriz Rt que é assintdtica com estimativas Gevrey &

f quando z — 0.

Demonstragao:

[

12 Prova: Segue do Teorema de Denjoy-Carleman {veja capitulo I) pois

as constantes de assintocidadde B,, = C'nl4” verificam:

Z VIIT = Z m divergente
n nfhlin

n2>0 n>0

w

22 Prova: Veja a prova da unicidade do desenvolvimento assintdtico
quando temos estimativas Gevrey em sctores grandes. (Teorema 1(81.3)

Capitulo I).

Definigdo: Dizemos que f € Clz]] é I-somdvel se for 1-somavel em toda

diregdo d exceto um n? finito 3 1,--+ , 3 ...
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Y, 2, sdo chamados diregdes singulares de f.
Ou seja, f é 1-somavel se (B f)(t) for convergente e se prolongar &

C-3,U---UY"  com crescimento exponencial {uniforme) em cada semi-
Tetad # 3 ..
Exemplo: f = Tonso iz & 1-somdvel com uma unica diregio singular,
R*.
Exercicio: Se f = 3 a,zttt é 1-somdvel em todas as direcdes, mostre
que f é convergente.
Exercicio: Considere a equagio diferencial £ = 22, ¢ = y — z. Mostre que
a solugde §(x) com H(0) = 0 é 1-somdvel.

Podemos agora definir uma fungio ressurgente.
Definicao (12 versao): Seja 2 um sub grupo discreto de C (56 usaremos
ocaso  =w-Z, w € C). Seja C~ N a superficie de Riemann simples-
mente conexa que recobre C — (& (podemos pensar que C — § é um disco).

Toda fungao holomorfa em C Z 0 com crescimento exponencial no oo serd
chamada funcio resurgente. |

Assim, estamos interessados nas fungées de C — §2 que possuem singu-
laridades {ramificagées) em ) e que tem bom crescimento no irfinito.
Exemplo: fz)=(z~1)"log(z - 1) (1 = Z).
Definigio: Uma série formal f € C[lz]] ¢ ressurgente se sua transformada,

de Borel B f o for.

Observagdo: Note que nio existe relagio geral entre séries 1-soméveis e

resurgentes. Se uma série 1-somdvel possui uma diregao singular Y com
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todos os pontos singulares, ela nio é ressurgente {a resurgéncia implica que
as singularidadces sdo discretas).

Por outro lade podemos ter wma fungio resurgente com infinitas
diregoes singulares (Exemplo: tome Q@ = w;Z @ w2 Z w;,wy linearmente
independentes em R* = C).

No préximo capitulo vamos estudar com detathes a algebra das fungoes
resurgentes.

Resumimos, para facilidade de consulta, as propriedades principais da

transformada de Borel que usaremos nos préoximos capitulos.

‘P(Z)znzwholomorfa emRez > C LN P(t) =

271”: Lez:c w(z)e*dz

©(z) = Jp+ P(t)edt L $(t) : holomorfa numa vizinhanca de R* e a

crescimento exponencial.

Propriedades _
n =-1Y"n!
1) wmn 2 00 5 L by ~ s o e 807 = (T
N ! ta‘—l A _ _ 1
2) 2* @€ Cw . €77 — 6t —a) = 5y

3) prz) — La(4).

4) @(z 4+ A) — e M3(1).

5) @1(2) - wa(2) ¥ G1(t) * Ba(t) = [y G1(u)Palt — w)du.

6) Lo(z) —— —t3(t); & —— & = multiplicagdo por —t.

7) 2p(z) — HE(0) |

8) pslz) = pr(z+2) = pro(ld+s), 02 = 0(z%) ps = 1 +(Fpr)ea +
L& o)ed+ o g1+ 5 EE  (175).
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APENDICE (AO CAPITULO 1I) -

A FUNCAO GAMA

C;onsidere o produto ze7 T {(1 + £)e~} onde v = limpeoe{l +

iy # — logm} = 0,5772157 - - - (y = Euler - Mascheroni: constante).

2=

O produto acima representa uma fungdo de z para todos os valores de

z, pois:

Desde que a série 3>, 0;;2 converge, quando |z| < §N.

Yomens1ilog(1+ £) — £} & absolutamente e uniformemente conver-
gente. Logo define uma fungdo analitica. Sua exponencial. IIF,,{(1 +
£)e~ =} ¢ analitica para |z] < IN.

Definigio: r(z) = ze"II{(1 + Z)e w1}
- I'(z) ¢ analitica exceto nos pontos z = 0,—1,—2,--- onde tem polos

simples.

Proposigao. I‘(z) Fl-z)=

sen 7z’
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Prova: ' : AL AOER

" Pela definicdo : ik Y e Py

T(EP(=2) =~ 0+ DM 1 - D)et)

Como I'(1 = z) = —z['(~z) temos o resultado.

Expressao lIntegral para ['(z):

. : ) _ _ sherogr a6t i 1144 !m "j_r}
A integral fo+ t45=1dt representa uma fun(;ao anaht:cei para

RE(Z) > 0. ) . . (it I T s H'i

;
HERY H R

Pl e ’ ,) it
Proposigdo. I'(z) = 0+°°e“t="1dt.

Prova: Seja x = Re(z) > 0; e™! = lim,,—ool] -——:;)" Enf_éo-

+o0 | :
f e~ ldt = lim: “'(1———-~)"t"1dt
0 n—400! S

Se ) : _ : N

_ﬂ'(_z,ﬂ) = (1 - —)"t”"ld.’t

o 103 niord sunyayimed(

temos

1 e, oo
‘ ' R 2 T
x(z,n) = nzfn (1-7)*r*~ldr, c“’m,de";:-—_ = u T = (ol T
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. 1 -
Vamos agora integrar [, {1 — 7)"7~!dr por partes:

vu=(l-7"= d-u_ =n(l- )"_ ( —~1)dr

dv=7"Ydr=>v= /T:"ldr =-T

| =

1 . .- L )
f (1—-7)"r _ldr ={1-17) —T 728 -{-f (1—7)"~ -1l
0 :

oo !
=04+ = /( — )1y dT

= Jo

Integrando novamente,

t
/(; (1 _ 'r)"‘r:—ld."r = Tji‘"_’-l f (1 ):1—2 -+1

nin - 1) / zn-1g.
24+ 1) + n—1)

- (":(:+1)?-l-!-<:+n))( )

-on!

Hz+1)--- (24 n)

n! :
Tf(-.,?l) = :(: T 1) ”(: +n)n "":-;o I‘(x-).

Observagio: Scja I'(z) = Iim,,_.,.c,ofl;l(i - Lyldt e Th(2) =
JiF = e~1:=1dt. Entao

n o0
i(z) = T(z) = Lim [f {e"—(l.—%),"}t"‘du / e~*t*~1di]
N=—100 0

n
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Agora, im, oo [ e~t*"1dt = 0 pois f0+°° e~ 't*~1dt converge.
Mostremos que lim,—4o0 fy {€~" — (1 — £)"}#7"1dt = 0 observe que 0 < -

-t iye o Pet
e - (1 ) < n

fﬂ
0

t o t2e
et (1~ —-)"| 1t de < j t‘”"’ldt
(] 0 n

1 | n 1 +o0. .-
= —] e~ ittt < —f e gt
n Jo nJo

N
: I'{(z+2)

l n— 40
0

I(z) = Ty(2)
. +o0 . .
- Re(z)>0 : I‘(z):f "’t '"ldt
o

Observagao: A formula I'(z) = 0.+°° e~ 't~ 1dt nio é aplicavel quando

Re(z) < 0. Contudo podemos extendé-la. Considere a funcio,

_ oo z—1 _ _ E_ L+1
[a(2) = T et =141t T s (- 1)
0

onde k € Z| -k >z > —k — 1, 2 = Re(z). Integrando por partes temos,

quando z < -1

Ia(2) = [t? ( 14t §;+ s (- 1)*+1tk)]

o0

0

+1jmt” 14t +(-1* ) )dt
z Jo € : (k 1)'

87




comozx+k<Oexz+k+1>0al?parte tendea Q0
Logo

Ta(2) = 2Ta(= +1)
A mesma prova aplica-se quando a,'-.gstzi, entre 0 e 1‘é c:_btemds entio:
[(z+1)=2la(z) 0>2>-1
- Estg iiltima equagébmostf?,. que para -1« r < -0, T = Rez
Ly(z) = ()

Obtemos assim o teorema de Cauchy e Saalschiitz
y o é—1 | | t* P |

ondewk €Zéo Taenor mteu‘o mais proximo de I?e(b)

A Férmula de Hankel para I'(z ) como Integrat de contorno:

" Seja Do contomo

L e S /lf-‘\
L

' f

\}_,_-;/
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Considere [,,(=t)*~le~'dt, onde Re(z) >0, z ¢ Z

{ (=2)7~1 = els=Dlog(=) Jog(~t) e Rset € R
emD: —-wmZLarg(-t)<n

Vamos deformar D no caminho D"
isto nao altera o valor da integral:
Entdo: sobre o eixo real arg(—t) = -
e portanto: |
(=2)3~1 = elz=Dlog(~)
= gtz Nlog i+i(~m) _ e(z-—-l)logt .e-—iw(z-—l)

= e—iw(z—l) . tz-l

e sob o eixo real (na ltima parte do caminho), arg{—t) = 7, (~1)*~? =

ei':r(z—l)tz—l_




Sobre o circulo | = &, ~t = 8¢ =

/(_t)z—le«—tdtzf Qriw(z_l)t:-'le__fdt
Is) o . L

&
P

x : o
+ (661‘0):-—1 . eﬁ(cos O+isen ) | 6610 . id0

-1

p .
+f ei'rr(::*-l) . z;_'.'--1 __e—tdt ‘
&

_ /p (eiw(z—l) . e-—i-n'(z—l)) 2ot
s\

w .
+ &% . f il . gblcos O+isen 0 16
. . - . ’ L
r o,
= f (eujr: . e—n“z_ 1_e—ur: . eur) tz— e™ dt
; » : . , :

N 5 /«r ei0:+§(¢95 Q-i-i_scn 0)d9

-T

P , ] . .
e / _ (en\': — e-—ﬂ'.‘:l) t:—-le_tdt
é .

k)

;|_ i6° c:‘ﬂ:-l-é(cos 041 sen-O) d6

-

o 3
= —2{sen wzf t* 7l dt + i6° / ¢ifs+8(cos O+isen 0) gy
. s -

Isto é verdade para todo 0 <6 < p. Faca agora § — 0. Entdo: 6% —
0e fjﬂ- eioz+6(c05.0+isen G)dg — ffﬂ eiﬂzdg pOiS ei02+6(cos O+isend) _, eiBz

uniformemente.

Entao:

¥ ]
/(—t)z”le"dt=—2isenwzf t*=le~ldt
D 0
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S r

Fazendo entao p — +o0 ¢ seja-C o limite do contorno D.

o
—
o

Entao:

+ o0
‘/(—t)z“le'*dt =-2i sen:'rzf t*"letdt
c 0
R
I(z)

_____];__ _ z—1_=—1
Nz) = 2ise11sz( B et

Esta é a férmula de Hankel para ['(z). Note que como C ndo passa
por t = 0, niio precisamos da hipétese que Re(z) > O e [ o=ty "le ldt e
analitica uni-valente, Vz.

<+ A férmula de Hankel vale Vz #£ 0, %1, £2,.--.

o1



V: € C-1Z,

1
I(z)=— —t)*"le7tdt.
(2) 2isenwz _/;-( e

R
sen e

Observagao: Trocando z por 1—z e usando I'(z)[(1—z) = obtemos

1
I'(z)

__i _sy—z =1
_.2“_./;( ty"fe”"dt.

Formula de Hankel
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CAPITULG II

O CALCULO DIFERENCIAL RESURGENTE
TEORIA SIMPLIFICADA

§I1I-1) Introdugdo, motivagdo inicial (A sela-né-linear)

Neste capitulo vamos introduzir a derivada de Ecalle na dlgebra das
funcdes resurgentes. Nos limitaremos ao caso mais simples ¢ apenas ilus-
traremos as propriedades da derivada. As demonstragbes requerem uma
abordagem mais fina. Adotaremos o ponto de vista dos livros de cdlculo,

onde as demonstragdes sdo deixadas para a andlise.

Motivagio inicial: Considere f(z) = 300, <&, Bf(t) = ft)y =14 ¢
uma fun¢do meromorfa com somente um polo simples em ¢ = 1.
Vimos no capitulo anterior que

it

e o0 dt
2 _ —xi

é a soma de Borel de f(z) no semiplano —8 — 7/2 < argz < —0 + 7/2
(condigiio para que Re(zt) > 0 quando arg t = 6).
7 Para 0 = 0, definimos de modo analogo duas fungdes ¢®+ e % in-
tegrando nos caminhos 77 e 775 abaixo.
As fungdes @7, ¢°+ e p°- se deduzem uma das outras por prolonga-
mento analitico. Por exemplo, podemos partir de

dt
¢ (z) = f iy
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O, Ve ¢ f
f y }d
. > 2 —
,/_:(-3 & 4 : 1
\
\ \
=7 4
4]
Figura
('Jc 1\ {’£ T +
: Y

NN
k

Figura

definida para Rex < 0
Variando a semi-reta de integra¢fio R_ no intervalo]0, 7] obtemos uma
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fungéio ¢t analitica para arg = # 7/2 e variando a semi-reta de integragio

no intervalo [, 27 obtemos ¢~ analitica em arg z # —n /2.

A .
, (N

\&Z

‘J‘orm:n::- -f(‘. J\’:'L.nui-!:-
:lic\-u‘n-c.- de ('i‘-‘-n\,t].;, J& (? ( -}1—-)
< YQ)

Figura
Entao no semi-plano Rez < 0 temos
PT=pt =07 e Gt=gt, Y=y

Logo no semi-plano Rex > 0,

- ' g Ot
Q0+ —p = 30+(37) - (Pa_(m) = fe xtm
' ¥

-tz

= —27wiRes (f—_?) |t=1 = 2mie™"

onde 7 é o caminho abaixo




Vemos assim que a ambiguidade no processo de resomagdo pode ser

nedida no plano de Borel, pois:

@ (2) = ¢ (2) + 2mie”"

Relagao com a equagiao de Euler:

Note que f = 2 n>0 nlz"t! é solugiio (formal) de xz%g—y = 2 (equagio
de Euler), cuja solugéo geral é y = f+Ce =. As somas % e %= de f
sio solugoes pois:

B (m"j—i’ —y= a,) =if(t)~ f(t) = -1

E f(t) = &, Logo a monodromia na diregio singular R, ¢

Pl — - = i

que ¢é obtida entdo estudando o residuo na singularidade.

A sela-né linear: A equacdo de Euleréo exemplo mais simples dentro da
classe de campos de vetores X:C2%,0 — C2,0 que chamamos sela-nd, estes
tem a propriedade de que DX(0) tem dois autovalores Ay e Ay com Ay # 0,
Az = 0.

Estes campos estao contidos na classe dos campos ressonantes que
sdo campos de vetores X : C*,0 — C”,0 com DX(0) tendo auto-valores

A1, A, que verificam uma condigdo do tipo.

dmy,---my € Zcomij >2

Y mix;=0.
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A ressonéncia provoca o aparecimento de solucdes divergentes com di-
vergéncia do tipo que poderemos controlar (diver péncia tlpo fatorial {(Gev-
rey’)) e sdo a fonte natural das fun¢des resurgentes que vamos estudar.
Dito isto, voltemos & sela-né lincar geral:
dy

‘ w2d_a,: =y(1+ Ax) + f(2)

com f(a) holomorfo e f(0) =

12 caso: A = 0. 2%y + ky = g(a), g(0) = 0. cstamos interessados na
solugdo y(0) =0
Scja f(z) = xa(z), g(x) = 2b(2) entdo:

z298 4 (2 + k)a = b(x) aplicando a transformada de Borel, obtemos:

dz
= (t + k)Ba = Bb

B (xgi@_ + (v + !.:)u.) = Bb

(Ba)(t) = I—?%})- tem somente um polo simples em t = k.

Seja dq(z) = [ “ﬁ_){t) TEdt = LyBa, com d # arg (—k).

Fixemos a dire¢do dy = arg ( k)

" Ct
'y .:\’-
£y "
7 N »
7 ¢
®
\rﬂ ‘-‘:{’L d:,
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Q;]( i\u Ji,_{:\ Cnn o

o 5 Lond k{-(x) _> Wn)

LT

Entéo g, () é holomorfa em 15 (veja fignra) ¢ dq, (a,) '—lr' a{z).

Podemos prolongar Gd, & a+( ') definida no setor 3, de abertura 27 —
5(¥6 > 0) e bissetriz em arg (k) 4+ 7/2; ¢ tamhém prolongar aj, aa (z)ao
setor S, de bissetriz arg k — 7/2.

* q * -
W:/// ~,+,.;_ ) | / /
py 5 T,
/\. . \}ﬁﬂ
. / ‘%

Assim,

at(z) = / Ba(t)e™ ¥t

= /_ Ba(t)e™ =
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Em S NS =V UV, temos: ¢t =d~" em Vg e
it — |y, =/ Ba(t)e-%dt
yt—-

= 2mie” % (Bb)(—k) = 2mie™% Y —( k)" |

n>0

Caso Geral: 2%y’ = y(1+ Az) + f(z), f(0) = 0 holomorfo.
Primeiro verifica-se que existe uma iinica solugdo y(z) com y(0) =0

. Integrando diretamente, temos:

Y=y 2 22

, (1+A;.,-) ic)

entao

exp (—f (1 —:-:2)\;1:) da:) =g e

é o fator integrante, logo:

&% (ym")‘e%) = f(:c)x"2"')‘e%

Entao:

y(z) = ze %./ F(H)2 Aetdt

onde integramos no segmento [0, z] para Rez < 0. Note que y(z) é holo-
g — & =1_1
z 0t T

morfa em {Rex < 0} N Dy fazendo a mudanca de variaveis —

)t

x

obtemos:

v@) =~/ (1-£)f( L
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Seja d # R, defina

Se partirmos de yr- e variamos d até R* (o integrando tem singularidade
logaritmica em £ = 1!) obtemos prolongamento analitico de yg- & setores

grandes (de comprimento 37 na superficie de Riemann de log z).

wele) = [ a-err(fZ) et

ondedt =argz=€¢>0,d" =arg z= —¢

. Sejam

Seja

(%) = ya+ — ya- = f

d+—d-

(1—&)?(1_3_6)6——5%

Se f(2) = sy Gn2™, temos:

g9(z) = Zan:n“f (- é)x_ue_f;%f_

d+—d-
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. K de
Precisamos agora calcular [, _, (1 —§)%e™ = %‘i.

12 caso: a € —N, @ = —n. Pelo Teorema dos Residuos temos:

1 et _ 1 dn—1 ¢
/¢+ a- (1=6)" %= T (n 1)f dé=- —rnmi(€7F)le=
(="

_ 2mi{— 1)n _
(n - 1)'3,'" T (n—1)

Nli-'

C o 1
2rix“ex.

2?2 caso: o ¢ —N:

Precisamos do lema:

Lema. (férmula de Hankel para T(z)) veja apéndice ao capitulo )

Joe (~w)Pldw = P(‘f_’_’;;) onde C é o caminho da figura:

Prova: Cortamos o plano dos w ao longo do eixo R¥, Entdo 0 < 'a,rg
w < 27,
Em

7+ (~w)P 7t = PV log(—w)

= e/#Vilog || + i(argw + )]

Entao:

+ oo

“W( )l = ) — og [w
/ﬁe (—w)P1d ] expl(8 — 1)(log fu] +
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com arg w = 0, w = o + it, dw = do. No outro lado do corte (y7) temos:

arg w = 2w, entdo:

(l_w)ﬁ-l = elA—1)log(—w) .
— (B—1)(loglw|+i(argw—m))
= e(,B--1)(log|w|+:i(argw-7r+21r)—21rz')

— e_——21ri,!3 . e(ﬁ—l)(log|w|+i(argw+1r).

Entao:
C oo
/ e—w(_w)-ﬁ—ldw — 8—211',61'/ e—we(ﬁ—1)(log|w|+z’(argw+1r))dw
¥ e - :

Como

lim e Y (~w)P~ldw =0,

e—0 |w|=e

temos:

fc“—" L++£_ — (7278 _'1) /:O e~ (—w)Pduw.

Comeo vamos integrar sobre o segmento [w;,00) com arg w; ~ 0%, temos:

(—w)'@'l — e(ﬂ—l)log(-—w) = e(ﬁ—-l)(log[w!+iargw+wi)
= ewi(s—l)w,ﬂ—l

ral .
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Entao:
o - ' m
(e=278 _ 1) f e (—w)P~dw
£
— (é—2m’,ﬁ _ 1)/ e—we,ﬁfrie—friwﬁ-—ldw
= (—1)ePmi(e72"F 1)/ e PwPldw

o -
= (e — e'”ﬁf)/ e~ Vw1 dw
£

21

= 2isen ‘J'Fﬁ . I‘(ﬁ) = m

Voltemos agora ao cilculo da integral

Joea 0928 = [ = Lo

Fazendo 1 — £ = —w temos:
) e~ Y
Jruretes
1 1 o —x
= 29—t [(—¥yao-2 Y.
=ovet [(-D)eta)
,—,mae*%l/(—t)“e_tdt

el (—2mi ___211'3'2:"‘6‘%
~7f Ta) T T T(=e)

103



Entao, voltando & g(z) = yg+ ~ yg- temos:

g(z) =) janz" fd (1-gP e gl_f_

+—d- z

= anr" 2m :
= —2rizte” z I‘(n Yy
.. ST P .
g(x) 2mizte” 2 F(n 3y
Visto qﬁe as ambiguidades do proceséo de resomacdo setorial podem

ser analizadas diretamente no plano de Borel, vamos formalizar a idéia de

Ecalle para este fim.

sITI-2) O Céalculo Diferencial Resurgente

Com as notagbes anteriores, consideremos duas fungdes setoriais vi-
zinhas %+ e %~ e suponhamos, para simplificar que a semi reta arg f = 8
56 contém um ponto singular de ¢ = By, denotado por w. Entdo a diferenga
de %+ e p?- é dada por:

o (@) - ¢'-(@) = [ it
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veja figura

Yo

(4

Suponhamos que a singularidade de 3(t) em w nio seja somente um
polo simples (como para a equagio de Euler) mas uma singularidade lo-
garithmica (com um polo) como no exemplo estudado no paragrafo III-1,

sela- n6 linear geral, entdo, numa vizinhanga de w podemos escrever:

a(t) = -é-glr—z_-tpw-(t ~ w)log(t — w) + ¥, (¢t ~ w).

onde 1, é meromorfa com polo simples em 0 e ¢, é holomorfa numa vi-
zinhanga de 0. .

Como ¢ s6 tem a singularidade w na semi-reta arg ¢ = 6, vemos que a
fungéo ¢.,(¢ — w), diferenga de duas determinagdes de (), se prolonga 3

esta semi-reta, e como log é integrivel numa vizinhanga de o temos:

o @)= () =~ t [ e

onde by = 2wiResgtp,,.

Assim, a diferenga de duas fungdes setoriais vizinhas é wm expo-
nencialmente pequeno e~ multiplicado por uma expressio que sé de-
pende da singularidade de ¢ em w, se chamarmos singularidade o par
(bo = 2miResyv,, Pu).

Idéia de Ecalle: Definir uma algebra comutativa R, a algebra das fungdes
resurgentes de uma varidvel t; os elementos de R serdo as funcSes @ con-

venientemente generalizadas, as duas leis de composigfo sdo a adicdo usual
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e o produto de convolugio complexo (que se torpard o produto usual apos
transformacéo de Laplace). Esta algebra serd estdvel pelas operagoes linea-
res A, correspondendo intuitivamente a “tomar a singularidade em w” que

serao derivagdes da algebra, isto é verificam
Au(@* D) = (D) x P + & * (Auth).

Paralelamente 3 esta descricio de fungdes resurgentes (modelo convolutivo)
temos duas outras descrigées que se deduzem gragas aos diciondrios “Borel”

e “Laplace” segundo o esquema a seguir:

A’LTLM R du (650“52_ A’lyL«« R du

’FJNL;ZI Redpuy

%I'Utiou nclwf-‘.%}.n‘]"_ (ma&iﬂﬁ (ﬁnvo‘éut‘\"d)

(qu[uﬂ-" amaﬂ
‘F ) Jﬂr,mro Qw-ntu.'.L’ /ﬁg
Wﬂ« o qrﬂ“ <

; 0
AQ ehaw R JM
fuvzez, 2 swr.ue s
(m«..l(‘&a Aelertia Q)

Passemos agora a definir a algebra de fungbes resurgentes (apenas uma

subalgebra da algebra geral) e a derivada de Ecalle nesta algebra.

Seja T R(1) o conjunto das séries formais f = ao + Y%, %2 tais que

sua transformada de Borel.
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‘[f(): ‘—aﬂé‘l‘zan

- 13!
n=1 1)

se prolonga (como fungio multivalente) & Co, — 2 onde 0 é um subgrupo
discreto e, as singularidades de ¢ em Q sio tipo polo ou lograritmo.

Observagao: A introdugao do § de Dirac como B(1) estd de acordo com.
a convengio usual de que a transformada de Laplace de § é 1.

Temos assim o diagrama.

A * mode %3 Y
2 ) rm;‘:f_ > R+(i). - ‘h-\ogh,d,a

(-‘I'IJJ
rjt&é’w
a'.hn-la 586

- 4) N "hod?ﬂo
= 42_4'0'&{_,

As derivadas * R(1) sdo indexadas por w € C* temos:
Definicao: 1) A8 =0 Vw. -
2) Se $(t) s6 possui uma singularidade no ponto ¢ = w na semi- reta

arg f == arg w, com

Bt - w) = —sow(t—w)log(t— w) + bt - ).

., holomorfa numa vizinhanga de 0 e t,, tem um polo simples em 0,

entio definimos (A, $){(t) como sendo o par (bp = 2w Resgih, Pu) isto é:

(AL@)(E) = bob + pu(t).
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(Desta forma L£{A,p) corresponde & diferenca —e“* (% — ¢%-) de deter-
minagdes das somas de f).
+3) No caso geral, onde o prolongamento analitico & partir da origem
ao longo da seml-reta arg t = arg w encontra mais de uma singularidade
antes de chega,r a w Augo é a soma pondcl ada das sinpgularidades em w das
- diversas determmagoes dg ¢ obtidas ao longo de todos os desvios possiveis
das singu.l.aridades pr_ecédentes (desvios para a esquerda ou direita indife-
rentement‘e mas sem recuos) O coeficiente de ponderagao é G-l% onde
p e o numero de desv;os, pela direita e g pela esquerda. '
Formahzemos um pouco mais esta defini¢io. Consideremos o caso I =
Z (o que sera suficiente para os exemplos quc estudaremos). Seja 0 < |a| <
1, e para n € Z seja vy, um caminho de C — Z com inicio em a ¢ final em
n + a construido da seguinte forma:
Partimos do segmento [a, n+a] e mudamos o segmento nas vizinhancas
de b =1,2,--- ,n por um pequeno semi-cirenlo 3 direita ou & esquerda de
b=1,2,..- ,n—1, mas sempre & esquerda {por cima) no tltime obstaculo

b=n (a menos de homotopia existem 2"~! caminhos deste tipo.

nya

=}

22 onde p =

Associamos um peso a 7, da seguinte forma: e(y,) = &

ndmero de pontos b € {1,2,--- ,n— 1} que 7, contorna pela esquerda (por
cima) e claro, g =n —p — 1.

Se f é holomorfa (multiforme) em C — Z definimos A.,, f como sendo
a fungao obtida da seguinte forma:

Seja var f € (O,, var f =T fa - fa = difrenca entre duas determinagoes
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de f , T = transformacgio de monodromia associada ao laco €0 < 6 < 2x.
Tfa - fa = var. f:

Considere o prolongamento analitico de var f a0 longo de 7n, denotado por
g E On+a
Seja I € Oy 0 germe g o 7, onde 7(x) = » + a. Entao

ATuf =h

Em particular denotamos A+ A.,u-lw onde.n,+ éo cammho que contorna
todas as singularidades pela esquerda (por cima). Podemos agora enunciar

a definigio formal de derivada:

Definigao: A, = E,r“ e{Tn)A., isto &

Anfz ZE(%I)A‘Yn f;“ | | - . = |
In -1 ’ :
Teorema. Os A, sdo derivagdes da algebra C'(Z)

Observagio: -Podemos deduzir.os A} & partir dos ﬁ usando a Jdentxdade

(de series formais nio comutativas).
log(id + Z A"'t“ Z FAY Al
n2l - a2l .

ou

exp(Y Ant™) = id+ Z A,

n>1 n>1

Para obter esta identidade, observe que

At =id+ ) _ At C(Z) - C(Z)[H]
n>l
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munindo C(Z) do produto de convolucio e C'(Z)[[t]] do produto usual de
series formais (37 fpt?) * (3 got?) = 3 f, = g, 477 temos que AT[[#]] é um
homomorfismo de algebras.

Temos assim uma familia de derivacoes indexadas por n € Z(w € ).

Estas dérivagﬁes forman uma algebra de Lie livre de diinensz'io infinita
(nfo existem relagdes entre elas). ‘

Passemos agora as férmulas do Célculo Rom.lrgeﬁte, ane’tlbgos da regra

da cadeia e do teorema da fungéo inversa do cilculo usual.
Seja f LA, f a derivagao interna de C'(Z) deduzimos que
, An(@Pfy=(e+m)A,f

isto & A,0F = (8 —n)PA, (p inteiro p > 0).

Composigao convolugio:

. Fn) (4} .

fo § = I——-—#(h)"(mpcl(-ln formal)
Gd+h)  nS0 ce

1B
. .1 . ' .
feg= Z: n—](a“ f)* h*™{modelo convolutivo)
n20 '

Temos:

Regra da cadeia:

| (o ®g) =(0f @9 *dy
modelo convolutivo{ A,(f @ ¢)=(9fQg)*A.g+
| expy(=nh) = ((Anf) ® 9)
afog)=Fog- ¢ |
modelo formal¢ . . dF . o e A B
Bu(fod)=(409) dng+e(Anf)og
Verifiquemos a segunda destas férmulas (1'ogrz1"da, cadeié)' no modelo formal.
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T Cey ¢
An(f o d) = Ap(f(id + k) = A, \ZT'h

p>0

BAE) ]

P

?20 p>1
Rl dPy P g
Anh+ Y —=h - An
(2 p-Dids P) 2,3 ( ) d

= (gl;- o g) cAng+e ™ [(Anf) o g)

onde

d P dr T
(52 -7) anf = Stnf 48t (Gmmetin ) - (-4

d
+ (—n)”‘la/_\nf + (-n)*

Observagao: A igualdade ¥ I%hp (£ - n)P Anf=e " (A,f)og)éfa

cilmente verificada se escrevemos:

Z ( ’;;h) (An.f) og E d:v (Anf)

p20 q20

e multiplicamos.

- a regra da cadeia decorre diretamente das relagoes: At =
peP 1A, p (A, é derivagio) e A,0Fp = (8 — n)PA,p que se deduz de
A (zP f) = (2 +n)PALf.
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Exercicio: Verifique a férmula acima se f = f,.(t — w)log(t —w) w: Gnica
singularidade.
Neste caso: A, f = fo.
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CAPITULO IV

APLICAGCAO DO CALCULO RESURGENTE:

§IV-1) Introducio

Neste capitulo vamos utilizar o cilculo diferencial resurgente esbogado no
capftulo IIT para obtermos invariantes analiticas para os germes de di-
feomorfismos f:C — C tangentes i identidade e para as equagdes dife-

rencidveis nao lineares resonantes (com somente uma resonancia) de C?.

§IV—2) Difeomorfismos de C,0 tangentes 4 identidade

Nesta secao vamos estudar os difeomorfismos (germes em 0).

fiC— Ccom f'(0) =1, isto é f(z) = z+as22+--- com f holomorfa
em 0.
Definigao: f ¢ g sio conjugados se existe um difeomorfismo A tal que
foh=hog. _

Se h & holomorfo dizemos que f e g sfo analiticamente conjugados.

Se h é formal, dizemos que f e g sao formalmente conjugados.
Exercicio 1: Verifique que se f e g sdo analiticamente conjugados entdo

eles sdo formalmente conjugados.
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Exercicio 2: Verifique que f o h = ho g com h difeomorfismo analitico
entao h manda 6rbita de g em érbita de f. (Isto é f e g tem a mesma
dindmica na vizinhanga de 0). |

A seguir vamos analizar o exemplo seguinte: Consideramos os difeo-

morfismos f(z) = z — 2% 4+ z° + 0(z") que sio formalmente conjugados &

fO = liz'
Exercicio: Mostre que f(z) = z — % + :*+ a42% 4 -+ é formalmente

conjugado a fo(z) = 155

Exercicio: Desenhe as 6rbitas de fo(z) = = (note que fi(2) = 15a2)-

NS
FROM

Figura

O problema é calcular as classes de conjugagao analiticamente distintas
que possuem fy como modelo formal.
E cémodo de considerar a inversao % = £, entdo se f(z) = z — 22 +

2% 4+ 0(z*) temos:

1

— 1 _ £

T ETEROR) I
a

=£+1+) —

. 112‘2£
e
1
= ——— = 1.
0@ =Fmy =t



Assim no oo, gy € a translagdo de 1 e g uma perturbagao da tra.hslagéo.
Decorre do fatc de que fy e f sio formalmente conjugados (por um

inico difeomorfisme f com f/(0) = 1) que existe wma tnica série formal.-

(Iv.2.1) | WO =£+0(3)

que verifica
pog=goop=¢p+1

Seja i = ™!, Entdo

(Iv.2.1) go¥ = togo = P({ + 1)

As equagbes acima s&o as equagdes de conjugacio entre g e go, @ e ¥ sdo
os difeomorfismos de conjugagso.
Exercicio: Suponha ¢’ outra série (convergente) analoga & g e também

formalmente conjugada & go (¢'g" = goy’).

Mostre que g e ¢’ sdo analiticamente conjugados se e somente se @™o’

& convergente.

Para termos uma idéia das obstrugdes & convergéncia de ¢, conside-

remos o problema andlogo para deformagées infinitesimais de ordem 1 de

go-
Considere a familia a um pardmetro

g=g+1F , F& =0

a conjugagdo infinitesimal ¢ = £ + tp P = 0(¢~!) verifica pog = goo
(mod 2} isto é

P(E+1) —2(€) = —g(£)-
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Esta equagdo determina @. Se § = 3,528 7 = L1 g—} considere
n

{
a transformada de Borel g = Bf = T,5; rayie” ™ ¥p = By =

: Eng . (T{’-nﬁ zh=t
Como g ¢ holomorfa no co (por hipétese), temos que G ¢é inteira (e de
‘tipo exponencial, veja Cap. I). Transformando a equagao $(£ +1) —p(£) =
—g(€) por Borel, obtemos:

(e—z - I)EB = —§B1

logo

g8

e~% =1’

Pp=-—

Entéo, $p é meromorfa em C com polos simples em 27iZ — {0}.

As obstrugoes a convergéncia de % sio os residuos de $g.

Estas sdo as dnicas obstrugdes, pois se §' é outra fungio analoga & §
e'se Pp e Py possuem os mesmos residuos, entdo Py — P é inteira e da
forma =1 x fungdo inteira de tipo exponencial. Logo % — @ converge no
oo e g e ', sdo analiticamente conjugados na 1* ordem.

O teorema seguinte mostra que as obstrugdes a conjugacio de 12 ordem
sdo de fato gerais, temos:

Teorema. g = transformada de Borel do difeomorfismo de conjugacio
¢ € resurgente com singularidades em 2miZ — {0}.
Deduziremos a seguir as “relagbes de resurgéncia” que wp e ¥p verifi-

cam, estas sdo caso particular da “equagdo da ponte”.
Voltemos & equacéo de conjugagio inicial (IV.2.1)

go¥ = tYogo = Y(£+1).
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Transformando por Borel, temos:

(Iv.2.3) 98 @ Y5 =vBQ gon
Seja w = 2nmwi n € Z, n # 0. Entdo
Augs = Augop =0
(98 e gop sdo inteiras). Derivando (aplicando A, a IV.2.3) temos
Au(gs @ ¥B) = Au(¥e ® gon)

Vamos daqui para frente trabalhar no modelo formal. Entdo, temos a
igualdade

Ay(goy) = Aot o go)

e pela regra da cadeia (veja capitulo IfI).

Ay{goy) = (3—? 0 1/;) ALY+ e""(“""o(Awg) oy

dg ) .
=1 =0 Ay, ois A,g=0.
(d£ ¥ ¥, P g

d ol g0 —
Au(toge) = (%) 0 go) « Aygo + e (A) 0 go
= e “(AyY) 0 gs, pois Awgo = 0.

Entdao obtemos:

((A)) (ggw) Aot = (Aut)(E+1)
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pois e™¥ = e 2" =],
Por outro lado, derivando (usualmente) a igualdade g o ¢ = ¥(§ + 1)

temos

((B)) (-ﬁ—?°¢)'§—f= %(§+1)

Considere entdo a equagao (em 7)

(%ov) =+

Pode-se mostrar que esta admite uma tinica solugio formal n(§) =
2 n>0 ¢+, a menos de uma constante.
Logo
d
Aw'l,b = Awd_f, Aw c C
{equacdo da ponte no modelo formal)

ou seja, voltando ao modelo formal
Aw"pB = Awa¢B: Au eC

(equagdo da ponte no modelo convolutivo)

Esta equagao é chamada por Ecalle de “equagio da ponte” pois liga a

derivada resurgente A, & derivada usual ??E'

Usando a relacio (3 0 p)(§) = &, obtemos:
Oo(Pop)=A,0GEd) =0

d
= (d_ié) ° ‘P) Aup = —e““"l""‘f) (Aup)oyp
= —e~wlv—8) 4, (% o¢p) .
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Logo

(equacéo da ponte para ¢ no modelo formal)
Passando ao modelo convolutivo, obtemos:

Aypp = —A, exP*("“w(‘PB - ‘5’))

(equagdo da ponte para ¢ no modelo convolutivo)
(note que § = BE).
Vamos mostrar agora que os nimeros A, w € 2niZ — {0} que apare-
cem na equagao da ponte sio invariantes analiticos dos difeomorfismos com

modelo formal gg.

Teorema. (Ecalle): Sejam g e g’ formalmente conjugados 4 go.

Entdo g e g' sdo analiticamente conjugados se e somente se A}, . =
A2n1ri, Vn €Z- {O}.
Prova:

Por hipétese, pog=goopep'og =gyoy'. Entdo ¢ =hogoh~! com
pw=¢' ohouh=(¢) oy Assim, h é transformada de Laplace de hp,
onde hp verifica 5 = ¢ ® hg. Passando ao inverso de ¢, 1 temos:

v =hote a.plica.ndo A, temos:
AP = Au(ho)

= (% o ¢) A +e O (ALR) 0y
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Mas A ¢ = AL,%:—' e A = Au%, substituindo temos:

A = (% o ¢) : Aw%fl—p- + e~ (Ah) o¢

—a(Zmo (=6 ot .
_ 4, (dg(" w)) eI

!
= A, - % + e_""“’(""f)(Awh) o,

Suponha g e ¢’ analiticamente conjugados. Entdo h = () lopé

analitico e portanto A,k = 0. Pela iltima equagao,

r ]
AL%% = Aw%% = A, = A,

Reciprocamente, suponha A, = A, para todo w. Entao
e WA R) oy = 0= Ak =0.

Como Ahg = 0 = hp é uma funcio inteira (e de tipo exponencial).
Logo h é convergente e g e ¢’ sdo analiticamente conjugados.

Para uma interpretagio geométrica dos A, vejamos a relagio com o
método setorial.

Normalizagio Setorial dos difeomorfismos tangentes a identidade
Considere a relagio ¢og = go 0 ¢. Seja pp = Byp. Como as singu-

laridades de ¢p estio sobre o eixo imagindrio, dado 8 # £m/2, temos a

soma

#© = [ e(ettar=
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(?QAI\\: JQ, k&d) lf S\G

3

Figura
transformada de Laplace na direéo 6 de ¢p
Voltando A varigvel inicial = %, temos que ¢%(z) = fw pa(t)e~t*dt,

é assintética & w(x) para z — 0, T 1o setor aberto de bissetriz @ e abertura
7 — (e > 0).

) IR

\

\ Dumie. de

Jn{-‘n--rf.. de _?(az.) °ZDG :
$Cmo= phans de
Jef«n.-r.: -lé.
¥)

C teals {\6

S }

Pe) hofimocll
- C-ami
Figura
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E claro, pela construgdo que ¢°(z) conjuga f e fo no disco Dy de

didmetro {0,7¢’?] r > 0, pequeno.

<—’A\ v A&m,.'mbﬁ de Ac"(-‘“i..c’io
, de ¥R
<V '

Variando s desde § = -3+ 64 5 —6 (6 >0 pequeno) obtemos a
soma ¢t (z) que conjuga f e fo num setor V* de bissetriz R+ e abertura
r—e(e>0)

V+: dominio de definicdo de ¢ (z).
Embora f e f; sejam somente formalmente conjugados, no setor Vt,
o+ (z) realiza a conjugacio analitica entre f € fo.
Exercicio: Mostre que f é atrator em V¥ isto &, f(V1) C Vt; todas as
6rbitas entram em V1 e convergem para 0.
Analogamente definimos ¢~ () no setor ¥V~ = sctor de bissetriz R™ e

abertura 27 — £, e p~ conjuga f e foem V™,

122



(Note que V'~ é um setor repulsor de f isto é; Vp € V~, algum iterado
F(p)F>9 escapa de V. '
-~ nos setores atratores e repulsores, onde a dindmica é simples, temos que

F é analiticamente conjugado & sua forma normal fa.
Notagao: ¢t e ¢~ sdo as normalizacdes setoriais de f.
Ponto de vista de £ = -31;

Passando ao plano C¢ temos:

PO = [ eatiear

é holomorfa para Jargé + 6] < 7 /2 e [£] > R.

V" . se.lom AE_F\JQ}—ML

Figura

/\éﬁ'
[}
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Sejam:

@+ (€) = prolongamento de ? para |arg 8| < 7/2.
w_(£) = prolongamento de ¢’ para |1 — arg 8] < 7 /2.
Entdo % (£) é holomorfa para |§} > Re £ € C ~ R..-

/// / Y doma, Ao ,j.“[“._\*;
\/4\}2 eyt

L ’ -
//;//

e ¢~ {£) é holomorfa para [§] > Re £ € C— Ry.

(Viav=WvV, )

Figura

Wiy

Considere a composigao ¢4 o {p_)lem VI NV~ =V UV;

Vtav- = |Imé|>r

Como @4 e @ sio assintSticas &  para £ — oo, temos ¢, o (p_)"1 = id

para
EeViuVe, (Imé| — +oo.

Entéo, seja @4 0 (o)1) = £ + x(£) com x — 0 se [Imé&| — +oo.

124



Como ¢4 o (¢_)~! comuta com gg, temos:

o€+ x(E) =€+ x(€) +1
=&+ 14 x(E+1) = x(€) = x(£ + 1)
X € periddica de periodo 1 e

Xo(€) =) xn€™™ em Im¢ > r,€ € (V1)
nz2l

= Y xn€®™™ em Img < r;€ € (Va)
ng-1 ‘

Note que de cp.,.go:_l = { + x segue que

Pt = - = X(p=) = ) xne®" "
Podemos agora enunciar o teorema de classificagio pelo método seto-
rial.

Teorema. (Invariantes analiticos, método setorial).
(1) Dados g e g’ formalmente conjugados & go, sejam xg € x4 08 coeficientes
de Fourier definidos anteriormente.

Entdo: g e ¢’ sdo analiticamente conjugados se e somente se xg = Xg-

125



(2) Reciprocamente, dada x periddica em |[Im§| > R, do tipo de x4, existe
g(€) = £ + 14 0(£72) formalmente conjugado & go e tal que x4 = X.
Vamos agora ver a relagiio entre os invariantes setoriais Xy € 0s resur-

gentes A,,.

Usando a férmula exp(3 Ant®) = id + 3, Aft" podemos exprimir
os A} como polinémios universais nos An. Entdo deduzimos que existe
At € C com

Aty = __Aie-—ww—&)

os A} sio polinémios nos A,,.

Entao temos o teorema seguinte:

Teorema. (Ecalle - Malgrange) A} .. = x_n.

Idéia da Prova: Seja -y a semi-reta e*[0, 4-00[ orientada de 0 a co.
Entdo, vimos que

' se |argf| < 5
f wp(t)e™%dt = { o+ 5o largh] < 3 .
o p_se | —argl| < %

Vejamos entéo o que se passa quando @ cruza /2. Entdo, para Imé <<
0, -7+ ¢ < arg€ < —¢, temos

Pr—p-= f A, nipp(t)e™ 2y,

In

onde 1y, = transladado por 2nmi de vg (f = § +0). Como
At .pp=—Atemwlea= = 2nmi,
temos:
A;nwri B (t)e“tf 2
= _Az-i-nwie—2nﬂ‘i(tpg-t) N e—tf . e—2n1rz't

— _ At —2nmipp | ,~1§
- AZmrie €
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“In

f AL op(t)e eIl gy

= A+ ] e—Qnri(pBe—iEdt_
Tn

P+ — P

= YA | et
—‘an'ka_
- Z A?nm :

n>»0

X-n = A,

2nari*

§IV.3) A Sela-né nao linear

Considere o campo de vetores holomorfo em (0, 0)-

va1) X{i:”z
. Ly =ao(@) +y(1+Az) + 3,5, an(z)y”
com ag(0) = 0.
Note que (0,0) é singularidade isolada de X, que o eixo dos y's é
invariante, mas o eixo dos x's ndo é invariante.
Contudo, sempre existe uma dnica solugio formal §{z) com §(0) = 0,

a qual chamamos variedade central formal.

Exercicio: Prove as afirmagfes acima.
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Para analisarmos as obstrugdes a convergéncia de §, procedemos como
no caso dos difeomorfismos tangentes & identidade, estudados em (IV.2).

Pela inversio, T = L a equagdo (IV.3.1) é transformada em

d
(IV.3.2) -% = g1+ AT ) +aoT )+ Y an(T™)y"
n>2

Considere a familia I, 2 um parimetro ¢, que liga a forma normal formal

dy _ -1
(IV.3.3) 9T = y(1 4 AT7)

a equagdo inicial (IV.3.2)

(IV.3.4) I.: —j——é’, =y + 23T +e(a(T )+ D an(T 1 )y")
n>2

Seja §e(T) = ¥ ,50 Pa(T)e™ a solugdo formal de I, com §(o0) = 0, expan-
dida em poténcias do pardmetro c.

Substituindo §.(T") em I, temos:

= (D) = (Y Ba(T)e™)(1 + AT )

n>0 r>0

+e(@o(T™h) + 3 aa(T ™) 2p(T)R))

n>0 p>0
ignalando os coeficientes das poténcias de ¢ obtemos:

n=0 —&(T) = (14 T1)@(T) = 8(T) = 0

(o que concorda com o fato de I admitir y = ¢ como solugdo).

n=1 —@(T)=(1+AT"1®; +ao(T)
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que ¢ uma equacio linear nio homogenea em ®;. Vimos em (IIL.1) que
esta equacao admite uma solugdo resurgente com uma tnica singularidade

logaritmica (se A # 0) no ponto ¢t = 1 do plano de Borel

n=2 8 =01+ = 3 =0.

n=3 -8 =(14+AT")®; +ay 8?2

no: 8, =(1+AT71)%, + a,_137+ polinémio em &;, < n, com coefi-
cientes ap p=1,2,---.

Considere a equagio:
=3} = (14 AT"1)®; + a,d?

Transformando por Borel, obtemos:
~ i - - s
(t - 1)@3 = /\f @3(8)0{3 + &2 & (I)l * ‘:I’l
0

(notagdo: & = Ba).
Vemos assim, que &5 possui singularidades em ¢ = 1 e ¢t = 2 (pois o
produto de convolugio propaga as singularidades)

Exercicio: Mostre que se (t) = 727 entdo ¢ * ¢ possui singularidade

logaritmica em ¢ = 1 ¢ um polo simples em ¢ = 2.

Continuando a anélise das demais equagdes (n = 4,---) vemos que a
solucdo formal § = 3 ., $,e" é resurgente com singularidades em N*
(Isto é, By, = EnZO (B@n_)(t)a" é, para cada ¢ > 0, uma fungao multiforme

com singularidades (tipo polo simples e/ou logaritmica) em N*.
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Qbservagio:

1) Nio estamos considerande questoes tais como a convergéncia uni-
forme da série, ¢ 0 crescimento exponencial no infinito de f(f). Para estes
problemas remetemos o leitor aos trabaathos de Ecalle [5].

2) Para obtermos os modelos setoriais da variedade central, basta con-
siderar a transformada de Laplace de § nas diregées T =e>0eb” = —¢,

conforme o esquema:

(-TLamo dg '&«LQ) r \(‘9

Figura

) = j (BB Tt =3 J[ B (e T

n>6 v Ya

§(T) = j OoBe()e Tt =y | BRa(t)e™ " dt
Te n>e n>0" s _

e

it e §~ sdo os modelos setoriais de 7.
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Néao vamos insistir neste ponto, maiores detalhes podem ser obtidos no
capitulo IEI.

Ciélculo das derivadas de §:

Considere a solugdo formal § = ano ®,(T). Vimos que sua transfor-
mada de Borel possui singularidades em N*.

Vamos agora calcular A,3.

Para tanto voltemos as equa.gﬁesA que determinam ®,, ®;, &3, etc.

Temos:
——-‘I"i = @1(1 + AT_I) + ao(T_l).

Transformando por Borel vem:
1) =) + A+ ) + &,
= (t—l)‘?pl =A*&>1+&o

Aplicando A,,, obtemos:

A ((t=1)81) = Au(A* &) + AL
= (t—14+w)A.® = A+ A8

pois Aydg = 0 VY, j4 que @o é inteira e A8 = (8 — w)A, onde § =
multiplicagéo por —&. A
Como &; s6 possui singularidade em ¢ = 1 temos A, ®; =0 se w # 1.
Portanto a tnica derivada nio nula de &; é A; (A;@; pode ser cal-
culada como (IV.1), ou diretamente usando a equacdo (¢ — 1+ W)AL,P; =
X ALB;.

Considere agora a equacio seguinte:

—8% = B3(1+ AT +ap - B
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Por Borel obtemos:
(t— 1)&3: )\*‘53-{—&2*@1*@1

e aplicando A, temos:
(t— 14 w)Aud3 = A% A, B3 + Ayip * By % &
+ g * Ay (B * &)
= (t -1+ w)Aw‘ia =A% Awé;g + 2a9 * (il * Awél
Como A,®; =0 se w # 1, temos
(t—14 w)Aw&f;; =Ax Auds
se _ _
A=0:(t— 1+ w)A,ds == A,93 =0.
Observagido: Note que uma igualdade do tipo
tAl(i3 =0= -8A1‘$3 =0= A1&33 =.c.6.

Logo

Du®p=0sew#1.
Resumindo temos a proposicao:

Proposigao. Sefj =} ®,(T) é solucdo formal de (IV.3.2) com §j(co) = 0.
Entdo ' ‘ '

a) sing &, C {1,2,---n—1}
b) Auti)n=05ew=,£1.

Isto é: a vinico derivada que age ndo. trivialmente sobre § = 5 &, €A
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Voltemos a equagdo inicial (IV.3.2)

d — — b | — i)
— =% = ao(T™) +y(1 + 3T ‘)+;an(T "y
fazendo z = y — § obtemos:
Iv.3.4 4z _ AT !
(IV.3.4) ~oF =201+ T+ > ba(T)2"

n>2

onde b,(T") é formado dos a, e de potéucias de §

Vimos que os b, (T) sdo tais que by, (T'} é resurgente com singularidades
em N*. (IV.3.4 define uma equacio na algelra das fungdes resurgentes).
MaslembrequeAwy—OsewyéI:A bnu_(]sewyél Note que z =0 ..
¢ solugdo de (IV.3.4). '

Vamos estudar agora a transform'tgao

H(T, _;z) (T 24> (T

n>2

que reduz (IV.3.4) a forma normal formal

dw
5= w(l+ AT~ )

Escrevendo a equacdo de conjugacdo ¢ ignalando os coeficientes de

resma poténcia em 2z obtemos hy(T) =0, {T)=1e

DBt = (- Dha (14 AT 2"+ 5 by2®

n>2 n>2 n22
(1V.3.5) + (3 nhaz® (3 b,2?)
n>2 p22
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n=2 hb=hy(l+AT"1)+b,
n=3 hy=2ha(1+ X T"1)+ 2hobs
n=4: h}=23hs(1+IT"1)+ by + 2hob; + 3hsby
n~—2
n: k= (n=Dha(l+AT )+ b+ Y bjs1(n = 5)hn-;
j=1

Considere a primeira dessas equacgoes:
kY = (1 + AT 1)k + b,. Transformando por Borel vem:

Como b, tem singularidades em N¥, he possui singularidade em N* U
{-1} ={-1,1,2---}.
Aplicando A, & equagio que determina kg temos:

Aw(-ﬂ-(t + 1);!.2) = Aw(A % 52) -+ A“,Bz
= AxAuhy + Aubs

Logo
A=+ Dhe) = —(t+ 1 +w)Auha = A+ Auhs + Auba.
Suponha w # 1, entdo Aybe = 0 e obtemos:
—(t+ 1+ w)Auhe =A% ALk

Se A=0, —(t+ 1+ w)Ay,hs = 0 e para w £ —1 = A hy = 0.
Se w = —1, como hy possui um polo simples (se A = 0) em ¢ = 1, temos

A_1hy = residuo de hp em t = —1.
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Se A # 0, h possui singularidade logaritmica em ¢ = —1." Em qualquer

caso A ko = 0 se w # —1,1. De um modo geral temos:

n—2
Bp= (=11 + AT Dhy+ by + Y bjga(n— jha-;
=1

e transformando por Borel vem:

—thy = (0 = Dhy + (0 — DA % fop + by,

) n—2
+ ) bjgr * (1= )k
i=1
ou
. . . . n—2~ .
('—t -n-+t 1)}313 - ('ﬂ, - ]-)A * hn + bn + Z: bj-[-l * (n - j)hﬂ—j°
i=1
Proposigao.

a) hn possui singularidade em {1 -nf,2---}
b) as singularidades de ¥, h,(t)z™ sdo Z* — {0}.
c¢) As iunicas derivadas ndo nulas de
S ha(t)2™ sdo A, w € {1,-1,-2,-3,---} ~N* U {1}.

- de fato:
(—t—n+Dha=(n—DAxbhy+ 82+ ) bjyps * (0 — Hhn_j.
=1
Suponha A =0

(t=n+ 1k =by+ Y bjp1x
Au(—t —n+ Dh, = Auby
-+ ZAij+1 * fln_j + BJ'.{.]_A,‘,FE
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(—t=n+1-w)Ah, =0= Auh, =0w#1=-n

ou

Awi?.n =6 w=1—n,
Assim vemos que 1"12(T, z)=z+ En22 hp(T)2z" é tal que Bhy = z +

Yon>2 Bha(t)z" possui singularidades em ¢t = n, n € Z — {0} (cada h,

possui singularidades em —1,—2,---—n e os Bj possuem singularidades em
L,2,--0 0= 1)‘

Figura

plano de Borel (Bftg = hy é multiforme em C — Z*

Logo a transformagdo normalizante F é tal que sua transformada de
Borel '

Bha(t,y) =y + ho(t) + D ha(t)y”

n>2

é multiforme com relacio & variavel t em C — Z* e possui em Z* singulari-

dades tipo polo simples ou logaritmica, mas

D> Fa(t)z™) £ 0

136



somente se

we={1,-1,-2,-3,...}.

Se somarmos h, por Laplace segundo as direcées 8t = ¢ > 0 el = —¢

obtemos as normalizacSes setoriais da sela-ng, Isto é, se

H=(2,y+ho(2)+ Y ho(e)y™)

n>32
Entdo:

hg- =y+ Eg-l»h[) + z £0+hn)Jne
n>2

h‘.’— =Y + Eﬂ"‘ BU + Z(ﬁﬂ—i"n)yn
n>2

- 520 as transformadas de Laplace de Rs segundo 8% e 8-, temos:
(1) H* = (z,h]) é uma conjugacdo holomorfa entre (IV.3.2) e o modelo
formal (IV.3.3) no “setor” V+ = §+ x D, com

t={lz|<r, jargz -~ 7/2l <7}, Dy={lyl <R}

+
S Of’a“

LY
—— ____< . ¥} oL ' 3
7 L] .y >

Figura
(2) H- = (=, h ) é uma conjugacio entre (IV.3. 2) é o modelo formal
(IV.3.3) em V=~ = §~ x D,.
(3) Por construgio h'{ é assintético & hy para 2 — 0,ze€SteyeDyo0

mesmo valendo para fz; em S,
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Exercicio: Verifique que se expandirmos hy com relagio a varidvel z isto
é se escrevermos ha(z,y) = 32,50 Pn(y)z™ entdo todos os pn(y) sdo holo-

morfos num mesmo disco |y} < 6. Isto & ks € C{y}{(=]].

Resumo:

j_J =ao(@) + (1 +22) + 3 an(a)y”

n>2
jz=z
_di =aol(T™ -1 -1 -1
0( Yy + AT+ Y aa(T )"
dT’ n>2
lz=y—-3
dz -
-5 =21+ AT1) + 3 ba(T)2"
n>2
lw==z+ Eh (1)=2"
n>2
dw

—_ = -1
Wik w(l+ AT™1)

Equacdes de Resurgéncia e Invariantes Analiticos
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1) - A equagdc da ponte:

Considere a equucio: =y + bo + Z,,;. 4 bn(z "
(1) Bop — = bo(2) + Y5 bu(2)™ - 1
. n232

Aplicando A, (= e™“*A, no modelo formal)
Auaz‘ig - Aw‘:o = Awbﬂ‘l‘ Z b‘nﬁﬁon_lAw‘P
(pois Aub, = 0)

0: (Aw(P) w‘r’ (Aw(f’ ann‘P -1

Caietino MR

ALy é solugdo da equa(;ﬁo Iinear hmnogenea .

atb 1,b z,b an,,{p

) n{:"’ .

Por outro lado ud,p também resolve . (¢ = (z,u), u: constante de
integragio). ; ERAIFEEE SRR
de fato:

Aplicando uB f:am (1)'

‘ ua (B0 — ) = ua bg + an(z)gp“)
) nx2

= 8, (udup) — ubuip = Y byudy o™
= 3" nb" " (udup)
= ('ua'ucé) Z b, "t
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. - ubuyp e A,y sdo solugdes de *.

. Logo ' - _

T : Aw‘l’ = _“w(")"au}f

Exerclcio: Mostre que ¢, () = u’A,.

Entao: o 7
,A“'V’ = ﬁ”Awwtawap.' -
Bp=Au-o

A, =1 A udu

equacao da pmm-
Algumas éonsequén_cias da _eq_uél;:éb da ponte:

Ay = Aup, A, = v’ A, udu
1 .) O “reseau de :esuigence” de ¢ estd contido em ), isto é, as deriva-
das iteradas A, A,,., - -+ A; nio flulas em ¢ sio tais que todos os w; € O
Q={-1,1,2,---}. .
2* ) Poténcias de A_; sobre ((?).

A-I‘P =efA1p=A_10u¢p

Substituindo
p= Ztif'e"=99("J ‘

temos

EA_p=¢ 2 uuenzA_I(P(n)
n20
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" Por outro lado

A-;pr =4 2 nu®"! '"go(“i
n)ﬂ

=A-re gp(‘)+A 12ue2”fp(2)+

' Compa.rando potenczas de u obtemos:
A 1<p(°)—.4 ﬂp(l). A_ 19o(l).._gA 199(2}
AL (n+ 1A 199("“’

Ai(A- 199)= A_ 1(-4 1?‘1))
= A. 1A 1M = Ai - 24.,0P
“‘2(4 1)250(2)

(A )2 9 = 2(A- N

1 /A ey
@z (BAaY o o
‘Pa 2(A-1) LA

1(a N
ol fB81Y o
‘p (A-l) v

_.‘Vemos que 2 solug:ao geral (mtegral formal) é gerada pela, ressurgéncia”

Lo'g'o:. .

* da solugiio formal partlcula.r ga(°) (va.neda.de central).

Temos a formula.

o) = exp [ 24
P(z,u) = exp A
v 1la(84) @
=Y o (A_l) .

‘) pO(z)



Invariantes Analiticos ‘
. , o d
Teorema. Sejam (I)::c""%' =y+ Z‘:n22 dn(z)y™ e (@I:2?5L = y +
En22 bn(z)y™ duas equacdes formalmente conjugadas a .1:2% =
Sejam A, e Al, os nimeros associados pela ‘equagdo da ponte. Entdo
(I) e (II) sdo analiticamente conjugados 4+ A, = A, ¥, € .
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