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INTRODUGXO

Copiando uma bem difundida simplificagcdo que pde como objetivo
da geometria algébrica o estudo de sistemas de equacdes polinomiais,
dirfamos que a teoria de intersecio se ocupa do cilculo do  niimero
de solugbes, contadas com multiplicidades apropriadas. Um enunciado
tipico, € o teorema de Bézout: duas curvas planas projetivas de graus
m,n, sem componentes em comum, intersectam-se em nmn pontos; con-
tados com multiplicidade. Intuitivamente, uma curva definida por
uma equagdo polinomial de grau m pode ser deformada na unizo de
m retas em posicdo geral por variacio continua dos coeficientes da
equacdo, Teoria da intersegdo fornece tanto a formalizacio rigorosa
desse processo de deformagio, como a invarifincia do resultado dese-
jado médulo tais deformacSes permissiveis, aldm de um respeitivel apa

rato para o cilculo efetivo.,

A geometria enumerativa cldssica & hoje incorporada a teoria
da intersegao. De seus primdrdios {circulos de Apoldnio: quantos sdo
tangentes a 3 outros, fixos?), passando por Bézout, Cayley, Chasles,
Salmon..., culminou com a obra de Schubert e sua escola, fazendo-se
objeto do 15?2 problema de Hilbert. Este demandava justificétiva, em
bases sdlidas, para o chamade "cdlculo simbdlico", questionando tam
bém os limites de validade de suas aplicagdes 3 determinacfo de nii-
meros tais como os 5.819.539,783,680 de curvas ciibicas reversas tan

gentes a 12 superficies quddricas em posicio geral.

Se, por um lado, as contribuicdes de Severi, Lefschetz, van

der Waerden, Weil, Chevalley, Samuel, Serre, Grothendieck, Kleiman,



Fulton, MacPherson, Verdier (entre outros) nos permitem  assegurar
os fundamentos do calculo de Schubert, ja a verificacdo sistemitica
dos exemplos mais populares permanece um desafio e fértil campo de

provas.

Dos trabalhos de Fulton, MacPherson e Verdier (no contexte de
teoremas de Riemann-Roch para variedades singulares, ndo projetivas)
resultou, como importante subproduto, uma notavel simplificacdo dos
fundamentos da teoria da intersecdo. Libertou-a dos pré-requisitos
homoldgicos mais pesados (e.g. formula dos tor de Serre para multi-
plicidade de intersegao), dispensando igualmente certos argumentos
de posigao geral ("moving lemma' de Chow); em particular, estendeu

a teoria para variedades nao projetivas.

O principal ingrediente para os calculos "praticos" & o ferra
mental das classes caracteristicas (de Chern e de Segre). Em  comn-
traste com a abordagem tradicional gue constroi tais classes a par-
tir de uma teoria de homologia-cohomologia pré-estabelecida ([Grl,
[Hil]), o curso tomado por Fulton [F], e que adotamos aqui, consiste
em definir as classes de Chern como operadores sobre o grupo de
Chow (de ciclos modulo equivaléncia racional). A construgcdo da clag
se de intersecdo e, por fim, do produto de ciclos em uma variedade
ndo singular, resulta das propriedades obtidas para os referidos ope
radores. Em particular, prescinde-se de qualquer teoria de multi-
plicidades (a la Samuel-Serre) que ultrapasse a definicdo "ingénua",
via longura (= comprimento) de um anel local artiniano. O lance

estd em remeter ao cone normal o cdlculo do indice de intersecio.



Nosso propdsito € expor os resultados basicos da teoria de in
tersecdo a la Fulton—%acPherson, de forma utilitaria, sem preocupa-
¢do com generalidade excessiva, tampouco ambicionando @ auto-sufi-
ciéncia mais completa. Afinal, muite da boaz Matemitica pode  ser
apreciado em casos-teste. Poderemos (de fato pretendemos) pecar oca
sionalmente por escolhas pessoais e omissdes graves certamente de-

tectaveis em consulta as referencias ([F], (K1, [Ks],...0).

Passemos a descrever sumariamente o conteddo por capitulos. Os
2 primeiros tratam das definicoes e propriedades elementares do gru
po de ciclos e do grupo de Chow dos ciclos mdodulo equivaldncia ra-

cional.

0 39 capitulo concentra-se mo primeiro teorema nio  trivial:
equivaléncia racional & respeitada por imagem direta propria. Segue-
se uma demonstracdo particularmente agradivel do teorema de Bezout

para curvas planas.

0 capitulo 4 cuida da imagem inversa plana, estabelecendo-se

a compatibilidade com imagem direta e com equivaléncia racional.

Relacionamos, no capitulo 5, o grupo de Chow de uma variedade
com os grupos de Chow de um fechado e de seu aberto complementar,
exibindo a sequéncia exata de excisfo. Com isto, habilitamo-nos a
calcular os grupos de Chow de um espago afim ou projetivo bem como

de outras variedades elementares incluidas nos exercicios.

Damos inicio, no capitulo 6, ao programa de construgdo do pro
duto de cicles, explorande o caso de codimensdo 1. Fazemos uma di-

gressao sobre divisores de Cartier e fibrados vetoriais. Introduzimos



entdo o operador 12 classe de Chern de um fibrado em retas, o qual
associa a cada ciclo uma classe no grupo de Chow. Listamos no capi-
tulo 7 as propriedades fundamentais da 1% classe de Chern: normali-
zagdo, aditividade e bom comportamento com respeito a imageﬁ direta

propria (férmula de projecdo) e imagem inversa plana.

0 capitulo 8 contém o 29 teorema ndo trivial: da comutativida
de do produto por-um divisor. Notavel consequencia & que a 1% clas-
se de Chern anula o subgrupo dos ciclos racionalmente equivalentés
a zero, induzindo assim um operador no grupo de Chow (chamado ainda
de operador 12 ciasse de Chern). Estes operadores podem agora  ser
iterados; como 12 aplicacio, provamos a concordancia do gfau i 1la
Hilbert-Samuel com o fornecido, no cap. 5, mediante o cilculo do

grupo de Chow de um espago projetivo.

No-capitulo 9 construimos as classes de Segre e de Chern para
fibrados vetoriais de posto arbitririo e demonstramos suas proprie-
dades caracteristicas. Destacamos o utilissimo resultado que rela-
ciona a r-€sima classe de Chern de um fibrado de posto r com 0

lugar dos zeros de uma segao regular.

Calculamos no capitulo 10 os grupos de Chow de fibrados veto-
riais, de fibrados projetivos e, mais geralmente, de fibrados em
grassmannianas. O fato de que o grupo de Chow de um fibrade veto-
rial & isomorfo ao da base, & a chave para a construcio da classe
de intersecdo em codimensdo arbitrdria, adiada para o cap. 13. Ilus
tramos o material ji apresentado com uma incursdo enumerativa pelas

cordas de uma curva reversa.



0 capitulo 11 trata do calculo das classes de obstrucdo para
imersao ou mergulho de variedades por projecac linear. Abrimos es-
paco para o surpreendente teorema de K, Johnson: grosso modo, se
for possivel imergir em dimensdo inferior a esperada, seri também

possivel mergulhar.

Prossegue o capitulo 12 com aplicacdes, descrevendo o cidlculo
de invariantes projetivos em termos de classes caracteristicas. Ini
ciamos com um resultado geral sobre membros singulares de uma fami-
lia de divisores (12.4), cuja demonstracso infelizmente requer mais
formalismo com feixes e suas imagens diretas do que seria desejavel.
No restante do capitulo tentamos convencer o leitor de que o esfor
¢o pode ter valido a pena. Apresentamos sucessivamente, 0 grau da
variedade dual (12.6) (e em particular, a formula de Pliicker para o
n?¢ de retas tangentes a uma curva plana lisa que passam por um pon-
to); o n? de pontos de Weierstrass generalizados (12.7) (de que se
deduz a formula de Pliicker para o n¢ de pontos de inflexao de uma
curva plana); e finalizamos com uma interpretacdo pessoal de alguns
resultados sobre singularidades da aplica¢do normal de Gauss de uma

superficie (12,8).

No capitulo 13 condensamos a construcdo de classe de inter-
secao X.V de uma subvariedade V por um subesquema X regulammente imer
s0 em um esquema Y. Dela resulta, em particular, a existéncia de um
produto munindo o grupo de Chow de uma variedade ndo singular de
uma estrutura natural de anel. Os principais pontos de destaque no
procedimento de Fulton-MacPherson sio estes: 19) a classe X.V & su-

portada por um cicle que vive na intersecio fisica XNV; 29) a cons



trucao j& traz em si, de forma natural, a definicdo do indice de
intersecio ao longo de cada componente pyﬁpria de XNV, tornando
transparente quando e porque X.V difere do ciclo associado ao es-
quema intersecdo. O Qltimo teorema nao trivial deste curse afirma
que a classe de intersecdo respeita equivaléncia racional; a demons
tragdo se baseia na importante técnica de defoxmagﬁo ao cone NoT-
mal. Enunciamos em seguida, o teorema da construc¢do do anel de Chow
de uma variedade lisa Y, Por simplicidade, limitamos a demonstracgido
ao caso em que Y satisfaz a 2 hipdteses adicionais: (1) Y completa
e (2) a diagonal & o lugar dos zeros de uma secdo regular de um fiw
brade vetorial sobre YxY. Ambas as condigles sfo satisfeitas pelas
grassmannianas. Bncerramos o capitule com o teorema de Bézout para

espagos projetivos.

No capitulo final discutimos o calculo de alguns nimeros ca-
racteristicos da familia de curvas cilbicas reversas, aplicande boa
parte dos resultados anteriorés. Mostramos que um certo fibrado em
grassmannianas €& uma compactificacdo de um aberto do espaco de pari
metros da familia de curvas cilbicas reversas, Calculamos em seguida
as classes associadas as subvariedades definidas pelas condigbes de
um ciibica reversa passar por um ponto, encontrar uma reta e tangen-
ciar um plano. Com isto, habilitamo-nos a determinar o n?¢ de clibicas
reversas que passam por « pontos, encontram b retas e tangenciam e
planos, todos em posic¢do geral, com Zas+b+c=12 e a=5 ou 4. Os demais

casos escapam & nossa abordagem.

Por fim, gostaria de expressar meu reconhecimento a Comissio

Urganizadora do 159 Coldquio, tanto pela oportunidade como pela pa-



ciéncia com que viram os prazos se'esgotarem sem sinal do manuscri
to... Registro meus agradecimentos especiais aos colegas que contri
buem para tornar o DM da UFPE um ambiente singularmente estimulante,
E um voto de louvor ao time de datildgrafas, Delza, Ester e Neide,

campeds de eficiéncial

Recife, 26/6/85



NOTA¢AO, CONVENCOES E PREREQUISITOS

Pressupomos familiaridade com as definicBes e propriedades basicas
das variedades algébricas e morfismos, ao nivel das 90 primeiras pa
ginas do Hartshorne [Ha], ou do Shafarevich [Sh]- capitules I, II, III e V,
Esquemas sdo de tipo finito sobre um corpo; devem ser encarados como a maneira
natural de reter o sistema de equacdes que definem um conjunto algébrico. Varie-
dade significa esquema integral, i.e., reduzido e irredutivel. Subesquemas e

subvariedades sdo fechados.

A - espaco afim de dim. n sobre um corpo

P o= v projetivo
n _ an v, mO _ pn

Ay = ATxX; PP o= PUaX,

Oy 5 = anel local de um esquema X ao longo de uma subvariedade Z
3

R(X) = corpo de funcBes racionais de uma variedade X
Sp{A)= espectro de um anel A

E >——> F —>> G = sequéncia exata curta

C.X .0 % (3.1) LD) (6.4) c,(8) ¢, (B) 9.8
le| (1.2) | p. (3.1), (3.9)] om) (6.5 G(r,m),G(r,B) (10.3
X1 (t®| f ,if( (3.9.1) e (L) (6.12) N Y (13.1)
£(04) (1.4)| £* (4.1) D.V  (6.13) GV (13.1)
i(P,F.G@) (1.5) Xxy (Exc. 4-4) TC (6.14(3) | X.v {13.2)
Ordy(r)  (2.1)| a%, %2 (5.4) PE (9.1 XV ,i(0) (15.6)
[rly (2.3)| £D (6.1.4) 0 (9.1) il (13.2), (13.10)
R.X (2.4)] |D| (6.1.2) s;(B) (9.2)

AX (2.4)| D] (6.3 s, (B) (9.4




§1 cIcLos

A nogdo de ciclo, de inspiracio topologica, impSe-se como ex-
tensdo natural da idéia de divisor de zeros e polos de fungbes racio

nais.

1.1 befinicdo. Seja X um esquema. O grupo dos ciclos de dimensio k,

ou k-ciclos em X €& o grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades
irredutiveis fechadas de dimensio k de X, denotado ckx. 0 grupo

dos ciclos de X € o grupo graduado
C,X: = @ X

Observemos que CkX£0 somente para k entre 0 e dim.X. Co

mo as subvariedades do subesquema reduzido associado X e as de

red
X s8o as mesmas, temos

CiXreq = CyX s ¥k.

por definigdo, cada k-ciclo ¢ em CxX se escreve de forma dnica co

mo combinagdo linear a coeficientes inteiros,

¢c == v,
v
onde V percorre a colegio de subvariedades (fechadas e irredutiveis!)
de X de dim. k, mas n -0 exceto para um nimero finito de V's.

v
0 suporte de c € definido por

(1.2) le] = U,
ny#0

1.3 Exemplos. (1) Se X & uma variedade de dim. n entdo CX=2Z.X
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{(2) Suponha X=A}, a reta afim sobre um corpo X. As subvariedades
de X de dim.0 correspondem aos ideais maximais (p(t)ICK[t].
Portanto, Coﬁg‘ & naturalmente isomorfo a K(t} /K", o grupo multi-
plicativo das fungGes racionais nic nulas mddulo fator constante.
Se feK(t)', podemos escrever f= aHpe(p),com p mdnico irredutivel,
a€ k' ¢ o expoente e(p) € Z. Associamos 3 classe f eK(t)'/K o ci-

clo Ze(p).Z(p), com Z(p) = subvariedade definida por p.

1.4 pefinicdo. Sejam X;,...X, @as componentes irredutivels (reduzi

das) de um esquema X. O ciclo fundamental de X &

[X]=Emix
onde

my o= z(OX,Xi)
€ a longura (=comprimento} do anel local de X no ponto genérico

(i.e. ao longo} de Xi.

Lembremos que 0y € artiniano; assim sus longura m; g
X
1

um inteiro positivo, chamado a multiplicidade geométrica de X em

Xi+
Definimos analogamente o ciclo fundamental associado a um

subesquema fechado ZC X, seja como elemento de (,Z, seja em C,X.

1.5 Exemplos., (1) Sejam F,G cuwrvas planas projetivas sem compo-
nentes em comum. Seja Z= FNG (intersecdo esquemdtica). Para cada

ponto P em Z, o anel local ¢ tem longura finita, denotada

Z,P
por i(P, F.G), que chamamos de indice de intersecdo de F,G em P
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{cf. (13.6) para generalizagio). Temos neste caso

i(P, F.G) = dlmKOZ,P

(dimensio como espaco vetorial sobre o corpo de base K)._d Teorema
de Bezout afirma ent3o que

¥ i(P, F.G) = d°F.d%

p
onde d°%p- grau de curva F. Daremos uma demonstracfo mais adiante

(3.10).

(2) Seja t uma constante e seja 2 ¢ subesquema de AA defini-

t
do pelo ideal

It = (X, y)M(z,wWw) + (x-z-t, y-w).

Trata-se da intersegdo do plano x= z+t, y=w com a unifo de outros

2 planos passando pela origem. Temos

[Zt] = (0,0,-t,0) + (t,0,0,0) para t#0

[z,1 = 3(0,0,0,0).

Este exemplo ilustra bem a inconveni&ncia de se estender a no
¢do de multiplicidade de intersegiio come a longura do anel local do
esquema de intersecdo para situagOes mais gerais que a de curvas con-

sideradas acima.

Un dos pontos mais delicados da teoria de intersecio estd em

atribuir "corretamente' multiplicidades, de sorte que certas pro-
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priedades intuitivas sejam preservadas. Uma dessas & o "principio
de continuidade", claramente desrespeitado no exemplo (2) caso in-
sistamos na multiplicidade geométrica ingfnua. Veremos adiante que
a multiplicidade de intersecio correta € calculdvel pela multiplici

dade geométrica do cone normal (cf. § 13; em especial (13.7)).

Bxeraicios

1) Sseja FeK[X_ ,...,X ] um polindmio homog@neo e sejam Zysenesly

o?’
as componentes irredutiveis da hipersuperficie Z(F)C:Ep, de sorte
que Z, = Z(F;) para algum polinfmio irredutivel Fi. Verifique a

igualdade de ciclos

[Z(F)] = T e. Z;

] e
onde Fll...Pmm = F & a decomposigio de F em fatores irredutiveis.

2) Seja X um esquema irredutivel e seja X,=Xpgq @ Subvariedade

suporte. Prove que se [X] = m[xo] entio [Xx}fl] =nqxbe?].
3) Justifique as afirmagBes do exemplo 1.5(2).

4) Seja Z, © subesquema de A3 definido pelo ideal b,z (x, z-t)
(unisio de 2 retas reversas)., Seja P o plano y=x. Calcule o ciclo

de PnZ, para cada t ¢ m}.
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§2 EQUIVALENCIA RACIONAL

0 grupo de ciclds & demasiadamente grande para ser interessan
te. Introduzimos um subgrupo de relagBes adequadas; o quociente, gros-
so modo, identificard ciclos em X que provém de fibras de um mor-

fismo X —> Pl.

2.1 Definicdo, Seja V uma variedade e seja T €R(V) uma funcio ra-
cional #£0. Definimos a ordem de r ao longo de uma subvariedade

WCV de codim., 1 pela formula

ordy(r): = ordy(r): = £(A/(a)) - LA/ (D)),

onde A4 = 0

y.y» ¥= &/b com a,beA.
3

ImpSe-se a verificagio do seguinte

2.2 Lema. Seja A um anel de dimensZo de Krull 1. para cada a,b € A

nio divisores de zero vale

E(atab)) = 2(Mal}) + 2(A/(B)).

Demonstragdo. Sabendo-se que a longura € aditiva, o resultado segue

da sequéncia exata natural

Moy = By M@ 7 My

Dal concluimos o fato de que ord, estd bem definida (i.e.,

W
independe da particular representacio r= a/b) e que

(2.2) ordw(rr’) = ordw(r) + ordw(r') ¥r,r' ¢ R(V)".

-
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2.2.1 Exemplo. Se A & um anel de valorizacic discretaz com unifor-
mizante t entdo P£{A/(a)) = e onde a€A sSe escreve na forma

e . -
ut com u invertivel em . A.

2.3 Definigdo. 0 ciclo associado i funcdo racional r¢R(V) & defi

nido por

[r]: = [r]y:= % ord, (v).W,

a soma se estendendo sobre a colecdo de subvariedades de codim,1 de

V.

Naturalmente temos a obrigagio de verificar que ordw(r) = 0
exceto para um n? finito de W's. Seja UCYV um aberto afim, Escre
va r=a/b com a,b regulares em U. Segue-se entdo que o conjun-

to
{W|WNULe e ordw(r)#O}
esfé contido em
{W|WNnU €& componente do esquema de zeros de a.b}.

Como o n? de componentes & finito e, por fim, lembrando que V ad-

mite cobertura afim finita, a verificacHo estd completa.

2.4 Definicdo, Seja X um esquema. O grupo dos k-ciclos racional-

mente equivalentes a zero € o subgrupo Rk de CyX gerado pelos

ciclos associados a fungBes racionais de subvariedades de X de di

mensao  k+1.



15

0 grupo quociente graduado,

AX: = @ AX = @ CpX/RX

€ chamado o grupo de Chow de X,

Dois ciclos sdo ditos racionalmente equivalentes entre si

quando representam a mesma classe médulo R.X.

2.5 ObservacHio importante. Se X € de dimensf@o pura n entdo R,X=0

(n3c ha subvariedades de dim. n+l...) & portanto, An = Cn'

Evidentemente, A.X = 0 para i é[o,n].

n

2.6 Exemplos. (1) An—lﬂ' = 0.
(2} An_an = Z.h, onde h= classe de um hiperplanc. Com efeito, Se

ja Fq um polindmio homogéneo de grau 4 e seja Z(Fd)C:]‘Pn a hi

persuperficie associada. Temos entdo r1: = Fd/Fg eR(Ip) e

frl

n

[Z(Fg)] - d[Z(F)].

Como h claramente nio & de torcdo, segue-se que A 1EP & 1livre,
gerado pela classe hiperplana. Veremos que Os demais AiPn também
sdo isomorfos a Z para i entre 0 e mn(5.3), gerado pela classe

de um subespago de dim.i.

(3) Seja X uma curva ndo singular. Cada fungdo racional nio cons
tante r éR(X)} induz um morfismo T: X ——> EJ. As fibras de ¥
L

nio vazias formam 0-ciclos racionalmente equivalentes entre si. Com
efeito, para cada PeX temos ordy(r)>0 se T € regular em P e

r{P)=0. Dai vem que
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F71co1 - (#l(e)) = [r1.

Este exemplo serd oportunamente generalizado para X arbitrd
rio: equivaléncia racional identifica fibras de morfismos a valores

em Pl(cf. 4.2 (3)).

Exevetceios

1) Prove que AOAP =0 para n>0.

2) (Propriedades da longura £A(M)). Seja M um A-médulo de tipo
finito #£0. Seja P um elemento maximal na colegdo dos anuladores
{an(m]]me M-{0}}. Prove que P €& um ideal primo. Conclua por indu-~
cdo noetheriana que M possui uma série de composicio,

M= M0 :i Ml:: :i M£=0 de submédulos com quocientes M /M, = A/P;,
P; = ideal primo. Prove que M tem longura finita sse cada P, que

ocorre € maximo.

3) Sejam F,G curvas planas sem componente comum. (a) Mostre que
(1.5)

i(P, F.G) = £, (0

).
F,p FNG,P

(b) Prove que i(P, F,GH) = i(R, F,G) + i(p, F.H).

(4) Seja Z uma componente irredutivel de um esquema W. Sejam
21,...;Zn subvariedades de W distintas de Z. Mostre que toda re

lagdo mZ + Im;Z; = 0 em AW implica m=0.
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§3 IMAGEM DIRETA

Se X & um subesquema fechado de um esquema Y, temos uma
inclusdo natural C(,XCC,Y que preserva equivaldncia racional.Mais
geralmente, dado um morfismo f: X —> Y, definiremos um homomor-
fismo f,: C,X —> C,Y; se £ for um morfismo proprio, veremos que

£, (R,X)C R,Y, resultando um homomorfismo induzido AX —> ALY

3.1 Definicdo. Seja f£: V —> W um morfismo dominante de varieda-
des irredutiveis. Definimos o grau de f como o inteiro
0 se dimV > dim W

a’¢ = '

[R{V}: R(W)] se dim Vv = dim W.

Neste ultimo case, R(V) e R(W)} s3Zo extensBes finitamente geradas
com o mesmo grau de transcend@ncia sobre o corpo de base e portan-
to d°f & finito. O significado geométrico & o seguinte: existe um
aberto denso UCW tal que a fibra f'l(Q) consiste de a%¢/1
pontos distintos para cada Q¢ U, oﬁde i €& o grau de inseparabi-

lidade da extensio.

Seja agora p: X —> Y um morfismo priprio de esquemas: em
particular, lembremos que p(V) & fechado em Y para cada V fe
chado em X. Seja Vc X uma subvariedade {fechada, irredutivel) e

sejam W: = p(V¥), f: V —> W induzido por f. Definimos
P,V = d°(E)W em .Y

¢ estendemos por linearidade ao homomorfismo,
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Py: CX —> CY

chamado imagem direta.

3.1.1 Observagdes. (1) p, preserva a graduacio por dimensdo:

p«CXeC Y vk,

k

(2) Funtorialidade: se q: Y —> Z € outro morfismo proprio, te-
mos  (Qply = 9.p, em virtude da multiplicatividade do grau de uma

extensao finita de corpos.

3.2 Exemplos. (1) Se Y= Sp(XK), (K= corpo ndic necessariamente al-
gebricamente fechade), entdo C,.Y = CY=Z. Se X € um esquema com
pleto (i.e., proprie)/K, para cada ponto fechade P em X temos
p,(P) = [R(P):K], grau da extensio do corpo residual de P sobre K.

Evidentemente p*CkX = 0 para Lk>0.

(2) Seja p: X: = ]Pllc —> Y: = Sp(XK) o morfismo estrutural. Seja r € R(X)

funcdo racional. Entdo p,[r] = 0 en €Y. Com efeito, escreva
X= All(v{oo} com ,A]]E = Sp(K[t]). Temos assim vr= f/g, com £f,g poli-
némios primos relativos. Por aditividade, basta verificar que
p,[f] = 0. Pelo mesmo motivo, podemos supor £  irredutivel en
K[t]. 0 esquema de zeros Z(f) & portanto uma subvariedade irredu-
tivel de Al, reduzida a um tnice ponto P, possivelmente ndc racio-

nal/K: temos R(P) = K[t]/(f), extensdo de K de grau d = grau do

pelindmio £. Calculamos

j d para ‘Q=P
ord, (f) = l
_ Q \0 para Q¢ A" -{P}.
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Por fim, no ponto «, 1/t €& uniformizante local, seguindo-se

ordw(f) ordm(tdf'(l/t)) = -d,

onde f'(1/t}: = t'df(t) € um polindmio em 1/t com termo constan

te #0. Podemos concluir que
[r] = P -~ de
donde
py[T] = p, P ~ dp,» = dy-dy-0.

. Nosso proximo objetivo € demonstrar que equival@ncia racional
& preservada por imagens diretas de morfismos préprios quaisquer.

Iniciamos por uma "reducic ao caso normal",

3.3 Lema. Seja W uma variedade e seja n; V —> W a normalizac3o

de W. Entd8o (R(V) = R(W) e) para cada r €R(V)",
(3.3.1) n, ([r]ly) = [T], em C,W.

Demonstracdao. Lembremos que n & finita; em particular € propria.
Seja TcW subvariedade de codim.l. Devemos mostrar que o coefi-
ciente de T & o mesmo em ambos os membros de (3.3.1). Por um la-
do, d& 0rd¥(r). por outro, di a soma das contribuigbes das subva-

riedades componentes T!' de n'l(TJ. Assim devemos mostrar que,
(3.3.2) pX ordT,(r) [R(T'"): R(T)] = ordT(r).

Seja A:Ow T © seja B sua normalizacio em R(W). Como B €& fi-
]

nite sobre A, temos uma bijegfio natural entre o conjunto das com-
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ponentes T' de n-l(T) e 0 conjunto dos ideais maximos de B. A
igualdade requerida & consequéncia dos dois resultados seguintes.

(Sem perda de generalidade, podemos super reA; tomar M= B/(r)).

5.4 Lema. (1) Seja B um anel e seja M um B-mddulo de longura fi

nita. Entao
Ly(M} = £ £y (M,); (PESH(B))
P P
(2) Se A —> B €& um homomorfismo local entio
ZA(M) = £B(M) {R(B): R{A)] (R(A) = corpo residual).

Demonstracdao. (Como a longura € aditiva sobre sequéncias exatas, e

sabendo-se que M admite uma série de composicio,

M= MO:J Mlz) P 3M£=0

com quocientes M. /M, «B/P. com P. ideal maximal de B, podemos
a i'7i+l i i 4

supor M= B/P com P maximal. Neste caso, ambas as fOrmulas  sio

triviais. (Para (2), observar que ZA(M) = £A/ (M) para todo ideal

Q

Q@ de A tal que @M=0; tomar Q= ideal maximal de A). /

3.5 proposigdo. Seja p: V —> W morfismo préprio, sobrejetive, de

variedades da mesma dimensfo. Seja r € R(V). Entio temos
(3.5.1) p.(r] = [N(r)] em C.W,

onde N(r) denota a norma, i.e., o determinanté do operador R(W)-

linear de R(V) gpm  R(V) definido por multiplicacio por r.
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Demonstragao, Seja TcW subvariedade de codim.l. O cidlculo da con

tribuiciio de T em ambos os membros da formula (3.5.1) & local,
pois depende apemas dos graus [R(T'): R(T)] para T' componente
de p'lT. Podemos assim substituir ¥ por gualquer aberto wo nio

disjunto de T. Seja
F = {wew| dim p"l(w)zl}.

Sabemos que F & fechado e & claro que Tt‘rl'.F '(e.g. pelo teorema da

dimensao das fibras [Sh] p. 60). Seja w°= W-F. Segue-se que
1

-

P W, —_ W, tem fibras finitas e portante € finito, pois p )
préprio ([EGA3]4.4.2). Doravante, suporemos p finito. Sejam Ny ViV,
rlw: W' —> W as normalizagfes de V,W. Existe um morfismo (e um s0)

indezido por p, i.e., tornando comutativo o diagrama
1 p' W

| »

W

LW

Em vista de (3.5) e de que Pallyse = DyaPi, podemos supor também V,W

normais.

Sejam A = 0 B ='norma1'izagl50 de A em R(V). Sendo W

W,T*
normal, A & um anel de valorizagio discreta. Seja W° aberto afim

de W que encontra R e seja vOo p'l(wc’). como p €& finito, V

°,
é afim. Seja C o anel de coordenadas de v°, cada componente de
p-l (T) corresponde a um ideal primo de altura 1 de ¢ de sorte que
a intersecdo dos localizados de C nesses primos é igual a norma-

lizagdo B de A em R(V). Podemos, por fim, supor r €B. Agora
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o coeficiente de T em p,[r] vale

m: = I EB (BP/TBP)[R(P): R(T)],
P °P
soma sobre os ideais maximos de B (cada qual correspondendo a

uma componente de p'l(T)). Aplicando o lema 3.4 (2) a M= BP/I‘BP

obtemos
n= ZA(BP/TBP)
P
= £, (B/TB)
a2 0ltima igualdade decorrente da decomposicio B/TrB = HBP/rBP de

um anel de Artin como produto de seus localizados, Resta provar o

3.6 Lema. Seja A um anel de valorizacdo discreta. Seja B um
A-mddule livre de tipo finito e seja r: B~—> B um endomorfismo

injetivo. Entao B/rB tem longura finita /A e
ZA(B/rB) = ZA(A/det(r)A).

Demonstracdc. Pelo teorema dos divisores elementares para médulos
sobre DIP, existe uma base bl""’bn de B sobre A o existem

. - R §
8yy00-,3 €A talis que albl,...anbn € base de rB. Seja bi_r (aibi).
Segue-se que a matriz de r com respeito s bases {bi}, {b;} é
diag. (al,...an). Dal vem

B/rB« HA/aiA
e portanto

ZA(B/TB) = E.tA(A/aiA) = EA(A/HaiA). (2.2)
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Finalmente, det(r) = cIIai onde ¢ €& o determinante de uma matriz

invertivel sobre A, donde det(r)A = Na;A.

3.7 Proposicio. Seja p: V —> W um morfismo proprio sobrejetivo
de variedades. Supconha dimV > dimW. Entdo para cada Te R(V)® te-

mes

p*[r] = 0.

Demonstragdo. O resultado € trivial se dimv > dimwW+l. Suporemos en

tdo dimV - dimW+1l. Escrevamos L= R{W) e tomemos a fibra genérica

VL de p,
VxSp(L) = : VL —_> ¥V
W
l l
Sp (L) > W.

Observemos que V. € uma curva completa /L e que R(VL) = R(V).

L
Além disso, existe uma bijegdo T <—> TL entre as subvariedades

de V de codim.l tais que p(T)=W e os pontos fechados da curva

' sio canonica-

L

. Nesta bijeg3o, os aneis locais OV r & 0
3

Ve, Ty
mente isomorfos, idem para os corpos R(T) e R(TL). Para entender
esta afirmacdo, reportemo-nos & construcgdo do produte fibrado. Toma

mos abertos afins Sp(B)cV, Sp(A)cW gque se correspondem por  p.

. Eis o diagrama induzi-

Segue-se que SP(BRL) & aberto afim de s
A

do entre os anéis:
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B—muwu> BEL CR(W)

t f

A L,

Aqui, BEL € simplesmente o anel de fracBes de B com respeito ao

sistema multiplicativo §= A-{0}. Logo, o corpo de fracgbBes de BEL
A

& R{W) = R(VL), cujo grau de  transcend&ncia sobre L & 1

—
n

dimV-dimW). Nete ainda que os ideais primos de BR®L s3o0 todos
A

da forma S™1p onde PcB € primo tal que PMA = {0}. N8o & di-

ficil ver que Bp & canonicamente isomorfo a (s'ls) _1.» Seguin-
S P

do-se as identificacBes OV,T::OVL,TL’ R(T)::R(TL).

Ora, para o c2lculo de p,{r] intervém apenas as subvarieda-
des T de codim.l em V tais que p(T)=W. Pelo exposto acima, po-
demos substituir V —> W por v, —> Sp(L) e portanto, supor V
uma curva completa sobre W= Sp{L). Passando & normalizagHo de v,
podemos mesmo supor' V normal. Neste caso, tomamos um morfismo fi-
nito £: V —> Ei (escolhendo uma funcldo racional n3o cdnmmnte em

V). Temos um diagrama comutativo,

f 1
VvV —m—u-—> El
P\ /g
W

Podemos escrever

g.f. 0]
g+[N(x)]  (por 3.5)
0 _ (por 3.2(23)).

A

P.lr]
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3.7.1 Observac3o. O recurso de passagem & normalizacdo da curva V
no final da demonstragdo acima pode ser substituido tomando f co-
mo o merfismo induzido por uma projegio. Naturalmente hi que se usar

o fato de que V ¢ projetiva,

3.8 Teorema, Seja p: X —> Y um morfismo préprio. Entdo o homomor
fismo imagem direta p,: C,X —> C,Y preserva equivaléncia racio-

nal, i.e., temos

p*R*X C—R*Yc

Demonstracdo. Como R,X € gerado pelos ciclos associados a fungbes

racicnais de subvariedades de X, o resultado segue de (3.5) e

(3.7).//

3.9 Definigdo, Seja p: X —> Y um morfismo prdprio. O homomorfis-
mo imagem direta induz um homomorfismo de grupos quocientes, deno-

tado pelo mesmo simbolo,
Pet ALX —> AY, k=0,1,... .

Se Y= Sp(K), identificamos A,Y=Z.Neste caso, o homomorfis
mo p,: A,X —> Z & também denotado por § ou J . Explicitamen-

te, para cada ciclo z em A,X temos
3.9.1 Jz = Zmi[R(Pi):K]

onde Im,Ps & a componente homogénea de dim.zero em 1z, i.e., 0s
Pi denotam pontos (fechados) de X. 0 inteiro Jfz & chamado o

grau do cicle 2. Por definigdo, o grau de um ciclo € o mesmo  que
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0 de sua parte homogénea de dimensio zero.

3.9.2 Observacdo importante. Se p: X —> Y & um morfismo de esque

mas completos (i.e. proprios) sobre X, temos entdo
Jz=/[p,.:z
X Y

para cada =ze¢A,X. Trata-se de um caso particular de (3.1.1).

3.10 Proposicdo. (Teorema de B€zout para curvas planas projetivas).

Sejam F,G curvas planas projetivas sem componeéntes em comum. En-
tdo (cf. {1.5)),

£ i(p, F,¢) = 4°F - d%.
P

Demonstracgdo. Seja m=d°F o grau de F. Seja L uma forma linear
que ndo divide G. Podemos supor G irredutivel. Seja r= F/L" ¢R(G)-

Temos

(%) 0

g [r] = £(i(P, F.G) - mi(p, L,G)).
P

A 132 igualdade € imediata (e.g., [r]=0 em A,G...). A 22 segue do

calculo explicito do ciclo
[r] = = oxd{(r)p.

Para isto, tomemos uma forma linear H nZo nuia em P e escrevemos
r= (F/HY)/ (/i)™

Por aditividade, vem

ordg(r) = ordg(P/Hm) -m ordg(L/H}.
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Agora € imediato que
ordg(F/Hm) - i(P, F.G).
Pelo mesmo argumento, cbtemos
Zi(P, L.G) = nzi(P, L.L') = n

onde 1n=8°G e L' & uma forma linear prima com L. Substituindo em

(*), a demonstragio esta completa.

/4

3.10.1 gbservagdo. O argumento dado acima captura o espirito da de-
monstragdo classica que consiste em deformar cada curva numa unido

de retas em posicdo geral.

Exerefcios

1) Seja X wum esquema completo de dim.>0. Prove que A, X contem

um somande direto isomorfo a .

2) Seja X wuma curva racional completa. Verifique se A°X=Z. Gene-

ralize.
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§4 IMAGEM INVERSA

Seja f: X —> Y um morfismo. Com condigbes convenientes so-
bre £, construiremos um homomorfismo €,Y ——> ¢,X induzido pela
imagem inversa de subvariedades, compativel com equival@ncia racio-

nal. Examinamos também a relacdo com as imagens diretas préprias.

4.1 pefinigdo. Seja vey subvariedade. Definimos o ci¢lo imagenm

inversa de v por f pela fédrmula
£+v = [£71v,

0 2¢ membro denotando o ciclo associado ao subesquema fechado f'chX.

Estendemos por linearidade a um homomorfismo
*
£f:0,Y — C,X.

4.2 Exemplos. (1) Seja 1i: U&LX a inclusio de um aberto de um es-
quema X, Para cada subvariedade V de X, temos i*V = UAV. Note

mos também que se reR(V)', entfo i*[r] - uma vez que

(*lymv
R(V) = R(UNV) para UNVZd. Logo, i*(R,X) estd contido em R, U.
Obtemos assim um homomorfismo induzido A,X —> A, U que & homogé-

neo de grau zero. (cf. (4.7) para generalizacdo).

(2) Sejam X,Y variedades sobre um corpo algebricamente fechado.
Entao XxY & uma variedade. Seja p: XxY —> Y a projecdo. Ppara

cada subvariedade VLY temos p*V = XxV. Se reR(Y) e p*r’ de-

nota sua imagem em R(XxY), & fdcil ver que os cicles p*[r] e
[p*r} sdo iguais. Segue-se que  p* induz um homomorfismo
AkY —> Ak+n(xxy), onde n=dimX.
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(3) Seja X wuma variedade e seja f; X —> ml

um morfismo domi-
nante. Podemos também considerar f como elemento do corpo R(X} e

calcular ¢ ciclo associado, Temos entzo:
=1 -
[£1 = [£7100)1 - [£7 ¢,

onde 0= (0:1) e w= (1:0). Para verificar a férmula, seja Vv sub

variedade de X de codim.l e seja A=0x v Observemos que f'l(O)
¥

e f'l(m) sdo disjuntos e que f (resp. 1/f) & regular em

X :=X-£71 (=) (resp. X-£71(0)). Logo, se V¢ l(=) entio  feA.

Seja B= A/fA. Entio B= ¢ e evidentemente temos

£ 0),v
EB(B) = ZA(B) = ordV(f).

Procedendo de maneira andloga qmmwo~v¢;f'1(0) concluimos que o coe

L]

ficiente de V nmno cicle [f] € o mesmo que em [f'l(O)] _[6'1@@].

(4) Seja Y a curva y2=x3 e seja f: A} —> Y a parametrizacio
£(t) = (tz,ts). Sejam X,¥ as restrigBes das fungGes  coordenadas
2 3

a Y. Temos f£*X- t”, f*y= t°. Note que o ciclo da funcdo ¥ €& 3Q,

Q= (0,0). Mas £*Q= 2P, P= 0 € A}. Logo, neste caso, temos
£%[F] = 3£%Q = 6P # 3P = [t5] = [£*F].

Este mesmo exemplo também mostra que (gf)* e £*g* ndo coin-
cidem para morfismos arbitrarios £; X —> Y, g: Y —> Z. Veremos
que uma condigdo adequada para garantir propriedades agradiveis & a

de platitude. Recordemos a seguinte

4.3 Definigdo. Um morfismo £: X —> Y & planc se para todo par de
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abertos afins X,C X, YOC.Y tais que f(XO)C:YO 0 homomerfismo de

an&is de coordenadas
f*. O(Yo) —> O(XO)

€ plano, i.e., O(XO) € unm OCYO)H‘mEdulo plano. Equivalentemente,

para toda subvariedade Vv de Y, se W= £(V) entdo Oy v € pla-
H
noe sobre GY,W'

Dizemos que f; X —> Y € de dimensdo relativa n se para

toda subvariedade W de Y, toda componente V ‘de f'l(w) satis-

faz a seguinte condigZo:
dimV = n + dimW.

4.4 Proposicdo, Seja f: X —> Y um morfismo plano de dim. rel. n.

Ent3o, para cada subesquema fechado ZcyY de dim. pura k, temos

)
-1
£%[Z2] = [£°Z] em Ck+nx'

Demonstragio. Substituindo X por X¥xZ (que € um subesquema fe-
) Y
chado de X) podemos supor Z=Y. Seja V uma componente de X e

seja W=I (V). Ponha A=0Y W B=0 . Temos que B €& artiniano e &
;]

X,V
plano/a. Afirmamos que A também € artiniano e (consequentemente) W
€ componente de Y. Com efeito, sendo A local, B € de fato fiel-
mente plano sobre A. Portanto, dada uma cadeia de ideais,

(*) A=A D vsa A
R E

segue-se que.a cadeia

(%) B= A 8B 3 "'3A£?\B
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tem comprimento £, donde, £ € limitada por 25 (B). Supondo em (*)
que £=£A(A), temos Ai/Ai+1: R{A), corpo residual de A, Segue de
(*»*) que

£-1
tp(8) = T Lp(A/A; 1)0B) = £, (A) L (RAIEB).

Esta dltima formula mostra que o coeficiente £B(B) de Vv no ci-
clo [X] €& igual a £A(A) vezes o coeficiente zB(R(A)eB) de Vv
A

em [f'lw], como queriamos.

4,5 Corelaric. Sejam f£: X —> ¥, g: Y —> Z morfismos planos de

dim. relativas m,n. Entdo temos

(gf)*= f*g*:; C, I —> Cp e Xs k'= k+msn, Yk.

X
Demonstracdo. Seja V subvariedade de Z. Temos
(2£)*v= [((g£) 1)1 (por def.)
- £ e toon
- gt @.d
= £rg*V.

4.6 Proposigio. (Compatibilidade com 1magens diretas prdprias). Con

sidere o diagrama cartesiano,

XI > Yl'
{(4.6.1) g'J 1&
X > Y

com £ plano de dim. rel. n e g proprio., Entdo f£' (resp. g') &
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plano (resp. prdprio) e

Demonstragic, Bastande verificar a fdrmula para subvariedades de
Y', podemos. supor Y' uma variedade, e Y= g(Y') com a mesma di- -

mensio. Reduzimo-nos a mostrar:

() ' giIxX'] = d[x]

onde d=d° (3.1). Seja V uma componente de X e sejam Vi"'”v$
. [ 4

as componentes de X' que dominam V. Escrevamos B=0XJP Bi=ox'ﬂﬂ'

i
Devemos provar que

z zB.i(B'i)[R(B'i): R(B)] = dey(B)

jd que o 19 membro € o coeficiente V no 19 membro enm (+), idem pa
ra 0s 295. Para este calculo, pedemos substituir X por qualquer
aberto ndo disjunto de V; em particular, podémos supor X irredu-
tivel (n3o nec. reduzido), Pelo argumento inicial da prova de (4.4),
segue-se que f£(X) = Y. Assim, nenhuma informagdo € perdida se subs
tituirmos Y por um aberto, e.g., sobre o qual g (que & genéri-
camente finito) & finito e plano. Podemos entio supor Y = Sp(A),
Y' = Sp(A'), com A' um A-mSdulo livre de posto d. 0 diagrama

(4.6.1) traduz-se agora no diagrama de anéis,

B': = BBA' <— A!
oo
B

S A
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Por construgdo, B' € um B-médulo livre de posto d e seus ideais

primos Pyy..-,P, correspondem #s componentes Visere,V com

m’
B:'l = Bl',i. Agora podemos calcular,

L3(B") = dgg (B) (pois B'=x Bd)

T zB(Bi) (B' = I[Bi)

I L (BIR(B): R(BY]  (3.4(2)),
i
0 que completa a demonstracio.

4.7 Proposigdo. (Compatibilidade com equival@ncia racional}. Seja

f: X —> Y um morfismo planc de dim. rel. n. EntHo
f*RYCR.X,
resultando homomorfismos induzidos
£ ALY —> Ay nXs KEZ.

Demonstracdo. Sejam V subvariedade de Y e 1 €R(V) ndo constan-
te. Devemos mostrar que f*[r]le R,X. Por (4.6) (com g= inclusio Ve,Y),
podemos supor Y=V. Seja Y'cC YxIP 1 o fecho do griafico da funcio ra

cional r: Y... —> IP1 . Construimos o diagrama de produto fibrado,

XxY' = 3 Z —=— > Y' < YyxPl-

onde p,g. sfo induzidas pelas projegGes. Observemos que g €& pro-

prio e birracional e que p € planc. Calculamos
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f*[r] = £* g, [r} (por 3.5)
= £* g, (p*0 - p*aw) (4.2(3))

=gt £'*(p*0 -~ p*w) (4.6)

g! (P£1)*(0 - =),

Agora, se Z fosse uma variedade, uma segunda aplicacido de 4.2(3)
completaria o argumento, pois sabemos que a imagem direta  propria
g! preserva equivaléneia racicnal (3.8). Como em geral pode ndo ser
este o caso, embora certamenté Z seja de dimensdc pura (por con-

ta das hipoteses sobre f e Y') recorremos i seguinte

4,7.1 Afirmacgdo, Se [Z] = £ mi Zs, onde os zi denotam as compo-
nentes irredutiveis de Z, ¢ se h:= pf!', hj:= hlz . entdo
i

™t )l = £ om (7)) vP e,

Aplicando esta Ultima férmula a P=0 e P=w, concluimos fa-
cilmente que g'h*(0-«) pertence a R,X completando a demonstragdo

de (4.7).

Para demonstrar (4.7.1), calculemos o coeficiente com que uma
subvariedade Vv de Z de codim.l ocorre em cada membro da formu-

la. Ponhamos A:OZ v Cada componente Z; corresponde a um ideal
»
1

primo minimo P;CA. S¢ t & uniformizante local de P em P,

temos que a:= h*t € uma equacio local para h'l(P). Evidentemente

podemos supor Vc:h"ltp). 0 coeficiente de ¥ no 1° membro €

[C18

£A(A/(a)); no 20 é- ¢ my £A/Pi(A/Pi + (a)). A igualdade requerida

o conteudo do resultado seguinte (fazendo M=A em (3) e notando
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que, aqui, _M=0):

4.8 Lema. Seja A um anel de dim.I1. Sejam Py,-.-,Pg Os ideais

primos minimos de A. Seja ac¢ A ndo divisor de zero. Para cada

A-mbdulo M de tipo finito, sejam
M= {xeMfax<0}, M_= M/aM.
Entdo temos:

(1) M e M, s8o de longura finita;

a
{(2) e(a,M): = £, (M) - £, (M) € aditiva sobre sequéncias exatas;
(3) e(a,M) = ¢ EAP.(MPi) zA/Pi(A/Pi + (a)).

i
Demonstracdo. (1) Ambos 05 mddulos sZo anulados por a, logo sdo
de fato modulos sobre o anel artiniano A/(a), verificando a afir-

maciao.

(2) A aditividade de e(a,M) segue do diagrama da serpente,

> *
l

aM' C> M' é > M! > Mé
[ ! J l
aM c—> M > M % Ma
l $ o, }
aMII { >y hi” > Mll b M;
\

f——rad &

(3) Como ambos os membros sZo aditivos, podemos recorrer a uma Sé-

rie de composicdo M= M 3 ...DM =0 e substituir M por A/P,
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onde P=P; ou P "€ maximal. No 19 caso (P=P; minime}, M= A/Pi,

temos  Ms0 e M = A/ . No 29 caso, M= A/P com P maximo, te

P+(a)

mos M. =0 e e(a,M):O.

Ezercieios

1) D€ exemplo de morfismos f£; X ——> Y,‘g; Y —> Z com
(g£)* # £* g*: A2 —> A X,
2) Estude (4.7.1) para Z= Sp(k[x,y,z]/(z,zy))}) e h=x-z, P= OE/A]'.
3) Explicite como a hipdtese de dimensioc pura intervem em (4.,7.1).

4) Sejam X,Y esquemas completos (= pr6prios /Sp(K}) de dimen-
sbes puras. Sejam p,q as projecdes -de XxY sobre X,Y resp.Seja

X € on zerc ciclo, Mostre que q, p*x = m[Y] onde m=fx.

5) Sejam X,Y esquemas, VCX, WcY subvariedades. Defina o pro-

duto exterior,

CrX8CsY —_— Cr+SXXY

X8y — XXy

enviando geradores [V] @ [W] em [VxW].
(i) Prove que se x €R.X entdo xxy e ResgtxY Vyel.Y

(ii) Sejam f: X —> X', g Y —> Y' morfismos e seja

fxg: Xx¥ —> X'xY!
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o morfismo induzido, Se £,g sdo proprios (resp. planos de dim,re-
lativos m,n) entio £xg & préprio (resp. plano de dim.rel. m+n)

¢ vale

(fxg), xxy) = £,x) = g, (¥) para ciclos x,y em X,Y
(resp. (fxg)*(x'xy') = £*x' x f*y' vpara cicles x',y'- em X',Y').

(iii) Mostre que o produtec exterior induz homomorfismo (com a mes-

ma denominacdo),
AX 8 ALY —> A XxY
satisfazendo formulas como em (ii).
(iv) Demonstre a associatividade do produto exterior,
xx(yxz) = (xxy)xz.

6) Sejam X,Y esquemas e seja p: XxY —> X a projegdo. Se Y é

completo, moestre que

p,(xxy) = (Jy)x para X €A X YyEAN.
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§5 A SEQUENCIA DE ExCIsSAo

5.1 Proposigdo. Sejam i: Z¢,X, j: Urs X-Z<X as inclusBes de um
subesquema fechado 7 e de seu complemento. Temos entdo o seguinte

diagrama comutative de sequéncias exatas,

1 1%
e,z —=> ¢,x 4555 ¢,u

! |

. Ly
AL Iv ALX 1~ s AU

Demonstracdo. E imediato que a sequdncia superior € exata. Seja

agora ce(C,X um ciclo tal que j*ce R,U, digamos
j*c = & mi[ri]

onde riE R(ViJ para alguma subvariedade Vs de 1. Seja wi o

fecho de Vi em X. Lembrando que R(Vi)=R(Wi), € fdcil ver que

C = E Wi[ri]W- + 1,2

i

para algum z e ¢, Z. Concluimos assim que c-= i,z em A*X.//
J& estamos em condigBes de calcular alguns grupos de Chow.

5.2 Lema. Seja X um esquema e seja p: Xxﬂfl - X a projecdo.

Entdo

P*: AX >> A*XXMP

€ sobrejetivo. (Veremos adiante que € de fato um isomorfismo

(10.2))
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Demonstragic. Podemos evidentemente supor n=1. Seja VC.XX/A]- sub-
variedade, Queremos exibir c¢ €A,X tal que p*c= [V]. Substituindo
X pelo fecho de p(V) podemos supor X irredutivel e PIV' domi-
nante. Nesta situac@o, seja U um aberto afim de X com anel de
coordenadas A. Afirmamos que, passando a um sub-aberto se necessi-
rio, o ideal P de V em A[T] & principal. Com efeito, seja X
o corpo de fracles de A e sejam f,fl,...fm € P tais que P=(f1,..,fm)
€ P X[T] = (f). Escreva fi=gif ¢ seja ae¢A um denominador co-
mum para os coeficientes dos g;'s. E claro entdo que, trocando A
por A[l/a], construimos o aberto afim requerido. Sejam i: Z:=X-UoX
e i': ZXAlc.,Xxml as imersBes fechadas. Por construcio temos
[VnUxAl] = [f] = 0 emn A*UX/Al . Por (5.1) vem que V= iz para
algum ZEA*Zx/Al. Por indugdc sobre dimX, temos z= g*x para al-

gum xeA,Z onde q:= p]Z: Z:vc/A1 —> Z. Por fim, temos
V= i; 4*x = p* 1.x (por 4.6}
como queriamos.

5.3 proposicdo. (1) A;A" =0 para ifn e A A" =

(2) AiIPn= z-[IPi], o grupo livre gerado pela classe de um subes-

pago P'c p" para O<i<n.

Demonstragdo. (1) Ji sabemos que An/An= Zz-[An] e que An__len=0.
Pelo lema, p*:Ai-n+1/Al — Ai/Alx /An'1 & sobrejetor, seguindo-se o

enunciado.

{2) Escrevamos a sequ@ncia exata,
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- n-1 n n

AP —> AT —>> ALAT.
por indugdo e por (1), segue-se Ai]Pn = zz.[]pl]. Resta ver que es-
te grupo € livre, fato jd obtido para i=n, n-1 {2.6). Suponha

m[IPi]=0; sejam V,,...,V, subvariedades de P" de dimensdo i+l

¢ sejam 1'j ¢ R(VJ.) tais que

m[]Pi] = E[ri] em (.7

onde Z:=\/vj. Existe uma aplicagio finita p: Z —> pi*! (e.g. in

duzido por projecic linear). Qbtemos

mp*{IP]'] =0 em AiIPl+1,

que & livre de torgdo. Loge m=0, como queri’amos.//

k n

5.4 Definigdo. Seja z= I my[P'] um ciclo em P". Se m40 defi
0

nimes o grau de =z pela formula

da%z - m, .

Se X € um subesquema de D" de dim,k e [X]=z em A*]Pn, de-

finimos o grau de X como
o 0
d X = d z = mk.

5.4.1 Observagdo. Veremos em (8.7) que d°x & o grau do zero ciclo

da intersecdo de X com um subespago genérico de codim.k.
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Exercicios

1) Seja XcP® a hipersuperficie definida por um pelindmio homo-

géneo de grau d. prove que d°x=d.

2) calcule A, P"xA" e A, P"xD".

3) Calcule A, U, U= complementar de um ponto em IPZ.

4) Seja p: X —> IPZ a explosdo de ]P2 em um ponio 0. Prove que
Put AX —> A*]];J2 € sobrejetor, com nicleo o subgrupo de AX  ge-

rado pela classe do divisor excepcional p"10.

5) Seja X 4 grassmanniana de retas em ]p3. Podemos identificar X

a uma hipersuperficie quddrica X cP®  dada pela relacio de Pliicker,

Pyz P34 * P33z Poy + Pyy Ppz = 0

{(cf. Shafarevich [Sh] p. 62). Fixe £DE X e seja
Zs {ex|ene ¢ ¢)

(i) Mostre que X-Z :/Ad'. Conclua que A3X € livre, gerade por ([Z].

(ii)} Mostre que Z—{I{o} ~ IPlx IPl ></A1

e deduza que A,X & livre
de posto 2, gerado pelas classes de {fe X|F_ esta contido num pla-

no dado} e de {£¢ X|£ contém um ponto dado},

(iii) Mostre que A & ciclico infinito gerado pela classe de

um ponto para i=0 e pela classe de {£|£ estd contide num plano

dado e passa por um ponto dado nesse plano} para i=1.
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§6 4 18 CLASSE DE CHERN

Vamos iniciar o programa de construir um produto de ciclos.
Nesta 12 etapa, um dos ciclos serd tomado em codim.l. Definiremos
a 12 classe de Chern de um fibrado em retas como um operador que as
socia a cada ciclo uma classe no grupo de Chow. 0 significado geo-
métrico € o de se tomar intersecdo de um ciclo por uma hipersuperfi
¢ie, ou melhor, por um divisor de Cartier. Recordemos os conceitos
pertinentes. 0 leitor j& familiarizado com as nogdes de fibrado ve

torial e divisor de Cartier pode passar diretamente a (6.12).

6.1 Definig%es. Seja X um esquema. Um divisor de Cartier D em X

¢ dado por uma cobertura aberta afim {Ui} de X juntamente com
um elemento invertivel fi no anel total de fracgdes R(Ui) do anel

-1 - . -
de coordenadas ox(Ui) tal que fi fj € invertivel em OX(Uij),
com Uij=Uir\Uj ¥i,j. Cada £, € dito uma equacHo local de D enm
Ui'
0s dados ({Ui}, fi), ({Ué}’ ga) determinam o mesme divisor

de Cartier se existir um refinamento comum {UK} tal que

6,1.1 (£ ) (g )1

i o seja invertivel em OX[UK)
’U'}: IU'):

para todo i= i{X), o= w()r).

6.1.2 0 suporte [D| de D & o subconjunto de X formado pelos
pontos x tais que, se x €U, e fi= ai/bi com ai,bie OX(Ui),

entio a; (x) - bi(x)=0. (Cf. Ex. 6-1).
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6.1.3 Defina-se a soma de dois divisores de Cartier (dados numa mes
ma cobertura) multiplicando-se as equagdes locais. Assim  resulta
uma estrutura de grupo abeliano no conjunto Div X dos divisores

de Cartier em X, como & fdcil de verificar.

Um divisor de Cartier & dito efetivo se admitir uma represen-
tacdo com equacbes locais regulares (i.e., fie OX(Ui)). E o mesmo

que um subesquema localmente definido por um nzo divisor de zero.

D = ({Ui}, £,) & dito principal se fi=fj em U, ¥i,j. Em

i
outras palavras, as equacOes locais sio compativeis e fornecem uma
secio global f do feixe Ri

tal de fragbes de OX’ de sorte que D= ({X},f).

dos elementos invertiveis do anel to

6.1.4 A imagem inversa f£*p de um divisor de Cartier D em X por

um morfismo £: X' —> X se define de forma natural se X, X' sido
variedades e £ ¢ dominante: aplicar £*: R{(X) —> R(X') 3s equa
¢bes locais. Qutras duas situacdes em que f*D & bem definido sdo
as seguintes: quando f ¢& plano ou quando f & a inciusio de uma

subvariedade nfo contida no suporte de D. (Cf. Bx. 6-2).

6.2 Exemplos. (1) Seja X=P" e seja F(xo,...,xn) um polindmio
homogéneo de grau m. Seja U; o aberto canfnico complementar do
hiperplano ;=0. 0 anel de coordenadas de Uy € o anel de polind-

mios nas indeterminadas xo/xi,...,xn/xi. Seja

-m
fi= Xi F = F(xofxi:"‘an/xi) € OX(UJ.)'

Entao (Uj,£;)(i=0,...,n) & um divisor de Cartier efetivo, qe coin

cide com a hipersuperficie dada por F-0.
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(2)' Seja X uma curva e sejam Py Py pontos nio singulares
de X. Seja ti uniformizante local en P, € seja Uy aberto em

X onde ti € regular e se anula apenas em Pi e tal que Pj ¢LH

.
1

para 1i£j. Entdo (Ui’ti 3 define um divisor de Cartier em X, na-
turalmente associado ao ciclo Im,P,. Mais geralmente, temos a Se-

guinte,

6.3 Definigio. Seja D= ({Ui},fi) um divisor de Cartier em X. 0

ciclo associado a D €& definide por

(DI = E OTdV(D)V,

soma sobre as subvariedades de codim.1, onde o coeficiente &€ dado

por

ordV(D)= ordvi(fi],

com Vl: = Uih V.

0 leitor pode objetar que o 22 membro acima s¢ fol definido
quando X (e portanto cada Ui) ¢ uma variedade. Mas & facil veri-
ficar que a mesma formula (2.1) se aplica e que ordV(D} estd ben
definida e & aditiva. Além disso, ordV(ngo sé para um numero fini

to de V's.

6.3.1 Observacio. [ imediato que D +—> [D] define um homomorfis-

mo de DivX em C.X.

6.4 Definigio. Seja D= ({Ui},fi) um d¢ivisor de cartier em X. 0

fibrade em retas associado a D, denotado L(D), € o definido pelas

funcBes de transigdo f..: = f. £l
1) 1 ]

em Uj; (c£. [Sh] p. 270).
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Mais explicitamente, L(D} € o esquema /X obtido por.colagem
a partir da unific disjunta j_[Uix/Al, médulo a relacio de equivalén

cia

Uixml 3 (X,VJiN (X' ,V1)j6 UJX/Al
Le=r=0

X= X' € Uij e V= fij (x)evt,

Em outras palavras, colamos os abertos afins UiX/Al, ijml identi
ficando os subesquemas abertos Uijx/Al c Uix/Al, Uijx/Al c. UixjAl pe
lo isomorfismo A[T] —> A[T)] definido por T —> fijT’ onde A

denota ¢ anel de coordenadas de Uij'

6.5 Exemplo, Sejam X= P oe Ui como em 6.2(1). Seja L CXX/}»‘I“l

Il

o fibrado tautologico de P, i.e., a fibra de I sobre um ponto

x €P" & a reta x. Assim,
L= {(x,v)e P" xa™* v e x}.

Consideremos as trivializacbes locais

1
¢i. LlU. > UiX/A
i

(X, V) —> (x,vi)

A ‘
: ('(xD:---:l:...:xn)‘, (xovi',...,xnvi)).
Calculamc;s

-1, 1 1

x,c) —> (x,(xi/xj)c)
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Portanto, as fungbes de transic3o do fibrade [ s3o xi/xj em Uij'
As poténcias tensoriais O™ (me Z) s3o dadas por (Ui,{xi/xj)m).
Comparando com 6.2(l), vemos que, se: F € uma hipersuperficie de
grau m, o fibrado em retas associado L(F) tem funcdes de transi-
~ -1 -~ ~M
cao  (x; F)/(xj F) = (xi/xj) .

Como usual, escreveremos

0o);: =17t

e mais geralmente,
om) = t¥¢™  nez.

Sabemos que todo fibrado em retas sobre " e isomorfo a 0(m) pa
ra algum m. O c3lculo acima mostra que L{F) = 0(m) onde F de-

nota uma hipersuperficie de grav m em D

6.6 Proposicdo. Seja L —> X um fibrado em retas sobre uma varie- .
dade. Entdo existe um divisor de Cartier D em ¥ tal que L(D) se

ja isomorfo a L.

Demonstragdo, Seja {Ui} cobertura aberta afim de X e sejam
Fije OX(Uij) funcBes de transigio de |[,. Fixemos um indice io=0.co
mo X & uma variedade, cada anel de coordenadas OX(Uij) esta con
tido em R(X) = R(U} para qualquer aberto U #0. Definimos fi=fio'
E imediato que ({U;},£;) define um divisor de Cartier D. Além
disso, o fibrado [(D) € dado pelas funcbes de  transicdo

fi f;I - f, 71, f. donde [ (D) €& isomorfo a

io Tjo ije Le sy
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6.6.1 Dbservagdo. 0 resultado acima ndo se generaliza para X = es-

quema arbitrario, cf. Hartshorne, "Ample subvarieties of algebraic

varieties", I,.N.M, 156 Springer-vVerlag (1970).

6.7 Recordemos brevemente as expressBes locais de uma secgio de um

fibrado. Seja f: E —> X um fibrado vetorial de posto n. Seja

{Ui} cobertura afim munida de trivializacGes 95 EU - f"l(Ui)—> UiXAn-
i

Temos entdo

-1 n

> Uij x'/An

(x,v)

> (x, fij(x)-v)

onde fij € um morfismo de Uj; mo grupo linear GL_. Vale a re-

lagdo de cociclo

fij fjk = fik'

Sseja s$: X —> E uma seglo. A restricio s “composta com ¢j se

u.
J
escreve na forma

¢j sUj(x) = (x, sj(xJ), para xrer

onde o vetor linha Sj EOX(Ui)n € a expressdo local de s (com res
peito 3 trivializacdo ¢j). Consequentemente, podemos escrever para
Xe Uij’

1

¢

®; 5

1

(e, 551 = 65 (s (X))

J
by oy (D)

Portanto,
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. ’ n P
6.7..'].. fij sj = S5 en OX(Uij) ¥i,j.
Reciprocamente, dada uma colegdo 5; € Ox(Ui)n satisfazendo a esta
niltima relacio de compatibilidade, existe uma Unica secfo s: X —> E

associada #s expressdes locais (si).

6.8 pefiniclo. Seja s uma secio de um fibrado E —» ¥ de posto

n. 0 esquema dos zeros de s & o subesquema Z(s)cX com ideal

localmente gerado pelas expressGes locais de s, Dizemos que s 3
regular se em torno de cada x ¢X, s admite uma expressio local cu

jas n coordenadas definem uma sequéncia regular OX x*
»

6.8.1 Observagdo. Se X & localmente (ohen-Macaulay entio a regu-
laridade de s & equivalente a que cada componente de Z(s) seja

de codim.n em X.

6.9 Proposicdo. Seja L —> X um fibrado em retas e seja s: X ——> L
uma secdo regular. Entdo o esquema de zeros Z(s) € um divisor de
Cartier efetivo cujo fibrado em retas associado & isomorfo a L.
Reciprocamente, se D € um divisor de Cartier efetivo tal que
L{D) € isomorfo a I, entdo existe uma secio regular cujo esquema

de zeros & D,

Demonstragio. Seja {Ui} cobertura afim que trivializa L e seja
53 € 0,(U;) expressdo local de s, Por hipotese, S; € ndio divisor
de zero e’ portanto define um divisor de Cartier efetivo D:=HUiLsi).

As funcbes de transigdo para L(D) sio as S 551. Qra, se (fij)

sa0 as fungBes de transigio para L, temos (6.7.1)
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€ portanto

-1
fij= S5 Sj em R(Uij).

. I's s
Delxamos a reciproca a cargo do leitor.

/

6,10 Propoéigﬁo. Seja D um divisor de Cartier em X. Entdo L{D)

€ isomorfo ao fibrado trivial mi sse D € principal.

Demonstragido, Suponhamos L(D):“ﬂi' Seja D=({Ui}, fij, de sorte
que as funcgdes de transic3o para L[(D) sdo as fi f;l. A seclio cons
tante =1 fornece uma secdo de L (D) com expressdes locais (si)
com cada s; invertivel em OX(Ui). Por (6.7.1) concluimos que

-1
£] fj s; =s; em R(Uij)

donde

Esta ultima relacdo significa que existe fe R(X) tal que

-1 .

por (6.1.1), temos ({Ui}, fi) = ({X}, £). A reciproca € imediata.//
6.11 Coroldrio. Sejam D,D' divisores de Cartier. Se ((D) e L(D")

sdo isomorfos entfo os ciclos associados [D] e [D'] s3o racio-

nalmente equivalentes.
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Demonstracdao, L(D) isomorfo a L(D') implica que [(D-D') & iso-

morfo ao fibrado trivial e portantoe
[B] - [D'] = [D-D'] = [r]
para algum reR(X).N

6.11.1 pbservacdo. Lembremos que dois divisores de Cartier sio di-

tos linearmente equivalentes se sua diferenca & um div. de C(artier

principal. 0 resultado acima pode ser re-enunciado assim: equivalén
cia linear de divisores implica equival@ncia racional dos ciclos as

sociados.,

6.11.2 Exemplo. Seja X a curva plana projetiva zy2=x3. para todo

ponto PeX existe re€R(X) tal que [r]= P-0, com 0:= (0:0:1).
Seja D o divisor de Cartier com equacio local f1= xX/x-y em
Uy:= X-{0} e f,=1, em U2=X-{(1:1:1), (0:1:0)}. D ndo & princi-
pal, mas [D}= (0:1:0) - (I1:1:1)e¢ R X (cf. Hartshorne p. ;42).

Seja P(X) o subgrupo de Div(X} formade pelos divisores de
Cartier principais. Temos um homomorfismo natural,

Div(X)/P(X) —> Ayop (XD (n=dimX).

Demonstra-se que €le € injetivo (resp. sobrejetivo) se X & uma va

riedade normal (resp. localmente fatorial).

6.12 Definicdo. Seja L —> X um fibrado em retas e seja Vv uma
subvariedade de X. Seja € um divisor de Cartier em vV tal que

L{C) seja isomorfo & restrigio LIV (6.6)}. Definimos
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¢ LINAV:= [C] em A,V

A ambiguidade na escolha de ¢ desaparece médule R,V (6.11). Me-
diante composi¢cdo com o homomorfismo naturail AV —> A X defini-

mos o operador 12 classe de Chern,

€y (L): C,X > AX

z:zmivi > cl(L)r\ z::zmicl(L)nVi-

(cl (LYnz 1é&-se "clL intersegdo z'" ou "cl (L} capa z", do ingl@s

cap product)).
Segue de (6.11) que se L,L' s3o fibrados em retas isomorfos

3 . t
entio cl(L}, = cl(L }.

6.13 Definigdo. Seja D um divisor de Cartier em X e seja VvV uma

subvariedade de dim.k. Definimos a classe de intersecio de Vv com

D pela formula
6.13.1 D-V = c;(LIDIAY em A (VN [D]).

6.13.2 Observacdo. Se V¢ |p| entdo as equacBes locais de D  se
restringem a equagSes locais do divisor de Cartier i*D, onde i:V C-» X.
Neste caso, a classe D.V & representada por um ciclo benm definido,
com suporte contido em [D|nV.

Se z= L n; V; € um k-ciclo, estendemos (6.13.1) por lineari-

dade pando

6.13.3 Dez =2n; Dvy em A (ID|n(z]y,
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0 que nos fornece um homomorfismo, dito de intersegao com D,

6.13.4 Dot X —> A ;D]

Z+—> D-2

podemos interpretar a ocorréncia do fibrado (D) na defini-
¢do de D-V como um jeito de colocar [ em posicdo geral com res-
peito a V. Este & efetivamente o caso quando o espaco de secles de

L(D) € suficientemente amplo, i.e., se, dado um nimero finito de

¥

subvariedades V seeVis existir uma segdo s tal que o divisor

1
Z{s) nio contém nenhum Ve

6.14 Exemplos., (1) Seja HeP®  um hiperplano em r". Seja vep!

uma subvariedade. Temos entio
H'v = [HAV] em A ,VNH (k=dimy),

onde H' denota um hiperplano que nfo contém V.

(2) Seja D um divisor de Cartier efetivo em X, i: Do, X a inclE
sfo, Entdo i*{ (D) € o fibrado normal de D em X. Se D € uma
variedade (cf. 13.3.1 para generalizagfo), temos a £Ormula de auto-

intersecdo,
DD = cl(i*L(D))r\[D] em A,D.

Se o fibrado normal admitir uma sec@o regular (i.e., um campo nor-
mal), podemos imaginar um deslocamento infinitesimal de D ao lon-
go da segdo para a posicdo D'. A £6rmula acima se interpreta como

uma relac3o entre DND' e os zeros da segho.
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™l
il

X

D

(3) Sejam C wuma curva ndo singular, X= CxC, i; CC—> X a diago-
nal. Q fibrado normal de (¢ em X se identifica ao fibrado tangen

te TC. pPara € projetiva, podemos calcular
Fejroymicl = 2-2g,

onde g- género de (. Com efeito, se D & um divisor candnico éem
0 . - *
C, o fibrado associado ((D) € o cotangente (TC) , e sabemos que

0 grau da classe candnica € 2g-2. Em particular, com C=P1, temos

Tml =0 1(2). A formula fcl(Tml) n [Pl] =2 significa que todo

B
campo tangente (#0) se anula em 2 pontos (em concorddncia com o
fato andlogo para a esfera Sz=:,P%E).

Exercieios

1) Mostre que o suporte de um divisor de Cartier € fechado. Veri-

fique se coincide com o suporte deo cicle associado,

2) Sseja A —> A' um homomorfismo planc de anéis. (i) Mostre que
se a¢A € ndo divisor de zero (ndz) sua imagem em A' também &
ndz. Conclua que existe um homomorfismo natural induzido entre os

anéis totais de fracfes R —> R'. (ii) Mostre que se £: X' — > X
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€ um morfismo planoc de esquemas e D & um divisor de Cartier en
X entdo existe um divisor de Cartier D' em X' bem definido me-
diante a seguinte exigéncia. Se U= Sp(A), U'= Sp(A') sZo abertos
afins tais que £{(U')JC U e se reR= R(A) & uma equacfio local de
D em U entido f*r€R' & equagdo local de D! em U', onde
f*: R —> R' & dada em (i). (iii) Mostre que f*L(D) &  isomorfo

a L[(D'). 0 divisor D' & a imagem reciproca de D, denotade por

£*D.

3) Sejam D,D' divisor de Cartier em X. Mostre que [(D)L(D') &
isomorfo a L(D+D'). Concluz que D +—-> { (D)} induz um homomorfismo
de Div(X}/P(X) em Pic(X), grupo de picard de X (das classes de

isomorfismo de fibrados em retas /X).
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§7? PROPRIEDADES DA 1% CLASSE DE CHERW

7.1 Proposigdo., (1} (Normalizacdo) Seja X um esquema de dimensio

pura n e seja D um divisor de Cartier em X. Temos entdo

(7.1.1) cl(L(D))r\[X] = [D] em A X.

n-1
(2) (Aditividade) Sejam L, M fibrados em retas sobre X. Entao,

cl(L@M) = cl(L)+c1(M).

(3) (Naturalidade) Seja f:X'——>X um morfismo plano. Entdo, para

cada ciclo z € C*X'vale,
f*(cl(L)f\z) = Cl(f*L)f\f*Z em A,X',

(4) (Fbérmula de projecdo) Seja p:X'—>X um morfismo préprio.

Entdo, para cada ciclo z'e€C,X' temos,
p*(cl(p*L)r\z‘) = Cl(L)f\p*Z' em A.X,

Demonstracdo. (1) Observemos que se X €& uma variedade, a férmula
€ apenas a definicdo (!) 6.12. Para o caso geral, sejam Xl""’xt
as componentes irredutiveis de X e escrevamos [X] = ZHEXi (mi = mul
tiplicidade de Xi em X (1.4)). Seja Di a restricao de D a Xi. Seja
VecX subvariedade de codim. 1 e ponha A=OX,V' Sejam a, b € A nao divi
sores de zero tais que f=a/b & uma equagdo local de D em A. O coefi
ciente de V em [D] € L,(A/2A)-£, (A/bA). Seja P, CA o ideal primo mi
nimo correspondente & componente Xi. Escreva Ai = A/Pi, ai:=a+Pi

(classe residua). Assim, a;/b, & uma equagdo local de D; em A;.

Segue-se que o coeficiente de V am{Di]\mle.%HFAfhiAi)-kAi(Ai/biAi).
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Lembrando que o 19 membro de (7.1.1) &, por definicdo,

L mi {Dl] :

a igualdade proposta segue do lema 4.8.
(2) 0 resultado € imediato da definicdo e de 6.1.3.

(3) Podemos supor z=V uma variedade e mesmo X=V. Neste caso, temos
L=L(D) para um divisor de Cartier D. Logo, £*L = L(f*D) e a formula

proposta decorre da seguinte igualdade de ciclos em X,
(*) t*[D] = [£*D].

Jd a verificamos para D efetivo (4.4). Para o caso geral, seja Wic X!
subvuriedade de codim. 1 que figure em qualquer dos membros de (+).
Por construgcdo, W' € componente de f'ICW) para alguma subvariedade
W de codim. 1 em X. Ao substituirmes X por um aberte afim nio dis
junto de W, ndo hi perda dos dados que fornecem os coeficientes em
gquestdo. Assim podemos supor que D & principal e portanto, escrevé-lo
como diferenca de 2 divisores de Cartier efetivos, quando entio (*)

€ evidente.

{4)  Observemos inicialmente que a fGrmula & consequéncia imediata
das definigdes no caso em que p 6 a inclusdo de uma subvariedade
X'c X. No caso geral, podemos supor z=X' uma variedade e substituir
X por p(X'), também uma variedade. Agora temos L=L(D) para algum di
visor de Cartier D em X. A férmula de projegio segue da ~seguinte

versdo, a nivel de ciclos,

(7.1.2) | P, [p*D] = (d°p) [D] em ¢,X.
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Como na demonstracio de (3), a verificacdo @ local em X, de sorte
que podemos supor D principal, com equacdo r € R(X). Seja d=d0p (3.1).

Supondo d>0, podemos escrever

p. [p*r] = [r7] (por 3.5)
= dfrl,
como deseJavamos.//
7.2 Observacio. A hipdtese de dim. ura ¢é essencial em (7.1.1),
cf. Exc. 7-6.
EXERCICIOS
1) Sejam D, E divisores de Cartier em X. Mostre que, dado

zeC X, temos
(D+E).2 = D.z+E.z em A, (([D|IE)Az]

2) Seja f:X'—X um morfismo plano de dim. rel. n e seja De Div(X).
-1

Dado z ¢ ¢\ X, sejam Z = [D|A|z|, 2':=£7"Z, g:2'—>Z o morfismo in

duzido. Prove que
g* (D.z) = £*D.f*z em Ak+n_1(2'),

3) Seja p:X'—>X um morfismo proprio e seja D um divisor de
Cartier em X tal que p*D esteja definido (cf. 6.1.4). Sejam z'eck X',
Z' = p7lIDin |2, Z = Dl |paz| e p':i2'—>2 o morfismo induzido.

Mostre que

py (p*D.z') = D.pjz' em A I,
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43 Seja D um divisor de Cartier em X. Suponha que existe um aber
to U de X tal que |D|c U e que a restricdo D, seja principal. Seja

V uma subvariedade de dim. k. Defina o ciclo em €, [D|

D.V = 0 se Ve |D]
[i*D] se v4:|nl , i:VeyX.

Mostre que a classe de D.V em Ak_1|D} € igual 3 classe de intersegdo

construida em (6.13.1).

5) Seja X c./A3 a superficie y=xz e sejam D=Z(y), D'=Z(y-x}. Calcu

le D.[D'] e D'.[D] em C_|D|A|D'| pela receita do exc. anterior.

6) Seja X=Sp(Kix,y,z1/I), I=(zx,zy). Seja D definido por x=z em X.
Mostre que D € um divisor de Cartier em X. Calcule [D]. Compare com

7.1.1. Idem para I'=(zz,zx-,zy,xy), D:y=x.
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§8 COMUTATIVIDADE

Um aspecto incdmodo da construcdo (6.13) da classe de intersg
¢do D.V € a assimetria dos papéis de D e V, cf. Exc. 7.5. A pedra de
toque para o caso de codimens3o >1 e, de resto, para a construcio

do anel de Chow € o seguinte resultado.

8.1 Teorema. Seja X uma variedade e sejam D, D' divisores de Cartier

em X. Temos entdo
D.[D'] = D'.[D] em A .(|D|A[D']) , n=dim. X.

Demonstragdo. Dividiremos em varias etapas, enfraquecendo sucessiva

mente hipdteses adicionais,

(12) Suponhamos X normal e D, D' efetivos com intersecio propria

(i.e., sem componentes de codim. 1 en comum} .

Seja W subvariedade de codim. 2 em X e seja B=OX,W' Portanto,
B & um dominio normal de dim. 2, logo Cohen-Macéulay. Sejam a, be B
as equacdes locals de D, D' respectivamente. Sébemos que a € nio di
visor de zero mod. b. As subvariedades V de codim. 1 em X contendo W
correspondem a primos P de altura 1 em B. 0 coeficiente de uma tal V

em [D'] & EBptBP/bBP). 0 coeficiente de W em D.V & £B/P(B/P+3A). Por

fim, o coef. de W em D.[D'] da
(+) E £BP(BP/bBP)£B/P(B/P+aB).

Aplicando (4.8) com
M=B/bB=:A,

reconhecemos a expressdo (+) como e(a,A):LA(A/aA) (pois aM=0 visto
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que a & ndo divisor de zerc mod. b). Ora,
£,(A/an) = £,(B/(a,D)

donde se conclui facilmente ser também igual ao coeficiente de

WemD'.[D].

{(28) D, D' supostos efetivos e com intersecio propria.

Seja f:X'——>X a normalizagdo de X. Pela 12 etapa, vale
£*D. [£*D*'] = £*D'.[f*D].
Pela formula de projegio, vem, aplicando f,,

D.£,[£*D'] = D'.£,[£'D]
I I (7.1.2)
D.[D'] D'. {D].

(3%4) D, D' supostos efetivos.

O plano agora & explodir a parte excedentdria e reduzir ao ca

so anterior. Definimos o excessc da intersecio de D, D' como o inteiro

e(D,D‘):=max{ordV(D).ordV(D“)|V € subvariedade de}
‘ codim. 1 em X
- Evidentemente .e(D,D')>0, com ‘igualdade apenas no caso da
intersegdo de D, D' ser propria. Procederemos por indugdo sobre o

excesso; para reduzi-lo, usaremos o seguinte resultado.

8.2 Lema. Seja X uma variedade e sejam D, D' divisores de Cartier
efetivos. Seja Z=DMD' (intersecio esquemdtica, i.e., se a, b sdo
equagdes locais de D, D' resp. entdo o ideal de Z & o gerado por a,b).

Seja p:X'—>X a explosao ao longo de Z com divisor excepcional |
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E:=p"1Z. Temos entdo:

(i) p*D=E+C, p*D'=E+C', com C, C' divisores de Cartier efetivos
disjuntos e tais que a restricio de p a C (resp. a C') & um isomor

fismo sobre um subesquema fechado de D (resp. D').

(ii) Se e(D,D')=e>0 entdo e(C,E), e(C',E) sHo éstritamente me

nores gque €.

Demonstragao. (i) Recordemos inicialmente como se constroi a explo
sdo. Seja U=Sp(A) aberto afim de X e sejam a, b€ A equagdes locais
de D, D' resp. Seja I=(a,b), ideal de ZnU. Para cada cel, seja

I, = td/c" | de1, 020},
sub-anel do anel de fragoes (gln)c. Entao os esquemas afins Ué:=SP(IC)
com ¢ percorrendo um conjunto de geradores de I formam uma cobertu

Ta aberta de U':=p—1(U]. Podemos escrever

em I .
c

Ll
[
e
(el

Nesta expressfo, a/l (resp. c/1) & a equagdo local de p*D (resp. E)
em I.. E imediato que a/c (resp. b/c) fornece equagdo local para um
divisor de Cartier efetivo C (resp. C') tal que p*D=E+C (resp.' p*D'=E+(C").

Ademais, uma.relagﬁo c=ax+by em A implica

F
"
(b
HI%
+
alo

Y
1 em Ic’

-mostrando que C e C' sdo disjuntos. Tomando c=a, vemos que Cf\Ué
€ vazia e portanto. CAU'=CNUE. Temos o diagrama de homomorfismos

de ‘anéis induzides por p,
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A — I

l l

i a
Ajah —>> Ib/(E)Ib'

A aplicagdo © entre os anéis quocientes corresponde i restricdo de
p a CNUy. Verifica-se facilmente que 7 € sobrejetiva, o que demons

tra a Gltima assergdo do item (i).

(ii) Suponha e':=e(C,E)>e(D,D')=e>0. Seja V' subvariedade de codim. 1

de X' tal que

E'=ordv.(C)ordV.(E).

Dado que V'CC, sua imagem V:=p(V') € uma subvariedade de D de codim. 1

em X (pois p:C ——> p(C}). Por outro lado, temos (7.1.2)
D = p,[p™D]1 = p,[C+E],
donde se segue que
ordV(D) > ordv.(C+E)

valendo uma relagdo andloga para D'. Agora calculamos,

(]
v

> ordV(D}ordv(D') > °rdV' (C+E)ordv. (C'+E)
o(C.B) + (ordy, E)? > ',

i
fw

sendo a dltima desigualdade estrita porque ordv.(E)>D. Como haviamos
suposto ¢'>e, obtemos uma contradigéo.// '

Prossigamos com a demonstragio de (8.1). Dados D, D' efetivos

e com excesso de intersecdc positivo, recorremos ao lema acima para

escrever, com p':p_l([D]r\lD‘I) > [D|A D'} induzido por p,
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(cf. Bxc. 7-3),

b. [D']

pi(p*D.[p*D'])  em  A(IDIAID D,

p+((C+E}. [CT+E])

pL(C.[E]+E. [C' ]+E.{E])
(por indugiac sobre o excesso)

= pi(E.[Cl+C'.[E]+E.[E])

~

(revertendo o calculo anterior)
= p'.[D].

{(43) Caso geral
Seja U=Sp(A} aberto afim de X onde D, D' tem equagdes locais

a, beR(X). Seja
I(U):={de A | da,dbe A},

F imediato que isto define um feixe de ideais em X, associado a um
subesquema fechado Z. Seja p:X'—>X a explosdo ao longo de Z. Um
argumento local semelhante ao do inicio da prova de (8.2) mostra que

os divisores de Cartier,
C:=p*D+E e C':=p*D'+E

sio ambos efetivos. O argumento se completa por reducgdo ao caso ante

rior e procedendo com um cdlculo analogoe ao feito 15.”

8.3 Corolario. Sejam X um esquema e seja L——>X um fibrado em re

tas. Se z & um ciclo racionalmente equivalente a zero em X entio
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cl(L)n z =0,

Portanto, a 12 classe de Chern induz um operador denotado ainda por

cy (L):AX

> AX que leva (classes de) k-ciclos em (k-1)-ciclos.

Demonstracao., Podemos supor z=[r] com r e R(V) para alguma subvarie
dade V& X. Seja D divisor de Cartier associado a LIV e seja D' o di

visor de Cartier principal definido por r. Temos entio

€LY~z =D.ID'] em A,[D|A[D']

D', [D] {por 8.1)

clfA%,)n[D] =0 em A,|D]

pois L(D') = Ay, fibrado trivial. ,,

0 mesmo argumento fornece ainda o seguinte

8.4 Corolario. Seja D wum divisor de Cartier em X. O homomor£ismo
de intersegdo com D (6.13.4) passa ac quociente por equivaléncia ra

c¢ional, induzindo

D AX—> 4 ,ID

i
8.4.1 Atencgao! Nas condi¢Ses acima, se D & principal, muite embora

tenhamos D.z=0 em A,X, em geral em A,([D]), D.z & nio nulo. Veja

por exemplo z=X=Al, D={0},

8.5 Corolario. Seja i:DeyX a inclusio de um divisor de Cartier efe
tivo. Entdo, para cada z € A,D temos

D.z = ¢, (i*L (D)) Az em A.D.
1 Y

Uma vez que c, define operadores em A,X, podemos compo-los,
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Segue-se facilmente o seguinte.

8.6 Corolario. Sejam L, M fibrados em retas sobre um esquema X.
Para cada zeAkX temos

Este altimo resultado nos permite definir operadores for
mando polindmios nas classes de Chern de fibrados em retas

L L

13+l . Precisamente, se P(Tl,...,Tn]e ZZ[TI,...,Tn], podemos cal

cular P(c1(L1) R ,cl[Lt)_) como operador em A,X.

8.7 Corolario. Seja XcP® um subesquema de dim. pura k e de grau d

(5.4). Seja h=c10(1). Temos entao
d= ¥nxl.
Demonstragdo. O resultado & consequéncia das formulas

(X] = d B KA [P"] en AR

n

i i-1
hnip] P™"] em A .

i-1F

Finalizamos esta secdc demonstrando a concordancia do grau i

la Hilbert-Samuel com o definido por (5.4}.

8.8 Proposigdo. Seja X um subesquema de PE de dim. pura k>0, com

anel de coordenadas homogéneas S(X) = tgo S(X)t. Seja

+.., o, t>>0,

: =4 Lt
d1mK$ (XJt =d il
a fungao de Hilbert-Samuel de S8(X). Seja h=c:10(1). Entao a classe

de [X] em ,«\k]Prl & igual a d hn-kn[l’n] (i.e., d vezes a classe de



66

um subespaco de dim. kJ}.

Demonstragcac. Procederemos por indugdo sobre k. Lembremos inicial
mente que o coeficiente d=d, (X}, que & o grau & la Hilbert-Samuel,

satisfaz ds seguintes propriedades (cf. [Hd p. 52, 53):

(1) S5e¢ X ..,Xu sdo as componentes irredutiveis de X com multi

1°°
plicidades respectivas LRI A entdo

u
dk(XJ = § midk(Xi).

Com efeito, existe filtragio S(N=M'D...oM d>M=0 por S-submddulos gra
duados, com S=K[T°,...,Tn], tais que Mi/Mi-1 = [S/Pi)(ni] para cer
.tos ideais primos homogéneos Pic.S e inteiros n;. Os elementos mini
mais dentre os Pi's sao ¢s ideais dos Xj's. E mais, o niamero de ve
zes que cada P minimal ocorre € igual ao comprimento de S(X)P como
Sp mddulo. Basta notar que (S/Pi)P=O sse P#Pi. Ora, o mesmo vale pa
ra a localizacdo em grau zero (S/Pi)(P) (formada por fragdes com nu
merador e denominador homogéneos do mesmo grau). Dal, o referido com
primento & mesmo igual aoc comprimento m_j de S(X)tP]’ pois este filti
mo & o anel local de X ao longo do Xj correspondente a P. Por fim,
como dimK((S/Pi)(ni))t €, para t>>0, um polindmio em t de grau igual
a dimensio da variedade projetiva associada a P;n 0 coeficiente
lider dk(X)/k! € a soma dos dk(xi)/k!, cada um desses ocorren

do m, vezes.

(2) Se k>0 e H dencta um hiperplanc que nio contem nenhuma compo

nente irredutivel de X, entio

4, (X) = 4, (XnH).
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.

(Examine a sequéncia exata §(X)(-1) AN S(X) —>> 5(XnH).)
Suponhamos k=0 e, por simplicidade, K algebricamente fechado.

Agora cada componente Xj € um ponto e do(Xj)=l. Segue de (1) que

dO(X) = [X] como desejado. Para k>1, escolhemoes H como em (2)

e calculamos

dk(X] = dk_l(XﬁH) Jhk—ln[XnH] (por indugdo)

k
I Ax3 (6.1.4(1)).//

Exeraicios
1) Seja L —> X fibrado em retas. Mostre que
¢y (L)IAX —— ALX

€ nilpotente,

2} Seja p: PM'—0p Pl un morfismo. Mostre que p & constan-
te.
(Sugestdo: p & dado pela escolha de n secles globais de

p*0 n-1 (1) =9 n(d), i.e., n formas homogéneas de grau d. Cal-
P I3

cule p.((d™A[P]), com h= clo]Pncl)J.
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§9 AS CLASSES CARACTERISTICAS .

Seja f: E-——> X um fibrado vetorial de posto e+l. Construi
remos classes de Segre si(E) e de Chern ci(E) (i=0,1,...) como
operadores em A,X homogéneos de grau -i (i.e., a imagem de A X

esta contida em Ak_ix.)

A construgio refletird a estrutura do grupo de Chow do fibra-

do projetivoe p: IP(E} —> X associado a £.

9.1 Recordemos brevemente algumas propriedades bdsicas do fibrado

projetivo., Se 1J € um aberto de X tal que

. f-l W) = Uxf e+1’

Eyt

temos
-1 =]
IP(E)U: = p ()= UxIP .

Em particular, p & prdprioc e plano (de dim. rel. e). ¢ fibrado p*E
admite um subfibrado que denotaremos por OE(-I] (ou 0(-1) se ndo
houver confusdo), chamado de fibrado tautolégico. Se teP(E), x=p(t)
entdo teP(E)= P : a fibra de OE(-l) em t € justamente o
subespago de dim.1 de E, dque t representa. 0 fibrado dual

OE(-—l)* € denotado OE(IJ. Dado um morfismo g: X' —> X, podemos

formar o diagrama de produto fibrado.

. ' 1

| P(E) - P®E) (E':= g*E)
9.1.1 | Jp
X! E_ . X.
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Temos entio

9.1.2 g'*0p (1) = 0p, (1).

9.2 pefinigdo., Seja z EAkX; temos entdo p*z eAk+eIP(E). Definimos
s, (B)n'z:= p, (e, (0,101 i pra) e A, X,
i = Pyl Wg k-id"

0 operador $;(E): AX —> AX € a i-ésima classe de Segre de E.

9.2.1 Observagdo. Para X variedade ndo singular, A, X € munido
de produto (cf. 13.14). Neste caso, o operador si(E) coincide com
a multiplicacido por si(E)n [X] (cf. 13.15(3)).

9.3 proposigdo. (1) SO(E)=1 (= operador identidade).

(2) si(E)=0 para 1<0 e para i>dimX.

(3) (naturalidade)} Se g: X' —> X & um morfismo plano e zeAX
entdo

si(g*E)r\g*z = g*(si(E)n z).

(4) (£6rmula de projecHo) Se g: X' —> X & prdpric e zte AX',

entio
8+ (8;(g* B~ z") = 5;(B)ng,2'-

(5) (comutatividade) Se E,F s#o fibrados vetoriais /X e z€4.X,

entdo

si(E)f’\sj(F)nz = Sj(F)hsi(E)(’\z-
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(6) (normalizacdo) Se E £ {fibrado em retas (cf. 9.4.1) para gene

ralizacdo), entdo

51(E) = = Cl(E).

Demonstragdo. (1) Seja Vo X subvariedade de dim.k. por (4), te-
mos que s, (E)nV provem de fato de Ay iV que € zero para i<0
e igual a ZV para i=0. Logo, s, (E)nV=my. Para calcular m, apli
caremos (3) & inclusdo UcgV de um aberto que trivializa BE,. Lo-

v
go, podemos supor E trivial. Neste caso, temos

10NN [PxV] = (HxV]

1

onde H=1P°" , um hiperplano em »°. pai venm
S, BNV = p, (e, 0 AN°A [PxV]) = v,
e portanto m=1.

(3) C(Calculemes, com a notagdo de (9.1.1),

S (8*B)ng*z = BL(c; (0, AN Apiagea)
(9.1.2)
e pLic (g 0 (1) A grapra)
(7.1(3))
- platre, (0, A pra)
4.6)

g* (si(E) Nz,

A demonstragdo de (4) € andloga, recorrendo a 7.1(4)}. Para verificar

(5), construimos o diagrama cartesiano,
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P(E)x P(F) P> D (F)

X.
a') lq
P (E) —'13'—> X,

e calculamos, usando arsenal semelhante ao de (3) e “),

e+i

si(E) n sj (F)nz = p, (<:1 (OE(lj) AD*a, (cl (OF(I))f+jn g*z))

= (e 05N R apt e (eq (0, AN T A gz
= . QL (eq (@ 0 (1% o) 07 r0 (1) Hprrara)
(por 8.4)

= 4.0l (eq @0, ()T Ac) (a0, prara))

= 4, ey 0, A piarate; 0,0 A przy)

]

S5 (F)ms; (E)nz.

(6) A formula resulta de que p: IP(E) —> X € p*E* __>OE(1) 530

L]
isomorfismos, onde E*= dual de E. Com efeito, para cada zEeA,X,

temos
$1(B)nz = p, (e (0p(1))np*z)
= Py (C) (P*E*)np*z)
= p.P" (¢ (E*) 2z}
= - cl(E)r\z.
9.4 Definigio. Seja E —> X um fibrado vetorial. Definimos a

classe de Segre total de E pela formula,

5,(E)-. = SO(E) * 5)(E)t... = s, (B).
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Sabendo que SO(E)=1 e que os operadores si(E), sj(E) com
i,j>1, s3o nilpotentes e comutam, Segue-se que S(E) & invertivel

no anel End(A,X). Definimos a classe de Chern total de E,

o(E) = sl
Podemos escrever
c(E) = CO(E) + Cl(E)+...,
decomposicdo em componentes homog&neas, com
c; (E)n A Xg A, ;X
Temos, da definigio,
(9.4.1) E Si-kck = 0 para i1,

Evidentemente, resulta

1

n

c (E)
(9.4.2) ©

Cl(E) '51 (E),

e podemos calcular, para i>2 o determinante

s1 S, 53"'51-1 s1
1 s1 52"'51_2 Si—l
i
(4.4.3) ci=(-1) 0 1 51...si_3 si_2
0 0 0 ... 1 s
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9.4.4 gbservacio., f imediato que as classes de Chern satisfazem a
propriedades anflogas is formuladas em {9.3) para as de Segre; mais

surpreendentes e fundamentais saoc as 2 seguintes,
9.5 propesicdo. (1) Seja E —> X um fibrado de posto T, Entdo
ci(E)=0 para is>r,
{2) Seja B's>—> E —>> E" sequéncia exata de fibrados vetoriais.
Entdo temos (aditividade)

C(E} = ¢(E")-c(E™)

i.e., para cada m, *

c (E} = & c.(B') c,(BE").
m isjom T J

A demonstracdo de ambas as assercBes procedem por reducdo a

fibrados de posto 1. A técnica empregada & conhecida pelo nome de

9.6 Principio da cisdo (splitting). Seja (E;) familia finita de

fibrados vetoriais sobre X. EntHo existe um morfismo plano f; X' —— ¥

tal que

(1) Cada £*E; admite filtrac3o por subfibrados com quocientes su

cessivos de posto 1.
(2) O homomorfismo f*: A, X —> A,X' & injetivo.

pPor este resultade, podemos transferir a verificacio de for-
mulas envolvendo classes de Segre ou de Chern em A,X para ALX!
com a vantagem de que, sobre X', os fibrados em questfo sio exten-

sdoes sucessivas de fibrados em retas.
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Demonstrac@o de 9.6. Dado um fibrado E, consideremos p: P(E) ~—> X

0 projetivo assocliado. Temos uma sequéncia exata,
OE(-l)>———> pP*E —>> F.
Além disso, a aplicacio
P ALX —> A TP(E}
€ injetiva, uma vez que, para cada zgA,X temos
2= s_(B)Anz = p,(cy (0 (1) prz).
T o T FRM1IME

Por indugdo sobre o posto de E, existe morfismo plano q: X'—> P(E)
tal que q*F admite filtracdo por subfibrados do tipo desejado e
com ¢* injetivo. Compondo com p*, demonstramos (9.6) para 1 fi-

brado, 0 caso geral segue sem dificuidade.

¥

9.7 Lema. Seja E um fibrado/X munido de filtracio E:ﬁlj..ngr@l=0

por subfibrados com quocientes L[.= E'/E Yl de posto 1. Sejam
. 1

Ul:= Ecl(Li)’ UZ:= .Z. Cl(LlJ C]_(Lj),Ott,U

= C (L ).,_..C (L )
icj 1M1 i‘Y'r

r

as fungBes simétricas elementares. Entdo

r L4
(13} ¥(1+cl(Li)) = c_(E),_i.e.,‘ci(E)=ci (resp. =0) para i1,...,r

[ R |
(resp. i»r);
(2) se. E admite uma secdo s com esquems de zeros Z(s) vazio,
temos

ncl(Li) = 0.
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Demonstragdo. Comecemos por (2). Seja Vc X subvariedade. Dpevemos

provar Ic, (L;) nV=0.

Aplicando a fdérmula de projecfio & inclusioc de

V em X, podemos supor V=X. Consideremos o diagrama de  homomor-

fismos de fibrados

9.7.1)

Seja Z'=Z(s'). 5e z7

me X € uma variedade,

efetivo e cl(Ll)r\V =

Fi=

?H

m <

)——— —>> L

1°

. - Lol -
for vazio entio Ll‘ AX e ja cl(L1)=0. Co

s5e

[z']

sdo. Restringindo (9.7.1) a

"4 entdo Z' & um divisor de Cartier
em A, V(6.12). Seja i:2'cyX a inclu-

Z', temos que i*s'=0 e portante i*s

induz uma secfio de F, indicada em pontilhado, que nfo se anula nun-

ca. Por inducglo, temos

Logo,

;[ €3 (Li)r\V

™=

cl(i*Li) = 0.

r
(;I Cl(Li))ncl (L Inv

r
UL NS

1]

r
i, 1 ey (1) A (20120,

Passemos @ verificac@o de (1). Seja p: IP(E) —> X. A inclu-

sdo candnica OE(-lj —> p*E fornece uma secdo de p*E@OE(l) que

ndo tem zeros. ESCrevamos .
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h= ¢, (0,(1)3.

Por (2), temos

(1 (1L;80; (1))

(9.7.2) =T (b o+ o (prL))

hr-kqi’

oMM HEH EM

onde ci denota a k-ésima funcio simétrica elementar nos clﬁﬁLjL

Multiplicando por pt-t

e aplicando p,, obtemos (com i>l, r=e+l),
e+i-k
0= I p,(h c;) = I 5; 1 (Eloy,

donde resulta (1) por comparacido com (9.4.1).//

Podemos agora juntar as pecas € voltar para a

Demonstragao de (9.5). Pelo principio da cis@o, para provar a afir-

mativa (1) de (9.5) podemos supor que F admite filtrac3o como em
(9.7), e portanto ci(E)=0 para i»r. Por fim, para obtermos 9.5(2),
podemos construir filtragdo de E acoplando filtragdes de E',E".
A férmula proposta resulta do cdlculo <c(E'), ¢(E") e Cc(E) empre

gando 9.7(1).

A chave para as aplicacdes geométricas do ferramental de clas

ses caracteristicas € a seguinte generalizacZo de (7.1.1).

9.8 proposigdo. Seja E um fibrado de posto r sobre um esquema X

de dim. pura n. Seja s uma segdo regular. Pnt3o
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CL(E)N[X] = [Z(s)] em AL X

Demonstracdo. para r=1, a fSrmula € um caso especial de (7.1.1),
(6.9). Suponhamos r>2 e seja f: X' —> X morfismo plano de
dim. rel. m tal que £*: A X —> AX'" seja injetivo e que f*E

se encaixe numa sequéncia exata de fibrados.
F>—> f*B —>> T,

com posto de L=l (9.6). A secHo f£*s induz uma secio s' de L
e ambas s3o regulares. Seja i: Z(s')GX' a inclusdo. A restrigio
i*f*s a Z(s') se fatora por uma sec3o s" de i*F igualmente

regular. Por indugdo, temos
Cr_l(i*F)r\[Z(S'J] = [2(s™)] em A __ZI(s').
Cbservemos que
Z(s") = Z(£%s) = £ Vz(s).
E;crevamos
g: Z(s") —> I(s)

indyzido por £, e sejam j: Z(s") C—> Z(s') e k: Z(s) € X as

inclusGes. Temos entio,

E¥K, [2(8)] = i,d.g%([2(s)] (4.6)

1J+12(s")] (indugio)

n

ise, G*FINIZ(s") ] (formula de projecio)
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= ¢ 1 (Flac, (LA [X'] (9.5(2))

c (F¥E) N £*[X] (naturalidade)

£% (e (F)N [X1),

o que completa a demonstragfio, pois f* & injetivo.

//
9.9 Exemplo. S¢ja E»—> F —>> @ uma sequéncia exata de fibrados
sobre um esquema puro dimensional X. Seja p: P(F) —> X © mor-

fismo estrutural, O diagrama

0p€)

b

P*E ——> D*F >> p*Q

fornece uma seciao s de p*QeoF(l) com esquema de zeros igual a

IP(E) c IP(¥). Portanto, temos
[P(E)] = c, (P*QBOL (1)) NI[P(F)] em A, P(F),
com T= posto (Q).

9.10 proposicdo. {Unicidade) As classes de Chern s@o univocamente de

terminadas pelas seguintes .condigles:

(1) (Normalizagl3o) Se L & um fibrado em retas sobre uma variedade

X e se D € um divisor de Cartier em X com L(D)= L, entdo
¢y (L)A[X] = [DI;

(2) (Férmula de projegdo) Se f: X' —> X & um morfismo propric e

se E € um fibrado vetorial/X, entdo, para cada i,
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f*(ci(f*E)r\z') = ci[E)(\f*(z') ¥z' em A X',

(3) (Imagem reciproca) Se f: X' —> X €& plano e se E .6 um fi-

brado vetorial/X, entdo, para cada i,

f*(ci(E)n z) = ci(f*E)n £*z ¥z em AN,

Demonstragdo. 0 principio de cisfo (9.6), juntamente com a proprie-
dade (3) acima, além da aditividade (9.5), reduzen a comparacio ao
caso de fibrados em retas, que & coberto por (1). Visto que {9.5)

depende apenas de (1), (2) e (3), segue-se a unicidade.//

Brercicics

1) Calcule 5.(0,n(1)L
r

2) Com a notacZo de 9.7, mostre que todo polindmio simétrico nas
classe de Chern de Ll""'Lr se expressa como um polindmio nas
classe de Chern de E. Em particular, calcule }:cl(LiJ2 em termos

das c; (E).

3} Sejam L,Lyyeee,L, fibrados em retas E= Lle...eLr.(i) Calcule

c,(EQL) em termos de cl(L) e €,(E). (ii) Mostre que a 22 potég

cia simétrica S,E ¢ isomorfa a ® LiaLj; calcule ¢, (S,E) en
i<j

fung8o de c(E). -

T - iy
(iii)}) Mostre que AE & isomorfo a Ll@...@Lr;'conchxicl(AE) = ¢ (B

para todo fibrado de posto r. (iv)} Mostre que ci(E*) = (-1)i cim)

(E*= dual de E}.
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4) Sejam E,F fibrados de posto 2. Calcule c,(E@F) em funcao
de <(E), c(F). '

5) Seja E fibrado de posto r munido de secdo nunca nula. Entdo

Cr (E) =0 .

6) Seja X um esquema completo. Seja ¢ um operador em A_X e

seja z ¢A,X. Escrevamos fc:= fcz, grau do zero ciclo de cz (3.9.1).
P :

Sejam agora E,F fibrados vetoriails sobre variedades completas V,W

resp. Prove gque

J e*E) cla*F) = (JeEN(fam)),
VxW A W

onde p,q denotam as projegtes de VxW em V,W.
Generalize, mostrando que se V,W s#o esquemas e v,w sdo ciclos

entio

J c(p*E) c(a*F) = (fc(B))( falm).
VW v w
7) Seja E fibrado de posto r=e+l e seja I um fibrado em re-
tas sobre um esquema X. Sejam p; P(E)—> X, q: P(E8L) —> X os
morfismos naturais. Mostre que existe isomorfismo i; IP(ESL) —P(E)
tal que pi=q e 1i*0_(1)=0 (IJeL'l. Conclua que
E ESL

syEeL) = 1P @ s e ik
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§10 . CALCULO DE ALGUNS GRUPOS DE CHOW

Descreveremos os grupos de Chow dos fibrado projetivos e de

fibrados vetoriais. Examinaremos também as grassmannianas.

10.1 Proposigdo. Seja fi:E-—->X fibrado vetorial de posto n=e+l e se
ja p:P (E)}——>X o fibrado projetivo associado. Seja h=c:l (OE{l)). En-

tZo temos o isomorfismo

e
(10.1.1) op ¢ gmk-e+ix E— AkIP(EJ

(a;) —>Ih' A p*a,

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente E=/A; . Sejam i:IP;(l'1 c ]PQ R
j:/A; C ]P; as inclusées naturais, com /AE =]P§(1-1P;'1 . Consideremos

a sequéncia exata f5.1),

n-1 -i* R n
Py > APy >> Ay

A/

X

A

k

k-e

Vamos provar que ag € sobrejetor. Dado zEAk]P;(1 , temos j*z = f*a
para algum aEAk_eX (5.2). Logo, z-p*a=i,b para algum bEAk]P?l. Por

inducdo, podemos escrever

. e-1 .
b= §c (0 (1)) A q*a,
b 1 ]Pr-l i?

com aiEAjX, j=k-e+i+l, q=pi:IP;':L ——>X o morfismo estrutural. Dai

vem

e-1 i
z =p*a + i, } ¢ (i*0 (1)) "~ q*a,
o IPX
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(formula de projecido)

a Gltima igualdade se justificando pela seguinte

(10.1.3) Afirmacdo : i,q*a = hAp*a Ya € A, X.

Com efeito, basta verificar a fdrmula para a=[V], com V= subvarieda-

de de X. Neste caso, q*[V] = [q'IV] = [P%fl] . A formula desejada

1P = hA(RD],

€ imediata (7.1.1).

Para provarmos que og é sobrejetiva no caso geral, argumentamos
" por inducdo sobre m=dim X. Se m=0 entZo X=Sp (A) para algum anel ar-
tiniano A. Sabendo-se que todo A-modulo localmentelivre (de posto
constante!) & livre, segue-se que E é trivial (cf. Hartshorne, p.128).
Para a etaﬁa indutiva, observemos que existe um aberto denso U C X
tal que EU = ﬂﬁ}. Com efeito, seja U' um aberto (#¢) que trivializa
E, e séja X' componente irredutivel de X disjunta de U'. Tomemos
aberto U" C X' que trivialize E. B claro que U'wU" trivializa E. Com
esse processo, construimos U, Seja Y = X-U, de sorte que dim ¥ < m .

Consideremos o diagrama,

n
ARP(Ey) —> A TP (E) —> 4, PD

w 1 et

e
@

e e
ie i Y i g Ak-e-t-:i.x »g Ak-e+iU

0 Ak-e+1
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claramente comutativo em virtude de (9.4.4). Agora Ey (resp. GEU) &
sobrejetor por inducdc (resp. pelo caso visto inicialmente), seguindo-
se facilmente que ap também & sobre.

Para a injetividade, suponhamos
e -
¥ h'a p*a; = 0.
o

Aplicando p, e lembrande 9.3 (1,2) obtemos ae=0. Multiplicando por h
¢ repetindo o argumento, vem sucessivamente Bgu1] = +re =3, = 0, pro

vando que oap € injetivo.
E //

0 resultado seguinte é fundamental para a construcio da classe

de intersecic em codim. > 1.

10.2 Corolario. Seja £:E —> X um fibrado vetorial de posto n. En
T cw. - . .
tao f*:ALX —> Ar,.nE € um isomorfismo ¥+

Demonstracdo. Consideremos o diagrama

E ¢ ppy «Loper)

(10.2.1) f\; lg /

P
X
onde F: = Exm; ¢ j (resp. i) demota a imersdo aberta (resp. fechada)
natural.
Seja z € Ak+nE' Existe y € Ak+nP(F) tal que z=j*y. Seja

h = cl(OF(I)). Escrevamos y de acordo com (10.1.1),

' n-1
Y = g*xy + hf\(g*xk+1 + «.. + h"" 7 g*xk+n), x; € AiX.
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lembrando (10.1.3), vemos que o termo hn (...) na expressao acima se

escreve i,c, com ¢ € A, IP(E) logo,
Iy =yretay = £,

mostrande que f* & sobrejetiva. Se f*x), = 0 entdo g*xy = i,c como aci

ma; dal x) = @ por (10.1) (aplicado a F).//

Vejamos algumas foérmulas para a inversa de f*.

10.2.2 Coroldrio. Seja V ( X subesquema de dim. pura k e seja

s:V —> E uma secdo. Temos entao
*'1 f _
(£*) "s,.[V] = cn(E)r\[V] em Ak_nV.
Demonstracdo. Podemos supor V=X. Devemos mostrar que

5. [X]

f*(cn(E) [X]) em AkE

cn(f*E) [E].
Ora, s induz secdo de f£f*E = ExE definida por
X

e > (e, e-s(f(e)))},

que &€ regular e se anula exatamente em s(X). O resultado segue de

9.8).
(9.8) /7

10.2.3 Corolario. Com a notagdo de (10.2.1), seja Q o quociente uni

versal de posto n de g*F. Temos entdo

g.lc @ny) = (E97 Ny,  y em AP(F).
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Demonstracdo. Como na demonstragdo de (10.2), escrevemos
y = g*x + i,c.

Por outro lado, da definicdo de Q e da aditividade das classes de

Chern temos

t=

¢ (@ = I hlc . (g*B),

<

e portanto,
g4 (c (Qng*x) = g, (WAg*x) = x (9.3(1)).

Observemos agora que a restricdo a PP(E) C P(F) da sequéncia tauto-

16gica de P(F) fornece o diagrama de fibrados vetoriais,

0p(-1) >—> p*E —> T

I . !

i*q;-l) > p*F —> 1*Q

PR

al - al
P(E) IP(E)

do qual se infere que cn(i*Q)=0e portanto, cn(Q)A i,c = 0. Juntando

as pecas, vem finalmente

g.(c (Qn y} = x

=1.
= (£f*), *y,
Yo ity /)
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Descreveremos em seguida o grupo de Chow de uma grassmanniana.

Recordemos que a variedade de Grassmann, denotada
G = G(I‘,l’l),
parametriza os subespacos de dim.r de A, Equivalentemente, os pon-
tos de G podem ser identificados a subespacos projetivos de dim.r-1

de Pn_l.

Por comstrucdo, G & munida de um fibrado tautolégice R,
Ri={(W,v) € GxA" |vew},

subfibrado de G x A™.
A fibra Rw de R sobre um ponto W em G se identifica ao subespa

co de A" que W representa; em simbolos,
= W,

(Estritamente, deveriamos escrever Rw = {Wixw C wWixal. ...

Mais geralmente, dado um fibrado vetorial 'de posto m,
f!E —> X
constroi-se o fibrade em grassmannianas,
(10.3) p: G(r,B) —> X,
de maneira que se U(X € um aberto que trivializa E, entio
p*(U) = G(r,n) x U,

Temos igualmente definido o fibrado tautolégico R, subfibrado de

P*E, fornecendo uma sequéncia exata de fibrados sobre G(r,E),

(10.3.1) R>—> p*E

>>Q, posto R=r,
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A fibra de R sobre um ponto y € G(r,E) € o subespaco de f'lp(y) que
Y representa.

Lembremos ainda que G{(r,E) & caracterizado pela proprisdade un
versal seguinte. Seja g:Y —> X um morfismo; cada morfismo hiy——>G(r
tal que ph =g fornece um subfibrado de posto r de Q*E, a saber, h*R.
A correspondéncia h ——>h*R € uma bijecdo sobre o conjunto dos subfi

brados de posto r de g*E.
10.4 Proposicdo. A,G(r,E) & isomorfo ao quociente de

(AX) [E:E] i=(AX) & Z [252]
pela  relacao

(10.4.1) ab = ¢

onde  ais{a;,...,a.), bi=(by,...,b.) (s=n-r) sio vetores de indetermi
nadas e ai=l+ag+...+ a8, b:=1+b1+...+bs, c:=c(E) sao operadores descri

tos a seguir.

Demonstragdo. Explicitemos melhor o enunciado. Os elementos do grupo
(A.X)[a,b] sdo polinomios em a, b, com coeficientes em A,X. Considera
mos a, b, c como operadores em (A, X)[a,b] de forma matural : os a;, bj
agem multiplicando as indeterminadas, enquanto que ci:=ci(E) opera so-
bre os coeficientes. 0 quociente de (A*X)[E,EJ "médulo a relacdo ab=c"

significa "médulo o subgrupo gerado pelas imagens dos operadores

¢ - lajby_;". Consideremos o homomorfismo

(10.4.2) g: (AX)(a,b] —> A,G(r,E)

i iy j i j
zall el bll... — Cl(R) 1(\---(\63 Q@ sr\P*Z-
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Devemos provar que 8 € sobrejetivo, com nlicleo igual ao subgrupo ge-

rado pelas imagens de ck-Eaibk_ . Observemos logo que €{ab-c)=0 tendo

i
em vista a relacdo

c,(p*E) = c_(R)c_(Q).

(por 10.3). A demonstracdc procede por indugdo sobre r,
0 caso r=1 consiste em comparar (10.1) com a nova receita. Ora,
o isomorfismo (10.1.1) re-escreve-se como

n-1

oz (AXIIT] / (Thec T 4L se ) >4, P (E)

ZziTl ——> Zh'n p*z.

Com efeito, hn+c1hn'1+...+cn=0 por conta de (9.7.2) (+ principio da
cisao!), O algoritmo de Euclides permite escrever todo elemento de
(A X)[T] como um polindmioc de grau < n-1 modulo Tn+...+cn. Por outro
lado, a relagao (10.4.1) 1é-se agora ck=bk+bk_1a1 {k=0,1,...). Temos

entao,

(A*XJ[al,bl,...,bS]/(al+b1~c1,alb1+b2-c2,...,albg-cn)

(AuXlay,by,...,b 1/ (a; (cy-a ) +by=Cpynnn)

th

(A*XJ[allltag-c1a§'1+...+(-1)“cn),

isomorfismos que se obtém por substituigdoc sucessiva,

b, ——> ¢

1 1%

b2 — CZ_albl’ etc... .

Indiquemos brevemente a etapa indutiva, deixando a verificacdo

detalhada a cargo do leitor. Para r>2, construimos o fibrado
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q:P(R) —> G(r,E).
Seja
| L »—> q*R —>> §

a sequéncia tautolégica de IP(R) , onde L:=0p(-1). Vamos acopli-la com

(10.3), obtendo o diagrama fundamental,

L >—> g*R —>>8

I I {

(10.4.3) L >—> g*p*E —s»g*T
q*Q = q*Q.

Aqui a 22 sequéncia horizontal € imagem reciproca da sequéncia natu-

ral de P(E) mediante o morfismo composto g, indicado no diagrama,

P(R) & G(r,E) ; P(E)

qg// ‘*H\\\EH\\::\&

G(r,E) P(E).

S

X h

Assim, L se identifica a g*OE(-lj. O fibrado T & o quociente h*E/0; (1)

Agora o ponto crucial € perceber que a sequéncia exata

S >—> g*T >> g*Q
define um morfismo

(10.4.4) P(R) —> G(r-1,T)
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que & de fato um isomorfismo gracas & propriedade universal dos fi-
brados em grassmannianas. Identificaremos pois P(R) e G{r-1,T), de
sorte que (10.4.3) exibe as relagles entre os respectivos fibradoes tau
toldgicos. Por inducao, a estrutura de A,G(r-1,T) & conhecida em ter-
mos de A,IP(E) e das classes de Chern de T. A obtengdo de A,G(r,E) se

da via os homomorfismos

AG(r,E) <95 A, P(R) =A,G(r-1,T)
p* 1 J e

ALX - A P (E).,
h*

Para mostrar que 6(10.4.1) & sobrejetivo, tomamos um ciclo y€A,G(r,E)

e escrevemos g*y na forma
P(cl(L),cl(g*T),cz(g*T),...,cl(S),...,cs(q*Q))r\q*p*z,

onde P denota um polinomioc a coeficientes inteiros em 1+(n-1)+(r-1)+s=

=Zn-1 variaveis. Calculamos em seguida, com h:=cl(L*),
r-1 w
¥=q.(h na*y) (9.3(1))

e verificamos que o 2? membro pertence efetivamente 3 imagem de 6.

A demonstracdo de que o niicleo de 8 estd contide no  subgrupo
gerado pelas imagens dos ck—zaibk_i para. o casc geral requer mais ar-
giicias de ordem combinatéria do que permitem os objetivos destas no-

tas. (cf. [F], [G]).//

10.5 Exemplo. Calculemos o grupe de Chow da grassmanniana G:=G(2,4) .
Lembramos que os subespacos de dim 2 de Aﬂ correspondem a retas pro-

jetivas em PS . Pela proposigio, temos
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(10.5.1) A,G = ZZ[al,aZ, 1° 2]/(& +b1,a b1+az+b2,alb2+a bl,a 2)

Explicitemos o isomorfismo, descrevendo geradores naturais para A,G .
. 3
Fixemos um ponto, uma reta e um plano em P , denotados por P, Ty, T

Seja Q um ponte de w. Definimos subvariedades,

Zyr= {r€G|r & uma reta de P> contida em T

e passando por Q}: %
Zy: = {r€G|r ¢ n}:

Zy: = {r€G|Per} : X
Iz = {rGG[rr\ro;é{p}: w
Sejam ainda Zyi= {ro} € Z,:=G. Mostraremos que A,G € o grupo livre

abelianc gerado pelas classes de 20’21’22’25’23’7‘4' Vejamos inicia}l

mente que (na notacdo de 10.3 com 1'~:=/A4 ),
(10.5.2) [Z51=c, (Q) nIG]

Com efeito, representemos a reta T, POTr uma imersao linear, denotada
] 4 .- R

ainda por rozﬂ\z ©—>MA" . Para cada 1€G, a condicdo de r ser incidente
ar,, i.e., rnrogé¢, equivale, vetorialmente, a que os subespagos cor

respondentes, Rr’ R (fibras de R sobre r, ro), admitam um subespago

T
o
comum de dim.>0. Consideremos o diagrama de homomorfismos de fibrados

sobre G

{16.5.3)

c e

R >-—>~/A
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O homomorfismo s definido no diagrama acima tem posto < 1 na fibra

sobre r€G sse existir um vetor ndoc nulo comum a Rr e a rO(/AZJ . Se-
2
gue-se que Iy = Z(As) ao menos como conjunto. Mas é de facil veri-
- 2 - .
ficacdo o fato de que o esquema de zeros Z(As) & uma variedade. Por

{9.8) (alids, por construcgdo de cl!), temos
2

2
Como cl(AQ)=c1 (Q) (exc.9-3), temos verificade (10.5.1). Observemos tam

bém que Z(s)=Z ={r }. Sendo s:/A(Z; ——>Q uma secgao do fibrado
Hom, (AZ,Q) = (A%) 8Q = 08Q
GG’ G 4
temos
[Z,]1 = ¢, (Q8Q) N [G] (9.8)
= ¢, @7 nAI6] (9.5(2)).

Seja agora 7P um plano, representado por uma imersao linear

‘.IT:/AS c— > A%, E claro entio que para cada r€G, temos
TecT sse ch:n(/As).

Estudando o diagrama,

(10.5.4) R >

> /Aé —>>Q

N b
Al

G
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um memento de reflexfo deverad nos convencer de que Z2=Z(s*),‘0nde‘ s*

€ dual de s, i.e., corresponde a s mediante a identificacio,
Hom. (R /Al) = R*
GG ‘
Por conseguinte, temos,
[Zz] =c2(R*)r\[G]=cz(R)f\[G] (Exc. 9=3).
De maneira andloga, obtemos
{251 = c,(QNI6] ,

. [271 =¢c{(R)c, (Q n [6].

~ Sabemos por (10.4) que AiG=Z-[Zi] para i=0,1,3,4, e que
A2G==Z-[Z1]+Z~[Z£]. Mostremos agora que AiG € livre. Para i=0, isso
resulta do epimorfismo grau : AOG —> L. Para i=1, recorrembs a0 ope

rador cl(Q):AIG —> A G, observando que cl(Q)r\[Zl]=[Zo]. Com efei-

to, na notacio do diagrama (10.5.3), e restricdo de ﬁs a Z, se anula

1
em um Unico ponto r.€G, a saber, a reta indicada na figura
p 1 L] 2 L4

Do mesmo modo, a relacdo
¢ (@ NZg=T[Z;1

mostra que ASG € livre. Por fim, das relacdes
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(10.5.5) C @A, =y (RINIZL] =0
(0 A [23] =, (R ALL,T = [Z,]

segue que [Z,], [z31 sdo linearmente independentes. Em resumo, vemos
que A,G & livre de posto 6. Deixamos como exercicio a verificacao di-

reta de que o 29 membro de (10.5.1) € livre de posto 6 ¢ que valem as

£ormulas
4
fe, (@A 6] = 2
2 2 2
fe, (@7 [G]=fc, (R)"A [G] = Jej(Q nc, (Q) n [G]=1.
10.6 Aplicacdo : cordas de uma curva em ]Ps. Seja (.‘.u'.‘.IP3 uma curva

projetiva n2o singular e nao plana. Consideremos a variedade C'c G=G(2,4)
formada pelas cordas de C, i.e., C' € a imagem do morfismo f:CxC—>G
que associa a cada par de pontos A,B em C e reta secante (=corda) AB.

E imediato que dimC' = 2. Pelo exemplo anterior, temos
(10.6.1) [C']=m[Z,1+n[Z}] em A,G.
Mostraremos que

(10.6.2) {m: n? de cordas contidas num plano genérico,
n= n? de cordas passando por um ponto genérico.

Calculemos m. Restringindo (10.5.4) sabre C', deduzimos que cz(R)r\C'
§ a classe do zero ciclo formado por pontos de C' que representam cor

.das de C contidas nﬁm'dado plano 7., Por (10.5.5) e (10.6.1), venm
ICZ(R)AC' =M.

Portanto, & razoavel 5& esperar
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(10.6.3) m= (), d=4°C)

pois se m for suficientemente genérico, intersectard Cem d pontos
distintos, os quais, combinades 2 a 2, fornecerdo as cordas de C enm
m. Para justificarmos (10.6.3)} com rigor, munidos das armas disponi-

vels, vamos remeter o calculoc a CxC através do morfismo £:CxC >C' .

De inicio, note que d°f =2, fato que em car. zero se reduz & consta-
tagdo de que uma corda genérica ndo & tri-secante. Temos assim, pela

f£ormula de projegio,
f*(cz(f*R)!\ CxC} = ZCZ(R)I\ c'.

Resta calcular S:=f*R. Devemos construir um subfibrado S de posto 2
de ﬂ\4 cuja fibra sobre (P,Q)€CxC & o subespaco P'+Q.' de A4 , onde
P',Q'C/A4 denotam as retas representadas por P,QE]P3 . Quanto & dia-
gonal AcCxC, naturalmente £(P,P) € a reta tangente a C em P. Seja
L; (resp.T;} a imagem reciproca pela i-€sima projecdo p;:CxC— C cp’

(i=1,2) do subfibrado (resp. quociente) tautoldgico L({resp. T) de /A?P;r,.

0 homomorfismo de fibrados Ly —> T, obtido por composicido,
4
Ly>——>Bcxe

N4

se anula exatamente sobre A. Mais precisamente, a imagem de TE@Ll —>/Aéx(

é o fibrado L(-A). Dualizando, resulta o homomorfismo injetivo,

LIGL( A) >-——T> TZ'

Obtemos assim um fibrado quociente Q' de posto 2 que se encaixa no se

guinte &iagrama:



4
Cx(C

3 N $

£*Ro>—> Aéxc——¢>Q'-
L

Resumindo, £*R aparece como extensdo de L1®L( A) porv Lz,lDai vemn

L2>———>m

C(£*R) = c(ly)c L BL( 4))
¢ em especial,
cy (£¥R) = €3 (L) (e (L} + ¢y (LLAD).

‘Calculamos (cf. Exc. 9-6)

?

feq (L)e (L) = (e (L))2 - a
cxel 271t A
Jeq(L)ey (L(AY) = Jo (L,)nma

cxcl 271 ‘ 12
= Jey(LInC =-d (8.7

donde

J e, (£*R) = d%.d
cxC

como queriamos.

Para calcular n em (10.6.1), recorremos a (10.5.5), obtendo
n = fCZ(Q)f\C'.-

Pelo exposto acima, levamos o cZlculo a CxC, resultando
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2n = f. CZ(Q’),=

CxC

. 2 ) o
S (e, (f*R)“-c., (f*R
CxC ‘1 . ) »C.z )

. ) 7~ ) P 2 . N !
Cicfcl(Lz)fél(Llst( AYY) f‘_:z(f, RJJ_

il

2d%_4d42-2g-(a%-a)

(d-1) (d-2)-2g

donde

(10.6.4) no= F_d-})z(q-Z) - .

Este ¢ o chamado n? de pontos duplos aparentes de C. E igual ao n? de

pontos duplos de uma projecdo plana genérica de C (cf. 11.3).
EXERCICIOS

1) Seja € uma curva de grau d em Eﬁ. Seja CQiG(Z,d) a colegao
das retas incidentes a C: Mostre que - C' é-uﬁafhipersuperficie e que,
na motago de (10.5.2), - [C§=d[Z;]. Conclua que existem d'retas inci

dentes a C e a 3 outras retas em posig§o=ger&1.

2) Descreva geradores naturais para G(2,5),. =2 grassmanniana de re

tas projetivas em P4. Calcule a classe da variedade de cordas de uma

curva lisa em P4w
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§11 OBSTRUCOES PARA IMERSOES E MERGULHOS EM P

Sabemos que toda variedade projetiva ndo singular de dim.n ad-
mite um mergulho (resp. uma imersdo) em PV para N>Zn+l (resp, N>2n),
A possibilidade de mergulhar ou imergir com N mener impoe restricdes
ds classes caracteristicas da variedade em questdio. A filosofia ge-
ral para explicitar tais restricdes consiste em construir certas 'clas
ses de homologia", i.e., classes de ciclos no grupo de Chow com su-
porte o conjunto dos pontos em que um dado morfismo tem comportamento
singular.

0 caso das curvas € ja bastante instrutive. Toda curva projeti-
va lisa se mergulha em P3 e dai, uma projecde genérica para Pz for-
nece uma imersdo. Esta apresenta um n? finito, &, de pontos duplos

Obteremos a formula classica,
8 =%{d-1)(d-2)-g (g=género; d=grau da curva).

Para uma curva em Ps, de grau d e género g, a condicdo §=0 € neces-
sifia e suficiente para mergulhar em Pz. (Na realidade, 8=0 implica
que a curva ja esta contida em um plano em PS‘...). A demonstracao que
daremos poderia servir de indicacioe ﬁara o caso geral (11.4).

Vamos as preliminares necessiarias.

11.1 Proposicdo. Sejam f:F —>Y um fibrado vetorial, p:IP: =P(F) —>Y

o projetivo associado e
OF(-lJ=:'L>—>p*F —3> T
a sequéncia tautoldgica. Sejam Pys P, a3 projecdes IP;;IP—>IP. Entao:

(1) a diagonal AC IPxP & o esquemz de zeros de uma secido regulér de
Y

At
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Li e T2’ com Li:=p;L, Ti=p{T.
(2) o fibrado tangente relativo T(P/Y) & isomorfo a L* @ T.
Demonstracdo. Construimos o diagrama de fibrados/ﬂ?;n’,

L

o~

>pip*F = pip*F —-—>>T2

L2>

Dado (PI,P2)€P§K5 a fibra de piL sobre (Py,P,) & P, (considerado co-
mo subespaco de dim.1 de f'l(p(Pi)). Logo, s se anula em (Pl,Pz) sse

P,=P,, seguindo-se (1) facilmente.

(2) Em geral, dado um fibrade vetorial E——>X munido de secao regular
s, sabe-se que o fibrado conormal do esquema de zeros de s em X € na-
turalmente isomorfo a restricio de E*. Lembrando que o conormal da
diagonal &€ isomorfo ao cotangente e -observando que Li B‘T2 restrito a

A € isomorfo a L* ® T, o resultado segue.

11.2 Proposic@o. Seja X uma curva projetiva lisa e seja p:X———>X'C]P2
um morfismo birracional nfc ramificado sobre sua imagem X'=p(X). En-

tdo existe um divisor efetivo DCX tal que P{x-D € um isomerfismo e
5= £1D] = $(d-1) (d-2) -g
onde g=género e d=d°X', (D & o lﬁgar dos pontos duplos de p),
Demonstragdo. Seja
q:=pxp:XxX -—>]P2 x le R

e sejam Q; :XxX —> X as projecdes, de sorte que temos P;ja=pq; - 0 sub
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esquema q;IAPZ contém o divisor Ay. Com a notagao de (11.1) com Y=.,
F=/A3, temos que o fibrado
(11.2.1) ' B:=q*(pjL* © p3T) = qip*L* 8 q3p*T
admite uma secio cujas expressdes locais sdo miltiplos de uma equacdo
local de by Portanto, o fibrade

(11.2.2) E:=Ee L(-AX)

admite uma secdo s que se anula em q'lﬂlpz -AX e cuja restrigcdo sobre

AX fornece o homomorfismo

L(ay) —> E
X7 |y | oy

I _ n

TX 4p, prrpl,

Por hipdtese, a aplicacdo tangente dp € ndo nula em cada fibra. Assim,
o esquema Z(s) consiste dos pares (Pl,Pz)EXXX tais que P1# Pz e

p(P;) =p(P,). Logo, Z(s) & finito, s & regulrar e podemos escrever (9.8
[2(5)1 = ¢, (E) N [XxX].
Calculemos (cf. Exc. 9-3),

¢p(B) = cy(B)ecy (Bey (LE-0 )y (L8,

cp(agprlie (q3p*L)+(cy (L(A))-3c, (q7p*L*)) (e  L(A)) .
Utilizamos, na simplificacdao de termos, relacdes como
c;(q3p*L)cy (qfp*L)=0 (pois dim X =1).

€y (T)+eq (L)=0.
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Assim vem {cf. Exc. 8-6, 6.14(3)),
2
SIZ(8)}] =d"-3d + 2-2g.
Observando que (Pl,Pz)GZ(s) sse (PZ’Pl)EZ(S)’ podemos tomat
D=1 [Z(s)] em C X
=7 A3 o™?

completando a prova de (11.2).//

11.3 Observacido. Seja Xc:IP3 curva projetiva lisa. Sabemos que uma
projecdo genérica p:X ———>P2 satisfaz as condigoes de (11.2) e nesse
caso, d°X=d%°X'. E imediato que p & um isomorfismo sobre X' ssse §=0.

Sendo este o caso, como p € linear temos

O]P3(1)|X p*oEZ(I)IX“

Logo, HO(X,O(l)) € de dimensdo < 3 e portanto X & de fato uma curva
plana.
Uma generalizacdo de {11.2) para dimensado arbitraria pode ser

formulada como segue (cf. [L]).

11,4 Teorema. Seja X uma variedade completa, lisa de dim.n e seja

p:X —>P" um morfismo. Seja £:XXX > XxX a explosao da diagonal e

seja 5=f'1(A] o divisor excepcional. Entdo existe um subesquema S=5(p:

em X*XX tal que
(1) 5-2 consiste dos pares (x,x') tais que p(x)=p(x)

(2) SNZ consiste dos pontos cujas imagens em X sdo pontos de rami-

ficacao de p ;

(3) cada componente de S € de dim. > Zn-m;
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(4) se 85=¢ ou dim 3-2n-m, entio [§]=ﬁm, com

Dm:=cm(f*E8 L(-M)IA[XXX] em AZn-mx x X

onde E €& definido como em (11.2.1);

X € a classe

(3) a imagem de Dm em AZnhm

m-n :
. _apM-T mi+1 m-n-i
D :=(dh - g (ione1'D s, (TX)) [X]

onde h denota ¢, (p*0(1)) e d:=/h"A[X].

Demonstragﬁo. 0 argumento & anflogo ao de (11.2). Explodimos a diago-

nal justamente para construirmos o fibrado
E:=£*E® L(-A).

Como em (11.2.2), E & munido de secdo s cujo esquema de zeros §  sa-
tisfaz as propriedades (1),...,(4}.

Talvez (2) exija maiores comentarios. Lembremos que o divisor
excepcional A se identifica com o fibrado IP(TX) das direcdes tangen-
tes de X. Além disso, o fibrado normal L{E)E se identifica ao subfi-
brado tautoldgico OTX(-l). Verifica-se ent2o gue a restricdo de s so-

bre A induz o homomorfismo indicado ainda por s no diagrama,

OTX(—1)>"““>TX[B

SN

fl
TP |A
onde a seta vertical provém da aplicacdo tangente associada a p. As-

sim, s se anula sobre um ponto de A sse p & ramificada na imagem des-

se ponto.
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Passemos a (5). Com a notacao introduzida em (11.2.1), temos
m .
£,5 = f*((cm(f*E)+§ cy (L(-EN'c_ . (£*E)) m [X5X])
(formula de projecdo)
n saqi-l . ox
= cm(E)r\[XXX]-f*i(cm_i(f*E)cl(L(-A)) N [A]D.
Pondo
hi = leqi‘p*ﬂlpm (1)), (i=1,2)3
podemos calcular
c (B) =& ¢ (qrp*01™ L ¢, (qrp*T)
mtt = C1tP it4P

m-i, 1
hy "hy,

[l
oms

(uma vez que c(p*T) = cip*L)"l = (l—h)—1 = th'). Dai vem

a;« (e, (B A [XxX])

n

m - -
ql*gch""ln [X1)x(h'A [X]) (Ex.4-6)

]

(@“)h‘“'“n [x1,

que € o 19 termo do 29 membro de (5). Para calcular os demais termos,
sejam j:b& C—>X¥X, i:4 C—> XxX, g:8=P (TX) ——> X=A (induzida por

f). Seja u=c1(0TX(1)). Temos entio
£.5 ¢ (£ Bye (L-ant (@) -
¥ m-i 10" -
{(form. projecdo.
. : . i-1 *
£.3akc, s (F*E*BIC, (G*L(-BN) T [B] =

(G*LE-B) = 0y (1))
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i*g*Zcm_i[g*i*E)ul'lf\[E] =

(9.3(4), 9.4.4)

n-l+i

i Zg.lu ngtle o s E*E)ALA])) =

(9.2)

iu2c, o (i*E)s, (TX) n[Al.

Lembrando (11.1), temos
i*E = p*TP"
donde vem

C(i*E) = (1+m)™1 z(™hnt,

€ portanto,

(m+1 ')hm—n-i

- _
¢ —n-i(1 E) = m-n-i ?

m

completando a verificacao de (5).

4

11.5 Observacdes. (1) Se Xc PN ¢ projetiva e p:X >P" & induzida

por projecao genérica, demonstra-se que vale dim 5=2n-m (cf. J.Roberts,
"Generic projections of algebraic varieties", Am. J. Math 93 {(1971)
1591-214). Neste caso, a classe Dm € a obstrugdc para que p seja um mer
gulho. Com efeito, § ———>q1f(§} € genéricamente finita, donde L €
a classe de um ciclo efetivo. Como X & projetiva, tal classe & nula

apenas se S=¢.

(2} Seja R=8ni& e seja R, a imagem da classe E-Dm em A, - X Um

calculo andlogo ao da demonstragio de 11.4(5) fornece
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m-n+1 .
m+l,. m-n-i+l
Rm = g (n-!—i)h Si(TX) N~ [X].
Se dim R = 2n-m-1 ¢ R — q,f(R) & genéricamente finita (hipdteses ve

rificadas para projecdes genéricas), segue-se que R € a obstrucio

para imersdo.
(3) Um cdlculo imediato fornece a relacio
h r\Dm - Dm+l m

Esta nos leva aoc surpreendente resultade seguinte, devido a K.Johnson.

— - . - l
11.6 Proposicdo. Seja X uma subvariedade lisa de dim. n em P » N<Zn.
S¢ X pode ser imersa por projecdo em um projetivo de dim. inferior 'en

tdo pode ser de fato mergulhada. (cf. [J])}.

Demonstracdo. Se X pode ser imersa em P" por projecdo, obviamente tam

P m+1 2n-1 .
bém o pode em P ,...,P.n . Assim R =R ,=...=R, ;=0. Portanto ,
thm_Dm-i-l = Rﬂl =0
habyn1-D2p = 0,
seguindo-se que
2n-m
h an = DZn'

Mas D2n=0 (pois XCZPzn), donde Dm=0 e X pode ser mergulhado em "

por projecao.,,

11.6 Observacdes. (1) O resultado acima nio tem paralelo na catego-

ria de variedades diferencidveis: a garrafa de Klein se mergulha em
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4

R’ e se imerge em R® por projecdo sem ser al possivel mergulhi-la.

> Pm

. s n

(2) Fulton e Hansen provaram que um morfismo arbitrarioc X
n L . - = . "

com X projetiva e irredutivel nao pode ser uma imersao com m<Zn a me

nos que j& seja um mergulho! (Annals of Math. 110 (1979)).

(3} Podem ser obtidas formulas para classes suportadas pelos pontos
duplos ou de ramificagdo para morfismos X —s Y™ generalizando o
discutido acima. Tanto o enunciado como a demonstracgao requerem mais
teoria de intersecdo do que apresentamos até o momento. Em particular,
faz-se necessario construir a "classe de intersecdo por um subesquema
regularmente imerso de codim. >1". No caso acima, socorremo-nos com o
privilégio de Apm ser um esquema de zeros de uma segao regular, fato
que nos permitiu fazer uma reducdo ad-hoc da "intersecdo por Apm "

ao calculo de classes de Chern.
Exercicios

1) Seja VCZPS a superficie de Veronese (imagem de 1P2 pele morfismo

2:ZZ:XY:XZ:YZ)). Mostre que V se mergulha em P4 por

(X:Y:Z)om> (X2 Y

projecdo genérica.

Z) Seja x"c P" uma variedade abeliana. Mostre que m>Zn, com igualda-

2
n+1).

de s6 se d%X=( 0

(Para n=1, cibica elitica plana; n=2 & o célebre

exemplo de Horrocks-Mumford [HM].)

3) Calcule as classes de obstrucdo Do Ry da projecdo genérica  para

rsS+ T+S

as variedades de Segre rTxp®c p R m=2(r+s),...,r%s+1.
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§12 TNVARIANTES PROJETIVOS CLASSICOS

N

3

Dada uma variedade projetiva lisa Xc definem-se inva-
riantes projetivos como os nimeros de hiperplanos que satisfazem a
certas condicBes de osculagio com X e de incidéncia com subespacos
fixos (em posig#o geral), por exemplo, para uma curva Xc:mz, te~
mos, além do grau (= n® de intersecdes com uma reta fixa), a classe-
n? de retas tangentes a X passando por um ponto genérico-bem como
os n°% de retas inflexionais e de bitangentes. Historicamente, tais
invariantes foram introduzidos antes da aparicio do ferramental de
topologia algébrica e mesmo antes da conceituacio de género de uma

curva.

Indicaremos um modo de obter esses invariantes em termos das

classes caracteristicas de X, ou melhor, de c(TX) e CIOX(IJJ-

Observemos inicialmente que as secdes hiperplanas de X de-
finem um sistema linear de divisores em X. CondigGes de incidéncia
(e.g., passar por um ponto, conter uma reta...) fornecem subsiste-
mas. As condicBes de osculacdo traduzem-se nos tipos de singularida

des da secd@o hiperplana.

Un modelc apropriado para tratar dessa situacio e correlatas

é o seguinte. E dado um diagrama de esquemas,

X2D
12.1 D)

A

T

emn que:
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Ty

(i) » liso/T de dimensdo relativa dim. rel. X/ T =n

(ii) D € o esquema de zeros de uma Secio S de um fibrado em

retas I —> ®X. Imaginamos X —> T como uma familia {){Xi}te.n.

de espacos ambientes, e {]Dt}t €T uma familia de "pseudo_divisg
res", i.e., subesquemas localmente definidos por uma equac@o (permi
tindo-se divisores de zero). Estamos interessados em investigar, por

exemplo, © lugar
{x €X |x & um ponto singular de Dy, t=p(x)},
ou, mais geralmente,

12.2 D= {xe¢X ] a multiplicidade de x em D, & >m}.

Esta 1Ultima condigfo significa que a equacfo local de b, em X

em torno de x pertence i poténcia m-€sima do ideal de x em X, .

12,3 Exemplos. (1) Seja XC_]PN variedade lisa projetiva. Seja
=P N*, o espaco projetivo dual que parametriza os hiperplanos de

IPN. Tomamos X= XxT' e definimos o divisor universal da familia de

se¢Bes hiperplanas,
D:= {(P,t)|[P¢ XNH, }C X

onde H_ denota o hiperplanc associado a teT. Note que D g0 es
quema dos zeros da segao obtida por restricdo da seg3o natural de
] N (ljeoT(l). Explicitamente, se XareenXy sio coordenadas homo-

géneas de Y e se a $30 coordenadas homogéneas de

N* - -
P, b € definido por

JRREEFLN



onde ii denota restrigdo de X; @ X. Neste exemplo,

,D={(P,t)| H, ¢ tangente a X em p}.
Se N=2 e X € uma curva, entdo
3lD= {(p,t}] Ht ¢ reta tangente inflexional}.

(2) seja XcP" uma hipersuperficie lisa. Seja M- G(2,N+1) a

grassmanniana de retas (projetivas) em PN. Seja R o subfibrade

N+l

tautoldgico de posto 2 da A e ponhamos
E T

X:= P(R) = {(t,P)éﬂxPN] P pertence 3@ reta t}.
Seja

D= X NTxX = {(t,P)|PetnX},

divisor universal da familia de intersecBes de X com retas. Temos

agora

L= L(D) = 0p(d), (d=d°X)

mjD: {(t,P)| a ordem de contato de t com X em P & >m}.

12.4 Proposicdo. Nas condigBes de (12.1), (12.2), existe um fibra-

do vetorial

H
n

E(m; 1) —> X
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munido de uma secgdo snﬁ) com esquema de zeros oD € tal que,

m
(12.4.1) CG(E)= T c(S; ; (T* (/M) 8L)
i=1

M+n-1

posto(E)= ('

), N= dlm XX/TI‘.

Demonstracdo. Seja I o ideal da diagonal Ac X xX e denotemos
iy
por mA o subesquema associado a I™. Tensorizamos a sequéncia exa

ta de ka o~ -modulos,

iy

m
Dl wx—>> Oy

T

pelo feixe P3IL, obtendo o diagrama

W oxW s

0
(12.4.2) l o \
Ron*T * *
I @132]1, > PZ]L >> omﬁapzu"
Aqui, a seta vertical & P;S]D' A restricHo de " 5 i fibra p“l (x)=
= X, (t=p(x)) € nula sse uma expressio local de S em torno
X
t
de x pertence i m-€sima poténcia do ideal de x em X,. Seja

E= pl*(OmA@pIJL),
o feixe imagem direta. A fibra de E sobre um ponto xeX €

E, = “’xxt,x /M’“)]ke(x) L,
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onde M denota o ideal maximal do anel local de X em x {com

t
t=p(x)). Segue-se que E, € um It(x) -espaco vetorial de dimen-

s3o

. n+m-1
dim E = ( n 1

0 diagrama 12.4.2 induz, via imagem direta, o diagrama de feixes .de

Oy -modulos,

|~

Py (I'8P4IL)Cspy, (p3L) ~—> E,

€m que uma expressdao local de sn];) se identifica ao  desenvolvimento

de Taylor de ordem m-1 de uma expressio local de Spe Assim, o
m -

esquema de zeros de SID e m]D.

Para calcular c/(IE), escrevemos a sequéncia exata,

m-1,. m
I /17 = omA —>> o(m—l)A’

tensorizamos por p;]l. € aplicamos Pys» resultando
m-1,.m

PI*((I /I )@PEJL) —> E(m; L) —>> [E(m-1; L)

"

(12.4.3) AN

Sm_l(I/IZ)QIL. (§;= poténcia simétrica i-ésima)

0 isomorfismo indicado provém de que A & regularmente imerso em

K xX e de que, 1™ 1/1™ sendo um OA-mGdulo, podemos escrever
iy

/™ g prm,.

a™1l,1m g PIL = 1= :
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0 homomorfismo IE{m; ) ——>> IE(m-1; I.) & sobrejetivo porque, na

sequéncia exata longa de imagens diretas, o proximo termo

R'py. (/1" Deprmy - 0.

Com efeito, o termo entre parénteses € um 0,-médulo e Py A —> X

€ um isomorfismo.

Constatando que
E(i; E) = L,
obtemos por fim

m
C(E(m; L)) = I oS, (1/15)8L),

i=1

2

que & a férmula desejada (lembrando qﬁe I/1° = THX/ ), fibrado co

tangente relativo).//

12.5 Coroiério. Se ‘M & Cohen-Macaulay e m]D tem a codim. corre

(m+n—2

m+n-1
ne1 ( )

ta ou & vazio, vale, com rT= ), r'= ,
n

[P] = c (S (T*OX/T)) 8L) A[_ D] em A,[ DI,
= cr,(IE(m; B)) n [XX] em A,[X].

No restante deste c¢apitulo apresentamos variacbes sobre o te-
ma "singularidades versus classes caracteristicas"; a referecia bi-

sica & o artigo [Ks].
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12.6 Grau da variedade dual. Sejam xcpV variedade projetiva 1i

*
sa de dim.n, T= IPN , X = XxIr; L= Ox(l)ﬂon. (1); D como emn

12.3(1). E imediato que 219 tem dim.N-1, i.e., codim. (ZID,XK)=

= n+N~(N-1) = n+l, a correta. Logo, com E-= E(2; L), temos
[ZID] = cn+1(lﬁ) nN[XT,
que pode ser calculado levando em conta que

clE) = ¢(L) c{T*(X /I @L)

e
TX /D) = p*TX,
onde p: XxT'—> X denota a projec@o. A imagem X* de I via
*
f: IxT —>» T = IPN & a variedade dual de X e consiste dos hi-
perplanos tangentes a X. Se q: ZID —> X* for birracional, . 0
grau d°X* & o n? de hiperplanos tangentes a X e contendo ~um
]PN‘2 genérico em IF’N Para calcula-lo, ponhamos

uis cl({JX(l)), i= cl(p*oxfl))

vi= cl(O-ﬂ-(l)) y V= cl(q*OTr(l)) .
Temos entao

N-1
a%* = Sy TiAxr B -
(X7 - (formula de projecao)

GN— 1

~I[,D]

~N-1
){{ v Cnel

-1 ¢ (E) A IKD).

(E)
(3.9.2}

]
e
o
*
~
<
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Ora,

1-k
(E) n+ ,

n
Loy (p*T*X) (G+¥)
a

n+l

- seguindo-se

* n ~n-kaN o X
= . - X
ax* = i P g(n+1 KUY ck(p T*X) ~[X]

ju ]

{ Z(nel-k)u™ kK e (T
X

o

Em particular, se X & uma curva plana, 4°X = d»>2, entdo

d%%* = 2d + d%.3d = d(d-1)

(a menos do grau da aplicac8o de Gauss X —> X*, que € 1 em

car.0) (cf, [Pi] rara peneralizacdes e [He] para condicGes de dualidade).

12.7 Pontos_de Weierstrass. Sejam X uma curva projetiva lisa de

género g, L um fibrado em retas/X, V um subespago vetorial de
dim. r+1 em H°(X,L) (= espaco das secBes de L). Os elementos de
T:= IP(V) se identificam a divisores efetives D com L(D) ~ L,
Dizemos que um ponto P€X & de Weierstrass com respeito ao siste

ma linear T se existir D€T com D>(r+1)P, Logo, com
D= {(P,D) € XxT |P€ D},

i b, i T D
temos a considerar o esquema rel A imagem W(T) de rel em

X, formada pelos pontes de Weierstrass, & o esquema dos zeros de

T+l
uma secdo de A E(r+1;L). Com efeito, existe um homeomorfismo natural
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de fibrados definido pela "expansio de Taylor de ordem r+1",

XxV ——> E(r+l 3 L)

[1:3}

Cujo posto em cada P€X & <r sse PeW(T). Logo, se W(IM)

finito, podemos calcular

(W(m)]

b cl(E(r+1;LJ)
X

T+l
-5z cl(LQ(T*X)Qk"l)
X 1

(re) f ey (L) + (2g-23 (73N,
X

Em particular, com L= T*X e T=g-1 esta expressiaoc sc reduz a

8(2g-2) + (2g-2) gl(g-1)/2 = glg-1) (g+1),

férmula para o n? de pontcs de Weirstrass classicos "contados com

mpltiplicidade,

Se X € plana de grau >3, com L= O(I)Ix, r=2, V= HO(X,L),

entdo W(T) consiste dos pontos de inflexdo. A formula acima di
3d + 3d(d-3) = 3d(d-2).

12.8 Singularidades_da aplicacio normal de Gauss. (Cf. McCrory &

Shif rin IMS]). Seja XCP> uma superficie lisa de grau d>3. A

aplicagdo de Gauss,
g: X —> P

associa a cada ponto o plano (projetive imerso) tangente. Sua imagem
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oy

a superficie dual X*. Em coordenadas homogéneas, se F(xl'XZ’XS’xzt):O

@y

a equagdo de X, temos

aF ) .oF
g(P) = (EKI(P)'-O-'SXZ(P)')’

0]

portanto,
g0 5+(1) = 0y(d-D).

Para cada P€X, a interse¢io de X com o plano g(P) & uma curva
singular no ponto P, E de se esperar que, para P genérico em X,
a singularidade seja quadritica ordindria, i.e., com 2 retas  tan-
gentes distintas. Supondo doravante caracteristica zero, esta con-
dicdo de ndo degenerescéncia & equivalente a exigir que o posto de

dgp seja 2. Define-se a curva parabdlica

1= {PE€ Xl posto (dgp) fl}.

Se dg,=0, P & dito um ponto planar. Se F & genérico, nio ocor-
P ponio_planar g .

rem pontos planares. Define-se a curva de inflexdes assintdticas,

G= {PeX] J reta com contato de ordem >4 com X em Pl.

Vamos calcular as classes dessas curvas.

Mostremos que T & o esquema de zeros de uma secio de
2
(L ir+x) ¥2

onde L= OX(d). Ubservemos inicialmente que o grafico de g se iden

g
tifica a 2D, onde D € XxP> € o divisor universal das secbes  hi-
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perplanas de X, Lembrande (12.4.3), temos o diagrama com Sequdncia

exata,
(SZT*X)QIL > E(3; L) —>> E(2; L)
3 2
T""-.,_\_ TSID ‘75]]) AT,
[ T
0
Xx]Ps*

no qual os elementos pontilhados indicam que a restricio sobre

2D= Z(s%ﬂ produz a se¢fo denotads por o. Verifica-se que,
coordenadas locais em torno de um ponto (P,g(P))€ ZD’ a secdo
se identifica com a matriz 2x2 hessiana de uma equacdo local

XM\ g(P)., Globalmente, o _fornece o homomorfismo ainda indicado
g: TX ——> T*X@L,
Seu determinante,
ic: ﬁTX —_— i(T*XQIJ
¢ uma secdo do.fibrado em retas

2
(Lo fr+x)92,

em
o)

de

2
com esquema de zeros Z(Ac) = II. Observando que o fibrade denotado

por L em (12.6) quando restrito a D (= grafico de g)X,

2
identifica a

0(1) 8 870 5. (1) = 0y(d),

obtemos

se
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(0] = 2dH + 2K em AX,

onde H denota a classe de uma segdo hiperplana e
K = cl(T*X) N [X]

€ a classe canBnica de X. Esta Gltima se explicita em vista da se

quéncia exata

TX —> TIP3

X —>> N = 0y (d},
donde

colTX) = (1+h) *(1aamy =2

. (cf. 11.1(2))
1+(4-d)h + (d%-2d+6)n2.

Em conclusio, temos
(12.8.1) [N} = (2d-2(4-d))H = (4d-8)H.

Calculemos em seguida a classe de & . Reportando-nos & situa

cdo de 12.3{(2) (com N=3), consideremos o diagrama

JPEDCP(T) = P(RY=: X
/Y N

Zcxcrpd G(2,4)=:T,

onde a identificacfo IP(T) = P(R) provém de (10.4.4)} (com r=2).
Note que D= P(Tlx). Vamos obter, de inicio a classe de 4D em
D. Por (12.4), cada componente de 4113 € de codim <4= posto E(4; L}.

Para X genérica ¢ de grau >4 pode-se mostrar que
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dim4]D=1 (= dim X-4),

Neste caso, temos

3
[4]3] = li[ Cl(Si(T*(XK /T}) L) A [D] em AIJD
12.5
onde (por )
L= 0,(d), (12.3(2))
e
Tox /M = (kryeo, (2. (11.1(2))
Escrevendo
h= CltoR(l))’
t= CI(OT(].));
venm
3
[-4191 = I ((d-i)h + it) n [D]
1
3 2
= (6t + (11d-18)ht“+...) [D]

onde 0s termos omitidos A [P] tém imagem nula via p.. Com efeito,
2+i * " 3
p+(t" "nAp*2) = 5. (Tynz, z em AP (9.2)
lembrando a sequencia tautologica,

0(-1) »— /}'\4 ; —>> T,
ji
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Lemos
s(T) = s(0(-1))7
= ¢(0{-1)) = 1-h,
Dai resulta
(7] = p.[, D]

(6(-h) + (11d-18)h) ~ [X]

(11d4-24) [H].

Uma vez estabelecido o produto de ciclos em A X (cf. (13.14)),

as formulas acima obtidas para [I], [t] fornecem o niimero
(4d-8)(11d-24)d

de intersec¢Ges das curvas I,T em X, contados com multiplicidade.
De acordo com [MS], para X genérica I e 1 s3o lisas e tangen-

tes em cada ponto de IInrT,

Ezercicios

1) Seja X uma curva projetiva lisa e seja S um sistema linear.em
X. Sejam T= {(D,P)e SxX|D>3P}, X= TxX, D's {(D,P,Q® e X |D>Q},
"= {(D,P,Qe X |P=Q}. Mostre que D:=D'-3 D" & um divisor de
Cartier efetivo em X. Calcule L(D)} em termos de L(D) e do fi-
brado tautoldgico de S(= P™), Mostre que , P ={(D,P,Q) |D>3P42Q},
Suponha }(CJP3,n§o plana, ¢ S= {secOes planas de X}. Calcule o n?
de planos osculadores de X que admitem um 29 ponto de tangencia
(i.e., cortam em X um divisor da forma 3P+2Qs+...).

2) Adapte a construg¢do acima para calcular o n® de retas bitangentes

de uma curva plana lisa.
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§13 0 ANEL DE CHOW.

Descreveremos neste capitulo a construcac de Fulton para a clas
se de intersegcio de um ciclo por um subesquema regularmente imerso de
codim. arbitraria. Dela resulta, em particular, a construgao de um

produto
AYBAY —> ALY

para uma variedade ndo singular Y, munindo A,Y de uma estrutura natu-
ral de anel satisfazendo as propriedades e¢speradas.

Estudaremos o diagrama basico,

ceN Ty cd sy

(13.1) g| | £

v
X CT—> Y
1

onde: (1) i denota uma imersdo regular de codim. r (i.e., o ideal de
X em Y & localmente gerado por uma sequéncia regular de comprimento r);
(2) V denota um esquema de dim. pura k; (3) W=fh1X; (4) N= imagem re-
ciproca do fibrado normal NXY e (5) C = CWV € o cone normal de W em V.
Nestas condigdes, definiremos a ciasse de intersecgdo de V por

X em Y, denotada
X-V €AW

Em particular, para W de dim, pura k-r,‘a classe X-V € um cicle
bem definido, combinag¢io linear das componentes irredutiveis de W
(peis Ck-rw=Ak~rW!)' Em particular, se f:V&»Y € a inclusdo de um
subesquema de Y e a intersecio XAV & propria, teremos X-V escrito co

mo combinacdo linear das componentes irredutiveis de XNV.
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Seja I o feixe de ideais de X em Y e seja J=£™1I o ideal de W

em V. Temos os epimorfismos de Ow—mGdulos,

>>3 g0 g% na0,1,...

(13.1.1) g+ (1071l - grier®

que fornece a imersdo fechada do cone normal de W em V,

¢, V:=Spec @ JU/3™1 c (e vyxw
W X3

na imagem reciproca do cone normal de X em Y via g. Agora a hipdtese

de imersdc regular implica que
or™/1™*! - es_(1/1%) (c£. IMA] p. 110)

e portanto, o cone CyY & o fibrado normal NyY=Spec @ Sn(I/IZ). Escre-

vamos

N:i=g*NyY=C

YW
X X ’

fibrado de posto r(=codim(X,Y)), de sorte que C:=CpV € um subcone de

N,
CCN
(13.1.2) \[T
v
W

13.2 Definicdo. A classe de intersecdo de V por X em Y, denotada

X-V (ou XzV ou 1'V)
€ a Unica classe em A,W tal que
a*(X-V) = [C] em AN

A existéncia e unicidade decorrem de (10.2).
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Mais precisamente, temos X-V em Ak_rw, pois C & de dim. pura

k, conforme o seguinte

13,3 Lema: Seja V um esquema de dinm. pura k e seja WcV un subesque

ma. Entao CyV ¢ de dim. pura k.

Demonstracdo. O cone C=CWV € um aberto denso do projetivizado P(CXM;L
Este, por sua vez, € o divisor excepcional da explosao de VXA} ao
longo de Wx{0}. Como o divisor excepcional & de codim. pura 1, segue

o lema.//

13.3.1 Exemplos. (1) Suponhamos X de dim. pura k e tomemos V=X, f=i
em (13.1). Entdo W=X e C=imagem da secdo nula de N. Por (19.2.2), se-

gue a

X.

Formila de autointersecio : XX = c,.(N) Nn[X] em Ak-r

{Z2) Se WQV & também imersdo regular da mesma codim. r, entao C=N. Com
efeito, (13.1.1) € um epimorfismo de médulos localmente livres de mes

mo posto. Logo,
XV = [W] em Aknrw

i.e., neste caso, a classe de intersecdo & a classe do esquema inter-
secdo. Tal ocorre notadamente se V for Cohen- Macaulay ao longo de

cada componente de W ¢ se dimW=k-r.

13.4 Lema. A classe de intersecao (13.2) coincide com a definida em

(6.13) para codim. r=I,

Demonstragdo. Suponhamos em (13.1) que f:Ve,Y € a inclusdo de uma sub
variedade e que X € um divisor de Cartier efetivo em Y. Se Vg X entdo

W=V¥=C, mergulhado em N pela secdo nula.
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Segue-se que C & o esquema de zeros de uma segdo regular de w*N=NxN ,
W

definida por v +—>(v,0), v €N, valendo entdo

[C} cl('n*N] A [N] em AkN (k=dimV) (7.1.1}

]

w*(cl(NJf\[W]) (9.4.4)
donde, por definicdo,
XV = cl(N)r\ [W] em Ak_lw

¥

como em (6.13).
Se th_X entdo W € um divisor de Cartier em V, valendo as con-

digoes de 13.3.1 (2), i.e.,

XV = [W] em Ak_lw

¢ (LX)I AV,

coincidindo com o prescrito em (6.13).//

13.5 Lema Com a notagdao de 13.1, seja C:=IP(Cx Al) (o ]P(NXAAI) o fe-
cho projetivo do cone C. Seja —ﬁ:]P(NXﬂ\l) —> W e seja Q o guociente

tautoldgico de posto r de F*NXMI . Temos entao
X'V = n*(cr(Q)n[C]) em Ak-rw'
Demonstragde. Tendo em vista que
TAN = C,

o resultado segue de (10.2.3).//

13.5.1 Observacao. Mesmo se W apresentar a dim. correta (k-r), X-V se
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ra, em geral, um ciclo "menor" do que [W] (cf. Exemplo 1.5(2) com

t=0).

13.6 Definigdo. Cada componente irredutivel de W de dim. k-7 & dita

uma componente prépria da intersecdo de V por X. A multiplicidade ou

indice de intersecdo de V por X em Y ao longo de uma componente pré-

pria Z é o coeficiente i(Z,X-V;Y) (ou i(2)) de Z em X-V (cf.BExc.2-4}.

Temos assim
(13.6.1} X.V = Zi(Z2)Z em Ak-rw'

13.7 Proposigao. (1) Nas condigdes de (13.1), cada componente irre-
dutivel de W é de dim. > k-r;

Se Z &€ uma componente propria de W entdo temos

(2) _ 1<1(D<L (0 ), e

(3) 1(2)=£(0) ;) sse o ideal de WenmV € gerado, localmente em OV 7
] ?

por uma sequéncia regular de comprimento r(=codim(X,Y)).

Demonstracdo. (1) Seja Z uma componente irredutivel de W. Seja V° o
aberto complementar em V das demais componentes irredutiveis de W e
sejam z°%=Znv°, WP=Wnv®. Assim, Z° & a Gnica componente de W°.  Além
disso, verifica-se facilmente que %= WOVO = (CWV]ﬁWO. (Em geral, a
formagac do cone normal comuta com mudanca plana de base). Da inclu-

5a0
0 _ 0.
C'cN '-NIWO

resulta a desigualdade

k = dimC® < dim Z+r.
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(2) Mantendo a notagic acima, consideremos o diagrama comutativo

W —=> AN

k
w*] ¢

A, WO A

NG ,
k-r LglwoJ

k

onde w:W® C—>W denota a inclusdo. E imediate que

w*(X*V) = X-v°
e que iCZ,X'V) = i(2°,x-v9).

Assim, podemos supor que Z € a {Unica componente de W, € consequente-

mente, N|Z € a Unica componente, tanto de N como de C. Temos assim
[C]=L-[le], para algum L € Z ,
[N]=£°[N[Z]

e evidentemente vale

T <42 £,
Como g*[Z]:[N[Z], segue-se que L=i(Z). Por fim, temos

L= I.COW’Z)

por (4.4) (com f=q:N —>W) ou por verificacdo direta.

{3) Se o ideal J de W em OV 7 € gerado por uma sequéncia regular de
: >

~ comprimento r, (13.1.1) € um isomorfismo numa vizinhanca do ponto ge-

" nérico de Z. Portanto, C=N sobre um aberto de W, donde i=£. Deixamos

a reciproca a cargo do leitor.//
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13.8 Observacdes (1) O resultado acima indica em que medida a defi-
nicao "ingénua" da multiplicidade de intersecio (E(OW’Z)) difere da
"correta" (via cone normal). O calculo das multiplicidades das compo-

nentes do cone normal & em geral uma questdo ndo trivial.

(2) Uma condigdo suficiente para a igualdade £=i em 13.7(3) & de que

0y 5 seja Cohen-Macaulay (e.g. V liso).
’

{3} A desigualdade em 13.7(1) pode ndo ocorrer na falta de condigbes
de regularidade, e.g. X, Y e V subvariédades de MA definidas respec-

tivamente por X=Y=0, XZI=YW e¢ ZI=W=0.

13.9 Proposigdo. (Critério de multiplicidade 1). Seja Z uma componen-

te propria da intersegdo de V por X em Y. Sejam A0y ,, M o ideal
>
maximal de A e J o ideal de A gerado pelo ideal de X em Y. Entao

i(Z)=1 se (A & regular e} J=M. (Se V & uma variedade vale a reciproca).
Demonstracdo. Com a notagao de (13.7), (13.1), temos

OW,Z = A/J
Logo, se J=M, segue-se i{Z)=£(A/J)=1 por (13.7}.//

13.9.1 Observacdo. Como dim.A=r e J & gerado por r elementecs, a cén;
digdo J=M implica A regular. Se X e V sdo sﬁbvariedadés de Y e o}
ideal maximal de OY,Z € soma dos ideais de X e de V, entio i(Z):l..Se
OY,Z & regular (e.g., Y ndo singular), esta dltima condicdo & equi-
valente a que X, V sejam genericamente transversais ao longo de Z.

0 proximo ponto € mostrar que a classe de intersecdo respeita
equivaléncia racional.

Mantendo a notacdo de (I3.1), definimos homomorfismos
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ji: C V > AW,

pela férmula
%0, [Z In.X-Z
1720, 1231 = IngXeZ4
para subvariedades Z,cv de dim.m. Note que cada X+, é de fato uma

classe que provem de Am_r(x;zi).

! ol . . . !
13.10 Teorema. i' respeita equivaléncia racional, i.e., i'R,V =0 e

portanto, induz homomorfismos

t
i :AmV —_— Am-rw'

Em especial, com V=Y e f=I, obtemos it AmY ———>Am_rx.

Demonstracdo. 0 caso r=1 & o conteddo de (8.3). O caso geral se deduz
mediante a importante técnica de deformacdo ao fibrado normal.

Seja C:=CWV. Para cada subvariedade Z<V o cone normal C Z

INW
& uma subvariedade de C de dim.m:=dimZ. Definimos o homomorfismo

o:CmV ——->CmC
Enizi — Eni[Czir\WZi].
E imediato que a composta
o -
CmV —> CmC —_— CmN.———>> AmN - Am-rw

1
coincide com i':CmV e Am_rw. O ponto crucial € provar que ¢ res-

peita equivaléncia racional.

13.11 Lema (Deformagac ac cone normal). Seja W subesquema de V. En-

tdo existem morfismos,
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weal Vs oMy

W
N A
N B
al

tais que:

(1) ¢ & imersdo fechada;

(2) ¢ & plano de dim.rel. = dimV;

(3) para t#0 em AQL a imersdo wt:Wx{t} - Mt:=¢'1(t) & isomorfa a
dada inclusde W ©—>V enguanto que b, se identifica ao mergulho de
W=Wx{0} como a segio nula do cone C:=CWV=M0;

(4) O complementar de C em M se identifica a me} -{0};

(5) para cada subvariedade ZCV, temos que My w2 € uma subvariedade
de MWV que 1ntersecta_CwV em CZr\WZ'
Pressupondo o lema por um instante, completemos a verificacido

de que o (13.9.1) respeita equivaléncia racional.

Sejam a:€ C—>M, B:M-C=VxAl {0} C—>M as inclusdes. Conside-

remos o dragrama com sequéncia exata (5.1),

Ga B 1
Cm+1C > Cm-x-lM —> Cm+1VXA -0}

[a* Tt |7*

AmC € . — . ——cmv.
O homomorfismo o* € o de intersecdo com C (8.4). A seta pontilhada o
provem de que o*a,=0. Esta Oltima relacdo segue de (8.5), uma vez que

o fibrado L(C) € trivial, pois C & principal. Ora, a'r* certamente

respeita equivaléncia racional. Resta ver que a'n* & induzido por o .
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Para tal, seja Z subvariedade de V. Temos w*[Z]:B*[Mzan] ((4) e (5}

do lema) e portanto,

o't [Z] = a*[My o WZ]
= Co My yZ]
= ECZ(\WZ] {por (5} do lema)
= o[Z) em A,C,
como.queriamos.//
13.11.1 Demonstracio do lema (13.11), Seja M = MWV a explosdo de

VX/Al ao longo de Wx{0}. Apresentamos no diagrama seguinte os atores;
a descricdo dos respectives pap€is fornecera as propriedades (1)...(5)

desejadas:

]P(CX/Al) 'imz.g M, = Piexal) T

{

WX{O}CWX/A Vx/A
/A 20

Sabendo-se que o cone normal de Wx{0} em vxat & cxal , com C=C.V e
que o divisor excepcional € a projetivizaclo do cone normal, estabe-
lecemos o papel da incluside indicada por w. Como Wx{0} & um divisor
de Cartier em WXAI , 2 explosdo deste se identifica ao préopric e se

mergulha em M mediante ¢. A explosdo V de Vx{0} ao longo de Wx{0} se

mergulha em M como um divisor de Cartier; ademais, temos

7 AP(CxAY) = P(C)

1 (cf. 13.11.2)
P(CxAT)-P(C) =C,
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A imagem de ¥ intersecta P(me;) em Wx{0} mergulhado como a secio nu-
la de C —>W; em particular ela & disjunta de V. Portanto, ¢ se fa-

tora pélo abe?to
M:=M-V.
Agora, para t#£0 em A;, temos
YoiWelt} O M =Vx{t}
que se identifica 2 inclusio W C—>V., E para t=0,
Yot Wx{0} L>M0=c,

uma vez verificado que HO=P(me})+V, soma de divisdes de Cartier. Pa
Ta tanto, devemos mostrar que a equacdo local, t, de Eb em M é produ-

to de equacoes locais dos outros divisores. Podemos supor
V= Sp(A)
I=1ideal de W em V,‘
de sorte que
veal sspearend,
I[t] = ideal de Wx{D} em VxAl,

Procedendo como na demonstracdo de (8.2), temos que o0s abertos da for

ma

Sp(I[t]cJ, com ¢ € I,

recobrem uma vizinhanga de ﬁo‘ Vé-se ent3o que t/c é equacdo local de

V, pois gera o nficleo do homomorfismo natural I[1§]c

>>Ic. Lembran-



132

do que ¢ & equacac local do divisor excepcional, a relacio
t/1= (c/1)(t/c) em I{t].

demonstra o que gueriamos.
As assercdes (1)...(5) do lema seguem da construcido de M feita
acima. (5), por exemplo, decorre de que Hznwz se mergulha em IVLWV ,

com

= 1 1yl
(Mzﬁwz.) M~ PCxAT) =TP(C'xA™) ,

onde C'=C, r\WZ’ por propriedades gerais da explosao explicitadas abai

XD.//

13.11.2 Observa¢des. Dado o diagrama cartesiano,

Wev?

b

Wev
temos um diagrama comutativo induzido pelas explosoes,

]P(CW,V') > BW,V‘

S

W % Vl
IP(CWV) C— BWV

VoL

w &——s v

em que as faces, a excessdao das laterais direita e esquerda, sdo pro-

dutos fibrados. (cf. [Hartshornel p. 164, 165).
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13.12 Proposicdo. (Compatibilidade com imagens diretas e reciprocas).

Dado um diagrama cartesiano com i nas condigdes de (13.1),
W Lo w &8s x

it 13 11

v

V! F> VT> Y

temos que:

(1) se p € proprio entdo, para cada z' em AV, vale

q.ilzt= ifp,2 em Ak_rw

(2) se p € plano de dim. rel. n entdo, para cada z em AkV, temos

*3 1 = {In* '
q*ilz = ilp*z em Ak+n-rw .

Demonstracdo. (1) Podemos supor z=V', V' uma variedade e V=p{V'). Se-

jam E:=HWV, H‘::HW.V' como em (13.11.1). Conforme observaczo acima, te-
mos um diagrama cartesiano induzido por f,
Tr:e PrCkAh) o W

[c |

v v

T:=P(cxal) o, M.
Temos também o diagrama comutativo
W <2l pgrxal) o T
O

WL paxal) 5 T

Calculamos
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iV = Qe (H QAT (13.5)

1

T lc (Q AT

T (c (QNAIT]), d=d°F.

A Gltima igualdade decorre de

ol

H IC'] = G,I[C'] em C.
= F,[F*T] ' (7.1.2)
= d[T]

(2) A condigao de platitude implica que
CW.V‘ = W‘;CWV.

A verificagdo agora € simples, reduzindo ao caso 2=V.//

>E secdo de um fibrado vetorial m:E—> X

13,12.1 Lema. Seja s:X
de posto r. Entdo o homomorfismo s!:A E —>A, X (13.10) € o iso-

morfismo inverso de v*:Ak_rX ———>AkE (10.2).

Demonstracao. Seva V subvariedade de dim. k-r em X. Devemos mostrar
que slo*V=V em Ak—rx' Por construcdo de s!, reportamo-nos ap diagra-

ma cartesiano (13.1), com i=s, f=inclusdo de w'lv em E:

V ——> ly
[ [
X = E.

PR -1
Agora €& Obvio que va V = EV e portanto, s!w*V = V.//
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15.1 3 Proposicdo. Com a nmotagao de (13.1), suponha que X & o esque-
ma de zeros de uma secdo regular, s, de um fibrado E —>Y. Temos en-
tao

J(X'V) = cr(f*E)f\V em Ak-rv'
Demonstragdo. Consideremos o diagrama de produtos fibrados,

Sfxg

v > £*E

| l

v —w Loy v
v i v T
//I
X —>Y
i
onde sE:Y ——>E denota a secdo nula. Da andlise desse diagrama e da
definicdo (13.2) segue-se que,
X-V = i1V = (£%8) 1(sg.p).V.
Com efeito, ilV (resp. (£*s)!(...)) se calcula pela face frontal (resp.
superior) do diagrama. Em ambos os casos, a imagem reciproca a W do

fibrado normal &€ j*f*E, e os cones normais coincidem.

Aplicando & seco f*s o lema anterior, vem que

FRES) (s papduV = () (s pup) WV

cr(f*E)r\V' (10.2.2)//

13.14 Teorema {(Construcdc do anel de Chow) Seja Y uma variedade nao

singular de dim. n e seja 5=6Y:Y C——>YxY a diagonal. Entao o homomor-

fismo composto
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t
ALY 8 ALY — > A, Yxy —S°

> ALY |

V8 v, —> levz-—-——>V1‘V2:=A-leV2
define em A,Y uma estrutvra de anel comutative, associative e com uni
dade (=[Y1).
Demonstrégﬁo. Suporemos, por simplicidade, que Y satisfaz as seguintes
13,14.1 hdipoteses adicionadis:
(1) Y & completa

(2) A diagonal AC YxY € o esquema de zeros de uma segdo regular s de

um fibrado E >YxY

(As grassmannianas satisfazem (1) e (2).).

Comutatividade. Seja o a involugdo de YxY definida por o¢(P,Q)=(Q,P) .

E obvio que A também & o esquema de zeros de o*s. Sejam V,,V, subva-

riedades, Consideremos o diagrama cartesiano,

Vip S VXV,
£ £
v

Por (13.13) temos

foie Vl-Vz = 6*V1-V2 = cn(E)r\[VlXVZ] em A, YxY,

-Dado que p:YxY —>Y & proprio (por (1)), de pé=I segue p,8,=I e por-

tanto 8, € injetiva. Por outro lado, temos 0é=8. Dai vem
6*V1-Vz=o*(cn(E)r\[VLXVZ])

=cn(c*E) o\ [VZXVI] (0,=0%)
= 8,V,-Vy (13.13 aplicado a o*s).
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Associatividade. Comstruimos o diagrama cartesiano,

Vigz —> VypXVg —> V=V, xv,

P (OO
Y —=>  ¥YxY —> Yx¥YxY.
[ Yi=08xI
L - i)

Temos entao,

6*((V1-V23-V3)=5*5’(Vl-szV3)=cn(B)r\(Vl-VZXV3J.

Agora, com E13:=pi3E, plS:YXYXY —>YXY a projecdo, temos E=Y*E13 e
. Ya8a (V- Vo) Vo) =y, (e (E)n (Vy"V,xV3))
=cn(B13)r\Y*(Vl'szV3)
=c (By )N (8, (V)" V,)xV,)
=cn(E13)r\((cn(E)f\levz)xvs)
=cn(B13)cn(E12)f\levzxvs,
onde E12:=pI2E. Ora, pI3SGPiZS € uma secdo regular de E13€BE12 que se
anula exatamente em B(Y). Novamente por (13.13), obtemos
B.B! levzxv3= B*(VI'VZJ-V3
=B*(Vi'(V2'V3)),
a Oltime igualdade advindo da fatoracdo
B=(Ix6)6.

Pelo mesmo argumento do item anterior, B, & injetivo, completande a
verificacdo da associatividade. Deixamos como exercicio mostrar que

{Yl-z=z para todo z em A*Y.//
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13.15 Observagoes. (1) Sejam V Vzc:Y subesquemas de dim. puras kl’

1!
k2' A classe [Vl]-[Vz]EAn_kl_sz, por comnstrucao, provem de um ciclo

em V12:=V1f\V2. Logo, se dim V12=n—k1—k2, temos
{Vll'[V2]=Ei(Z)Z,
soma sobre as componentes irredutiveis de Vip- © coeficiente

i(Z):'i(Z,A.VIXV YxY.) (13.6)

2!

€ um inteiro positivo chamado o indice de intersecio de Vl,Vé ao longo de Z. Temos

1(2) < £(0 )
- Vi2.z

com igualdade se o anel local de V;xV, ao longo de Z for Cohen-Macaulay.
Ademais, i(Z)=1 se (e s& se) V, intersecta V, transversalmente ao lon

go de um aberto denso de Z.

(2) A demonstracdc de (13.14) para o caso geral baseia-se no importan
te teorema da funtorialidade para o homomorfismo de intersegao 1!(13.10)

que enunciamos a seguir. Dado um diagrama cartesiano,

X' —> Y e— > 71

| [

! ! !
—_— _—>
] 1

onde i, j denotam imersdes regulares de codim. r,s respectivamente ,
entdo (ij &€ regular de codim r+s e)
P can )
jitz' = (ij)"z' , z' em A 2.
(cf.[Flp, 108].
{(3) O produto comuta com os operadores classes de Chern de um fibrado

F—o>Y,

ci{F)f\(Vl-Vz] = (ci(F)r\Vl)-Vz.
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Em particular, vemos que os operadores ci(F), se identificam aos
operadores definidos por multiplicacdo pelas classes ci(F)r\[Y]; idem
para si{F). Por simplicidade, faremos a verificagdo nas condigfes

(13.14.1). Mantendo a notacio introduzida acima, calculamos
a*(ci(F)r\(Vl-vz))=6*(ci(s*b*F)r\vl-vz)
=ci(p*FJ/\6*Vl-V2
=ci(p*F)r\cn(E)f\[leV2]
=cn(E)f\[(ci(F)r\V1)XV2]
=6*((ci(F)r\V1)-V2),
e concluimos como na demonstracio de (13.14).

13.16 Teorema (de Bézout para espacos projetivos). Sejam Vi V, € ik

subesquemas. Entdo temos,

(1) dO([VI]'[V2])=d°V1d°V2 se dim V,+dim V,> n; zero caso contrario.

(2) Se VAV, ¢ intersecdo prépria entdo
d°vld°v2 = Zi(2)d%z,
Z

soma sobre as componentes irredutiveis de Vinyv,.

Demonstracio. Denotemos por (r} a classe em Arﬂgl de um subespagco de
dim. r. Mostraremos inicialmente que

(13.16.1) (r)-(s) = (r+s-n).

Como na demonstracgdo de (13.14), consideremos o diagrama cartesiano
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w s pTx p°

g ¥
"> 2 B
Basta mostrar que
§,(r)-(s) = 8, (r+s-n) em A P x P .

T+5-1
0 1¢ membro da, por (13.13), (11.1),

¢, (T18L5) N P x P = Zhihg'lhg'rhn'sr\ [p"xp"],
‘com hi=c1(L;). Por outro iado, temos

5y (res-n) = 8, (2T A [PP])
= 8, (e (LD e (5L A TR
= h]"Thy %6, [P
n-r,n-s.;. i, n-1 1, 0

=h; "h, Xhlh2 N [P xP],

completando a verificacio.
Para concluir (1), lembramos que o grau depende apenas das com

ponentes de dim. maxima. Logo, podemos supor Vi purc dimensional s
[Vi]edi(ri), seguindo-se facilmente de (13.16.1) a formula desejada .

Por fim, (2) decorre da igualdade,

[Vy)-[V,] = 2 3232 (cf. 13.6.1).

13.17 Observacio. Sejam Vl""’vr subvariedades de P" e sejam
Z{s---,Lg as componentes irredutiveis de ANIT Entao temos (cf. [F]

p. 148)

o] 0 eeedl
za%, < a%vy---a%v.
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Exevefoios
1) Nas condicoes de (13.14), se Vlc.X € regularmente imersa, mostre

que as construcoes (13.2) e (13.14) para ViV, sdo consistentes,

2) Com Y=Mﬁ » X=plano dado por x=z, y=w, V=SpKIx,y,z,W]1/(x,y)(zZ,W)
(cf.1-5(2)), calcule X-V.

3) (Conservacdo do numero) Seja T uma variedade de dim. r e seja t €T

um ponto liso, de sorte que a inclusao t:{t} ©&—>T & uma imersio re-

gular de codim.r. Seja p:Y —>T um morfismo préprio. Mostre Que, pa-
I

ra cada zEAkY, o grau de zero ciclo t'z independe de t. {Sugestio

calcule t!p*z).

4) Seja p:IP'J‘x/JE\1 —>AA1 a projecio e seja Zc‘_IP4></A1 definido pele

ideal
(xy) M (z,w) + (x-z-tv, y-w),

onde v, w, X, ¥y, z denotam coordenadas homogeneas em P e t a coor-

denada em A} . Calcule ft![Z]. Compare com 1.5(2).
5) Mostre que A*(Plxpl) € isomorfo, como anel, a Z [X,Y]/(XZ,YZJ.

6) Sejam Pis...,Pg pontos em posicdo geral em P> . Mostre que existe
uma Unica curva cubica que o5 contém. (Sugestdo: Seja m o plano  dos

P.

i» 1=4,5,6; seja £ a reta P,P,, seja Q o ponto de intersecdo de £ com

mn e seja P% a projecio de PS em w com centro Pi’ i=1,2. Os pontos P4,
PS’ P6’ Qe P% determinam um cone quadratico q; com vértice Pi(i=1,2L
Temos entao qlr\q2=£\1C, onde C denota uma cibica que certamente con-
tém P, para i=3,...,6. Mostre por fim que toda cibica contida num co-
ne quadratico passa pelo vértice., Para a unicidade, mostre que toda

1

cubica irredutivel numa quadrica lisa (=IP xPY) & linearmente equiva-

lente a um ciclo da forma 2A+B, onde A,B sao geratrizes de sistemas
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opostos. Conclua que 2 cibicas reversas se intersectam no maximo em

5 pontos.

7) Seja F ——>Y fibrado vetorial. Seja Y'=G{(r,F). Mostre que a diago-

nal de Y'xY' & o esquema de zeros de uma Secio regular do fibrado
Y

PijR*8p3Q onde p; denota projecdo ¢ R >——>p*F —>> Q € a sequéncia

tautolégica. Conclua que se Y satisfaz (13.14.1), entao Y' {(que € com
pleto!} satisfaz a uma versao de (13.14.1(2}) modificada pela inter-
- veniéncia de 2 fibrades e pela fatoracio by, C Y';Y'CZY'XY'. Verifique

(13.14) para Y'.

3) Verifique (13.14) paraz abertos de Y.

9) Mostre que (10.5.1) € um isomorfismo de anis.



143

§14 NUMEROS CARACTERISTICOS

Tlustraremos boa parte do material das secBes anteriores apre
sentando o calculo de nimeros caracteristicos da famflia de curvas

cibicas reversas. Para uma visio geral, indicamos [FKM], [F] p. 188.

Passemos brevemente em revista o problema anilogo para fami-
lias de curvas planas, com o intuito de colocar o assunto na devida

perspectiva.

A familia de curvas planas de grau d & parametrizada por um
espago projetivo PN, N= d(d+3)/2, associando-se a cada ponto de
coordenadas homogéneas (aij) em PV a curva plana projetiva de

equacao
i g d=-1i~j_
z aijx v’z =0,

A determinacdo do nilimerc dessas curvas que passam por 4 pon-

tos e sdo tangentes a b curvas fixas em posigde geral, com a+b=N

M

um problema ndo trivial. Notemos que o0s "circulos de  Apolonio"

o caso d=2, a=2 (lembrando que circuleos sio cbnicas passando pe-

(111

los pontos ({1:zi:0)). Um resultade classico em geometria enumera-
tiva (generalizadec e) demonstrado em [FKM] afirma que o nilmero pro-
curado se expressa na forma ‘

b

z n(h+a,b~k)Nk,
k=0

onde . Nlla depende apenas dos graus e das classes das curvas fixas e
nla,b} sfo os nimeros caracteristicos da familia, i.e., nla,b) = n9

de curvas de grau d passando por a pontos e tangentes a b retas, todos em

posi¢zo geral.
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As curvas de grau d tangentes a uma reta fixa £ formam uma

hipersuperficie £* em PN. Mostra-se que £%¥ & de grau 2d-2.

Com efeito, £* & a hipersuperficie dual da imagem de £ pe-

la aplicag¢@o de Veronese associada as formas de grau d. Além disso,
- N .

£* contem cada ponto de F correspondente a uma curva com com-

ponente miiltipla.

Por outro lado, a condiglo de passar por um ponto P define

um hiperplano FP* en PN.

Agora, dados os pontos Pl""’Pa e as retas El,...,ﬁb em

posicdo geral, verifica-se que a intersecio fﬁ\Pff\£f & finita e
i,j 2 ]

transversal (ao menos em caracteristica zere) para a suficientemen-

te grande (de modo a garantir que nenhuma curva de grau d com Com

ponente miltipla passe por todos os Pi's). Neste caso, oteorema de

Bezout fornece
b
nla,b) = (2d4-2)",

Por exemplo, para d=2, esta fdrmula funciona para a = 3,4 oubd,
fornecendo os nimeros 4 (resp. 2,1) de cdnicas por 3 {(resp. 4,5 pon-
tos ¢ tangentes a Z (resp. 1,0) retas. Entretanto, dados s3 2 pon-

tos e 3 retas, a intersegio
P*{‘\P*f’\ * * *
1 2 £1f\£2f\£3

ndo & transversal no ponto de p° correspondente a reta dupla de
Plpz' Assim, o n? de cOnicas lisas que passam por 2 pontos e  tan-
genciam 3 retas € apenas 4, como se deduz por um argumento de dua-

lidade (cf, [Kcl).
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Para d=3, temos nla,b) = 46 para a >3, e b= 9.a. A de-
terminagdo dos nilmeros caracteristicos no caso geral foi proposta
por Chasles em 1866, Para d=3 e 4 foram encontrados por Zeuthen
£Z], com meétodos tao intrincados quanto distantes dos padroes atuais

de rigor. Para d»5 e «a pequeno, desconhecemos a resposta.

1

Lembremos que uma ciibica reversa CcCIP° & imagem de P pela

aplicacdo de Veronese associada #s formas de grau 3, Mediante esco

lha conveniente de coordenadas, podemos escrever

Pl = cep®
(14.1)
> (ts:tzu:tuz:usj.

(t:u)

Duas clibicas reversas diferem por um automorfismo de . 0 subgrupo
de SL(4) que deixa invariante C & isomorfo a SL(2). O espago

homogéneo quociente,
T°:=SL(4) /SL(2),

€ o espaco de parimetros ("moduli™) da familia de cibicas reversas.

Evidentemente,
- Q
dim T =12,
Os nimeros caracteristicos da familia em questdo sio definidos como

nfa,b,c):=n? de cibicas reversas passando por a pontos,
incidentes a b retas e

tangentes a ¢ planos,
todos em posicao geral e com

Za+bsc=72.
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Naturaimente estamos afirmando implicitamente que nla,b,c} & finito
¢ independe dos pontos, retas ou planos escolhidos em um aberto den

*
so de UPS)aXG(Z,tl)bx(]P3 ). Esta & uma consequéncia tipica do teore
ma de transversalidade do transladado genérico, transcrito a seguir

para conveniéncia do leitor.

14.2 Teorema ([K], [VZ]}. Seja T uma variedade munida de uma acgio
transitiva de um grupo algébrico conexo 5. Sejam Vise--sV, subvarie
dades de T. Entdo existe um aberto denso U de " tal que, pa

ra {g;)e€ U,f\givi ¢ vazio ou da dim. pura correta,
d:=dim T - & codim V,.

Quando d=0, o grau do zero-ciclo [(\giVi] & constante para {gi) em
U e, em caracteristica zero, & o numero de pontos distintos nessa
intersegéo. Além disso, podemos requerer que f'\givi esteja contido
num aberto denso de T prefixado.

No caso em discussao, IG=SL(4), e as subvariedades de T° perti

nentes ao problema s3o copias de

P°:={CeT®|PecC},
(14.2.1) £2:={ceT’lenc#el,

H:={Ce T°{H & tangente a C},
onde P, 2, H denotam um ponto, uma reta & um plano fixos. Notemos que

codim £0=codim I-[0=lJ

codim P=2.

Assim, - @ transladados genéricos de P®, b de £° e ¢ de H® intersectam-se

em nia,b,e] pontos, desde que Za+b+c=72.
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A estratégia para o cidlculo & substituir T° por uma compacti
ficagdo 1isa T com anel de Chow "acessivel”, de sorte que, denotan

-~ - o] -
do por P', etc. as aderéncias de P »++., tenhamos o seguinte:

(i) as classes de P', £', H' sdo "calculaveis" e independentes da
escolha do ponto P, etc.. .3
(ii) para escolha genérica de Pi’ f.j e Hk (pontos, retas ¢ planos),

M\ PiNLNH, - M PONeSnH?
ivi,e id,0

(com 72iza, T<i<b, I<h<e}.

Esta dltima exigencia significa que os elementos introduzidos na
- L5 I ~ PR
fronteira T-T ndo ocorrem como solucdes estranhas ao problema original.

Nessas condigOes, teremos
nia,b,e) = f[P']a[£‘]b[H‘}Q.
Para a construgdo de T, vamos recordar certas propriedades de
uma cibica reversa C.
(7} 0 ideaf homogénee de € & gerado minimalmente poi 3 quadricas:
€.g., para C como em {14.1), temos

I=(xw—yz,y2-xz,zz-yw), (cf. [A-Sip. 49.)

(2) Duas quadricas quaisquern em I compartilham uma reta gerataiz.
Com efeito, o grau de intersecdo € 4, enquanto que o ciclo associa

do a C contribui com 3.

(3} A neta residual & uma corda de C. De fato, cada corda (das w?

que C admite) ocorre como reta residual de um feixe de quadricas
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{qul+x2q2|(x1:x2)c-]P1} em I. Visto que a familia de tais feixes & irre

dutivel e de dim. 2, segue-se que a reta residual é mesmo uma corda.

{4) A prejecac de C com cendtro num ponio oéc [§ixado de uma vez
por todas) & uma cilbica plana singufar. VE-se assim que existe uma

dnica corda de C 'passando por 0 (cf. 10.6.2,4):

c

Portanto, cada cithica reversa que nioc contem 0 determina um e um 50
feixe de quadricas, a saber, aquele com reta geratriz residual a
unica corda passando por 0! Reciprocamente, dada uma reta r30, cada
feixe suficientemente genérico (cf. Obs. 14.5.1) de quiddricas que
contdm r fornece uma ciibica reversa, da qual r &€ uma corda.

Desta forma, somos levados a considerar a grassmanniana de
feixes de quadricas a geratriz em comum. Mais precisamente, Tretoman

do a grassmanniana
G:=G(2,4)={retas em IP3},

com sequéncia tautoldgica (10.3.1),

R>—> ﬁ\é >>Q,

definimos o fibrado,

(14.3) E:=niicleo(S, (AG ) —>>8,(R),

onde o homomorfismo entre parénteses & dado por restricdo de forma
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quadrdtica a subespago de Aﬁ de dim. 2. A fibra Br (reG) consiste

das formas quadraticas que se-anulam ao longo da reta r. Anotemos que
posto E;7.
Seja ago;a
(14.4) T:= G(2,E)
o fibrado em grassmannianas/G, com sequéncia tautoldgica
{14.4.1) A>——>E——>>B, posto A=2,

Por construcdo, cada téT representa um feixe de quadricas que-cog

tém uma reta distinguida r(t) em comum, onde
T —>G
denota o morfismo estrutural. Observemos que
dimT=dim G(2,7)+dim G(2,4)=14.

Cada t suficientemente genérico em T representa uma cilbica reversa

munida de uma corda, o que explica a diferenca 14-12 para dim T°.

Ponhamos

G, :={re Gloe r},
(14.4.2) 1
, Tz ege0(2,E g ).

Observemos que Go = p? e que T contem um aberto denso que consiste
de feixes de quiddricas em bijecdo natural com clbicas reversas # 0.

Em resumo, temos demonstrado a seguinte
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14.5 Proposicdo. T & uma compactificacio lisa do aberto T°° de T°

formado pelas cubicas reversasf#o.

74

14.5.1 Observagdc. Certos elementos de T sdo '"tdo'" degenerados que
hdo determinam cibica residual. Sdo os feixes a componénte fixa; es
ta & necessariamente um plano. Seja t €T um feixe com componente
fixa w(t). Agora ou bem w(t) contem a reta distinguida r(t) ou nio:

Oy’ 7

2 __I_"(t)
r(t).

(F,:) (F
m(t)

0

No 29 caso, r(t) coincide obrigatoriamente com o eixo do feixe resi

duzl de planos. Denotemos
(14.5.2) F={teT | t admite um plano fixo}.

Segue da discussao acima que [F se escreve como unifo de duas compo

nentes irredutiveis, com as dimensdes indicadas,
(14.5.3) IF:]F7U]FS.

-
= Ip XGO-)

(De fato, temos F., = IP(QlGo), F.

14.6 Preposigdo. Seja s a secdoc de A*R0(2) obtida por composicdo

no diagrama de fibrados / T><IP3,

E ¢——< A
M v

52(A4*)_->>0(z)=520(1) )

Entdo s & regular e scu esquema de zeros Z se decompSe como
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Z=DwL,

onde a fibra de D sobre t&T & a reta distinguida r(t), enquanto
que a fibra de I para t genérico € a ctbica reversa definida por t.
(Por simplicidade, denotamos cada fibrado e sua imagem reciproca pPe

la mesma letra).

Demonstracdo. Por construgdo, s(t,P)=0 para (t,P)e Tx]P3 sse P per

tence a f\q ("base locus'" do feixe t). Para t€ T-F (resp.t€lF) temos
qet

dim Zt =1 (resp. 2).

Como Z & localmente definido por 2(=posto A) equacdes, cada compo
nente & de dim. pelo menos 13(=12+3-2). Dado que dim F=7, concluimos
que nenhuma componente de Z domina FF e que dim Z = 13. A decomposi
cdo pretendida para Z sendo clara sobre T-F, segue-se facilmente

o resultado.

V74

14.7 Coroldrio. A classe de I em AlSTxP3

€ dada por
[T ]=(c,(A*00(2))-c,(Q80(1))INIT P’ ]

Demonstracdo. Temos [Z]=m[DI]+n[K]. Deixamos como exercicio a veri

ficagiao de que m=n=l. Por outro lado, temos D=]?(KJET. Portantao,

[r] fz] - [D]

(c,(A*80(2))-c,(Q8O(1)))N [T x P,

por (9.8) e (9.9}.
v/ 4

14,7.1 Corolirio. Sejam P €P>, £&G (ponto, reta). Sejam
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PI

{teT' | PeX, ]},
{teT | Kt # 4.

Z'I
Temos entdo

(c,(A)-c,(@IA[T] em Ay T,

-(ch(A)+c1(Q)Jr\[T] em All T.

[P']
[£']

Demonstragdo. E simples verificar que P' &€ a imagem (isomorfica) de

L NTx{P}

mediante a projecdo p:TXIP3

—>T, Escrevendo P como intersecido de
3 planos, ou equivalentemente, como zerc de uma secio de 0(1)63,

deduzimos

[EATx{P}] = c;0(1)®HA (K]

n

nAlr],

com h=c1(0(1)). Tendo em conta (14.7) ¢ empregando as formulas,

¢, (A*80(2)) = cZ(A*)+2c1(A*)h+4h2'
2
= ¢, (A)-2¢, (M)hsdh?,
h4 = 0,

obtemos

[P'] p*((hs(czA-czQ)+...)n[Tx]P3])

(c5(A) -, (I A[TI.

Procede-se analogamente para £'.‘0

A obtencdo da classe associada & condigdo de tangéncia a um



153
plano & mais laboriosa.
14.8 Proposigio. Seja H t.‘.]P3 um plano % 0 e seja
H' = {teT | L, & tangente a H}.
Entao temos |

[H') = 2[£'] em All T.

Demonstracdo. Com a notacdo de (14.6), explodimos TxP> a0 longo de D,

D c Txp>

.

D c Txp>,

Agora as coordenadas locais de p*s sido miltiplas da equacdo local
de D. Logo, A':=A*@0(2)8L(-D) admite uma secao § com esquema de
Zeros. ]E::Z(§) igual & ader&ncia de p'IEIZ—ID) em TSP . A vantagem
€ que I & localmente intersecio completa, com fibrado normal = A'llﬁ.
Denotando H o transformado estrito de TxH (i.e., explosdc deste ao
longo de TxHND), temos o diagrama de fibrados tangentes relati

vos e normais,

T(H/T) >—>T (T P/ T)—>> L (i)
N l
AI

restrites a LNl. Para t genérico em T, & claro que H & tangente a
]I:t Sse algum vetor tangente £0 em T(H) tem imagem nula no fi

brado normal de I,‘t. Verifica-se entdo que o esquema de zeros H de
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2 ‘ . . : .
fu (cf. diagrama acima) se aplica birracionalmente sobre H'. Temos

assim, de inicio,
2 . 2 -
[H] = cl(AT*(H/T)QAA')f\ [ENH].

Para o cdlculo do cotangente T*(H/T) empregamos a sequéncia

exata de¢ feixes,

T*(HXT/T) —> T*(H/T) ——>> T*(H/H)

H
TP/ T,

proveniente do diagrama de explosdo, (cf. [Mnl (12.2)),
P C——> |
ql lp
T = DATxH > TxH.

Neste diagrama, o mergulho T —> TxH que identifica T com DATxH é
dado por t —> (t,P.}, com P_ = ponto de intersecdo de H com r(t),
bem definide supondo que o ponto fixo 0#1{. 0 fibrado denotado por
N no diagrama de cotangentes acima & o fibrade normal de T em

TxH; portanto,
N = THlT.

A identificacdo 14 indicada resulta de que, em geral, a formacdo do

feixe cotangente comuta com mudanca de base. Agora temos

2
T*(P(N)/T) = (AN)@ON(-Z)- (11.1€¢2))

Lembrando ainda a férmula
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LD |p gy = Ox(-1), ([Mn] (12.2))

chega-se a
cl(T*(H/T)) = CI(T*(H)Iﬁ)+C1(L(H))|ﬁ)’
e dal a

(A = ((R-decg (A)) (e, (A") -y () (2B-D)+ (25-D) %) (],

onde hi=c, (L(H)) = cj(p*LIT=H)) e di=c (L(D)).

Empregando as relacgles,

Al - e GrogniTla pan ),
P. dN[H] =0
Py AN A = -i,0T)

p. S = i, s D ALTI,
obtem-se, por fim,

[H'] = -2(c;(A)+2c (@I IT]. P

b

14.8.1 Notacdo. Denotaremos por P* ¢ H® a condicdo de que t em

T

pertenca a4 intersecdo de 4 (resp. b, ¢) transladados genéricos de

P' (resp. £', H') sob 2 acdoc natural induzida do estabilizador do

ponto 0. Esta ac#o ndo € transitiva. Diremos que a condicao acima €

propria (resp. transversal) se assim o for a intersecdo que a define

e se ndo encontrar F.

Convencamo-nos logo de que P% £b

H® ndo & propria para a<s,

A razdo deste sério atropelo & que £' contem F, jd que £ encontra
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o plane fixo ﬁe cada t é F. Ora, dados 4 (ou menos) pontos, construi
mos t €T tomando o plano fixo w(t) por 3 {ou menos) desses pontos,
ligando o restante a 0 para definir r{t).

Vamos assim nos limitar aos casos a=5 ou 6,

-

14.9 Proposicdo. Suponhames Za+b+es12, a=5 ou 6. Entdo p%gfpt
propria. Em caracteristica zero, € também transversal.

*
Demonstracao. Seja S:=(P3)axGbx(P3 )c_ Defina

W= {(t, (Pi),(zj),(ﬂk)) € T-IExs|tef\Pih£:'jr\Hl'c}.

Cada componente de W & de dimensZo > dim(TxS)-{Za+b+c} = dim S. Por

outro lado, denotemos, para cada curva C :ZPS,

C':={Le Gj2nC#pl,

*
c*:={He P> |[H & tangente a C}.

Verifica-se que dim C'=3, Se C nio admite componente multipla,
dim C*=2 (valendo dim C*=3 caso contrdrio). Para t em T-F,uma com
ponente miltipla de ciibica L, & necessariamente uma reta (com es
trutura ndo reduzida). Examinando as configurac¢les possiveis, vé-se
que tal ocorre apenas para t percorrendo ums subvariedade de dim. 7.

Agora, para t em T-F, a fibra

_ oy’ ) b
W -—{t}xmtxmt

wl
t x Lt

€ de dim. = a+5b+dtc, com dt=2 ou 3. Dessa estimativa, empregando o

teorema da dim, das fibras segue-se que

dim W = dim S.
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m

Ora, para t genérico, L € claramente irredutivel, seguindo-se que W

L{Y

irredutivel., Por construcdo, a fibra de W sobre s=((P.1) , (f.j) , (Hk)) €S
W, = 7\ PIALIAH! AI-F.
s M i j k
i,j,.k
a
Como a>5, iM PinF=¢ desde que 4 quaisquer dos P, sejam nao-coplanares
nem haja 2 alinhados com o ponto fixo 0. Por conseguinte,
W= /N PINLINH!
Do Tk
% 1S S
& finito para s genérico, novamente pelo teorema da dim. das fibras.
Além disso, em caract. zero a fibra W € reduzida, o que implica a

transversalidade da intersecéo.

14.9.1 Observagdes. (1) Em caract. p>0, a longura do anel local de

WS em cada ponto € igual ao grau de dinseparabilidade do corpo de

fungoes R(W) sobre R(S) para todo s num aberto denso de S, enquanto

o grau separdvel di o n? de pontos distintos (cf. [V,] p.109),

(2) Seja UeT aberto # ¢. Entdo existe um aberto nioc vazio S° em §

tal que, para s € So, tenhamos
w.eu.
Com efeito, sejam p, q as projecBes de W em S, T resp. Temos

dim q'l(T-U)<dim W=4dim § .

lago

s =5 - pq—l(T-U)

funciona. Em particular, com U=T°° como em (14.5), podemos supor
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que a intersecao

. O 0 O
/\P{r\zjsnﬁf( =f\Pif\£jf\Hk

o o

come em (14.2.1). Ora, P, 27, H®

sao cercamente Cohen-Macaulay: p°
€ de fato liso (o estabilizador de P age transitivamente) enquanto
que 05 outros 2 sdo hipersuperficies em T°. Logo, o indice de in
tersecdo € igual 4 longura acima reférida, e em particular, € o mes
mo em cada ponto da intersecao.

A discussdo acima nos fornece o seguinte

14.10 Teorema. O ndmero u(a,b,e] de clbicas reversas passando por
a pontos, incidentes a b retas e tangentes a e planos, todos em pe

sicdo geral, contados com multiplicidade, € igual ao grau do zero ciclo
1107 2% (e, (M) -c, (@)% (2e, (R +ey (@) PO [T

para Za+b+c=17, a=5 ou 6. A multiplicidade de intersecgdo € ighal al

tanto em caract. 0 como em caract. p se p { nla,b,c).

Demonstracdc. Do observado acima segue que o produto das classes

em A,T

I [PIILY])[H,]
i,j,k 1k
€ a classe da intersecido

O\ Pineing
i,j,k J

para (Pi), (£j), (Hi), num aberto denso de S§. A fdérmula para o zero

ciclo resulta de (14.7.1], (14.8) e (13.15(3)). O comentario final
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sobre a multiplicidade de intersecSo resulta de que esta & a mesma

em todos os pontos da interse¢do, igual ao grau insepardvel de R(W)
sobre R(S).
/

Seja p:T—>GoCG(2,4) restricdio de r (14.4.2), Construiremos
alguns diagramas para calcular classes caracteristicas dos fibrados
A, E, Q, etc... (14.3}. Por abuso intencional de notacdo, negligenciaremos

a indicacao das imagens reciprocas, escrevendo, e.g., Q=p*Q, etc...

Restringindo a G, a sequéncia tautolSgica de G, obtemos o diagrama

al - al

[

R>——> AT —>>Q

Vo [

Myea—> A:” —>>Q,

onde M = 0 -2"(-1) mediante a identificacio G0=IP2. Seja
P

m:=c1(M*).
Temos entdo.
/6.((1) = ™ - lemem?;
c(R) = c(M) = 1-m;
(14.11) c(S,(R*)) = c( Al oMem+?)

(1+m} (1+2m) = 1+3m+2m2

It

oB)! - s(B)  (cf. (14.3)).

-~
n

Agora, sobre T=G(Z,E), tomamos P(A)} (cf. 14.4.1) e transcreve
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mos o diagrama (10.4.3) que agora se 1&,

Ve—>A—350

f|]1

V>———>E >>F
B = B,

onde a sequéncia vertical provem de (14.4),

V:=0A(—l),

U = OF(—I)

ag identificarmos P (A)=P (F}, fibrado projetivo sobre P(E)}. Ponhamos
13

=
1

- Cl (U*) ]

(14.12) v = e (v,

seguindo-se

I c(A) = l-u-v+uv

\ s,(F)

Enfim, ao calcule de nia,b,c).

(14.13) s(EYs(M) ™! = (1+3m+2m2) (1-v)

1—v+3m-3mv+2m2-2m2v.

(14.14) a=b (b=c=0). Sabe-se que 6 pontos em posigdo geral determi
nam uma gnica ciibica reversa, i.e., n(6,0,0)=1. Vamos conferir! Por
(14.10), devemos calcular

! (c, () -c, Q)8 %P({&) v-n?)%  (9.3(1),14.11-13)
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= S5 Snhy =0 (14.11))
P (D) .
7 6 2 = .
- P{E) v/s, (F)-6v°n (5, (F)=s, (B) -5 (V))

I v7(3m~v)-6v6m2

= (14.11)
P (E)

= I Smsl(E)-sz(E)—ﬁm2 = 9-2-6!1!
G

s}

(14,15) a=5, b=2, c=0. Procedendo como acima, temos

nls,2,0)

5 2
{ (c5(A)-c,(Q))° (2¢, (A)+c, (Q))

J ((uv)s—sfuv)4m2)(4(u+v)2-4(u+vjm+m2)v

P(A)

76.6..7 6 5 2. 5,8 7 -39v%n%
= J du v +u (8v -4v m-20vim Y +u” (dvi-4v'm )
P (F) S —

o

. 452(F)V6+51(F)a+8
P(E)

= J -4v8+12v7m~23v6m2
P(E)

-8+36-23 = 5,

seguindo-se imediatamente que

71(5,?,” 103

]

ni{5,0,2) 20.

0 calculo dos demais niimeros caracteristicos pela presente
abordagem esbarra na falta de melhor compreensdio das estruturas de

P', £', H' ao ilongo de F.
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Estes e outros nimeros foram calculados por Schubert [Sc].
Para uma discussio critica dos métodos e hipdteses implicitas no
chamado "cdlculo de Schubert”, recomendémos a leitura do preficio
de S. Kleiman a reedigdo [Sc] e [K1S]. Qutras compactificagles para o
espago de clbicas reversas foram investigadas por Piene, Schlessinger
e Ellingsrud [PS], [PE] deixando a lacuna quanto & estrutura do
anel de Chow e, em particular, feferindo-se a questdo do calculo
dos nimeros caracteristicos como cbjetivo a ser eventualmente alcangado.

Coray [C] estuda o cdlculo dos PP para curvas racionals em PS; as

quinticas racionais sdo revisitadas em [CV].

Exercicios

1) Mostre que toda curva quirtica elitica em P> & intersecio com

pleta de 2 superficies quadricas.

'2) Mostre que T:= G(2,10) & uma compactificacio do espato de quar
ticas eliticas de P>. Discuta os casos em que a condicdo popbye

¢ propria e calcule nla,b,c),
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