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Introdugao

0 objetivo destas notas e colocar o leitor em condigdes de
acomparnhar os desenvolvimentos recentes do estude de iteracdes de
fungdes racionais. Apds uma exposigdo inicial das  propriedades
cldssicas (conhecidas ja por Fatou e Julia}, s8o analisadas ques-
tdes atsociadas & dinfmica global de um polindmio (o Teorema das
Componentes) e o comportamento desta dinfmica guando submetida a
perturbacdes (estabilidade). No Gltimo capitulo comparamos o ro-
teiro usualmente geguido em Sistemas Dinfmicos para se procurar
propriedades estdveis com aquele, algo inesperado, seguido até o
momente no caso das fungOes racionais. Num apéndice se encontra
rapida enumeracic das ferramentas analiticas utilizadas no texto.
Chamamos a atencado do leitor para os comentarios colocados no fi-

nal de cada capitulo; 14 se poém algumas questdes em aberto.

Agradego a J. Palis pela sugestdo (quase imperativa) para
gue estas notas fossem escritas, e a R. Mafé pelas explicagles a—

cerca do Capitulo 2.

Belo Horizonte, maio de 1983.
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, - CcapfTuLO 1

PROPRIEDADES BASICAS DOS ENDOMORFISMOS ([1])

Neste capitulo estudamos as propriedades essenciais a
compreensao da dinémigé global dos endomorfismos analiticos da eg
fera de Riemann. Comegémos com'um béeve esfudé da diﬁémicé -'ém
torno de pontos ‘fixos de difeomerfismos, locais analiticos; a se-
guir definimos o conjunto de Julia associado a um endomorfismo e

finalmente descrevemos o seu comportamento fora deaguele conjunto.

§1 - Pontos Fixos de Difeomorfismos Locais Analiticos

Congiderenmos um difeomorfismo local &: (€,0)— (€,0)
analitico tende 0 ¢ € como ponto fixo. Temos'vérias possibili-

dades, conforme o valor de a = $'(0).
12 Casc: O < |a] < 1.

Observemos que existem |a|<u<l e r>0 tais que-
l9(2)] < ulzl

desde que |z| = r. Segue~se que

[o™(z)] < w"lz] ,

de modo que a érbita positiva {o(z), n =z 0} de qualquer ponto
z € € no disco fechado de raio r e centro 0 ¢ € converge ao

ponto fixo. Diremos que este é um ponto fixo atrator.




—2-

1.1.1. Teorema. Existe uma Unica fungdo analitica F definida pa

ra |zl <r satisfazendo F(0) =0, F'{(0) =1 e
F(e(z)) = a.F(z) .

Em outras palavras, % ¢ analiticamente equivalente & sua parte

linear. . _ !

Demonstragido. Consideremos a seqliéncia de fungles

n *
a

n
hn(z)=L-(~Zl lz| «r, nao.

Provemos que a seglidneia {(h,_) é convergente. Temos que

h,(z) h -(=z) Dy, . (2)
= gl BRI T L
W O N e N 7
e
hy 4(2) 1 witd(,) ) w(z;)
h (z) 2 wics) a z; !

onde z; = mi(z).

@(z)
Agora: - = 1+ 5(z), com |£(z)|= alz| para @¢R, |z]sr.

n
Logo: hn+l(z) =z JI (1L + %(zi)).

Finalmente, observemos que

o« o ' - K
T ole(z) = £ oelzyl s elz] T owt<e
i=1 t=1 t=1

de modo que (b,) é uniformemente convergente.
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Seja  F(z) = lim h (2); temos F(0) =0 e F'(0) = 1.
nte o

Além disso:

el n+1
F(%(z)) = lim 0 (9(2)) = Lin %ﬁl - a lim %{Al = a-F(z).

i e bl

Quanto 3 unicidade: se F(z) & outra funclo analftica definida
numa vizirhanga de 0 € € +tal que F(0) =0, Fr(o) =1 e
F(o(z)) = aF'(z), entdo H(z) = f(F_l(z)) satisfaz as condigdes:
H(0) =0, H'(0) =1 e H(az) =a H(;). Comparando os desenvol
vimentos em séries de potdncias de ambos os membros da Ultima e-
quagdo, concluimos que H(z) = z, ou seja, F(z) = F(z), = para

z € € numa viginhanga de 0 € € . a

Utilizaremos mais tarde uma versdo parametrizada deste
teorema de linearizag¢do. Sejam BS(O) < ¢™ a bola aberta de cen
tro 0€ ¢ e raio s>0, e Dr(O) o disco aberto em € de
raic r > 0 contendo O € €. Consideremos uma fungdio analitica
m:BS(O)xDr(O) — ¢ tal que %(0,0)=0 e O<|D2¢(O,O)| < 1. Sabe-
bemos que se |%[<s'<s existe uma Unica fungdo analitica p(1)

tal que p(0) = 0, #(x,p(x)) =»(a) e 0< [Dp(,p0))] < 1.

1.1.2 Teorema. Existe uvma tnica fungdo analitica F(\,z) defi-
nida para |[A] < 8" 2 5* e |z| <« r! €« r que satisfaz

F(x,p{1)) = 0, DF(%,p(3)) =1 e

F(l,@(l,z)) = al . F(K:z) 3

onde = Dzﬁ(l,P(l))-

oY
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Usando uma“notagao_mais sugestiva:

Fl(cpl(z')) = ay - F.‘\(z) .

Assim, a linearizacgdo depende snaliticamente do parfmetro. A de-

monstragio do Teorema 1.1.2 ¢ uma simples adapté@ﬁo daquela do

Teorema 1.1.1, e fica para o leitor.

22 Caso: Jal > 1

Aplicando a descrigdo do 12 caso a 91, vemos que a
drbita negativa de qualquer ponto suficientemente proximo de 0€

esta bem definida e converge ao pontblfixo; dirembs'que‘ et e

um ponto fixo repulsor. Valem teoremas'cofréSpondentes a 1.1.1

e 1.1.2.

3¢ Caso: la| =1, e a €€ & raiz da unidade.

Consideremos inicialmente a =1, . &

w(z) = z+bzfL ... , com b#£O, k=z2.

{caso em que %(z) ndo é a identidade).
Escrevamos

L .
viz) = ———
l-—zk 2(z)
onde E{(0) =b e £ ¢é& analfitica numa viéiﬁhénga de O0€ €. Fa-
zendo a mudanca de coordenadas z = w"l/k " (e fixando alguma de

terminagio), obtemos



P(w ) . ‘ :
onde E é analftica numa vizinhanca de 0:6 €. Concluimos que,
para |w{ > R, R conveniente, % se'comporté éproiimadamente
como a translagdo w— w-Kkb. Assim, existem retas orientadas

Ll e L2, perpendiculares ao vetor -kb, tais que:

: w_t . ~ A
(1) . 3™(w) — = uniformemente em Iq {regigo a direita

b )
de Ll)'
(ii) @"n(w)-;:—*'m uniformemente emn L; (regifio a esquer-
-da de Lz).
(iii) caso w¢ LT UL, e |w| >R, sua Srbita  positiva

S T
(resp. negativa) penetra em Ly {resp. 12).

Retornando a coordenada original, vemos que existem,alternando-se,
k regides 'DI;...,D; e 'k. regides Di,.;.,DE , disjuntas en-

tre .si e tendo 0 & € no bordo, tais que

’ +, T F
i - @%z)=——= 0 uniformemente em cada Di(w(Di) = DI)
e
: -7l . - ol - -
ii - @ %(z) —— 0 uniformemente em cada Di(w (D;) < D;)
e . .
iii - caso z € C seja suficlentemente pequeno e

x , o : -
i + - . ’o : i N
z¢ U Dy UD;, sua drbita positiva (resp. negativa) pe
i=1

X . ko
netra em U Dy {resp. U Di)‘
) o i=1l o oi=l




6=

2
z*Z + bz ..,

Examinemos agora a situaclo em que a° = 1, n=>1,
Pode~se mostrar que, excluido o caso ¢{z) = a.z, existe uma mu~
danga de coordenadas analitica em 0 € € de modo que %(z) paé—

sa a ser (conservando a notagdo)

w(z) =az+b2X™t L., kem, b #£o.

Utilizando a descrigao acima para e (z) = z-+-ms;1bzlm‘z'1 +.4., cOD~

i ; s + +
cluimos que existem, alternando-se, regides Dy g seveesDy m e
? b

+ 4 - - - -
Dk,l ""’Dk,m e Dl,l""’Dl,m’""Dk,l""’Dk,m ’ tendo

OecC no bordo, tais que

R T o —J g - .

1 Y (Di,l) = Di,j sy 9 (Di,l) = Di,j (2 = J s m-l)
ii - e®™(z) —= 0 uniformemente em cada D. .(9%(DF .) « D! .
: i,J 1,J 1,J

tite

iii = ¢ ™@(3) —= 0 uniformemente em cada D, .(@ (D, .)<D: .
e ‘ l’J 1, 1,J



e
D1, 5

sua mm—érbita positiva (resp. negativa) penetra em U DI 3
R B b

iv - caso z £ € estejapréximo de 0¢C e =z 4 U D; jU
: ?

. UD; L)
(resp i, 3)
0 ponto fixo estudado neste 32 caso sera denominado ra-

cionalmente indiferente ([21).

42 Caso: Jal =1, e a€ € ndo é raiz da unidade.

Sempre se pode encomtrar uma mudanga formal de coordena
das que transforma ¢(z) em =z a.z, bastando para isto resol
ver (formalmente) a equagdo F(a.z) = 9(F(z)), com F(0) =0 e
F'(0) = 1. Provamos a existéncia de F indutivamente:  supondo
conhecidos os coeficientes de seu deseﬁvélvimento em série formal
de poténcias F(z) = z + T a; 2l até ordem n-1l, procede-

n

mos a comparacdo dos termos em =z nos dois membros da equacgéo

anterior. Obtemos entao

a.ay = a.a + Rn(az”"’an-l) .

onde Rn(az""’an-l) é uma expressdo algébrica envolvendo
By -+es8, 1 © 05 coeficientes da expansiio de @(z) em série de
poténcias até ordem n. Segue-se que a, pode ser calculado a

partir dos coeficientes anteriores:

. - Rn(aé‘:’ . "an-l)
= n- all-g

Esta expresséo evidencia o papel dos "pequenos denominadores" (ig

to é, a seqlifneia 'a-a possui O € € como ponto de acumula-—



.¢80), de modo que T a; zt
: b i=2 )

guinte dd uma condigio bastante ample para a convergencia::

pode nlc convergir. 0 teorema se-

1.1.3. Teorema ({31} - Suponhamos gue existam ¢C>0, B>0 tais
que ‘ : R

n L e
la—lllgz-_ﬁ-, nz=1l.

Entdo @(z) -~ é linearizdvel.
& desigualdade .acima é verificada para um conjunto de
medida 1 em st. ouando w(z)  é linearizdvel, suas . Orbitas
preenchem densamente circulos analiticos em tornoc do ponbo - fixo;

quanto ao caso nfo linearizavel, muito pouco se conhece. Em gual

gquer situacao diremos que o ponto fixo € irracionalmente indife=

rente. .

52 Caso: a = 0.

Apesar de ndo se tratar mais de um difeomorfismo local,

vamos tratar aqui o caso
ol(z) = 2% +..., m=z 2 .

Do ponto de vista dinfmico, trata-se de uma situagdo simples. -De

fato, se r > 0 ¢é suficientemente pequeno, temos que [e(z)]| =
< 2]z|™ para J|z| = r ; assim,  lim ®7(z) = O uniformemente
‘ n+0

em |z| = r.  Diremos que O € € & ponto fixo fortemente atra-

tor.
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1.1.4. Teorema — Existe um unico difeomorfismo local F(z) anali

tico satisfazendo F(0) =0, F1(0) =1 e
F(w(z)) = F(z)"

Assim, @(z) ¢é localmente equivalente a z++ z© .

Demonstragfo. Trata-se paraticamente da mesma prova do Teorema

1.1.1. Consideramos a seqliéncia de fungSes
n
ny(z) = (=)™, nt) = 1.

Afirmamos que a seqliéncia (h,) ¢é uniformemente convergente pa-—

ra |z| = r. De fato:

o hy 4(2)

b (2) = 2z 11 5oy

zl

N i+l ; i
b2 LT (wzl)l/m )l/ml
h(2) (gl | ’

onde fizemos zi = 9i(z).

‘ Y ) ) _
Se E(z) = ¢(z)z =1+ E(z) (onde & & analitica),
temos que .
n . 1/mt
h, .{z) =z [[ &(z") .
n+1 521

Devemos entdo verificar se

3; log £(z')
lm

IIAMS

1




1=

€ convergente. Se r > 0 é suficientemente pequeno:

|08 5(z")] = [log(1+E(z )] = 2]|5(z1)] = ¢ ;
ou seja, T jﬁ log g(zi)l < T 5% <w ; logo, a seqlidncia
i=1'm i=1 m™ - L.

(b,) é uniformemente convergente. Seja

F(z) = lim hn(z) . |z] = =t .
n—kn
Temos gue:
] n+l 1/mn
F(9(z)) = lim h (9(z)) = Lim{e™ " (2)) =
falg L3

Fag 1]
1
- lfm[(9n+l(z))1/mn+‘]m = F(=)",
1)#ee

de modo que F(z) ¢€ a funglo procurada. Deixamos a unicidade pa
ra o 1eitor;
) B

Como antes, existe também a versio parametrizada deste

teorema. Sejam BS(O) ct® e Dr(O) como antes, e ®©: BS(O) g
x D.(0) — € funclio analitica tal que ©(0,z) = 2" +..., ma=z 2 ,
Suponhamos Que exista umé:fungao'analitica p(x), definida para

(2] = s, tal que ®(3,»(3)) =p(x) e DW(xp(O)) = 0.

1.1.5. Teorema - Existe uma Unica funcfo analftica F(x,z) defini
da para |x| s s' < s e lz| s r' < r que satisfaz

F(K;P(l)) = 0, DEF(.’\’P(K)) =0 e

CF(ne(x,z)) = e(n,z2)" .
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Demonstragdo. Para o leitor.

§2. Orbitas Periddicasz de Endomorfismos de €

Consideremos uma aplicacio analitica f: T —= T "ndo
constante e ndo linear. O grau de f & a cardinalidade de f_l(P),
onde p € €& €& gualgquer valor regular da aplicaééo. Denotemos por
Endd(ﬁ) o espago das aplicacgles analiticas de T em € de grau

d ¢, munido da topologica C°.

Na coordenada usual para T , f¢ Endd(ﬁ) se escreve
como ‘
d .
. T a, zt
_i0 T b, € €
f(z) = el T aj—.’ 3
T b, zY
3=0 9

onde (ad, bd) £ {0,0) e algum bj £ 0.

Podemos assim associar £ ¢ Endd(f) ao ponto

P2d+l

an:...:ad:bo:...:bdl e de modo Unico: a imagem de Enqﬂﬁj

. fm - 2d+1 . .
via esta associagdc e um aberto de T F , e isto nos permi-

te introduzir naquele espago uma estrutura de variedade complexa.

1.2.1. Definiglo - Dados f € End,(T) e ze€ T, a drbita po-

sitiva (resp. negativa) de z € € ¢é [£(z), n= 0} (resp. o

[y € Ty z=f%y) oparaalgum n € N}). A orbita completa de

z € T & a unifo das érbitas positive e negativa de z € €. Elas
serio indicadas por 6V(z), 6 (z) e e(z). Se, para p € T, e-

xiste 4 €W tal que £° 1(p) = p, diremos que p € € & pon-
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to periddico de £ e que 6'(p) & drbita periddica de f; o me

nor inteiro 4 ¢ W que satisfaz fL—l(p) =p ¢ o perfodo de

ot (p).

1.2.2. Proposigdo - 8e d =2, fe¢ Endd(ﬁ) possui uma infinida-

de (enumerdvel) de orbitas periddicas.

'Distinguiremos varios tipos de Orbitas periodicas, de

acordo com a analise feita no pardgrafo anterior.

1.2.3. Definiclo - Seja p € T ponto periddico de periodo 4 € .
A 6rbita &7(p) é atratora, fortemente atratora ou repulsora con

forme 0 < [(£9' ()] <1, (91 (p) =0 ou [(tH' ()] > 1.

Quando I(fL)'(p)[ =1, 67 (p) & érbita periddica indiferen—

te (racionalmente ou irracionalmente, dependendo de (£*)' (p) ser

raiz da unidade ou nao).

A dinAmica local de f € Endd(ﬁ) proximo a uma Orbita
periédica de perfodo 4 ¢ N & estudada considerando-se 4 em vi

zinhangas dos pontos da drbita.

Nosso objetivo, até o final deste paragrafo, € mostrar
que, a menos de um nimero finito, todas as Orbitas periocdicas de

e Endd(E) sZ0 repulsoras.

1.2.4. Definigdo ~ Seja ©6T(p) uma Srbita periddica atratora ou
fortemente atratora de f EiEndd(@) de perfodo 1 ¢ W. O conjun-
to estdvel de 67 (p) &

E(6%(p)) = {z ¢ T; lim da(£™(z), 67(p)) = 0} ,
Findd
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onde d & distdncia esférica em €.

Pelo Teorema 1.1.1., existem discos DoseeraDy 4 em

-1
torno de 7P, f(p),...,f%'l(p) de modo que U D; & E(¢"(p). Da
i=0

+ g -1
do z, € E(6"(p)), existe n, € N tal que f¥z)e WU D
' ° i=0 ¢

segue-se que E(67(p)) & aberto em T contendo 6T(p) e
. a1
(et (p)) = U £ U D;) -

Denotemos por Ei(®+(p)) a componente conexa de E(6'(p)) que

contém fi(p), 0<i=2t-1. B facil ver que f(Ei(®+(p)))=

= Ei+1(@+(p)), de modo que f£(Ei(®+(P))) = Ei(@+(P))-

1.2.5. Definicdo. A bacia de &T(p) §é

A-1
B(s*(p)) = U E;(67(p)) .
1=Q

1.2.6. Teorema ([4]1). A bacia de qualquer orbita periddica atra-

tora contém um ponto critico do endomorfismo.

Este teorema é fundamental para tudo o que se segue.
Uma de suas consequencias mais importantes decorre de ser o nome-

ro de pontos criticos de £ € Endd(ﬁ) limitado por 2(d-1).

1.2.7. Coroldrio ~ Existem no mdximo 2{d-1) Orbitas periddicas

atratoras e fortemente atratoras de f € Endd(f).

Demonstracio do Teorema 1.2.6 - Seja p € T um ponto  periddico

de perfodo ¢ €N para £ ¢ Endd(ﬁ); Se 6'(p) & fortemente a-
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tratora, entdio I'(fi(p)) = 0. para algum O = i < 4-1. Podemos
supor, portanto, que & (p) é atratora. Seja g = t prove—
mos que em Eo(®+(p)) existe um ponto critico c¢ € de g. Se
gue-se daf que algum dos pontos ¢, f(c),...,f&_l(c) é oeoritico
para' f. Suponhamos, por absurde, que g'{z) £#0 Mz ¢ E0(®+(p».
Em EO(®+(p)) nio existem valores criticos para a . restricdo
g1 Eo(@+(P)) — EO(®+(p)); assim, podemos definir sucessivamente

inversas analiticas’

gt p,—— DT, gl =p
-1 - -1
gl Di-—— 2T, g'(p) =
- Lo ; _ -1
gi]': Dl l_,"DgCC’ gi (P):P,
)
ugando o fato de que D0 us Dg c Dg c ... € Dg S L. Fazendo
p° = U pt , temos bem definida g“lz D. +D., inversa de
0" 45 © ® o o
g: D; — D: . Ora, cada Di & difeomorfo ao disco I y de modo

que D: ¢ simplesmente conexo, ¢ # E’\D: =2 (D: evita as

outras orbitas periddicas de g). Pelo Teorema de Uniformizagio,
DZ é analiticamente difeomorfo ao disco ID , e pelo Lema de

Schwartz |g'(p)| = 1, contradicio. »

Vamos agora adaptar o Teorema 1.2.6 para as Orbitas pe
riédicas racionalmente indiferentes. Suponhamos 67(p) periddi-

ca de perfodo L ¢, e tal que fb(z) =p + (f&)'(p)(z-p) +
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+ b(z—p)km+1 Feee 5 onde E(f&)'(p)]m =1 e b#£O0O.

1.2.8. Definiclio -~ 0 conjunto estavel de 6" (p) é o conjunto
E(6"(p)) = {z € T; lim d(£%(2),8%(p)) = 0} \ 6*(p).
Yi—bco

Decorre da descrigdo apresentada no 3° caso do para-
grafo anterior (conservamos a notagdo) que, se z € C esta no

n
conjunto estdvel de 67 (p), existe n, € N para o qual f °(z) ¢

-1
e U (U ot <), onde ot . é regifo em torno de p € T as-
n=0 i,j b 1,9

sociada a £, Segue-se que E(67(p)) . & aberto.

1.2.9. Definicdo ~ Cada componente conexa de E(@+(p)) que con-

tém algum ponto de 6 (p) em seu bordo é uma pétala de ‘ 6T (p).

1.2.10. Proposigdo ~ Seja L wum arco de Jordan ligando dois pon-

+ + + 4 _
tos g4 € Dl,l e q, € Di,j , com Dl,l £ Di,j e Lnoe(p)=e.
Entfo a seqlineia (:‘L‘|IL1']11"{’.)1,1€3N nioc converge uniformemente a

p € C.

Demonstragao - Seja V uma vizinhanece peguena pe C. Suponhamos que

exista né N tal que :E‘n°m'{'(L) V para n= N. Ora,o arco fN'm'L(L)
5 N.m.2 + N.m.4 +
liga £ (qq) € Di,; & T .(qz) ¢ Di,j sem passar por
peT; logo, =NMA(L) deve atravessar algum D} g1 2 ©que
]

impede fn'm'L(L) €V para n = N. - n
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Como conseqlifncia, cada pétala que possui p € € " em

+

seu bordo contém exatamente um’ D; {logo, existem k-m destas

3

]

pétalas). Se P & uma pétala de 6'(p), temos que fb'm(P)==P;
Am

diremos que U

f(P) & a 6rbita da pétala. Existem, portanto,
n=0

k drbitas distintas de pétalas de 6F(p).

1.2.11. Teorema - Cada 6rbita de pétala de uma drbita periddica

racionalmente indiferente possui um ponto critico do endomorfismo.

1.2.12. Coroldrio - Existem no maximo 2(d-1) Odrbitas periddicas
atratoras, fortemente atratoras e racionalmente indiferentes de

fe Endd(c).

Demonstragdo do Teorema 1.2.11 ~ Devemos prdvar que, se P & uma

pétala com p € dP , entdo g(z) = fm'L(z) possui um ponto cri-

tico em P {estamos usando a mesma notaclo acima). Suponhamog
+ rd P 3 =

Po Dl,l ; Ja sabemos que g(DI’l) c DI,I‘ Admitamos que ndo

existam pontos criticos da restricio de g a P. Dentre os ra-
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mos poasiveis para se definir uma inversa de g em DI 1 es-
2
colhamos aquele cuja imagem contém D; 1 Denotémo-lo por
H
. = . . 4 _ + .
8¢ Dl,l — T ; assim, gl(Dl,l) =Dy > Dl,l' A seguir, escolhe
mos g, como o ramo de g_z definido em D; tal que
+ o3
D2 = gz(Di,l) = Dl,l , @ assim por diante. Observe-se que itﬁ.Di
evita uma infinidade de drbitas periddicas de g, de modo que a
familia {gi} é normal. Afirmamos gue lim gi(z) =0 unifor-
. j_-im
memente em compactos de D{ 1 De fato, existe um disco fechado
3

+ -
REDy | tal que sio(R) <Dy ; para algum i, de modo gque

P

1lim gi(z) =0 para =z € R. Isso implica a afirmativa. Conside—

i‘e

remos agora um arco de Jordan L ligando qy,9p € bD{ 10 como
1

na figura. Dada uma vizirhanga V pequena de p € T,  existe
N el tal que gn(L) cV se n=zN. Ora, gn(L) liga
g, (aq) € Di,l a gn(qa) € Di,m; segue-se que gn(L) deve atra-

vesgar algum DI e entdo nio serd possivel manter gn(L) ev

I
para todo n ® N, contradigdo. "
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1.2.13. Definigfo -~ A Srbita periddica 61 (p) de £, € End,y(T)
de periodo 4 €N ¢ simples se (fé)'(p) # 1.

Pelo teorema das fungGes implicitas, existe uma funcgao
analitica p(£): U= T, onde Uc Endd(ﬁ) & vizinhanca de £,
tal que p(f)) =p e 6 (p(f)) & a tnica érbita periddica de f
de perlodo L el proxmma a oT(p) (e o7 (p(£)) & ainda sim-

ples).

L

1.2.14. Teorema - O nimerc de drbitas periddicas indiferente sim-

ples de f_ ¢ Endd(@) é limitado por &4(d-1).

~ . +
Demonstragao - Sejam 6 (pl),.. o" (p ) orbltas periddicas in-

diferentes simples de £, tais que Hf 1) (p Y =1, onde Ly

. + . .
é o periodo de 6 (pi), 1 £1i<n. Como antes, existem exten-

s08s analiticas p;! U < End (G)n* T paré aqueles pontos perid-

dicos. Facamos ui(f} (f l) (p. ),._ v, = {f ¢ U; Ip.i(f)l2 =
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e H; = {feu; 1ui(f)|2 < 1}. Como u;(f) é valor regular de

ui(f) ¥ 1< 1smn, vemos que V; é hipersuperficie real em

U; segue-se que, dado ¢ > 0, existe uma bola . B U em torno

de £ tal que

o
vol(H. N B)
i |8 L s
—— 2 =-¢ S
vol{B) 2 7 *
Seja X; = funcdo caracteristica de H; N B. Temos que
Xy +eot X = 2{d-1)
Logo:
f (Xy+..04%)) = 2(d-1) vol(B)
. B
==> n(3-¢) vol B = 2(a-1) vol(B).
Concluimos que n < 4(d-1) depois de fazer ¢-* O. a

Reunindo o Coroldrio 1.2.12 ao Teorema 1.2.14, vemos
que apenas um nimero finitoe (s 6(d-~1)) de orbitas periddicas de

f e Endd(ﬁ) ndo sdo repulsoras ([51).

1.2.15. Definicdo ~ 0 conjunto de Julia J(f) associado a

fe Endd(ﬁ) é o fecho de seu conjunto de drbitas periddicas re-

pulsorsas.

De certo modo, toda a complicagfo dindmica de
f e Endd(f) gse concentra em J(f). No pardgrafo seguinte anali-

saremos suas propriedades principais.
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§3. O Conjunte de Julia

Freqltentemente teremos ocasifio de utilizar uma defini-
¢do alternativa para o conjunto de Julia, dada a seguir na forma

de tecorema.

1.3.1. Teorema - Dado f ¢ Endd(f) , tem-se que J(f) = {z € T;

a familia {fn}nzo ndo € normal em nenhuma vizinhanga de

z € T} ([6]).

Demonstragdo - Se V & uma vizinhanga qualguer de z ¢ J(f),
existe em V um ponto p € € periddico, de perfodo L eMW, e

com ©7(p) repulsora. Ora, 1im|(fn'L)'(p)|= =, de modo que
e

("} ndo & normal em V. Reciprocamente, seja D ST disco ;g
de {f™} ndo ¢é normal; devemos provar que passa em D uma Orbi-
ta periddica de f. Seja ¢ € € vponto periddico repulsor de =
cuja orbita negativa ndo contenha‘pohtos criticos. Como gofn(b)
evita no miximo 2 pontos de € , vemos que existem Py enD e
m € N tais que fml(pi) = q. ‘Para simplificar, imaginemos

£(gy) = q9. Se Dy é um disco contends q € T , nnovamente (™
ndo é normal em Dy assim,‘podemos gupor que f l(ql) =Dp; pa
ra g € Dy, n, € W. Sera conveniente escolher D; de modo
que £ seja af linearizdvel. Consideremos discos 'ql € 51 < Dy

e pleﬁCD tais que:

n
(1) £ 1]~ seja injetive (observe-se que q; € 6 (qa))
D
1
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m
(11) £ Y], seja injetivo, e existe 4y € W  tal que
i

ml+{v

£ 1 HB) = by

~ Ny~ ‘
(iii} D e f (Dl)

ml+L1+n1 ;
Segue-se que I e injetivo e

do que existe em D um ponto fixo de £ . n

1.3.2. Coroldrio - Se V & vizinhanga de g € J(f), entdo

U f™V) cobre T & excecSo0 possivelmente de dois pontos. Os
nz0

pontos omitidos, se existem, independem do par {q,V), e est@o fo

ra de J(£).

Demonstracdo - Basta demonstrar a Gltima afirmativa.

-

12 Caso. Apenas um ponto & evitado.. Podemos supor, via uma mu-
danga de coordenadas linear de T , que o ponto em guestio € .
Se gq € f_l(m) mas .q # =, existe p € V tal que fL(p) =q
para 4 ¢ N, e dai f4+1(p) =, absurdo. Segue-se gue
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f-l(m) = {=}, e portanto f & polinomial. .

22 Caso. Exatamente dois pontos s8o evitados; podemos sup6~los
0 ef e =¢T. Como f"l(O) e f"l(m) sdo omitidos, temos
duas possibilidades: a) f“l(O) =0 e f_l(m) =, e entdo

f(z) = 24 , ou D) f-l(O) = w e f—l(m) = 0, gquando f(z)==z_d.

A afirmativa acima decorre facilmente. w

1.3.3. Proposigdo - Valem as propriedades seguintes.

(i) J(£f) é completamente invariante, isto &, f"l(J(f)) =

= J(£) = £(J(£)). Segue-se que J(£1) = J(£) + n =0.

(ii) J(£f) & um conjunto perfeito.
(iii) Se int J(f) £ ¢  entdo J(£f) =T.

(iv) As Orbitas periddicas racionalmente indiferentes estdo
em J(f); dentre aguelas irracionalmente indiferentes,
pertencem a J(f) as que nio sdo (localmente) linea-

rizdveis.
Demonstragio.

(i) A famflia {f™ & normal no aberto V se e somente

se [f™ o for também em f£(V). Concluimos que

YL o)) = [ ate) = £([ 3(s))

e pelo Teorema 1.3.1, vemos que f—l(J(f)) = J(£) = £(J(£)).
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(ii) J(£f) sendo fechado, devemos provar que ndo  exlstem
nele pontos isolados. Seja p € J(f); escolhamos g € J{f) fo-
ra de 67 (p). Pelo Coroldrio 1.3.2, existem pontos da orbita ng
gativa de g € € arbitrariamente proximos de p € T e distin-
tos deste, por constrﬁgﬁo. Pela parte (i), estes pontﬁs .ainda

estio em J(f).

(iii) Se V < J(£) & aberto, entdo U f£(V) € J(f) omi-
nz0

te no maximo 2 pontos. Sendo J(f) fechado, temos que J(f) =T

(iv) Seja 67(p) uma Srbita periddica racionalmente indi-

ferente de perfodo ¢ ¢ W, com (fﬂm)‘(p) = 1. Ent3o:

£M(z) = p + (z-p) + Dlz-p)™ 4oL,

o4
onde b # 0. Logo: ,

£ (2) = p + (z-p) + nb(z-p)FHL 4.,

£

de modo gue [fbmn]nzo ndo é normal. Dai o™ (p) @ J(£).

Consideremos agora © caso em gue ®+(p) & racionalmente indife-
rente. Para simplificar, suponhamos « € J(f), p =0 e f£(0)=0.
Provemos que, se O ¢ J(f), entdo £ & linéarizavel em 0 € €.
Seja D 2 O um disco fechado em [, J(£); entdo, a familia
{£™] %
D

o € normal e constitufda por fungdes analiticas  (nio

meromoy-fas); comé f(0) =0 ¥ n, vemos que a mencionada fa-
N , P .o (] . o~ 4
milla e limitada. Definamos agora a sequénc1a de fungoes anali-

ticas em D
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n=1 ,i
L S gz) , onde a = £1(0).
i=0 at

h,(z) =

=1

Trata-se de uma sequéncia limitada; escolhamos uma subsegliéncia
convergente (hnk) , e F(z)= llm h, (z) , aqual & uma fun-
oy e

¢80 analitica em D. Temos entéo:

. . 1
F(L =1 h f =1 _
(£{z)) n;gh ‘nk( (2)) n;EQ a5 X
= a. lim L n%"l ‘figiéil-_ a-lim = ( nk(Z) - Z ; & . i(z)
note %k 1=0  a * n e M nk
= a F(z), de modo que £(z) é linearizavel em O € €. -
ridg]

Desejamos mostrar agora que J(f) ¢é dinamicamente indi

vigsivel. Precisamos inicialmente do fato seguinte.

1.3.4. Proposigdo ~ Seja V um aberto de J(f). Entdo, existe
meéN tal que (V) = J(£).

Demonstracio - Observemos que se V =7V A J(£f), onde V&€ é
aberto, entio \J V) cobre T exceto, talvez, 2 pontos fora
n=0

de J(f). Como J(£) e E J(f} s8o f-invariantes,temos que
LB f2(v) cobre J(f). O restante da Proposic¢éo decorre da com-
n=

pacidade de J(f). -
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1.3.5. Teorema — J(f) e topologicamente transitivo, isto &,

gge J{f) tal 67(q) = J(£).

Demonstragdo - Seja {Vi}iejN base enumeravel de abertos de J(f)

Definamos A; = {z € J(£); ot(z) nv; = ¢ ). Entdo A; é fe-
chado, e pela Proposigdo 1.3.54, int A, = ¢. Segue-se que

U 4, possui interior vazio; qualquer g g U A satisfaz
ji=0 i=0

6 (q) N v, #¢ ¥ 1¢WN, ouseja, 8t (q) é densa. -

Egte teoreme traduz a idéia de indivisibilidade dinidmi-
ca. 0 leitor observe que segue-~se do Corolario 1.3.2 e Proposigdo
1.3.3 a densidade em J{f) da Srbita negativa de quaisquer de

seus pontos.

84, O Complementar do Conjunto de Julia

Vimos anteriormente que [, J(£), para f € Endy(T) , é

completamente invariante, isto e:
£ aee)) = (ace) = =(f ) -

Estudaremos agora a dinimica de f € Endd(ﬁ) neste conjunto.
Ela depende da riqueza de possibilidades para as fungdes limites
de {fn}nzo nas componentes conexas de [ J(f) (as quais s3o os

dom{nios de normalidade daguela familia).

Seja A < T uma componente conexa de J(f). Entdo,

oA © J(£f), e £(A) também é componente conexa de J{£).
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J4 encontramos anteriormente conjuntos deste tipo, como
as componentes conexas de bacias de érbitas periédicas atratoras
ou fortemente atratoras, e as pétalas associadas as orbitas perid
dicas racionalmente indiferentesf As Funcgles limites de {fn]
gssociadas a.estas componentes s3o constantes e em mimero finito:
os pontos da érbita veriddica associada. As duas situactes se
distinguem por serem &3 fungdes limites pontos de [ J(f), no

primeiro caso, e pontos de J(f), no segundo.

1.L.1. Teorema - Sejam A componernte de E J(£), e

glz) = p ¢ J(£) uma funcdo limite de {fn]nzo em A~ Entdo,
. i i
existem 4,i_ €N tals que £(f °(A)) = £ °(A). Além daisso,

e (p) & érbita periddica atratora ou Fortemente atratora de pe-
i i +4-=1
riodo 4 emM, e £°)U...ur?® (4) é sua bacia. .

Demonstragﬁo - Seja B a componente de C J{f) gue comtém

p ¢ T. ©Pela hipdtese, 1lim T, (z) = p, de modo que fnk(A) n

nk4b k
n, . .
NB#£ ¢ (logo £ “(A) = B) para m, suficientemente  grande.
Podemos entdo definir i = min{n e W; £7(A) =8} e i + 1 co
: i
mo o ssguinte inteiro neste conjunto. Portanto, fL(f °(a)) =
i : .
= £ %°(4). Para simplificar o restante da prova, suponhamos
f(B) = B. Consideremos um disco ﬁr compacto de raio r > 0 cen

trado em p € €, D, © B. Ainda pela hiptese, existe m ¢ I tal

que fm(ﬁr) c 5r/2 , de modo que f" possui um ponto fixo
D€ ﬁr/Z' Agora:

‘ - £

(£7)1(5) = 5= £08) e,

2l Jop, (g-p)?



27—
donde

myegy) s L 2 onp o L
'@ s 3 7 oew -,

ou seja, ©'(F) & brbita periddica atratora ou fortemente atra-

tora. £ trivial verificar que f(p) =p e D = D. .

0 caso mais complicado aparece guando todas as funcdes
limites s#0 constantes pertencentes a J(f). Vamos adiar um pou

co seu estudo, e analisar os casos restantes.

1.4.2. Teorema - Se {fn}nzo possul em A uma fungdo limite ngo
i i
constante, existem entlo 4,i €I  tais que fL(f Ora))=f °(4).

, . - . i
Além disso, a identidade e fungao limite de {fn L} em f o(A).

nz=0
- e
Demonstragio - Observemos inicialmente que se gz} = Lim f (z)
nk"’ --%
em A e g(zo) € J(f), entdo g(A) contem um peguenc disco cen

trado em g(z) (por ser g aberta) e, portanio, o mesmo ocor-

re para fnk(A), m = N ; mas fnk(A) e [ J(£). bDai, g(A) &
c [ J(£), de modo gque existe uma componente B de [ o(£) +al
que g(A) € B. Definimos ent2o i, = minfn € W; f£™A) = B} e
i + 4 como o inteiro seguinte. Seja h(z) fungao limite para

0

n ~11 i LI

£ B*17K on £°(a), n, = N; como P I A T
sando ao limite obtemos hog = g, o0 gue mostra ser hiz) = =

i
¥z € f 9a).
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1.4.3. Coroldrio - £7: £ °(A) — £ °(4) & um difeomorfismo.

E fdcil ver gue se B ¢é componente de [ J(f) e
fL: B — B ¢é difeomorfismo para algum £ € W , entdo a identida

de é uma fungdo limite de (™%} . .

1.4.4, Definiglo - Se % B~ B ¢ difeomorfismo para algum 4 €IV

e B componente de E J(£f) , dizemos que B ¢é dominio singular.

Podemos classificar completamente o tipo topoldgico e &
dindmica dos dominios singulares. Para 1 <r s o ' denotemos

A,={ze€; Ll<|z[ <7} se r<eo e & =1{z2¢T; 1<]|z|} .

1.4.5. Teorema ([7]) - Seja A um dominio singular (£¥(a) = 4).
Existem entdo 1 <rse, ac¢ s' e um difeomorfismo &: 4 - A,
tais que '

3(£(z)) = a-2(z), z€A.

Em outras palavras, f]A ¢ analiticamente equivalente

a uma rotacdo (a qual & necessariamente irracional)

Demonstragdo (esbogo) - Para simplificar suponhamos 4 = 1. A

& uma superficie de Riemann abertas; claramente A ndo pode ser
equivalente nem 2 ¢ nema @€ s de modo que o recobrimento uni
versal analitico de A & o disco unitdrio D=1{z ¢ ¢; |z| < 1} .
A este recobrimente w: D -+ A esta associado o grupo de trans-
formagées T={}: D—D; ¢ ¢é difeomorfismo analitico do disco
e nw(y(z)= ¥(z), =z € D}. Este grupo é discreto e atua sem pon

tos fixos em ID. Seus elementos sio da forma
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az+b 2 2
T = —— - =
(Z) bz—a ' Ial |b| 1,

e se classificam como parabdlicos ou hiperbdlicos, dependendo de
”~

possuirem um ou dois pontos fixes em dD (se T:ID—+D e hi-

perbélico e p,q € dD s8o0 seus pontos fixos, entdo p=1lim T'(z)
e

¥zedD [q} e gq=1im T Hz) ¥zeaobipl; se T:D—D
gl -]

é parabdlico e p € 8D ¢é seu ponto fixo, temos que p 1lim T7(z)).
Nk o

Precisamos da seguinte propriedade: dois difeomorfis-
mos lineares de € comutam se e somente se possuem os mMesmos con
Juntos de pontos fixos.

Os difeomorfismos fn

: A= A levantam-se a difeomorfis
mos lineares Fn: D-—1ID e estes, por sua vez, induzem

(Fply: T — T como
(Fplg (T) = F e TeF_, .

A escolha dos levantamentos deve ser feita de modo que

linF_(z.) =z para algum =z_ €I; dail entdo vemos que
Rl R o 0

n
lim F, (z}) =2z, zed, sendo lim f k(z) =z, Como T €
ne K ny e

discreto, dado qualquer T € I' existe n{T) tal que

n .
F¥XsToF =T para n, = n{T). Consideremos um par T, T, € r;

para Hk = max{n(Tl),n(Tz)}, vemos que
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= —
k _ e
F oTl—TloF
Ty y
F oTz—TzoF
Segue-se que T1 e T2 possuem os mesmos conjuntos de pontos
fixos, logo T, = T2T1 . Vemos assim que T & abeliano, de mo

do que A € F-analiticamente equivalente a algum Ar (observe-se
que Am\\(m] esta excluido por ndo existirem pontos isolados de
J(f)). Unm cdleculo simples envolvendo a formula explicita do recg
brimento © permite coﬁcluir que %ofo @"1: Ar-—4 Ar é uma ro-

tagdo irracional. .

1.4.6. DefinigBo - Os dominios singulares analiticamente equiva-

lentes ao disco ID =80 denominados dominios de Siegel; aqueles

analiticamente equivalentes a algum anel sdo os dominios de Herman.

Pelo que vimos até agora, se (£ para uma conm-

nz0 !
ponente A de [ J(f), possui alguma fungiio limite ndo-constan-
te ou alguma fungSo Ilimite que € uma consiante ndo pertencente a

J(f), entdo necessariamente existem 4, i, € N tais que
L i i
£ %)) = £ °a).
1.4.7. Definiglo - Se B & componente de [ J(£) tal que £°(B)
pera algum & ¢ I, diremos que B é ciclica.

0 teorema seguinte também é fundamental no estudo da di

pAmica dos endomorfismos de €; discutiremos sua demonstragdo no
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capitulo seguinte.

1.4,.8. Teorema das Componentes ([8]) - Toda componente do comple~

mentar do conjunto de Julia torna-se ciclica apds um certo numero

de iterados.

4 dificuldade da demonstragéo estd na existénecia de com
ponentes cujas funcdes limites de {fn]nzo sao todas constan-

tes de J(f).

Admitido o Teorema 1.4.8, o tipo acima de componente

jd & nosso cornhecido.
1.4.9. Teorema - Toda componente cujas fungdes limites associadas
s80 constantes do-conjunto de Julia s3o pétalas de orbitas racio-

nalmente indiferentes.

Demonstracdoc - Para simplificar a exposigfo suponhamos a componen
te invariante, isto &, f(4A) = A. Seja p ¢ J(f), p= 1hnfnk(zL
. nk-boo
: +1 ' S
z € A. Temos que If(p) = lim fnk {(z)}) = 1lim fnk(f(z)) =7,
nkﬂm nkam
pois f(z) € A. Sepue-ze que p € € & ponto fixo de £.

Afirmamos que lim f2(z) =p, ¥ z € A. De fato, guaisquer pon-
nie

tos limites de {fn}nzo em A s8o pontos fixos de fe¢ Endy(T),
logo existem apenas em nimerc finito, digamos pl,...,pm.“ Caso
m > 1, escolhamos vizinhancas disjuntas Vl,l..,Vﬁ destes pon~

tos de mode gue f(Vi) n '?' Vj =¢, 1= 1< m Cada vez ue

J#i
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. 6%(z), =z € A, penetra em algum v, , ao deixd~lo passa por

m
T\ U Vy; segue-se que 6T(z) teria uma infinidade de elemen-

J=1 m
tos em E\\ U Vj , contradiglo. Uma idéia semelhante prova que
=1
[£1(p)| = 1+ se ft(p)| > 1, ezcolhemos um disco D centrado

em p € J(£f) onde f & linearizdvel; assim, 67(z), z € A de
ve necessariamente passar em D \f_l(D) uma infinidade de vezes,

absurdo.

Provemos entdoc que p € € nﬁo pode ser irracionalmente indiferen
te (daf se segue f'(p) = 1). Admitamos, por absurdo, gue

é% Arg f1(p) ¢ @. Seja D 2 p um disco onde f & difeomorfismo
local; se z € AN D, podemos supor z_= £3(z) € AN D  nz0.

n
Liguemos zy a z, Dpor unarco de Jordan L; , e definamos
L, = fn(Ll). Temos que L = U L, & ainda um arco de Jordan,
n=1
f(L) e L, e L tendea p € T espiralando em torno deste ponto.
Zp ~ P - 1 Zp = ?®
De fato, como ——-w--— -+ Q, a seqliencia —=- Arg ———— possui
£1(p)" 2n £'(p)
algum ponto de acumulacgao 6, € (0,11 . Entdo,
Z - P
1 e _ .1 1 1oy
I]:.LJ:’H:U = Arg ———-—-31; = 8, » ou ll-f:n [ﬁ Arg(znk-p) - 55 MArg £ (pi[._
K £1(p) Tk

i(nyArg £'(p})

= 9 . Basta agora observar que a segliéncia e

o
preenche S1 - densamente.

Sejan agora q7:95 € L como na figura abaixo, e R a regido em
torno de p € T limitada pelo segmento [ql,q2] e a parte de L
entre qQ; € dp-



Como f£(z) ¢é um difeomorfismo local em D, a imagem de [gq,q,]
por f ndo corta L. entre os pontos gy e dp a2lém disso,

sendo f(z) préximo a =z — f£'(p)(z-p), tambem £(lgq59,7) N
N [ql,q2} = 3. Concluiﬁos,que f{R) @ R; mas entdo f2(R) € R

para n = 0, o que contradiz o Coroldrio 1.3.2. -

Temos, a esta altura, o seguinte quadro para a dinamica

de f ¢ Endd(ﬁ) em [ J(£):

1 - Toda componente de E J(£) torna-se ciclica depois de sufi-

cientemente iterada.
2 - A 6rbita de uma componente cfclica pode ser:
(i) a bacia de uma Srbita periddica fortemente atratora.
(i1} a bacia de uma Srbita periddica atratora.

(iii) a Srbita de uma pétala associada a alguma orbita pe-

riddica racionaimente indiferente.
(iv) a 6rbita de um disco de Siegel.

(v) a érbita de um anel de Herman.
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Antes de terminar este paragrafo, vamos incluir dois re

sultades ligados aos Teoremas 1.2.6, 1.2.11 ¢ Corolario 1.3.2.

1.4.10. Teorema ({91) -~ O bordo de um dominio singular estd con-

tido no fecho das Orbitas positivas dos pontos criticos.

Demonstragdo - Sejam A dominio singular de f e Endd(ﬁ) e

z, € 0A; dado n €N, existe z_ € f_n(zo) N dA.

Suponhamos gue ndo existam iterados positivos de pontos criticos

em ur disco D 32 Z43 podemos entdo definir ramos sucessivos

8,0 D — T para ™ com a condigdo gn(zo) =z, - A seqlién

cia (gn)nelN é claramente normal;  seja h(z) = lim g, - Dois
nk-m k

casos podem ocorrer: (i) h & nfo constante: se D < Im(h) é

algum disco contendo h(zo), a familia f € normal por ser

|
n D
£*(D) eD ¥ n , absurdo. (ii) h(z) = h(z ) %z € D.
Isso contradiz o fato de ser cada f_nk em A conjugade a  ums
rotagdo irracional. . '

Portanto, podemos concluir que gualquer disco centrado‘em ' algum
ponto de dA ¢ visitado pelas drbitas positivas dos pontos criti
cos de £ ¢ End,(T). . -
1.4.11. Teorema — Se p € € mndo é valor excepcional de f¢ Endd(ﬁ)
e nao pertence a nenhum dominio sihgular, ent@o todos os pbntos

de acumulagio de £ Z(p) perténcem a ‘J(f). .

Demonstragdo ~ Se p € J(f) o teorema é Sbvio.  Sem perda de ge-
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neralidade, podemos admitir que p € [ J(f) n3o seja ponto pe-

riédico. Seja g = lim p, , onde os pontos de (pnk) sao dis

. nk-)'m Kk
tintos e fnk(pnk) =p. Se q¢ J(£), escolhamos um disco D3 q
em [ J(£), e suponhamos lim fnk(z) = g(z) em D. Ora,
. : ny> :

glg) =p, e ':t‘nk(B) =A %¥n 2N, onde B & a componente de
[ J¢(£) que contém qe T e A é aquela contendo b € €. Como
A 7130 é domi{nio singular, concluimos que g(z) = p, ¥ z¢€ 4.

Pelo Teorema 1.4.1, o' (p) & drbita periddica, contradigdo. a

1.4,12. Coroldrio - (i) Se p € J(£), entdo 6 (p) = J(£f)
(ii) Se p ¢ J(f) ndo esta em nenhum dominio singular nem & va-

lor excepcional de £, entdo 6 (p) N6 (p) = J(£).

$.5. Exemplos.

Nesta secfio exibiremos exemplos onde aparecem os tipos
de compohentes ciclicas descritos acima, e também exemplos onde ©

conjunto de Julia assume as mais variadas formas.

1.5.1, Exemplo f{z) = 24 , d=2.

Temos que O € € w € & s8o pvontos fixos fortemen-

(11

n
te atratores. Como  £7(z) 24", vemos que 1lim £f%(z) = = pa
. . 11 :

ra |z| >1 e lim £%(z) = 0 para |z| < 1; segue-se que
e

|z| <1 éabaciade 0€¢€ e |z|l>1 ¢éabaciade € T

Por isto mesmo, nernhuma subsequencia de [fn] pode convergir em
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algum disco.centrado em um ponto de  S* , de moedo que J(f) = st

Temos |f!{z)} =4 ™z ¢ gt ; en particular, as drbitas perid-
dicas em J(T) s§o todas repulsoras. Existem d-1 pontos cori-

ticos concentrados em 0 ¢ € e outros d-1 concentrados em o,

1
Fixemos dois discos Di = {z ¢ €; [z]| = 53 e
Dy = {z €C; |z| = 2} , e consideremos fg(z) =z% + ¢, 4=z 2.
Para e suficientemente pequeno existe um ponto fixo atrator Zg
préxi@o de 0 € €; além disso, £.(Dy) € int Dy e £.(Dy) <

< int D2 . Logo, D1 e D2 estao contidos, respectivamente, nas

bacias de z, e =. Como le(m) = {=] e le(ze) néo pos-
sui pontos em D2‘\D17 (diminuinde € > 0 se necessdrio)}, vemos

que aguelas bacias s8o completamente invariantes.

Os pontog eriticos de £, 380 O ¢ B(z.) e = € B(=),

€
de modo que € = B(z. ) U J(f) U B(=).

p L "‘l "n-
| .E f§c11 ver que_ Dy € £.7(Dy) C...?er (Dy)... e
D, © le(D) c...C f;n(Dz) -+-; € que todos estes conjuntos sdo
ainda discos fechados. Segue-se que B(z.) = U f;n(Dl) e
T e Te L
B{=) = U f"n(Dz) sdo simplesmente conexos, portanto analitica-
nz0 . . ’ R .
mente equivalente ao disco DD.
Quante a J(f_) , trata-se de uma curva de Jordan; po-
de-se vé-lo como o faremos no Bltimo capitulo, por comparacgao com
£{z) = z° (mostraremos mesmo gue a dindmica de £f.(z) em J(fe)
se parece com a de f(z) em Sl), ou ent8o pele fato geral se-

“guinte (o qual discutiremos no exemplo 4.1.6): se f G»Endd(f)



a3

possui dols pontos fixos, atratores ou fortemente ' atratores ,

P1sP, € T, e se B(pl), B(pz) s80 completamente invariantes,en

tdo T = B(pl) U J(f)y u B(p2) e J(f) & uma curva de Jordan.

1.5.2. Exemplo - Consideremos um endomorfismo f € Endd(ﬁ)--com a
. seguinte propriedade:. todos seus pontos criticos pertencem i ba-
cia de um ponto fixo atrator (ou fortemente atrator) p € T .

Exemplos onde esta situagfo ocorre sio:
a) fo(z) =22 4 c, ¢ > % {c €R). De fato, os pontos fixos fi-

nitos de f {z) sdo %(1:&JET:E€), ndo reais, portanto.

Por outro lado, fg(x)_>.x ge x=2z0; se p-= %ig fg(ﬁ) pa
ra ¥z 0, entio fo(p) = p, ouseja p=w. Concluimos
gue [0,=) < B(=); como os pontos criticos de £, sdo Q¢ T

e €€, temos {0,»} € B(=).

b) fi(z) = 2z - % . 0s pontos criticos de fl(z) sdo i‘%g i
Fazendo =z = iy , obtemos fl(iy) = i(2y +‘%);\ como
2y+%>y se y.> 0, 2Y+'3'];'<Y se ¥y <0 e £,(0) ==,

vemos que iR < B(=).

Queremos mostrar que, para os endomorfismos em questég,

T = B(p) U J(£), e J(f) ¢ um conjunto de Cantor. Como B(p)

.é_recoberto analiticamente pelordisco unitdrio em €, introduza-
mos nele a métrica de Poincaré dp - Consideremos um disco gual-
quer ‘Dr(p) = {z € B(p); dP(z,p) <r}, >0, Sendo peC pon
to fixo atrator ou fortemente atrator, temos que dP(f(z),p) <

< »d(z,p) para z € D.(p) e algum * <1, ou seja,
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f(Dr(p)) e Dr(p). Escolhanmos . r:?ﬁﬁ de modo que .Dr(p) conte-
rha todos os valores criticos de'fff‘ escrevamos D = f Dr(p).

Temos f"l(Do) < int D, . Ora, em' D, nio existem valores cri-
ticos de f, de modo que f_l(ﬂd) =Dy U...UDy; , discos fecha-
dos em int D. Do mesme moda,‘ f'l(Di) = D;j; U...U Did ,»  onde

Dig © Dy

e f(Dij) = Dj- Prosseguindo a construgidc, na n-ésima

etapa obtemos a? discos,“digamos D » com D, c

n‘,l.. .Bn

o gl
S Dy, » #0g . .0 )€ T T

Observemos que o complementar dos a% discos - obtidos
na n-ésima etapa estd em B(p), de modo _que

HeYek= QO D o
(al‘--un) u.l..-.un

T

Além disso, dado q € K, f%g) € D ¥ n e WN; daf [fn]nzo nio
po&e ser normal em nenhuma vizinhanga de ¢q ¢ € , pois esta é'in

terceptada por B(p). Segue-se que J(f) =K, e €= B(p)lJJ(f)

Flnalmente devemos provar que qualquer sequencza encai-
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xante de discos como Da a converge a exatamente um ponto.
10 %y
De fato, estes discos sfo imagens de ramos de inversas sucessivas
o R

de £ em D: f ~, £ <,... . Esta familia é normal; se h(z) =
—n- ’
= lim £ (z), z ¢ D, ou h{(z) é ndo constante (absurdo, pois
ni-ﬂn n
se R < Im(h) é aberto, terfamos £ ~(R) €D para n; — ®) ou

h(z) & constante, o que encerra a demonstragio.

1.5.3. Exemplo - Vimos que para fc(z) = zz-bc, ¢ > 0, podem o-

correr og casos distintos seguintes: (i) 0 = ¢ < %: a orbita

do ponto critico converge ao pénto fixo atrator Z, = 1_:_%1:£c H
. 1 ) 1 ‘ 1
(ii) ¢ > g fg(o) Zoat = - Quando c=j%, © ponfo Z, = 5

se torna racionalmente indiferente: fi/h(%) = 1; +tomos que

fl/h {(0)—— - %3 e 0€C pertence & (Unica) pétala fixa P de

_1 . « : .
z, = 5 - As Unicas componentes de [ J(fl/4) sdo a bacia de
¢ egta pétala; de fato, se existirem outras componentes, devem

ser pré-imagens destas duas, pois todos os pontos criticos ja fo
ranm utilizados. Ora, 1/4( )..{m} , de modo'qum B{=) & com-
pletamente invariante. ProvemOS gue fl/h(P) = P, Temos que ©
segmento [0,1/2) € P, e fl/h(o) = i—-l Consideremos os seg-
mentos Ly = {iy; 0=y s E] e L, = {iy; - % sy <0]. Ora,
fl/h(Ll) e fi/h(Lz) s20 constituidos.por pontos dé forma '

—y2 + % s - % sy = % , de modo que fl/h(Ll UL, ) =10, l] cP.
Conclusdo: L1 UL, P, e f1/4(P) = P. BSegue-se que

B(m) U J(fl/h) u P. Como no exemplo 1.5.1, B(w=) & analiti-
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camente equivalente a I ; quanto a P, +temas o argumento geral

seguinte:

1.5.4. Exemplo ~ Qualquer componente de [ J(f), 2 excecao de

B(=), & simplesmente conexa gquando f ¢ polinomial.

Sejam A #£ B{(=) uma componente, e C € A uma curva de
Jordan C”. A seqlléncia f£"|, §é limitada, pois £"(A) N B(«=)=¢
¥ nelN. Mas

n .
iz} = 5T j; iz dg

para z € € na regifo R limitada por €. Consideremos um dis-

co fechado D € R gualquer; entdo

1T
|£%(z)] = 2% - E"g(fl' L(c) ,

onde 4(C) & o comprimento de C e |§-z| 2 8 para E¢ € |,

z € 5, e portanto {f%]_} é limitada. Conclusdo: R < 4, ou
D

seja, 4 é simplesmente conexa.

Quanto a B{e), j& vimos casos onde possui conexfic de
ordem infinita ou é simplesmente conexa. O leitor pode demons-

trar gue a bacia de gualquer ponto fixo atrator ou fortemente a-~

trator ou é simplesmenie conexa ou possui ordem de conexdoc infi-

nita.

2

1.5.5. Exemplo — f(z) = z°= - 2.

Temos que £(0) = -2, f£°(0) =2, e £(2) =2, isto &,
0eco(2),e 2¢c¢ é um ponto fixo repulsor (£'(2) = 4). Es
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te é um exemplc onde o conjunto .de:Julia possui iim ponto critico.
Com os mesmos argumentos anteriores, vemos que & = J(f) U B(=).
Podemos mesmo afirmar Qﬁe' J¢£) = [-2,2]. De fato, é fdeil wver
que f£([-2,2]1) = [-2,21, de modo que [-2,2] < J(f). Aleém disso,
f_l(y) € [-2,2] se vy EEfz,EJ: como Eff) =‘§:T;3 . conciuimog
e 3(£) . Elégzjt' Lo . e S

M®~

1.5.6. Exemplo -~ ﬂz):az+¥; la] =1 mas a€ C nao

raiz da unidade.

. 8¢ a € € satisfaz a hipétese do'Teorema 1.1.3, ve-
mos que f & (localmente) linearizdvel em 0 € € , de modo .que
a componente contendo este ponto é um disco de Siegel([10]).

Quando a € € undo satisfizer o Teorema 1.1.3 (diremos
que a € € é Liouville), pode ocorrer de £(z) ndo ser linea-

rizdvel, e portanto O ¢ J(f). Por exemplo, se & n;—* = tal

que
g 1| = 1 -
a - 2+ 0.
. n. i
i
. Bni
lim - = 1

ni-'m 2 1

afirmemos que O € J(f). De fato, ‘0oeg¢ é ponto de acumulagéo

de 6rbitas pericdicas de £

I
N
+
4
[+]
N

.fnfz) 2" . n
(z)

Il
N
N
+
4
ri]

1]
|—l
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Sendo €, & menor das raizes desta equagao

2.
n 2
le,l = Ja® -1f% .
. 1
Logo: lc | = [a’lmimllzi < Ts—l -3 entdo lim ¢, =0
oy (+ i) T noe 4 ’
o i
51
oy

como gueriamos.

1.5.7. Exemplo ({11]) - Vejamos agora um exemplo onde € = J(f).
Comecemos com o endomorfismo apalitico 9(z) = 2z mod Z & Z em

7 - €/ Z ®Z . £ facil ver que as drbitas periddicas de @ sdo

densas em T2. Consideremos agora um recobrimento (ramificado)

2

analftico p: T — T que permite "abaixar" @' a um endomor-

fismo f de €

2P a2
' N -
f }

p ) 19
T 8

Segue~se gue as Srbitas periddicas de f s8o densas em T ’ de

modo ciue J(f) = T.

0 recobrimento p pode ser construide do seguinte modo:

seja ~ a relagdo de equivaléncia Zy ~ 2y = 2, = -z em

2, & §= T
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2 A3 B3 B
LS [ ]
& 2y a3
A
El y N o Fl__.,
B 0o B E
B, 010

Colocamos em S a estrutura analitica que torna
pt Tz-—* S analitica; +topologicamente S5 é a esfera, de modo
que S =C€. A aplicagio p & 2-1, com 4 pontos.de ramificacdo,
onde o indice de ramificagdio é 2. O leitor pode verificar -que

£ ¢ Eng,(€).

5.2
1.5.8. Exemplo - f(z) = (Z-z—z)

Este é outro exemplo onde J(£)} = €. Os pontos criti-
cosde f s80 0€¢C e 2¢ €. A orbita positiva destes pon-
tog 6 2= 0 ®— 1= 1. Ora, f£'(1) = -4, ou seja, 1 & pon
to fixo repulsof. Concluimos que nfo existem pontos criticos a

gerem utilizados em componentes, de modo que J(£) = €

1.5.9. Exemplo ([12] - Examinemos agora o aparecimento dos anéis

. 1 ,z-¢ 2 - 1 .,
de Herman. Seja fl(z) == ) 3 vé-se que S & preser-

Z ‘1-%z
vado. Se € for suficientemente pequenoc, a restrigio de fl a

s estd proxima da identidade, de modo que ela é um difeomorfis-
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mo analftico.

Pode—se escolher agora & € R de modo que . _f

- ) :
f(z) = oo l (z ) : seJa analltlcamente equlvalente a zi--'elB -

onde B & o ntmero de rotagao (1rrac10na1) de fi -

F 01

St —— 3

s G e

St ——s 8 L
z —Plﬁ-z
0 difeomorfismo @ e ]%—analltlco, de modo que ele se . estende
G—analltlcamente a uma v121nhanga de Sl. Concluimos que Sl
esta contido em um domlnlo singular de f, mas f(0) = = e

f(=) = 0, de mode que este dominio ndo é simplesmente conexo .

Trata-se entdo de um anel de Herman.
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cAPITULO 2

O TEOREMA DAS COMPONENTES

0 objetivo deste capitulo é a introdugdo de ‘técnicas
ligadas ao estudo das aﬁlicagﬁes quase conformes no plano. Fare-
mos uma breve enumeragdo dos teoremas principais a serem utiliza-
dos, e a seguir analisaremos seu emprego na demonstracdo de que
toda componente do complementar do conjunto de Julia torna-se ci-

clica apds um certo nmilmero de iterados.

§1. Aplicagdes Quase Conformes no Plano (L1])

Trataremos sempre com homeomorfismos que preservam a

orientagdo do plano C.

As aplicagdes conformes do plano complexo sao, por ag
sim dizer, aquelas que n2o distorcem formas. Maig precisamente,
um difeomorfismo de classe Cl_ entre dois abertos de € € con-
forme se preserva ﬁﬁgulos. Isto se traduz imediatamente nas con-
digdes de Cauchy-Riemann, ou seja, o difeomorfismo em questéo é
analitico.. Um féto noté&el é que a conformalidade pode ser veri-
ficada a nfvel macroscépico {o que inclui inclusive, de infcio, o
abandono da exigéncia de diferenciabilidade), como passamos a ex-

plicar. 3

Seja A S C um anel, isto é, um aberto de €  (por-

tanto uma superficie de Riemann) cujo grupo fundamental ¢ isomor=-
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fo a Z. Pode-se mostrar que A & analiticamente equivalente a

um s6 dos modelos seguintes:

(1) ¢¥=fzee; =z#£0}
(i1) D ={z€ €; 0< |z|] <1
(331) G o =268 0<ry <zl <ry <l
2.1.1. Proposigio — € e Cx = sdo analiticamente equi-
—_— 1T T1:Tp
. S P B
valentes <—> r_2 - =2,
r
1 1
. r, T
Demonstragdo - Se = = 7~ , consideramos &: € — ¢ dada por
ZemonsLragaec 1 7 % ooret 8T . |
v, N ,
#(z) = == z , o qual ¢ difeomorfismo analitico entre C
T, > : i ] g . ry.Ty
Cfl’F .

Para a reciproca, basta provar que se 'Cl,r e Cpm
s8o analiticamente equivalentes entdoc r = F. Sendo H .o semi-
plans superior de €, temos que Ciz ®© Cl F' sdo, respecti~

? ?
vamente, H/G e H/G, onde ¢ = {z~ 3Tz, 1> 1} e
=N - e . ‘ - . a
C=f{z— % z, » >1}. " Ora, se 3&: Ci p*= Ci5 € equivalén

cia analftica, existe T ¢ PSL(2, R) levantamento de #&:



—h9-

e T sBo0 as projecles candnicas de H em H/G e H/G.

onde
Como T induz um isomorfismo T#: G — @, concluimos que.
T(xz) = ¥I(z). Segue~se facilmente que : h:= X, ou seja, G =70
e entdo r = F. . A ‘ ‘ ‘ -
T .
Portanto, o gquociente ;% determina as classes de e-

quivaléncia analitica em (1i1).

2.1.2. Definiglo - 0 mddulo de conformidade do anel A < C

“‘SIH
N D

M(A) = » se A & equivalente a €* ou .D*, e M) = log

-

se A é equivalente a C
LS

Se ®: U— U' & conforme, onde U e U s8o aber-

tas de €, entdo M(A) = M(9(4)) para todo anel A < U.

2.1.3. Definigio - Seja ®: U — Uy’ um homeomorfismo entre dois

abertos de C. Dizemos que ¥ € k-quase conforme se

sup%%%z—)- =k <w

onde o supremos ¢ considerado sobre os anéis A C U de médulo

finito. Diremos que @ € gquase conforme se for k-quase conforme

para algun k € R.

Vé-se que k(p) =1 se ®© ¢ conforme. O resultado

seguinte é basico.

2.1.4, Teorema -~ Se & & quase conforme mas niic é conforme,entdo

k(p) > 1.
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. Assim k(g) & uma medida de quanto & deixa de .ser

conforme.

", Um exemplo bastante simples de uma aplicagdo que ' ndo
€ guase conforme é o seguinte: considere as seglincias - de anéis

{Ci}ielﬂ e {6j}jeﬂw definidos por

Cs fze€; i= jz| £1i+1)

ﬁj

(]

fzet; 39 s |z[ = (3+1)3*Ly,
Seja ®: € — € homeomorfismo tal que w(ci)-=-ﬁi ¥ i,
. i+l
" 1log (i+1) : :
M(Ci) 1

MFci). log if;

Como — = guando 1-+ =, <vemos gque

% ndo é quase conforme.

Existe uma versfo infinitesimal para a definigdo
2.1.3." Lembremos que se ©: U.— ¢ & diferenciavel em 1z € U,
podemos definir suas derivadas complexas (no ponto =z € U) ' como
= - I | :
9, = 50, -i9,) e Py= 50+ 10.) .

Consideremos em € & medida m de Lebesgue usual.

2.1.5. Teorema - Seja ®: U-— U' um homeomorfismo  k-quase con-

forme. Entdo
(i) ®» ¢é diferencidvel para gquase todo z ¢ U.

(ii)-vlwzlf>oiw_laiparaxquase todo. z € U, e m(®(R)) =
A

= [ (o, 1% - Ty Pam
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(em perticular, § preserva conjuntos de medida zero)

fo |+ %]
(iii) —E———=_—= k -em quase todo =z € U.
Itvl-lcp! '
. - |¢z|-p1m2| i o
0 guociente - e a relagao entre o eixo
le, - le I S N

maior e o eixo menor da elipse {fwet; w= dp(z) u para |ul=1}.
Ele mede, portanto, o guante @ deixa de ser conforme er.n zeU
do ponto de vigta_infinitesimal. Podemos mesmo adotar tal ponto
de vista para definig@o de quase conformidade, .o que constara do

Teorema 2.1.7.

2.1.6. Deflnlqao - Seja ¢. U-* U' um homeomorfismo. Dizemos

que ¢ ¢é localmente absolutamente continuo em linhas se,_dado um

retdngulo [x -a, x,+al x Ly -b, Yo+l em U, as fungSes

w(st)

o [y b, y ol m e, ¥

oY)} [x,-a, x+al— € , o) (x) = o(x,v)

s30 absolutamente continuas para gquase todo x € Exo—a, x°+a] e
para gquase todo ¥ € Eyo—b, y0+b].

0 enunciado do Teorema 2.1.5 seria mais completo se

acrescentassemos: um homeomorflsmo k-guase conforme ¢ localmen-

te absolutamente contlnuo em llnhas {dagui se segue a existéncia

das derivadas parciais de % em guase todo ponto; em seguida se

prova a diferenciabilidade de @) .

Podemos enfim enumerar a versdo analitica da Defini-
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¢lo 2.1.3.

2.1.7. Teorema - Suponhamos que o homeomorfismo &: U— U’ seja

localmente absolutamente continmuo em linhas e que %k x 1 tal que

|¢Z| + |o_| = k{w_| ~ |9¢_|) em quase todo ponto =z € U. Entao
z Z . z ;

¢ ¢ k-gquase conforme.

Un dos fatos mais importantes relacionados ac estudo
das aplicagdes quase conformes & que o Teorema da- representacio
conforme de Riemann fambém se generaliza. Antes de énuncia~lo,

‘faremos uma pequena digressdo functorial.

2.1.8. Definig¢lo ~ Um campo (mensuravel) de elipses em um aberto
UcC é uma fungio mensuravel W € L _(U,€) tal que J|u(z)}] <1

*

em guase todo ponto:

Geometricamente, estamos considerandc em quase todo
ponte z €U a eiipse e:"e + u{z) e19 e seus equivaléntes ho-

motéticos; sua excentricidade é (1 + {u(z)])/(2 - la(=)])}.

2.1.9. Definiglio. Se |[u[_< 1, diremos que u ¢é uma estrutura

quase conforme em U; denotaremos por QC(U) o espago das estru

turas quase conformes em U.

2.1.10. Definigdo — 8e &: U-— U' ¢ um homeomorfismo diferen-
cidvel em quase todo ponto de U, podemos definir m*: QC(U')—+
- QC(U) como -

vs(z) ~0-(z) ulw(z))

0_(2) u(w(z))-9,(z)

®* u(z) =

’
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* .
p.u € a estrutura induzida em U por &.

‘Simpléesmente estamos colocando em torno de z €U a
elipse (e seus equivalentes homotéticos) que & levada em

el® & u(p(z))y e por aw(z).

S8e w, ¢ a estrutura conforme de U', isto &, u, =0,

e P : : lo §+ le_|

temos que m*(0)=-52 , e dai ul:i%(o)l]o° <1l <—> ﬁ-—l—z—l- <
b4 P_] = 1%
z z

£k <o para guase todo ponto de U. Portanto: se @ é lo-

calmente absolutamente continua em linhas e lo*(0)[|_ < 1, entdo

® & quase conforme; em particular, se ©*(0) = 0, @ & conforme

pelo Teorema 2.1.4.

Uma pergunta natural consiste em saber se as estrutny
ras quase conformes de um abertc U< C sio induzidas por apli-

cagbes quase conformes.

2.1.11. Teorema de Riemann Mensurdavel ([2]) - Seja u« wuma estru-

tura guase conforme no plano ‘complexo. Entdo, existe um unico hg
meomorfismo gquase conforme wH: c— € tal gque e{0) = 0,

(1) =1, @(=) == e cp:(o) = u.

0 leitor pode verificar facilmente, a partir do Teorg
ma 2.1.11, que se W € @ (U) e U é simplesmente conexo, entdo
existe ®: u— D quase conforme tal que w*(o) =un. Isso Jus-

tifica a denominac@o dada ao Teorema 2.1.11.

2.1.12. Exemplo - O Teorema 2.1.11 pode ser usado para uma rapi-
da demonstragio de que € nio pode ser quase conformemente equi-

valente ao disco ID. De fato, se exisiir ®: C—ID quase con—
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forme, conéideramos o homeomorfismo ¢: € — € quase - conforme
tal que W*(O) = v*(o). - Segue-ge que ¢o,$'1 é um homecmorfismo
quase conforme de € em D, e (%o v H o) = 9" h o)) = o,
de modo que fo w'l é conforme. Pelo Teorema de Liocuville, isto

é absurdo.

Para nds sera importante uma versfio parametrizada do

Teorema 2.1.11.

2.1.12. Teorema ([3] - Seja L = I_(U) um subespago (complexo)de

dimensdo finita. Ent@o a aplicagdo,
ke LN Q(U)— w, (2) ¢ ¢’

€ analitica, para cada z € U.

§.2. Deformagbes de Endomorfismos de T

Discutiremos agora como obter deformag¢des de um ele-

mento de Endd(f) utilizando as idéias expostas acima.

Como primeiro exemplo, consideremos um endomorfismo

£, € Endd(ﬁ) cujas componentes ciclicas sfo todas bacias de a-

tratores, e que ndo possua pontos criticos em J(f). Diremos mais
tarde que f, € Endd(ﬁ) é hiperbdlico, e provaremos, que

m(J(fO)) = 0. Suponhamos, para simplificar, que as bacias dos a-
tratores sdo fixas. Vamos introduzir em T wuma estrutura guase

conforme u invariante por f, , isto é, f: 4 =u. Sejam

Pys-.-sP, ©s pontos fixos atratores de f, e Dl,'---,DS dis-

cos centrados nestes pontos onde se aplica o Teorema 1.1.1, ou
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seja, . f.. €& linearizavel; observemos, entdo, que. a excegio  dos

o
, S
pontos en MJ(fo) e em _U @'(pi), qualquer orbita possuil um
‘nico representahté em U D ‘\f (D ) Deflnamos entdo s emn
i=1

U D, \\f (D; ) . de modo mensurdvel e satisfazendo [luf_ , e
i=1

estenddmo-lo, via £ s para - |, J(fo)-U U & (pi) ,evitando as

i=s

Orbitas dos pontos criticos. Temos entdo u'E'L‘(E) satisfazen~

do HuH e invariante por fo por construgao _ Agora pode-
mos construlr deformagoes de fo em Endd(m). seja Os ts l;
pelo Teorema 2.1.11, existe 9. T — § , homomorfismo quaée

conforme, tal que ¢t(0) =+t u. Agora:

(5 £50 85 ) (0)

(oph)* 25 #(0) = (ex)" £, (tu) =

(@ ) (b w) =

de modo que @.o° f o w;; , além de quase conforme, & na realidade

cqnforme.‘ Sendo ponjugada a fo.’ vemos que ‘wto foo ?;1 pPOs~-
sﬁi-grau d €N, de modo gque o f;o m;l € Endd(ﬁ). Véremoé no
capitulo 3 que, essencialmente, esta construgho ¢ muito mais ge-
ral do gue se pode .pensar a primeira vista. 0 leitor deve obser
var -que poderia acontecer de ser trivial a deformagdo feita, isto

§, wyof owii=f, ¥te (0,10

m

Passemos agora.ao segundo exemplo ((41). Para og po-
lindmios quadraticos :fc(z) = z%4+0; sabemos que existe no miximo
uma Orbita periocdica finita atratora (ou fortemeﬁte-atratora).

] <1, ve-se facilmente que )(z) possui um ponto fixo a-

Te(n
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trator (ou fortemente atrator) p, desde que c(r) = % - %? 3
tem—se fc‘:(x)(Px)‘ %. ' A aplicaglo c{n) & representagac con-
forme de I no interior de uma cardidide W(0). Este fato pode
ser generalizado do seguinte modo: no aberto W = {c € €; i‘c
pogsui uma orbita périddica 8+(pc) atratora ou fortemente atra-
tora de per:’.odo LA S ZIN'j consideremos uma componente conexa -

W(co) (c0 € w(co)).

2.2.1. Teorema - A funcio analitica p: W(c,) @D dada por

ple) = (fi)'(pc) define um isomorfismo analftico de W(co) 80

¥

bre 1ID.
Demonstragio — Seja U a componente da bacia de ®+(pc ) que
0
contém o ponto critico 0 € € de :t‘C ; - sem perda de genmeralida
Q

de, podemos supor que U 2 p e * Como U & analiticamente equiva
0 .

lente a D e OEC é simples, vemos gue fi : U= U € um recobri

o

mento duplo ramificado, de modo que se %: U — 1D é represeuta-
L 1 Zthy,

o ] = = =2 T

¢do conforme, temos que %o fcdo g (z) qlo(z) z Tz com

I?..ol < 1. Consideremos agora em 1D a métrica de Poincaré; sejam
r >0 de modo que dP().o,O) <r, e D, = {x €D dP(‘A.,O) < r} .

10y o : Ry .
Como flo(O) ={0, -x,J=D,, temos que qlo(Dr) = Alo e sim

plesmente conexo e pelo Lema de Schwartz, _Dr < int Al . Tudo

o
isto persiste para %€ D, , isto é: q;]‘(ﬁr) = A é simples-

A
mente comexo e ﬁr < int A

X
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Para cada \ € D, , construimos um difeomorfismo de classe ct
g, w-l(Ak ) — Ak , dependendo continuamente em % € C , de
0
L, . -1 - _
modo que §1(fco(z» = ql(él(z)) para z € 9 (AKO) R §10 =3,
Definimos agora g,: € — T do seguinte modo: g, = f_ fora
)
-1 -1, -1 . 4 -1 -1

de @ (Alo) u...u fco (% (Alo)) » e satisfazendo g,=8;70qy 0,

La (0 que inclui defini-lo em % (A, ) U...U

Q

em & (A, )
[¢]

u fgil(w_l(Ax ))). O difeomorfismo &, deve ser construido de
0 o

modo que &, resulte de classe Cl. Introduzimos agora uma es-

trutura quase conforme em € invariante por 8y ¢ definimos

o L,.~1 . -1
oy = @l(o) em gl(w (Ako))’ e estendemes, via gy s para
[ B(=) 3 em B(=), colocamos a estrutura conforme usual: b, = 0.

Resulta, por ser g, de classe ot , que Hukﬂw < 1.

Aplicamos agora o Teorema 2.1.1l1, e encontramos 9, T—T,

* - ’
guase conforme, tal que @1(0) =y Resulta que ¢ko gy © ¢11 e

conforme, de grau 2 e @, g,° wil(w) = {o} , de modo que
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-1 s - -
¢, 08 00, = fcl para um unico ¢, € W(co) (observe-se que
Cy =Cu © ¢y depende continuamente de 3 € Dr)' Obtivemos en

o N
tdo ume inversa continua ¢, Paraa fungdo p(1), pois p(fb }= A
- )\
{pois gi é conjugado a q, em ¢_1(A1 }). Fazendo r+oe,
o _

concluimos a demonstracdo. ' -

§3. Demonstrag¢dc do Teorema das Componentes ([5])

Vamos nos restringir aqui aos endomorfismos  polino-
miais; denotamos por Pold(ﬁ) o espago destes elementos de grau
4 € W. Como vimos no Exemplo 1.5.4, todas as componentes de
C J(P,), para P, ¢ Pold(E), séo analiticamente equivalentes ao
dis.co D.

A idéia da demonstfagﬁo‘é a seguinte. Sﬁponhamos que
exista uma componente A de B J(Pd) Que Jamais se torne cicli-
ca; assim, A, PO(A),...,Pg(A),... € uma sucegsio infinita . de
conjuntog. Certamente existe n, € W tal que em PS(A) ;. nEng
ndo existem mais pontos criticos de P, 5 .como a restricdo de Py
a cada P?(A), nzn,. é recobrimento, segue-se que se itrata e-
fetivamente de um difeomorfi;mo., Dado u € QC(Pzp(A)), podemos

estendé-lo a u € 9, (T) como
o
(1); u(z) =0 se z¢ U PIE (1))
| : JEZ .

. ."\‘ i . . . n+j )
(ii)' W= (Pg)*(u) em,cada._Poo_ (4), para J> 0.
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. . _ =\ % 3 ‘_3 no o
{iii) u(z) = (Po ) (u(PO(z))) se z € P (PO (1)) para j= 1

e (Pg)'(z) #£ 0; caso (pg)'(z) = 0, definimos u{z) = 0.

E facil ver que u: T— T assim definido é mensu-

rével e lull, <1, pois lul, l, = lull, . Em outras pala-
| P, (2)

vras, a aplicag@o que associa TS QC(POO(A)) a sua extensdo
em Qc(ﬁ) é isometria linear sobre um subespago ﬁc(ﬁ) = Qc(f) .
Ora, P: W =u , de modo que podemos pensar em deformar P, , is
to é, considerar ﬁi:(h“) 0P, a(h"")-1 , onde Wi T—T é o Uni
co homeomorfismo quase conforme tal que (h“)*(o) =y e
W (0) = 0, B¥(1), WH(=) = =. Tembs que P* ¢ Fold(ﬁ) . Seja
E: ﬁc(ﬁ) — Pold(ﬁ) dada por E(u) = P* ;  temos que .E & ana-
1{tica, pois para cada z € € , W — P (z) ¢é analitica pelo Tep
rema 2.1.12, e os coeficientes de P  sfo determinados anali-
ticamente eﬁ fungdo de P”(zl),...Pu(zm) , para m€N conve-
niente. Provaremos que n3o é possivel se ter dimensfic finita pa-

ra a imagem de £, O© que sera uma contradigdo.

Seja V& 60(6) uma subvariedade real C° conexa

tal que Ely seja constante.
2.%.1, Lema ~ h" | J(P,) ndo depende de wu ¢ V.

Demonstragdo ~ Fixemos w, € V. Temos que

' -1 W My -1
e P o (1) =h o P (n 1 VeV,

u -1 "

Segue-se que (h 1y "o estd no centralizador de P

o °
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My, -1 .
Mais precisamente, . (h 1) o hM esta na componente conexa do
centralizador de P, que con'tem a identldade Devido & densida-
de das orbltas periddicas em J(P ), vemos que o centralizador

" . u?
de. Po.f 3(®,) & discreto, de modo que, h lJ(Po) =h IJ(PO)

Mue v, ' o : -

2.3.2. D'efi"ﬁi'gﬁo - Se “1’“2 € ac(if), diremos que uq é equi-

valente a By (ul ~ “2.) se existir um homeomorfismo gquase con-
n_ n o

forme h: POO(A) — POO(A) que se estende & identidade em

ano ®,
o (A) e tal que h (uz) =g .

2.3.2. Lema - Todos os elementos de V sfo equivalentes.

- u‘l 1wy Mo
Demonstragdo - De fato, como h ~o P o (h ) =h e P, o (h

TR
para . uj,H, € V, pelo Lema 2.3.1 temos que (h <) oh — = id

Moi=1 M n , ‘

em J(P,). Portanto, (b 2) oh L = id em. P.O(8) ; além dig
Hy,* ., Mo ¥ o :
so, (h 1) (0) = By e (h 2) (0) = 4, » de modo que
Hp,=1 Wy % e . : .

(n ) © o'h ) (uz) = ul s OU seja, ul ~ uz- . |

Podemos agora completar a demonstragdo. Dado m €N
t.q. m > dimy Pola(ﬁ),- consideramos em Dif" (D, D) uma subva-
riedade S; de classe C e dimensdo real m €N comas, se~
guintes propriedades: (:L) cp(O) e ! (0) = 1d Mg ¢ = ;'
Py -1 ' : ! CL ' ’ - o
(ii) 9,007 lsl g PSL(Sl) para. @) # @, € §1. Temos associa-

-] * . =
da a subvariedade - C* - Si .= {9 (0); @ ¢ S,1 < QCCED); ‘por ' cons-
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- * Lt -
trugdo, dimp 8y =m. Seja {3 POO(A) ~— D representagdo con-

I

n
forme, e § = {W*(n), ne Sl] = QC(POO(A)); naturalmente S e

de classe C° e dimIiS = m.

2.3.4. Lema - Dois elementos distintos de S ndo sdo equivalen-

tes.

. * ~ * ' ! .
Demonstragdo - Suporhamos que ¢ (nl) ~ W*(nz) , isto é, existe
n n ’
he POO(A) — PO°(A) , homeomorfismo quase conforme, tal que

B (4" (n,)) = ¢7(ny) e m| , = id. Segue-se que (h')*(ﬂz):n1
bPoo(A) '

-1

para n = fohe § , ou seja, (h')*(vg(o)) = ¢i(0); portanto,

1¢ PSL(D) , de modo que h' ¢ Dif (D, D). Pelo Teo~

1l

©y o h' o @y
rema de Fatou ([6]), existe um subconjunto 4 & 3~ de medida de
lebesgue 1 com a seguinte propriedade: se a € L e X, a

nio tangencialmente a st , entdo existe também lim @‘l(xn) €
n+o

€ bPﬁO(A); além disso, a "extensdo" &: 4L — bPoo(A) assim de-
finida é continua e injetiva. Afirmamos que h'(a) =a ¥ a € 1;
de fato, se h'(x,))— h'(a) = b, vemos que h(‘P-l(xn)) -

- x> n(l@) = ¢ = 7@ = ¢im) s a - b

Concluimos gue h'| 1= idl 1 » € portanto ®©,° wil| 1 é li=
5 S 5

near; segue-se que 9, =%, , € My =Ny . -

Pelcs Lemas anteriores, § g deve ser injetiva, ou

seja, dimI{Pold(E) zm, absurdo. A demonstracio esta conclui-

da.
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CAPITULO 3

v

ESTABILIDADE

Dizemos que um endomorfismo polinomial da esfera de
Riemann é estdvel quando sua dindmica pouco se modifica ée o su-
jeitamos a peguenas perturbagdes. Neste capitulo mostraremos que
esta propriedades é bastante difundida entre os polinamios;"chega
mesmo a ser satisfeita por um conjunto aberto e denso dos mesmos.
A justificativa bésica deste fato reside em glie é suficiente con-
trolar a dinamica nas partes nficeis", ou seja, nos conjuntos es-—
tiveis das érbitas periddicas atratoras e fortemente atratoras;

seguir-se-a completo controle em toda a esfera.

§1. CondigBes Necessdrias de Estabilidade

Enumeraremos a seguir uma série de condigOes satis-
feitas por polindmios es?éveis. No paragrafo seguinte, provare-
mos qize as mesmas sZo suficientes. Ao longo da enumeragao, fica-

réd claro que se tratam de condigbes amplamente satisfeitas.

3.1.1. Definiglo - (i) Dados P,sPy € Pold(f) , dizemos que P,

e Pq séo (topologicemente) conjugados se existe h: §—T ho

mébmorfﬁsmb tal que hPO = Plhﬁ neste céso, h é,uma conjugaégo
(tbﬁolégica) entre P, e Pl;_'(ii) P, E‘Pold(@) & (estrutu-

ralmente) estdvel se existem uma vizinhanga V & Poi&(@) de P,

¢ uma funcio contfnua H: V —v C°(T,T) tais que H(P) =Id e
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H(P) é conjugacido entre P, 6, P ¥PevV.

0 leitor pode verificar facilmente que conjugagﬁes;pqg
servam orbitas periodicas (incluindo o perfiodo e o tipo da drbi-
ta); em particular, os conjuntos de Julia sao preservados, bem cg
mo as componentes de seus complementares e as componentes efcli-
cas, tanto em perfodo quanto em tipo dinémicq.l “

Sejam agora P_,P; € Pold(ﬁ) conjugados.via h:T —F;
Afirmamos que se p € € ¢ ponto critico de P, » entdo . h(p)
também é ponto critico de P, com a mesma multiplicidade. De fa
to, sendo m € N a multiplicidade de p € T , tem-se gque Py
¢ localmente m a 1 em p € T; ora, isto é preservado por h,
de modo que h(p) possui multiplicidade m €W como ponto criti

co de Pl.

3.1.2. Lema - O conjunto E; © Pol,(F) constituido por polind-
mios cujos pontos criticos finitos sdo simples & aberto.e denso

{de fato, um aberto de Zariski em Pold(ﬁ)).

3.1.3., Coroldrio — Se P«¢ Pold(ﬁ) € estavel, ent8c P € Ey .

Podemos entdo enunciar nossa primeira condigdo de es-

tabilidade.

3.1.4. Condigdo de Estabilidade - Os pontos criticos de um pPoli-

nomio estdvel sdo simples. Ou seja, os polindmios estiveis per-~

tencen a El'

Antes de demonstrar o Lema 3.1.2, introduzimos a se-
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guinte notagdio: a topologia c® em Pold(ﬁ) (aquela que esta-

mos utilizando) é também dada pela proximidade entre os coeficien

tes dos polinamios. Tomaremos X = (ao,---,ad_l,l) € Cd como
coordenada para Pk(z) = ag heeet By 7 241 4 9 , & Aindicare-
mos por P(%,z) a funcdo analitica de Cdrx T em T

P(%,2) = @y +ay2 +..-t 247 P

Demonstragdo do Lema 3.1.2 - Seja d(k)' o diseriminante do sis-

tema algébrico de gquagdes

> '
‘SE.P(l,z) =0

— P(x,z) = 0 -

bz

“

Entdo Py (z) possui um ponto critico ndo simples se e  somen-
o - , .

te se d(lo) = 0. |

 Qbserve-se gque um ponto critico ¢ € € de P, , sen
o

do simples, possui um Unico prolongamento analitico (1), para

d d

e ¢ préximo de i, € € , tal que e(r) =c e () é

ponto critico de P, € Poly (T).

Analisemos agora as orbitas periddicas dos polindmios

estdveis.

5.1.5. Definigdo - E, © By & Poly(F)  satisfaz:. Plo € B, <> a

fungdo N: Pold(ﬁ)—+ﬂi que associa a cada polindmio seu mimero
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de orbitas periddicas atratoras e fortemente atratoras é constan—
te nume vizinhanca de Pk em Pold(@).
)

Pelo Coroldrio 1.2.7, N estd bem definida.

3.1.6. Condicdo de Estabilidade - Os polindmios estaveis perten-

cem a E2.

3.1.7. Teorema - E, & Pol,(T) & aberto e demso.

Demonstragdo - E, é aberto por defini¢dc. Quanto 3 densidade:

dado V < E; aberto, escolhemos P,_ €V tal que N(Pk) 2
1
= N(Pk) para todo P, € V. Como N ¢ semicontinua inferior-
mente, concluimos que P, € E,.
M C o2

Os polindmios de E2 satisfazem a importante proprie
dade dada pelo Corolario 3.1.9 abaixo: n&o possuem Grbitas perié

dicas indiferentes.

]

5.1.8, Lema ~ Seja n, €N o menor inteiro para o qual P, (z)
)
possui uma Srbita periddica 6"(p) indiferente de periocdo n, € W.

Existe entdo P, proximo a. P

-~ tal que NGPK) > N(Pl ). Mais

o o
precisamente, P, possui uma érbita periddica atratora de perio-
do n, €N préxima & érbita de p £ C segundo Py

(s}

Demonstracdo — Consideremos em Gd X € a wvariedade algébrica
n
W= {(nz)eedx ¢ P onz) =z}, Temse (hgsP) € W. Em W

situa~se a subvariedade (estrita) algébrica real
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:‘;\‘J'-.: {(n2) € W3 |-§; PnO'(K,ZH = 1

Podemos entdo tomar uma curva analitica a(t), teD, em

mas no em W passando por (ko,p), isto &, af0) = (xo,p). A
~ ) ~

fungdo analitica t+— %E P %(a(t)) nio pode ser constante, de

modo que existe tq €€ proxime de 0 € € tal que

> o
lg; P (G(tl))‘ < 1. (onclusdo: se a(tl) = (xl,zl), vemos gue

z, € T é ponto periddico atrator de P, de periodo = n, € I.
1 .

Finalmente, como os pontos periddicos de P, de perfodo < n

o ]

s3o todos simples, sem mimero é constante numa vizinhanga de X, €

e ¢@ , de modo que realmente o periodo de 2z € T e n, €.

3.1.9. Corolario - Se P, €&, entio suas o6rbitas periddicas
Q

sdo hiperbdlicas, isto &, ndo sdo indiferentes. Conseqglientemente,

as componentes ciclicas de P, s3o componentes de bacias de Or
o

bitas periddicas atratoras ou fortemente atratoras.

A condicdo seguinte é imediata a partir da definiglo
de estabilidade. Seja Nyp: pold(c)~—»1N definida por Nl(Pl) =
= mumerc de pontos eriticos de Pk fora de J(PX). Definimos

E. € E como P. € E, === N{(2,} = N(P, ) para todo P, mu
2 3 ES RO -

3 Xo N

ma vizinhanga de PR
(o}

3.1.10. Condigdo de Estabilidade. Os polindmios estaveis perten-

cem a E3 .

3.1.11. Proposigdo - E; é aberto e denso em ol (T).
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Lemonstragdo - Es & aberto por definiciio. Quanto a densidade:
pelo Corolario 3.1.9 vemos que Ny: E, — NN é semicontinua in-

feriormente. Dado V < E2 aberto, escolhemos Pk, €V tal que
(0}

Nl(Pko) = Nl(PX) para todo P, € V.A Segue-se que P)LO € By

ou seja, Ex ¢ denso em E, . -

A condicdo que apresentamos agora diz, ewtre outras
coisas, que somente « € € € Orbita periddica fortemente atrato

ra para um polindmio.

3.1.12. Definigdo - E, < E3 define-se por Pl € B, <> nenhun

ponto periéddico de P,  fora ce J(PR )} estéd na oOrbita de um
o - . o '
ponto critico (& excegBo de = ¢ T).

3.1.13. Teorema ~ E, é aberto ¢ denso em Pold(f).

Como consegliéncia, obtemos mais uma caracterizagéo pa-

. g . - .
ra os polinomios estavels.

3.1.14. Condigdo de Estabilidade - Todo polindmio estdvel perten—

ce a EL;.'

Demonstragdo do Teorema 3.1.13 - Abertura de E,: Sejam P, ¢ Efy

o

g @+(pl),...,@+(ps) as suas Orbitas periddicas atratoras, de
periodos t1s++-st . Consideremos discos Dys-.+,D, centrados
L

. 4
em  Pyse--sDg que satisfagam o Teorema 1.1.2 para Px-""’PkS’
. o) °

e I 3 = dado pelo Teorems 1.1.5. Qualquer ponte critico fini-—

to c ¢ J(Px_) possui um ponto de sua orbita positiva em )
(4] ) . PRI ) oy .
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s L _ -
U "ine(p; \ P,4(D;)) U int(D,\ P, (D)) , digamos P
o . . o]

(¢). Se-
i=1 A )

o
gue—-ge gque para x € md suficientemente proximo a Ao temos:
s L,
m : .
Pk(c(l)) € igl 1nt(Di\ Pll(Di)) U int(D_\ PK(DN)) , © gue garan-
s
te ot(c(n)) n (‘Ul @+(pi(k)) U {=}) = ¢. Estendendo ¢ argumen-
. i=
to para todos os demais pontos criticos finitos de [ J(Pl Yy o,
- )
concluimos que P, € By , para X ¢ ¢d préxime de e € cd

Densidade de E,: Sejam P, € E; e ¢ ¢ J(P, y  ponto critico
o o

tais que P? (c) = p, onde 67(p) & periddica de periodo & ¢ W.
0

C sistema
g% P(x,z) = 0
pY(s 2) = P™a,z2)
é entdo satisfeito para (10,0); escolhamos A € ed proximo

de A € ¢d  com d(xl) # 0, onde d(x)w-é ¢ discriminante - do
sistema. Concluimos que PL+m(l1,c(ll));éPm(xl,c(ll)), ou se-
ja, Pm(xl.c(xl)) estd préximo a p(xl) seﬁ coincidir com ele.
Resulta # ®+(c(kl)) = =3 repetindo o raciocinio para os demais

pontos criticos, encontramos uma aproximacdo para Pk em Eq .
. . ' L8]

Analisaremos agora uma distingdo marcante entre as or
bitas periédicas fortemente atratores e aguelas atratoras. Tra=-

ta-se da existéncia na bacia de uma orbita periddica fortemente
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atratorg de uma folheacdo invariante pele endomorfismo e que pode
ser dinamicamente definida, o que lhe dard o carater de invaridn
cia por conjugagdes. No caso presente, estamos nos referindo a
bacia de. = ¢ T , a qual, por siral, é completamente invariante.
Lembremo~nos de qgue, pelo Teorema 1.1.4, existem uma vizinhanga

U de «¢ € e umdnico difeomorfismo F: U— T (F(0) = =,

F1(0) =1 e F(U) < int u) analftico tais que
_ d
F(P1 (z)) = F(z)" ,
Q

para P, € E, .

3.1.15. Definigdo - A folheacgdo ¥, em B, (=) tem como folha
T o] o]

passando por z € €T o conjunto

o« 3 -
Eo(z) = U P9 pd (2) .
Ao J=0 lo ro
Pelo que dissemos acima, se tomarmos U \{=} sem pon

tos criticos, a folheacdo 3, neste aberto é simplesmente cons

o
tituida pelas imagens inversas F_l(sr), com S, ={z¢ C; lz| =r}
e r >0 pequenc. Quando considerarmos toda a bacia de «, apa

nos pontos criticos de P, .
o o

recerso singularidades de J

A

(@)
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5.1.16. Definiglo - Sejam P, € E, , e U, = F(n), onde
—_ o 0 r '
D,={z¢€C; [z]<r} e r>0 é escolhido de modo que -Uk'c U.

o
Designemos por Cqre+++2Cg 05 pontos criticos finitos de Pk em
’ ) e
. : ‘ - :
Bko(m) , epor m,...,m €N inteiros tais que Pko(ci) €

€ int(U )‘0\ P'.\

(U.)), 1<i=<s. Entdo: E; SE, fica defi-
o] 1'0 > 4

nido por:

' ' m, m., '
i 3 -7 s
PXO € By — EKO(PRO(Ci)) # 3XO(P10(°j)), para. 1 # J-

3,1.17. Teéorema ~ Eg © Pold(f) é aberto e dehso.
0 leitor nio se surpreenderé portanto com a

3.1.18. Condiclo de Estabilidade - Os polindmios estdveis de

Pold(E) estao em By -

Demonstragao do Teorema‘Bf;:gj - Como trataremos com perturba-

¢Oes de Pi , utilizaremos o Teorema 1.1.5 a0 invés do Teorema
: 0

1.1.4, com a conseqliente extensdo da notacio. A guestdo da aber

my
x P'A. ,(ci)- €

tura de B é quase trivial: se P. € E5 . e
fo) ..

©

¢ int(U, \‘Pk (u, ) (onde cq,...,0,- s80 os pontos criticos
Q0 [+} (o] s -

m. M.
- i 3
de P.}\o em B,\o(w)), entdo IF("o'Pxo(Ci)”’é|F(10’Px0(°j))|

se i# 3. Ora, se XE€ cd estd suficientemente préximo a A,

os pontos criticos de P, em Bx(w) gdo cl(x),...,cs(x) .

BTi(o, (1) € b\ By U))) e [FOLE (e 00)] 4

£ 1F, B0 (N pars 1F 3. Segue-se que 3 (Fyt(e; (1))



=T2-

m.
# 3K(P13(°j(k))) pgra i# 3, ou seja, P, € Eg .- Passemos
a prova da densidade de ,E5.‘ Dado . P7L € E4 s - Observemos que
‘ 0
: m. . m. ‘ . . :
se P, (e;(0)) e PKJ(cj(l)), i £ 3, pertencem sempre & mes

ma folha de Ek emn int(UK\ PX(UA))’ para A £ ¢d proximo de

d ~ m-
2. €, entdo |T(%,P,%(c; (W)))]

glal =1 t.q. F(h Bl(eg(0)) = a F(x, P 9es())), o que

n

. "
|7 (2 PKJ(cj(l))| e entdo

forga 1 € Cd a estar somente numa hipersuperficie analitica,ag

surdo. Segue-se que certamente existe Py préximo de P, de
1 (o]

-l My .
modo que Pll(ci(kl)) e le(cj(ll?)’- i # Js estdo em fo-

lhas distintas de &, .
. l . " .

Chegamos agora 2 nossa ultima condigio de estabilida-~

de. Obsgervemos que, sendo Cy # cj pontos criticos de P1 € E5,
(o]
nio ocorrerac coincidéncias do tipo P? (ci) = P? (cj) para
<. Mo o

m,n = 0. Desejamos estender tal propriedade aos demais pontos
eriticos situados fora do conjunto de Julia. Introduzimos entdo

Eg © E5 definido como: P, € Eg <===> mmoa ocorrem relacgoes
o

do tipo PTo(ci) = Pgo(cj), i#4#3 e mn=z=0, onde N e

¢. séo pontos critices de P

dJ

N fora de J(Pk Y. .

0 0
3.1.19. Proposigdo - Eg é aberto e denso em Es -

Demongtragdo — Devemos nos preocupar somente com os pontos criti-
cos fora da bacia de w=. Abertura de Eg: sejam PyseeesPg 0s

pontos periddicos finitos fora de J(Pl J para P, € Eg, com
o o



~73=

perfodos %3y...,t . Tomemos discos Dy ,..:y D centrados nes

s
tes pontos, tais que o Teorema 1.1.2 se aplica aos Nesmos em re-

A

m,
lagdo a p.l ...,P.5 . Sejam m, € N tais que P ~(c.) ¢
ro ) + : Shg L

5 L
€ kul int(Dk\\Plk(Dk)),*'onde c; indica um ponto eritico qual~
= 8]

quer de P, ' fora de J(P, ). Ora, P
A e ,

. m. .
€ Ep =2 P,*(c;) #
Mo 6 Ay

Ao

m.
# PKJ(cj) , i # j. Segue-se que para X\ € ¢  suficientemente
L, ° a my m.,
préximo de A, € € ainda temos que P, (ci(k)) # PRJ(cj(k)).

Isto é suficiente para garantir P, € Eg . Densidade de Eg: con

sideremos dois pontos criticos distintos c¢; e ¢ de P, € Eg-
o . . 0

' my my a .

Queremos ggrantir le(ci(ll)) # Pkl(cj(Kl)) para }1 € ¢¢ pro

ximo a 10 € Gd. Ora, consideremos o sistema

[ m, m.
P 1(3,z) = P Y(5,w)

{g% P(x,z) =0
N .
ez P('}\,W) =0

“

e seja d{1n) seu discriminante; escolhendo A € ¢ proxime de

Ay € ¢ tal que d(aq)} # 0, vemos que de fato a desigualdade

acima fica garantida. Estendendo o argumento aos demais pares de

porrtos criticos, aproximamos Px por um polindmio em E6. s
o

Temos entio, para finalizar:
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3.1.20. Condig¢do de Estabilidade - Os polindmios estdveis de

Fold(c) estlo em Eg .

Veremos a seguir que o grupo de condigdes anaiisadas
¢ mesmo suficiente para se ter estabilidade. Ou seja: o conjunto
de polindmios estaveis é exatamente Eg. Como coroldrio,  vemos
que estabilidade € uma propriedade densamente satisfeita no espa

¢o de polindmios.

§2. Construgdo de ConjugacgSes.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte teorema.

3.2.1. Teorema ([1] -~ Os polindmios em E; s@o  estruturalmente
estaveis. ' ' '

Como mencionamos antes, da Proposicac 3:1.19 se-

guir-se-a:

3.2.2. Teorema - O conjunto de polindmios estdveis & aberto e den

50,

Para ndo acumular o leitor com excesso de notacgdo, su

pOremos que Pk € Eg possul somente uma orbita periddica atra-
o ;

tora, e com perfodo 1. Com cs dados de que dispomos até o momen

to, seremos capazes de construir conjugagdes entre P.}L e Seus
o

vizinhos nos conjuntos estdveis de = € T ‘e do ponto fixo atra

tor mencionado acima.

Comecemos pela'bacia Bku(m), a qual aplicamos o Teo
o

rema 1.1.5. Sabemos que para uma vizinhanga ﬁh 3 = existe di
)



=75~

feomorfismo analfticd F: ﬁk'—* ﬁf tal que” F(O) = = e
- . - - ) o . :
F(Pk (z)) = F(z)d-:l ; mais: se 1€ V)< Pold(@) ¢ vizinhan-
0 :

¢a conveniente de A, € cd , obtemos F,: ﬁk--* D, , difeomor-

)
fismo analitico dependendc analiticamente de A ¢ €d gsatisfazen

. _ a-1 : |
do FK(O) = e FK(PX(Z)) = Fl(z) . Designemos por Cys...,Cg4

os pontos oriticos de P em B, {«), e por M,,...,m ¢ os
2o Ao 1 s

inteiros (Unices) tais que
"1 (6,) (u \ P, (U, )
P c;) ¢ int(U, P U l1si=s
xo i ko ko lo ?
Conseqgllentemente, podemos-ainda supor que

. .Pr:i(ci(l)) € int(U, \ Py (U9)) AEVy .

s

3.2.3, Lema - Existe uma aplicago Hi Vj x UR — T , conti-
o

nua, satisfazendo:

(1) H(O,z) =z ¥zeT, .
O

(i1) H({A} x ﬁ’\o G, , ¥rev; .

i

(iii) H(0,P, (z)) PX(H(x,z)) para (%,z) € vy x U, , isto
. Q . f .

é, H{»,-) conjuga P, e P .
Ny \
m, o .
(iv) H(O,P, (e;)) = By (c;(0)), 1siss, K€V .
0
(v) Para cada z € U, , a aplicagdo X € V;— H(y,z) € ﬁk

é analitica.
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0 leitor Jjulgara talvez obscura a inclusdo do item
(v); pode ignora-lo, se o desejar, até o finaljda demonstragao,

quando ele se mostrara indispensdvel.

Demonstragdo - Para satisfazer (i), (1i) e (1ii), basta considg

rar ‘H(k,z) = lec Fko(Z)’ (n,2) € vy x ﬁi_

o
Ux . H(N") + T
o A
el Gk :
ke A
f; id ’ Dr

Entretanto, (IV) e (V), simultaneamente, représentam uma com-—

plicacdo adicional. Vamos construir hx(z) = h(x,z), {(n,2) ¢

vy x 5& tal que, além de representar H em coordenadas, satis
o .

faz

mi mi .
h(KgFO(Po (Ci))) = FX(PK (ci(l))): i=1,0.4,8.

(e dependendo analiticamente em %€ Vl ’ para cada Zc Br ).
: 0

m,
Para facilitar a notagdo, coloquemos ci(x) = FK(PKl(ci(X))).

Comecemos a construcgdo de h{i,-) em Dro\ Drd_1
: )



Definfmo-lo em ccordenadas peolares. BSejam ai(k) = ]Ei(x)l ,

by (1) = Arg 3,(1) e ;1) = b;(A) = b;(0). Dado A EVp

congideramos fungdes lineares por partes uk(r), vl(r), rg“l <

srsr, , como indicam os gréficos {supomos ay <, .00 as):
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d )

214

1 8p----- s Yo
Ci{e+ v, (r)) .
Fazemos entdo h{i,z) = ui(r) e A ., onde z=r L

0 leifor podera facilmente verificar que .\ — h(z,3) & anali-

tica para z fixado, e h(x, ¢ ) = c (n). Falta-nos estender
hix, )} a ﬁr , para cada % € V;. Para isso, dado w € D,
0
n+l
com rgd'l) < |w| < r(d' ) , neEN, existem (a&-1)™  pon-

tos em Dr \D g-1 * digamos ZyseeeesZ s Tais Yue
o r

0

n
(zi)(d"l) = w. Portanto:

(d-l)n

(82,20 @D Ly (2, (@D 60y + v, (U2, D)

n . . . . n
_ ux(lzjl)(d_l) z d—l)n(ej+vl(izjl)_el(d-l) (05-64) =

(a~-1)" i\
O e S .

I

n
finir entdo h(x,w) = h(k,zi)(d_l) para qualquer escolha z; em

_ pla-1)®

{zi,...é }. Finalmente, se |w]| para n €IV ,

(a-1)"
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colocamos h{w,w)} = w. A aplicagao
H(xz) = FLH((%,F,(2)))

satisfaz (i) a (v). -

Analogamente podemos obter conjugagoes relativas ao
ponto fixeo atrator. Aplicamos o Teorema 1.%.2. Sendo p € C o

ponto fixo atrator de P

4 existem uma vizinhanga Uy 3p e um
o

o

difeomorfismo analitico F, : U! — D satisfazendo F, (p)=0,
o

F. (p) =1 e
xo

F, (P, (z)) = a, .P, (2) com a. = P! (p)
o Re Yo R 7 ’ Ao L

Sendo P, € V., , vizinhanga conveniente de P
S 2 ; ) Ao

mog admitir que o ponto fixo atrator wvaria analiticamente segun-

em -E6 s Dpode-

do uma funcago p(1), e existem ﬁ;.‘ vizinhanca de p{x) e
[

F,: T, — D, difeomorfismo amalitico satisfazendo F,(P,(z}) =
0 .

= a,-P,(2), a, = PL(p(3)).

Digamos que ci,..,,cé sejam os pontos criticos de P}~ . em
: ‘ o

E(p) (conjunto estavel de. .p € €); existem inteiros s5; € IN

tais que

Boi(e!) e int(U. \P. (U! ) ;
+ ?
Xo i 10 lo Ko

podenos supor gue

SLeol(0) € ime(T, \B(T)), 1
Py (c3(N)) ¢ lnt(Ux' A (0300, AE Yy -
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3.2.4. Lema ~ Existe uma aplicacdo H: v, x ﬁ{ — € continua
0
com as propriedades seguintes.

(i) H(0,z) =z ¥ z¢ T
[}

(1) H(D x T ) =T, ¥rev,.
o]

(1ii) H(O,Po(z)) = P.L(H(k,z))_ para (3,z) € v, % ﬁ;\. .
[0}

() HORY (o)) = Bie0)), 15124

(v} Para cada =z ¢ ﬁ% » @ aplicagdo 1 € V,+ H(a,2) ¢ ﬁ;
Q

& analitica.

A demonstragdo fica a chrgo do leitor.

Seja entdo V=V, N V,. 0 passo seguinte € facil-
mente previsivel: se P, €V, qualquer D ¢ T \J(Pk) esta ou em
E(pk) ou em Bl(m). Assim, procuramos estender a conjugagio lo-

cal entre Pl ) Pk - iterando~a negativamente. Denctemos por
)

c, a uniso das orbitas dos pontos criticos de P, fora de J(Px)‘

'3.2.5. Lema - Dado z ¢ J(P, YU C seja n, €N o 'menor in
0

A

n L - o,

teiro tal que Pko(z) ¢ Ul U Ui . Existe entdo uma unica fun-
o o

¢do analitica z(2), definida para % € V, tal que z(%,) = =

e 55 = 5260

Demongtracdo - Pelo teorema das fungdes implicitas, a funcdo dese

jada pode ser definida para e.cd suficientemente proximo a
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d - . -~ e .
g € 07 3 devemos provar entdo gque ela possul extensao analitica

a todo V. Suponhamos gue ndo: existe he € int ¥V no bordo do’
dominio de definigdo de z{x). - O que impede a extensdo para 31 ?
> O .
Certamente - Pko(z(xm))r= 0, ou seja existe um ponto critico.de
= ?
+ My T
PX em &7(z(x_ ))}. Mas HK (Pl {(z)) = Pk (zl Vi1 pelo item (iv)
w . . . £ [+ I w i
_ , . . 5 n,
dos Teoremas 3.2.3 e 3.2.4, concluimos que tambem ,Pl_(z) per-
i ‘ ‘ s . i - $
tence & Grbita positiva de algum ponto critico de P, , o que
. . Lo
ja haviamos excluido por hipdtese. Segue—se que ndo existem em

int V pontos do bordo do dominio de definigdo de =z(1\). a

3.2.6. Definiglo - Dado 2z ¢ J(P, ) UC, 7, definimos '~ H(%,z) =
Q o]

= z(1), A€V, onde z(a) §é a funglo aralitica fornecida pe

lo Lema 3.2.5.

Com isto, avancamos mals um passo na sonstrucao da

conjugagio gue temos em vista:

3.2.7. Proposigio - (1) H: v x € \(J(P, YU €, )-=T\(I(PIUC,)
fulieliied etk Ainied ‘ Ay Ao ‘ X X
é continua, e depende analiticamente em ) € V para cada

z ¢ J(P, YUC
)'0 }'0

vEV, e H(O,z)=12, W=zc¢ @'\(J(PX

fixado; (ii) H(x,PKO(z)) = P, (H(»,z)), para
0) U C*o)'
Falta-nos ainda injetividade e sobrejetividade de
z +—+ H(3,z) = Hk(z), A € V fixado, para afirmarmos que H, é
conjugacao entre P)&0 e P, levando E\\(J(Plo) U.clo) em

T \(J(Pk) U Cl). Ora, toda a construgfio feita até o momento foi,
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digameos, "centrada" en %o € Vi mas nada nos impede de reali-
za-la a partir de qualguer outro X €V fixado a priori. Com

isto, obtemos naturalmente a inversa para H_ como a aplicagido ,
A

deste ponto de vista, que conjuga P_ a PX . Resulta:
A (8]

3.2.8. Proposigdo - H: V x G\KJ(PRO) u CXO) — T \(J(PX) uc)

para A€V é um homeomorfismo; trata~-se portanto de uma conju~

gagao entre Pk e Ph naqueles domfnios.
o

Até o momento, excluimos da construgdo os  conjuntos
J(Pk }u c, e J(PK) uc

H
J.O 0 k ~ -
dinamica dos endomorfismos em guestio. O fato surpreendente e gue

onde se concentra a complicagao

ag conjugagdes dadas pela Proposicdo 3.2.8 se estendem a toda a
esfera, ainda como éonjugaQSeé. Vamos aBordar esta afirmativa de
un ponto de vista abstrato, antes de retornar a situacdo que nos
interessaa.

3.2.9. Lema - Sejam A <% um subconjunto qualquer e ik: A'—* C

uma familia de aplicagbes definidas para ) € ID satisfazendo:

(1) i(z)

Z N =z e A,

(ii) il é injetive W % £ .

(1ii) fixado =z € A, a aplicacdo 1 = ix(z) é analitica.

Bxiste, entfo, uma uUnica extensao i: L — T para ¢ada 3 ¢ ID,

a qual é continua e ainda satisfaz (i), (i1) e (idii).

Em outras palavras, todo movimente analitico de um con
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junte se estende ao fecho deste conjunto.

Demonstragaq - Podemos supor, via transformagbes lineares de T,
que os pontes 0, 1, = ¢ A e 1i,(0) =0, il'(l) =1, 1,(e) =
¥31eD. Sejam pe dA e (x) seqﬁén?ia em A, %ig x, = Pi
A seglidncia de fungSes definida por x%,(3) = i,(x,), 1€ D &
normal, pois pela condigdo (ii) ela evita 0,1,«. Afirmamos que
duas subseqlidncias convergentes desta familia possuem o mesmo 1li-
mite. De fato: digamos que xnk(x) — (%) e xmk(k) — g(1)
uniformemente nas partes compactas de ID. Temos que f(0) =p =
= g(0); se g(n) - £(2) ndo for nula + ) € I, Im(g-f) con-
tém um disco compacto centrado em 0 ¢ €, de modo que Im(xnk—xmg,
para 1w, e m grandes, ainda contém este mesmo disco. Ora,
isso significa que xnk(f) X, (¥} para algum % €D, 0 que
novamente contradiz (ii). Conclusao. () = g(x) % 3% e D, ou
seja, existe lim xn(x) para » ¢ D, na topologia de convergén
¥

cia em partes compactas de ID. Definimos entio ix(p)==lim xn(x);
e

a definicdo, pelo mesmo argumento acima, independe da seqlléncia
escolhida convergindo a p € dA.
Vérifiquemos as propriedades regueridas:
1) Continuidade de 1,: A — T . ‘Suporhamos p, —* P mas
lim i (p Y=a f£i (p) Escolhazmos em A segliéncias x(m)

n  #de Pm’
m4=

Para cada m € W, seleclonemos n(m) tal que

lix(Pm) - il(xﬁ?%))| < %T e lpm g?%)l < ]T . Segue-se ‘que,
a0 tender m—* o, g?&) mas il(xg?%)) —a#i,(p),

absurdo.
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2) 1i,(p) = i_l’il x,(0) = Irlliil X, =

3} Digamos que i_(p) = i_{q)} ‘'para algum Y €. Se
A Y

b I (p) -1 (q) nﬁo‘é identicamente nula,’entao sua - imagem

contém algum disco compacto centrado em 0 ¢T ; .este mesmo dis-

co deve estar contido na imagem de i+ 1X(x) - il(Y) para
X,y € A prdéximos de P e 4, respectivamente. Entdo existe

A € D gatisfazendo ik,(x) = ik,(y) » absurdo.

L) Sendo limite uniforme de fungdes analltlcas, 1 il(p) ‘tam-

bém é analltlca para p € pA. ‘ -

0 Teorema 3.2. 1 é uma conseqlidncia imediata do Lema
3.2.9. De fato, pela Prop051gao 3.2.7, a famflia de aplicacdes
H,: T \(J(Pk Yy u c, )— € satisfaz todas as hipdteses do Lema
: o} o}

3.2.9, de modo que se estende a € = E'\J‘(Pl ) U'Ck ; a obser-
o (e} o
vacdo feita logo apos este lema nos permite encontrar a inversa

desta extensdo. Segue-~se que H.: € — T & homeomorfismo

A
¥Yaev e H(P, (2))=P (H(2)), ouseja, H, . & conjugado
A A Ao
a Hy ¥ A€ V. O Teorema 3.2.1 estd, portanto, demonstrado.

§3. Geometria das Conjugacdes

As conjugacdes construidas acima possuem a interes-

sante propriedade seguinte (mantemos a notagio anterior):
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3.3.1. Teorema - A conjugagdo H,: T-—T entre P, - e P%,
: 0

para X € V, ¢ quase conforme.
Para demonstrar este teorema, precisamos de uma ver-

s80 métrica local da Definigdo 2.1.3.

3,%.2. Definigdo - Seja @: U — U' homeomorfismo entre os aber-

»

tog U e U' de €. A dilatagao circular de & em =z € U -

max |P(x)-@a(z)]

x-z|=r
H.(z) = 1lim sup
® 40 min  [o(x) - (z)]
%~z |=r

Isto &, Hb(z) mede como ¢ deforma pequenos cir-

culos aoc redor de z ¢ U.

3.%.5. Teorema - Se H¢(z) <o ¥zelU e Hw(z) s k para

quase todo ponto z € U, entdo & ¢é quase conforme.

Com esta caracterizagao, podemos mesmo estender nossa
definig8o de aplicagfio gquase conforme para homeomorfismos entre

subconjuntos de espagos métricos, da maneira obvia.

%.3.4. Complemento ao Lema 3.2.9 - As extensbes 1,3 A—T pa-

ra » €D sd3o quase conformes.

Demonstracdo — Fixemos O < r < 1 e consideremos a familia de
1.(x) -1 (2) '
funcdes @, . (1) = =2 A . %] = e X, 7,2 €
X,V 52 i, (y) - 1,(2) _
¢ {0,1,}. (x,7,z € k). Vamos impor a condigdo [x-z| = |y-z].

Ora, devido & injetividade de cada i, 5 A€ D, vemos que a fa-
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milia & normal por evitar 0,1, . Como |§ @) =1

Xs¥a2

¥ (x,v,2z), concluimos que a famflia é uniformemente limitada.
Conclusdo: Hil(Z) £k para z € E\{0,1,»} e [%] = r. Re-
nomeando os pontos 0,1, em A, e fazendo r—+ 1, completa~-

mos a demonstracdo. - K

Vemos -que o Teorema 3.3.1 ¢ uma conseqliéncia  ime—
diata deste complemento.
Temos, finalmente, © seguinte quadro em Pold(f): um

subconjunto aberto e denso € contitufido por polindmios  estrutu-

ralmente estdveis. . Em cada componente conexa desfe subconjunto,

dois polindmios sd@o conjugados por um homeomorfisme quase confor-

me.

Refereéncias

{1l - Demonstrado em R. Mafié, P. Sad e D. Sullivan: On the
dynamics of rational maps, preprint IMPA, 1982. A versdo
geral, para familias quaisguer de endomorfiémos, fol come-
gada naguele trabalho e completada por D. Sullivan e W.
Thurston: Note on.structural stability of rational maps,
preprint IHES, 1982. Uma questfio ainda em aberto é a exis
téncia ou nio de um endomorfismo estavel gue possui um anel
de Herman. Outra questdo refere-se a existéncia de endo-
morfismos estaveis cuje conjunto de Julia é €. O leitor
pode verificar facilmente que os exemplos dados no Capitulo
1 ndo sdio estdveis. O motivo é o aparecimento de pountos
oriticos em orbitas negativas de pontos periddicos. Quanto
a este tipo de ocorréncia para polindmios de graw 2, con-
sultar também o trabalho mencionado de Douédy ¢ Hubbard.
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CAPITULO &

HTIPERBOLICIDADE

Seguimos até o momerwto caminho mio usual na Teoria
dos Sistemas Dindmicos. Em geral, na busca de sistemas eataveis,
impdem~se condigOes permitindo controlar a dinamica em suas par-
tes complicadas, de uma maneira tal que o controle se estenda as
perturbagdes ([1]). Ora, o que fizemos no Capitulo 3 foi exclu-
sivamente éondicionar aspectos simples da din8mica em suas partes
"faceis". A pergup‘ta natural que surge, a ser estudada agora,

& de como ge relacionam estes aspectos complementares.

§1. 0O Conjunto de Julia de um Endomorfismo Hiperbdlico.

Introduzimos nesta secio o conceito de hiperbolicade
de duas maneiras distintas. Suporemos sempre w €€ fora do

conjunte de Julia.

4.1.1. Definiglo - Seja f ¢ Endd(ﬁ). Diremos que f e Thiper-
bdlica se lim |[(fM)1(2)| =« ¥z € J(£).
bolica e :

4.1.1', Definiglio -~ f ¢é hiperbdlica gquando existem C > 0 e

> 1 @mMoweIH%%ﬂ!zCﬂ para n > O.

Observe-se gue a condi¢do dada na Definigdo 4,1.1 8

satisfeita pelos pontos periodicos repulsores de J(£); a hiperbo
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licidade, portanto estende-a a seu fecho.

Para ver a equivaléncia entre as definigoes acima,bas
ta ver que a primeira implica a seguinte. Devido a compacidade

de J(£), existe Neé N  tal que |(£M)'(z)] >1 -z ¢ J(£);

escolhamos ) > 1 de modo que ](fN)'(z)I > KN. Definimos agora
C = min (I(fi)‘(z)I/ 215 é claro que 'C> 0: Agora, se
1=i=<N-1
n = jN+i ’ vémos.qué:
EM )] = 1 ED )1 @It 2)) ] = ¢ a3tV 2 ¢y

E de se esperar que as caracteristicas préprias dos

endomorfismos fornegam critérios para hiperbolicidade.

4.1.2, Teorema - f ¢ Endd(f)‘ ¢ hiperbolico <—=> nfio existem
em J(f) Orbitas periddicas racionalmente indiferentes nem pon-

tos criticos de £.

Demonstragdo - Se f & hiperbdlico, nfo existem em J(f) dérbitas
periddicas indiferentes nem pontos criticos, pelas definigdes an—
teriores. Reciprocamente, indiquemos por Cp = (6™ (p), p ponto
critico de f}. A condigBo dada implica em Ce NJ(£) = 8. Se-
Jam x, € J(f), e r> 0 escolhido de modo a 'Dn ={z € ¢ ;
fz - fn(xo)l <zrln C; = . Podemos entdo definir a inversa ana-

litica para £%:
8y Dy — T, g(fMx,)) = Xy -

Sem perda de generalidade, podemos admitir que # (U) 6 (p)»2
£1(p)=0

N +
(caso contrdrio, terfamos f(z) = z*9 apds uma mudanga de coor-
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denadas, e entao hlperbollcldade segue—se 1med1atamente) . Como
n(Dn) é dlsaunto deste oonsunto, vemos gque {g o 1(n)] é
normal, onde i(n)(z) =‘z.+,fQ(xd)., Seja h{z) = lim g, oih (=)
: o ok
k N
uma fungao llmlte desta familia; temos’ h(O) Se existir
um disco D & Im h, vemOS ‘que fnk(D) c an ¥-nk Y o que &

absurdo pelo fato de nk} ndo ser normal. Segue—se que

n(o) = xo , 0 gue 1mpllca ]gn (f k(x ))I e 0 e portanto
Lim [(£ )1 (x)] = o
1, e oo 1

Uma conseqliéncia imediata ¢ que nfo existem pétalas
de Srbitas racionalmente indiferentes como componentes ciclicas
do complementar do conjunto de Julia. Podemos dizer mais: nao

existem dominios singulares como veremos a seguir.

4.1.3, Lema - Seja f ¢ Endd(E) hiperbélica. Existem entdo uma
métrica Riemanniana | | de classe €0 em € e at>1 de
modo que Hf‘(x);vﬂf(x) > k'ﬂvﬂx para todo x ¢ J(f) (obs.:

T estd sendo vista como variedade real).

Demonstragio — Pela Definigdo 4.1.1', existem C> 0 e A > 1

‘de modo que I(fn)'(x)-vl > ¢ WP lv] k e J(£).

”CohéidéreﬁosL ng e W | tal que qui?bﬁ?-;,j ;e:defingmos"ﬂka-=
(Ivi+—if'(x) v] ...+ | (£ o™ )'(x)-vl), para x € € nu-

Iy
ma vizinhanga de J(f); a seguir, estendemos [ Il de modo C

a toda a esfera. Temos ent@o para X € J(£):
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ber (x) - vlp(yy = (£ ) ] + [(£2) (@) vl oot 12 2) () v]) =

1 ' no-l. _ n, _
=i Uvl+ £ (x)ev] 4ot (£ P @) ev| # [(£ O) (x)ev] = |v])=
o .

. n no
_ 1(£ ) () v ~ |l ( R A4
= vl + i = vl (1 + T,

Seja W >1 tal que |f£'(x)] <u “ x € J(f). Entdo

. B,
-1 °l1
HVHx < ﬁ% |[v[(l+u ...+ uno } = 121%5—33—1 ; segue-se quei
o o (R
n n
Cx %1 n (u-1) (C A °=I)(u=D
_‘llf'(x)-vuf(x) z Hﬂix(l-f- Ty :n°-1 )=Hvllx<1_= ‘ no_lu
n
fo) ] .
Fazendo. x' =1 + (q Xun;ii(gn;) . vemos que Hf'{x).vﬂf(x) z
Aol . S .

4.1.4. Proposigdo - Seja f ¢ End4(T). As componentes  ciclicas
de [ J(£) sdo as componentes das bacias de érbitas periddicas a

tratoras ou fortemente atratoras.

Demonstragdo - Vamos usar [f'(x)] para indicar a norma de £'(x)
de acordo com o Lema 4.1.3. Seja r > 0 +tal que ho disco Dr(xo)

de raio r centrado em K x € J(f) terhamos H(ffl)f(x)ﬂl< 1

M ox e Dr(xo) (e para todos ©os ramos . de f'l). Sendo

U= U Dr(xo)’ vemos gque W = f_l(U) < int U . Consequen-
xOGJ(f)

temente, f([W)e (U, g & & componente ciclica de [ J(£)
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com periodo. L €N e K=40nN [ W, concluimés que fL(K) =

¢ int K, ou seja, A U f{(4) V... fL'l(A) é a bacia de uma Or-
bita periddica atratora ou fortemente atratora. s
4.1.5. Corolario - O espago Hﬁ(ﬁ)‘3 de endomorfismo hiperbdli-
cos & aberto em End4(T).

Demonstragéo - Pelo Teorema 4.1.2 e'Proposiéao 4.,1.5, todos os
pontos criticos de £ € Endd(f) estdo em conjuntos estaveis de
Srbitas periddicas atratoras ou fortemente atratoras. O mesmo va
le para £ € V, onde VC Endd(f)"é uma viginhanga de f,. No-
vamentb pe16 Teorema 4.1.2, V € Hd(ﬁ). ‘ -

4.1.6. Exemplos — O leitor pode verificar facilmente que os exem-
plos 1.5:1 e 1.5.2 =sdo hiperbélicoé. Observe—-se a  diferenga
radical entre seus conjuntos de Julia, do ponto de vista topolé-
gico. Veremos agora um exemplo hiperbélico onde o conjunto de

Julia & uma curva continua, que ndo é simples. Seja £{z) =

-z3+32 , ot
== ({21). Os pontos criticos de f séo -1, 1 e =3

além disso, f(1) =1 e £(-1) = -1, de modo que f possui 3
pontos fixos fortemente atratores e é hiperbolica. Temos que
B(=) & completamente invariante e simplesmente conexa; esta ulti
ma afirmativa decorre de gue, sendo D ﬁm disco em torno de = ,

suas imagens inversas sfo discos encaixados cija unido é Bl=).
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Outra observagdo é que J(f) = 3B(=); de fato, & dbvio que

0B(=) <J(f), e a inclusdo contriria segue-se da invarifncia de
B(w). Procuraremos entdo parametrizar 5B(=). Consideremos ini-
cialmente a. conjugacio analitica F: D — B, , onde b, =

= {z e T; |z| 2 r] para -r suficientemente grande, F(=) = o &

F!(w) = 1, tal que F(f(z)) = F(z)3. Ela se estende, por con-
tinuagdo analitica, 'a F: B(s)= [ I de modo que F(f(z))} =
"=1'F(z)3-. Seja a: S, — 3D & restricdo de Ftoa 5. ;- po=

demos definir sucessivamente aq: 5, — f_-l‘(b_D")i,‘. oGy Sr—-*
— £%(D),...  como
Al o 'l., N " n . . CoL
a, (r ety = Fi(x3 el®).

1
: F (Sr._3n)

Tk
537 -

on (reid)
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Afirmacgso: (an) - é sequéncia uniformemente convergente de fun-

coes.

Utilizemos a métficagdescrita no Lema 4.1lja ASejé‘”U
a vizinhanga de J(f) ‘obtida né.demonstra§§o do Lema3&.l;3;.*té_
nos “(f’l)'(x)ﬂ <u <1l para x € U. Agora, an(sr) € U’ para
nz N suficientemente grande. Seguéése que.‘.“‘ 2

d(a,(r eie), &y, 1(r e109) < t(R_(8)), onde R, (9)

I

oy . - (n+1) R I *

=F isel? ; r3 <g<rd }), e 4 & o seu comprimen
to. Ora, A(R,1(6)) < L(R,(8)); _como’ t(Ry(e)) s L N ' para
e ¢ st é uniformemente convergente.

» concluimos que &,

A_ﬁarametrizagao desejada para .3B(=). e & = lim uﬁ;

N
evidentemente trata-se de uma fungdo continua. . Em  definitivo
?B(=) = J(F) nac serd uma curva de Jordan; mostraremos agora

que [ B(») possui uma infinidade de componentes conexas. Todas
estas componentes s3o pre-imagens das-béciaS.QOS pontos fixos for
temente atratores = 1. ' ' -

_ Observemos a.simetriékdinémica de f em relagio . a
0 € C: £(~2) = -£(2). Assim, quéiguer componente de [ B(=) pos

sui sua companheird simétrica.-

As bacias Blh‘e B, de i-_é -1, respectivamente,
sB0 simplesmente conexas e seus bordos se tocam em O € € (o qual
& ponto fixo regulsor). Cada uma . destas.comppnentgs; coincide
com duas de suas»préeimagens por - £;. portanto,. existem pré~ima-
g?ns,distintas:;Bi A BE$ , - indicadas na figura (usamos .

£(£/3) = 0).
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By B

Consideramos agora f: Bi-—* Bl" que & um difeomor
fismo, e £: By~ B; , que é um recobrimento ramificado 2 a 1.
Obtemos para 3 uma pré-imagem em bBi e duas em 3By; as-
sim, das trés ﬁré—imagéhs de B}l s, duas tocam B1 e uma foca'
Bi {em pontos do bordo). Pela simetria descrita.acima, éncontrg

mos também as pré-imagens de Bi

0 processo se repete sucessivamente, de modo que en-
contramos em C B(») uma infinidade de componentes conexas. 0

leitor pode ver a complexidade da curva J(f); as pré-imagens su
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cessivas de O € €, . que constituem um subconjunte denso J(f) ,
correspondem sempre a pontos duplos da curva. Pode-ze mesmo pro
var que J(f}, no caso presente, nfo possui tangente em ponto al-

gum (£3]).

ﬁamos aproveitar-a discussdo anterior pafa Justificar
a afirmativa feita no exemplo 1.5.1: se f € Endd(f) possul dois
pontos fixos, atratores ou fortemente atratores, p;,p; € T, e
se B(pl); B(pz) s8o completamente invariantes, entfo

T = B(p;) U J(£) 4 B(pz), e J(f) & ume curva de Jordam.

Observemos inicialmente que B(pl) e B(pz) 580 Sig
plesmente conexes. De fato, digamos que B(pl) ndo o seja, o

que significa ser f B(pl) desconexo. Segue-se que existe uma

componente conexa maximal de |, B(p,)} em T disjunta de B(pz),
e portanto, J(f) # bB(pa), o que contradiz a invaridneia com-

\\

pleta de B(pz).

Se provarmos que existem d41">poptos criticos em
B(pl) e outro tanto em B(pzj, 'qoﬁc1uiremos ﬁue T = B(pl) U
U J(f) U B(pz). . Seja D ClB(pl); um disco centrado em. pq € C
(na métrica de Paincaré) suficientemente grande para conter todas
as pré-imagens de p € € 3 entdo, (D) & conexo, e como
B(pl) cT ¢ simpleshente conexe, o mesmo pédemos dizer de f"l(D).

Concluimos que recobre D d €N vezes, o0 que im-

f .

lbf"l(D)
plica a existéncia de pelo menos d-1 valores criticos de f em
D. Peio Mesmo argumento, encontramos pelo mesmo d-1 pontos,gri

ticos em B(pz).
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: “;nFinalmente;'provemos,que_ J(Ff): & uma curva de Jordan,
utilizando uma pequena variacdo ‘do argumento empregado . anterior-
mente. . Mapeamos conformemente o anel A ={1 <\1z|‘<‘rb}- sobre

)

f_l(D)\\D. Os raios em A, s#o levados em linhas de f*l(D)\]D
)
ortogonais a : bD»-e-‘Dfﬁl(D);=niterando.‘f negativamente, estas

linhas serdo prolongadas sempre de modo ortogonal a f'z(bD),..u;

SETROD), - a

Portanto, podemos considerar parametrizacdes sucessivas
G : Sl'—*ibf"F(D)

dados por an(eia) = interse¢do com Odf (D) da linha 4(8) que
Passa por w(ro-el&). ' Exatamente como antes provamos que (un)

e sequéncia uniformemente convergente; tomamos & = lim g . A

nha n

diferenga é que somos capazes agora de provar a injetividade de a.
Sugénhamos, pof7aﬁ§urdb"§ﬁ%f '&(ehaif = i(eiBZ);y 0 leitor pode "
facilmente verificar que & n3o é constante em S1 s+ ¢de modo que
podemos supor que a(eiﬁ) # m(eiel) ='a(e192) para © ¢ (87505

Ora, se R ¢ a regifio limitada pelo arco (w(roeiel), o(r, 102y
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. _ . . yE . . ie
e pelas linhas ~ 4(87) e L(ez), vemos que a(el?) ery fale 1)}

o 167
=
2(97) P
-6 . ig, .
ae” 1) ieg= )
%(8,)
v .
R ¢(r°elﬂz)

Agora, se aplicamos O mesmo argumento a partir de B(pz), por ser

R < B(p,) concluimos que  ale'®)

=‘a(elel)}' contradigdo.  Se-

gue-se que & € 1-1, e J(f) & uma curva de Jordan.

Descrevemos agora uma interessante propriedade geomé~
tireca ([3)) do conjunto de Julia de um endomorfismo hiperbdlico.
Ela diz essenclalmente que a nivel infinitesimal o conjunto de
Julia repete sua estrutura macroscépica com distorgdo nio. muito

grande.

4.1,7. Definiglio — Seja £ € Endd('ﬁ_;‘). Dizemos que J(f) é mi=

croscopicamente auto-similar se -existen Ty > 0 e constantes po-
sitivas o,8 € R tais que ¥ r<r, e ¥ z¢ J(f) existe um

homeomorfismo h: Dr(z) n J(f) — J(£f) satisfazendo ,

B x-y| = n(x) - B(y)] <

Hia

| x=y1

(obs.: .h depende de T €R "ede z € J(£)).

Em outras palavras, se 8! Dr(z)—4c é dada por s(y)=z+(1/r)(y-2)
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(ampliag8o do disco de raio r até o raio 1), entdo:

Bls(x) ~s(y)| < |n(x)-n(y)| s als(x)-s(y)

Portanto, o conjunto Dr(z) N J(£) amplificado litearmente até
um tamanho bem definido praticamente reproduz uma parte de J(£),

de modo geométrico.

4,1.8. Teorema — Se f € Hd(ﬁ) , entdo J(f) ¢é microscopicamente

auto-similar.

Para demonstrar este teorema podemos trocar I por
% para nem qualgquer; logo, suporemos |f'(x)] > A > 1 pa-

ra x¢ J(£).

4.1.9. Lema - Seja r, >0 tal que [f'{x)| > x>1 = x¢ D, (z),
(o]

¥z ¢ J(f). Existe M >0 tal que se X, ¥ € Dﬁn)(z) =
)

= weT; |fhw) - 22 (2)] <r para O < i = n}, entdo

0

| (£ 1) () |

<
| (£25)7 (7)]

4
M
Observe-se que M independe de n € IN.

Demonstracic - Temos que
fn+1 '
tog 'I'(_ﬁl_)'('x_)i = Logl (£™ 1) (x)] - Log| (£ 1) (y)| =
(£ ()]
= Logif'(x)-f'(f(x))---f‘(fn(x))-l—Long'(V)'f‘(f(y))--.f'(fn(y))l=

. n . . n . .
= I logle (£9(x))] - Loglt" (£3(y))] = k = |£3(x) - £3(y)] <
J=0 J=0
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s K([£2(x) - £2(y) | + wlfPx) = 22| +oo o+ w1 £(x) - f_n(y)l =

X ' Kr | o
) - Py) s =2 onde 0 <p <%T
1 14 »

Demonstragdo do Teorema 4.1.8 - Escolhamos T, > 0 satisfazendo
a hipdtese do Lema 4.1.9, e de modo que f:?il}}ﬁ —+ T seja
1~1, Wz € J(£). Fixemos agora z € J(f) e r <r,; seja

nelN 'o menor inteiro tal que didmetro (fﬁ(Dr(z})) z 2r . Por-

tanto, existem x',y! € Dr(z) tais que |f7(x') - y1)] = 2ry.

Ora, escolhamos B8' € Dr(z) de modo que
f£Rar) - £y = [(ED e = ~ vl
(isto é uma consequéncia da injetividade).
, .
2]

Segue-ge que M) (e1)] = = -

Dados X,V € Dr(z), para algum 8 € Dr(z) temos
150 - )| = [ E @)=yl s
pelo Lema 4.1.9,
- - 5 MI‘O
12900 - 2 = M ED e xmy] 2 = xeyl

Para obter a densigualdade oposta, escolhemos X7 G.Dr(z) tais
que |%¥| = r. Existe § ¢ Dr(z) satisfazendo:
1972(%) - N = [(E @) x - 3

= ~ =_ - 2r
daf: [(EL)1(E) e = 2r, => [(ED)1(E)] = 2
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Logo:

Ifz;l(x) _ fﬁ-l(y)[ < max f(fﬁ-l)'(e)[lx-Yl =
' o €D (z) -

e = - 2Mp
= M (N @) eyl => 12 x) - £51(y)] < =2 |x-y|

para X,y € DT(Z).

Finalmente: ¥ k > 0 ‘t.g. [£(x) ~ fM(y)]| < klfn"l(x)-'fn-l(y)lr

. = = 2Mkr - ’
Dai: [£%(x) - 2(y)] = -—;—9— |x~y| para x,y € D.(z).

~
—

Segue-se que podemos tomar h = 2. =

§2. Estabilidade do Conjunto de Julia

Desejamos discutir agora as razdes pelgs guais a con~
digdo de hiperbolicidade imposta a um endomorfismo garante-lhe a
estabilidade pelo menos em seu conjunto de Julia. Vimos na Pro-
posigdo 4.1.4. que dado £, € Endy(T) , existe um aberto. U enm
torno de J(f_) de tal modo que W =.f;1(U; < int U; portanto,
fo(E W) E U. Escolhamos uma viziﬁhahga' f, < Ve EnddCE) onde
f(fwelu ¥ f € V. Cqﬁo os pontos de [ U jamais retor-
nam a U sob iteragdes de. f € V, concluimos que J(f) € U
¥ fc V., Temos assim desde j& um carater de estabilidade topold-

gica para J(fo). Observemos ainda que J(f) = N £ ™U)
: ‘ nz0 .

¥fe V.
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4,2.1. Definiglo - Dizemos que £, € Endd(f) & Julia-estavel

(J~estdvel para simplicidade) se existem uma vizinhanca N(fo) de
£, em Endd(f) e uma fungdo continua H: N(fo)-—* C°(J(f°), T)
tais que: |

Il

{1) N(:E‘O) Id

(i1) N(£f) ¢é um homeomorfismo de J(fo) sobre J(f),

v f ¢ N(fo)'

(iii) H(f) ° fo=1To H(f) W=ze¢ J(fo), ¥ fe N(?o).

4,2.2. Teorema - Os endomorfismos hiperbélicos sdo’ J-estavels.

Apresentaremos uma demonstragdo bastante geométrica .
Sugerimos ao leitor trabalhar em outra, envolvendo o Lema 3.2.9.
Os movimentos analfticos a serem considerados serao. aqueles exe-

cutados pelas Srbitas periddicas do conjunto de Julia.

Demonstracdo do Teorema 4.2.2, Vamos usar a métrica introduzi-

da no Lema 4.1.3. Seja 2r > 0" t.q. H(f;l)'(y)ﬂ < 1'1_
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¥y €Dy(x), “xc¢J(g,). Temos entlo  £1(D (x)) &
c Ul D -1, (x;), onde f-l(x) = {xl,...,xd} . Se N(f,) <
l'" .

c Endd(ﬁ) ¢ uma vizinhanga suficientemente pequena de f, » po-

demos escrever:

J]!(f"l)'(y)ﬂ <2t wyen(®, ¥xedar)

lf—l(Dr(x)) € D(x)V. ..U D (x)

Pode-gse ver facilmente que existe uma Unica funcfo analftica

£ e N(E) — £z, (x)) € T, coma condigho £1(f (x)) =

Dado x ¢ J(fo), consideremos f'l(Dr(fg(x))) c Dr(fg'l(x)) ,
f"l(Dr(fg"l(x)) 1 Dr(fn'z(x)), etec. Temos que

- n " -

£ n(Dr(fo(x))) < D,(x) possui difmetro inferior a 20" % r, ou

seja N f_n(Dr(fg(x)) ¢ exatamente um ponto em Dr(x), o qual
ne N

definimos como H(£)(x). As condigdes (i) e (iii) da Definicdo
4.2.1 sB@o claramente satisfeitas. Provefios a continuidade’ de
H{f). Dada uma v121nhanga K de H{f)(x), existe n, €N tal
que £ °(D (f o(x))) < K. Se vel esté suficientemente

prédimo a x € § de modo a °(y) € D (f O(x)) , ‘temos tam-
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também que f“no(fio(Y)) € X, ou seja, H(£)(y) € K. Quanto &
injetividade de H(f): se H(f)(x) = H(f)(x*), #,x' € J(£, }, en
tho  H(D)(£5(x)) = BO(EX(x")) ¥k e W. oOra: a(H(£)(x),x)<r,
donde  d(£R(x),£5(x")) = d(H(f)(fk(x)) ££00) ) ra(8102) (£ 5 (x1), £56)
< 2r. k. Daf: dafx,x') <2\~ Kn vk — x = x'.
Justifiquemos H(f)(J(f Y) = J(£): como H(f)(J(fo)) nie sai,
por iteracgfo sob f, de uma vizinhanga de J(fo), vemos gue
H(f)(J(fo)) c J(?). Mas os pontos periddicos de J(fo) s30
transformados por H(f) nos pontos periddicos de H(f)(J(fo)); a
partir de certo periodo, portanto, todos os pontos periddicos de

f estdo em H(f)(J(fo)). nai: J(£) e H(f)(J(fO)).

Deixamos ao leitor a continuidade de f ¢ N(f) —

— H(f)(x) € T para x € € fixado. "

§3. Estabilidade x Hiperbolicidade

Descrevemos ho capitulo anterior um subconjunto (abeg
to e denso) de Pold(@) constituido exatamente pelos polindmios
estruturalmente estaveis. Ora, o conceito introduzido acima ga-
rante, sendo a estabilidade do polinbmic hiperbolico, pele menos
de seus aspectos dinsmicamente complicados. Torna-se natural a
questdo: um polindmio (estruturalmente) estavel é Thiperbdlico?
Esta questdo se reduz a: um polindmio estdvel possui pontos cri-
ticos em seu conjunto de Julia? Ndo temos uma resposta conclusi-
va. Mostraremos agora que efetivamente estabilidade implica hi-

perbolicidade desde que o conjunto de Julia seja bagtante 'rare-
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feito" para nao poder "esconder" pontos eriticos.
4.3.1. Teorema ~ Se um pollnomlo e estavel e seu conjunto de

'Julla possu1 medlda zero entao ele & hlperbollco (E47).

Para ressaltar a naturalidade da condig@c = proposta,

provaremos antes o teorema seguinte.
4.3.2. Teorema - Se f E?Hd(ﬁ) entdo a medida de J(f) €& =zero.

Demonstraggo. Indiquemos por 4 a medida dezLebesgue. Se
u(J(f)) > 0, existe p € J(f) -tal que

. u(D(p) 0 3(£))
70 . WD (p))

(diz-se que p € T & um ponto de densidade de J(£); na wverda-
de, quase todo ponto de J(f) €& ponto de densidade). Pelo Teo-
rema 4.1.8 e Lema 4.1.9, existem ro,>0 e MM >0 tais que,

se r < Ty s podemos escrever

—2 jxp| < [£2()(x) - 2P gy

desde que x € Dr(p) e m(r) seja um inteiro (dependente de
r €R) convenientemente escolhido.
Segue~se que fm(r)(Dr(p)) contém o disco de centro fm(r)(p) e
raio Mro. BEscolhamos r,— 0; desejamos provar agora gque
mir, )
w(@ "D (p) n T(£))
n

lim =1 .
< \r_J
e e R (D, (p))
n
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Realmente: )
(r) -
w(e R, (p) N 3(EN) = N oY
. n i Drn(P)nJ(f) .
e .
(r,) '
(€ R (D (9))) = [ 16w w
n . (p)
n
Entao: (r) . .
myr
w(e 0 (o, (p) 0 I(EN)
1~ =
3
o ul T, )
8 TP
n'y'(2)|% 4
D, @)\DIGNMH) I aw
= S
(r)
f Ty a
Drn(p)

, Mgl(:m(rn}).(P)!g w(Dp @I\D; () N J(£))

= v ) — 0 quando rn;' 0.
ﬁlz—ltf )(p)l (0, (@)

- m(r )
Seja g € € um ponto limite de (p), o disco de raio Mr,

r.)

m
estd contido em f O (D, (p)) para r, Dpequeno, e, pelo que
n
vimos acima, w(Dy.n(a) A J(£)) = w(Dy.p. (¢)).  Logo, DM-r'o(q} n
o o

N J(£) = Dy.,. (q) pois J(£) & fechado. Isto é um absurdo por-
(o]

que int J(f) # ¢. -
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A idéia da demonstracio do Teorema 4.3.1 é & ‘seguins
te. Seaa E o espago das classes de pollnomlos estavels analltl
camen%e conaugados entre 'siy’ "Temos gue d:Lmc E = dql. Ora, mos~
traremos que cada drbita do ponto eritico finito, fora do conjun-
to de Julia, correspondera a4 uma coordenada analitlca para E, e
gue estas coordernadas sao suflclentes para parametrlzar E. Se-
gue-se que a quantidade de pontOS crltlcos fora do conjunto de

Julia é d-1, ou seja, temos hiperbolicidade. SRR

Formallzemos a dlscussao aclma SeJa G o grupe de
dlfeomorflsmos analltlcos de T que preservam weT, isto &,

= {T € sL(2,€); T(z) = sz+8, «a,Bc C}. Se P, é um poli
: v o

ndmio estdvel, a aplicacdo
e

A

g — _'P‘old'(E)
(o] P ’

T — T lep uT
Ao
€ um mergulho analltlco ‘de uma‘ vi21nhanga bE 9 Id em Pold(m)

Denotemos - por T 2 P uma segdo transversal local a gy {(v)
: s

S
]
Segue~se que I € uma variedade analltlca de dlmensao' d-1, mer

gulhada no conjunto de pollnomlos estaveis, sem elementos analiti

camente conJugados por uina conaugagao prox*ma a 1dent1dade.

Deseaamos "pealizgp! dlnamlcamente a dlmEnsao‘de z.

Para simplificar a notagfo, suporemos que P §6 possui uma Gr-

A
o
bita periddica atratora finita, a qual & fixa. Sendo p ¢ € es-

te atrator, temos que T = B, () U E, (p) (E(p) € o. conjunto
o o :

i

estavel de p € ¢). DPelo Teorema 1.1.5, existem wma vizinhan-
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o r

ca ﬁh 3w e um difeomorfismo analitico Fs ﬁl——* D, tais
' 0 °

que F(O) == e F(P, (2)) = F(z)81. se ievy ST & um

Q
vizinhanga conveniente de. A, € ¢l , obtemos P, ¢ ﬁl — D, di
feomorfismo analitico dependendo analiticamente de X € Cd e

satisfazendo FK(PK(Z)) = FK(Z)d_l. .Indiguemos por cl(l),...,
.«yc (1) os pontos criticos de P, em BR(W)’ e POr My,...,m €N

os inteiros (Umicos) tais que
m,
1 5 : . € Vq
P, (c;(1)) € int (U, \ P(U,)), €T
0 leitor observe que estamos repetindo 0s passos da
demonstragio do Teorema 3.2.1. Definamos (Vl = T):
c®: ¢ —+ ¢°
i o
Ao (P T(eq(0))s . n By (e (D))

Aplicamos agora o Teorema 1.1.2 ao ponto fixo atrator de P .

o
Existem vizinhanga ﬁi 3 p e um difeomorfismo analitico
o

F: U — D satisfazendo P, (p) =0, F. (p} =1 e
© s ™ . A A

o o o o
F. (P. (z)) = a, -P, (z), onde a, = p! (p). Sendo AeV,cZ
o' g A hg S W 2

vizinhanga conveniente de By s existem ﬁxu 3 p(a) e
o}

F,: ﬁ;-—a 5. difeomorfismo analitico tais que Fk(p(l)) = p()
o

1 1
e F (R (2)) = a,-P,(z) , para a, = P, (p(x)). Se e1(2), .,
,...,cé(x) sto os pontos criticos de P, em El(p(l)), exis-

tem inteiros ¢; €N t.q.

Li 1 . 1 '
P, (e;(0)) € (U \ Py (U1)) -
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Definamos
c't 3 — ¢l
R L _
Ao (8,0 (e ))e iR Ul (1)) )
(EP:J‘(c;'L(JL))z--d P:q(c:l(x))l ¢ ¢p?ly |
Finélmente, consideremos
C: T — g5H
Ao (eR(0,), cta).

Vemos que s+q € o nimero de pontos criticos de P,  fora de
J(PA), bara i € E. Queremos mostrar agora que  C é injeti-
va, de onde resultard d-1 = s+q, ou seja, P, € Hy(@) ¥ e 1.
O%Sefvemos inicialmente que, pelos Teoremas 2.1.5 e 3.3.1,

u(J(Pk)) =0 ¥ %€ 3T. Caso C' ndo seja injetiva, existe uma
subvariedade complexa S ¢ I tal que (C®(3),Cc' (1)) & constan—
te para 1 € S. Examinando a demonstracio do Teorema 3.2.1,“ ve—
mos que as conjugagdes construidas .(ao longo de 8) =30 analiti-
cag fora do conjunte de Julia (as posigles das Srbitas dos pontos
criticos préximos aos pontos fixos sdo tais que permitem as con~-
jugagaes'topolégicas locais serem analiticas). Conclusdo: as con
jugégﬁes &édas pelo‘Teorema 3.2.1; ao longo de S? além de se-
reﬁ‘quase conformes {Teorema 3.3.1), s8o conformes fora de um

conjunto (o conjunto ae Julia) de medida zero. Pelo Teorema

2.1.4, +tais conjugacSes sdo de fato analf{ticas, o que contradiz
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Referencias

[1] - Esta idéia j& aparece em Fatou, na 22 de suas trés memérias

sobre iteragles de fungbes raciomais.

[2] - Este exemplo é analisado por G. Julia em seu trabalho  j&

2] - No

~mencionado. A demonstracéo de que o conjunto de Julia

é uma curva continua foi retirada de M. Brolin:
Invariant sets under iteration of rational functions,
Arkiv flir Mathematik 6 (1966). Este trabalho contém u-
uma excelente introdug@o aos resultados classicos. O au
tor destas notas nfio conseguiu provar gue as baclas dos

pontos fixos finitos sdo limitados por curvas de Jordan.

megcionado_trabalhq de M. Brolin, o leitor pode encon-

trar a demonstracic desta afirmativa.

[4] ~ Discutida por D. Sulllivan em Seminar on Conformal and

Hyperbolic Geometry, preprlnt IHES 1982. Recomendamos
este trabalho ao leitor pelo (proveitoso) paralelo feito
entre o estudo de fungdes racionais e o estudo de grupos

Kleinianos.

[51 ~ Demonstrado no trabalho ja mencionado por R. Mafié, P.  Sad

e D. Sullivan: Oa the dynamics of rational maps. Nao se
sabe se o teorema persiste sem a condicdo do conjuntc de

Julia possuir medida zero.
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APENDICE

-"3-?«

Enumeramos brevemente neste apéndice as proprig@ad?s
das familias normais de fungdes meromorfas. O leitor pode consu;
tar "Analytic Function Theory", por F. Hille, vol.2 (Chelsea).

Seja U c € um abérto; e C°(U,fj o espago das apli
cagdes continuas-de U em T , mumido da topologia da  conver-
géncia uniforme em partes compactas. Esta topologia é metrizd-

vel, ¢ C%(U,f) torna-se um espago métrico completo.

Proposicdo ~ Se £ — f em C°(U,€) e as aplicagbes f s80
-Tapasigao n n

analiticas, entfo £ é também analitica.

Definigdo ~ Uma famflia 3 < c°(u,T) de fungBes analiticas & nor-
mal se & & compacto.
O critério basico para a normalidade de uma famf{lia &

¢ seguinte.

Teorema — Se uma fam{lia % < C°(U,T) de fungBes analfticas é
uniformemente limitada, isto &, caso exista M > 0 +tal que

[£f(z)} <M ¥ 2z€U e ¥fec¥F entdo ¥ & normal.

0 dominio de aplicagdo deste teorema se estende a uma
dimensdc a principio insuspeita. Vamos combini-lo com um caso
particular de Teorema de Uniformizagdoc para Superficies de Rie-

manil.
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Teorema (Picard) - A superficie de Riemann e\{0,1,»} & (anali

ticamente) recoberta pelo disco D=.

NEo hd nada de especial na escolha dos pontos 0, 1 e

0 resultado que usamos repetidas vezes no texto & o

seguinte.

Teorema (Montel) - Seja ¥ € ¢®(U,€) uma fam{lia de funcgdes ana-
liticas. Se nenhuma funglio em ¥ assume os valores 0,1 e o ,

entdo F e normal.

Demonstragéo -~ Seja m I — T \{O, 1, «} recobrimento anal{tico.
Fixemos p € U; cada f € F vpossul um dnico levantamento ana
litico F: U-—D? , isto g, Moef=f e F(p)=0. A fami-
lia %« ¢%(U, D°) de tais levantamentos é uniformemente limita

da, logo normal. Segue~se entdo que ¥ & normal. n







