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PREFACID

Seja X um espago topologice qualquer. Dada uma aplica-

cdo continua f:X X, uma pergunta natural de se fazer € a se-

guinte: Existem pontos x em X tais que f(x) = x ?

Bstes pontos quando existem sao chamados de pontes fi-
xos5 da T, e em geral dencta-se por Fix(f) o:conjuﬁto de todos
gles. Dizemos que um eépaqo X tem a propriedade do ponte fixo se

X ., Fix(£) # &.

para toda aplicagao contimua f:X

Analisemos um exemplo bhem simples. Seja X = [-1,1] 0
intervalo dos nimeros reais -1gxg1l. Considere f:X ——X uma

aplicagdo continua gqualquer.
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Se f(-i1) = -1 ou f(1) = 1, ent3o f tem um ponto fixo. Suponha-

mos que os extremos do intervalo nao sejam pontos fixos. Entdo te-
mos que

£e-1) > -1 e £(1) ¢ 1.

Considere a aplicagdo g:X X definida por g(x) = f(x) - x,

para todo X & El,l]. Temos entde que

g(-1)> 9 e g{1)< 0.
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Como g € continua e assume valores positifos e negativos no interva
lo, temos que existe um nimero -18x,¢€ 1 tal que g(xo) = (). Mas
entdo temos f(xnj =:Xy. Isto &, £ tem um ponto fixo no interior
do intervale X. Provamos assim que o intervale [-1,1] tem a proprig

dade do ponto fixo.

Na.verdade o intervalo [—1,1] € apenas um c¢aso parti-
cular de X = B" = {xeR"; Ixll€1} a bola fechada de centro na
origem e raio 1. No inicio déste seculo (1912) L. F. J. Brouwer

demonstrou que B tem a rropriedade do ponto fixo.

Na Seccdo 1 destas notas apresentamos uma demonstracao
déste resultado. A demonstragdo déste resultadoc que apresentamos
aqui € devida a Hirsh. A demonstracidc original de Rrouwer € bas-
tante diferente e conduziu a definicdo do conceito de grau de uma
fungdo f£:8"——= 5", onde §" = {x er™1; fIxi = 1} & a esfera

unitdria. O grau de f € denotado por deg(f).

A nogso de grau tem inQimeras aplicacoes importantes. A-
lém disso, a menos de homotopia, nos d4 uma classificacdo completa

das aplicagbes £:5" s pois:

i. Usando-se homologia mostra-se ficilmente que

se fx~g, entao deg(f) = deg(g).

ii. Usando teoria de homotopia, Hopf mostrou que

se deg(f) = deg(g). entdo f=x=g.

Na Sec¢do 2 apresentamos um estudo do conceito de grau

e de algumas de suas propriedades.
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A nogao de grau conduz naturalmente i nocido de grau lo-

Sn

cal: Suponha que V € um subconjunto aberto de S" e f:V
¢ uma aplicagio contfinua, entdo podemos definir o grau local de f
em torno de t)es“, desde que f‘l(Q) seja compacto. Se f‘l(Q)

tiver um namero finito de pontos, entdo o grau local de f em tdrno
de Q, denotade por degQ(f), conta o nimeroc de pontos, levando-se

em conta a "multiplicidade'" de cada um.

Na Secgao 3, apresentamos o conceito de grau local e es-

tudamos suas principais propriedades.

Retornando 4 questd dos pontos fixos de uma funcio,

observamos que se f£:R" R" entdo a aplicacdo

(id - £)R" — "
dada por (id - F)(x) = x ~ £(x), para todo xeR", & tal que
Fix(f) = (id - £)"1¢0).
Logo o grau local de (id - f) em torno da origem, se estiver de-

finido, nos da o ''nimero” de pontos fixos de f, contados com as

suas "multiplicidades™.

E exatamente esta idé€ia que motiva a definicdo de indi-
ce dos pontos fixos de uma funcdo definida em um aberto VCR" e

com valores em R".

Na Secgdo 4 definimos o Indice dos pontos fixos de a-
plicagdes f:V —— R" com Ve R"™ aberto e Fix(f)cV com-
pacto. S3o também estudadas suas propriedades principais.

Uma das propriedades do indice, chamada de Comutativi-

dade oferece uma maneira de se definir o conceito de Indice para
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outros espagos.

Isto & feito na Seccdo 5, onde estudamos o indice para
espacos ENR, isto €, espagos que sdo retrato de vizinhanca eucli-

deana.

Quando fala-se de pontos fixes, ndo se pode deixar de
mencionar o famoso teorema de Lefschetz. Lefschet: provou que pa-
ra determinado tipo de espagos pode-se definir um nimero {chamado
o nimera de Lefschetz), denotado por _A(f), tal due se fiX X

e /L(f)} # 0, entdo f tem pelo menos um ponto fixe.

Na Secgdo 6 enunciamos o Teorema do Ponto Fixo de Lefs-
chetz e um teorema posterior a éste, devido a Hopf, que relaciona
o indice de f com o niimero de Lefgchetz A(f). Isto motivou um
teorema chamado de Lefschetz-Hopf, o qual relaciona o indice com

o niimero de Lefschetz. Este teorema tem indmeras aplicagdes.

Na SeccAo 7 apresentamos a Teeria do Indice do ponto de

vista axiomdtico.

Retornando ao Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz, €le
também pode ser enunciado da seguinte maneira: Se f ndo tem pon
tos fixos, entdo _A(f) = 0. Uma pergunta matural de se fazer € a

seguinte: Vale a reciproca?

Na verdade o nimero de Lefschetz € um invariante homo-
tSpico. Entdo a pergunta acima deveria ser: Se A(f) = 0 existe

alguma aplicagdo ¢ homotépica a £, tal que g nio tem ponto fixo?

A resposta € negativa mesmo para complexos simpliciais
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finito, e até mesmo para superficies compactas. Somente em situa-
goes especiais pode-se chegar a uma resposta afirmativa. No entan-
to existe um outro ndmero, chamadq o numero de Nielsen de f, de-
notade por N(f). N(f) & um inteirc nao negativo, que € definido
utilizando-se a Teoria do Indice e vem a ser um invariante homa-
tdpico e € na verdade um limitante inferior para o numero de pon—‘
tos fixos das fungoes g homot6picés a f. Sé X tem a propriedade de
que para toda f:X———=X existe uma funcéo g homotopica a f com '
exatamente N(f) pontos fixos, entao X é chamado um espaco de

Wecken.

Na Secgao 8 definimos os ndimeros de Nielsen e descreve-

mos o problema do namero minimo de pontos fixos.

Na Secgﬁo(érapresentamos dois exemplos onde mostramos
que o nimero de Nielsen & um invariante mais forte que o numero de
Lefschetz, e que o bouquet de dois circulos nio & um espaco de
Wecken.

1,

Na Seccao 10 mostramos que S-, s, o toro ¢ a garrafa

de Xlein sdo espacos de Wecken.

A teoria do Indice para ENR que apresentamos aqui nes-
tas notas € devida a Dold'[ﬂ] . Ela € menos geral que aquela de-
senvolvida por Leray ( ﬁ6]J (17}) mas € a que parece mais adequa-
da para ser utilizada no contexto de Topologia Algébrica. G. de

Cecco redigiu umas notas:

"Teoria dei Punti Fissi"

Quadérni dei Gruppi di Ricerca Matematica
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del Consiglio Nazionale delle Ricerche
HEIDELBERG - 1975

sGbré um curso que o Prof. A. Dold desenvolveu em 1975. Nestas no-
tas é coberta a teoria de Tndice para espacos ENR, apresentada u-
ma demonstracao do Teorema de Lefschetz-Hopf para espagos ENR com-
pactos. E é apresentada uma generalizacdo da teoria para espagos
ENR sébre B (ENRp).

R. Brown no seu livro:

"The Lefschetz Fixed Point Theorem”

Scott, Foresman and Co, Glenviewaondon {1971)

apresenta toda a teoria de pontos fixos e do. indice para espacos
ANR. Nos capitulos VI, VII e VIII &le desenvolve o estudo dos ni-

meros de Nielsen e prohlemas a &les relacionados.

Finalmente, gostariamos de mencionar que Fadell em [11]
apresenta um survey excelente sobre o estado de desenvdlvimento

déste assunto até a época de 1970.

S3aoc Paulo, 22 de abril de 1983,
Daciberg Lima Gongalves

José Carlos de Souza Kiihl
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1. 0 TEOREMA DO PONTO FIX0 DE BROUWER

Inicialmente recordamos alguns conceitos bdsicos da Teo~
ria de Homologiaz Singular e estabelecemos algumas notigoes que se--
rio utilizadas no texto. A referéncia bisica para esta secgdo & o

livro "Lectures on Algebraic Topology", de A. Dold [9].

1.1 DEFINICAO: O gq-simplexo Aq consiste de todos os pontos x =
T q+l . : :

(xo.xl,....xq) e R tais que
(a) 0gx;¢1, i-= 0, 1,.... 9"
(b) xo+x1+...+xqf1."

Por exemplo ‘Ao & um ponto, Al € um segmento, Az é

um tridngulo equilitero, AS é um tetraedro regular

_ Xp

Os vetores unitaries e’ = (0,...,0,1,0,...,0) de ra+1 N

estio em O\

¢ 2les sdo chamados os vértices de Aq.

1.2 DEFINIGAO: Uma aplicacdo f de Ad“'em R" & dita linear se exis-

- . . +
tir uma transformagao linear :(no sentido usual) F : R4 1___ ., g"

tal que P!Aq = f,
0 1

Observe que se P°, P ..., P1 & R" sao pontos arbitra-
rios, entdo existe uma unica aplicagde linear £ : /_\q———- R
0

tal que f(ei) = P, a saber f(x): = xOP +...t quq. A imagem

f(Aq) consiste de todos os pontos P = xOPO AR quq de R com



0gx; €1 e xp+...7 Xq = 1. Déste modo as aplicagdes lineares de
ggq ficam completamente determinadas conhecendo-se os seus valo-

res nos vértices.

1.3 DEFINIGAQ: Um par de espacos (topeldgicos) (X,A) consiste de
um espaco X e um subespago A C X. Se (X,A), (Y,B) sao pares de es-
pacos entdo uma aplicacdo de pares f : (X,A})——(Y,B) & uma

apliecagdo continua f de X em Y, tal que f(A) C B.

No §3 do Capitulo III do livro de Dold, mencionado a-
cima, temos a definigaode homologia singular (com coeficientes in-
teiros) para um par (X,A). Denctamcs por Hq(X,A) o0 g-ésimo grupo

de homologia relativo de X mod A. Se A = ¢ denotamos simplesmen-

te H_(X).
q %)
1.4 Se P € um ponto temos que
HO(P} = Z (anel dos nimerocs inteiros)
Hi(P) =0 se 1#0
1.5 Para cada espaco X temos a aplicagao constante ¢ : X

——+ P que induz um homomorfismo c, ! Hi(X)————ww H,(F), cha-
n_(p
q(F)) e

éste € chamado o grupo de homologia reduzida do espago X. Cbserve

mado a aumentagao. Denotamos Hq(X) = ker (c*:Hq(X)

que por (1.4}, se q # 0 temos Hq(X) = Hq(X).

1.6 DEFINICAO: Se i : AC X & um par de espagos, dizemos que A &
um retrato de X se existe uma aplicagao r : X —A tal que te-
mos ti = id; a aplicaclio v & dita uma retracdo.

Por e%emplo, cada ponto P de X é um retrato de X; se

B ¢ um espaco qualguer e Q & um ponto de B, entio A=AxQ CA X B
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€ r :AXB~——AKXQ, dada por r(a,b) = (a,Q) & uma retragio.

Se {X,A) & um par de espagos entdo A & dito um retrato de
vizinhanga (em X) se A tem uma vizinhanca em X da qual & retrato.
Tode retrato é um retrato de vizinhanga, mas nio reciprocamente: se
X = 10.1] & o intervalo unitirio e A = {0} U {1} entdo A & um re~
trato de vizinhanga mas nao € um retrato.

Recordamos que
gh {xe Rn+1; Bxh = 1}

€ a n-esfera usual,

Bn

{)H’:Rn 3 Iyl g 1}
2.1/2

o
n . A bola aberta 8" =

€ a n-bola usual, onde Ixf = (xg ol X

0y

{y«sRn vyl } € também chamada n-célula usual. Observe que S"

a fronteira Bn+1 de Bn+1.

Temos a seguinte proposicdo, cuja demonstracio esta na

pagina 56 do livro de Dold ¢citado anteriormente.

1.7 PROPOSIGAO:
- O se kf£n
(a) . (s") =
z

0 ;
(b) Hk(Bn,Snnl) - '{ se

k

k
C se k #£n
{_Z se k =n

para qualquer ponto P de R".

n
=

(c) Hk(Rn,R“—P)

Como consequéncias imediatas desta proposigao temos:
1.8 COROLARIO: Esferas de dimensdes diferentes ndo sdo homeomorfas.

Espagos euclideanos de dimensdes diferentes nio sio homeomorfos.



Demonstracio: _

Para esferas o resultado esta claro por (a) de (1.7).
Se h : R"=~R" entio h : (R™,R"-0) ~ (Rn,Rn;h(O)), entiaoc por
fe) de (1.7) temos que m = 1n. : .

1.9 COROLARIO: S" nio & retrato de BP*L,

Demonstracdoe:

+ - - -
De fato se T : BY 1-——-5“ fosse uma retragac entao

ri = id, donde seguiria que a composta

H(S™) He Ly T ResY

seria a identidade. Mas isto & impossivel pois H(S™) # 0 ao passo

que H(B™D) = o.

Podemos agora enunciar e dar uma demonstragdo para o

teorema do ponto fixo de Brouwer.

n+l n+l

1.10 TECREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER: Se f : B B

€ uma aplicacgdo continua , entdo f tem pelo menos.um ponto fixo.

Demonstragdo:

Suponha que f n3o tenha ponto fixe, isteo &, f(x) # x

Bn+1 n+l

para todo x de . Entao para cada x de B considere a semi-re-

ta saindo de £({x) e passando por x, e dencte por g(x) a intersegao

desta semi-reta com o borde S" de Bn+1.

.

Fix)

fix)
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Entdo a fungdo g : pitl s" definida na pagina anterior &
uma aplicagdo continua e g(x) = x para tode x de s, Mas isto

contradiz o coroliric (1.9}, pois gi = id.

A primeira demonstragio'paré o teorema acima foi dada
por Brouwer em 1912. A demonstraééo dada aqui nioc & a original de
Brouwer mas sim de Hirsh. Na demonstragdo original de Brouwer as
téenicas desenvolvidas levaram a definicfo de grau.de uma aplica-
¢do, no¢do esta que além de importante tem aplicagdes bastante in-
teressantes; € 0 que Veremos na secéio seguinte.

Antes de passarmos para a préxima seccdo recordamos a

seguinte propesigdo:

1.11 PROPOSICAD: Se {(X,A) € um par de espacos com A # ¢ entao

temos a sequéncia exata

2
e H (A

*

- j* ~
Hoaq (0 — = Ho g (XA) Hy (A)
~ j*

Esta sequéncia & chamada a sequéncia de homologia reduzida do par

(X,A).



EXERCTITCI! OS

Un espaco topologice X € dito ter a propriedade do pon-
to fixo se para toda fungdo continua £:X ——X, f tem pe-
lo menos um pento fixo. Mostre que a propriedade do ponto fi-

xo € um invariante topoldgico.

Obs.: A propriedade do ponto fixe ndoc & um invariante homo-

tépico (ndo € dbvio).

Chamemos de bouquet de X com Y & unifo disjunta de X e
Y, com um ponto XUE'X identificado com um ponto y0<aY. De-
notemos por XvY o bouquet de X com Y. Mostre que se¢ X e Y
tém a propriedade do‘ponto fixo, entdo XvY tem a proprieda-

de do ponto fixe.

Dé um exemplo de um espago X que tem a propriedade do
ponto fixo, mas que o espago quociente X/A, onde A € um

subespaco de X, nao tem a propriedade do ponte fixo.

Mostre que um bouquet de um nimero finito de circulos

nao tem a propriedade do ponte fixo.

Mostre que se removermos do disco BZ um nimero finito
de discos abertos o espaco cobtido niio tem a propriedade do

ponto fixo.



1.6 Mostre que a retragao preserva a propriedade do ponto fi-

xo. Isto &, se o espago X tem a propriedade do ponto fixo e

.T:X A & uma retracio, sntdc A tem a propriedade do

pontoe fixo.

. -. 0
ytl , definida na de-

1.7 Mostre que a fungdo g:b n

—_—— 5

monstracio do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, € continua.
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2. GRAU DE UMA AFPLICAGAO-

Inicialmente recordamos que se h & um endomorfismo

< de um grupo ciclico infinito G entdo h € dado por um inteiro, is-

to &, existe d em Z, determinado de maneira Gnica, tal que h(x) =
d.x para todo x de G. Aplicando éste resultado a grupos de homo-

logia podemos definir a nocdo de grau em Topologia Algdbrica. Este
conceito fém intimeras aplicagOes interessantes como veremos adian-

te.

2.1 DEFINICAO: Se £ : §" §" (resp. £ : (™1™ .

(Bn+;,sn)) € uma aplicacio continua qualquer, entdo o endomorfis-
mo induzido f, de ﬁn(Sn) =7 (resp. Hn+1(Bn+1,Sn) = Z ) € dado
por f*(ij = deg(f).x, onde deg(f)€ I € um inteiro determinado de
maneira Unica. fste inteiro deg(f) € chamado o grau de £ (algumas
vézes também chamado de grau de Brouwer de f).

Para determinar o inteiro deg(f) basta tomar um gera-
dor ae.Hn(Sn). entio f,(a) = deg(f).a. Se o gefador escolhidoe for
-a temos que f,(-a) = -f,{a) = -deg(f).a = deg(f).(-a). De modo
que €ste inteiro independe da escolha do gerador.

As seguintes propriedades basicas do grau de uma a-

plicagao s3o imediatas.

2.2 PROPOSICEO: (a) deg(id) = +1
(b) deg(fog) = deg(f).deg(g)
(c) Se fo g, gntﬁo deg(f) = deé(g]
{(d) Se £ & uma aplicacdo constagte entio deg(f)=0

{e) Se f € uma equivaléncia homotopica entdo deg(f)



€ igual a +1
' (£) se £ : (B"1,s") —~ (8™ s™) entdo deg(f) =
deg (£]s™).
Demonstracao:
As propriedades (a)-(e) sdo imediatas. A proprieda-

de (f) segue do diagrama comutativo
n+l on £y n+l .n
Hn+1(B +S ) e Hn+1(B 8 )

2, =12

mn

- (£ s™.
n
H, (8™

- n
H, (8™

Uma propriedaée menos obvia & que dado um inteiro m em Z

n

existe uma aplicagao £ : 5 - n

S

tal que deg(f) = m (veja
os exercicios). Todas estas propriedédes sio resultades da Teoria
de Homologia, uma propfiédade muito mais sofisticada € o resultado

da Teoria de Homotopia devido a Hopf, que & a reciproca da proprie-

"

dade {¢) de (2.2):-se deg (f) deg(g) entdo f=g (veja 7.5.7,
pagina 398 do livro de, Spanier). Assim temos que a nogéo‘§e grau
nos fornece um invariante alg€brico completo para o estudo das
classes de homotopia de aplicagoes de s" em s™.

2.3 PROPOSICAO: O grau de uma aplicacdoe. linear | f : (an,zln)
(zsn.iin) que permuta 0s vértices & igual a assinatura da permu-

tagdo, isto &, deg(f) = sign( f\{eo,el,...,en}). 0 grau de uma a-
plicacdo ortogonal g s . s" & igual a seu determinante, is-

to €, deg(g) = det(g).
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A demonstracdo para a proposicdo {2.3) pode ser encontra-
‘da na pagina 63 do livro de Dold. Obsérve que a aplicagio antipoda
A : st s , dada por A(x) = -x, € uma aplica¢do ortegonal
n+l

e como det(A) = (-1]n+1, temos que deg(A) = (-1)

n 8% sdo .aplicagdes continuas

2.4 PROPOSICAO: Se f,g : §
tais que £(x) # g(x) para todo x em s, entdo g € homotdpica a
composta Af.
Demonstracao:

Geom&tricamente a idéia € a seguinte: se g(x) # £(x)

- +
entac o segmentc em Rn 1

que une Af(x) a g(x) néo passa pela origem.
Assim projetando radialmente da origem sobre a esfera obtemos um
caminho em §7 que une Af({x) a-g(xj.-Estes caﬁinﬁos fornecem a ho-~
motopia desejada. Defininde a homotopia explicitamente temos a fun-
n Sn. dada por -
{(1-t)Af(x) + tg(x)

1{1-t)Af(x) + tg(x)}

gdo H : S X I

H(x,t) =

Observe que se f = id, a propesigdo acima nos diz: Se a

B . 8" nio tem pontos fixos, entfo g & homotd-

n+l -

aplicagdo g : §
pica a aplicagd@oc antipoda A; logo néste caso deg(g) = (-1)
Se f.= A, a proposicdo nos diz: Se g ndo tem pontos antipodas, is-
to &, se g(x) # -x para todo x em S", entdo g & homotSpica a apli-
cagao identidade, e portanto deg(g) = +1.

2.5 COROLARIO: Téda aplicacdo g: §°"— = §20

tem pelo menos um
ponto fixo ou um ponto antipoda.

Demonstracdo:
Se g(x) # x para todo x, entac como vimos acima g &
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homotdpica a aplicagdo antipoda A. Por outro lado, se g(x) # -x pa-
ra todo x, entdo g & homotdpica a composta AA = identidade. Quan-
do ambas as condigoes vélem, temos
deg(A) = deg(g) = deg(id).
Contudo, deg(A) = (-1)2n+1 = -1 e deg(id) = +1, e as duas condi-

¢des nde podem valer simultdneamente.

Recordamos que S" & uma variedade de dimensio n, iste &,
ela € localmente homeomorfa a R". Em cada pornito x de s" temos o es-
pago tangente Tx(Sn). Com S" identificada com a esfera unitiria

n+l que é tangen-

em R™L, Tx(Sn) € o hiperplano n-dimensicnal em R
te a S em x. Podemos transladar éste hiperplano para a origem on-
de €le pode ser visto como o subespago n-dimensional ortogonal ao
vetor x. E claro que quando x varia em 8" &stes subespagos variam
de modo adequado. Um campo de vetores em 5" & uma aplicagdo conti-
nua que associa a cada ponto x em S" um vetor no correspondente su-
bespago. Um campo de vetores V € dito ndo-nulo se V(x) £ 0 para to-
do x em S".

2.6 COROLARIO: Ndo existe nenhum campo de vetores nio-nulo em Szn.

Demonstragdo:

-

Se V € um campo de vetores nao-nulo em Szn, entdo

W(x) = V(x)/PV(x)l & um campo de vetores em S°" de comprimento

2n

unitiric. Assim W : §°"— . g é uma aplicagio continua com W(x)

ortogonal a x para cada x, mas isto & impossivel pois contradiz o

corolario (2.5). !

Observamos que nas esferas de dimensdo impar sempre exis-
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S2n+1

tem campos de vetores nio-nulos. Basta definir em , por exem-

plo o campo de vetores V({x) = (xl’_xo“"’x2n+l’_x2n)‘
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2.3

2.4
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CEXERCTCI1DOS

+1

Se f:52n+1—————- S211 nao tem ponte fixo, mostre

que f & homotdpica i identidade

Zn+l Zn+l

‘Se g:5§ —— 5 € homotdpica a4 constante, mos-

tre que entdo g tem pelc menos um ponto fixo.

Seja C o corpo de todos os nimeros complexos. Considere

a fung.ao p'C'——-C dada por p(z) = 23 - 15 z. Mostre que

1

P nhao tem zeros em Sl. Defina ﬁ:S1 S pondo --p(z) =

plz) / |p(z}| . Calcule o grau de p(z).

3

Considere S57¢ R4, com R.4 munido da multiplicacdo dos

quaterniénicos. Mostre que a aplicagao £18% e 53 dada

por £(z} = 2 tem grau n.

n

Dadas duas aplicagoes f ,_fb:Sn s de graus, res-

a
pectivamente, a e b; vamos definir f ’ﬁf F MY L Y .se-

'g‘u-inte- maneira: éeja g:s" — S v S.. dada pela figura

.m
e : sy sh dada por V¥V ({x, xn) = V{xo,x) = x




2.6

2.7

2.8

..14_
Entdo f &f, = Vo, v ) @ . Mostre que dep(f »&f,) =
deg(fa) + deg(fb}. Qial & um homeomorfismo que leva a o-

rientagdo de s" na de sh o2 (Veja os casos n =1 e 27.
Mostre gue tdda aplicagdo 'E:SO——---S0 tem grau 0 ou 1,

Seja ke um inteiro arbitrario, mostre que existe uma
1

aplicagao £:5 S1 de grau k.

A suspensdo de um espago Y, denotada por XY, € o es-
pago obtido de IXY pela identificagdo de cad‘a un dos sub-
conjuntos {0} xY e {1} x Y a umponto. Mais intuitiva-

mente, SY ¢ o cone duplo scbre Y.

D

{a) Mostre que zs® = s

n+l

(b) Se f:X=~——=Y é uma aplica g0 continua, entdc temes
I G

que idxf: IxX IXY leva cada subconjunto
{t}x X en {t} x Y e, portanto induz uma apli-

cacdo Zf: ZX

SY entre as suspensoes. Em

s entdo Zf: Sn+1

particular, se £:8"
Sn+1. Mostre que deg( Zf)} = deg(£f).
COROLARTO: Para n>0 existe aplicagdo S - §"

de grau arbitririo keZ.
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3. GRAUS LOCA!S

A nogdo de grau local vem extender a nocdo de grau as-
tudada na seccdo anterior. Usaremos esta nogac para definir o con-
ceito de indice de uma fungdo em tdrno de um ponto fixo isclado ou,
mais geralmente, em tornce de um subconjunto compacto contendo o

conjunte dos pontos fixos.

3.1 DEFINIGAO: Considere 2z esfera s", com n>»0. Seja ves® um

subconjunte aberto e £:V s" uma aplicacdo continua. Pixe-
mos um ponto Q€ " tal que fpl(Q] seja um compacto. Considere

a composta

I n -1 SX& -1
H, (s™) BO(S"-£77(Q)) == H (V,V-7(Q)
-1
£, Jx
n on_ n
H (87,57-Q) ——H (87

onde exe & o isomorfisme induzido pela excisdo e j, € o isomor-
fismo dado pelo fato de que s® - ¢, onde P & um ponto qualquer,

& homotdpice a um ponto. A composta & um homemorfismo da forma
X b———— deg.(f).x
B (5)

onde degQ(f) & um inteiro chamado ce grau local de f em tdrno

de Q.
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No caso em que o aberto V & tdda a esfera s™ o grau
local em torno de qualquer pento 0Q es” & igual ao grau da f, co-

mo veremos na proposic¢do seguinte.

3.2 PROPOSICAO: Seja f£:5" —=S" e Qes", entdo temos que

deg(f) = degq(f).

Demonstragao:
Considere o seguinte diagrama comutativo
H_(s™h SRELIS s™,s"-£71 (0)) 2y (s",8"-q)
n- n 4 " n + ~
f.

Hn{s“)

Logo ji Yf,j. = f,, e portanto segue-se o resultado.

3.3 PROPOSICAO: Seja Vves? um aberto e £:V s™ uma apli-
cagao continua. Entdo temos

i. degy(f) = 0, se Qg Im(f);

ii. degQ(f) 1, para todo QeV se f & a inclusao;

iii. degQ(f) = *1, para todo Q& f(V) se £ € um homeomor-

fismo sébre um aberto £(V) de S”.

Demonstragao!

A primeira afirmagdo é clara pois f_l(Q) = ;ﬁ e
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Hn(s“,s“—f‘l(Q)) = 0.

A segunda e a (ltima afirmagfes seguem do fato de que tddas
as aplicacdes envolvidas na composta que define o grau local sao
isomorfismos. Come os dnicos isomorfismos de I sdo 2 identidade e

menos a identidade o resultado segue.

Agora passaremos a apresentar quatre propriedades de
grau local que serdo relevantes para o estudo de fndice que fare-

mos posteriormente.

3.4 PROPOSICAO (LOCALIZAGCAO): Seja ve s um subconjunto aberto,
f:v

s uma aplicagdo continua e Qes”. Se f—I(Q)c Kelc
V , onde K & um subconjunto compacto e U & uma vizinhanga de K,

entdo o grau ao reder de Q pode também ser dado pela composta

n j n on fff
Hn(s ) Hn(S 8 -K) == Hn{U,U—K)

£u n It — 1)
_— Hn(S ,5-0) = Hn(S ).

Demonstracao:

A demonstracio segue imediatamente da comutativida-

de do seguinte diagrama

n (s, sh-el@ ez (vv-eTh @)

n
H, (™ H, (s",8"-0)

\NH“““ag n on — i,
H_(s",s"-K) S H_(U.U-K)
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A proposicio acima é que nos dd a justificativa para
o adjetivo "local" no nome déste grau, pois podemos diminuir V
a qualquer vizinhanga U de f-l(Q). A vizinhanga U pode ser qual-
quef f;ltW) onde W € uma vizinhang¢a qualquer de Q.

3.5 PROPOSICAO (ADITIVIDADE): Sejam £:V s" & Qes™ como

na definigdo (3.1). Suponha que V¥ & a unifoe finita de subconjuntos
T

abertos, V = k_!Vi,de modo que os subconjuntos fil(Q), onde f, =
i=1 )

£ Vi‘ sdo mutuamente disjuntos. Entdoc temos que

T
degQ(f) = ¢%§; degQ(fiJf

n
s uma

3.6 PROPOSICAQ (INVARIANCIA HOMOTOPICA): Seja ft:V
homotopia, onde VeS" e Q&S” sdo como na definigdo (3.1), is-
to € f{l(Q) € compacto para todo te [0,1]. Além disso supomos
que a unido \J {f;l(Q) D te [0,1]} € um subconjunto compacto.

Entdo temos que

degQ(fO) = degQ(flj.

Observamos que a condigdo da compacidade de L») fwl(Q)
teld
€ realmente necessdria. De fato, considere

sl = Rwu {0} e V=R

seja ft:R S1 a aplicagao induzida por rt:R—————+ R, dada

por r.(x) =1+ (1-t)x para todo xe&R. Vemos que \_J f;l(OJ =
tel

[1,00), ndo € compacto, e degﬂ[fo) =1 e degn(fl) = 0.
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3.7 PROPOSICAO: Sejam ves" um subconjunto aberto, £:V st

e g:8" ——= 5" duas aplicacdes continuas. Se degqy (£) estd de-
finido para algum Q&S", entdo o grau em tdrno de  estd também
definido para a aplicacdo composta

fg : g T (V)

5

e vale

degQ(fg) = degQ(f)-deg(g).

Observe que naoc vale em geral degQ(gf) = degp(f)deg(g)

1 sl a aplicagdo da-

onde g(P) = (. De fato, basta tomar g:5§

da por g(2) = zz', considerar V = ‘{eie; ~M/2<08< n’/z}, a a-

plicagde f£:V sl a inclusdo, e escolher P = @ = 1, Entao

temos que
degp(f) = 1 e degQ(gf) = 1
pela propoesigdo (3.3)}. Portanto a formula ndo vale, pois

deg(g) = 2.

As demonstracdes das trés proposigdes acima sdo bas-
tante semelhantes. Apresentamos aqui as demonstragdes de duas de-

las e deixamos a demonstracgdo da terceira a cargo do leitor.

Demonstracdo de (3.5}:

Escolha vizinhancas abertas U; de f;l(Q) em V. de mo-
r
do que tenhameos Uir\Uj = @sei# j, e denote U = ;;i U;. Conside~

re o seguinte diagrama
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n I n_.-1 P -1 £,
Hy (87) ——= K (s",87-£77(Q)) == H (U.U-£ "(Q)) ———

{ki,}
&f.

®j; - -
® H,(s") —2e g (s".57-£11 (@) ES @ ;0,71 @) —2

1

fia} {k; S

—-t_(s",8"-Q) == H_(s")

fia} lid}
| —oH (5" ,5"-Q) == e, (ST
onde td6das as somas sdo para i = 1,...,r, onde {id} € a aplicagido
cujas componentes sdo tddas iguais 4 identidade, é ki' ki denotam
inclusdes. A fungdo {ki)-é um isomorfismo pois U & a unido disjun-
ta de Ui . A comutatividade do diagrama € clara exceto talvez pe-

lo segundo quadrado; 14 afirma que a composta

k!
-1 * -1
Ho (U ,U,-£77 (Q))——H (U, U-£77(Q))

k-v

n on_g-1 n -1
—— Hp (87,87-£77(Q)) Hp (87 ,8"-£7(Q))

coincide com a inclusdo para i = i' {o que & dbvio), e €& zero se
i # i' (isto segue do fato que U, C Sn-f;%(Q)].

Pela proposicdo (3.4) temos que a linha superior do dia-
grama acima nos define degQ(f), enquanto que a linha inferior nos
define degQ(fi). Portanto a composta da linha inferior com as
verticais exteriores nos di que

degqo(£) = 2. degq(£;)

i=1
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Demonstragde de (3.6):

Considere o seguinte diagrama comutativo

n o.n exc |
H (S".8"-Kyg) =% H_(V,V-K,)
n 0 \\\\
i f
0* &
B (8" ———H_(s".5"-1) 2= H (V.V<K) H_(s",s"-qy=n_(s"
1 n : - "n-° n * Q= n( )

\\\\\ 1li g

\\\\ 1.
€XxcC
n n P~ -
H (8",8"-X;) == H (V,V-K,)

Como por hipdtese temos que £, e £y sdo homotopicas, se-
gue-se que foio e flil $3o0 homotopicas como fungOes entre os pa

res (V,V-¥) e (s".8"-0). Logo

degQ(fo) = degQ(fl),

Néste ponto poderiamos colocar a seguinte pergunta:

Suponha dada uma funcdo a valores nos inteiros Z, definida nas

ternas (U,f,Q) onde UY¢S" & aberto, f£:U s® & uma apli-
cacio contfnua, Q€S & um ponto tal que f_l(Q) seja compacto,
e satisfazendo as propriedades das propesigdes (3.2), (3.4}, (3.5)
e (3.6). E esta funcdo necessariamente o grau local acima defini-

do?

3.8 EXEMPLOS:

{a) Seja n>0, Para todo inteiro ke&Z sabemos
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que existe umz aplicagdo

£.06" e g

tal que deg(fk} = k. (Veja exercicio {2.8)). Na construgao de fk

néste exercicio citado acima partimos de uma aplicagdo de st em

1 k - -
S, Z{——2 , € USanos 2 Nnogao de suspensdo. Apresentamos a Se-

guir um outro exemplo de construgdo de aplicacio de grau keZ, on-

de utilizamos a idéia sugerida pelo resultado da propesigde (3.5).

(b) Seja como antes n»0 e ke um inteiro dado.

n

Vamos definir f:8"e—5S tal que deg(f) = k. Identificamos

n

8 com Rnu{'oc} .

Primeiramente defina g:Sn--——»-S.lrl pondo

x se [xfi<1
gy ={x-xpt se 1gixls?
%0 se |[x(>2.

Claramente temos que deg(g) = dego(g) = +1. Para cada ponto P& rR"
considere também a translagido paralela tp‘:s“...._..s“ onde tp{x)

=x - P se xeR" = tp(oo) = oo, Como tP'-_-'id nos temos que

dego(gtP) = dego(g) deg(tp] = dego(g) = +1 por (3.7). Supenha ago-

ra que k30, ¢ escoelha k pontos Pl,...,Pke R" de modo gue a dis-

tancia entre quaisquer dois déles seja maior que 4; se Bi denota a
bola de centro em P, e raio 2 entac B.N Bj = & para i # j. Defi-
na "

£:s"— g , £|B; = (gtp )|B; , E(x) =0 se x g3 By
1 1=
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Claramente £ 1(0) = {P-l,...,Pk} , e por (3.5) temos que
deg(f) = D.degy(f B,) = T degyletp ) = k.
) i .
Se k<0 construimos f' de grau =~k e a seguir pomos f = rf’,
onde r € a reflexdo por um hiperplano; entio
deg(f) = deg(r) deg(f') = (-1)(-¥X} = k.

Observe que para k>0 a aplicagao £ construida acima &
tal que cada ponto QeRn tem exatamente k pontos na sua imagem
inversa, enquanto que oo tem infinitos, ainda assim temos deg (f) =

k pois deg(f) = deg(fj.




3.1

3.2
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EXERCICI 0S5

2

Seja piC —=C C 3 um'poiinGmio. Vamos'extender p a

2

uma P:§°— 52 pondo f(ee) = e . Mostre que i &€ uma

s - -
aplicagdo continua.

Mostre que p é homotdpica @ aplicacdo :z p——» z', onde

. s i1, -1
n € o grau de p, por uma homotopia ht tal que ;:;Iht (Q)

estd contido em um compacto.

Mostre que deg(p) = degofﬁ) = n.
Seja fiU ——=C ¢ §° definida por £(z) = p(z) (z~zj)"
onde p(z)} & um polindmio e p(zy) # 0. Mostre que

degoff) = r.

Se p:C ——C & um polindmio de grau n, mostre que p

tem n raizes {contadas com a multiplicidade}.

Seja f:5" — 5" uma funcdoc diferencidivel. Um ponto
peIn(f) & dito valor regular de f se para todo x:ef-%p)
a diferencial de f em x & um isomorfismo. Mostre que se p &
um valer regular de f, entdo fql(p) € um conjunto finito e

o numero de pontos de f_l(p) & maior ou igual ae grau de f.



3.

7
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Demonstre a proposicao (3.7).
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4. 0 TNDICE DOS PONTOS FIX0S

Seja VCR™ um subconjunto aberto e g:\f'-;---—.———---Rri
uma aplicagfo continua. Dizemos que . (Rn,g,V) € uma terna admis-
sivel se o conjunto , Fix(g) = {xeV; g(x) = x} , dos pontos fi-
xos de g é compacto. Iremos definir um inteiro I(Rn,g.V) para
téda terna admissfvel. Loge quando mencionarmos o indice de uma
terna subtendemos que a terna & admissiveél, mesmo que nio seja ex-
plicitado. Algumas vézes, para facilitar a notagao denotaremos o
indice I(R",g,V) simplesmente por I(g). Este indice & também
chamado de indice dos pontos fixos de g. N

Observe que se 1:V ———=R" denota a aplicég&o in-
clusdo, entao _ : : .

(i-2)"10) = Fix(g).

Déste modo .0 "nimere" de pontos fixos de g deveria ser medido pe-

\\

lo grau da aplicagdo (i-g) em tdrno de-0€R”. E exatamente esta i-

déia que nos leva a definigdo do indice.

4,1 DEFINICAQ: Dada a terna admissivel,(Rn,g,V),.denctargmos_por‘K '
o compacto Fix(g). Seja D uma bola fechada em térno da origem con-

tendo K, isto &€, K< D. Considere a composta

N T NP n n_ - oDl oT .
H, (R, R"-0) = H_(R",R"-D) Hn(R RP-K)

(i-g).
-—-H (V,V-K) —————=H_ (R" R“-o)
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Como sabemo&s que .Hn(Rn,Rn—O)-E-Z, temos que a corppbsta a-
cima é:na verdade um endomorfismo de. Z. Logo éste endomorfismo é
da forma~ _
) n
X po————=I(R",2,V).x .
onde I(R%,g,V) = I(g) € o dnico inteiro que determina o -endomor-
fismo dado pela composta. Chamamos de indice dos pontos fixos de

g a €ste inteiro.

Observamos que o diagrama algébrico utilizado acima
para definir o indice dos pontos fixos de g, provem de um diagra-
ma geométrico, a saber
Iz

3
1 22 (RMR"-K)

(R? R7-0) et (R R7-D)

{i-g)

J. .
— e VK) —— > (", R"-0)

onde as aplicacgdes j sdo as inclusdes dbvias, e (i-g) & a apli~

t
cacdo (i-pg)(x}.= x - g(x) mencionada anteriormente. Ao conside-
rarmos as aplicagdes induzidas em homologia, temos que jl & um’
& ' . -
isomorfismo, pois j; € ‘uma equivaléncia homotdpica; e j3 ‘€ um-i-

somorfismo por excisio. O homomorfismo iy - € denotado ne diagrama

21gébrico simplesmente por j,.

Antes de passarmos a analisar as propriedades do in-
'dicg que acabamos de definir, vamos considerar o seguinte exemplo. e
-4.2 EXEMPLO: Seja E» 0 e considere V a (- £,£&£) o intervalo
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«R uma fungdo con-

dos nimeros reais -E£<x < £ . Sejar gV
tinua tal que Fix(g) = {0} . Quais os possiveis valores para o
indice I(R,g.V)? Ilustraremos cada um dos cases com um grafico.

Pela definicdo de fndice temos

HI(R,R—O)-h::—-HI(R,R—V) ——=H, (R,R-0)

(i_ T

iy (R,R-0)

Hy (V,V-0)

Simplificando, temos que calcular a composta

exc (i-g).
H; (R,R-0) £ H,(V.V-0) ———— H; (R,R-0) ..

Para calcular a composta considere o seguinte diagrama

exc (i-8)«
HI(R.R-OJ = Hl(V,Y—Q? HI(R,R—O)
2 1 ? 3
- exc (i-g)a
Hy (R-0)

Hy (R-0) éE% Hy (V-0)

Seia ae:—.Hl(R,R-O)-EZ e b,c EHO(R—O)EZ@Z geradores.
Sem perda de generalidade podemos supor que 9(a) = b-c. A Unica
?(a) = c-b.

outra possibilidade seria
a composta basta sabermos o que aconte-

Para determinarmos

ce com h = (i—g)l(V-O). Temos trés casos:

Caso 1 - Im(h) estd contida em uma componente de R-0.
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Caso 2 - h preserva as comﬁdnentes.
- Caso 3 - h permuta as componentes.
Em homologia isto corresponde a;
Caso 1 - A imagem de d(a) & levada no zero, logo o in-
dice € zero. '
Caso 2 - A imagem de J9(a) & levada em -b+c que & - 2(a)
e o Indice € ~-1.
Caso 3 - A imagem de 2 (a) & levada néle proprio. e o indi-
ce € 1.
0 grafico da fungdo g em cada um dos casos correspon-
/ rd
g - ’
s’ , g
P
/4 Caso 1 z
—/ P
rd -
e ”
”, ~
s s
g s
/ rd
s 7 ’
/ ’
Caso 2 ,/ ,/
' ’-\ 4
7 I
7 p \\‘ah__,
s
v
d g
4 Caso 3
7
4
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~Agora vamos defiﬁir o indice de uma singularidade iso-

lada de um campo diferencidvel de vetores. Pafa isto, seja ve r?
um subconjunto aberte, X:J ——=R"  um campo de vetores onde X(p)
=0eR® e peU & uma sigularidade isolada. Seja 'B(p) uma bo~
1a fechada contida em U tal que p é 2 Gnica singularidade de X em
B{p). A

Por um teorema de equacoes diferenciais, existe um E>0
suficientemente pequeno e ufn_q fungao S%:B(p) —=U continua
onde ?L(x) = f;(x)(f_} com ¥ a dnica trajetéria do campo

que tem ponto inicial x e velocidade inicilal X(x).

4.3 BEFINiGRO: Chama-se o indice da singularidade p do campo de

ygtores X a I(Rp, ?E ,f(p)).‘

Observames que € necessario provér que o Indice aci-
ma esta bem definido. Isto serd simples de ver a partir das pro-
priedades gerais do indice que veremos a seguir. 0Os exercicios
(4.2) e (4.3) dados no final desta secgdo sdo a vespeito de indi-
ces de campos de vetores. 0 exercicio (4.4} pede a construgio de
campo de vetores tendo sigularidades iscladas com indices especi-

ficados.

‘Observamos também que a definigdo de Indice de uma
singularidade de um campo de veteres coincide com a definigio
clissica dada ‘para campos continuos na qﬁal se usa a nogao de grau.
Isto possibilita que resultados.da teoria &o_indice sejam usados

em campos de vetores.
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Agora descreveremos as propriedades do indice que na
verdade, no contexto moderne de Topologia Algebrica, servem para
estabelecer uma axiomatizacdo para a teoria do Indice para algumas
classes de espagos. Apresentaremos as demonstragoes somente das
proposigoes cujas pfovas n3o sac semeihantes as ja apresentadas

aqui nos contextos de graus e graus locais.

4,4 PROPOSICAO: Seja g:\/——.'-Rn uma aplicagdo satisfazendo as
hipSteses dadas em (4.1). Seja K' um subconjunto compacto tal que
Fix(g)c.K". Entio a definicdo de I(R",g,V) ¢ a mesma se no dia-

grama dado'er:n (4.1) usarmos X' em lugar de K = Fix(g): com K'< V.

4.5 PROPOSICAO (LOCALTZAGRQ): Seja g:V——R" como em (4.1).
Se W & um aberto tal que Kch-’c\’, e se denotamos g' = glw, en-
tdo temos .

IRM,g.v) = T(RT,gW.

4.6 PROPOSICAO (ADITIVIDADE): Seja gV ——=R" como em (4.1).
T

Suponha que V = L_)Vi , onde cada V, € um aberto. Seja g, = g|Vi
i=l ) :

e vamos supor que para cada i Fix(gi) & compacto ¢ dois a dois

2] se i # j. Entdo

sip disjuntos, isto &, Fix(gi)nF_ix(gj]

T
Fix{g) = ‘\J Fix{giJ e temos
i=1 :

T .
T(RY,g. V) = ZI(R“,g.,V-).
i=1 ot
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4.7 PROPOSIGAO (INVARIANCIA HOMOTOPICA): Seja g, :V—=R" uma
hor'no'topia tal que as hipoteses de (4.1) estdo satisfeitas para ca-

da tel. Além disso, supomos que a unido
U{le(gt); tel}
€ um subconjunto compacto. Entdo temos que

n - n
I(R ,EO.V) = I(R gg]_;V)-

Observamos novamente que a condic@o que \JFix (gt)
seja um subconjunto compacto € realmente necessiria. Por exemplo,
se considerarmos gt:R ——R dada por, gt(x) =1 + . tx. Temos

elo exemplo (4.2) que TI(R,g.,R} = 1, mas por outro lado temos
P 0

que I(R,g;,R) = 0, pois Fix(g;) = 2.

Observamos também que esta propriedade nos diz que se
I(R",z.,V) # 0, entio nds temos uma obstrugdo para deformar g em

uma f sem pontos fixos através de homotopia ht com a propriedade

de que \J {Fix(ht}; te I]- & compacto (compactly fixed homotopy).

4.8 PROPOSICAO (MULTIPLICATIVIDADE): Sejam g:Vv ——=R" ¢

1
R'ﬂ

g':v satisfazendo as hipdteses de (4.1} e

L]
RPx RD

gxg' @ VxV!
Entdo temos
Fix{(gxg') = Fix(g) x Fix(g")
I(gxg') = I(g).I{g").

Demonstragio:
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A primeira afirmativa & dbvia uma vez que temos
que (gxg'){x.x') = (x,g') acarreta g(xf =x e g'(x'}) = g'.
Demonstraremes a segundaﬁafirmagéo. Para simplificar a notag§q>;o—
locamos Rg = (R" R"-0), .Rg = (R",R"-D), Ve = (V.V-K) onde. g‘:{!
— ~ R%"5DpoK. Andlogamente para g'. ;
Demonstraremos inicialmente que
48 I(gx0) = I(g)
onde 0 é a aplicagéo‘cons:gnte que manda todo Rn' em (JeRnl. Con-

sideremgs a composta

[ ——— n
R xR D' ROXRD'

rE XRD, X

D' VKXR

D
onde as aplicacBes sdo aquelas dadas em (4.1) produto com a iden-
tidade. Em particular a iltima aplicagdo & (i-g)xid =i - (gx 0)
e passando-se a homologia temos

. y n'
(i-(gx0)).: Hn+n'(VK RD')

Hn+n'(Rg RB:)

[(x.y) e [((i-8) (x).7)]
isto &, temos a identidade na segunda componente. Usande-se o teo-
rema de Kinneth estd demonstrada a formula (4.9).

A seguir consideremos o seguinte diagrama onde as aplicacoes

sdo aquelas obvias

n n' n'_ n_yn'
RDxRD.~———+RKxRD, ——»VKxR. ROxR,
n-. o0’ n n' n' n n'
RD-X 'RK' RKXRK, VKXRK. e RO XRK,
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n n n
RDXVK. RK)(VK. —————J-VKXVK. —-—-—-—--RO)(VKv
n n'
Ry x Ry nn' oy n' e P xRM
D _ RKxRU, &Kan. ROXRW

Passando-se a homclogia, tendo se em conta o resultado (4.9} a pri-
meira linha nos d3 I(g), enquanto que a primeira coluna nos da
I{g'}. Por outro lade a diagonal nos did I{gxg'). Pela comutativi-

dade do diagrama segue-se a conclusdo desejada.

4.10 PROPOSICKO (COMUTATIVIDADE): Sejam UcR', U'c R"'" dois aber-

tos e £:U «RY | p:U' ——= R"™ aplicagdes continuas. Entdo

as aplicacdes campostas

gf 1 V= °f

satisfazem
Fix(gf) =~ Fix(fg).

E, se @stes conjuntos forem compacfos,_temos também que
I(fg) = I(gf).
Demonstracdo:

A primeira afirmagdo & clara. De fato temos que

Fix(gf) Fix (fg)

- e vii————

g
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f e g s3o homeomorfismos um o inverso do outro.
Supohhamos que os conjuntos sejam compactes e definamos
Y VRV R pM Ty = (8().F(x)).
iIsando a propriedade da_invariﬁncia homotdpica mostraremos que
I(¥) = I(gf) e I(¥) = I(fg), donde se segue a conclusdo u. 1 véz
que Fix(¥) & compacto.
Inicialmente consideremos a deformagao
T (x,y) = (tgf(x) + (1-t)g(y) . £(x)) , com xeV, yeV'
: e 0gtgi.

Esta deformacio realiza uma homotopia entre
Yoy = (). £(x)) = T(x,y) e
¥y (x.y) » (gE(x).£(x)).
Por outro lade

tef(x) + (1-t)g(y) =
To () = (ruy) == 803 = x

y = £(x}
gf(x) = x ¥ e Fix(gf}
= =
y = £(x) y o= £(x)
portanto
Fix(¥) = {(x,)5 xeFix(ef), y = £00 )

Hdo depende de t e & compacto como produto topoldgico de dois com-
pactos. Portanto por (4.7}

109 = 10%) = 10).
A aplicacie X} por seu lado pode ser considerada como sendo a
restrigdo da aplicacido

5. vxr?

RUx RM $x,y) = (gf(x),£(x))

e portanto por (4.5) temos que I(§) = I(!{).
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Consideremos agora uma nova deformagao .

S, s VxR R GG - (EFE).A-DEE)
a qual realiza a homotopia entre .
' B0 y) = 8(x.y) e’ & (xy) = (8f(x),0).
Por outro lado ’
gf(x) = x
b.lx,y) = (x,y) => {.
(1-t)f(x) = ¥
x = gf(x)
= {7

(1-t)fgf (x)
éste caminho € o grdfico da aplicacio ’
Fix(gf) x [0,1] S}

(x,t) ————— (1-t)f(x).

Donde segue-se que \_J Fix(gt) "& compacto e por (4.5)
t.

18) = I(8y) = 1(§))
e portanto . -
I = IQSrT-.3
Mas N B
51 = (gf)xeof;sf.énte
e portanto por (4.8) temos I(const) = 1 e entdo
I(r) = I(ef).

Com um raciocinio andlogo, considerando-se as deformagles

(g(y) . tfg(V)+ (1-1)£(x)) e (A-t)g () .fg(¥))

se demonstra que

I(¥) = I(fg)

o que conclui a deménstracgdo.
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EXERCTICI!1OS

2

Para cada n construa uma aplicagfo fn:BL(O) R®,

onde B, (0)c R%2 & a bola aberta de raio £%0 e centre 0,

. - 2 T o
e Fix(f) = {0} , de modo que I(R £ .B (0)) = n.

Calcule o indice do campo dado pelas curvas integrais

Calcule o 1




4.4

4.5
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Construa campos em r? en que a origem D tem singularida-

des com indices 0, +1 , -1 , 2 , -3 respectivamente.

Sria £:U——R" e xeU um ponto fixe isolado cujo

{ndice & zero. Mostre gue existe uma vizinhang¢a ¥ fechada de
x em U e uma aplicagdo g, tal que g = £ em W, g=f rel ¥
e g nio tem pontos fixos em W. '

Demonstre as proposigoes (4.4} e (4.5).

Demonstre a propesicde (4.6).

Demonstre a proposicac (4.7).

Demanstre o seguinte resultado: Se V< RY & um aberto

e - g:V R" & uma aplicacdo constante, entdo

n 1 se g(NecV
I(R ,g,V) =
4]

se g(V)ﬁ{V.
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5. ESPAGOS ENR E [NDICE PARA

ESPACOS ENR

Na secgdo anterior foi definida uma fungdo chamada In-
dice. O indice 13 definido & uma funcio a valores inteiros e estd
definido para as ternas ®",g,V) ditas admissiveis. Nosso obje~

tive nesta seccdo & extender esta nocdo de indice para as ternas

(M.£,U), onde  UcM ¢ um aberto, f:U M & uma aplicacgae
continua, Fix(f) & um subconjunte compacto e M pertence a uma

classe de espacos gque inclue as variedades compactas e 05 comple-
xos simpliciais finitos. Ndo € claro que se possa extender a fu;-
cdo Indice j4 definida nas ternas admissiveis (Rn,g,V) para as
ternas (M,f,U) se ndo impusermos algumas restrig0es aos espagos

topoldgicos M. Se o leitor estiver interessado om mais detalhes

sobre Sste problema veja, por exemplo, [3] e [4].

Passamos agora a apresentar a classe de espagos na

qual definiremos o indice.

5.1 DEFINIGAO: Um subespagco XCY € dito um retrato de vizinhan-
ga (em Y) se existe um aberts UCY tal que XcUCY e uma fun-

¢do T:U——X, chamada de retragao, tal que ri = idx. onde i &

U e .id, €& a identidade em X.

a aplicagdo inclusdo X X

As vézes denotaremos abreviadamente por NR, s& um espago for

um retrato de vizinhanca.
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E fdcil de se ver que:
(a) Se X_E hm-retrato de Y, entdo X € NR.
() Todo aberto XcCY & MR.
(¢} Se XCY. € NR, e YC Z._ & NR, entdo )(ch .é' NR.

(d) Nem todo NR & retrato, como pode ser visto, toman-

do-se ¥ = (0.1] e x = {o}ju{1}.

5.2 DEFINICAO: Um espago X & dito um retrato de vizinhanga eucli~
deana (abreviadamente ENR) se X & homeomorfo a um retrato de vizi-
nhanga (em Rn) YcRr®, para algum n.
- Como exemplos de ENR temos:
{a) um nimero finito de pontos em R & ENR.
(b)  Um p-simplexo em R™ & um ENR.
(c) O subconjunto da reta R, X = {O}lJ{l/n; n=1,2,..}

nic & um ENR,

Existe mna literatura matemdtica diversos livros que es-
tudam as propriedades dos espagos ENR, veja por exemplo [2]. Res-
saltaremos algumas que cohsideramos relevantes para oS NOSS0S Pro-

positos.

5.3 PROPOSICAO: Se K & um complexo simplicial finito, entdo K

& um espaco ENR.

Demonstragao:
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Vamos supor gue K tem ‘n+l pontos. Logo K pode ser
visto como um sub-complexe do complexo § (n) on&e os simplexos
de 6'(n) "sfo todos os subconjuntos de n+l pontos. Nos;eXem-’
plos acima foi observadoAque 'dTn) € um ENR. Como NR de NR & NR,
basta mogtrarmos que K é um retrato de vizinhanca em  @'{n). Para
isto consideremos como sendo S 0 sub complexo da SUblelSnO ba-
ricéntrica de 6&(n) formado pelos 51mp1exos que ndo tém peonto em
comum com K. Entdo pode se mostrar que ¢7(n)~5 & um aberto de

'U‘(n) e existe uma retragdo Tt: "¢“(n)-§ —= K de K.

Observamos que o resultado acima mostra gque todas as varie-

dades compactas que admitem uma triangularizacao sdo ENR.

5.4 PROPOSICAO: Sejam X um espagq.ENR.'Y um espaco topoldgico
qualquer ¢ BcY., Se fn,fl:Y-——-X sao tais que fU|B = f1‘B-
entdo existe'uma vizinhanga aberta W de B em Y para a qual temos
£o] W= £, W reilB.

Dewmonstragao:

A -S> X com A aberto em R" e

Temos que X
ri = id. Indiquemos por W«Y o conjunto de todos os pontos yéY
tais que o segmento que une ifo(y) a ifl(yj esta contido em A.

Claramente vemos que W € um aberto e B<W. Definimos agora a apli-

cagdo 6: Wx[0,1] X , pondo 8(y.t) =T (1-t)if (y)+eif, (¥)
rifg(y) = £400) , 6(r.1) = Tif; ) =

fl(y). E para todo beB, temos g(b,t) =T (1—t]if0(b)+tif1(b) =

Vemos que de fato 8(y,0)

rify(y) = fotb); isto €, GfiB = f0|B para todo telb,]J.
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5.5 COROLARIO: Seja X um ENR. Consideremos as projecdes
Py.Py! Xx —X
e a diagonal
B = {(x,x)e€XxX; xeXxj.
Entdo existe uma vizinhanca aberta W da diagonal B em X XX tal

que
Py W =p,|W  rel B,

A demonstragdo déste coroldric & uma decorréncia imediata
da proposicdo anterior. Contudo €ste coroldrio tera encrme impor-
tancia na secgdo 8, pois nos permitird provar a proposigio (8.8)

+supondo que X € ENR ao invés de apenas complexo simpliéial.

Concluimos dando, sem demonstracde, a resposta a seguin~

-

te pergunta: quando um subconjunto XcR"™ & ENR?

5.6 PROPOSICAO (Borsuk): Seja X< R, As éondigﬁes seguinfes sd0
equivalentes:

i} X & ENR;

ii) X € localmente compacto e localmente contratil;

1ii) X é-localmente compacto e localmente (n-1)-conexo.

Logo se Y € um espago homeomorfo a X (verificando uma das
condigoes acima) entdo Y & ENR,
Para a demonstracdo da propoesicde acima veja o livro de

Dold [9] s pégina‘SS. No mesmo livro na pagina 103 esta provada:
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5.7 PROPOSICAO: Se Y & um compacto ENR, entdo H; (Y) € finitamente

gerado para todo i, e H;(Y) = 0 para i suficientemente grande.

Agora vamos extender a definigao de indice para os es-

pacos ENR.

5.8 DEFINICAO: Uma terna (X,f,U) & dita admissivel se UcX &
um aberto, f:J ——X & uma aplicac¢do continua ¢ Fix(f) € um

subconjunto compacto.

Na proposic¢do (4.10)da sec¢do anterior apresentamos a
propriedade do indice, chamada de comutatividade. Esta proprieda-
de do indice nos sugere uma maneira de como extender a nogdo de

indice para outros espacos. Vejamos entao:

Seja Y um espago topoldgico, UCY um subconjunto aberto

e h:lU Y uma aplicagio continua que se fatora do seguinte
modo '
h
u Y
ol
\\\\\\ ;
V’

onde V & um aberto de R®. Entdo faz sentido considerarmos o indice

da aplicagdo composta

o s AT

e tendo-se em conta a propriedade da comutatividade definir

Ve RP

I(Y,h,U) = I(R“,uﬁ,/s'lfU))-



~d4 -

Neste caso também, sempre que ndo houver perigo de confusdo, deno~
taremos o indice abreviadarente por I(h}. O primeiro problema que
temos agora € mostrar que a fungdo I(Y.h,U) estd bem definida,
Para isto devemos impor certas'res;rigaes ao espago Y. A proposi-
" ¢do seguinte nos fornece uma condigéolsuficiente ﬁara que o indice

dependa apenas de h e ndo da fatoracdo escolhida.

. 5.9 PROPOSIGAO: Seja Y um espago topoldgice, UCY um aberto ENR
e h:l——Y uma aplicagio continua. Entdo

i) existe um aberto ve r" (n conveniente) tal que

h = /31,: U o v I Y,
ii) se Fix(h) & compacto o fndice de
op: 07 (),

{estd.definido e) ¢ independente da fatoragdo de h.

ve rRD

‘Demonstragio:
i) Como U & ENR existe um aberto V' em al-

- ' . V -
gum R" € uma retracdo tal que

u LI [ LA || ri = id.

Entdo colocando-se «= i, 8= hr temos a fatoracio desejada. De

fato

h U

V'N—=Y.

Q= hri = h(id)

ii) Seja U=

v £ ¥ uma fatoragio euclideana.fﬁntéo pe-
la comutatividade (4.10) temos
FixfelB) = Fix(ﬁ&) = Fix(h).

Suponhamos agora que Fix(h) seja compacto e consideremos as apli-
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cagdes

1 ¢ V! ve RI vie R,

. gt

Por (4.10) as aplicagdes - -
(£Lr)(if) = et(ri)3
(18)(atr) = i(BL)r

tém o mesmo indice, isto &, It“ﬁel = I{ihr) , e claramente o lado-

s

ihr

direito‘néo-depende~da;fatoracﬁo de h.

5.10 DEFINIGAO: Com as hipSteses acima colocamos pnridefinigﬁo
1) = 1R, 87 )
Observamos que se Y = RP podemos escolher o aberto "V = U -
(que. & Bbviamente ENR) e tomar &= id, /3 = h. E vemos'que:a de- -
finicao acima coincide com aquela dada em (4.1). Logo a defini-

¢ao dada aqui realmente extende a anterior.

Observamos também que a propriedade da iocaiiz;cibfﬁoS-su—
gere que para definir I(Y,h,U) ndo € necessario supor que Y seja
ENR, bastaria que existisse uma viziﬁhénga Y' de Fix(h), a gqual

f6sse ENR. Entdo definiriamos

, I(Y,h,U) = IYLhLY'N o)y,

As propriedades do Indice consideradas na secgdc ante-
ribr-permanecem tédas validas 'para esta classe mais geral de espa-
cos ENR.

Passamos agora a enunciar estas propriedades:
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5.11 LOCALIZAGAQ

Se (X,h,U) &€ admissivel e W & um aberto d; X tal que
Fix(h)c Wc U, entao . ' .
I(X,h,U) = I(X,h",¥W) ,
onde h' = h[w.

5.12 ADITIVIDADE
T

Se (X,h,U) & admissivel e U = \__Jlli, com U, aberto
i=1

para‘ todo i, e com Uin'Ujr‘\”Fix{h) = ¢ sempre que i # j, entdo

r .
1(h) = AEEL 1(h|u,).

i=]

§.13 INVARIANCIA HOMOTOPICA

Se (Y.ht.U) & admissivel e ht:'U = Y & uma

homotopia, com 0gtg1l, e L_JFix(ht) & compacto, -entdo
t

I(hg) = I(hy).

5.14 MULTIPLICATIVIDADE

Sejam h:U Y, h':U' ———~Y' aplicagoes

tais que (Y,h,U) & (Y',h',U") sdo admissiveis, entdo temos
Ith h') = TI(h).I(h")

sendo hxh' : UxU' — YxY'.
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5.15 COMUTATIVIDADE

Se UcX, U'e X' sido abertos ENR, e f:u
> X' e g:U'———=X sdo aplicagdes continuas, entdo consi—
derando-se as aplicagles compostas

pf ¢ £TL(UY) —— =X

-1 \
fg g (U} —— X

temos
Fix(gf) A= Fix(fg).

Se estes conjuntos forem compactos temos também que

1K, gf. £71UN) = T fg.e (W)

A demonstracio de cada uma destas propriedades nao a-
presenta dificuldade alguma. Aqui, apenas como jlustracdo, apre-
sentamos a demonstracdo de uma delas, as demais saop deixadas a

cargo do leitor.

Demonstracdo de (5.12):

Seja V um aberto de R e £V X

uma retragdo. Entdo temos por definigdo que

1Lh,U) = Tvhpe, 2.

Chamemos de h, = h(/”l/onl(Ui)). Usando a propriedade da a-

ditividade (4.6)  temos que
I

1v,hp L P - Zl IV, by, ATHO).

1=

Mas por definigdo temos
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I(V,hi,ﬁ"l(ui)) = I(x.hlui,ui)

portanto o resultado € verdadeiro.
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EXERCTICILOS

5.1 Se X & um espago compacto ENR e f:X ——X & tal que
I(X,£,X) # 0, entdo mostre que tdda aplicagdo g hometdpica

a £ tem pelo menos um ponto fixo.

5.2 Mostre que I(X,f,X) =0 € condigio necessiria e sufi-
ciente para que tenhamos g = f com g sem pontos fixos, se

x = s,

5.3 Mostre que:
(a) Se X & um retrato de Y, entdo X & NR,
{b) Todo aberto X<Y & NR.

(¢) Se XcY & NRe Y<Z & NR, entdo X<z & NR.

(1) X = {0}u{1} contido em {0,1] & NR.

5.4 Demonstre as propriedades (5.11), (5.13}, (5.14) e
(5.15).
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6. © TEOREMA DOS PONTOS FIX0S5

DE LEFSCHETZ-HOPF

Seja f:X ———=X uma aplicacao continua. Denotamos
por Q o corpe de todos os numéros racionais. Vamos supor que O €S-
pago X € tal que Hi(X,Q) = 0 , para i suficientemente grande, e
que para cada i, HifX,Q} é de dimensdo finita como espago veto-
rial sébre 0. ‘ “

Se X & um complexo simplicial finito ou um espago ENR com-

pacto, entdo a condigdo acima estd satisfeita.

Para cada i temos o homomorfisme induzide

£, HXLO) H, (X,0Q) .

-~

6.1 DEFINICAO: Chama-se o nimero de Lefschetz de f a expressdo

A = _Zi(-l)i tr (£;)
i=

onde tr(f;) € o trago do homomorfismo f.

Lefschetz provou o resultado famoso, que hoje € conhe-

cido como o Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.

6.2 TEOREMA (Lefschetz): S5e X € um complexo simplicial finito e
f1X — ¥ & uma aplicacado tal gque AL(f} # 0, entdo £ tem pelo

menos um ponto fixo.
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A demonstragao do teorema de Lefschetz pode ser encon-

trada, por exemple, no livro de Croom (6].

Gostarfamos de saber qual a relacio entre _A(f) e
I(X,f,X} no caso em que amboes estao definidos.
Para compara-los, observemos primeiramente que I(X,f,X) &
um inteiro. De agora em diante vamos considera-lo como um numero
racional, simplesmente compondo com a inclusioc Ze< 0. Ou, alterna-

tivamente, aplicando a definicdo de Indice dada cm (4.1), consi-

derandc todos os coeficientes racionais aoc invés de inteiros.

A seguinte afirmac3o € equivalente ao teorema de Lefs-

chetz:
"Nas hitheses do teorema (6.2), se f nao tem ponto
fixo, entdo _A(f) = 0."
Mas néste caso temos I{XfX) = 0., Logo aqui temos a igual-~
dade

ALY = I(X.£.X).

Pouco depois de Lefschetz provar o seu teorema, Hopf

provou © seguinte teorema:

6.3 TEOREMA (Hopf)}: Seja f:K ——X uma aplicagio continua,
onde K € um complexo simplicial finito n-dimensional homogéneo

(isto &, todo ponto estd contido em um simplexo de dimensdo n e
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todo simplexo tem dimensdo menor ou igual a n). Suponha que f tem
um nimero finito de pontos fixos e cada ponto fixo estd no inte-
rior de algum simplexo de dimensdo n. Entao A(f) é igual ao nu-

mers de pontos fixos de £, contados com sua "multiplicidade™.
Bste teorema estd demonstrado em [1].

0 teorema de Hopf pdsto na linguagem desenvoelvida a-
qui, nos diz que

AUy = IX.E.X).
0Os resultados acima motivaram o seguinte teorema:

6.4 TEOREMA DE LEFSCHETZ-HOPF:

Seja X um espago ENR compacto e f:X———=X uma a-
plicagdo continua. Entdo

AF)y = I(X.£,X)

A demonstragdo déste teorema & longa e bastante técnica.
Por esta razdo nio a apresentaremss agui no texto. O leitor pode-

rd encontrd-la, por exemplo, em [5) ou [9].

Este teorema tem inUmeras aplicacbDes como era de se
esperar, pois & a ponte de ligacdo entre duas teorias. Vejamos

duas consequéncias imediatas déste teorema.

-

6.5 COROLARIO: Se X & um espago ENR compacto ¢ f:X ———X e
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tal que f, = id,, entip
IX,£,X) = X(X)

onde X (X) & a caracteristica.de Fuler de X.

6.6 COROLARIO: Se X & Q-aciclico (isto &, H;(X.Q) = 0 se

i»0, e Ha(X,Q) = Q), entdo X tem 2 propriedade do ponto fixo.

Em particular, o espago projetivo real RP" tem a proprie~

dade do ponto fixo.

e e
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EXERCTICI10S

Mostre que A (f) & um invariante homotdpico.

Seja f:X ———X uma aplicagdo continua e supo-

nha que A {£) estd definido. Mostre que se definirmos
) N P
2 -1t e
i=0

H1{X,0) s#o os homomorfismos indu-

onde fl:Hl(X.Q)
zidos em co-homologia, entdo esta expressao define um niame-

To que & igual a A(£).

Mostre que o espaco projetive complexo CPzn tem a
propriedade do ponto fixo. (Sugestdo: use o fato que o anel
de co-homologia

* 2
H(CP0) = 0(a)fyy2nd

Seja X um campo de vetores com singularidades iso-
ladas em uma variedade compacta M. Mostre que a soma dos in-
dices de X & igual & caracteristica de Euler de M. (€ste fato

¢ conhecido como Teorema de Hopf).

Prove a seguinte generalizagio do Teorema do Ponto

Fixo de Lefschetz:

Seja f£:X ¥ uma aplicagdo continua, onde X € um
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complexo simplicial, nio,ne;essiriamentq finito, e £(X)<Y
onde Y & um subcomplexo finito de X. I
(a) Mostre que A (f) estd definido.
(b) Se _A(f) £ a, gnﬁio f tem pelo menos um ponto

fixo.
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7. AXIOMATIZAGAD

Uma pergunté natﬁfal de se fazer néste ponto € a se-
- guinte: Quais as propriedades do indice que servem para caracte-
riza-1o?

Para analisarmoé esta questdo, vamos definir uma teo-
ria de indice através de axiomas.

Seja }f uma classe de espagos conexes X tais que
Hi(X,Q) = 0, para i suficientemente grande, e Hi(X,Q) € de dimen-

sdo finita para todo i.

7.1 DEFINICAQ: Uma terna (X,f,U) ¢ dita };—admissivel se
X e }f , f:X—— X € uma aplicagio continna, UcX & um aberto

e f ndo tem ponto fixo na fronteira de U.

Observamos que no caso da terna (X,f,U) ser. Zf—admissi-
vel, e }g £6T a classe dos espagos ENR compactos, a definigao

acima implica que Fix(f]U) & compacto.

7.2 DEFINICAO: Uma teoria de Indice em F? & uma fungio L defi-
nida nas ternas admissiveis com valores em Q satisfazendo as se-
guiﬁtes propriedades:

AXTOMA 1 (LOCALIZACKO): Séjam (X,f,U) e (X,g,U) duas ternas ad-
-missiveis, satisfazendo f[U = glU. Entdo

L(X,f,U)

L(x,g,0).
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AXIOMA 2 (ADITIV}DADE): Seja (X,f,U) uma terna admissivel. Se

Ul""’un sio abertos de U, dois a dois disjuntos e tais que f

njo tem ponto'fixo em U - \J'{Ui: i=1,....n }, entdo
n
L(X,f,U) = Z L(Xafaui)‘
i=1

AXIOMA 3 (UOMOTOPIA): Seja F:XxI ——— X uma homotopia. Se
(X,ft,U] & uma terna admissivel para todo teT, onde ft = F{ ,t).
Entao

LX,E5,0) = E(XLF0).

AXIOMA 4 (COMUTATIVIDADE): Sejam X,Y € ;? e f:X Y e g:

Y =X sdo aplicagdes tais que a terna (X,gf,U) é admis~

sivel, entdo

P(X,gf ) = L(Y,.fg.g iU

AXIOMA 5 (NORMALIZAGAO): Seja X € (é e fiX—— X uma a-
plicagio continua, entdo *

LLEX) = A

OBSERVACOES :
{1} No caso em que ;3 € a classe dos espagos ENR
compactos, temos uma teoria de indice segundo a}definigio (5.10)
‘bastando para isto definirmos o
£(X,£,U0) = I(X,£ U

onde o lado direito & o indice definido na secgdo 5.
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(2) 'NO'caso em que }g € a classe dos espacos ENR
'compactos. as hxpoteqes impostas no Axioma da Homotepia, 1sto Z,
(x,f,.U0) é adm1551ve1 para todo t&T, implica que \“) Fix(f [U)

& compacto.

(3) Se }g & uma classe qualquer de espagos, & facil
de ver que a fungdo constante definida nas ternas admissiveis sa-
tisfaz os quatro primeiros axiomas, mas ndo satisfaz o quinto a-

xtoma se ?g contem pelo menos o espago formade por um nonto.

(4} Consideremos o seguinte axioma:

. AXIOMA 4' (MULTIPLICATIVIDADE): Se (X,£,U) e (Y,g,V) "sdo ter-
nasf'ﬁ—admiss_i'veis e XXY € ‘ﬁ , entdo (XxY.fxg,UxV) ¢
admissivel e '

EXXY,fxg,UxV) = £(X,£,0). i{Y,g,V).

Nio sabemos se em geral os axiomas 4 e 4' sdo equivalentes.

t5)‘ B. O'Nelll provou que na classe dos complexos
51mp11c1a15 flnltOS 58 ex1ste uma teoria de indice (veja: "Essen-
tial sets and fixed po1nts , Amer. J. Math. 75 (1953), 497-509).
F. Browder em’ [3] provou 0 mesmo para a classe dos espagos ENR

compactos
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EXERCTCUIOS

Suponha que um indice ¢ estd definido para uma
classe % de espacos e que par.é uma terna X -admissivel
(X.f,U) temos que L (X,f,U) £ 0. Mostre eﬁ_tﬁ'o. usando ape-
nas os axiomas, que a funcdo f tem pelo menos um.‘ponto fixo

em. U.

‘Suponha que um indice ¢ estd definido para as ter-

‘nas admissiveis de uma classe ﬁ de espagos. Se X 6% e

£:X —X. & uma funcdo tal que _(f) # 0, mostre entao que

tdoda fungio g=f tem um ponto fixo.
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8. MNUMERGS DE NIELSEN E 0 PROBLEMA DO

NOMERO MINIMO DE PONTOS FIXOS

Seja X um espago topoldgico qualquér. Um caminho em X &
uma aplicagao .continua ‘o: I —X, onde I denota o intervalo u-
nitario {0,1]. Dado um caminho of em X, definimos um caminho oL,

I ——X, pondo oé—_l(t} = o/(l1-t) para todo t&l. Para caminhos

o 3 11 X com ofL(l) ﬂ (0), podemos formar um novo ‘cami-

nho oéﬁ i —=X pdndo

od(2¢) se 0£tgl/2

(2

A2t - 1) se 1/2gtgl .

Dois caminhos M,ﬁ : T ——X sdo ditos homotdpicos
com o5 extremos fixos se existe uma aplicagdo continua H : IXI
—— X tal que

H(s,0)

= o [0) = /3(0) para todo S €1
H(s,1) = o (1) = A(1) para todo sel
H{0,t) = & (t) para todo tE_I
H{1,t) = @ (t) para todo tel.

Quando existe uma tal H, denotamos o=g rel {0,1} . E ficil
de verificar que esta relagio é uma relacdo de equivaléncia no
conjunto de todos os caminhos em X

se f:X X & uma aplicacdo continua e o:I ——X

X tambem &

& um caminho em X, vemos que a composta f.o¢ :1I

um caminho em X.
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' Consideremos agora f:X ——X uma aplicagdo continua e
denotemos por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f. Vamos defi-

nir em Fix(f) uma relag3o de equivaléncia.

8.1 DEFINIGAO: Dados x,ye Fix{f) dizemos que x € equivalente a vy,
X~y, se existe um caminho A:I ———=X tal que A{0) = x e PSS!

=y e A=fx  rel {0,1}.

8.2 PROPOSIGAO: Os pontos x,y e Fix(f) sdo equivalentes se, e so-

mente se, dado um caminho qualquer ¥ ':I

tio [y eyl - g &1

X 1ligando x a y, en-
" para algum eLeTfl(X.x).
Demonstragao: |
. Suponha que x~y. Entao existe por hipétese ﬁm
caminho & ligando x a ¥ tal que WMAefi rel -{O,i} . Seja ¥ um
caminho qualquer ligando x a y. Entdo temos que r:pa ;'el {0.1}
onde 3 & um lago com ponto base em x. _ o A
Logo ¥ £yl AR galepl Nﬁ‘f"ﬂ-ll. Isto &, temos que
(rer™y = i)y onde (A=, '
R.ec'iplrocamente, vamos supof que dado ¥ vale ¥eyr i~
Y f-{.’:-l. onde {A]=« . Chamemos de A= p'_lif'.‘ Como temos que
f.’:-l}{“f-}’“_lf-ﬂ é homotépico ao caminho const'ante, 0s doi.s pontos

sdo equivalentes.

8.3 DEFINIGAO: As classes de equivaldncias definidas acima chamam-

se classes de Nielsen da aplicacio f.

8.4 DEFINICAO: Para cada classe de Nielsen F da aplicagao f defi-
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nimos o indice i(F) de F como sendo I(X,f,U) onde UNnFix(f) =

F,

Observamos aqui que esta definigao 58 faz sentido se nos
restringimos a uma classe de espagos topoldgicos onde uma teoria

de indice esteja definida.

8.5 PROPOSICAD: O indice de uma classe de Nielsen estd bem defini-

do.

A demonstragio da propesigio acima & uma consequéncia imedia-

ta da propriedade da Localizagao.

8.6 DEFINIGCAO: Uma classe de Nielsen & dita essencial se seu indi-

ce & nao nulo, isto €, F é essencial se i(F) # 0.

8.7 DEFINIGAO: Chamamos de nimere de Nielsen de f ao nimero de
classes de Nielsen de f que sdo essenciais. Denotamos N{f) a gste
nimero.

Observe que em principio &ste nimerc pode ser infinito.

Agora passaremos a mostrar um resultado impertante s0-
bre N{(f). Para isto de agora em diante o espago topolégico X se-

rd um poliedro finito ou um complexo simplicial finito.

8.8 PROPOSICAC: Cada classe de Nielsen F de uma fungao £:X —=X

& um conjunto aberto em Fix(f). Além disso, o nimero de classes
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de Nielsen de £ & finito.

Demonstragdo:
Vamos supor que o complexo simplicial X esta mergu-

lhado em R", Vamos definir em X a seguinte funcio distancia

fd{x,y) = inf  A(Y)
¥eC(x.y)

onde P(¥) € o comprimento do caminhq‘ﬁg e C[k,y] é ¢ conjun-
to dos caminhos diferenciaveis por partes em X ligando x é v. Se-
ja {Ui} ie‘A"uma cobertura finita de X por abertos contraiveis.
(Esta coberfura sempre existe, veja [6] ). Seja £330 o name-
ro de Lebesgue associado a esta .cobertura. Como £ é continua em
uﬁ compacto ela & uniformemente continua. Logo existe £50 tal
que 'se d(x.¥) < & entdo d(f(x).f(y1Y<¢ &€/2. Sejam x.,y £Fix(f)
e 51 =min {8, E./‘ZA]- . Afirmo que se d(x,y)< 51 entdo x e y .
pertencem i mesma classe de Nielsen. Sejam X,y eFix(f] e suponha
que d(x,y) k 5&. Entdo existe uma curva ligéndb ila y tal que
f(g'){ 51. Logo d(x, ¥(t))< 51 para tode téI. Pela continui-
déde uniforme d(f{x),f(¥(t}))< €/2 para todo t éI, e conse-
quentemente d( ¥{t1), £(¥{t;))) € dlx, ¥(t)) *+ d(£(x),£(¥(1;)))
£ Ef2 + Ef2 = E . Isto implica-qﬁe Y e fﬂf- pertencem
a um mesmo aberte U da cobertura. Como U é,contritii entio ¥ o2
£:¥°  rel {0,1} e x:vy; Logo as classes de Nielsen sdo aber-
tas em Fix(£f).

Para mostrar a segunda parte, basta observar que Fix (f)
" & compacto e pela primei'ra parfé"da propesicdo ¢ conjﬁnto das
classes de Nielsen & uﬁa cobertura de abertos dois a dois_dis—‘

juntos. Logo deverd ser finita.
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8.9 EXEMPLOS:

(a) Seja id:X —— X a aplicagac identidade. En-
tio Fix(id) = X e temos apenas uma classe de Nielsen T = X.
Néste caso i(F) = I(X,id,X). Pelo axioma da normalizagao temos
que I(X,id,X) = A(id). Loge N(id) = 0 se Aay = 0 e N(id) =
1 se _A(id) # 0. Sabemos também qﬁe A{id) & igual & caracte-

ristica de Euler de X, isto &€, % (X).

(b} Seja c:X ——X a fungdo constante, c(x) = X
para todo xeX. Entdo Fix(c} = {xn} e F= {xn} & a fnica

Ay = 1.

classe de Nielsen. N&ste caso temes i{F) = I(X,c,X)

Agora passaremos a descrever o proeblema do nimero mini-

mo de pontos fixos.

Dada uma aplicagdo f:X X, para cada funcdo g:X
— = X homotdpica a £ consideremos o nimero de pontos de
Fix(g) ou seja, a cardinalidade de Fix(g). que denotaremos por
# Fix(g). O problema & determinar J(F) = inf KFix (g) onde
'[fj denota a classe de homotopia da aplicagggf%. '

Vamos enunciar alguns resultados relacionados com a solu

gao déste problema.

Hopf demonstrou o seguinte teorema (veja (1] ou [5] }

3.10 TEQOREMA (liopf): Se X & um poliedro finito, dada uma aplicacioe
F:X —=X existe uma aplicagde g:X —~X homotopica a f tal

que % Fix(g) € finito.
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Por €ste teorema podemos concluir que ﬁ{f)< 0o se

X € um poliedro finito.

F. Wecken provou em [21] o seguinte teorema.

8.11 TEOREMA (Wecken): Se g e [f) entdo N(f) = N{g).

Em vista déste resultado podemos concluir que /4(f)3;N(f)
isto &, N(f) & um limitante inferior para o nimero de pontos fixos

de tddas as fungdes homotdpicas a f.

F, Wecken também provou o seguinte resultado famoso (ve-

ja [5) ou (21} ).

8.12 TEOREMA (Wecken): Se X & uma variedade compacta de dimensiao
maior ou igual a 3 entdo dada f:X —— X existe g ¢ [f] tal

que X Fix(g} = N(f).

Este teorema é verdadeiro para poliedros mais gerais que
variedades. Deixamos ao leitor interessado ver os detalhes em
ou

0 teorema (8.12) sugeriu a seguinte definigdo:

8.13 DEFINICAQ: Um espag¢o X se chama um espago de Wecken se para
cada aplicagdo f:X — =X existe ge[f] tal que JXFix(g) =

N(f}.

Apds os resultados acima € natural perguntar se os po-

liedros de dimensio 1 e 2 sdo ou ndo espag¢os de Wecken. Em parti-
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cular merecem atencdo especial as superficies compactas. Nas duas

secgdes seguintes estudaremos alguns exemplos.
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CEXERCICLOS
Prove que a relagdoc definida no paragrafo (8.1) & uma
relagio de equivaléncia em Fix(f).

Seja f:X

X uma aplicagio continué, e xo‘-um ponto

base tal que f(xo) X,. Definimos em-"l\fl,'(x.xoj a seguinte

0
relacdo: ol ~ T se e somente se existe 'G‘e?fl (X.xo) tal
que T = Tolf, ( ¢ 1y. Prove que esta relacdo & uma rela-

¢do de equivaléncia.

As classes de equivaléncias definidas no exercicio ante-
rior sdo chamadas de classes de Reidemeister, que denotaremos
por r (f). Considere a seguinte fungao & ‘:Fix(f)-——--—\?().(f)
ciefinida da seguinté forma: seja A um caminho qualquef 1i-
gando x; a um po’nto.xeFix(f]. Entdo & (x) & a classe de’
Reidemeister do elemento [lf-k’lj-. Prove que € estd bem

definida.

Seja K< R™ um complexo simplicial finito. Sabemos que
K & um espago métrico com a métrica induzida do R" & com a
métrica definida na demonstracdo da proposicao (8.8). Mos-

tre que as duas métricas sdo equivalentes.

Se X & simplesmente conexo entao N(f)g1l. N(f) = C se



-G8~

Ay =0, e N(f)y =1 se A(£) #0.

- - -~
Seja £:X——-+X uma aplicacao continua, X ——=X
o revestimento universal de X, F uma classe de Niclsen de f,

Xy € F e YOE p_l(xn). Consideremos o.inico levantamento

~

£:X X de £ tal que g[ih) = ib. Prove que:
(4) p(Fix(F)) = Fix(f).
) perix(H) = F. : ~

{c} Calcule o namero de pontos fixaos de f restrita a

p_l(xoj em térmos de Tfl(x,xo) e 5§ :thl{x,xn) -

~t
I Ll(xsxn)'
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2. DO!S EXEMPLOS

Nesta secgdo descreveremos um exemplo de uma aplicagio

f: X

X para a qual A (f)} = 0, mas N(f) # 0. 0 que mostra
que N(f) €& um invariante mais forte que A [(f). Apresentaremos
também um segundo exemplo mostrando que o bouquet de dois circu-

los ndo € um espago de ‘E"ecken

9.1 EXEMPLO:

Seja X = S%VS.I, c S%xS.l, e considere a aplica~

cao f:X

X definida da seguinte maneira
feet? .1y = (718 1)
£(1,e1 %y = (1,219,

E facil mostrar que _/A(f) =

Denotemos Xp = (1,1) e X, = (eln’,lj. Temos que

Fix{f) = {XO‘ xl}
Afirmo que Xg € X ndo pertencem a mesma classe de Nielsen. Supo-
nhamos que Xy € X; pertengam a mesma classe de Nielsen. Pela pro-
posigao (8.2) temos que [T f-X”_IJ = oL f—ﬁ: {oL-l) para algum
L & 'l\l}l[x,xoj e ¥ o caminho ¥(t) = (e2™%,1) para tel.
Vamos mostrar que a equagdc acima ndo pode ocorrer. Sabemog que
(1(X,x0) £ F(a,b) onde F(a,b) € o grupo livre em dois gerade-

2?:11:’1)

e lz(t) = {1,e2”’1t], teI, respectivamente. Logo a equacdo nos

res, sendo que a € b representam os caminhos 11(t) = (e

diz que a = DC]‘:'&,r (od.-l) para algum Méﬁl(x,xn). Se esta equa-
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g¢do & verdadeira em /F\[Jl(x,xoj‘ e a projetarmos em H,; xyzzeziz,
ela continuard sendo verdadeira em III(X). Seja op(el) = (m,n) on-

‘de p(eL} & a imagem de o em Hy (X). A equagio acima passa entdo

a ser Vp( a) = p(o{) pfy ( o(,-l). Assim -
1, = (mn) - (-m,2n) = (2m,-n)
e portanto. '
: ' ' Zm = 1 e. n = 0.

Loge nio admite solugio. Portanto X, ¢ X, nde pertencem i mesma

classe de Nielsen.

Finalmente pelo exemplo (4.2) i( -{_xl} 3 = 1. Como
A (f) = i {xo} ) + i({x;}) pelo axioma da normalizacdo,
entdo. if {'XE}]I ) = -l. Portanto temos duas classes essenciais
e N(f) = 2.

9.2 OBSERVACAO: Existem exemplos de aplicagbes f:X—=X onde
X & uma variedade qualquer de dimensdo maior ou igual a 2 e onde

CA(£) = 0, mas N(£) £ 0. (Veja (197 ).
9.3 EXEMPLO:
' : Seja novamente X o espago definido no exemplo (9.1)

¢ considere.a aplicacdo f:X— X definida por

feify - @19
' .(eﬁig.l) 0 £8g2N/3
fa,ei®y = 1 (1,eB7TMy a3 cogaws

CeUIP T 1y a3 662w
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Seja g:X —=X qualquer aplicagdo homotdpica a f. Te-

mos que a4 composta

p
1 1 1 1

Y v 53, —— 5§

. st stvst 8 5

3. Por (10.1) a composta admite

& homotopica & aplicagae h{x) = x
pelo menos dois pontes fixos. Logo podemos sﬁpor que um dos pon-
tos & diferente de (1,1). Logo & um ponto fixo de g. Seja x, éste

ponto. Se &ste € o Unico ponto fixo de g devemos ter entdo
Ag) = -3 = i({xp})
o que € absurdo pelo exemplo (4.2) . Logo toda fungdo homo-
topica a f tem pelo menos deois pontos fixos.
Einaimente provaremos que N(f) = 1. E facil ver que

Fix(f) = {(.1), 7.1, @.e Ty},

Consideremos os caminhos

(e*™t 1 tel

1F 8D

1Tty tel.

Tty = (e
Para provarmos gque (1,1} ~ (ei’ﬂ" ,1] vamos exibir um lago ﬂ}
tal que ﬁl ‘{'1 ] ﬂ(ﬂl K"l)-l ou seja [ﬂl] [X‘lf«ﬁ“—l) (f ({5-1))
= 1.

Usando a notazcdo introduzida no exemplo (9.1}, seja [/3 1-] =

a"lb. Temos que £ (a) = a’ e £y (0) = a’ba 1l e portanto

-1

-1 -1
a "ba %&(b

a) = a lpa tanla"%a? 1.

Logo (1,1) e (ei,'t ,1) pertencem 3 mesma classe de Nielsen.

Finalmente seja [/32] = a"l. Temos
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(B2 [¥25%71] £, 850 =
alav%ad - 1.

Logo pelo mesmo argumento utilizado no exemplo (9.1} temes que
(1,1) e (l.elﬁ ) pertencem a mesma classe de Nielsen. Logo N(f)

= 1 e X ndc & um espago de Wecken.
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"EXERCTCIOS

Prove que  .f (a) = a-l: f 5 (B) =7b2 e A() =0, on-

de £ & a aplicagdo dada no primeiro exemplo.

Prove que fg(a) = a°, £, (b) = a’ba’t e A(f) = -3,

onde £ & a aplicagdo dada no segundo exemplo.

prove que B (f) & um'conjunto infinitoF onde £ € a a-
plicagdo dada em (9.2). (Sugestdo: considefe,as classes de

Reidemeister no abelianizado).

Prove que jé(f) € um conjunto infinito, onde f € a a-
plicagio dada em (9.1). (Sugestdo: mostre que os elementos
a, ab, aba, abab, ... pertencem a classes de Reidemeister

distintas.

Prove que S?\fS% o Bouquet de duas esferas ndo € um

espago de Wecken.

DE exemplo de uma fungioe

1 1

£ : shvst !

s%\rs"

onde N(f) = 0, mas f{f)»1.
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10. 0 CTRCULD E ALGUMAS SUPERFICIES
COMPACTAS
Nesta seccdo mostraremos que o circulo Sl, a esfera Sz,

o toro T e a garrafa de Klein K sdo espagos de Wecken.

10.1 0 caso s
Vamos considerar a sequéncia de aplicagoes 1‘311:51———--51
onde fn(x) =x", para n#1, e fl(x) = x.eiﬂ .

E fato bem conhecido que dada uma aplicagio f:Sl——-—-— S]L en-
tao f = fn para algum inteiroc neZ e, certamente, N(f) = N[fn).

Se n =1 temos Fixutfl) = @ e portanto () = 0 = N(f).
Vamos supor de agora em diante que .n £ 1. '

Temos .

Fix(f ) = {2/ (1) g1, .. m-2 }

Afirmo que cada classe de Nielsen contém apenas um ponto. Se-
ja oxy = o2 Tik/ (n-1) Supoﬁhamos por absurdo que x5 | € equiva-
lente a Xy s COM j<k. Seja ¥ o arco definido por

2 i3 (1-t) + 27Cikt
Yy = e no- com tel.
Seja a € ?fl(sl.l) o gerador cujo representante & ﬂ () = ezﬁ'#‘i?
Temos
[‘K"f-!‘_l) = gk
Pela proposicao (8.2) existe o = 2™ tal que
ak—j e [a—m) = AMpTmn o am(l-n)_

£
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Logo 1-n divide k-j, o que & absurdo. Portanto temos n-1 clas-
ses de Nielsen.
Vamos calcular o indice de cada pdnto. Pelo exemplo (4.2)

temos que se nx»l o indice de cada ponto é -1 e se n<l o

fndice & +1. Logo N(f ) = n-1 = XFix(f ). Portanto o circulo !

& um espago de Wecken.

10,2 0 CASO &%

2

Seja f:5 S2 uma aplicacdo continua. Sabemos que

as classes de homotopia de aplicagGes de S2 em si propria sio ca-

racterizadas pelo homomorfismo

£u 1 Hy(8%) e H, (5%
como foi mencionade na secgao 2. Lembramos que H2 (SZ) =7 e
f,{1) €& o grau da aplicagao f.

2

Como §° é simplesmente conexo temos sempre uma inica classe

de Nielsen, cujo indice

I(X,f.X) = A(f)

pelo axioma da normalizagdo. Logo N(f) = 0 se A(f) =0 e
N(f) =1 se A(f) # 0.

Seja f:82--——— S2 uma aplicagZo continua com grau deg(f) =
-1, Entao A(f) = 1-1'=0 e N(f) = 0. A aplicacio antipoda
g{x) = -x, para todo xeSz, tem grau -1. Logo g ~f e Fix(g)
= @ . Portanto M (£f) = N(f).

Seja £i82 . S2 uma aplicagde continua com grau deg(f) =

2

n # -1. Vamos construir uma aplicagio £:8 s?  com grau
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n com apenas um ponto flxo. Para JStO vamos 1nterpretar Sz COmo
sendo R? U {os} ou seja, a compact1f1cagao dé Alexandroff de RZ.

Se;a

dada por £ (x.y) (x',y'), onde
' arc cotg x' = n arc cotg x e yf‘= y + 1.
Esta fungao se extende continuamente para R2 U {ce}. Denotemos |
a extensdo também por fn. Certamente f (o) = I

. E claro que Fix(fn) = {eo} . Logo resta mostrar que o grau
deg(fn} = n. Usando as propriedades de excisdo e da sequéncia lon-

ga exata do par em homologia, a prova de que deg(fn) = n se re-

duz a mostrar que

& de grau n, onde

A=
fl

1= {0 xer} u {eo]

A, {(x 1).xéR}u{oo}

Seja g_.= £ |A

n n 1 Observe que Al e A

7 sdo homeomorfos a st
Vamos mostrar que g, tem grau n.

~Pela equagdo

x' = cotg {(n arc cotg'x}
temos que se x varia de -@ a +oo entao
n .,afc cotg X

varia de ~-inysl/2 a npit/2.

Vamos supor que ‘nyz0. 0 caso n<-1 & semelhante. A fungao

cotg restrita a cada um dos intervalos
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(-nt72, -ntz2 +® ), [Fmyz fﬂ;mwifzﬁL“.
Cevvenes (a2 -, /2,

corresponde a dar uma volta. Logo o grau.de'fn € n-e len)'=fi =

AFix(f,).

Este exempio foi apresentado por L. E. J. Brouwer em 1912

no 5% Congresso Internacional de Matemdtica.

10.3 0O CASO DO TORO T

Para mostrarmos que o tore T € um espago de Wecken divi-
diremos a prova em quatro partes: |
12 Parte: Se A (f} = 0 entdo construiremos uma funcgio homﬁ—
topica a £, g:T g———a-T.-sem pontos fixos. Conclui-
mos que se N(f) = 0, entdo A (f) =0 e }L(f) = 0.
22 Parte: Dada f com _A(f) # 0, construiremos g homotd-
pica a £ com ]Jl{f)! pentos fixos.
32 parte: Cada classe de_Nielsen‘da fungde g acima tem ape-
nas um ponto fixo. -

4% parte: Os pontos fixos de g tém o mesmo indice.
Se provarmos estas quatro partes temos que

A& = NE = @)

Logo o resultado segue.

Demonstracio da 12 Parte:

Seja o toro T = 81)<Sl. Considere em
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R? a seguintc relagdo de equivaléncia
{xy,¥4) ~ (X5,75) se X =Xy € Y =Y, mod 2.

0 conjunto das classes de equivaléncias pode ser identifica-

do com T e a projecio p:R2 ‘T & o revestimento universal.
Sabemos também que Ttl (TYy = Z@7Z e duas fungles f£,,f, @ T
— = T sap homotopicas se, ‘e somente se, fl& = fz),& , isto e,
o5 homomorfismos induzidos em GTR(T) sao iguais.

Seja F:T——T ¢ ¥il®@Z —>191 a aplidacde indu-

zida por f em TT&(T), cuja matriz &

o)

em relagdo 34 base candnica de 2 @ Z. Temos QUe

A(E) = 1 - (m¥q) + mg -~ TP

que pode ser interpretado COmO sendo

m-1 pr
det | .
n q-1
Vamos supor que _A(f) = 0. Entdo consideremos a aplicacio
g:R2 R? dada por ' )
g(a,b) = (ma+pb+ £ ,natqb)

- - “. . o -
onde & & um numero irracional fixado.

E facil de verificar (Lxerc.(10.4) e (10.5) } que g induz u-
ma aplicacio g:T—=T e que g € homotépica a f.

Agora vamos calcular o nimero de pontos fixos de g. Para isto
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basta resolver o sistema

=

w
+

o
c‘ .
+
™
I

a mod (Z)
na + gb = b mod (Z)}
ou
=1y a + pb o= = E 4 k, para algum k &2
o na o+ (g -1)b o= ky .“para algum k,& Z.

S
Como A(f) = 0 temos que as linhas da matriz

m-1 - p

n : q-1
sio proporcionais. Sem perda de generalidade, vamos assumir que e-
xiste r tal que L ] _ - | R
r (n,q-1} = (m-l,p).
Certamente v € um nimero racionmal. Loge
rna + r {g-1) b = rlkz

- £ + k, = T kz s

o que & uma contradigZo, pois £ € irracional. Portanto

HFix(F) = 0.

Demonstracio da 22 Parte:

Considere a transformacao linear

ga,b}) = (ma + pbt,na + qb}.

Vamos calcular os pontos fixos da aplicagdc induzida g:T——T.
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Seja o sistema

ma + pb = a mod {2)
na + gb = b mod (Z)
assim
(m-1)a + pb = ky para algum k, € Z
na + f{gq-~-1}b = k2 para algum kze Z.
Seja 14 :R2 Rz a transformagio linear dada pela ma-
triz
m=-1 p

n q-1
Logo uma solugio para o sistema acima nada mais € do que um ele-
mento de ?"l(r,s) onde (r.s) € Z @ Z. Além disso duas solugoes
(al,bl) e {az,bz) sdo equivalentes se, e somente se, (al,bl) =
(ap.by) + (r,s). Loge
P(a; b)) - Pla,.h,) € Pz o)
o gque mostra que o nimero de solugdes ndoc equivalentes € no mixi-

mo a ordem do grupe quociente

ZQZ/Im[?’)

Como
m-1 p
det(f) = det £ 00
n q-1

por hipGtese temos que ?:R2 — - R? & sibre. Logo o ndmero de
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de solucbes nio equivalentes & a ordem de

A ez/mw).

Por um tecrema de Klgebra (veja [13] ) temos que éste gru-
po tem ordem ]
ladetcpy] = A .

Logo . g tem precisamente |A(f)]| pontos fixos.

Demonstracdo da 32 Parte:

Agora vamos mostrar gque cada classe de
Nielsen de g contém exatamente um Unico ponto.

Seja p:Rz———auv T o revestimento universal ja definido. Se
X,y € Fix(E)} estio na mesma classe de Nielsen, entdo existe um ca-
minho ¥ ligando x a y tal que '

NS0 rel {0,1} .

~

= - - - ~t -
Seja ¥ um levantamento de ¥ que tem ponto inicial x. Entao
~ ~ o~
g«¥ - glx) + x
- - sk s ~ ‘
é um levantamentc de 3g-§¥ com ponto inicial x. Logo devemos ter

Ya) = g(fay - g& + X

ou

@ - id) (F() - D = 0

~
Isto contradiz o fato de (g - id) ser injetera, a menos que ¥

~ = 3
= x , o0 que implica x = ¥y.

Demonstracgdo da 4% parte:

Sejam x,y€Fix(§) e h T ———=T
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o homeomorfismo que leva x em ¥y, dado pela equagao

hx,y(a) =hyxX oTa ..

Consideremos uma vizinhanga aberta U de.x tal que .

UnFix(g) = {x} ERTRI
e : E oo )
hye y W N Fix(@E) =" {¥}7
Entao temos . ‘ _
. - I
i(f{x}) = LTEU) = I(TEh b .0)
i({r}) = I(T.gh, ,U)).
Pelo axiomﬂ a éomutatividédé teﬁos
o o } ‘ , R
ITE by by ) = Kb bt h ).
Mas
Co — o -1 = -1 -
hy,y 8 Iy y@) =y x = gy x a)

xX,Y

y x5 HER) gl -

g(a} '

Logo : LT .i o
itdx}) = i({v})..

10.4 0 CASO DA GARRAFA DE KLEIN K

Este @ o caso mais complexo entre os até agora vistes.
~ - : L
Sabemos de que ILI(K) e um grupo com dois geradores

sujeitos & UGnica relagdo

Bt oy
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Pelos exercicios (10.6),(17,7),(10.8) vem que Se f£:K ———= K

€ uma aplicagéo continua en;ﬁo‘ | 7
- -f* : _’ITI(K‘) _M;.Tfl(.x)
& um homomorfismo da formﬁ: ‘ |
Tipo 2 - £ x) =L, fR(p) = P(_p'{Squl_.

Vamos considerar em R? a relacdo de equivaléncia gerada
pelas relages:

(x,¥) ~_ (x#l.y}

(x,¥) ~ (1-x,y +'1/2).
0 espago’ quociente & K ‘(veja [18] para maiores detalhes). Déste

modo temos o seguinte diagrama comutativo

K

2

-

K e a

onde pj:R T foi definida em (10.3) e p:T
. ' -'.‘ - ) . H - . - L -

aplicagao induzida nos espacos quocientes pela identidade. Além

do mais temos que p:T~-——K & um revestimento de duas félhas

de K.

10.5 GERADORES DE ﬁl (k) e ’l\[)l (T

. - B oL - L i . 2
Usarémos a seguinte notacdo para os caminhos em R
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L(t) = (t,0) ﬁ(t) = (b,t/Z): * tel
Ty = (0 . B = () tel,
entdo temos |
(o) =% (0] - P

. " ~ 2
P*[P] M) = < e P,ﬁ[pl(b)] = B
Chamemos de a = [pl ('5)] e b = [pl (”1;]] os geradores de(ﬂJl(T).
E fdacil calcular que ng((ﬁl(T)) é um subgrupo de Hl {m
de indice 2. Logo seja &:T ——w—= T a aplicagio revestimento '
que corresponde ao elemento ndaoc nulo de

T K /o, (7T )

19.6 PROPOSICAO: Dada F:K ——= K entdo existem sempre dois le-

vantamentos fl,fZ:T ———= T que cobrem f e f2 = é?fl. Seja

P ﬁl(K)/D,ﬁ(?fl m) ——— Til(K)/p*(ﬁlfT))

Temes que:
{a) Se ¥ & a aplicacdo constante entdo
pFix(f;)) = Fix(f) e N(f;) = N(£).
{b) Se ¥ for a identidade entdo

P(Mix(£,)) U p(Fix(£,)) = Fix(f) , p(Fix(f;)) A p(Fix(f,)} = &

e N(fl) + N(fz) . N

2

Pemonstragao:
A primeira parte da proposigdc segue de fatos basi-

cos sobre revestimentos. Portanto passemos 3 segunda parte.
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Caso {a):
A hipétese de # ser o homomorfismo constante implica
que se {%) %} = plx) entio £(Xy) = £, € p ).

Logo, se x & ponte fixo entdo sdbre a fibra temos exatamente um

ponto fixo, e segue qgue p(Fix(fl)) Fix(f}. Como p & um homeo~ .
morfismo local resulta que os Indices de ?(JO e p(;n) 540 0S5
mesmos.

Seja F'C Fix(f;) uma classe de Nielsen de F'. Entdo & claro
que p{F')cF para alguma classe de Nielsen de F. Se x,veF, e-

xiste um caminho A ligando x a y tal que

A= £A rel {0,1} .
Se A & um levantamento de A onde A (0) e Fix(f;) entdo e

~t
fl'l tém os mesmos pontos finais e

A fA rel {0,1} .
Logo F = p{F') e segue que N(f) = N(fl).

Caso (b):
Se x&Fix(f) e ;ep-l(x) entdo existe um Unico le-

vantamento f de f tal que E(;) = X. Como £ = fl ou f2 temos
que

p(Fix(fl))up(Fix(fz)) = Fix(f).
Do fato de ¥ ser a identidade segue que se um ponto de uma fibra

fér ponto fixo de um levantamento f entdo todos oS outras pon-

tos da fibra sdo pon.tos fixbs de f. Logo

p(Fix(£,)) M p(Fix(£,)) = £ .

Finalmente seja F uma clzsse de Nielsen de f. Entdo existe um le-
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vantamento f e uma classe de Nielsen F' de £ tal que p(F')"=
. Porém @ (F') tamhém & uma classe de Nielsen'de f que tem o
mesmo indice de F'. Se’ f_x {/3) # ﬂ - entdo T 'y B(F')= ,Gf'. isto
&, ‘os dois pontos da fibra que $do pontos fixos hdo pertencem &

mesma classe de Nielsen. Logo segue que’

fol} * N(fz)

= N{f}
2

s ' = ica a ¢ i .
e fy Vg‘) /3__f1Cj‘1 cargo e }e}tp;
Também deixamos a cargo <o leitor a demonstragao da se-

guinte proposigao.

10.7 PROPOSICAO: %ﬁ: Tfl(T) — Tfl(T) € o homomorfismo
tal que ‘
- .1 -
9&{31) = a e %(h] h.

10.8 PROPOSICAO: Se f:X ——= K € uma funcio tal que

£ T, (K ﬂ——,’i\(l(x)

o
& do tipo 1, entda N(f) = |1 - 2q] .

Demonstragéo:
Como
S f-&(ﬂ) - =°¢p(‘,')2q
temos que ? definida na proposicao (10.6) €& o homomorfismo cons-
tante. Podemos ver que um 1evantamento‘ f1 de { induz o seguin-
te homomorfisma ‘ l

fg @ =1 e fy ()= al p%da
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Logo pele pardagrafo (10.3) temos
nE) = lAE) = 1 - 2l
Pela proposicdo (10.6) segue que

N(£) = |1-2q)%"

10.9 PROPOSICAO: Se £:K ———K & uma aplicacdo continua tal
que

¢ T (0 ———=T0, ()

& do Tipo 2, entao

NeEY = |2+ q).
Demonstrac¢do: :
Seja fl:T T o levantamento tal que
: Y = gf = aP n2a+l
flaﬁ (a) a e f1 W(b) a* b .
Portanto o outro levantamento f, = Gfl pela proposigio

(10.7) induz o seguinte homomorfismo

- - 2-{.'
£ {a}) = a7 e ff.z&fb) =::1p‘b(-:ll

2 x
Pelo paragrafo (10.3) temos

N = A ED]

r-1 0

=l det I2u_(r-1)l

H
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e
NiEy) = Adgy) -
-r-1 0
= det = IZq(r-I)I
-p 2q

donde segue que

N(fl) + N(fz)

= |2qr |
2

Para f do Tipo 2 temos que a aplicagde P definida na pro-
posicdc (10.6) € a identidade. Logo pela proposigde (10.6) segue
que N(f) = |2qr ].

Finalmente vamos construir para cada fungas f uma
fungfio na classe de homotopia da f que tem exatamente N(f)

pontos fixos.

10.10 CONSTRUCAOQ DA FUNCAO:

Seja f do Tipo 1, respectivamente do Tipo 2. Considere

a transformagac linear dada pela matriz

0 Zp

se f & do tipo 1
0 2q
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respectivamente
T Zp
se £ é do Tipo 2.
0 2q

Observe que se dois pontos P1 e Pz de R2 sac equivalentes
segundo a relagao que define K entdo Tf(Pl) e Tf(PZJ sio e-
quivalentes. Seja ?f a funcio induzida de K em X. Podemos mos-
trar que

Tf:}{-—-—-——-—m—«-]{
. . ~ - -
induz ¢ mesmo homomorfismo que f em llI(K).‘Logo Tf e f sao
homotdpicas.

10.11 CALCULO DE FIX( ¢} (onde f ¢ do Tipo 1)

Para calcularmos os pontovs fixos de ?} basta calcular~
mos todos os pares (x.y)eRz tais que Dgx<l, 0£y<1/2, e

que satisfacam a um dos sistemas abaixo

2oy = X med (2)
{qu = ¥y mod (2)
ou
2Zpy + x = 0 mod (Z)
{ 2qy - ¥y = 1/2 mod (Z)

que podem ser re-escritos na forma

{ 2py - x = k1 -para algum kle Z

1}
=

2qy - v 2 para algum kze Z

ou
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{ Zpy *+ X = kl para algum kle Z

4 gy + 2y = 1+ 2k2 para algum kze Z

0 primeirc sistema nos dd as seguintes solugdes:

-1
2q-1

1 2
2q-1 2q-1

}'0 =0, Yl = s vy }'q_1=

Para cada y; temos exatamente um Xx; que satisfaz a primeira equa-
¢do para algum k,.

0 segundo sistema nos di as seguintes solugaes

_ 1 _ 3 _  2gq-3
Yo — Y1 y ereeenns . v Yooz =T T
q
4q-2 ) 4q-2 4q~2

A cada Yi corresponde exatamente um X;.

Portanto Fix(Tf)' tem ]1 - 2q| pontos.

10.12 CALCULO DE FIX(T,) (onde £ & do Tipo 2)

Usandoc os mesmos argﬁmentos de (9.11) vamos calcular

as solug¢des dos sistemas:
{ TX + 2py
(2q + 1) ¥

rx + 2py + x = 0 mod (Z)

mod (Z)

il
]

'moé ()

il
-

(2q+ 1)y - y = 1/2 mod (Z)

éstes sistemas podem ser re-escritos na forma:



{(r -l x + Zpy = .kl pﬁra algum kle Z

2qy =k para algum k € Z

]
e

{(r+1)x + 2py. 1 para algum kle A

4qy = 1 + Zk2 para algum kze_z

Do primeiro sistema temos as seguintes solu¢des para y:

= = 1 '
yo =0, )71 Z_q-— N e y yq_l —z-q—-

Para cada valor de ¥y temos éxatamente |r - 1[ valores de' para
0£x<1 'que satisfazem a alguma equaciao da forma

‘{fr-1)x + 2py = kl
k, variando em Z. Logo o primeiro sistema nos fornece Iqi!r - 1]

solugdes.

Do segundo sistema temos as seguintes solugoes para vy :

1 3 ‘ 2q - 1
¥Yg = —— 3 ¥3 T ey svereas , ¥ _go= 21T
0 1 ' q-1 2 q
De modo andlogo ao caso discutido acima, para cada valor de y; e-
xistem lr + 1| valores de x que satisfazem a primeira equagido.
Logo temos |q] Ir + 1[ solugdes, isto €, lq‘ fr + 1' pontos
fixos.

Déste modo concluimos que

W

W Fix(T,) Ifq”r—ll + Jaf[r + 1]

l2qr]
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Observamos.due 0s argumentos aéima valem se ¢ # 0. Se
q = D entdo N(f) = 0. Logo devemos encontrar uma apiiéagio g,
tal que g~ f e g naoc tem pontos fixos. Deixamos €ste caso co-

mo exercicio (veja exercicio (10.14)).
Fianlmente, reunindo tddas as proposigdes acima temos:

10.13 TEOREMA: A garrafa de Klein K & um espago de Wecken.




10.1

10.

2

10.3

10.4

10.

5
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EXERCITCI1OS

Prove que se N(f) = 0 entdo jl(f) = (.

2

Prove que a fungao fn:Rz—————m R® definida no paragra-

fo (10.2) se extende contIinuamente em RZ

v {oa}.
Considere H; © semi-plano aberto abaixo da reta y = 0

e H; ¢ complementar de H{ em RZ. De modo andlogo H,

3 ©
semi-plano aberto ahaixo da reta y =1 e H; o complemen-
tar de H; em RZ. Mostre que temos o seguinte diagrama comu-

tativo

) Je 2 _  exc -
Hy(R® W {oo) ) s H, (RT w {oo} [H))——= H,y (H],A))

Hy ()
(£, (£,). (£). &, ),
2 Ju 5 _ exc .

onde as flexas horizontais sao isomorfismos ¢ as verticais
sd0 os homorfismos induzidos pelas funcoes f e . dadas no

paragrafo (10.2). Conclua que deg (f.) = deg(z).

Mostre que a fungdo g definida na 12 Parte do parigrafo

(10.3} induz uma fungdo g de T em T.

Mostre que a fungdo g definida no exercicio (10.4) induz
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em T.{l {(T) o mesmo homomerfismo‘que a £ induz, onde f € 2
funcdo definida na 12 Parte do pardgrafo (10.3}. Comclua que

f e g sdo homotdpicas.

10.6 Mostre que qualquer elemento de Tfl'(K) pede ser re-
pres‘entado por uma palavra da.forma. pcrﬁs . onde o,43 sao

os geradores mencionados mo pardgrafo (10.4}.

16.7 ! Mostre que dois elementos W,.W, el 11 (K} satisfazem a
relagido wlwzwlwgl = 1 se, e somente se, (W;.¥,;) & da
forma wi =1 e Wy = o(Pp'zq,- ou Wy = o(,r e Wy =
Kp ﬂ2q+1.

10.8 Mostre que se P 'I\L,lfl() —-—»Tfl (K) & um homomorfis-
mo entdo ¢ & da forma

bre) =1 Pu) = &
ou
: P 2 2q+1
Pp) = P s Pa) = «f s
. . —

10.9 Mostre que P, ( Ttl (T)) & um subgrupo normal de ILl(K)
de indice 2. (Veija o paragrafo (10.5)}. '

10.10 se £4u () =3 onde fiK—K & uma fungio conti-

fiua, mostre que N(f) = N(fl) + N(£,) , onde f, e. £, " sd0

definidas no 'paré'grafo (10.7).

10.11  Prove a proposigio (10.8).
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10.12 Mostre que 'Tf defiﬂida no paragrafo (10.10) preserva

a relagdo de equivaléncia definida.

10.13 Mostre que f e ?} definem os mesmos homomorfismos em

1Y (X), onde T, foi definida no ardgrafo (10.10).
1 f . Il L p N .

10.14 Se q=10 e £, & do Tipo 2, Construa uma fincao g
homotopica a £ tal que Fix(g) = & .{(Sugestdo: compare com
a 1% parte de (10.3)).

10.15 ; Mostre“que a relagéo de equivaléncia definida em R2 no
pardgrafo (10.4) & a mesma que: (x,y) n;(a,h) se, e sdmen-

te se, (x-a,y-b)eIx1Z ou {x+a,y-b=1/2)e Zx Z.
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