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Apresentacg?o - Sl Dy

Este livro nioc contém o materlal de um curso 1n1c1al

de Algebra Comutativa, Em partlcular, naoc sao tratados toplcos

‘ : et e
sagrados tais como extensdes inteiras, lema de normallzagao de

SRR AT A

Noether, dominios de Dedekind. Por outro lado, 1nslste se na

teoria de primos associados, diV1sores de zero e assemelhadoa,

- . . i

como pilares da teoria.

forma, indicassem a cor predomlnante da lgebra Comutatlva de
RIS R P

nessos dias. Mas, havia o aspecto d1da+1co a ser levado em con-
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ta (leia-se: uma preocupagao com os problemas concretos, em suas

rafzes, e nic uma atitude de edificar um bloco perfelto de propo-

._-(r‘, r

0 resultado foi este: um llvro que pode ser lldo, et pr1n01p10,

sem a tutela de um prlmelrélcﬁrso-.mas, para éerrusufruldo plena—
mente, requer um contato prévio com exemplos vdrios e técnicas
familiares de anéis comutativos e mddulos.

Se um tal resultado justifica a ida ao prelo é, prova=-
velmente, algo reservado para o futuro responder. 0s autores es
peram que o livro sirva ao menos como roteiro para estudantes po
tencialmente interessados em trabalhar na drea.

Pode-se dizer que a Algebra Comutativa visa, grosso mo

do, entender a relagEO exata que guardam entre si os invariantes




widia

numéricos de andis e médulos. A dimensZo combinatéria (cadeias
de primos) vis-a-vis a profundidade (R-sequéncias) vis-3-vis a
dimens3o homolégica (resolugBes livres): eis o niicleo. Eviden-
temente, estamos obscurecendo o papel motor da Gometria Algébri-
ca (multiplicidades, etc.) mas sobre isto jd se gastou muita elo
queéncia.

Esperamos que, no pior dos casos, este livro oferega um
-panorama - se bem gque parcial - dos métodos usuais da Algebra Co-
mutativa. H4 algumas omissdes dbvias: polindmio de Hilbert, mul-
tiplicidades, séries de Poincaré, estrutura das resolugdes livres,
cohomologia local, Estas adigﬁes, entretanto, conduziriam o livro
a proporgdes nac alcedveis (hein, Jofo José?).

Querenos agradecer a Wolmer Vergosa Vasconcelos por ing
meras conversas que influiram, direta ou inéiretamente, na execu=-
gAo deste trabalho.

0s agradecimentos restantes s30 para as equipes "por
trds dos bastidores": a do Wilson Gbes, pela exceléncia datilogri

fica, e a do Jo2o José, pelo milagre tipogrdfico.
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Capitule T

- . ~ - -
Teoria da dimensao e primos associados

81. ©s primos associados de um mddulo. ‘

Introduziremos, o quantc antes, as nogdes fundamentais
deste curso.

Suporemos, tacitamente, que todos os anéis sdo noethe~
rianos (comutatiVOS, com unidade) e todos os médulos, finitamen-
te gerados (adotaremos o ponto de vista de que mdédulos existem
em abundfncia; um bom antfdoto para obstrugdes psicoldgicas, nes-
te estdgio inicial, & visualizar R-médules da forma R/Y, I um
ideal do anel R)}.

Seja R um anel e M um R-médulo. Poremos:

Z(M) = {divisores de zero em M} = {r ¢ R | rx = 0, algum x ¢ M {O}.

FTacil: R\Z(M) é um subconjunte multiplicativo saturado de R

(isto &, dados a,b ¢ R, tem-se:r a,b e R\Z(M) @ ab € R\Z(M)).

Um pouco mais diffcil: =z(M) =U P By ideal primo_de R.
o

(Sugestao: lema de Krull, ¢ qual afirma que ideais mA-

ximos relativamente A propriedade de disjungdo de um subconjunto
multiplicativo s3o primos. Este lema mostra, em verdad?, que ©
complementar de um subconjunto multiplicativo saturado é uniao,

possivelmente infinita, de ideais primos).



NZo aportarfamos muito distante, s6 com estas informa-
goes. Contudo, usando a hipétese de que R & noetheriano e M
é um R-mddulo finitamente gerado, podemos até "'por as maos" nos
constituintes da reunilo Z(M) = U P&. Precisamente, é possivel

a
selecionar um conjunto finito de primos cuja reunido é Z(M). Pa
- 2

ra %al, procedemos da seguinte maneira.

Primeiramente, denotemos por (0):Rx {ou simplesmente

(0):x se nHo houver confus3o) o anulador de x. Isto significa,
lembremos, que (0):x = {r € R | rx = 0}. A primeira coisa a fa-

zer é observar que
Z2(M) = U (0)ix = U (0):xi ’

xeM x, €M
x#£0 x;#0
onde (0):x; percorre a familia daqueles anuladores (de elemen-
tos de M) que sao méximos entre todos os anuladores. Novamente,
pelo resultade de Krull mencionade acima, vé-se gue um tal (0):xi
é um ideal primo. Mas, ainda n3o & o bastante pois tal Ffamflia
pode ser infinita. Por outro lado, como- R é noetheriano, o sub-
médulo N = % Rx;, de M § finitamente gerado. Digamos,

1

N = Rxl e et Rxn. Entao X; € RX, 4444+ Rxn ¥ i, de modo gque

1
(O):xi =] ((O):xl) N...n ((0):xn). Como (0):xi é primo, resulta
finalmente (o):xi 2 (O):xl (digamos) e, por maximalidade,
(0)ex; = (0):x,.

Em conclusf@o, o conjunto dos distintos (0):xi na fami

lia {(O):xi}_ é finito, cada um deles sendo primo. Este & o re
i

sultado que procurdvamos.

Observagﬁo. Enfatizemos que o resultado acima nao significa gque

sempre que Z(M) = U Pa, entao podemos extrair uma subfam{lia fi
QO



nita {P;} tal que z(M) = g P,. Por exemplo, se
M= X[X,Y]/(X,Y) euntd3o z(M) = (X,Y) é reunifio da famflia dos
ideais primos principais contidos em (x,Y).

A situag@o peculiar ora descrita motiva introduzir a

definigde seguinte.

Definicdo I.1 - Um ideal primo P de R é umn primo associads de
M se P = (0)ix para algum x ¢ M (necessariamente, x # 0).
Notagao: Ass{M) = {primos associados de M},

Exemplos. (1) Se P R & um ideal primo, Ass(R/P) = {pP}.

(2} Ass(M) = ¢ = M = (0) (Exercicio).

n

(3} Sejam N c M médulos. Entdo, aAss(N) ¢ Ass(M) € ass(W) U

U Ass(M/N).

(Demonstragﬁo: Ass(N) s Ass(M)' ¢ imediato a partir da
definigdo. Por outro lado, seja P ¢ Ass(M). Entdo, P = (0)ex,
com x € M. Suponhamos que P ¢ Ass{N). Segue que x g N e,
denotando x € M/N a classe de x, (0):xc (0):X. Por outro la
do, RxN N = (0}, Com efeito, se Rx1t N £ (0), Rx N N admite
um primo associado (vide (2)) e tal primo &, como vimos acima,
um primo associadeo de Rx. Mas Rx >~ R/P como R-médulos, logo
este primo é P. Mas Rx 1 NC N, loge P & primo associado de
N, contradizendo a hipdtse. Assim, efetivamente Rx N N = (0),
isto é, (0):x< (0):x. Logo (0):X = (0):x = P é um primo assg

ciado de "M/N).

(%) Para todo médulo M, Ass(M S...& M) = Ass(M).

{Demonstragio: segue facilmente de (3)).



Em particular, se M= r® (= médulo_livre), Ass(M) = Ass(R).

(5) Seja I < R um ideal, Pelo Exemplo (3}, os primos associa-
dos do médulo I sao primos associados de R. Em particular,
se R & um dominio e I £ (0), (0) é o tnico primo associado
de T! |
Insistimos em que estamos considerando I como madulo.
Como tal, AssfI} nfo deve ser confundido com o jue é comumente
chamado de conjunto dos "primos de I"; este ultimo é, na verda-

de, Ass(R/I); ef, Exemplo (7).

{6) Médules livres de torgio.

Se M é um submédule de um médulo livre, entio pelos Exem-
plos (3) e (4), temos Ass(M) < Ass(R). Em geral, diremos que M

6 um médulo livre de torcao se precisamente tiver lugar a inclu-

»

s#o Ass{M) ¢ Ass(R). Se R & um dominio, isto equivale, como é
bem conhecido, a dizer gque M é submédulo de um médulo livre.
Em geral, necessitamos uma hipdtese adicional: dizemos que M é

genericamente livre se M é um R_-médulo livre, onde

] 5
S = R\ J P. Se este é o caso, vé-se que o homomorfismo ca-
. peass(R)
nonico M 4 Mg é injetor (com efeito, M -+ My é injetor, com
T = R\ U P; como por hipdtese M = M. se fatora através de
pPeAss (M)
Mo Mg, M- Mg é também injetor).

(7) Ass(R/I) versus decomposigio primiria de I.

Esta é a situagBo bdsica nas aplicag®es. Lembremos que um

jdeal. T R admite uma decomposicio priméria, isto é, é possi-

vel escrever I = Q; N...N Q, com Q; ideal primdric (dizemos



que Q; ¢é componente primiria da decomposigdoe). Em verdade,

existe sempre uma tal decomposigﬁo i;regpndante, no sentido de

serem observadas as seguintes condigBes: (1} Q; ¢ Rjs para ‘
ifd

qualquer j; (2) i#j = JQ # /Qj.

Eis o gue se pode dizer da unicidade dos ./Q,:

i
Ass(R/T) = L/Qi J Q; ideal primdrio numa decomposiglo irredundan-
te de I}

Demonstragao: 4 inclusdc < decorre das definicGes. Com efeito,
seja P € Ass(R/I) e seja x ¢ R tal que P = (Q:x (= (0):x,
com X a classe de x em R/I). Como teremos que lidar com va-
rios ideais de R, ¢ conveniente introduzir uma variante de nota
950: para um R-médulo quociente R/I, poremos I:x para o anu-
lador do elemento x no médulo R/I.

Prosseguindo, temos I = ﬂQi. "romando anuladores™ em
ambos o0s membros, obtemos T:x =§j (Q;:x). Tomando radicais em
ambos os membros, tem-se P ={g JTﬁ;?ET. E imediato que

Qi:x = Jﬁ;, a menos que x € Qi, quando entio ‘Qi:x = R, Re-~
sulta, assim, que P = Jﬁ;, para algum i.

Para demonstrar a inclus®o inversa, precisamos escolher
elementos convenientes. Ponhamos Pi = Jﬁ;. Queremos mostrar
que P, € Ass(R/T), disto é, que P. = I:ix na notaglo estabele-

1

cida acima. Nossa primeira tentativa cai sobre um

xe (N Qj)\Qi {(que existe por irredundincia), Podemos ter di-
JAL
ficuldade em mostrar que Pi-x c Qi, 0 que nos leva a reajustar

as lentes. Ponhamos J = ] Q..
it .
wcolhamos um t© >> 0 +tal que Pi c Qi. Entao, temos JP

Por hipétese, JN Qi =I. Es

t t |
i cJn Pi |

€ Jn Qi = T. Tomamos, em seguida, um + > 0 menor possivel tal |
|
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t

que JP; < I e, finalmente, um . x ¢ JPE_%

AT. A inclus3o
I: x> Pi resulta de que Pix < JP: < I, enguanto gue a inclusao
t=1

;j S J, mas x g I. Com efeito,

I: x& Pi resulta de que x £ Jp

isto acarreta x ¢ Q; Ppeis I =JN Q. Ora, se r € R é tal

que rx ¢ I, entdo, por maior razdo, Trx ¢ Q;, resultando que
I"E,\/.Q_i.=Pi.

Observacdo. O resultado acima mostra, efetivamente, que‘OS primos
Jﬁ; que aparecem numa decomMposigdo primdria de I sAomicamente
determinados (isto &, dependem s6 de I e nio da decomposigio am
questio}. A adverténcia usual, num primeirec curso de Klgebra Co-
mutativa, é no sentido de que, em geral, naoc existe unicidade das
componentes primirias Qi. De acordo com isto, podemos separar

os constituintes de Ass(R/I) em duas classes:

- a classe dos primos minimos de Ass(R/I) (relativamente & in-
clusdo);
- a classe complementar em Ass(R/T), isto &, os primos que con-

tém propriamente algum primo de Ass(R/I).

NZo precisamos ter receio: a primeira classe coincide
com o conjunto dos primos minimos de I (relativamente & inclu-
s30). A terminologia resulta, neste caso, nio ter gqualguer ambi-
guidade: falamos dos primos minimos de I. Ora, sucede que a
componente primdria de um primo minimo de I também depende sé
de I (e nio de uma decomposig3o particular). Com efeito, sejam
I=QMN... = N... duas decomposi¢des primdrias de I, com
J2 =P =,/0 um primo minimo. Se localizarmos no primo P, te-

Temos Qp = Q;. Um cédleulo trivial, usando o fato de que @
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(resp. Q') & primério, mostra ent3o que Q" c @ (resp. @ c @').
E evidente, em contrapartida, que este argumento nao
funciona no caso de primos na segunda classe acima. Em verdade,
n3o existe unicidade de componentes primdrios de tais primos.
O primeiro exemplo, ja por demais popularizado, é obtido com
' 2 .
R=kX,¥] e I = (X*,XY). cCalcula-se, facilmente, decomposi-

gOes primdrias para T. Assim:
2 2
I=(x)n X5y) = (X)n (X,¥)° = ete.

(Note que ass(R/I} = [(X),(X,Y)}).

Primos nesta segunda classe recebem a designacgao de
imersos. A primeira vista, primos desta natureza surgem coilo um
incdmodo (necessdrio) da teoria. Adiante, veremos que contém,
em verdade, informagBes sutis sobre o comportamento homoldgico do

médulo R/I.

§2. Um médulo versus seu anulador.

Precisamos de mais ﬂotagao. Na segdo anterior, conside
ramos o anulador (em R) de um elemento x € M. Mais geralmente,
dados submédulos N e N de M, definimos N:N' = {r ¢ R |
rN' < Ni.

Tem-se, evidentemente, N:N' = (0): (W+N’)/N.

Em particular, temos (0)}:M ={r¢ R | ™M = (0}}, o
anulador de M. fodos estes subconjuntos de R sdo, em verdade,

ideais de R.
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Por exemplo, se M= R/I, para um ideal I C R, entdo
{(0):M = I. Em geral, a situagio nio é t3o simples. Digamos - a
titule de vago desafio - que wma beoa parte da teoria depende da
relagio exata entre M e (0):M.

Para dar um pouco de substancia ao "desafio" acima,
construiremos, em linhas gerais, uma teoria de decomposigao pri-
miaria para médulos. Esta teoria Toi desenvolvida nos anos de 50
por Cartan, Eilenberg e Serre. Observando através das lentes im-
pias do formalismo moderno, esta teoria se mos afigura uma genera
lizag3o Sbvia da teoria de E. Noether, muito menos do que um tri-
buto & diligéncia de matemdticos excelentes. Im verdade, verenos
oportunamente Gue muitas questBes decorrentes desta teoria estao
longe daquilo que, por qualquer padrio razodvel, possa ser chama-
do "trivial".

Procedemos da seguinte maneira. E dado am R-médule M
{lembremos nossa convengdo: R noetheriano e M finitamente ge-
rado}, gue permanecerd razoavelmente fixo durante a discussao.
Seja N um submédulo de M (pensamos em N =1 e M =R, para
concretizar idéias).

E preciso refazer a teoria praticamente ab initio, de
modo gue comegamos com o radical de N {(em M). Pomos, por defi-
nigdo: .

radical de N = ,/N:M.
N3o é necessario nova notagldo para o radical de N, mas é impor-
tante ter em mente que o radical de N ¢é um ideal em R e nao um

submédulo de M.



A primeira observagio & que ,/N:McC Z{M/N). Com efeito,
dado a ¢ /NiM, tomamos o menor n tal que a -M/N = (0). En-
tao annl-M/N # {0) é um submédulo de M/N anulado por a fo
caso n=1 & facilmente discutideo A parte).

Desta observaggo segue, mediante os resultados do §1 e

o Exercicio 1, que ,/N:M estd contido em algum P € Ass(M/N).

Esta é, contudo, uma conclusfo frouxa. De fato, provaremos bas-

tante mais, a saber, que /N:M = N P.
PeAss (M/N)
Ora, em gualquer caso, sabemos gue N:M = B P

PéAss (R/N:M)
Cpodemos, evidentemente, restringir esta intersegEo aos primos

minimos do médulo R/N:M). O que queremos segue, entde, do seguin

te lema.

Lema I.2 - Seja M um R-mbédulo. Entioa:

(i) sup(M) = sup(R/C:iM), onde Sup(#*) = {Pc R, P primo
*, #£ 0} {"Sup" = suporte)

(i1) Ass(M) c sup(M); mais geralmente, todo primo contende um

prime associado de M pertence a Sup(M).

(ii1) Se P ¢ sup(M), entfo P contém algum P'¢ Ass(M).

Demonsiraciio: (i) Para tal, consideremos um conjunto de geradores

m
de M. Tem-se, evidentemente, (0):M = N ((0):xi),

KygasesX
m .
1 i=1

m
logo Sup(R/0:M) = U Sup(R/O:xi). Mas, é fdcil ver que
m i=1
sup(M) = U sup(Rx;). Como R/0O:x; = Rx;, temos o resultado

i=1
procurado.

(Y

(ii) Sejam P c P’ primos tais que P € ass(M), Entdo, M,

1]

uma "localizagao" de MP,. Disto resulta que M, = {0) = MP ©).
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Mas, M, = {0} = Ass(MP) = ¢, o0 que & absurdc pois P € Ass(M)

= P, € Ass(MP) {verificagio direta).

(iii) se M, # (0}, existe um primo associado a M, e um tal
primo é, necessariamente da forma P%, com P =17 e
P’ ¢ ass(M) (a verificagBo deste fato serd deixada como exerci-

cio).

!/

Corolario I.3 -~ Para todo R-médulo M, os seguintes conjuntos

coincidem:

o_conjunto dos elementos minimos de Ass(M);

o conjunto dos elementos minimos de Sup(M);

o conjunto dos elementes minimos de Sup(R/0:M).

Deriotaremos Min(M) o conjunto acima.
Obtemos, assim, a igualdade L /N:M = M P (apli-
: pPeMin (M/N)
cando ao médulo M/N o coroldrio). Esta igualdade permite, por

sua vez, deduzir a seguinte proposigao.

Proposig8o I.4 - As seguintes condigbes sBo eguivalentes para um

médule M e um submédulo N de M:

(i) Ass(M/N) tem um tinico elemento;

(11) z(M/¥) c /WM.

Demonstragﬁo: Podemos, sem perda de generalidade, supor que
N = (0).

(i) » (i1) Seja P o tYnico primo associado de M. Entdo,
na notagao acima, Min{M)} = {P}] e, pelo que acabamos de ver,

J/O:M = P. Como %Z(M) = P, t-mos o resultado.

!
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(ii) = (i). Como /O:M < Z(M) sempre vale, temos Z(M) =

= ,/0:M por hipétese, Mas, Z(M) = U P, onde
Peass™ (M)
Ass*(M) = {P ¢ Ass{M) | P mdximo possivel]l &, como vimos no §1,

um conjunto finito. Segue-se que ,/0:MC P, para algum
P & Ass+(M) (vide Exercicio l). Consequentemente, ,/G:M = P e

Ass(M) = {»}.

//

Definig3o T.5 - Um submédulo NG M & dito primdrio (em M} se

satisfaz as condig¢Bes equivalentes da ProposigBo I.h.

Se N ¢é primério, entdo, como vimos, ,/N:M & um ideal
primo e é o Unico primo associado de M/N. Em verdade, N:M &
um ideal primdrio. De fato, sejam a,b ¢ R tais que ab € N:M

e b ¢ . /N:M. Come N & primdrio, b ¢ Z(M/N). Mas b-(a'M/N) =

1§

(0), por hipétese; necessariamente, entdo, a+.M/N = (0}, isto
é, a € N:M. .
Queremos destacar este fato:

S5e Nc M & primdrio, entdo o anulador de M/N é primidrioc {e am-

bos possuem o mesmo radicall.

Em éeguida, o resulado central que vimos perseguindo.

Teorema T.6 ("Decomposicio primdria de um submédulo"),

Todo submédulo N < M escreve-se na forma N = Q Qi
i

(intersecio finita), onde Q; ¢ um submédulo primdrio de M.

Demonstragﬁo: Podemos, sem perda de generalidade, supor que

N = (0). Usaremos dois fatos bésicos.

Fato 1. Ass(M) & um conjunto finito.

Fato 2, Para todo subeconjunto P < Ass(M), existe um submédulo
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N de M tal que Ass(M/N) =P e Ass(N) = Ass{MNP.
AcreditemOS no Fate 1, por um amomento. Quanto ao Fato
2, observemos gue o conjunto dos submédulos 1. de M tais que
Ass(L) © Ass{MM\pP & ndoc vazio ((0) pertence!), logo admite um
N méximo possivel, Pelo Exemplo (3}, §1, basta mostrar que
Ass(M/N)Y € p. Ora, se P € Ass{M/N), temos R/P = L/N para al-
gum submédulo L < M. Novamente, pelo Exemplo (3}, 4ass(L)c
c Ass(N) U Ass(L/N) = Ass{N)} U {P}. Pela escolha de N, tem-se
necessariamente Ass(L) & Ass(M\P e, a fortiori, P € P.
Dos dois fatos acima deduzimos facilmente o teorema.
Com efeito, para cada P € Ass(M) existe um submbédulo @Q(P) < M
tal gque Ass{M/Q(P)}) = {P} e 4ass(Q(P)) = aAss(M)\{P} (Fato 2,

com P = {P})}. Pela Proposigio I.", @(P) é primirio., Mostre-

mos que (0) = N @(P) mostrando, para isto, que
PeAss (M) .
Ass( N Q{P)) = ¢. oOra, P'e Ass( N a(P)) » p'e ass(q(@),
PEAss (M) PEAss (M)

para todo P ¢ Ass(M) (Exemplo (3), §1). Por construgao;

N ass{Q(P)) = ¢; absurdo,
PeAss(M) //

Como consequéncia imediata, temos o seguinte resultade
bésico.

Coroldrio I.7 - Para todo mbduloe M, Ass(M) = ass{R/0:M).

DemonstragZoe: Seja (0) = n @{P) uma decomposigio primi-
pcass (M)

ria de (0), tal como foi construida na demonstragio do Teorema

I.6. Uma tal decomposigi&o é, como pode-se verificar, irredundan-

te (no mesmo sentido que emprestamos a este termo no caso de

ideais). Tomando anuladores, resulta facilmente
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(0):M = N (a(p):m).
PEAss (M)

Conforme destacamos anteriormente, Q(P):M é um ideal primidrio
tal que ./Q(PJ:M = radical de Q{P) = P. Segue gue a igualdade
acima é uma decomposigio primdria do ideal (0):M. Pelo Exemplo

(7)), §1, resulta Ass(M) = Ass(R/0:M).

//

Assim resta-nos apenas lidar com o Fato 1. A beleza
da demonstragio do Teorema I.6 reside no fato de gue os submédu-
los primdrios numa decomposigdo de (0} puderam ser escolhidos di-
retamente entre agueles cujos radicais sao primos associados de
M. Desta forma, obtemes gratuitamente a igualdade de Ass(M) e
{radicais de submédulos primdrios numa decomposigio primiria de
(0)}. Entretanto, é preciso pagar o prego em algum lugar: mno
caso, 0 prego é o Fato 1. Desta forma, faz-se necessaria uma de-

monstragdo fresquinha do Fato 1.

DemonstracBSo do Fato 1: Podemos supor M #£ (0}, Neste caso,

seja P, € Ass(M). Entdo R/Pl ~ M; para certo M; & M. Segue

éue Ass(M) = {P;} U Ass(M/M;). Escolhemos P, € ass(M)\V{P.}, de
modo que, necessariamente, P, ¢ Ass(M/M;). Portanto, R/P2 =

e M2/Ml, para algum M2 < M. Continuando desta maneira, obtemos

uma cadeia M,CMC... . Seja t tal que M, =M, ,=... . Temos, até agora,

172 +1
ass(M) < {Pl,Pz,...,Pt} u Ass(M/Mt). Se ainda existe algum
P ¢ ass(M)M{Py,...,P}, entdo PE€ Ass(M/M. ). Resulta, entio,
- gue M'/Mt'* R/P, para algum submddulo M’ de M. Desta forma,
inauvgurariamos uma nova cadeia de subméditlos e, assim por diante,

até obter uma "drvore" de cadeias e o resultado segue-se de um ar

gumento padronizado sobre tais cadeias.
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§3. Teoria da dimensfo.

-

Recordemos que a dimensdo (de XKrull) de um anel R & o

supremo dos comprimentos de cadeias

P,E P & o0 & P

onde Pi é um ideal primo de R (por definigao, o comprimento
de uma tal cadeia é n), Notagfio: dim(R).

Subentendida nesta nogdo estd a de altura de um ideal
primo P: simplesmente, aprovamos apenas as cadeias truncados 3
direita em P. Notagfo: alt(P).

Seja, agora, I < R um ideal qualquer. Para calcular
dim{R/T), por definig3o, temos de considerar as cadeias de pri-
mes

ISP, EP; & oere o

Em outras palavras, temos dim{R/I) = sup {dim(r/P)}
PoT

= {aim(R/P)} (= ) {aim(R/P)} ).

PESup(R/I) PEMln(R/

Seguindo este modelo, parece natural definir a dimenszo
de um médule M (notagfio andloga: dim(M)) como sendo

sup {dim(R/P}} . Neste caso, dim(M) = dim(R/(0:M}) (vide
PeSup (M)

§2, Lema I.2). Ora, para qualquer ideal J& R, tem-se facilmen

te dim(R/J) = aim(R). Assim, a dimensZo de um mddulo nio pode

exceder a do seu anel de operadores,

0 resultado bdsico da teoria da dimensio é o teorema do
ideal principal ("Hauptidealsatﬂ‘de Krull), em suas diversas vari

antes. Neste capitulo, daremos a formulagdo cldssica deste teore

ma, em termos da existéncia de sistemas de parimetros.
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Nesta discussdo, suporemos sempre que R & local e m,

seu ideal maximo.

Definicdo I.8 - Seja ™M um R-mddulo (como sempre, finitamente ge

a~ ] .
rado). Uma sequencia KyserosX, de elementos de R é um siste-

-~ rd - - .
mag _de parametros de M se s ¢é o menor inteiro que satisfaz a

condigao: Sup(M/(xl,...,xs)M) = {m}.

0 inteiro s € um invariante de M; denota-lo-emos,
provisoriamente, por s(M) (esta notag3o serd desnecessiria, em
um momentb).

A existéneia de um sistema de parametros, de acordo com
esta definigﬁo, é imediata, Com efeito, a familia de sequéncias
X = Xgy..0,x, tais que Sup(M/xM) = {m} & n3o vazia, pois uma
sequéncia de geradores de m pertence a esta familia.

Em particular, s(M) < p(m) (= nidmero minimo de gerado-
res de m) para tode médulo M. Contudd, esta & uma estimatbiva

demasiada grosseira. Podemos melhord-la consideravelmente.

Proposicdoe I.9 - Para todo médule M, s(M) < dim(M).

Demonstragdo: Se dim{M} = », nSo hd nada a provar {em verdade,
como veremos em seguida, esta possibilidade inexiste).

Seja, entdao, dim(M) = r < . Procedamos por inﬁugEo
sobre r. Se T =0, como dim(M) = dim(R/P) para algum
P ¢ Min(M), vemos que P = m. Logo, Sup(M)} = {m} e, consequen
temente, s{M) = O,

Suponhamos 1 = 1. Neste caso, m¢& [JP onde P per-
corre o conjunto dos primos P ¢ Min(M) tais que dim{M) =

= dim(R/P). Tomemos x ¢ m U P, dim(R/P) = dim(M). Neste caso,
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tem-~se, évidentemente, dim({M/xM) = dim(M)-1. Pela hipdtese de
indugio, s{M/xM) = dim(M/xM). Por outro lado, seja

X = Xyseeepxy um sistema de pardmetros de M/xM; como

(M/xM) / x(M/xM) >~ M{(x,x}M, resulta que s(M) < s{M/xM)+1. Se-

gue, ent3o, que s(M) £ dim(M), como gueriamos.

/!

Se analisarmos o argumento acima, veremes que mostrou-

se o seguinte fato: para obter-se uma sequéncia HypeonaXy tal

que dim(M) =T e Sup(M/(xl,...,xr)M) = {m}, & suficiente tomar

tais que dim(M/(xl,...,xi_l)M) = dim(R/P(i)), i = 0,40.,r=1,

x, ¢ myJ P(l), onde P(l) percorre a familia dos primos

Em particular, qualquer x € m\U P, dim(M) = dim(R/P),
é adequado para iniciar uma tal sequéncia. Parece natural pergun
tar se um elemente x € R, escolhido nestas condigGes, pode sem-
pre iniciar um sistema de parémetros. A resposta é afirmativa e
resulta do gque hoje habituou-se chamar de Teorema de Krull-Cheval-

ley=-~Samuel.

Teorema I.10 {Krull) - Para todo médule M, dim(M) = s(M).

A demonstragﬁo, em um minuto. Antes, algumas consequén

cias importantes.

Coroldrio T.ll - Para todo médulo M, dim(M) < =,

Coroldrio I.12 ("Primidealsatz", Krull) - Seja R um ane] noe-

theriano {momentaneamente infringindo nossa convencao de gque R

& sempre local) e I < R um ideal. Se P ¢ Min(R/I), entdo

alt(P) < u(xI) (= ndmero menor possivel de geradores de T).
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Demonstragio (do Coroldrie I.12) - Aplicando o Teorema 1.10 com

M =R resulta alt(P) (= dim(Rp}) < s(Ry). Mas, I, é Pp-

P ‘P
primario, de modo que, certamente, s(RP) < p(IP) g p (1),

P
//

ObservagEo: I T4cil ver gue o "Primidealsatz" implica, por sua
vez, o Teorema I.10., Com efeito, temos dim(M) = dim{R/0:M) e
S(M) = s(R/O:M) (a iltima igualdade seguindo-se das igualdades

seguintes facilmente verificdveis:

sup{M/xM) = sup(M) N sup(R/(x)) = sup(R/(v:¥)) N sup(R/(x))

- sup((R/0:M)/x(R/0:M)),
para toda sequéncia x de clementos de R).

ora, pelo Primidealsatz, se § & um anel local e J &5
um ideal primdric pertencente aoc ideal maximo de S, tem-se
aim(s) < p(J). Logo, dim(S) = s(S). Pondo S = R/0:M, temos o

resultado procurado.

Ocupemo-~nos da demonstragio do Teorema T.10. A maneira
mais, digamos, fecunda de obter a desigualdade dim(M) = s(M) é
através de duas desigualdades intermedidrias dim(M) = a(M) e
a(M) < s(M), onde d{M) ¢ definido como o grau do polindmio de
Hilbert do médulo M. Nesta forma do teorema, devemos pagar tri-
buto igualmente aos trabalhos de Chevalley e Samuel, ZEntretanto,
ama discussio satisfatéria (quer dizer, >> definig3do) do poli-
nomic de Hilbert nos afastaria dos temas principais deste curso.

Assim, somos forgados a apresentar uma solugao conciliatéria, a

saber, admitiremos a seguinte hipdtese:
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(H) se M £ um médulo (R local), entdo para tode x € m\lJ P,

P percorrendo os primos tais que dim(M) = dim(R/P), existe

B a Lo s
um sistema de parametros de M diniciando com x.

Com esta hipétese adicional, a demonstragio do Teorema
I.10 é fdcil, passande por cima do método de polindmio de Hilbert.
A hipétese (H) é, afinal, uma consequéncia imediata da igualdade
dim{M) = s(M} desde que se d& uma demonstragio desta igualdade
independente de {(H). De mais a mais, nic vemos danos especiais
elm pressupor (H). Existem vdrios exemplos deste procedimento na
literatura matemdtica, gue sdo aceitos de maneira natural até mes
mo em estdgio inicial de uma disciplina (cf. teorema de Cauchy

sobre fungBes amaliticas, com a hipétese da fungdo ser Cl).

Demonstracio do Teorema I.10 (pressupondo (H)): Seja P, € Min(M)
tal que dim(M) = dim(R/P_ ). Como P_ ¢ Ass(M), R/P ™~ N para
algum submédule N de M. Se I < R € um ideal, tem-se
Sup (N/IN} = sup(N) N sup(R/I) © Sup(M) N sup(R/I) = Sup(M/IM)}, o
que mostra que s{N) = s(M). Assim, é suficiente mostrar que
dim(R/P ) < s(R/P_ ). Ora, seja P_§ P; §...§ P uma cadeia de
primes em R, ¢ueremos entdo mostrar que n = s(R/PO). Por in-
duga@o sobre n.

Se n = 0, nic ha nada a mostrar. Se n =2 1, tomamos
X € Pl\Po' Como P1 £ Pn é uma cadeia contendo P0 e x,
pelo menos dim(R/(Po,x)) 2 n-1l. Por outro lado, pela hipdtese (H),
x pode iniciar um sistema de parametros de R/Po’ digamos;
S22 STRTRS AP Entao, Sup(R/x)+(Po,x)) = Sup(R/(x,x)+Po) = {m},

de modo que s{R/(P,,x)) = s(R/P ) - 1. Aplicando a hipdtese de
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indugdo, concluimos o resultado procurado,

//

Voltando ao comentdrio feito apds a Proposigao .9, sa-
bemos agora qQue um sistema de parametros xl,...,xr de M pode
ser escolhido tomando-se x; 4 P(i-l), para tbgo primo P(i"l)
tal Que dim(M/(xl,...,xi_l)M) = dim(R/P(i_l)), i=l,...,r. Em
verdadé, esta é a tUnica maneira possivel de escolher um sistema
de pardmetros de M, conforme veremos agora. Isto fornece um

critério eficientissimo na prdtica para verificar se uma dada se-

A - 4 -~
quencia é um sistema de parametros.

Proposigao I.13 - Seja M um médulo e seja Xy seessX, UmMa se-

guéncia de elementos em m. Entdo, tem-se a desigualdade:

dim(M) = dim(M/(xl,...,xk)M) + k.,

Além disso, as seguintes condigdes sao equivalentes:

(i) Dé-se a igualdade acima.

(ii) Para cada i = 1,...,k, tem-se x5 4 P(i_l) para todo
primo P(i'l) tal que dim(R/P(i_l)) = dim(M/(xlpu,xiéﬁM).

(iii) KyrenasXy $ parte de um sistema de pardmetros de M.

Demonstragio: A desigualdade resulta da igualdade dim(N) = a2 (N)
para um médulo N (Prop.I.9 e Teor.I.10) e da desigualdade
s(N) = s(N/xN} + 1 para qualquer x € m, quo é imediata,
(i} = (ii) Como acabamos de mencionar, sempre vale dim(M) <
< (M/(xl,...,xk_l)M) + k-1 (pois dim(-) = s(-)). Resulta, entHo:
dim(M/(xl,...,xk_l)M) S dim(M/(xl,...,xk)M) = dim(M) - k
<

dim(M/(xy, .00y 1 )M) + k-1-k
dim(M/(xl,...,xk_l)M) - 1.

I
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Assim, dim{M/(x;,...,x M) = dim(M/(xy, ..., %, _1)M)-1.
Resulta dim(M) = dim(M/(xl,...,xk_l)M) + k=1, ete.
Assim, para todo i = 1,...,k, temos dim(M/(xl,...,xi)M) =
= dim(M/(xl,...,xi_l)M)—l. E fdcil ver que isto s6 é possivel com
x; niic pertencente aos primos "na dimensde" de M/(xl"°”xi-1)M‘
(ii) = {iidi) Esta implicagio j4 foi observada antes.
(1id) = (1) Tomemos elementos X ;,...,%X, € m tais que
Kpsenes Xy s Xy goevesXy seja um sistema de parfmetros de M,
n = dim(M). Ent3o,
Sup(M/(xl,...,xk)M)/(xk+1,...,xn)(M/(xl,...,xk)M)) =

= Sup(M/(Xl,---sxn)M) = {m},

de modo que dim(M/(x;,...,x )M} = s(M/(xl,...,xk)M) < n-k.

//

Coroldrio T.14 - Seja M um mbédulo e x, ¥y elementos em m

tais que x,y ¢ P, para tode P tal gue dim(M) = dim(R/P).

Entdo, sfo equivalentes:

(i) x ndo pertence aos primos P tais que dim(M/yM)

dim(R/P).

(i1i) y n3o pertence aos _primos P tais gue dim(M/xM)}

1

1

dim(R/P).

Demonstragio: Resulta da proposigio anterior, observando que a

nogao de sistema de parimetros independe da ordem dos elementos.
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§4, Interpretacio Geométrica.

0 gue se entende por interpretagio geométrica, grosso
modo, ¢ o seguinte: 1) Um anel da forma R/I & visto como o
anel das fung®es (definidas em toda parte) de uma variedade algé
brica; 2) 0s primos em Ass(R/I) s83c vistos como as componentes

desta mesma variedade.

1. Localizacdo da forma Sp-

S & um anel e f € S. Lembremos que & denota o

f
anel de fragdes de S relativamente ao conjunto multiplicativo

{l,f,f2,...}. A geometria envolvida é a seguinte: S &, digamos,
um anel de polindmios k[Xl,...,Xn] e £ um polindmioj Sp é o

anel das fungBes (de tipo racional) definidas no complementar dos

zeros de f no espago afim K" = k X..ex X,
n

F também possivel considerar tais localizagdes em 5/T.
Hé duas possibilidades: (i) f € I. Neste caso, obtém-se apenas
as fungdes definidas ne conjunto vazio! (ii}) f ¢ I. Aqui,
obtém-se as fungdes definidas nos zeros simultlneos dos polindmios

pertencentes a I excluindo aqueles zeros que jd sdo de f,
Exemplo., S = K[ X,Y], I = {xXr), £f = X.

Primeiro, consideramos o anel k[X,Y]/(XY) das fungdes
definidas nos zeros de XY (= os pontos sobre os eixos de coorde
nadas). Em seguida, excluimos os zeros de X. O resultado sio

as fungBes definidas no eixo Y = 0 excluida a origem.
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(k[X,Y]/(XY))X = fungdes definidas no eixo y = O menos {(0,0)
Podemos até calcular com os anéis e obter tal resultado.
Assim,

(e x, Y]/ (xY) )y = (k[X, Y1)/ (xy)xlx,v], =~ KLX, Y] /(v)k[x, Y]y

= (k[x,Y]/(¥))y >~ ®[X]4.

2. Localizacao da forma S P um primo.

Pl

Esta é a forma de localizagdo mais popular em Llgebra

Comutativa e Geometria Algébrica. Como antes, pensamos primeiro
ne caso em que S = k[Xl,...,Xn]. S¢e P =m & um ideal mdximo,
a interpreiagho & esta: um elemento de S, € uma fungfio racional

cujo denominader f nd#o pertence a m, logo f & #£0 em

k[X;5...,X ]/m. oOra, (se k & algebricamente fechado) os zeros

. : n - .
de m consistem de um tdnico ponte em k' . ‘Assim, obtemos:
os elementos de Sm sBo as funcdes, de tipo racional, definidas
no finico zero de m (k algebricamente fechado ou m da forma

(Xlaml,...,xn-an)).
Se P nfo é mdximo, interpretagio andloga vale, com
uma pequena sutileza. 0s zeros de P constituem. agora toda uma

. n . o . o~
subvariedade =i Ik (de dimensZo >0), cujos pontos s3o os ze-
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ros dos ideais mdximos m contendo P. Ora, vale aqui a igual-

dade P = m (vide Exercicio 5). Um elemento de Sp é da
moP

forma g/f, com f ¢ P. Entdo, existe ao menos um m>D P tal

que f ¢ m. Pela interpretagio feita neste caso, concluimos:

os elementos de Sp s8o funcBes, de tipo racional, definidas em

pele menos um ponto da variedade dos zeros de P (pode~se dizer

mesmo: em todos os pontos da variedade de P exceto nos pontos
de uma subvariedade de codimensZo >0 a saber, os zeros do ideal
(p,f)).

Agui ftambém, podemos complicar o cenério, 1oealizand9
quocientes S/I num primo P C S. Temese (S/I)P-* SP/ISP, de
mode que se T ¢ P, novamente obtemos apenas a func¢f@o identica-
mente nula. Se I < P, obtemos fungdes de tipo racicnal, restrin-

gidas 3 variedade dos zeros de I, que estdo definidas em pelo me-

-

nos um ponto da variedade dos zeros de P. A situagdo Llimite &

quando I = P;  neste caso, obtemos um corpo, o corpo das funcoes

racionais da variedade de P,

3. Primos associados versus componentes da variedade,

A rigor, somente os primos em Min(R/I) correspondem a

entes geométricos - as componentes irredutiveis da variedade de I.

Assim, do ponto de wvista estrito da "topologia subjacente" A varie
dade de I, os primos imersos de R/I ndo desempenham qualquer
papel, uma vez que eles corresponden a subvariedades contidgs nas
componentes irredutiveis. Se quisermos atribuir-lhes algum res-

quicio de significado topolégico, o modelo € uma variedade acompa-—
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nhada de suas componentes irredutiveis e de um punhado de subva-

riedades de codimenszdc >0 "distinguidas".
Exemplo. R = k[X,Y], I= (Xz,XY).

Os primos associados de R/I sZo (X) e (X,Y}). O
primeiro corresponde & (inica) componente irredutivel da varieda-
de de I, enquanto que (X,Y) corresponde a uma subvariedade de
codimensio 1. Assim, o quadro topolégico consiste do eixo X = 0
e da origem (0,0) como ponto "distinguido' (se guisermos
ndistinguir" outro ponto no eixoe X = 0, digamos, (0,0}, con-

sideraremos o ideal T = (Xz,X(Y-a)), etc.)

Observagio: Se P € Ass(R/I) & um primo imerso, é claro que
dim(R/P) § dim{R/I). contudo, esta condigio ndo é suficiente pa-
ra que um P ¢ Ass(R/I) seja imerso. Quer dizer, nfo devemos
confundir primos imersos com primos minimos P tais que

daim(R/P) g dim(R/I), Jjé gue estes 1ltimos correspondem ainda a
componentes irredutiveis da variedade de I, se bem gque de dimen

s30 menor do que a dimens3o da variedade (vide Exercicio 6).

Os primes imersos desempenham papel importante em gques-
tBes varitméticas" (vide a definigfo de profundidade no Cap.TT)

e homolédgicas {vide Cap.TTI e IV).

4, Sistemas de parametros.

Novamente visualizamos o caso de um médulo da forma
R/I, com R local. A principal Situagzo geométrica surge com

R =5, = k[Xl,..,XnJP e Ic< P. Para simplificar, suporemos P
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méximo, até mesmo da forma (Xl—al,...,xn—an). Dizer que

XyseeesXy € R é um sistema de parimetros de R/I significa, nes
n . . , ~

te caso, que o ponto (al,...,an) € k e o unice zero simultanec

de I e XyseersXgs enm outras palavras, obtemos o fato geométri

co de que por todo ponto de uma variedade V C k" de dimensio d,

passam sempre d hipersuperficies de k% de tal forma que este

ponto € componente isolada da intersecdo das hipersuperficies com

V.

I importante observar que num sistema de pardmetros nao
exige-se que os parametros estejam em "posig¢H3o transversal" (no
sentido usual do espago tangente de V no ponto em questio ser
soma direta dos espagos tangentes das hipersuperficies neste mes-
mo pente). A situagSo transversal corresponde a um anel local Te-

gular (vide Cap.ITT, §1).
Exercicios

1. Seja R um anel comutativo e P Pn ideais de R dos

1rcc e
quais ao menos n-2 sio primos. Se I C R é um ideal tal
n
que I <& U P, entdao IC P para algum Jj, 1< j < n.
i=1

(Sugestio: pode-se supor que P, & P, se i £ 3. Por indugdo
sobre n: se n = 2, sejam xq € I\Pl & X, € I\Pz. Neste ca-
so, obtemos xy 3 P2 e X, € Pl’ logo Xy +hy q Pl’Pz; absurdo
pois X +X, € I. Se =n =z 3, supconhamos P, primo e T & Pi’

i =1,...,n. Ent8o, existe x € IPj...P Pela hipétese de

n_1\Pn.
induglo, existe ¥y € I\(P1 Ueool Pn-l)' Deduz-se que Y,¥+X € P_;

centradigao).



-26-

Observagfo., A -hipdtese de I estar contide numa reunifio finita

8 essencial - vide a observagBo que precede a Definiglo I.1.

2. ("Esquiva") - Sejam Pl”"’Pﬁ primos de um anel R e

XppeiayX € R tais que {xl,u..,xm} e Py, i=1,...,m. Mostre
B . m
que existem Boserss@ € R tais que Xy o+ jgg aj-xj o4 Pi; i=1,.,0.
(Sugestao: se Xy g (Pl MaeseN PS)\(PS+l U...u Pn),

x € (xz,...,xn)\ U P, e ve (r

5
. gp1 NeeeN Pn)\(‘U P;), entdo
i=1 i=1

X, + ¥X & um tal elemento}.

3. Em cada um dos casos sbaixo, detérmine os primoes associados do

médulo M e a decomposigBo primaria de (0) em M.

= k[x;Y]/(xz,XY)

= x[x,v,2] /(XY,XZ,YZ)

= k[ x,Y] /(x(y-1),Y)
k[X,Y,Z]/(Xz,YZ,YZ) _
= k[x,v,2]1/(x,2)%, com xy = z°.

= k[x,Y,2,¥] /(X2 ,YW,XW+YZ)

2 2 o= 2 =2 B =
1]

k[ X,Y,Z,W] /(Xw-YZ, Xzz-Yzw)

4. Seja R = K[X,Y,2] e P = (Y -XZ, z%-x°Y, X°-vz).

a) Mostre que P & um ideal primo de altura 2. (Sugestﬁo: .
mostre que P ¢é o nticleo do k—homomorfismo R + k[T] “tal que
XHT{ YHTE'ZHT%. .

b) Mostre que P2 ndo é um ideal primirio. (Sugest56= mostre

que (X,Y,2) € Ass(R/Pz)).

Observagae. .0 ideal P acima é o ideal das fungdes polinomiais
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que se anulam sobre uma durva irredutivel em kg; esta curva é
a mais simples dentre as curvas espaciais descritas por Macaulay

[ Mac] . . -

5., S8e R = k[xl,...,xh] e TC R é um ideal radical, mostre que
I é a intersegﬁo dos ideais maximos Que o contém.
(Sugestdo: se x¢ N mI, seja P um.ideal de R mdximo com
T ,
respeito A propriedade de conter I e ser disjunto de
S = {1,x,x2,...]; mostre que P & um ideal méximo, usando a
forma de Zariski do teorema dos zeros: uma k-dlgebra finitamente

gerada é um corpo somente se for uma extens?o algébrica de k).

6. Sseja R = k[X,¥,2] e I = (X2,YZ). - Mostre que P = (X,Y)} &

um prime minimo de R/T e que dim(R/P) g dim{R/I).

7. Determine a dimens3c ¢ um sistema de pardmetros para cada um

dos médulos do Exercicio 3.

8. Sejam f,g E,k[Xl,...,Xn] sem fator comum, Mostre que

alt(f,g) = 2 e (f,g) nidoc admite primos imersos.

9. Seja M um R-médulo (finitamente gerado) e seja I C R um

ideal, Mostre que JO:M/IM = /I+{0:M). (Sugestio: seja
ml,...,mr um sistema de geradores de M e x £ (O:M/IM). Entao
xM & IM dé& lugar a um sistema de equagdes nas (incégnitas™

ml,...;mr, -com coeficientes aij € I. Aplique a regra usual de

Cramer).
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10, Seja M um R-médulc (finitamente gerado}) e I € R um ideal

tal gue M = IM. Mostre:

{a) Existe um x ¢ T tal que {1-x)M = (0)

{Sugestao: proceda de maneira andloga ac exercicio ante-

rior}.

{v) (Lema de Nakayama). Se I C radical de Jacobson de R,

entio M = (0).
Deduza de (a):
e M um R-mddulo, entio

{(c) se R,m é local, x€m

m XnM = (O).

n=0
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Capitulo IT

M-sequéncias e modulos de Cohen<Macaulay

§1. M-sequéncias e profundidade.

¥o Capitulo I consideramos sistemas de parémetros de

um médulo M sobre um anel local R,m. A propriedade caracte-
v

ristica destes sistemas era a de evitar primos associados '"na
dimens3o" de certos médulos. Neste capitulo, queremos estudar
as sequéncias cujos elementos evitam n3o sé os primos "na dimen-
sao", mas todos os primos associados.

N#o hd necessidade de supor R local, de maneira que.

voltamos & convengdp inicial: R noetheriano e M finitamente

gerado.

Definicio II,1 - Uma sequéncia XqpeeosX, € R & uma Mw-sequdncia

{ou uma sequéncia regular em M) ses

(i) (xqseeesx )M # M

(11) =x; ¢ Z(M/(xqseeesxy M), i = 1,...,m.

Exemplo. Se R,m local, entdo, o comprimento de uma Mwsequéncia
a elementos em m é limitada por dim(M).
Isto segue imediatamente do critério para subsistema de

parametros (Cap.I, Prop. I.13 {(idi)).
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Definigd8o IT.2 - Seja I < R um ideal e M um R-médulo. A
I-Erofundidade de M é o supremc dos comprimentos de M—sequénbias

a elementos em I, NotagBo: profI(M).

I concebivel, em geral, que os comprimentos de M—sequég
cias a elementos em I possam crescer indefinidamente. Queremos
mostrar, em seguida, que se -IM # M, tal fendmeno n3o acontece.

Primeiramente, observemos Jque M-sequéncias maximas

N o~ N N ~ ’ - -
(quer dizer, que n8o admitem extensGes préprias) sempre existem.
De fato, basta observar que se Xy € Z(M/(xl,...,xi_l)M) entao
a incluszo de ideais’ (xl,...,xi_l) < (xl,...,xi) é prépria, o

que é imediato.

Proposigio TIT.3 - Se IM # M, duas M-sequéncias mdximas a ele-

mentos em T +tém mesmo comprimento. Em particular, se IM # M,

tem-se profI(M) < =,

Demonstragﬁo: Primeiramente, se Hypeoer X, é uma M-sequencia a

;

elementos em I, é fdecil ver que

x € mdxima o I c zZ{M/xM), x = x

aaeygX X
17 n 177 n

. Tc (0).: - a para algum a € MixM, .
. M .EM .
o (xM:,T)/xM £ (0)

® Hom(R/T, u/xM) # (0).

Assim, basta verificar que se y;,...,¥ (m=n) é outra M-sequén
cia mixima, a elementos em I, entao HomR(R/I,M/EM) e
~ HomR(R/I,M/XM), onde y = Ylf""yn-"

A maneira mais rdpida derverificér isto é mostrar gque

qualquer destes dois médulos é isomorfo a-um médulo.que depende
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somente de n,T e M, nomeadamente,ExtE(R/I,M).

Comﬁ a intromissfo destes médulos ﬁode parecer pouco de
sejédvel ‘a esta altura, oferecemos come alternativa aguardar o Can-
pltulo III, §4,quando pode=~se fazer uma demonstracgao diferente, usando o
complexo de Koszul. Mas, a demonstragdo via Ext é t3o simples -
requer-se apenas ¢ conhecimento de algumas propriedades mecAnicas
destes médulos - que querembs apresentéd-la. Provaremos, em verda
de, que para todo médulo M tal que TIM £ M e toda M-sequéﬁcia

XpseeesX, em T, tem-se Homp(R/T,M/xM) =~ ExtD(R/I,M).

n
Por indugEo'sobre An, naturalmente, -Para n = 0, re-
sulta de gque Extg coincide com HomR. Suponhamos n = 1, Con-
sideremos a éequéncia longa dos Ext correspondente & se9u§ncia
x .
curta 0 + M — == M o M/le + 0 {multiplicagfo por x; em M):
- - n : n
Ext” l(R/I,M).4 Ext" l(R/I,M/le) -+ Ext (R/I,M) Ext (R/I,M).

Precisamos saber que I anula Ext"(R/TI,M), o que segue facil-

mente da definigdo de’ Ext wvia reésolugdo injetiva da segunda va-
. N

ridvel. Assim, o 1ltimo homomorfismo é nuloc., Por outro lado, pe

‘la hipétese de indugio,

}

Hom(R/T, M/(xl,...,x;_l)M)
= ((Xl’--'sxnﬂl)M -I)/(xl!""xn_l)M

%)/ (gs ey g)W

Ext™ Y (R/T,M)

2

c ((XI,...,Xn_l)M
(0).

obfemos, desta -maneira, um isomorfismo

Exﬁ",(ﬁ/i M) = Extn"_-l(R/I,M/le) A
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Novamente, pela hipdtese de indugfo aplicada ao médulo
M/le e & (M/le)-sequéncia XopeeesX,, tem-se, finalmente,

Ext™(R/I,M) = Hom(R/I,M/xM).

Coroldrio IT.4 - Se 1IM £ M, entdo prof (M) ¢ o menor inteiro

k= 0 tal que Extk(R/I,M) £ (0).

Existem vArias notagﬁes diferentes para designar a pro-
fundidade de um médulo. Para evitar confusdes, manteremos, siste

maticamente, as seguintes convengaes:

- profI(R) serda substituida per prof(I),para indicar que ha
uma mudanga de atitude ao considerar profI(R) como um inva-

riante de T e ndo de R;

- se R,m & local, prof (R} cederd lugar 2 notagdo prof(R)
(assim, de dcorde com a primeira convengdo, prof (R) = prof(m)).

Se R nfio é local, prof(R) carecerd de qualquer sentdido.

Exemplo. Seja M um médulo e X = Xppeas,X, umla M-sequéncia.

Ponhamos I = (x). Entdo, Tem-se:

I

I

(1) prof (M)

(ii) profP(M)

I

n, para todo P € Ass(M/xM) N Sup(M).

Com efeito, primeiramenfe, IM £ M por definig3o de
M-sequéneia. Logo, toda M-sequéncia maxima em I tem mesms CcOM-
primento. Mas, KypeossXy, & obviamente uma M-sequéncia méxima
em I Jd que Xy,...,X, geram I. Segue que profI(M) = n.
Seja, agora, P € Ass(M/xM). Ent30, PC Z(M/XM), 1080 X ,eessXy

¢ uma M-sequéncia mdxima em P também. Por outro lado,

P € Sup(M) = PM £ M, logo prof,(M) = n novamente.
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Aplicando este exemplo ac caso M = R, obitemes que se
TCc R & um ideal gerado por uma R-sequéncia de comprimento n,
entdo (prof(I) = n e aldm disso} prof(P) = n para todo
P ¢ ass(R/I).

Em geral, a situagdo nio é tdoc favordvel. De gualguer

modo, tem-se ao menos:

Proposicdo IT.5 - Seja M um médulo, 1 C R um ideal tal gue

IM £ M. Entao profI(M) = inf {profP(M)}.
PeAss (M/IM)

Demonstrag@io: P € Ass(M/IM) = P D (0): M/IMD I, 1logo

profI(M) < profP(M) para todo P € Ass(M/IM). Basta, entdo, mos
trar gque profI(M) = profP(M) para algum P ¢ Ass(M/IM). Ora,
seja n = prof (M} (<= pois IM £AM), e X =X;,00.,x, uma

M-sequéncia méxima em T. Entao, I Z(M/EM)’ logo I C P pa

ra algum P’ ¢ Ass(M/xM). Mas, P’ > (0): M/xM > (0):M. Assim,

P’ oI + ((0)tM). Como ,f{O}:M/IM = ,/T+(0:M) (vide Exercicio 9

do Cap.I}, resulta P’ > 0:M/IM, logo P’ contém um
P € Ass{R/{0:M/IM)) = Ass(M/IM). Finalmente, prof (M) < profP:(M)

= n (a Gtlima igualdade pelo exemplo acima).

/!

Esta proposigao e o exemplo de ideais gerados por M-se-
quéncias sugerem a seguinte definicgio.

Um ideal T & R ¢ equiprofundo (ou puro relativamente

3 profundidade) se para todo P € Ass(R/I) tem-se prof(P) =

= prof(I).

Observagao. Equiprdfundidade & uma nogio absoluta, isto &, depen

de s6 de I como ideal de R. Poderfamos definir "equiprofundi-~
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dade relativa" de I (relativa a um médule M}, mas a literatu-

ra corrente ndoc consagrou esta terminologia.

Recordamos gue um ideal T R & dito equidimensional

(ou Euro) se alt(P) = alt(I) para todo P € ass(R/I}. Em segui
da, queremos relacionar estas duas nogses. Para tal, observemos

as seguintes desigualdades:

profI(M) < profI (MP), para todo primo P D> I e todo
P médulo M
prof (M} < aim(M), para todo médulo M sobre um

anel local R,m.

A primeira destas desigualdades é uma decorréncia direta
das definigﬁes, enquanto que a segunda ji4 foi anunciada no exemplo
apés a Definigﬁo IX.1. TUsando estas desigualdades, obtemos, para

todo ideal primo P num anel (ndc necessariamente local):

p) = alt(P).

prof (P} = profP(R) < profPP(RP) < dim(R
Segue, usando a Proposigfo II.5, que prof(I) < alt{I)
para todo ideal I <« R. Na préxima segio, estudaremos os anéis
para os quais vale sempre a igualdade.
Em seguida, queremos examinar o comportamento da profun

didade sob um homomorfismo de anéis. Contentar-nos-emos com um

caso, jd suficiente para muitas aplicag@es.

Proposigfio IT.6 ~ Seja (R,g)—£&+ (S’E) um homomorfismo de anéis

iocais tal que S seja, por este homomorfismo, um R-mddulo finita-

.

mente gerado. Se N é um S-médulo (finitamente gerado), ten-se

prof (N) = profE(N).



=35~

Demonstragao: A hipdtese de que S & Ffinitamente gerado como
R-médulo implica em que @(m) & n (isto resulta da propriedade
de "lying over" para extensSes inteiras).

Seja x = Ky eresXy € m uma N-seguéncia maxima, consie
derando N como R~médulo via R—2> 3, [ entdo evidente aue
m(xl),...,m(xn) € n é ainda N-sequéncia (N como S-médulo). Dor
outro lado, m € AssR(N/EN). Logo, N/xN contém um R-submédule
L= R/m. Estendemos o R-homomorfismo R -+ L C N/xN para um
S-homomorfismo S + S$:L & N/p(x)N da maneira ébvia (enviando les
no gerador ciclice de L}. O nficelo deste S-homomorfismo & um
ideal J de S, contendo p(m)s. Como n = ,/w(m)S (por que?),
resulta /J = n, isto &, J & n-primdrio., Em outras palavras,
s.-L= 35/J & um médulo n-primdric, o que mostra que

n g AssS(Nﬁp(g)N). Logo, ®{x) é uma N-sequéncia mdxima em n, y
Observac8o. A propesigBo acima & usada, principalmente, no caso

em que S = R/I, para algum ideal I < R (N.B. Nao exigimos que

@7 R+ S seja injetor na proposigdo).

Para terminar esta segl@o, examinaremos o comportamento

da profundidade numa sequéncia exata de médulos,

Proposigdoc_IT.6 (bis). (R noetherianc) - Seja O -+ N = M-+ K+ 0

uma_sequéncia exata de médules (isto é, NC M e M/N=> K). Se

Te R ¢ um ideal tal que "IN # N, IM ZM e IK # X, entlo

tem=-set

(1) profI(M)‘> profI(K) = profI(N) = prOfI(K),+ 1

(2} profI(M) < profI(K) = profI(N) = profI(M)

.13) profI(M) prof (K} = prof (N) = profI(M).
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Demonstragfio: Podemos supor profI(M) = 0 ou profI(K) = 0,
pois, do contrdrio, escolhemos um x ¢ I tal que x ¢ Z(M) =

x € Z(K); neste caso, obtemos nova sequéncia exata
0+ N/xN + M/xM + K/xK =+ O

(vide demonstragio do Lema IIT.17, Cap.III!), onde as profundi-
dades baixaram de uma unidade.

Primeiro, profI(M) = 0. Ent3o, profI(M) < profI(K),
isto é, estamos no caso (2) ou {(3). Basta verificar que se
profI(K) > 0, entio profI(N) = 0. Ora, seja a € M tal que
Ta = 0, Como profI(K) >0, a¢g& N, Logo, IC Z(N).

Em seguida, o caso profI(K) = 0. Ent3o, estamos em (1)
ou (3). Basta, entdao, verificar gque profI(M) > 0= profI(N) = 1.
¥ clareo que profI(M) > 0= profI(N) > 0., Seja x¢g Z(M) e es-
colhamos um a € M tal gque Ta c N (profI(K) = 0 por hipétese).
EntHo xa ¢ xN, Jj4 que =x g Z(M), e, além disso, I.xa = x+TacC

C xN. Isto mostra que {x} & uma N-sequéncia mdxima em T.

//
Observacdo. A proposigi@o acima é de grande utilidade técnica,
principalmente em argumentes indutivos. Pode-se ter, tipicamente,
a seguinte situaglo (para simplificar, suporemos R,m local).
M é um R-médulo, munido de uma "apresentagdo” 0~ Z + F -+ M-~ 0,
com F wum mdédule livre (vide Cap.ITI, §l1, para maiores detalhes
sobre apresentactbes). Ora, prof{F) = prof{(R} (isto é uma conse
quéncia imediata da proposigEo acima, mas pode ser visto diretamen
te). Assim, se tivermos prof(M) < prof(R), concluiremos pela
Proposic¢do II.6 (bis) que prof{Z) = prof(M) + 1. Isto permite

obter médulos de profundidades crescentes até atingir prof(R),
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que funciona como uma barreira natural. ¥sto ndo significa, &
claro, que prof(M) = prof(R) para todo médulo M. Mas, se.
prof (M) € prof(R) (que é sempre o caso se a dimensdo homoldgica
de M & finita; vide Cap.III, §3), entac, pelo processo acima,
chega-se a um mdduloe M’ tal que prof(Ml) = prof (R). Se, além
disso, R & um anel de Cohen-Macaulay, entac M & um médulc de
Cohen.Macaulay (vide segBo seguinte).

Este processo permite, grosso modo, transferir proprie-

dades de um mdédulo gualquer a um médulo "aproximadamente" livre.

§2. Mdbdulos de Cohen-Macaulay

Na segﬁo anterior vimos gue, dados um médulo M e um
ideal I tais que IM # M, existe um prime P 2 Ass(M/IM) tal
que profI(M) = profy(M) (vide demonstragido da Prop.I1I.5). Em
verdade, uma andlise cuidadosa mostra que existe um primo satis-
fazendo profI(M) = profIP(MP) (o primo P encontrado na demons
tragio da Prop.TI.5 ji serve). Destacaremos este fato como um le

ma.

Lema IT.7 - Para todo médulo M e todo ideal T tais gue IM#M,

existe um primo P € Ass(M/IM) tal gque profI(M) = profIP(MP).

0 segundo resultado técnico de que faremos uso é um le-
ma sobre o crescimente da profundidade mediante-adjungﬁo de novos
elementos. Poderiamos dar uma prova elementar deste resultado,

mas optaremos por remeter o leitor ao Capitulo III, §4, Proposi-
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950 IIT.34, onde uma prova elegante & dada.

Lema IT.8 - Seja M wum mbédulo e T < R, um ideal, tais gue

IM £ M. Se a € R é um elemento pertencente ao radical de

Jacobson de R, fem-se;
prof(l,a)(M) < 1 + profI(M).

Queremos destacar os anéis para os quais prof(I) =

= alt(I) para todo ideal I C R. Pomos, mais geralmente:

Definicldoc e Proposicio ILX.9 - Um médulo M & chamado médulo de

Cohen-Macaulay (abrev.: C-M) se satisfaz a uma das condicBes e-

quivalentes seguintes:

dim(MP), para_todo P ¢ Sup(M).

(Ml) profPP(MP)

(Mz) prof (M)
. In I
maximo.

dim(Mm), para todo m € Sup(M) com m ideal

(M3) prof (M) = alt(m/(0:M}), para todo me sSup(M) com m

ideal mdximo.

(M) profP(M) a1t(P/(0=y)), para _todo P ¢ Sup(M).

alt{r/(o:M)), para todo ideal I > O:M.

(M5) profI(M)

Observacgio, (Ml) e (Mz) sdo condig¢Bes locais; (M3)-(M5) sao

condigbes globais - a altura sendo calculada no anel R/ (0:M}).

Demonstragao: (Ml) = (Mg). Trivial.

(M2) = (MB). Com m ¢ Sup(M) tem-se oM # M. Logo, pelo Lema
I1.7, profm(M) = profEm(Mm). Por outre lado, dim(ME) =

att(m /(0:M )) = alt(m/(0:M)), = alt(m/(0:M)).
alt(m/(0:M)).

= dim(RE/(O:ME))

Assim, profm(M)
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(MB) = (M,). Pelo Lema II.7 e pela invarifincia da altura de um

idéal primo por 1ocaliza950 noutro primo maior, podemos supor que
R,m & local, Suponhamos a existéncia de um infrator P, que ja
pode ser escolhido mdximo possivel com respeito & infragBe. Por
hipbtese, P/(0:M) # m/{0:M); 1logo, P # m. Seja a ¢ mPp, Pe-
" lo Lema I1.8, prof(P’a)(M) £ 1 4 profP(M). Por outro lado, te;

mos alt((P,a)/0:M) = 1 + alt(P/0:M). Segue que
prof(P’a)(M) £ als((p,a)/0:M),
logo (P,a) 2 P & um infrator maior; contradigio.

(Mh) = (MS)' Resulta da Proposigfio IL.5 e da propriedade andloga

para a altura.

(M5) = (M;). Como vimos antes, dado P ¢ Sup(M), tem-se
prof (M) = profPP(MP) < dim(Mp) = dim(R,/(0:M;)) = alt(p/(0:M)).

A igualdade dos extremos acarreta a igualdade de todos os termos

intermedidrios.

//

A condig3o (M;) (ou (Mp)) implica em que toda localiza-
¢ao de um médulo C-M é C-M,

Um anel R ¢é dito de Cohen-Macaulay se o for. como Rfmé
dulo. Além disso, se R,m & um anel local, dizer que M & C-M
significa gque profm(M) = dim(M).

Médulos Ctﬁ admitem propriedades bastante especiais.

Comecemos por analisar os primos associados de um tal médulo, Pa

ra isto, usaremos ¢ seguinte resultado geral,
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Proposicdo IL.10 - Seja R,m um anel local, M # (0} um R-médu-

lo. Entdg, prof, (M) < dim(R/P) para todo P € Ass(M).

Demonstracio: Procedamos por indugic sobre dim(R/P) {que é <=
pelo Cap.I). Se dim(R/P) =0, P = m. Mas, mEg Ass(M) =

= profm(M) = 0. Suponhamos dim(R/P) = 1. Podemos supor
profm(;) = 1, do contrdrio nac ha nada a provar. Seja x € m
tal ;ue x ¢ Z(M). Em particular, x ¢ P. Afirmamos a existén-
cia de um primo TP’€ Ass{M/xM) %al que (P,x) < P'. Com efeito,
P = (0):a, para algum a € M\{0}. Come [} M = (0) (vide

n=0

Exercicio 10 do cap.I), existe um r = 0 +tal que a € er\xr+l

M.
Digamos, a = x'b, com b € M\xM. Ora, como x § Z{M), resulta
Pb = {0). Assim, (P,x):b < xM, logo (P,x) € P', para algum
P’ e ass(M/xM).

Voltando 34 demonstragio propriamente, tem-se dim(R/P') g
5 dim(R/P). Pela hipétese indutiva, temos

profm(M) = profm(M/xM)+l = dim(R/P’ }+1
T < dim(R/P) - 141 = dim(R/P).
//

Observagio. A proposigdo acima admite a seguinte versao global:
(R noetheriano) Se P € Ass(M) e se m> P, entdo profm(M) <

< dim(R/P).
Aplicando a proposigac a um médule C-M, obtemos:

Corolério IT.1l - Seja R,m um anel local e M wum R-mbdulo C-M.

Entdo, dim{R/P) = dim(M) para todo P € Ass(M). Consequentemen-

te, para um tal médulo, Ass(M) = Min(M).
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Demonstragao: Resulta das desigualdades
prof (M) s dim(R/P) = dim{M}. 7/

Observagﬁo. 0 coroldrio pode ser globalizado nos seguintes ter-

mos: (R noetherianoe)., Se M & um R-médulo C-M tal gue dim(M)

il

= dim{M_ ) para todo ideal mdximo m € sup(M), entidc dim(R/P)
= dim{M) para todo P ¢ ass(M) (comsequentemente, Ass{M)} =

= Min(M) para um tal médule).

Coroldrio IT.12 - Seja R,m um anel local e M, um médulo C-M.

Tem-se!

(i) Todo sistema de parfimetros de M §& uma M-sequéncia.

(ii) Se X = Xy,+..,%_ ¢ parte de um sistema de parametros
de M, entdo M/xM & Cc-M e dim{M/xM) = dim(M)-k.
Demonstragfo: E evidente por indugfioc sobre o comprimento de um
subsistema de parﬁmetros e usando as igualdades seguintes para um
médulo N:
dim{N/xN} = dim(N) - 1 , Se x é um parametro em N;

prof (N/xN) = prof (N) - 1, se x g z(N).

/7

Uma das propriedades bdsicas de um médulo C-M estd con-

tida no préximo resultado.

Teorema IT.13 ("CodimensZo e dimens3o complementares") - Seja R

um anel noetherianc ¢ M, um R-mbédulo de Cohen-Macaulay tal que

dim(M) = dim(M_ ), para todo ideal miximo m € sup(M). Entao,

para todo prime P € Sup(M),

dim(M) = dim(Mp) + dim(M/PM).
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Demonstragio: A desigualdade dim(M) = dim(Mp) + dim(M/PM) vale
para qualquer médulo M e qualquer primo P (em caso de hesita-
¢80, passe aos anuladores!}. Em seguida, tomemos um ideal mdximo

m> P e suponhamos o resultade valido para Mm. Tem~-se, por hi-

pétese:

dim(M) = dim(Mm) = dim(MPm) + dim(ME/PME)

dim(Mp) + dim(M/PM)

[N

dim(Mp) + dim(M/PM).

Logo, podemos supor R local, com ideal mdximo m.

0 plano é mostrar que existe um subsistema de parame-
tros X = Xj,...,x_ de M tal que dim(MP) =r e tal gue
P € Ass(M/xM).

Para tal, tomamos X = XiraeesX,  um subsistema de pa-
rdmetros de M (= M-sequéncia)} contide em P e méximo com res-
peito a esta inclusio. Segue que P estd contido em algum primo
associado de M/xM. Por outro lado, P ¢ Sup(M) n sup(R/{x)) =
= Sup(M/xM), 1logo P contém algum primo associado de M/xM.
Mas, como os primos em ASS(M/EM) 530 todos minimos (Cor.II.1l

e Cor.IT.l2 (ii)}, wresulta que P ¢ Ass{M/xM) e, portanto,

dim(M/PM)} = dim(R/P) = dim(M/xM)

dim(M)-r.

Finalmente, como KysenesX, é uma M-sequéncia em P e
M & C-M, resulta dim(My) = prof (M) = r. Consequentemente,
dim(M) = r + dim(M/PM)‘s dim(MP) + dim{M/PM), 9que é a desigualda-

de (decisiva) procurada.

/7
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Cornldrio TT.1hk (R noetheriano) - Se M & um médulo C-M tal que

dim(M) = dim{M_) para todo ideal mdximo m € Sup(M), entdo o

anel S = R/(0:M) satisfaz a igualdade

dim(s) = alt(p) + dim(s/P),

para todo primoc P C S,

Demonstragfio: Trata-se de mera reTormulagdo do resultado ante-

rior.

//

Importante! (Digamos, R local). Se M & um médulo G-M fiel
(isto é, (0):M = (0)), resulta que em R vale
dim(R) = alt(r) + dim(R/P)

para todo primoc P & R. Em algumas situagdes, isto & quase tio
bom quanto saber que o prdéprio R € Cohen-Macaulay. Por outro
lado, existem anéis locais (dominios, de dimens3o 2 e profundida-
de 1) que ndo admitem médulos C-M fidis., O problema da existén-
cia de tais médulos é conhecido como guestdc dos 'médulos C-M méi-
ximos" (vide Cap.IV).

para concluir a lista de propriedades de médulos C-M,

arquivaremos © seguinte resultado.

Coroldrio II.15 - Seja R wum anel C-M equicodimensional (isto

significa que todos os ideais maximos tém mesma altura). Se

-

I<R € tal que R/T & C-M, ent8o I & um ideal equidimensio-

nal (= Euro).

Demonstragao: Segue facilmente dos resultados precedentes.

//
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Em seguilda, alguns exemplos para ilustrar a teoria.

Exemplos. (1) Todo anel de dimensdo O € C-Mj; tode dominio de di-

mensac 1 & um anel C-M.

(2) Todo dominio local normal (= inteiramente fechado)

de dimensio 2 é um anel ¢-M (o ponto determinante agui é que os
ideais priuncipais num dominio normal sdo puros).

(3) Dados_inteiros O=s tv = d, existe um anel local de

dimensao d e profundidade r. Por exemplo, podemos tomar

2
R= (K[X_ seunsX seus 1 X4l /(Xr,xrxr+l, . ’erd))(xo, )

Assim, existem anéis que sfo "arbitrariamente" ndo C-M.

(4} Se R € um anel C-M, entao R[(X] & C-M.

(Demenstragdio: Se P < R[X] 4 um primo, R[X]P é uma localiza-

gdo de [X]. Logo, podemos supor R local, de ideal maximo

Rpar
m =P R. Neste caso, tem-se R[X]/mR[X] =~ R/m[X], wum anel de

polindmios sobre um corpo. Logo, P = mp{X] ou P = (m,f(X)),
com f(X) € REX] mdnico de gran >0. Por hipdtese, profm(R) =
= dim(R). Seja x = KqyeeepXy uma R-sequéncia maxima em 71.
E fdeil ver que Xj,...,Xy & uma R[X] -sequéncia: para mostrar
que x, ¢ Z(B[X]/(xy,..0sx; ;)RX])}, wusamos o isomorfismo
R[X]/(xl,...,xi_l)R[X] = (R/(xl,...,xi_l))[x] e reduzimos o pro-
blema a mostrar que, dado um anel S e um a € 5 tal que
a€ z(s[Xx]), entio a € Z(S), o que é imediato.

Segue que x & R[X]P—sequéncia e, portanto,

prof (R[X]P) > d. Analisemos os casos P = nR[X] e P = {m,f)

PR{X]
separadamente. Se P = mR[X], basta mostrar que dim(R[X]m[X]) s
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< dim{R), Jj4 que acabamos de ver gue prof(R[X]m[X]) z d = dim(R).
Ora, sabemos da teoria de anéis de polindmios que alt(m[X]) =
= alt(m). Logo dim(R[X] E[XJ) = alt(ﬂ[?(]mtx]) = alt{m[X]) = dim(R)

No segunde caso, como f & mdnico, f ¢ Z(R[X]P/EFEXIPL

il

Logo, profPR[x]P(R[X]P) = d+l = dim(R)+1 = dim(R[X]) = dim(R[X]PL

como gqueriamos).

(5) {Teorema de Macaulay). Se k 4§ um corpo,

k[Xl, ceesX ] € M.

Isto resulta, imediatamente, de (4). Este resultado
tornou-se célebre mais pelo método usado por Macaulay, do gue pe-
lo que afirma. Macaulay provou, em verdade, que k[Xl,...,Xn]
satisfaz a seguinte propriedade: se I & k[Xl,...,an é um ideal
tal que dim(k[X;,...,X ]1/T} = n-h e tal que () £ h (lembre:
U = namero minimo de geradores) entao I é puro.

Este resultado compoe-se, no fundo, de dois resultados:

(1) dim(k[Xl,...,Xn]/I) = dim(k[Xl,...,Xn]) - alt(I);
{(ii) ("Teorema cldssico da pureza')., Se I C k[Xl,...,Xn] é tal
que p(I) < alt(r), entde I ¢é puro.
Tdeais satisfazendo u(I) < alt{I) ({log, =) sd3o cha-

mados classicamente de ideais da classe principal. No inicio de

sécule, mostrar que um ideal da classe principal em k[Xl,...,Xn]

era puro, certamente tratava-se de um feito. Hoje, a maneira mais
elegante de demonstrar o teorema de Macaulay da pureza é "fatord-
la" pelo Exemplo dado apés o Coroldrio II.4, reduzindo-a as etapas

seguintes: (1) k[ X;,...,X ] 6 C-M, como no Exemplo (4) acima;

(2) Logo, prof(I) = alt(r); (3) prof(I) = u(I) = I gerado por
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R-sequéneia; (#4) Usar o resultado do Exemplo apés o Caroldrio
IX.%. Destas etapas, a linica estranha & presente teoria é (3);
mas isto pode ser demonstrado de maneira razoavelmente elementar
usando as chamadas transformagdes elementares, aplicadas a um con
junto de geradores de I, e um "lema de esquiva" popularissimo
(vide Exercicio 2 do Cap.I).

Finalmente, apontemos o fato de que um anel satisfazen-
do o teorema "abstrato” da pureza (isto é, todo ideal da classe
principal é éuro) jé4 é ¢-M. Assim, o teorema "abstrato" da pure-

za ¢ equivalente 3 propriedade de C-M!

(6) Médulos perfeitos.

Esta é a principal classe de médulos C-M (por exemplo,

todo médulo C-M sobre R = K[ X X ] - mais geralmente, R rg

[EEREE
gular, cof. Capitulo ITI, §1 - é um médulo perfeito). Estudaremos
tais médulos mo Capitulo ITT, §3. O exemplo primordial de um mé-
dulo ﬁerfeito é um médule R/T, onde I & o ideal das relagles
dos invariantes fundamentais pela ag@o de um grupo. Quase todos

estes ideais sio de tipo "determinantal" e tém sido objeto de in~

tenso estudo, tanto no século passade como mais recentemente.

(7) ¢-M sob passagem mediante um homomorfismo R = S.

Seja (342)9‘(Sv2) um homomorfismo de anéis locais tais

-

que S5 & R-médulo finitamente gerado. Se N & um S-médulo (f.g.)
entdo N & C-M como S-médulo # N & C-M como R-mddulo.

Com efeito, pela Proposigdio IIL.6, profm(N) = profn(N).
Por outro lado, é fdcil ver que dimg (N) = dimR(N) (Sugestio:

mostre que R/(OﬁgN) C.S/(O:SN) e que R/(0: N) & finitamente
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gerado sobre R/(O:RN), por consideragao da fatoracfo

R/(0:gN) = 5/(0:pN}-5 5 5/{0:.N)).

§3. Interpretagfo geomdtrica.

~ . . ~
1. M-seguencias versus intersec®es completas.

A nogdo geomdirica por trds de M-sequéncia é a de inter
seglo completa, em suas diversas variagbes. A importancia (ou o
reconhecimento da importancia) deste concejito remonta, provavel-
mente, a M. NBther [N8] que introduziu o estudo das "intersegOes
residuais",

Apés alguma controvérsia, causada pelo tom obscuro dos
argumentos geométriéos em voga no século passad&, presentemente
reconhecemos a existénecia de dois conceitos diferentes:

(i} Uma variedade algébrica Va k' (resp. < P™(k)) de dimens3o

# . -~ = - . -~ .
d e uma intersecad completa como conjunto se existem polinomios

(resp. polintmios homogéneos) foaeeenf 4 € k[Xl,...,Xn] {resp.
€ k[Xo,Xl,...,Xn]) tais que V & o conjunto dos zeros simulta-
neos destes polindmios.

e n .
(ii) Uma variedade algébrica v c k" (resp. < P (k)) & uma

intersecfio completa no_sentido estrito (ou de ideais) se o

ideal dos polinamios gque se anulam sobre V é gerado por mn-d

. 'y A
polindmios (resp. n-d polindmios homogéneos).

Existe vasta literatura sobre o assunto (vide [Ge],

[on] e EVa2]).
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ILxemplo. Considere a variedade afim V & k3 dada pelos zeros

simultdneos de Y-X- e Z-X-. Temos diante dos olhos um objeto

bastante conecreto: V & a curva espacial com equagles paramétri-
2 3

cas x = t, vy =1t , =z = t".
F fécil ver que k[X,Y,Z]/(Y-XZ,Z-XB) =~ k[x], pelo ho-

3

momorfismo Xk[X,Y,Z] » k[X] tal que X-=X, Y'—*XE, Zr—X {isto

é a contrapartida algébrica da afirmagio "paramétrica" anterior). .
Segue que (Y—Xz,Z-Xa) 6 um ideal primo e coincide, portanto,
éom o ideal dos polindmios se anulando em V. Como dim{Vv)
(= dim(k[X,Y,Z]/(Y-XZ,Z—XB)) = dim(k[X])) = 1, resulta que V &
uma intersegao completa no sentido estrito.

Queremos deixar claro que a passagem & curva projetiva
associada VG PB(k) é um processo sutil, ainda que VAV seja
um conjunto finito de poritos (%os pontos no infinite"). Assim,

no exemplo anterior, V ndo é intersegZo completa no sentido es-

trito mas é interseggo completa como conjunto.

Para verificar este fato, é preciso manipular um pouco
as equagdes de V. Comegamos, ingenuamente, por homogeneizar,

individualmente, os polindmios Y-X2, Z—X3

{topologicamente, es-
tamos compactificando, separadamente, as superficies cuja inter-
segao é V); Assim procedendo, obtemos YW-X2, ZHzFXB, cujos
zeros admitem X = W = O como componente extra. Isto estava fo-
ra dos nossos planos, de modo que devemos esforgar-nos um pouco
mais.

2

Ponhamos J = (YW-X ,ZWZ—XB) c R =k[X,Y,Z2,W]. Verifi-

ca-se, por manipulacBo, que W({XY-ZW) ¢ J e W(XZ-Yz) € (J,XY-2W).
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Logo, I = (XY—ZW,XZ-YZ,YW—Xz) < J:w?. como W° ¢ J, I estd

contido num primo associado P de R/J; P &, entio, o candida-
to para o ideal de v.

Mas, a situagzo € um pouco melhor. Mostraremos, em ver
dade, que I = P. (Como primeira aproximagao, é fadil ver que
R/I admite como primo associado o micleo do homomorfismo
xx,v,z,¥] + x[T,07, Xk-TzU, Yw’TUz, wﬁ-T3, ZP+U3; esta é a
"parametrizagao" do cone projetante de ﬁ).

Isto decorre das seguintes observagdes:

(1) Em R = R/(W-1), I = (1,w-1)/(w-1) é primo. -

Com efeito, tem-se (I,W-1) = (XY—Z,Y—XZ,W-I) =
3

I

= (ZaX ,Y-Xz,w-l). Logo, (I,W-l) é um ideal primo em R e,

como contém W-1, sua imagem I em R & um ideal primo.
(i11) w & z(rR/T).
De fato, seja F € TiW. Reduzinde mddule (W-1), encontra
mos F €& I, logo F € (I,W~1). Seja F = PF; + F,(W-1), com

F, € I. Como FWE T, wvem Fo(W-1)W € T. Mas W-l n3o perten-

ce a nenhum dos primos associados de R/TI, jé gue estes sdo ho-
mogéneos  (vide Exercicio 9). Entdo, F,W € I. Repetimos o argu-
mento anterior para Fz, etc. Desta forma, obtemos que

re N (I,(W-l)n), o que é impossivel a menos que T € I.
nzl
P - 1 ~ . .
(iii) Seja Ry = k[X,Y,2z,Wl[§ . Entde IR, & primo.

Isto resulta deAﬁl Com efeito, usando o isomorfismo

R =% k[%,%,%ﬂ < k(X,Y,Z,W} = corpo de fragdes de R, Vemos que
R identifica-se com um subanel de R Mais precisamente, como

W’
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X Y Z

R, = W w ][W][W] e W ¢ transcendente sobre k[W T W] (por
Que?), resulta gue Rw é a localizaglo ﬁ[w]w do anel de poli-
ndémios R[W] (a uma varidvel, sobre ﬁ). Das propriedades usuais
de anéis de polindmios, IR[W] ¢ primo. Como W ¢ I, wa é pri

mo em RW' Por outro lado, ¢é imediato verificar que wa = IRW’

como queriamos.
{(iv} Cenclusfo: de (ii) e (iii) resulta que I & primo,

Os primos associados de R/J sd3o (X,W} e I. O0s ze=
ros de I constituem a variedade V procurada e, como I & pri
mo, resulta que I & o ideal de V. Come XY-ZV, XZ-Y2, TW-X
constituem, claramente, um sistema minimo de geradores de T, v
ndo é intersegldo completa no sentido estrito.

Finalmente, pode~se verificar que 12 == I', onde

2

I’ = (xz-v X(Yw-xz)—w(zw-XY)), por exemplo. Entdo, /T

n
=

e, portanto, V é uma interseggo completa como conjunto.

Observagio. O anel R/I acima é C-M. De fato, se PD I & um
prime £ (X,Y,Z,W), entdo alguma varidvel ¢ P. Localizando em

P, vé-se entdo diretamente que u(IP) £ 2, e que IP é gerado

-sequéncia. Como R &€ C-M, RP/IP é entao C-M

por uma R P

P
(Cor.IX.12). Assim, o {mico problema é a lecalizagdo em (X,Y,Z,W).
Queremos pTOf(R/I)(X,Y,Z,W) = 2. Ora, por exemplo, wﬂI(X,Y,Z,W)'
Deixamos como exercicio a verificagfic de que (X,Y,Z,W) &

g ass(Ry v 7 )/ (D) ix v,7,w))

No Capitulo IIT, §3, veremos que R/I é um méduloc per-

-

feito. Disso segue=-se, em geral, que R/I e C=-M.,
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2, A propriedade de C-M versus normalidade.

Suponhamos, para simplificar as idéias, que R & um
dominio local, com ideal mdximo m (ou graduado, com radical gra-
duado m)., Vimos que se R & normal e de dimensio 2, entio R

-

é ¢-M (Cap.IX, §2, Exemplo {2)). A reciproca é falsa, o que se

v& facilmente com R = s{x],, onde m= (n,x}), com S,n domi-
nio local de dimensi3io 1 ndo normal (por exemplo, S = anel local

de um ponto singular de uma curva), A reciproca falha simplesmen
te pela existéncia de "singularidade em codimensfio 1", Em verda=
de, por um teorema popular [Se]), sabe-se que R & normal se e

s6 se tém lugar as condigges seguintes:
(s,) alt(p) = 2 = prof‘PP(RP) z 2

(ry) =21t(P) s 1 = R, ¢ regular {vide Cap.IIT,$§1).

Disso concluimos facilmente gue:

Se R ¢ um dominio, entdo "CeM" + "(R;}" = "mormalv.

Se dim(R) = 2, "C-M" + (R;) ® "normal".

A importﬁncia geométrica destes fatos decorre do seguin
te resultado (vide [Mu]): Se Vv c P" & uma variedade projetiva
nio singular, as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(i) Para toda aplicagfo biregular

v e PP (k) (wo P7 (k) < P"(x), r g m)

& -—

v e PMk)

. . i oe . m n *
induzida por uma projegao linear de P em P, tem-se m = n.
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(ii) © anel de coordenadas homogéneas de V & normal (diz-se,

neste caso, que V & aritmeticamente normal).

Usando a caracterizagﬁo anterior, tgmos assim gque uma
curva mAoe singular Vo P> n3o pode ser obtida como projegdo li-
near biregular de uma curva num espago projetivo Pm, mz= 4, se
e sé se o anel do cone projetante de V, localizado ma origem,

P

& C-M.

Exemplo. Consideremos a quartica projetiva W& Ph, " imagem bi-

regular de Pz pela aplicagio

(t:u)t——--('l:il':tju:tzuz:1:u3:ulL
XO Xl X2 X3 Xh
Projetando Ph em B> (identificado com o hiperplano X, = 0,

2
3

a restrigBio 2 W & uma aplicagfo biregular sobre a curva V& P
parametrizada por (th:tBu:tuB:uh). Segue que o anel do cone pro
jetante de V, localizado na origem, é nao C-M. Explicitamente,

este anel é R = K[X,Y,Z,W] (XW-YZ,YB-XQZ,ZB-WZY,Yzw-zzxy

(x,'f,z,w)/

£ um exercicio fécil wverificar, diretamente, que prof(RrR)} = 1.

3. A propriedade de C-M versus intersegdes residuais ("liaison")

Vvimos que ideais gerados por R-sequéncias correspondem,
geometricamente, a variedades intersegses completas. Pode-se pex
guntar se as variedades cujos anéis de coordenadas sdo C-M estdo
T1igadas" a variedades intersegSes completas. Assim, no Exemplo

3

do n? 1, a curva V< P°, cujo anel de coordenadas homogéneas

R/I 6 C-M, satisfaz a igualdade C =V U v, com V= {X=W=0}
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e C = {XY-ZVW = YW-X" = 0}. Ou, algebricamente:

(XY-ZW,YW-XE) = TN (x,vw).

- 'S rd - ~ .
Dizemos que V é "intersecgao residual de C", ou que v e W

~ " . . . " - . r 11
sao "residuais relativamente a C", Precisamente, sejam V,V'C P

variedades projetivas; dizemos que V e V' s3o (geometricamente)

residuais - ou (geometricamente) ligadas -~ se tém lugar as condi-

goes:

- I . - * . -
(1) vV, V sdo equidimensionais e sem componentes imersas;
(ii) Vv e V' nfo tem componentes irredutiveis comuns;

(iii} Vv U v’ & uma intersegiio completa no sentido estrito.

Em terminoclogia de andis, dois gquocientes R/I e R/J

de um anel local regular sfo (geometricamente) ligados se:

(i)bis I e J sHo equidimensionais
(it)bis aAss(R/I) N Ass(R/T) = ¢

(iii)bis I N J & gerado por uma R-seguéncia.

Observagio. Se R/T e R/J sdo geometricamente ligados, veri-
fica~se facilmente que I = (INJ}:J e J = (INJ):I. Além disso
IP (resp. JP) é gerado por uma RP-sequencia para todo
P € Ass(R/I) {resp. P ¢ Ass{R/J)).

0s resultados centrais que demonstram a importancia da

noglo de profuniidade e de C-M para intersegBes residuais sdo os

seguintes:

Teorema -~ Seja R wum anel local regular e R/I, R/J quocientes
(geometricamente) ligados. Se J € gerado por uma R-sequéncia,

entao R/T & C-M.
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Teorema - Seja R um dnel]pcalregukuy IR um ideal e x < T- uma

R-sequéncia maxima em I. As seguintes condigses sdo enuivalentes:

(i) R/I é c-M
(ii) R/(x:x) é ¢c-M e I & puro.

(Além disso, nestas condigBes, necessariamente x:(x:I) = I).

Teorema ("de residugde”) - Seja R um anel local regular ¢ TC R

um jideal de altura 2 tal que I seja gerado por uma R -sequén-

P P

cia para todo P € Ass(R/I}. As condigBes seguintes s3o equiva-

lentes:

(i) Rr/T ¢ Cc-M
(ii) Existem ideais T, = I, TIgy...,E, de R tais que R/T,

e R/I; sdo (geometricamente) residuais e T, & gerado

por uma R-sequéncia (de .comprimento 2, necessariamente).

Deixaremos, como exercicio, a tarefa de enunciar os a-

P g :
ndlogos geomeétricos dos teoremas acima.

Estes resultados estfo ligados a Dubreil, Gaeta,
Pesquine-Szpiro, Artin-Nagata. Dubreil introduziu a nogio de va-
riedade projetiva de '"primeira espécie", que é exatamente uma va-
riedade cujo cone projetante tem um anel {na origem) de profundi-
dade =2.

A principal gquestio é: Qquais as propriedades que se
mantém na passagem por residuaglo? Podewse mostrar que a profun-
didade (do anel na origem do cone projetante) nio se mantém inva=-

riante a menos que seja =2. 0 que se pode mostrar é que a pro-

fundidade se mantém "alternadamente", isto é, se R/I e R/J
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sdo residuais e se R/J e R/L sfo residuais, entdo prof(R/I)} =
= prof (R/L). Assim, numa "cadeia" de residuagdes R/Il’R/I2""’

tem~se prof(R/Ii) = prof (R/T,

1+2), i=1,... .

Existem varias outras propriedades que se mantém por re
siduagdo alternada. A existéncia de cadeias longas de residuacgzo
se impde precisamente pelo fato de que residuagdo nio é uma rela-

¢do transitiva.

Como leitura recomendamos [(P-S)lj, [A-N], [Du], [Gae].

Exercicios
ZXercicios

1. Seja R = k[X,Y,Z]. Mostre que X(Y-1), Y, Z(X«1) & uma
R-sequéncia, mas X(v-1), Z(X-1), Y nfo o é. TIsto pode acon=
tecer com polindmios homogéneos de grau >02?
2. Seja R = k[Xl,..;,X6] . Estenda =z seguintes R-se-
(Xl,...,XG)
quéncias a R-sequencias madximas em (Xl,...,Xs)R:
a) XiX5, xl+x3, Xy, » Xg, Xg
(Sugestio: reduza mdédulo (xq,x5,x6))
b) XXy = XpXg, X Xg - XpXg
(Sugestfo: os primos associados de (xlxu-xzxj,x1x6-xzx5)
sao (X;,X,) e o ideal dos determinantes, 2x2 da matriz genérica

Xl X3 X5)).

X2 Xh X6
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3. Para cada um dos mddulos do Exercicio 3, Cap.l, determine sua

profundidade ¢ decida se é ou nao um médulo de C-M.

L. Seja R um anel (noetheriano) e I & R um ideal tal que
p(r) = alt(r). Mostre:

e

a) Se alt(r) = prof(x) (em particular, se R @& c-M),
I pode ser gerado por uma R-sequéncia.

b) Se p =u{I}) e R & S“ (isto &, prof(RP) = min{d,alt(P)}

para todo prime P C R), entdo I ©pode ser gerado por uma
R-sequéncia e é equidimensional. (Sugestfio: esquiva (Exercicio
2, Cap.I).

5. Seja R,m um anel, JC T ideais contidos em m. Mostre:
a) Se Xyjerrex, €I s30 tails que suas imagens em R/J for-
mam um sistema minimo de geradores do médulo I/J, entdo
,{xl,...,xr} pode ser estendido a um sistema minimo de geradores
de T. Generalize.

b) As seguintes condigBes sio eguivalentes:

(i) Todo sistema minimo de geradores de J pode ser esten~
dido a um de T

(ii) mEN J = mJ

1]

(i1d) u(T) = (o) +p(x/3).

(Sugestgo: considere a sequéncia exata deduzida da sequéncia exata

0+ J~+ T+ I/J~ O por redugdo médulo m).
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6. Seja R,m um anel local, Jc I & m dideais. Mostre que se

1/r é gerado por uma R/J-sequéncia, entdo It N J= It-lJ,

para todo t = 1. (Sugestgo: seja x = xl,...,xn

€ I uma R/J-se
guéneia cuja imagem em R/J gera I/J; entdo I = (x,J). Mos-

tre que (E)JU nJ-= (i)t_luL usando o fato de que (5)t/(£)t+l é

*

um mdédulo livre sobre R*/(E*)’ onde R" = R/J e 5* é a ima-

*

gem de x em R" (vide Exercicioc 9}.

7. Seja A um anel (noetheriano) de dimensdo finita e

X = XygeeayXy € A uma A-sequéncia. Mostre:
(2) (n=2) dim(alT]/(x,-x,;T)) = dim(A).

(b} nDpeduza de (a): dim(A[T2,..;,Tn}/(xz—xsz,...,x -x,T )

T
= dim(A) .
{c) Deduza de (b): dim(A[Tl’...,Th]/(xiTj-iji)lsi<jsn) =
= dim(A}+1.

(d) Suponmha A,m local regular, m = (5} e admita gque A
contém um corpo infinito k= A/m. Mostre que o anel lo-
cal

R = ALTy,000,T,] /(xiTj-iji)

(meTysenesTy 1ci< jen

-,

& C«M exibindo um sistema de pardmetros de comprimento n+l.
(SugestZo: escolha elementos a; € kv{o}, a; # @y se i £ 3,
i =1,...,n e seja t; a imagem de T, médulo {x,T.-x.T.)
T 1 * T4 Micicgen
Entao, K@y byaeeesX =0ty Eree..rt, é um sistema de par@metros
~ rd el
de R - a verificagao de que xl-altl,...,xn-antn é uma R-sequen=

cia resulta facilmente; é mais penoso verificar que t1+...+tn -4

- jalmente d e
4 Z(R/(xi aiti))lsisn’ fato que decorre essencialmente de qu
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T1+"°+Tn nd3o estd contido em gualquer dos primos associados de

k vea LT .
(g5 d /00Ty

Observagio; O ideal (xiTj'iji) é gerado pelos determinantes

2x2 da matriz "semi-genérica" ( L ™), 1logo, pelos resulta-
n

dos do Capitulo ITE, R ¢ um mbédulo perfeito sobre

ALT, 5400 . Isto mostra que R & O-M.
[ 1 ’Tn] (E’Tl""’Tn) q

8. seja R um anel local C-M. Mostre:

(a) Se P g Q s3o ideais primos tais que alt(qQ/P) = 1, en-
tio prof(Q) = prof(P)+l.
{b) Deduza de {a) gue toda cadeia saturada entre primos P e

G tem comprimento = alt(Q) - alt(P).

Observagdo: Uma cadeia P = P, S...& P, = Q é saturada se
‘alt(Pi/Pi_l) =1, i = 1l,...4yn.

9. Seja R = k[Xl,...,an e IS R um ideal homogéneo. Mostre:

(a) P € ass(R/T) = P & homogémneo e P = I:{f) para algum
polindmio homogéneo £ € R.
() sSe P é um ideal primo homogénec e Q wum ideal P-primd-
rioc, entfo o subideal @' de Q gerado pelos polinbmios
homogéneos de § §é P-primirio, Deduza que I admite uma decom-
posiglo primdria cujas componentes primdrias sdo ideais homogéneos.
(sugestdo: se D’c Ass{R/Q’) entdo P’ & homogéneo pelo item (a);
P=P PN H="PnH, onde HCc R §é o conjunto dos polindmios

homogéneos de R).
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10. Seja R um anel e X = XppeeeyX) uma R-sequéncia. Ponhamos

I = (z). Mostre:

(a) Para todo t = 0, It/It+1 é um R/¥-médulo livre.
(v) se R,m é local, deduza de (a): todo polindmio homogé-
neo F & R[Xl,...,Xn] de grau t tal que F(xl,...,xn) €
. .
€ I'm, pertence a Eﬁ[Xl,...,Xn]. Cbs.: em outras palavras, uma

-~ . - - . .
R-sequencia ¢ analiticamente independente,

(d) Se kX & um corpo e PR S k[Xl,...,Xn] s3o poli-
ndmios homogéneos constituindo k[Xl,...,Xn]-sequéncia,

entio eles s3Ao algebricamente independentes sobre k.

11. Se R é um anel e I < R wum ideal gerado por uma R-sequén-
cia, entdo ¢ equiprofundo, % > 1 (iste é, prof(p) =
= prof(It) para todo P ¢ Ass(R/It)).

{Sugestdo: use 9(a), procedendo por indugdo ao longo das sequén-

t+l t+1

cias exatas O - It/I » R/T -+ R/It + 0),

12. Seja R wum anel e M um R-mdédulo. Dados x geee X c R e

1

inteiros positivos dl""’d tem-se:

nt

d
n

. 1 A ;
xl,...,xn é M—sequ3n01a L xl geeay Xn é M-sequencia.

{Sugestio: mostre que dada uma sequéncia de elementos

xl""’Xi-l’xi’xi+l""’xn em R, com x; = ab e tal due

(xl,...,xi_l,a,xi+l,...,xn)M £ M, (xl,...,xi_l,b,xi+l,...,xn)M #

£ M entao



.

r ~ .
X, . 9 X . - &
{xl,' 1X; _39%59%5.79 ..,xn] é M-sequéncia .

{xl,...,xi_l,a,xi+l,...,xn) e {xl’""xi—l’b’xi+1""'xn}

sBo M-sequéncias}.
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Capitulo IIT

Métodos homolbgicos

§1. Anéis regulares; o teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum,

Seja R wum anel {noetherianc) ¢ I < R um ideal.

Lembremos algumas das notagdes anteriores:

u{I) = nimero minimo possivel de geradores de I
alt{r) = altura de I (= min{alt{p)} | P € Min(R/I)})
prof (I) = profundidadedel (= profI(R) = comprimento de uma

R-sequdncia mdxima contida em TI).
Sabemos que
prof (1) s =alt(r) = wu(x)
4
Ccap.IT,§1 Cor.I.12 ("Primidealsatz")

Particularizemos ao casoe I = m, ideal mdximo de um anel local R.

Neste caso:

el
[y

[}

prof{m) = alt(m} c-M (cap.I¥, §2)

gerado por uma R-sequéncia (Cap.IT,$§2,

prof(m) =u(m) =

E|
o

Exemplo (5) e Exercicio 4, Cap.II).

0 que se pode afirmar quando alt{m) = p(m) ? Surpre-

endentemente, esta igualdade acarreta a igualdade des dois extre-

mos, COMOe Veremos.
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Proposicio IIT.l - Seja R,m um anel local. Se -alt(m) = (m),

~e rd -~ .
entao m é gerado por uma R-seguencia.,

Demonstragﬁo: Procedemos por indugao sobre o valor comum
n = alt(m) = {m). Podemos iniciar de n = 0, desde que aceite-

mos que o conjunto vazio é uma R-sequéncia (de comprimento G...).

Suponhamos, agora, n » 1, Tomemos x € m\mz (m = 22 = m= (0},
como se vé facilmente). Entao:
dim(R/(x)})z dim(R)=1 (Prop.I.13)

ulm/(x})) =p(m) -2

Para verificar a segunda relagdo, observemos Que se ?1,...,§r
geram m/(x), entdo (x,yl,...,yr) = m. Tsto significa que

p(m) s p(m/(x)) + 1. Por outro lado, se ¥;,...,¥, é um conjunto
minimo de geradores, entdo X3¥q1ee+1¥Y,, geram m minimamente;
com efeito, se X € (yl,...,yr) entao x = llyl Faaedt Aryr’ com
{digamos) A, dinversivel (j2d que =x ¢ EZ por hipdtese), Neste
caso, ¥; € (§2""’ir)' Isto mostra que p(m) = u{m/(x)} + 1.

| alt(m/(x)) = u(m/(x)) =

M(m)-1 = dim(R)-1.

Assim, dim(R/(x))

Pela hipdtese relativa & indugde, m/(x) ¢é gerado por uma
R/(x)~sequéneia X,,...,%X . E imediato verificar que X4 4

4 Z(R/(x,xa,...,xi_l)), i=2,...,n, Desta forma, se tivéssemos
sido afortunados na escolha inicial de x, a ponto de x § Z(R),
KyXppeaesX, seria uma R-segquéncia gerando m,

Sucede que qualquer escolha de x ¢ E\m2 é boa!

Com efeito, temos:
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Lema ITT.2 - Se R,m & um anel local tal gque alt{m) = u(m), en-

tdoc R & um dominio.

Demonstragdaoc: Procedemos por indugio sobre = alt(m) = p(m),

n

como acima. Assim, por hipdtese, se x € m\ﬂz, R/(x) & um do-

minic e, portanto, (x) ¢é um ideal prime. Afirmamos que

{x) € Min(R) a menos que R seja domfnio. De fato, seija

P& (x) um primo. Dado p € P, temos p = xpy. Como x f P,

necessariamente tem-se py € P, etc., de modo que P € ﬂo (x)n.

Disso resulta que P = (0) (vide Exercicio 10{c) do Cap?;).
Refazendo: mostramos que todo x € E‘EZ gera um primo

de Min(R) = {Pl,...,Pt}. Isto ¢, mcC Eﬁ U py U...u p Entao

e
mc P, para algum i {Exercicio 1, Cap.I), logo dim(R) = 0Oj

contradigdo. Logo, (x) ¢ Min{R} e, portanto, R ¢ um dominio.

Observemos que a reciproca da Proposigao IIT.l & trivial
Jé4 gque a igualdade prof(m) =u(m) ferge alt{m) = pu(m). Isto

motiva a seguinte nogio:

Definicdo ITT.3 - Um anel local R,m ¢é regular se, equivalente-

mente:

e

(i) dim(R) = u(m) (i.e., m & da classe principal).
(i1) m é gerado por uma R-sequéncia (um tal conjuntoc de ge-

radores é chamado sistema regular de par@metros).

ObservagGes. (1) © termo "regular" tem conotagdes geométricas,
correspondendo & situagfo de um ponio regular (= nfo-singular)
de uma variedade algébrica V: tails sZo os pontos pelos quais

passam n = dim V hipersuperficies em posigﬁo transversal.
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(2) com relagdo 2 Proposicio ITI.1l, existe o seguinte resultado
mals geral [Da]: se Pc R ¢ um ideal primo (R mnoetheriano)

da classe principal, entio P & gerado por uma R-sequéncia,

Tsto é claramente falso para ideais guailsquer (por exemplo, se-
jam Pl""’Pt os primos de altura O de um anel R e suponha-
mos que tP ¢ Ass(R) & um primo imerso; tome-se T = {(a), com

ae Py U PB.).
A 1
i=1

Queremos enfatizar algumas das propriedades fortes a
que satisfaz um anel local regular R:
Ry R é um dominio
nz: R é C-M
Ryt R é normal

ﬂqz Um quociente R/I é regular @ I ¢ gerado por um sub-

sitema de parémetrOS regulares de R.

rd

Vejamos o gque se tem até agora. Ry, 6o Lema ITT.Z2.

Rz é imediata. Quanto a R usando a caracterizagfo de Krull-

3’

Sserre de anéis normais (vide Cap.II, §3, N¢ 2), e R, acima,

basta verificar que se PCS R é um primo de aliura 1, entio RP

é novamente regular. Em vez de fazé.lo a esta altura, seremos
pacientes e aguardéremos um resultado mais geral que nos diz que
Rp é regular para todo primo P (vide Cor.III.8 adiante).
Finalmente, Rh pode ser verificada facilmente. Pri-
meiro, suponhamos que I = (xl,...,xd), com m = (xl,...,xd,
xd+l,...,xn) uma R-sequéncia. Como E/(xl,...,xd) é geradoc pe-

las imagens de X que constituem por sua vez R/I-se-

de1’" X0

quéncia, resulta que R/I é regular. Reciprocamente, supornthamos
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R/I regular. Seja id+1""’;n um sistema regular de parime-

tros de R/I. Escolhamos X;,...,x; € T tais que

m o= (Xl""’xd’xd+l"°"xn) e tais que n = dim(R) (por que isto
é possivel?). Segue que KyseensXy é uma R-sequéneia (vide Exer

cicio 6). Pela primeira implicagio, P = (xl,...,xd) & primo e,

evidentemente, alt(P) = d. Mas, T também é primo por Ry e

pPor f,, alt{r) = dim(R) - dim(R/I) = n-{n-d) = d. TLogo,

I=F= (xl,...,xd), como queriamos.

Observagfio. Uma das implicac¢des contidas na propriedade ®), é and
loga ao resultado descrito no Coroldrio IT.12(ii) para anéis de
C-M. A implicag®o inversa, contude, nZo tem andlogo no caso C-M
) (vide cap.II, §3, N¢ 1, Exemplo). Tsto indica que a classe de
anéis regulares obtidos como quocientes de um anel regular R
fixo, & bem restrita (isto pode servir como razdo filoséfica por-
gque, para "resolver singularidades", precisa-se considerar exten-

sBes sucessivas do anel inicial R ...}.

Exemplo. Seja R um anel (noetheriano) tal que RP é regular

para todo primoe P C R. Entdo R[X] tfem também esta propriedade.

(Sugestgo; Proceder como no Exemplo (4), Cap.II,§2, fa-

zendo as adaptagSes necessdrias).

Dissc segue-se o "milagre de Hilbert":

{k = corpo) k[Xl,...,Xn]P é repular para todo primo BP.

(A maneira cléssica - isto é, E. Noether e sucessores -
de mostrar isto era reduzir ao caso em que P é um ideal maximo,

por um processo de runiformizagio" - vide Exerciecio 1).
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A bem da honestidade, naoc deviamos invocar o nome de
Hilbert em vdo. De fato, Hilbert foi responsdvel por uma desco-
berta bem mais profunda - o popular "teorema do syzygy" - e sequer
conhecia o formalismo de anéis regulares conforme expusemos. De
modo gque, a fazer justiga com o trabalho de Hilbert ([Hi],1890 -
gulp!), deveriamos explicar o que a afirmagdo "k[Xl""’Xn]P é
regular" tem a ver com o "teorema do syzygy'.

Esta é a nossa préxima tarefa.

Suporemas, como sempre, gque R & um anel noetheriano
e que "R-mddulo" significa "R-médulo finitamente gerado¥.

Se M é um R-mdédulo podemos, escolhendo um conjunto

finito Xjs...,x, de geradores de M, definir um R-homomorfis-

%o

mo sobrejeter T M, onde F & um R-méduloc livre de posto
m; @, tem um nicleo Z. TIndicaremos esta construgao, brevemen-
te, pondo

0> Z+F-+M~> 0,

que é chamada uma sequénecia exata curta f{ou uma apresentacgdo de

M). O médulo Z ¢é o "médulo de relagdes" dos geradores
KyseeesXps j4 que por definigio, seus elementos sdo m-uplas

Agreessy € R tais que Xy Feeet a Xn = 0.

Como Z é finitamente gerado, podemos iterar este pro-

cesso, © que serd indicado por
P

Pn ®n~1 P1 I CPo
sew Fn~—-¢-Fn_1 — s Fl————-F° —_ M5 0,

onde entende-se que nfecl(®;) = im{p, ,}, 1 = -1,0,... (®_,=0).

. Y s ~ n
Designaremos uma tal sequéncia de homomorfismos por sequencia e-

xata longa de médulos livres ou, mais brevemente, resolugho livre
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(do médulo M). Uma tal sequéneia é "infinita", em princfpio.

Podemos truncd-la em qualguer etapa, tornando-~a finita:

0 < zn -+ Fn_1 + e Fl -+ FO + M+ 0.

Mas, neste caso, nac se trata mais de uma resoluggo livre, a me-
nos que Z_  seja um modulo livre,
0 médules Z = nﬁcl&pn_l) sao chamados médulos de
Xyzygys ou, simplesmente, syzygys.

Se suceder que Zn é livre, entdo temos uma resoluggo

livre finita, de comprimento n. (N.B. n = nimero de médulos
livres -1},

Isto motiva:

Definigac IITI.4 - Se M & um R-médulo, a dimens3o homolégica de

M é o comprimento de uma resclugio livre finita de M de menor

comprimento possivel.

NotagHo: d.h.R(M) ou d.h.{M) (se R & fixo no con-

texto).
Se M mnao admitir resolugao livre finita, poremos

d.h.(M) = «.

Exemplos., {1) (Este é o padrdoc de médulo de d.h. < =). Seja
X = Xg50005%X, € R uma R-sequéncia., Entdo, d'h‘R(R/(f)) =n,

Assim, para n = 1, uma resolucio é

«X
0+ R——+R=* R/(x) » 0,

-

onde .x ¢é o homomorfismo "multiplicagao por x". DPara n = 2,

uma resolugio é
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2
o o]
+ R (_x2> R (xl’xz) R = R/(xlgxz) -+
*1

(escrevendo os homomorfismo sob forma matricial).

para n=3, ainda & fdcil calcular uma resolugdo:

3 3
0 R > R » R —p-——> R > R/(x,,x,,x,)—>0
Xq -Xy —Xq [4) (xl x, XB) 1*72*"3

-X, X 0 -x3

x (8} X X

O principio comega a ficar claro e é poussivel calcular "na mao"
o caso geral, sem que isto seja terrivelmente recompensador.
No §4% veremos como obter uma tal resolugfio, com vérias informagdes

adicionais (complexc de Koszul).

(2) (Um médulo de d.h. = @)

seja R = k[X,Y]/(xY) =k[x,vy] e I = (x,y). Entio, I ad-

mite resolugfo livre infinita

...—a--R2 R2 —= 0

2 2
7O <O R ¥ 0O = R — T
0 x (p b’ 0 x

(Note-se a "periodicidade" de periodo 2 desta resolugZo). Em ver-

dade, d.h.R(I) = », o0 gque serd uma consequéncia do teorema de

Serre-Auslander-Buchsbaum {Teor.ITI.7).

Nosso‘primeiro ﬁbjetivo é mostrar que a teoria da dimen
s830 homoldgica é "razoavel". Com isto queremos dizer que se M
é tal que d.h.(M) < w, entdo ndo é precisc testar todas as rTeso
lugdes livres finitas de M a fim de tropegar numa de comprimen-
to minimo. Mais precisamente, gueremos mostrar que se d.h.(M) <

< w, ent3c de qualguer resolugdo livre é possivel extrair uma
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cujo comprimento é igual a d.h.(M}.

Para que isto funcione de fato, jd veremos que 6 preci-
so fazer concessdes na definigfo de dimensio homoldgica. O resul
tado seguinte ndo s resolve o problema acima, como permite-nos'

ver quais concesstes devem ser fedtas.

Proposicio III.5 ("Lema de Schanuel") - Dadas duas resolucdes "li-

vres" de um mesmo médulo M,

P
[]
(O Zn -+ Fn—l - Fn_2 e R F0 M=+ O
?
’ ’ ’ ’ 0
0 - Zn » Fn-l ? Fn-2 Foees 3 Fo M+ 0

(Zn e Z; ndo necessariamente livres), tem-se

! I ?
Zn 52] Fn-l 3] Fn-2 B s = Zn 35 Fn-l @ Fn—2 & .. .

Demonstragdo: Consideramos as resolugbes truncadas

3
0+ 2 +F |+ ... F, Z, + O
€ ¢
¥q
F r F !’
0= 2, +F, ;2 ... Fl——>12] + 0,

- ' 4 I
onde 1z, = nicl(p ), Zj = nicl(p]).
¥ ficil ver gque as seqQuéncias seguintes ainda sioc exa-
tas (apenas "insuflmaos" o inicio das sequéncias acima):
(cpl’lF’o)
r r
O+ Z,*F, 1+ +e0 ?Fy+Fy & Fr, — ~%Z, ® F,+ 0

Fi
51 )
0z » F -+ + FL 4+ T ———i——ffq—z’ @ F_ -+ 0
n n-1 v 2 1 o 1 o

(onde 10 = aplicagio identidade do mddulo N).
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Assim, procedendo por induggo sobre n, basta mostrar
que 7%; @ F;‘“ Zi 9 F, {este resultado é o "lema de Schanuel cur
ton}.

Para isto, usamos um argumento tipice de "inflaggo" de
geradores de M, de tal modo que reduzimos o problema ao seguin-
te, mais simples:

Se 04 Z+F P M 0 ¢& umaapresentacio de M e se FOR VoM og gqual-

qum?homomorﬁsmofalque¢]F==¢, entfo Zo(FeR) = nicl(y)EF. Mostraremos,

mais precisamente, que micl(y) =~ Z@GR (atenggoz nao € verdade que

nbel(d) = Z ® R; o isomorfismo & "torcido")., K necessdrio preci-
m m
sar a notagdo: F = L Re;, F’ = I Re; +Re {bases de T e
i=1 i=1
F', respectivamente). Denoctemos X, = @(ei) = ¢(ei), x = y(e).
m
Como ¢ & sobrejetor por hipétese, tem-se x = I g,x. para
m i=1
certos g; € R. Ponhamos e/ = e - T wye; e mostremos dque
i=1
ntcl(§) = 2 + Re’. A inclusio micl(f) > Z + Re’ & imediata uma

vez que Y(e) = x =L a;x;, =% a; ¥(e;) = ¢ (a,e;) e, portanto,
y(e’) = 0. Tnversamente, se I Aje, + Ae € nicl(y), wum célculo
direto mostra que E(hi+1ai)ei € %Z. Dafi que I Ajey + re =
I -
= Z(ki+hai)ei - (z aiei—e) € Z + Re’, como gueriamos.
Para concluir, basta notar que {el,...,en,e'} é ainda uma
base de F’ (apenas efetuamos uma transformacio elementar da bea-

se original).

/!

Usemos, momentaneamente, a seguinte definigEo: um médu-

10 N & estavelmente livre se existem médulos livres F e F'

tais que N® F’ = F.
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Coroldrio ITI.6 - Seja R um anel tal que todo mddulo estavelmen-—

te Iivre é livre. Se M & um médulo tal gue d.h.(M) < =, entio

de toda resolugfo livre (possivelmente infinita) de M & possivel

extrair uma reselugio livre de comprimento = d.h.{M).

Demonstragdo: E evidente: comparamos a resclucio dada
v . " + ... -
+ F, »F; 4 F 4 M0

(tomando o cuidado de truncd-la na etapa n = d.h.(M)) com uma
resolugdo livre de comprimento n, utilizando o lema de Schanuel

e a hipdétese sobre os mddulos estavelmente livres.

/!

Assim, a concessfo a ser feita na definigio de dimensdo
homolégica & clara: ou consideramos permissiveis resolugBes a mé
dulos estavelmente livres ou, alternativamente, aplicamos a teo-
ria das resolugdes livres apenas a anéis que satisfazem a hipdte-
se do coroléario.

A maneira de escapar a uma tal decisfo é usar "resolu-
¢oes projetivas® (isto é, resolugbes a "mdédulos projetivosm),
Este é um conceito a um passo apenas das resolugﬁes livres, mas
estas dlbtimas se impdem t3o naturalmente - além da—sua importén-
cia na teoria dos complexos livres - que preferimos manté-los co
mo pedra de toque.

De qualquer modo, teremos liquidez jéd que os anéis lo-
cais‘sEo exemplos de anéis satisfazendo a hipbtese do corolario
(em verdade, um pouco mais do gue isto vale para um anel local,

a saber, que todo médulo projetivoe é livre).

Suporemos que R & local sempre gue falarmos em dimen-

sdo homolégica.
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Entrementes, voltemos ao mnosso motivo original, que era

a relacHo entre o conceito de anel local regular e o "teorema do

syzygy".

Hilbert mostrou o seguinte, na nossa linguagem.

Teorema de Syzygy - Se I é um ideal homogéneo num anel de poli-

ndmios R = k[Xl,...,X ], entio d.h.R(R/I) £ n.

T
Este resultado, como o vemos hoje, é consequédncia do

resultado local seguinte: se I & R = k[Xl,...,Xn}(Xl’.__’Xn) é

um ideal, ent@io d.h..(R/I) s n. (Por esta mazde é gque Hilbert
obteve um médulo livre na etapa n-ésima e nio apenas estavelmente
livre; em verdade, as resolugdes que considerou eram por homomor-
fismos homogéneovs, obtendo como n-ésime syzygy um médulo estavel
mente livre "graduado" gue &, como nos ensinou Eilenber [Ei], 1li-
vre).

Sabemos que kEXl""’an(Xl,...,X ) é regular., Surge,

~ » n ~

portanto, a gquestao de se esta e exatamente a razao para
d.h.(R/I) < =. A resposta é afirmativa e, com precisio suplemen-

tar, & o conteddo do célebre

Teorema ITI.T (Serre—Auslander—Buchsbaum) - Seja R,m um anel lo-

cal, As seguintes condicBes sdo equivalentes:

(i) R & regular
(i1) d.h.,(m) = dim(R)-1
(41i) d.h.p(m) < @
(iv) sup{d.h. (M) | M R-médulo]} < =

(necessariamente, este "sup" é igual a d.h.(m}+1).
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As demais segEes deste capitulo serao, grosso modo, or-
ganizadas em torne do tecrema acima. Ao cabo, teremos toda a fer
ramenta para demonstrar este teorema (e, evidentemente, outros).
Para jé gostarfiamos de arquivaruma conseguéncia importante do teg

rema.

goroldrio FTY¥.8 - 8¢ R 4 um anel local regular, entio R, é re-

gular para todo primo P C R.

Demonstragio: Tem-se d.h.RP(PP) < d.h.R(P) {mais geralmente,

d.h.p (Mg) = d.h. (M) para todo R-médulo M e todo conjunto mul
S =

tiplicative S < R: localizagdo preserva sequéncias exatas). 0

resultado segue entao do teorema.

Observagdo. © valor sup{d.h..(M} | ¥ R-médulo} & chamado a

dimensao global (homoldgica) de R.

Notagdo: d.gl.(R).

Pode-se mostrar que d.gl.{R) sup [d.gl.(RP)].

P primo
(Isto é 6bvio se R & local, mas ndo é ébvio se R ¢é apenas
noetheriano - com as necessdrias adaptacdes na definigado de d.h.,

conforme mencionamos antes., Neste caso, resulta do seguinte fa-

to: d.hi (M) = sup {d.h.p (M,)} para todo R-médulo M).
P primo P

§2. A ferramenta homolégica.

Nesta segfo desenvolveremos algumas técnicas bédsicas de

homologia, Um estudo exaustivo dos preliminares homolégicos, com
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vistas a aplicag®es em dlgebra comutativa, é algoe que costuma va-
riar desde o "prolixo" até o '"entediante", Embora cobrinde a mai-
eria  dos detalhes de demonstragio, esta seglo é mais ﬁropriamen-
te um arquivo dos principais resultados homoldgicos a serem utili

zados neste livro.

A) DimensSc homoldgica versus sequéncias exatas curtas,

Aqui, Ticard patente a importéncia do lema de Schanuel

{na forma do Cor,IIL.6).

Lema TIT.9 (Suponhamos R 1local) - Seja O+ Z + F - M-+ 0 uma

apresentacio do médulo M {lembremos: F € livre). EntHo uma

(e uma s56) das seguintes condigdes tem lugar:

]
8

(1) d.h.(M) = d.h.(z)

(2) M & livre (logo, Z & livre)

(3) d.h.(M) = d.h.(Z) + 1 < =.

1

ObservagBo: (3) é realmente o caso fundamental nas aplicagoes,

enquanto que (1) e (2) devem ser vistos como casos "degenerados".

Demonstraciic: Seja
cie PPy F 720

uma resolugiic livre de 2 (finita ou infimita), Entdo

cee T, Fo F~M-+0

1 s

»

é uma resolugao livre de M. Pelo Corolédrio III.6, resulta que
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d.b, (M) = & d.h.(2) == e, além disso, d.h.(M) = d.h.(2Z) + 1,

Forcemos o argumento um pouco mais: seja

Q- Fn + ... + F. 2 FO + Z >0

1

fl

uma resolugdo livre de %, com n = d.h.{Z) < ». Novamente, da
resolugdo O - F_ & ... + F,» F+ M~ 0 podemos extrair uma de
comprimento = d,h.,(M). Isto forga d.h.(M) = d.h.(2)+1, a menos

que Z e M sejam livres {isto é, de d.h. = 0).

//

0 lema acima serd utilizado na demonstragic (e é um caso

particular) da seguinte proposig3o.

Proposicio ITT.10 - Seja O+ N+ M K + O uma sequéncia exata

de médulos. Entao

(1) Se dois guaisquer dos médulos N, M, K +&m dimensdo homo-

légica finita, o terceiro também a tem.

(ii) d.h.(M) < d.h.(N) = d.h.(K) = d.h.(N) + 1

d.h, (M)

v

d.h,(N) = d.h.(K) = d.h.(M)

d.h.(M) = d.h.(N) = d.h.(K)

[0

d.h, (M)+1 {caso "indetermi-

nado™)
Demonstragfo: A idéia 8 construir resolugdes livres simultfneas
dos 3 médulos (suporemos R local, pelas razoes técnicas anterior
mente mencionadas).

Tomemos um conjunto de geradores de M, XygeeerX s

Yyrevss¥,, tais que x;,...,x  geram N e ?l,...,is geram
M/N = K. Usando estes geradores, construimos apresentagbes
a! alf
0+2z +17 2 3 N 0, 042 a7 25K 0

e 0O+ 72 +ForF + M-+ 0.
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Deixaremos como exercicio verificar a exist@ncia de homomorfismos
Z -+ % e %+ E tais que o diagrama abaixo admite todas (colu-

nas e) linhas exatas e comuta no sentido usual

4] 0 0
| 4 i

0 — 72/ — z — ¥ — 0
# ‘} S 1//

0 — F —¥§For — F -—— 0
| ‘ '
paf a -
j !

0 — N —m M — K ~—=0
4 ! |
o] 0 6]

Repetindo este processo para a sequéncia 0+ Z' 3 zZ 2 2" + 0, e

assim, sucessivamente, obtemos resolugBes livres "simultfneasv de
N, M, K.

0 item (i) segue, por uma andlise deste processo, uti-
lizando~se o Coroldrio III.6.

Passemos a (ii). Suporemos que M, N, K tém d.h., < =
{ainda que ao resultado possa-se atribuir um sentido em geral), e
procederemos por indugdo sobre d.h.{N) + d.h.{M) + d.h.(K).
Finalmente, consideraremos apenas o caso d.h.({M) < d.h.{(N} como

tipico, deixando os demais como exercicios.

Ha dois casos possiveis:
1) M é livre,
Neste caso, K nao & livre. Com efeito, X 1livre acarreta-
ria a existéncia de um homomorfismo K -+ M tal que a composta
K+ M+ K é a identidade, logo K identificar-se~ia, por meio

deste homomorfismo, com um somando direte de M cujo complemento
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€ N. Assim, N seria estavelmente livre, logo, livre (R & lo

cal}. Mas, isto é impossivel j4 que, por hipdtese, d.h.(N)

A

> d.h.(M) = 0.

Assim, K n3o é livre, Pelo Lema IIT.9, d.h.(K)

= d.h.(N)+1, como querfamos.

2) M n3ec é livre.

Se K ndo é livre, pelo Lema III.9, d.h.(Z") = d.h, {K)-1.
Por hipbtese (e ainda pelo Lema III.9), d.h.(2z) = d.h,(M)-1.
Temos d.h.(2’) + d.h.(Z) + d.h.(2") g d.h.(N) + d.h.(M) + d.h.(K)
(até com certa folga), logo podemos aplicar a hipétese de indugdo,
Em qual dos casos estamos na sequénéia O+ Z°3 Z 2 7274 0 ; ora,
lembremos que N ndo é livre, pois d.h.(N) > d.h.(M) > O por hi
pétese. Entdc, d.h.(Z') = d.h.(N)-1 e, portante, permanece a
condig@o d.h.(Z) < d.h.(z'). Por indugZo, d.h.(2’) = d.h.(z')+1
¢, voltando, obtemcs d.h,(K) = d.h.(2")+1 = d.h. (2" )+2 =
= d.h.(N)-1+2 = d.h,{N)+1, conforme queriamos.

" também o é (mesmo argumento usado

Se K é livre, 7
acima, no case 1)). Como M e N nloc sfec livres, segue do Lema
IIYX.% que d.h.(Z) < d.h.(2’). Por induclo, d.h.(Z) < d.h.(2')
= d.h.(2") = d.h.(2")+1, o que é impossivel pois d.h.(2") = O.

Assim, KX n#o pode ser livre neste caso.

B) A homologia de um complexo.

Nogao subjacente & de resolugao livre é a de complexo
(de médulos), a qual deve ser introduzida o quanto antes,

Uma sequéncia de R-médulos e R-homomorfismos
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cer B G, 1, ¢, C, 1+ ... (i ¢ 2)

é um complexo se d.-+d

. . =0, i€ Z. Os homomorfismos d. sHo as
i Ti+l i

diferenciais do complexo.

Parte substancial da teoria reduz-se aoc estudo de com-
plexos "ad esquerda", i.,e., tais que Ci = (O) para i < 0,
"Complexo” neste livro significard, salve mengao explicita em con
trdrio, "complexo 2 esquerdé"; Uma notagﬁo corrente para designar
um complexo & € (= (Ci)izo) e serd usada tanto quanto possivel

neste texto. C; € denominado a componente (ou o termo) de grau

i de C .

Existem, para cada i = 0, dois médulos notdveis:

Zi(C } nﬁcl(di) {= ciclos de grau i)

Bi(C_) = im(di+l) (= bordos de grau 1i).

A definigi@o de complexo traduz-se pela inclusao Bi(C } s Zi(C ),
i= 0,
se B;(c ) =12;(c ), dizemos que C & exato em grau

i; ¢ 4 dito exato (ou aciclico) se for exato em grau i, para

todo i =z 0.
Em geral, medimos a inexatiddao de um complexo através
do quociente Zi(C )/Bi(C )y 4que é chamado o médulo de homologia

de grau i (ou, simplesmente, a homologia em grau i) de C .

A notagac usual é Hi(C.).
Se os termos Ci prertencem a determinada categoria de
médulos, dizemos que C é um complexo de médulos nesta categoria.

Por exemplo, temos complexos de médulos livres, projetivos, inje=
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tivos, etc. Neste sentido, uma resolugao livre & um complexo exa
to de médulos livres finitamente gerados,

Em verdade, pode-se até mesmo falar na categoria de com

plexos, etc, Para nds, serd suficiente saber o que se entende por
uma aplicag3o (ou morfismo) de complexos: dados complexos ¢ e
¢’, com morfismo C —te¢’ & uma colegdo f = (fi) 0 de R-ho-
. ——— - . . ia
momorfismos fi: Ci -+ C; tais gque o diagrama abaixo é comutativo:
d, d,
isl i
res . . e
41 Cy R S
T ! * f T
i+l | l i i-1
a’ d’
7 i+l r i ’
cea = Ci+1 Ci Ci-l 2+ ...

Podemos, entdo, definir isomorfismo de complexos na ma-
: FE
neira obvia.

Mais precisamente, o que acabamos de definir & um mor-
fismo de grau 0. Se existir um %k (fixo) tal que fi: c; Ck+i’
i= 0, o morfismo & de grau k.,

Passar de um complexo A sua homologia é um processo fun

by
torial. Assim, dade um morfisme € —=C' de complexos, obtemos

ao menos um punhado de R-homomorfismos H (f} = (Hi(f))iéo’
. ’
H; (£): Hy(c ) » H;{c).

Deixamos ao leitor a tarefa de constatar a existéncia de tais ho=-

momorfismos.,

Por uma "sequéncia exata" de complexos,

o+c Ec _B.¢ 40,



~-80-

entendemos um par de morfismos f£: ¢’ 2+ ¢, g: Cc ~» ¢ de com-
plexos tais que, para todo i = 0, a sequdncia

0+t Ao Pl o
i i i

é uma sequéncia exata curta de médulos.
Em virtude do cardter funtorial da homologia, deduzimos

uma familia

H, (£)

H, (&)
H, (¢’ } H, (¢ ) —F— H,(C"), iz 0

de sequéncias de R-homomorfismos.

Trata-se de um punhado de seguéncias desencontradas ou
existe um fio comum gue as conecte? A resposta estd contida na
feste jada

Proposicaoc ITT.Lll ("Sequéncia exata longa de homologia") - Seja

o+ c —fa-c —ii‘cf + 0 uma sequéncia exata de complexos. En-

t30, para todo 1 = 1, existe um R-homomorfismo §&,: Hi(C”) -

+ H; ;(¢’) (chamado homomorfismo de conexdo) tal que a segquéncia

H, (£) H. (g) 5.
cee » H(C0) ——— H(C)) —= H, (¢}) ——
5 H, -(£) 1, (&)
1 i-1 -1 3 -1
58, _,(¢") ———> H;_,(c) ————n, ,(¢) "=
-t .

.
é num complexo exate.

Demonstraggo= Daremos a receita para obter Gi’ deixando a ve-
rificagao dos detalhes como exercicio.

Para tanto, focalizemos uma fatia da seguéncia dadas
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0 — ¢} 1 c; 3 ¢ ~ 0
!
I t4
0 —cf , —Egy, bl Cier—> O
i l di1 l 91
Dado um cicle de grau i de Cﬁ, z; £ Zi(Cﬁ), queremos antes

de mais nada associar a este ciclo um ciclo de grau 4i-1 de ¢'.

Ora, por hipétese, existe c, € C;, tal que gi(ci) = zg. Por

outro lado, g; ;(d;(c;)) = d}(g;(e;)) = @5(2]) = 0 jd que

i 7 .
2, € Z;(¢"). Desta maneira, obtemos um elemento d,(c;) € C; 4

que € levado no O por g;_;, isto é, a;(c;) = fi_l(c;_l) pa-

r

!
ra algum c_1 g Ci-l'

Resta verificar que c;_l € Zi_l(Ci). Mas, temos

3.2 1005 5)) = a3 (85 _1(e5 1)) = (9;_3-9;)(c;) = 0 o como

PR ‘ ‘
f;_, ¢ injetora, resunlta di-l(ci-l) = O.

Para completar a receita, & preciso analisar a dependén

+ £ ! -
cia de cf 4 € Z; ,(C’) do elemente o, € C; selecionado a esmo.
Mas se e, € Ci é outra escolha permissivel com resultado

4 I ~ _ II_ " -
el _; € C{_q, entlo gi(ei-ci) = zj-2z{ = 0, de modo que

e;-c; € im(f;). Neste caso, tem-se a;{(e;)=d;(c;) € im(a;-f;),

i ’ ' r
logo d,(e;) - d, (c;) = fi_l(di(ai)), para certo aj € Cj. Co=
PR ’ ’ ¥} . .
mo f; , & injetor, ej ;-ci ; € Bi-l(c.)' Assim, obtivemos que
a classe de c¢f ; (médulo bordos) néc depende da escolha de ¢,

mas tZo somente do ciclo imicial = € Ci. Isto significa que,

até agora, inventamos um R-homomorfismo Zi(C”) + Zi_l(C')/Bi_l(C'L
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Resta mostrar que este induz, por sua vez, o desejado

homomoxrfismo de conex3o

' 6.
Ul i 1 ! 2
z;(€7)/B; () 2y.1(¢)/B; _4(¢]) -
Deixaremos esta tarefa como exercicio, bem como a de verificar

que os homomorfismos de comnexao encaixam sob medida para formar

A Y
uma sequéncia exata {longa).
Qbservagdo. Em situagBes concretas, tem interesse explicitar os
homomorfismos de conexdo. Na 59950 h, veremos um exemplo em gue

se pode descrever facilmente estes homomorfismos (sequéncia longa

da homologia de Koszul),.

¢) 0s mddulos Tor?(M,N); ndécalage™.

A construgldo depende do conceito de produto tensorial
de médulos, conceito este totalmente andlogo ao de produto ten-
sorial de espagos vetoriais.

Dado R-médulos M e N, escolhemos uma resolugZo li=-
vre de M,

d1 do
cee Fl Fo-———*-M -+ 0,

a gqual multiplicamos tensorialmente pelo médulo N. Resulta uma

sequéncia de R-homomorfismos

d.e1 4 @1
cer > FiON —1—N-.F0®N 2 N mMe N+ o,

que é, de fato, um complexo como se pode verificar facilmente.

(N.B. - Por definig3o, (df@lN)(9£®n) = di(ei)®n, onde e, € F,
e mn g N).
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Consideremos, finalmente, o complexo truncado
ves Ff@N + PN 0.

0 i-ésimo mdédulo de homologia deste complexo € denotado por
TorE(M,N) (ou Tor, (M,N}). Pode ser demonstrado que tais médu-
los dependem apenas de M e N e nao de una resoluégo particular
de M.

A sequédncia longa dos Tori é obtida da seguinte manei-

ra. Como dado inicial, temos uma sequéncia exata de R-mddules
G ¥ + MM 4+ 0

e um R-médulo N. Pelo processo usado na demonstragdo da Proposi-
gdo III.10, podemos construir resolugbes livres simultdneas de
M, M e M, resultando um diagrama cujas sequéncias horizontais

sdo todas exatass

| : !

o o FE + F; + F, =+ 0
| |

C 4+ F 4+ F_ o i’ + 0

Q [s3 Q

} | |

0O + M =+ M =+ M -+ 0
} i ’
o) o] 0

Em seguida, multiplicamos tensorialmente por N tudo que estd a
vista. Resulta um diagrama andlogo, cujas segquéncias horizontais
de médulos livres gHo ainda exatas (uma vez que sio cindidas, isto
é, Fy=TF| 0 Fg). Consideramos, entdo, o diagrama associado trun

cado na sequéncia O -+ M'®N + MON - M'®N + 0. 7Tal diagrama §, en

tdo, uma sequéncia exata de complexos (verticais), de modo que re-
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sulta uma sequéncia exata longa em homologia:

5.
++. @ Tor, (M ,N) + Tor, (M,N) » Tor, (¥ ,N) —

&
1
- Tori_l(M”,N) F ieens Torl(M',N) —

+ Tor (M ,N) + Tor,(M,N) + Tor (M,N) a0,

Observemos que, como se verifica facilmente, para dois médulos
M, N tem-se sempre Turo(M,N) = M@N. Assim, a sequéncia exata
dos Tory é a sequéncia apropriada que estende a sequéncia
M'®N -+ MON - M'®N -+ O.

0 gque dizer dos Bi? Em alguns casos, 08 6i assumem uma
forma particularmente simples (vide o caso da sequéncia longa da
homologia de Koszul, §4). Na situagdo presente, os homomorfismos
de conexdoc sdc um pouco intrincados edependem, para sua explicita
gdo, da natureza dos médulos Tori. Em verdade, a estrutura de
tais médulos é pouco comhecida (cf. Cap.IV, §l). Por tal, conten
tamo-nos en tratar um caso especial.

Nomeadamente, seja I <€ R um ideal e‘consideremos a

sequéncié exata estrutural
O+ I+ R+ R/T= O.
Aplicando Tori(-,I), obtemos a sequéncia
.. = Tor,(I,X) =+ Tor,(R,I) + Tor, (R/I,I)
+ Tor; (I, I)» ......... # Tory(R/I,T)
+ IQ@T -+ T - :[/I2 + 0,

Mas, como R € R-livre, Tor;(R,I) = (0) para i = 1 (vide

. ~ . . joud .
Exercicio h). Da sequéncia acima resultam, entao, as seguintes
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informagdes:

&
Tori(R/I,I) o~ Tori_l(I,I), i > 2 ("décalagen)
5
0 + Tor, (R/I,T) —e 1gT 4 1% 4 0 {"sequéncia de torgdo de IRI®)

Obs.: Obtemos resultado andlogo de "décalage" com Tori(-,N).

Assim, todos os homomorfismos de conexdo sAo isomorfis-
mos, exceto 51 que injeta Tor,{(R/I,I) no produto tensorial
™I, como niicleo do homomorfismo candnico IRI - 12 tal que
a®b = ab. Isto fornece uma descrigho implicita (iste &, que de-
pende 55 de I < R) de Torl(R/I,I).

Podemos obter Torl(R/I,I) mais explicitamente, usando

a prépria definigio. Seja

«+s » F, =+ F_ -+ R+ R/T=0

N v
Z
VAR
0 0

1

uma resolugio de R/I. Entao:

Tor; (R/I,I) =nucl(F ®I » R®T)/im(zeI)
= nucl(IF  ~ I}/TZ

=~ Z N IF /IZ.

Observemos, finalmente, que para calcular Torl(I,R/I)
podemos usar a mesma resolugdo para I (truncando em
R+ R/T + 0 e aumentando de I + O). A sequéncia longa associa=-

daa 0+ Z~+TF - I+ 0 fornece entio a sequéncia exata
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o - Torl(I,R/I) + Z/IZ 5 F_/IF - I/I2 + 0,

Por outro lade, é claro qué ker(Z/IZ ~+ FO/IFO) = (ZﬂIFO)/IZ-
Resulta gque Tor, (I4R/I} =~ Tor;(R/L,I}.

Na verdade, pode-se mostrar que, guaisguer que sejam os

médulos M, N, tem-se Tori(M,N) = rTor, (N,M), i =z O.
Uma iltima palavra sobre os R~médulos Tori(I,R/I).

Das consideragBes acima ("décalage" + comutatividade), segue que
Tor; (R/I,R/T) =~ Tor; ,(T,I), i= 3

Tor,(R/I,R/T) = Tor,{I,R/I) <1 & I.

Além disso, aplicando Torl(-,R/I) 4 sequénecia O =+ I+ R + R/T =+
+ 0, resulta que Torl(R/I,R/I) = I/Iz.

Consideremos o R-médulo

def .
Tor{R/T,R/T) = @& Tor,(R/I,R/I} > R/I & I/I2 ® Tor,(I,R/I} @
® Tor;(I,I) ®....
Por um resultado de Tate [Tal, R/T admite uma resolugfo livre

(infinita, em geral) ... + F, + F; * F_ - R/T > 0, F =R,

o

tal que o R-médulo @ T, pode ser munide de uma estrutura de
R-dlgebra diferenciaizgraduada, anti-comutativa. Segue (vide ain
da loc,cit.)} gque Tor(R/I,R/I) acima definido herda uma estrutu-
ra andloga. ' A import&ncia de tal estrutura é evidente em vdrios
contextos (cf. [G6-1],[Tal).

Em especial, se R & local e k = R/m, temos a R-41-
gebra Tor({k,k). O0s R-médulos Tori(k,k) 530 k-espagos vetoriais

de dimens@o finita b, = b, (R) (ndmeros de Betti de R). O estu-

= "
do da série g bt

1 (série de Poincaré de R) ¢é um tema cen-
i=0
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tral em Algebra Comutativa (vide "Rebobinande" para outras infor-

e R
magoes sobre Tor,(k,k}).

D) Dimens3o homoldgica em termos dos TorE(M,N).

Queremos dar uma caracterizag@o de d.h.(M) em termos

do anulamente dos médulos Tor?(M,-). Suporemos, para todos efei

tos, que R,m ¢é local. Pomos k = R/m.

Proposicao ITY.12 - Seja M um R-médulo. Entio, tem-se:

R
d.h.(M) s n =« Tor . {M,k) = (0).
Demonstragio: (=) Pelo processo de "décalage", ohtemas
Torn+1(M,k) = Tor (Z;,k) =... Tor, (2Z,,,k)

(precisamente, fracionamos uma resolugfo livre de comprimento

de M nas sequéncias curtas de syzygys,

Q- Fn -+ Fn_1 I Fl -+ F0 - M O
NN N
Zn Zn-l Z1

e aplicamos a sequéncia longa dos Tor a cada uma dessas sequén-

cias, sucessivamente).

Como Z  =F, ¢ livre, Torl(zn,k) = (0). Logo,
Tor, ,(M,k) = (0).
(€} seja ...+ F_ + ... Fy» F,+ M+ 0 uma resolugdo livre
(p055ivelmente infinita) de M. Como acima, por "décalage", te=

mos

Torn+l(M,k) = Torl(zn,k).
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Mostraremos que Tor,y{z ,k) = (0) = 2z, 1ivre, o que é suficiente
para concluir que d.h.{M) < n. Ora, seja 0+ Z 2 TF -+ Z =0

uma apresentagfo de 7, tal que ZC mF {(isto é sempre possivel?)
e apliguemos a sequéncia longa dos Tor's a esta sequéncia. Resul=-

ta a sequéncia exata
0 =+ Tor,(z,,k) + Z/mz » F/oF - Z,/mz - O,
logo, por hipétese, a sequdncia exata
0+ Z/mz + P/uF + Z_/mz_ -+ O.
Mas, o niicleo de Z/mZ -+ F/mF é 2 0 mF/mzZ, como se verifica

imediatamente. Assim, Z N mF = mZ. Por outro lado, por cons-—

trugio, 2 < mF. Segue que Z/mZ = (0) e, pelo lema de Nakayama

(Exercicio 10(b) do cap.I}, Z = (0). Assim, Z = F é livre.

Coroldrio ITT.13 - Seja R,m local, k = R/m. Tem-se:

d.gl.(R) < n « Torn+l(k,k) = (0).

Em particular, d.gl.(R) = d.h.p (k).

Demonstragao: (=) Resulta da Proposigio ITT.12.

{«) pela Proposig¢ie TII.1l2, temos d.h.R(k) < n. Novamente, por
rdécalage", Torn+1(M,k) = (0} para qualguer médulo M. Ainda
pela Prop05i950 Irr.12, resulta d.h.(M) < n para todo médulo M.

Consequentemente, d.gl.{R) = n.

//

Observag@o. O coroldrio mostra, em particular, que (iii) e (iv)
do Teorema IIT.7 sfoc equivalentes. Isto responde por uma grande

simplificagl3o na teoria dos anéis regulares.
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E} Dimens3do homoldgica na passagem R -+ R/(x).

Como antes, R,m é um anel local e x € m.

Dado um R-mddulo M, temos trés dimensoes homoldgicas
em cena: d.h. (M), d.h., (M/xM) e d.h.R/(x)(M/xM). Neste pa-
régrafo, queremos comparar estas dimensGes, para o que necessita
remos fazer hipdteses sobre a natureza varitmética" de x. Aassim,
o0s resultados a sepguir devem ser vistos como primeiros resultados
ligando o aspecto aritmético (isto é, divisores de zero, etc.)}
com o homolégico. Eles foram popularizados por Kaplansky [Kal]
como "teoremas de mudanga de anel",

Comegaremos com uma desigualdade que vale para homomor-

fismos arbitrarios.

Propesicio Tir.1l4 (Cartan-Eilenberg) - Seja R * S um homomorfis-

me de anéis locais. Para todo S-médulo N, Qque é finitamente ge-

rado sobre R, tem-se

d.hoo(N) £ duho (N) + d.hop(s).

(N.B. Um médulo sobre S é naturalmente um médulo sobre R

através do homomorfismo R = §).

Demonstragfio:s Se d.h. (N) == ou d.h. (8) = =, ndo hé nada a
mostrar. Logo, suporemos ambas finitas. Por indugEo sobre
d.h. (N).
- . d
d.h.S(N) = 0> N 6 S-livre = N= &, algum d=z= 1

= d.h.(N) = d.h.R(Sd) = d.h.,(8) (por que?).

d.h. (W) = 1= apresentagio 0+ Z + G+ N+ 0 de S-mdédulos,

com d.h. (4) = d.h. (W) -1
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> d.h.(z) = d.h.s(Z) + d.h. o (s)
(indug3do)
= d.h.S(N) + d.y.R(s)-l.

Agora, examinamos as dimens9es homoldgicas, comec R-médulos, dos
termos da sequéneia 0+ Z + G+ N + 0, usando a Preposigdo ITI.10,.
Primeiro, se d.h. (G) £ d.h. (z) entdo d.h.p(N) < d.h. (2)+1.
Levando na desigualdade acima, obtemos, efetivamente,

d.hp(N) s duhe (N) + d.h.p(8). Resta o caso d.h. (G) > d.h. (z),
gquando entdo tem-se d.h.R(N) = d.h.R(G)'= d.h.R(S), logo, por

maior razdo, d.h. (N) < d.h. (N) + d.h.p(8).

/7

Observagbes. (1) A hipétese de N ser finitamente gerado como
R-médulo entra apenas para asseguar que d.h.R(N) tem sentido,
dentro do contexto da definigdo dada neste livro. Com a defini-
¢io de d.h.(M), para M ndo finitamente gerado, esta hipdtese
é supérflua. Por outro lado, ela é sempre satisfeita se o pré=-
prio S for finitamente gerado como R-médulo, o que é suficien-

te para muitas aplicagdes.-

(2) Em geral, nic pode-se esperar a igualdade na proposig3o acima.
E a razdo é simples: tomemos R um anel regular (preéssuporemos

¢ Teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum) e¢ R/I um quociente nio
regular, Entgo, existe um R/I-médulo N (por exemplo, N = E/I)
tal que d.h.R/I(N) = =, Mas, ‘d.h.R(N) <o e d.h. (R/I) <o

j4d que R & regular. Logo, nac hd igualdade., Mas, o mal estd
todo presente neste exemplo. Em verdade, supondo sempre que S

é finitamente gerado como R~médulo, se tivermos d.h.R(S) < @ e

d.h.S(N) < =, entio vale a igualdade. Este resultado, devido a
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Auslander-Buchsbaum [(A-B)z], serd obtido como consequdnecia da

igualdade de Auslander-Buchsbaum (neste capitulo, §3).

Em seguida, especializaremos a situag@o acima, pondo
S = R/(x), x € m. A primeira proposicio é uma consequdncia ime-
diata do caso da igualdade na Proposiglo TIT.14, conforme obtido
por Auslander-Buchsbaum (vide Obs.2 acima). Como ela se insere
naturalmenté no contexto desta segao, daremos seu enunciado, su-

gerindo uma demonstracio alternativa.
i .

w
Proposigdo IIT.15 - Seja R,m local, x ¢ m tal que x & Z(R)

e N, um R/(x)-mddulo tal gue d'h'R/(x)(N) < =, Entao.

d.h. (V) = d.h.R/(x)(N) + 1,

X

Demonstrag@io: Como x & Z(R), © - R == R+ R/(x) é uma re-
solugfo livre de R/(x). Consequentementa, pela Proposigdo IIT.1k,

- - * J - - -
tem-se d.h.p(N) < d.h R/(x)(N) + 1

Por outro lado, um exame cuidadoso da demonstragao da

Proposi¢do ITI.14, com S = R/(x), pSe em evidéncia o fato seguin
te: se d.h. (N} < =, a igualdade d.h. (N} = d.h. (N} + d.h.,(8)
tem lugar a menos, possivelmente, que d.h.S(N) < 1. Assim, para
terminar a proposigi3o, temos apenas de verificar o caso

d'h'R/(x)(N) <= 1 diretamente, o que sera deixado como exercicio.

Proposicdo IIT.16 -~ Seja R,m local ¢ x &€ m tal que x 4 Z(R).

Se M ¢ um R-médulo tal gue x & zZ(M), entio
d,h.R/(x)(M/xM) = d.h.(M).

Faremes usoc do seguinte lema.
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Lema III.17 - Seja N um R-médulo e x € m tal que x ¢ Z(N).

Entio N/xN R/(x)-livre = N R-livre.

Demonstraglo: Seja 0 4 Z -+ F L.N + 0 uma apresentagio de N
tal que 7 € mF. Mediante multiplicagfio tensorial por R/(x),

obtemos a sequéncia exata
0+ (2ZNxP)/xZ + Z/xZ <+ F/xF » N/xN + 0.
Por outro lado, existe um homomorfismo sobrejetor

0 (O):Nx + (ZhxTF)/xZ,

definide da seguinte maneira: se a € (0):Nx, tomamos dqualquer
be F tal que ¢@f{b) = a e pomos t(a) = xb. Deixaremos como
exercicio a verificagfo de que {§ estd bem definido e é um homo-
morfismo sobrejetor.

Por hipétese, (0):Nx = (0). Resulta, entfo, uma se-
quéncia exata

0+ Z/xZ -+ F/xP » N/xN + 0,

com a propriedade adicional de que Z/xZ < m-F/xF. Por hipétese,

N/xx & R/(x}-livre. Logo TF/xF = (Z/xZ) & (N/xN). Necessaria-

mente, 2Z/x%Z = (0). Novamente, pelo lema de Nakayama, Z = (0).

Voltemos A proposigao.

Demonstragdo (da Prop.TII.16): Primeiramente, vejamos que

d'h'R/(x)(M/XM) < & = d.h.R(M) < . De fato, seja

‘

vee Fn - Fn-l B e ? Fl -+ F0 3 M- 0

uma resoluc3o livre (possivelmente infinita) de M. Aplicando

ndécalaget ou, diretamente, como na demonstraggo do lema, obtemos
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uma sequéncia exata
ces B /xF_ Fn—l/XFn—l + ... +'Fl/xFl +‘FO/xFO + M/xM + 0.

(N.B. Precisamos x ¢ %Z(M) para a sequéncia 0 3+ Z, + F -+ M+ 0O

1
e x¢ Z(R) (» x € %(Z;)) para a sequéncia de syzygys

07z, ;+F; > 2+ 0).
Pelo Coroldrio IIL.6, % /xZ  é R/(x)-livre, para algum
n. Ppelo lema anterior, Z é R-livre. Logo, d.h.R(M) < w,
Finalmente, se d.h.R(M) = n, repetimos o argumento a-

cima para uma resolugdo livre de M, de comprimento m.

//

Como consequéncia, obtemos a Gltima igualdade de "mudan

ga de aneln.

Coroldrio IIT.18 - R,m local, x € m tal que x £ Z(R) e _tal

gue x ¢ z(M) (M um R-mdédulo). Entio, se d.h,o (M) < =, tem-se:

d.hep(M/xM) = d.hop(M) + 1.

Observagio. Em ambos Proposigdo ITI.16 e Coroldrio ITT.18, as hi
péteses de que x g Z(R) e x ¢ zZ(M) sH5o exigidas simultanecamen-
te, I natural perguntar se uma implica na outra. Ora: é claro
que x & Z(R) f:§> x & Z(M) significa que M € livre de torgio
{vide cap.I, §1, Exemplo (6)). Quanto a implicaglo x ¢ Z(M) =

= x ¢ Z(R) € falsa, em geral. Mas, os contra-exemplos que se sa
be escrever sio todos com d.h.R(M) =®. Se d.h.R(M) < @, tra-

ta-se de um problemz aberto, conhecido como a "conjectura do divi-

sor de zZero". Trataremos deste problema no Capitulo IV.
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§3. A igualdade de Auslander-Buchsbaum. Médulos perfeitos.

Nesta seggo, demonstraremos uma igualdade fundamental,
que pode ser cousiderada como um dos vértices da Algebra Comuta-
tiva, A demonstragﬁo propriémente dita, apés o aﬁarato que vimos
desenvolvendo nas se;ﬁes anteriores, adquire bastante simplicida-
de. A igualdade relaciona os dois invariantes centrais deste cur
so, profundidade e dimensZo homolégica, de uma maneira surpregndeg
te. As aplicagaes, por outro lado, poder-se-ia dizer Que sao tan

tas quanto se queira; daremos algumas mais tipicas.

Teorema TII.19 (Auslander-Buchsbaum [(A-B)l]) - Seja R,m um anel

local, Se M # {0) 4 um R-mddulo tal que d.h.R(M) < w, entao

d.h.R(M) + prof (M) = prof (R).

Demonstragiio: Distinguiremos trés casos.
1) prof(R) = O.
Neste caso, veremos que, necessariamente M ¢é livre e, conse-

quentemente, d.h.(M) =0 e prof(M) = prof(rR) = O.

1

Ora, se d.h.(Mj =n >0, o syzygy Z, , de uma resolu
gao livre de M {de comprimento n) tem d.h. = 1. ZLogo, pode-
mos supor de entrada que o propriec M tem d.h., = 1., Neste caso,
seja 03 Fy » F,* M+ 0 uma resoluglio livre de M tal que

F, © mF . Por hipétese, m € Ass(R). Logo, m = (0):r, para al-

gum T £ R, T £ 0. Segue que TP, © remf_ = (0). Mas, T é

-0 1

livre; logo, r = 0: contradigdo..
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2) prof(R) > 0 e prof(M) = O.

Procedemos por indugdo scobre prof(R). Para isto, tomemos
x ¢Z{R). Entdo, prof(R/(x)) = prof(R)-1 (cap.ITI, §1).
Precisamos também de um R/{x)-médule para aplicar a hipétese de

indugdoe. 0 candidato é Z/xZ, onde 0+ Z 4+ F + M+ 0 & uma
apresentagdo de M. Devemos verificar duas coisas:
d'h'R/(x)(Z/xZ),< ® e profR/(x)(Z/xZ) = 0. A primeira resulta
imediatamente da Proposigdo IIT.16 jd que x ¢ z(zZ) (notag3o,
quantos crimes...). Quanto a4 segunda, precisamos calcular um pou
co. Por hipdtese, m€ Ass(M): seja O £ a € M tal que am = 0.
Escolhamos uma pre-imagem e de a em F. Como a £ 0, eg¢d Z;
segue que xe ¢ xZ (F é livre!). Por outro lado, emc Z, lo-
go xe.mC xZ. Assim, m estd contido num primo associado de
7/%xZ, logo é um tal primo (n3o faz diferenga considerar Z2/xZ
como R-médulo ou R/(x)-méduloc no que toca A profundidade, cf,
Prop.IT.6, Cap.II).
fistamos, agora, prontos para aplicar a hipdtese de in-

dug8o, e o fazemos:

d.h.R/(X)(Z/xZ) = profm/(x)(R/(x)).

Mas, temos: -d.h.R/(x)(Z/xZ) = d.h., (2) (Prop.III.16)
= d.h.p (M) - 1 ' (Lema III.9),

e prof (R/(x)) = prof(r) - 1.

Consequentemente, d.h.R(M) = prof(R), como queriamos,

3} prof(rR) > 0 e prof{M) > 0.

Neste, podemos escolher x € m tal que x¢g Z(R) e x¢ Z(M)
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{por que?)., Como antes, temost:
d.h.R/(x)(M/xM) = d.h. (M) (Prop.III.16)

prof (R/{x)) = prof{(R)-1

1]

profy () (/%)

prof (M/xM) {vide Prop.TI.6,Cap.II)

profm(M)-l (cap.IT,81).

Ent3o0, pela hipdtese indutiva ou pelos casos 1 e 2, e usando as

ignaldades acima, obtemos a igualdade procurada.

//

Em seguida, consideraremos algumas aplicagaes da igual-
dade de Auslander-Buchsbaum. A primeira delas é para a obtengdo
de uma igualdade entre dimensdes homolégicas na passagem por um

homotiorfismo (vide Prop.TII.14,§2).

Corolirio ITI.20 {Auslander-Buchsbaum [(A—B)zj) - Seja (R,m) =

+ (g,n) um homomorfismo de anéis locais tais que S seja fini-

tamente gerado como R-mdédulo, Seja N um S-médulo finitamente

gerado. Entdo

d.h.p(s) < =

s).

= dih.o(N) = d.ho (W) 4 d.h.p(

d.h. (V) < =
Demonstragﬁo: Pela Proposigao TIT.1l4, temos a desigualdade
d.h,p (W) s d.h. (N) + d.h.p(S). Logo, d.h,p(N) < =. Pelo Teo-

rema IIT.19 e pelo Exemplo (7), Capitule IT, §2, temos:

d.h.R(N) profm(R) - profm(N)

d.h.p(8) = prof (R) - prof (s}

d.h.S(N) prof _(8) ~ prof (N) = prof (s) - prof (N).
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Disso segue o resultado procurado.

//

Coroldrio TIT.21 - Seja R 3 § um homomorfismo injetor de anéis

locais tal que S & finitamente gerado como R-médulo. Entio:

fd.h.p(s) < = J $ & R-livre
< ;
) C-M 11:{ Cc-M
Demonstragio: A implicagdc "<& " ¢é imediata. Reciprocamente,

as condigdes d.h.R(S) <w e § C-M dimplicam:

prof{s) £ prof(s) + d.h.R(S) = prof (R), (Teor.ITI.19)

A

dim(R} = dim(s), (propriedade das ex-
tensGes inteiras)

13

prof(S).

Logo, d.h.R(S) =0 e prof{R) = dim(R), como queriamos.

//

(Exercicio. Uma formulagiio andloga do tltimo coroldric é possi-

vel, com "regular" substituindo "C-M". @ual?)

A préxima consequéncia é conhecida como Teorema de Reeé
(publicado por este matemdtico em 1957, portanto simultaneamente
- mas, de forma independente - com a publicagﬁo da igualdade de
Auslander-Buchsbaum). A demonstragdoc {!} abaixo é, paradoxalmen-

te, atribuida a Chase no livro de Kaplansky [KazL

Coroldrio III.22 (Rees [Re])} - Seja R um _anel noetheriano e

M #£ (0) um R-médulo. Entdo:

prof (P) < d.h.R(M), para todo P € aAss(M).
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Demonstragao: S6 interessa o caso em que d.h.R(M) < o, Seja

. P € Ass(M)}. Entdo:

prof(P) < prof(PP) = PTOfPP(RP)

(M

d.h.RP(MP) + prof -P) {Teorema IIY.19)

Pp

u

d.h.RP(MP) + 0

A

d.h.o(M).

/!

(N.B. A rigor, como sd definimes d.h, com precisao ng caso de
um anel local, s5& temos o teorema acima neste caso. Coatamos com

a indulgéncia do leitor meste ponto de menor importéncial).

Em particular, como Ass(M) = Ass{R/{0:M)} (em verda-
de, muito menos do que isto & suficiente), resulta do coroldrio
que prof{0:M) = d.h.R(M). Aproveitamos, entic, esta ocasiaoc pa-

ra inserir um coaceito importante.

Definigio III.23 {R noetheriano) - Um R-mddulo M é perfeito se
£{0;: = d.h. .
prof (O:M) h R(M)
Esta terminologia remonta a Macaulay [Mac].
A igualdade de Auslander-Buchsbaum intervem, ainda des-

ta vez, para relacionar médulos perfeitos com médulos C-M.

gorolério ITI.24 (Macaulay-Crdbner-Rees) - Seja R um_anel local

C-M e I € R um ideal tal gue d.k.(R/I) < =. Entao

R/T é perfeito « R/I & C-M.

Demonstragdo: (=) Temos
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prof (R/T) = prof(R) - d.h.R(R/I), pelo Teorema TIT.19
= prof(R) - prof(1), porque R/T é perfeito
= dim(R) - alt(T), porque R & C-M
= dim(R/T), pelo Teorema IT,13,
(=)} £ andloga:
d'h'R(R/I) = prof (R) - prof(R/T), pelo TeoremaiIT.l9
= prof(R) - dim(R/I), porgque R/T & C-M
= prof {R) - (dim R-alt(T)), pelo Teorema TT.13
= prof (1), porque R é C-M.

//

No que segue, daremos alguns exemplos nao triviais de
médulos perfeitos. Parece ser esta uma boa oportunidade para en-

fatizar dois aspectos: primeiro, os mdédulos perfeitos constituem

os médulos de dimensiAo homoldgica finita "par excellence", no sen-

tido de que existem de maneira mais ou menos universal, indepen-

dente do anel; segundo, a principal fonte de médulos perfeitos

é a cldssica Teoria deos Invariantes de Cayley, Silvester et al,

se bem gque o pleno reconhecimento disto apenas tenha se dado nas

Altimas décadas.

Exemplos. (1) Seja R,m um anel local e seja T

{x) © R, com

X o= XypeensXy € m uma R-sequéncia. Entao, R/I é perféito.

H4 varias maneiras de verificar este fato, ¥is uma ex-

tremamente simples, usande a igualdade do Coreldrioc III.20. Como

prof () = n, devemos verificar que d.h.R(R/I) = n, TIsto € cla-
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ro se n =1, pois O+ R -2*=R -+ R/(x) » 0 ¢ uma resolugdo li-
vre. Por indugdo, d.h.R(R/(xl,...,xn_l}) = n-1. Agorda aplicamos

0 Coroldrio IIT.20 com 5 = R/(xl,...,xn_l) e N = R/I.

QObservagdo. 0 fato acima de que d.h.(R/I) = n também é uma con
sequéncia imediata da ProposigEo TIT.15. Em verdade, para qual-
quer anel R, R/T (I gerado por R—sequéncia) & um médulo per-
feito, ja que d.h.R(R/I) =n vale em geral e pode-se até cons-
truir uma resolugSo livre "universal" de R/I (vide a seglo se-

guinte, sobre complexos de Koszul).

(2) Seja R,m um anel local e seja M um médulo m-primdrio (is-
to é, Ass{M) = {m}) tal que d.h.(M) < . Entdio M ¢é perfeito.

Tsto é fdcil: como (0:M) é m-primdrio (vide Cap.T,
§2), temos prof(0:M) = prof(R). Pela igualdade de Auslander-
Buchsbaum, d.h.{M) = prof(R).

Neste exemplo vemos a extraordindria forga da teoria,
especialmente da igualdade de Auslander-Buchsbaum, jé que na pra-
tica 6 diffcil explicitar uma resoluglo livre de um ideal m pri
mario.

contudo, a teoria dos médulos perfeitos n3o se justifi-
caria apenas pelos exemplos acima. O joio é algo no estilo do

préximo exemplo. -

(3) seja R = Z[Xij] (anel de polindmios), 1< i=sm, 1< js<n
Se ja It c R o ideal gerado pelos determinantes tXt da matriz
ngenérican (Xij). Entso R/It é um wméiulo perfeito e

prof(It) = {m-t+1)}(n-t+1).

Agora, sim, temos dificuldades! Este fato (ou a sua de
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monstragaoc) tem sido objeto desde Macaulay, A palavra definitiva
é de Hochster-Eagon-Northcott ([ (EN;)],[H-E]). E importante sali
entar que este exemplo &€ substancialmente diferente dos anterio-
res, ja que se deseja um médulo perfeito sem se saber, a priori,
a profundidade d¢ anulador.

Se, digamos, mz2n e t = n, entdo existe uma resolu
gao livre explicita de R/It {o complexo de Eagon-Northcott);
vide [(E-N)l]. No caso t < n, existe evidéncia de que se pode
escrever explicitamente resolugbes livres ([ Lal,[Ni]).

N3o demonstraremos nenhum destes fatos (precisariamos
outros Coldquios!). Gostariames, contudo, de por em relevo um as-
pecto fundamental destes médulos, a saber, o da sua "perfeiggo ge,

nérica". Precisamente, mostraremos:

Proposicdo ITI.25 - Seja S um anel noetheriano, (Sij)’ l<i=sm,

1< j<n, uma matriz a coeficientes em S e I, = It(sij) c s

o ideal gerado pelos determinantes tXt de (Sij)' Se I, £ s

e prof(It) z (m-t+1)(n-t+1), entdo S/I, € um médulo perfeito
e prof(I.) = (m-t+1)(n-t+l).

Evidentemente, demonstraremos esta proposigd&o pressupon
do o Exemplo (3) acima(l). Desta maneira, consideraremos o homo-

morfisme "especializag@o® R = z{xij] + S5 tal due Xijh* S5 5¢ b0
claro que It(sij) = It(xij)-s. A proposigfo segue, entio, do se

guinte resultado, que nos presenteia com wm bonus extra.

(l) ~ I s
Tncidentalmente, a proposigao mostra que, no caso generico, po

deriamos ter comegado com A[Xij] em vez de ZEXij]' onde A @

um anel noetheriano qualguer.
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proposigiio TIT.26 ("Estabilidade dos médulos perfeitos") - Seja

R+ S um homomorfismo de anéis (noetheriancs) e seja I < R um

ideal tal que TS £ 8. Entdo:

R/T perfeito [s/I5 perfeito
e = I e
prof (IS} = pref(I) L.h.s(s/:ts) = d.h.,(R/T)
Além disso, se O+ F =+ ... F; > F 2 R/I + ¢ §é uma resclugio
de R/I, de comprimento = d.n.{R/I), entdo

o»Fn®Rs—»...—»Fo®Rs»s/zs—»0

4 uma resolucfio de §/IS.

Demonstragdo: Seja d o maior inteire tal que Torg(R/I,S) £ (0).
' Suponhamos, por um momento, que prof(IS} + d < d.h.[RAI). Neste
caso, como prof(Is) =z prof(I) = d.h.R/D) por hipbtese, resulta
d = 0, Isto implica em que, se F = R/T + 0 é uma resolugho de
R/I, entdo F_ @&y S = S/IS+ 0 & uma resolugao de $/IS. Assim,
d.h.S(S/IS) < d.h.R(R/I) = prof(I) < prof({Is) e como prof(IS) =
< d.h.S(S/IS) {Cor.IIT.22), resulta a igualdade prof(IS) =
= d.h,S(S/IS), como queriamos.

Desta forma, a demonstragﬁo depende agora do seguinte

resultado.

Proposic@o IIY.27 ("Sensibilidade 2 profundidade; forma fraca)

Seja R um anel noetheriano, M, N dois R-mddulos e X = XyseeesX

€ 0:M. Seja d o malor inteiro para o qual Tory(M,N} # (0).
Entdo:

x N-sequéncia = dsm < d.h.(M).
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(Para completar a demonstragdo anterior, aplicamos esta

GUltima proposigiio com N = S, M = R/I).

Demonstragie: Por indugio sobre n.

Se n = 0, queremos d<d.h.(M). (Suponhemos R,m 1lo
cal, por simplicidade). Ora, sabemos que d.h.(M) £ d-1 e
® Tor,(M,N") = (0) para todo médule N’ . (Como Tord(M,N) £ (03,
tem-se d.h.(M) = d.

Suponhamos, entfo, n > 0. Pondo x = xy, temos a se-
quéncia exata 0 + N —X+ N + N/xN + 0, que fornece uma sequéncia

longa de Torts:
s Tori(M,N)-—ia Tor, (M,N) - Tori(M,N/xN)
+ Tory _, (M,¥) — Tor_, _, (M,N)} » Tor, ,(M,N/xN) + ...

Como x € O:M, & fdcil ver gque TOri(M,N)-—E»-TOTi(M,N) é a a-

plicagfo nula, para todo 1. Obtemos, assim, sequéncias curtas
0 » Tor,(M,N) -+ Tor, (M,N/xN) - Tor; _,(M,N) + O.
Por hipétese, Tord+1(M,N) = (0). Logo,
Tord+l(}I,N/xN) = Tor, (M,N) #£ (0).

Analogamente, Tord+2(M,N) = (0) dimplica Tord+2(M,N/xN) = (0).

Por indugdo, temos (d+1)+(n-1) < d.h.(M), Zlogo dn = d.h.(M).

/!



~104-

Rebobinando: demonstracgio do Teorema de serre-Auslander-Buchsbaum

A esta altura, tendo desenvolvido uma teoria motivada,
por assim dizer, pelo teorema de Serre-auslander-Buchsbaum, nada
mais justo do que usar esta teoria para demonstrar o teorema.

Remetemos o leitor de volta ao Teorema TTII.7, onde se

afirmava a equivaléncia de quatro condigdes.
(i) = (ii) (R,m regular = d'h‘R(R/E) = dim(R))

Por hipdtese, m é gerado por uma R-sequéncia. Logo,

R/m é um médule perfeito (Exemplo (1), §3).

(11) = (iii) (d.h.(R/m) = dim(R) = d.n. (R/m) < ). Trivial.

1

(iii) » (iv) (d.h.(R/m) < » « d.gl.(R) < »), ¥ o (oroldrio TIr.13.

A

(i1i) = (i)  (d.n.(R/m)

o ndcleoc do teorema.

©w = R,m regular). Esta implicagdo é

ponhamos d.h.{R/m) = h, Como, além disso, prof (R/m} =

0, resulta da igualdade de Auslander-Buchsbaum que

d.h.(R/m) = prof(R). Queremos mostrar, portanto, que u{m) =

d.h.(R/m). Seja M(m) = s. O resultado segue dos dois fatos

1

seguintes:

(a) Tori(k,k) £ (0), .k = R/m.

(b} Qim Tor?(k,k) dim, F,/mF,, iz O, onde

cer Py Ty g e oo R/m + 0

é uma resolugfo minima (isto &, im(Fi) C mF; .., 1= 1) de R/m.

com efeito, de (a) e (b) segue que FS/EFS £ (0), 1logo
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F, #{0). cComo s 2 prof(R) = d.h.(R/m), forgosamente s = prof(Rr},
como queriamos. '
Resta-nos mostrar os fatos (a) e (b) acima.

Quante a (b), mais geralmente, seja

d,
i . )
ser PP ==, 0% ..+ F 4 M= 0

uma resolugdo minima de um mddule M (sempre existe; por que?),

possivelmente infinita. Tensorizando com R/m, obtemos um com-
plexo

- ai

F : A Fi/EFi ———a—Fi_l/EFi_l + ...+ F /mF 9+ 0
cujas diferenciais ai sf8o triviais {isto é, =0). Logo,

Hi(f_) = TF;/mF., i 2 0. WMas, por definigio, Tor?(M,k) o Hi(ﬁ'L

donde o resultado.

A demonstragio de (a) é menos simples. Em verdade, (a)

é apenas uma pequena faceta do seguinte resultado mais geral:

(Tate [Ta)] ) - S5¢ R,m & um anel local com k = R/m, a_ aplicagdo

k-linear candmica A(E/Ez) + TorR(k,k) = = an?(k,k) é injeto-
ra. iz=0

A aplicagd@o candnica A(E/E)z -+ TorR(k,k) resulta da
propriedade universal da dlgebra exterior, jid que existe de saida
um k-isomorfismo E/EF = Tor?(k,k) (vide ndécalage" dos Tor's,
§2, C.}) e que TorR(k,k) é uma dlgebra diferencial graduada,
anticomutativa, etc. (Cartan-Eilenberg). O problema é a injeti-
vidade.

Existe uma outra demonstragio, de autoria de Serre [ gse],

usando diretamente técnicas de resolugdes minimas,
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Nao demonstraremos o resultado acima, mas o leiftor in-
teressado deveria ler uma das (ou ambas!) memérias acima mencio-
nadas.

TFinalmente, uma demonstragfo diferente da implicagdo

(iii) = (i) é indicada em n"Presto" (Coroldrio do Teorema V-F).

§4. o0 método do complexo de Koszul.

Na segao anterior, relacionamos, através da igualdade
de Auslander-Buchsbaum, dois invariantes importantes de um médu-
lo: a profundidade e a dimens3c homolégica. Sempre que se obtém
um teorema deste tipo, pode-se esperar muitas aplicagoes. Imbui-
dos deste espirito, introduziremos agora um complexo cuja homolo-
gia "mede" a diferenga entre a profundidade e o nimero de gerado-
res {de um ideal).

Faremos uso de propriedadesda dlgebra exterior de um mé
dulo.

0 complexo de Koszul (ou complexo da dlgebra exterior)

depende de uma seguéncia xl,...,xn £ R (R pode ser qualquer
anel comutativo). Fixada uma base €serrs®y de Rn, existe um
dnico homomorfismo R ~%~ R +tal que e;r> %5, i=l,...,n. Este
homomorfismo induz outres: -

r_1 dr r-1.n
AR —= A R, r=1

r
t A
e; A..oh e, = T (-1)7 x; e, A..A e AcolA ey
1 T te=1 t

{onde "A"  sobre um elemento indica a supressio deste elemento).
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Evidentemente, dl = ¢ desde que fagamos as identificagdes usuais
1
ATR® = R" e A%R" = R
Verifica-se, diretamente, gque dr°dr+l =0, r= 1.
Logo, obtemos um complexo

a d a
0o ATRY —Pe qT7IRT 5 L4 AR Ee Rt o 1% s 0

de médulos livres, TUsaremos a notagio K_(i;R) para o complexo
de Koszul (K = Koszul, x para enfatizar a depend&ncia nos ele-
mentos xl""’in)' Insistimos em que os termos do complexo nao
dependem de x = XpaseesX 3 as diferenciais dr, sim.

0 complexo serd usado para testar x quanio a R—sequég
cias. Se quisermos testar x quanto a M-sequéncias (M um R-md
dulo)}, usaremos o complexo K.(E;R) ®y M, dque seérd designado por
K.(E;M). Assim, estendemos o complexo de Koszul & categoria de
todos os mdédulos e loge Veremos que K.(i;M) tem boas proprieda-
des funtoriais.

HA duas maneiras adicionais de ver o complexo K (i;R):

(1) como dlgebra associativa.

Consideramos a Algebra exterior ART = T Aar. Trata-

r
se de uma R-4lgebra associativa, graduada (Aar é a parte de

grau r) tal que ,
vA W= (-1)rs wAv , se v E& Aar, we APRD

e vA v =20 s Se W F Aar, r impar.

Além disso, as diferenciais dr fornecem, de maneira dbvia, um

R-homomorfismo d: AR® + AR® (de grau -1, pois vem das diferen

ciais dr) tal que
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ded = O

e d(vAw) = d(v) A w + (1) v A da(w), ve aATR", we AR

Deixaremos a verificagao destas propriedades como exer-
- = .
cicio.
Assim, é indiferente falar no complexo de Koszul ou na
dlgebra acima, munida da "derivagﬁo" d. TUma vantagem deste se-~
gundo ponto de vista é que obtemos, imediatamente, 03 seguintes

fatos:

i Z(K,{x;R =X Z (K (x;R & uma R-subalgebra da dlgebra
P Vit ] T Vst ]
Ir

K (x;R) e B(K (x38)) =ZI B (X (x;R)} ¢ um ideal em

Z(K, (xsR)).

(ZT(K;(E;R)) e Br(K'(i;R)) denotam, respectivamente,

o médulo dos r-ciclos e o médulo dos r-bordos; vide §2, B.)

(ii) se I = (x} < R, entdo I-H(K (x;R)) = (0), onde

»

H(X, (x;R)) = Z Hr(K {(x;R)) € a dlgebra gquociente
r M

Z(K,{x;R))/B(X_(x;R)} (chamada &lgebra de homologia do complexo

de Koszul).

Sempre Que o contexto nao deixar lugar a confusies, usa
remos as notagdes Z(K.), B(K_), H(K_), Zr(K-)’ etc.

Para verificar (i) e (ii), usamos a propriedade funda-
mental da derivagao d, conforme explicamos acima. Assim, se
vez (k) wez (k) entfo d(vaw) =0A w+ (-1)" vA 0 =0,
logo Vv A w§g Zr+s(K.)' Isto é suficiente para concluir que Z(K‘)
é subdlgebra de X , as outras verificacdes sendo triviais. De

maneira andloga, se V& Zr(K ) e w=4da(w)e¢ BS(K ) entdo
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d{vaw') = 0 A w 4 (-1)r v A dw) = (-l)r v A w, o0 que mostra
que v A we B, (K). Logo, B(K ) ¢é um ideal (bilateral) de
Z(K').
' Finalmente, se x € I = (x) < K, = A°R™, tomamos

ve K, = ATRY tal que a(v) = d,(v) = x. se we z (K ), temos

d{vAw)

i

xw, © que mostra que x'Z_(K )< B.(x ).
0 outro ponto de vista &:

(2) Como produto tensorial de complexos

Dados dois complexos

3
X_: sre 2 X Xn 17 e
:
', 7 n ’
X-. ...-’Xn—-Xn_l-D... P

o seu produto tensorial, denoctado (X@X') » ¢ um novo complexo,

definido da seguinte maneira:

n
(x@x’), = i§0 {x,_, ® x3) (soma direta)
e d: (xex") - (x®X') , & tal que
’ ’ n-i ’ ’
dp (g 5®x3) =3, 5 (g 1) @ %3« (1) x4 ® 33 (x3).

(Noteuse a semelhanga com a propriedade fundamental da derivagso

d de K ).

Deixamos os detalhes da verificagdo {de que (X®X').
é efetivamente um complexo) como exercicio.

Por .iteragac, definimos o produte tensorial de vérios
complexos (é tedioso, porém direto, verificar que o produto ten-

sorial de complexos & comutativo e associativo).
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Aplicando ao presente contexto, temos:

Lema TIT.28 - Sejam X = Xy,..+,%, € R g M um R-médulo. FEntdo

K_(i;M)=* K.(xl;R) ®...-0 K.(xn;R) ® M como complexos.
(N.B. M designa um médulo ou o complexo "concentrado em grau an

com M como termoc de grau 0).

Demonstragfo: ¥ suficiente mostrar que K (x3R) ~ K_{x,;R)®...®

® K (xn;R). Por indugdo sobre n. Para n=l, o isomorfismo é

a identidade. Para n > 1, escolhemos um isomorfismo ATR™ =
r_n-

= A"R 1 5] Ar-an—l. Usando a hipdtese de indugdo, resulta um

isomorfismo
((K (x13R) ®...0 K {x,_43R)) ® K (x3R)), =
r -
(x_(3;3R)®« @K _(x;_13R)) . ;8K (x,,R); = 'EO(Ar'an']“@K. (x,5R))
1=

ar—l r—an-l ar-l r-an-J.k ATRD.

>~ (A ® RY @ (A ® R) = A @ A

Deixaremos como exercicio a verificagao de gue tais isomorfismos
comutam com as diferenciais dos dols complexos (é um bom treino
para entender como age a diferencial num produto tensorial de com

plexos}).

//

Utilizando esta segunda interpretagao do complexoc de

Koszul, desenvolveremos algumas de suas propriedades técnicas.
X, Se I =(x)c R, entdo T.0H(K_(x;M)) = (0).

Interpretande K (x;R) como dlgebra anticomutativa, etc.,
vimos que I-H(K {x3;R}) = (0). Contudo, ndo se pode concluir,
imediatamente, que I-H(K (E?M)) = (0) para um médule M qual-

quer (apesar de K_(x;M) = K (x;R) @ M por definig3o, ndo vale
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om geral H(K (x;M)) = H(K (x;R)) ® M; vide demonstraglo da

Prop.IV.5, §1, Cap.IV). Precisamos de um estratagema diferente.

Lema II¥71.29 - Seja x € R e C umn complexo, Seja

f: X {x3R) ® ¢_ -+ (x_(x;R) ® ¢ )® (K (x3R) ® c )

o morfismo de complexos “inclus2o no primeiro fatorn, Entdo,

existe um morfismo g: (K (x3R) ® ¢ }) @ (K (x;R) @ ¢ )} -

+ K (x3R) @ C tal que gf = 1.

Demonstragio: Basta mostrar para K {x;R). Definimos g(a,b) =

= a+b, em graun 1, e g = identidade, em grau O.

/!

Para aplicar o lema é conveniente, primeiramente, fixar
a seguinte notagio: se ( é um complexo e d um inteiro,
o] (-d) dencta o complexo original “trasladado de d grausv,
quer dizer, C(-d)r =Co_g-

Consideremos, entrementes, a seguinte sequéncia exata

de complexos:
0+ X _(x;R) +» K _(%;R} ® K_(x3R) + K (x;R)(-1) = o.
Tensorizando com um complexoe € , obtemos ainda uma sequéncia

exata (por que?) de complexos

0 - K_(x;R)@C_—f-(K.(X;R)@C')®(K.(X;R)@C.)-'(K.(X;R)®C.)(~1) + 0,
i I f

Cy C,® C, cx(-l)

da qual deduzimes uma sequéncia de homologia
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M (1) H,(Cy)

Il
n
Hn+1(C£®cx) - Hn+1(cx(-1))

L

H ()
» Hy(c,) — H(cwc,) » H(c (-1))~ ...

Hn!l(cx)

Observemos, agora, dois fatos cruciais:

(L) H (f) ¢ injetora, para todo n.
Segue do Lema ¥IT.29, ja que f & cindida.

(i) 8, = (-1)"x {multiplicag@o por x).

0 que afirmamos aqui é algo bem geral: seja D um
complexo arbitrdrio e consideremos a sequéncia exata de complexos

Dy

It
0+ D + K (x3R) D » D (-1) =+ 0
Obtida da sequéncia "fundamental®
0+ R+ K (x3;R) + R(=1) » ©

por tensoriza950 com T . Entio, na sequéncia longa associada,
os homomorfismos de conexiao sao, a menos de sinal, multiplicagzo
por X.

Para constatar este fato, visualizemos uma fatia da se-

quénecia original. Temos, apés as identificacac ordindrias:
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i y }

0+ Db, » D, ®D, _; Dn(_l) =D, ;%0
ldn an dn—l

O Dy g @ D g®Dy 57 Dpyl-1) =D, 5> 0
| | |

~ . 9n (_l):-l

onde, em notagaoc matricial Obiva, an = . Lembremos
0 4,1

como age o homomorfismo de conexao; comegamos com Za1 S Zn:JD)

c D

N (no complexo quociente) e tomamos qualquer imagem inversa

de em D & D por exemplo, o vetor (0,zn 1). Entao,

“nel n-1’
an(o’zn-l) = ((-l)n_l xz _4» d_ (2 _;)). Por outro lado, como

zZ, 1 € Zn-l(D.)' tem-se d_ ,(z _;) = 0. Segue que an(o,zn_l)=
= ((-l)n_l xz, 1,0), due é imagem de (—l)n-l Xz 4 € Dnui pela
Isto mostra que o homomorfis-

aplicagao 0O - D, "D ® D

n-1 n=-2"*
mo de conexdo é multiplicagfo por x, como queriamos.

Para terminar o argumento inicial, aplicamos os fatos
(1) o (ii) 2 sequéncia longa em quest@o: como & = (-1)" x e
im(8 ) = nﬁcl(Hn(f)) = 0, temos x-Hn(Cx) = (0). Agora, usamos

A
este resultado com x = X, e C = K.(xl,...,xi,...,xn;M),

i .
i=l,...,n. Isto fornece, finalmente, ' (xl,...,xn)'H(K (x;M)) =

= (0).

K, K {x;-) & um funtor exato na categoria dos R-médulos.

. A i
Trocando em middos, se O -+ M -+ M -+ M + 0 é uma se-
. quénecia exata de médulos, entio existe uma sequénecia exata de com

plexos
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0 - K (x;M) + K (x3M) » K _(x3M") + 0.

Tsto é fdcil: tensorizamos a sequéncia de médulos com
r_n : . . . .
Kr(x;R) = AR e como este ¢ um mdédulo livre, a seguéncia resul-
tante

0 » K_(x;R)eM - K, (x;R)eM + K _(x;R)8M - O

é exata. B claro que estas sequéncias, uma para cada r, com-
- A
poem uma sequencia exata de complexos.

Em particular, temos um sequéncia longa de homologia

cee o H (M) o H_(x5M) 0 H_(x3M) o ..

HB' Para todo méduloc M, existe uma sequéncia exata longa

(-1)7x,

) Hr+1(xl,...,xn;M) HH (x40 ea0x, 45M)
H o (%gaeeesx  13M) # Ho(%55000,%5M) # ous

X
n
coe W Hp (X eanx M) 3 H (X, 000 15M) ——= H Xy peeeX,_ M)

(Note-se que, como H_(xyseeesx _13M)} = M/(X3,..0,%x )M, a se-

quéncia acima pode ser aumentada com o médulo M/(xl,...,xn)M =
= H (x50 0e,x 3M)).

A demonstragﬁo diéto jd foi essencialmente feita na
propriedade Hl: tensorizamos com K_(xl,...,xn_l;M) a sequén-

cia fundamental O -+ R -+ K (x_ ;R) + R(-1) + 0, ete.

As propriedades acima 530 extremamente importantes, mas

a "raison dt8tre" dos complexos K (x;M) §é o seguinte resultado.
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Teorema ITT,30 (“Sensibilidade A profundidade") - Seja R um anel

noetherianc, x = KyserasXy € R uma sequéncia de eclementos e M

um R-médulo tal que M/xM £ (0). Entio:

n - prof(i)(M) = q,

onde q =2 0 € o maior inmteiro tal que Hq(K (xsM)}) £ (0).

(Compare-se este resultado com a Prop.XIX.27 do §3).

Demonstracgio: Procedemos por indugdo decrescente sobre o inteiro
= supi{r | Hr(K (x;M)} £ (0)} (isto faz sentido, pois

q
H & (x5m) = 5 (K (xM) = ...

= M/xM £ (0) por hipdtese).

[}

(0) e HO(K.(E;M)) =

Se gq = n, Hq(K'(E;M)) = (0):,{x) (por que?).
Neste caso, (x) < Z(M) (divisores de zero, nio ciclos!), de

modo que prof(x)(M) = O,

Suponhamos g g n. Entdo Hn(K_(E5M)) = (0)=M(£) = (0),
de manejira que existe a € (E) tal que a ¢ Z{M). Consideremos

a sequéncia longa de homologia associada & sequéncia exata
0+ M—2=M M/aM + 0

(vide propriedade Ez), gue toma a forma

a

*qu(ﬁi,(z:M)) » H o (K (x5/am)) » Hy(K (M) 2 H (K (z3M) .o

0
Por hipdtese, Hi(K (xsM)) = (0) para i = g+l. Segue entdoc que

H, (X _(x;M/aM)) = (0) para 1 = q+2, Por outro lado, pela pro-
priedade ¥, a-Hq(K (x;M)) = (0). Entdo, ainda da sequencia

acima, tiramos
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Ho 4 (K (xsm/aM)) = H (K (x5M)) # (0).

Por indugao, prof(x)(M/aM) = n-(g+l). Mas, prof(x)(M) =

= prof(x)(M/aM) + 1. Segue entao a igualdade procurada.

//

Corolério TIT.31 - Se X = Xy,eresXy é uma M-sequencia, entio

H (K (x;M)) = (0) para r = 1.

Demonstragﬁo: E uma consequéncia instanténea do teorema anterior
(é também consequéncia imediata da propriedade MB’ utilizando in-

dugio).

//

Observagio. A reciproca do coroldrio acima & falsa, A razado &

simplesmente de que o complexo de Koszul K (E;M) independe da
-~ -

ordem dos elementos na seduencia xl,...,xn, enquanto gque a no-

950 de M-sequéncia depende da ordem destes elementos. Para um

contra-exemplo explicito, vide Exercicio 1, Cap. IIL.

A reciproca vale em "situagdes locais", Precisamentes:

Proposigdo ITT.32 ~ Seja R,m um anel local, X = Xy5.-.,%, € H

e M um R-médulo. Entio:

(i) ("Rigidez") Se Hr(K (x3M)) = (0) para algum r = 0, en-
tdo H (K{xy,...,x;3M}) = (0) para todo s = r e para to-

de 1< i< n.

(ii)'Hl(K (xsM)) = (0) = x3,.0uyx & M-sequéncia.

Coroldrio ITT.33 - R,m Zlocal, XyseessX ) € Mo Se XyyaeeyX, é

M-sequdncia, entao xn(l),...,xﬁ(n) é M-sequancia para toda per-

mutagdo w de {1,...,n}.
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Demonstracdo (da proposigdo): (i) Da longa sequéncia de homolo-

gia na propriedade 53, tirames, em particular

0 -+ Hr(xl’""xn-l;M)/xn'Hr(Xl’""xnul;M) -+ Hr(E;M)’

onde HT(K_(-;M)) = Hr(-;M) por simplicidade. Logo, pelo lema
de Nakayama, Hr(xl,...,xn_l;M) = (0). Por indugde (sobre n),
Hs(xl""’xi;M) = (0} para todo s =z r e todo 1 = i < n-1.

Resulta, entdo

cel Hr+l(xl,...,xn_l;M) - Hr+1(§;M) -+ Hr(xl,...,xn_l;M)
h

0 0
Logo, Hr+1(5;M) = (0), etc.

(ii) (Por indugHo sobre mn). Obvio se mn=1, Suponhames n = 2.
Pela parte (i), temos Hl(xl,...,xn_l;M) = (0). Logo, pela hipé-

tese de induc@o, XigewesX é M-sequéncia. Mas Hl(E?M) = (0)

Tl=1
implica ainda que
: xn
Q- Ho(xl,...,xn_lgM) ~"———+-Ho(xl,...,xn_1;M)
Il I
M/(xl,...;\:n_l)M M/(XJ.’ RTE )

Logo, X, ¢ Z(M/(xl,...,xn_l)M).

No mesmo espirito, podemos usar o método desta segao pa
ra obter um resultado sobre o crescimento da profundidade por ad-
jungEo de elementos. Este resultado foi enunciado no Cap.II como

Lema ITI.8, mas nioc vemos danos em repeti-lo no presente contexto.

Proposicio ITTI.34 - Seja R wum anel noetheriano, I c R um ideal

e M um R-médulo $al gque TM #Z M. Se a ¢ R ¢ um elemento no

radical de Jaccbson de R, fem-se:
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prof( (M) = 1 & profI(M).

I,a)
Demonstragﬁo: Seja x = KyseeesX 5 um sistema de geradores de

I. Como antes, da sequgncia longa de homologia, tiramos
0 - Hq(EFM)/qu(EiM) 4‘Hq(5,a;M).

Como a £ radical de Jacobson, pelo lema de Nakayama vem:
Hy(x,a5M) = (0) = H (x;4) = (0).

Logo, pela sensibilidade & profundidade (Teor.III.BO):
n = prof

(I,a)(M) z (n-1) - PTOfI(M).

Segue prof(I,a)(M) < 1 + profI(M), como gqueriamos.

//

ObservagBo, Note-se que nio é preciso supor I © radical de
Jacobson. Para aplicar o Teorema IIT.30 precisamos (I,a)M # M
também; mas isto vale pois, do contrédrio, a(M/IM) = M/IM e,

pelo lema de Nakayama, IM = M.

"Presto": guando & gerado por R-sequéncia?

Neste pequeno desfecho, queremos indicar alguns testes
que permitam averiguar quando um ideal é gerado por uma R-sequén-
cia, Advertimos, contudo, para o significado da palavra "teste™
aqui empregado: nao temos .em mente critérios suficientes de fé-

+ * - ~ £y o~ 4 =
cil improvisagao; antes, tratam-se de condigoes necessarias e su-
o~ . L1 .
ficientes de grande sofisticacio (polimento, diriamos), situados
~
a wna boa distancia do alvo em teste.

Estes testes sdo, em verdade, teoremas {de atribuigdo
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bem definida). Existem trés ou quatro tais teoremas que gozam de
popularidade. TUm deles & o item (ii) da Proposigiaoc IIT.32, §k.
Daremos mais trés destes testes, mas sé faremos a demonstragdo de
um deles, remetendo o leitor 3s fontes apropriadas.,

Comegamos com

Teorema V-F (Vasconcelos [Val]-Ferrand [Fe]) - Seja R,m wum anel

local, T <& m um ideal. S%o equivalentes:

(i) I & gerado por R-sequéncia

(ii) d.h(I) < = e I/I2 é um R/T-médulo livre.

Para a demonstragfio, usaremos um resultado auxiliar,
devido a Auslander-Buchsbaum, que por sua vez, pode ser visto como
um primeiro teste nfdo trivial para exist®ncia de elementos regula

res (isto &, nfo divisores de zero).

Lema A-B (Auslander-Buchsbaum [(4-B),]) - Sejz R wum anel noe-

theriano e M um médulo admitindo uma resolucio livre finita.

Sao equivalentes:

(1} o:M £ (0)

(ii) prof(0:M) = 1,

Demonstragdo: (ii) = {i). Obvio.

(i) » (4i). Ponhamos T = 0:M # (0). Temos

U

prof(Il) = 0= T < Z(R}) = I P, algum P € Ass(R)

4

P ¢ Sup(M) & My # (o).

Por outro lado, para todo Q ¢ Ass(R), prof(RQ) =0. Logo, pelo

e

caso fécil da igualdade de Auslander-Buchsbaum, MQ é RQ-livre

para todo Q € Ass(R). Além disso My é R, livre de posto #£0 para
um P € ass(R) (como acima) contende I.
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(Ainda nao sabemos que MQ_# (0} para os outros primos q ¢ Ass(R);
este & o ponto por exceldmcial.

Localizando uma resolugaoe livre finita
O+ F_+ ...+ F M2 0
n o

em um @Q ¢ Ass{R), obtemos uma sequéncia exata longa de médulos

n .

livres sobre um anel local. Logo, posto (MQ) = (-1)1-px¢o@pQ
i=0

{(por que?). Mas, (Fi)Q e (Fi)Q' t8m o mesmo posto, para dois

primos quaisquer @, @ . Tazende Q° = P, temos entao que M

Q

é R,-livre de posto £0, pars todo Q ¢ Ass(R). Caomo

IQ = O:MQ,
palavras, Ig = {(0) onde 8 =Ry U Q, Mas T < I
qgeass(R) :

resulta I, = {0) para todo Q¢ Ass{R). Em outras

g logeo

I = (0); contradigdo.

78

Voltemos, entrementes, &

Demonstragio (do Teorema V-F): (i) = (ii). d.h.{I) < @ jd foi
mostrado em, pelo menos, trés formas diferentes. Quanto & segun-
da condiggo, seja KyseoerXy uma R-sequéncia gque gera I, Evi-
dentemente, as imagens de XyseeerXy modulo 12 geram I/I2
como R/I-médulo. Independéncia linear destes geradores significa:
'gl A% € % = A; € I, paa todo i Isto segue da definigdo de
1=
R~sequéncia. Com efeito, escrevemos

n

e i (AT W jax) %y € (rppeeerxy o)

Segue kn - Z ujnx
J

= e = . Enta
hn apXq+ o X, com o, . ntao,

5 € (xl,...,xn_l), loge A, € I. Digamos

n 2 n-1
B hgxgmag®, = B Oy
i=1 " i=1

c (xl""’xn-l)I' Repetimos o argumento acima, obtendo i _, € I,

etc.
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(ii) = (1) (Esta implicag3o é o nificleo do teorema). Primeiramen
te, observemos que I/12 ® R/E=* I/EI. Pelo lema de Nakayama, en
ta30, podemos iniciar um sistema minimo de geradores de I/12 con

-

qualquer x; € IimI. " Como 1/12 é R/I-livre, um tal sistema =
vé-se facilmente - j& & uma base de I/Iz. Mais ainda: podemos
escolher x,; ¢ Z(R). Com efeito, queremos I ¢ mI U Py U...U P,
onde Pryeeey By 530 os primos associados de R. Istﬁ resulta da
"esquiva® (vide Exercicio 2, Cap.I) e do Lema A-B jd4 que
d.h,T < =,

Procedemos por indugfo sobre o cardinal s de uma base
de I/Iz. Escolhamos, de uma vez por todas, uma base

2(2)

KysXoypene X de 1I/T , tal que xXq € I\Z(R).

Verifiquemos a hipdtese de indugio para f/iz, onde
R = ®/(x), T=1/(xp).
(1) f/fz é R/I-livre, de posto swl.

Observemos que R/T = R/(xl)/I/(xl) =~ R/T e que
f/fz = (I/(xl))/(12+(xl)/(xl)) == I/(12+(x1)). Por outre lado,
temos a sequéncia exata natural

0~ 12+(x1)/I2 + /1% 4 I/12+(x1) + 0,

2 2 2 .
onde I +(xl}/I = (xl)/(xl) n rs == (xl)/xlI =~ R/I @ (xl). Até
agora, todos os homomorfismcs e isomorfismos sao naturais.
Finalmente, como x, ¢é parte de uma base de I/Iz, R/T ® (x;)

é igomorfo a um somando direto (R/T) x, de I/IE. Resulta que o

(2)

Estamos, deliberamente, confundindo uma base de 1/12 com uma

imagem inversa desta base em I.
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quociente de I/I2 pelo submddulo 12+(xl)/I2 é isomorfo ac sub-
médulo livre complementar, (R/I)x2 ®...®(R/I)xs. Mas, este quo-
ciente & I/I2+(xl) pela sequéncia exata acima; donde segue o re

sultado,.
(2) da.n.z(I) < =.

Esta parte ndo é dificil, mas & certamente atrevida!
(vide Observagfo abaixo).
Pomos J = (xll,.xz,...,xs). ¥ ciaro que T = (xl)+J.

Afirmamos que (x;) N J = x;I. Com efeito, seja y ¢ (x,) n J,

1
digamos, y = r.x, =x.a + £ 1r,x,, a €& I. Entdo, tem-se
171 1 \ i
ix1
ry¥y - iEl T,X; = X,a < € COmo X;s...,X_ € uma base de

I/Iz, ry € I. Assim, y ¢ xI.

Disto resulta que I/xll 2 xl/xlI ) J/xlI.

Por outro lado, d.h.R/(xl)(I/xlI) = d.h.R(I) < o (vi-
de Prop, ITT.16,§3). Segue que d'h'R/(xl)(xl/xlI) < @, Mas,
como vimos na verificagao (1), xl/xll =~ R/T = R/I. Consequente-
mente, d.h.ﬁ(f) < ®.

Pela hipdétese indutiva I ¢ gerado por uma ﬁ-sbqu@ncia,

loge I & gerado por uma R-sequéncia.

//
Observagfo. A razdo pela qual a parte (2) acima & um tanto quan-
to inesperada é que , em verdade, provou-se que d.h.ﬁ(R/I) < .@,
R = R/(xl),‘ a0 passo que, guiados pelos teoremas de mudanga de
anel do §3, esperariamos um resultado assim para um médulo M
precisamente no outro extremo do espectro (isto é, x ¢ z(M)) .

Naturalmente, ai reside a beleza e a simplicidade do
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teorema. E um bom exercicio (ginasiano) "jogralizar" com as. con
digoes do teorema, a priori, isto &, antes de concluir por indu-
gao que {xl’XE""} pode ser adaptada (= transformada por ma-
trizes elementares) a uma R-sequéncia, Dor exemplo, se

X = (x2,...,xs), entdo J/xlI ~ x/xI e a sequéncia cindida da

parte (2) se tormas
0+ x/xT + I/x.T =+ x,/x.T 4 0.
= 1 1771
Pode-se perguntar: se TI’c R & um ideal qualquer e x € R um
elemento do anel, em que condigBes tem-se (com I = (x,I’)):

0=+ I/T'IT » I/xI » x/xT + 0 2
Etc., etc.
O impacto do Teorema V-F, anterior & avalanche dos resul

tados sobre intersegtes completas, & este:

Corolario - Se R,m & um anel local tal gque d'h'R(R/ﬂ) < w, en=

tio R & regular.
(Tsto é a implicag3o (iii) = (i) no teorema de Serre-Auslander-

Buchsbaum! ).

Examinemos a condigfo (ii)} do Teorema V-F mais detida-
mente. O médulo I/12 pode ser explicado, geometricamente, em
termos do "fibrado conormal & variedade R/T imersa em RY. A
condigdo (ii) diz que este fibrado é "trivial" e que uma condigio
adicional & satisfeita (d.h.R < @ ‘56 pode ser explicada, geome-
tricamente, em termos de certa regularidade do 'espago ambiente" R)
A conclusEo'é, entdo, que a "variedade® R/I 3§, geometricamente,

"trivialn,
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Qra, I/I2 = I ® R/T é apenas o fibrado conormal de
"primeira ordem", Ha fibrades conormais de ordem superionr:

r+1, r 2 1, Surpreendente é gue ainda se pode de

¥ o R/T = 1V/1
duzir a "trivialidade" de R/T a partir da trivialidade de
T T+l . . - -
I /1 , gualquer que seja r (fixo). A demonstragBo consiste
em reduzir 4s condigdes do Teorema V-F [Va2, Th.4.3].

0 que dizer da condigao d.h.R(I) < =? Evidentemente,
ela & necessaria para I ser gerado por R-sequéncia, mas, fre-
quentemente, nio § dbvia do contexto. Ora, existe uma maneira de

r+1
L

"colar" os fibrados Ir/I r =z 0, de maneira a obter uma no-

va variedade. Chamamos este processo do método do anel graduado

{ou do divisor excecional). Eis a receita, em breves pinceladas.

Tormamos a soma direta dos R/I-mddulos Ir/Ir+l,
- T+l
gry(R) = T I%/1°77,
r=0
. - . . a~ - r I‘+1
e nela definimos uma multiplicagfo: se a ¢ I /I e
5 ¢ 1°/15"1 entdo a-b = ab ¢ TTFS/xTHSFL,

O anel (graduado) ng(R) assim obtido é o anel gra-

duado do ideal I. Pode-se ver que ng(R) é uma dlgebra sobre

~

R/I, gerada por elementos de grau 1 por exemplo pelas imagens,
médulo 12, de geradores XyseresXy de Y. Assim, obtemos um
homomorfismo de R/I-dlgebras, que & sobrejetor:
j R/I[Tl,...,Tn] -+ ng(R)
T; +——=x; (mod 12).
0 segundo teste da trivialidade homoldgica de I wvem

neste contexto.
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Teorema R (Rees [Re]) - Se R,m & local ¢ IC m um ideal tal

que o homomorfismo acima definido é injetor, entfio T é gerado

por R-sequéncia,

Observagﬁo. A reciproca do Teorema R é verdadeira e vale, mais
geralmente, para qualquer anel. Deve-se mostrar que se
F(Tl,...,Tn) é uma forma de grau r tal que F(xl,...,xn) € Ir+l,
entio F(Tl,...,Tn) € IR[T),...,T ]. Para r=1, & a propriedade
usada na demonstragao do Teorema V-F; T Agxy 6.12 = A; € I, pa-

ra todo i.

Insistimos: mnao é suficiente que todos os médulos co-
. T T4+l - . : : .
normais I /I , T = 0, sejam livres sobre R/I para concluir

gque I é gerado por R-sequéncia, F preciso que (xl,...,xn} ba-
2 i n
se de I/I° = (% eeexy

ij#es.+i=r) Dbase de IﬁVIr+l, para

todo 1 = 0.

Para terminar, daremos um teste para decidir se I &
gerado por R—sequéncia, em termos da homeologia do complexo de
Koszul. Trata-se de uma generaliéagﬁo nao trivial (e, frequente-

mente, 1Util} da Proposig3o IIT.32 (ii), §4.

Teorema G (Gulliksen [¢-L]) -~ Seja R,m um anel local,

X=X),000,%,6m e I= {(x) € R. 3e Hl(E?R) & um R/T-médulo

~ P -
livre, entaoc T & gerado por uma R-sequencia.

(N.B. O teorema nAo diz gue os préprios XyseeonX, formam uma

R-sequéncia. A hipdtese de HI(E;R) ser livre é natural a for-
tiori, isto é, se XyseeesX gese,X geram um ideal I de profun

didade r, com x;,...,x, R-sequdncia, entdo H;(x;R) =~ (r/X)T
come R/I-mddulos}.
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A demonstragdo do Teorema G depende da teoriaidas Teso-
lugaes livres que admitem estrutura de dlgebra graduada anticomu-
tativa. Isto foge, por conseguinte, aos objetivos deste livro.
Gostariamos, contudo, de explicar come se relacionam os Teoremas
V-F e G,

Suponhamos dada uma apresentagfo

0O+ Z 3 R 9 I+ 0,
Tensorizando pdr, R/I, encontramos a sequéncia exata
0+ 2zn IRYIZ + 7/12 + (R/I)™ » T/T% 4 O,
ou
0+ 2/z N IR™ 5 (R/I)® » 1/7% » 0,
que é uma apresentac¢io de I/I2 como R/T-médulo.

Consideremos, agora, o complexo K.(E;R), onde x é o
sistema de geradores de T usado para confeccionar a apresentaggo
inieial. Entdo, Z = Z,(x;R), de modo que a apresentagio acima -

de I/I2 pode ser prolongada uma etapé:
0+ z,(x;R) N IR"/By(x;R) » Hy(x;R) + (R/1)" + 1/7% » o,

Suﬁondo, por um momento, que o Gltimo termo & esquerda é nulo -

em cujo caso, dizemos que I & um ideal syzygético - obtemos a

apresentagao

0 4 1, (x38) 5 (R/T)" » 1/1°% 4 0,

Nestas condigGes, obtemos: Teorema ¢ = Teorema V-F (porque I/I2
livre = a sequéncia acima é cindida o H,(x3R) 1livre).

Na verdade, obtemos a seguinte forma do Teorema V-F,
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Teorema V-F {bis) - R,m local, ¥ C m. As seguintes condicdes

sdo equivalentes:

(1) T & gerado por R-sequéncia.

(ii) I & syzygético e I/Iz- é R/I-livre.

Pode-se mostrar que Z,{x;R) N IR“/BI(E;R) independe
do sistema de geradores [(S—V)lj. Logo, a nogBeo de sysygetismo
¢ invariante do ideal T. Tsto torna a forma acima do Teorema
V-F quase t3o boa quanto a original., Ainda: ela poe em relevo
que syzygetismo responde por.propriedades homolégicas profundas

do ideal I,

Exercicie. Provar o Teorema V-T (bis) sem recorrer ao Teorema G.
(Sugestﬁo: pressupondo que syzygetismo n3o depende de geradores,
escolha um sistema minimo de geradores de I. Prove que Hl(E;R)=
= (0) para tais geradores. Atengdo: vai precisar mostar que

b(T) = u(/17).

Questd@io. Suponha I = (x) syzygético. Mostrar diretamente (is-
to é, sem recorrer ao Teorema G) que H1(55R) livre = O =+ Hl(E;R)

-+ (R/I)n -+ I/I2 -+ 0 é cindida,

Exercicios
LXercicelos

1. Considere o anel de polindmios k[X;,...,X 1 (x um corpo).
Mostre:
(2) se mc k[X],...,Xn] é um ideal mdximo, m N k[Xl,...,Xn_lj
é um ideal méximo.

(Sugestao: pela forma de Zariski do teorema dos meros - vide su-
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gestdo para o Exercicio 5, Cap.I - o corpo k[Xl,...,Xn]/E é uma
extensio algébrica de kj mas, k[Xl,...,Xn_l]/E n k[Xl,...,Xn_l]

c k[Xl,...,XnJ/E, etc. )}

(v) Deduza de (a): todo ideal méximo m de kiX,,...,X ] & gera

do por m polindmios e, consegquentemente, k[Xl,...,Xn]m é
um anel regular.

-+

(¢) se Pc W[X;,...,X ] ¢é um ideal primo, k[x X1 é re-

177 ndp

gular,

{Sugestio: seja d = dim(k[Xl,...,Xn]/P) = grau de transcendsncia
do corpo de fragdes de k[Xl,...,Xn]/P sobre k. Pode-se supor
que Xl,...,Xd sfio algebricamente independente médulo P, isto
é k[Xl,...,Xd] nNnP=(0). Neste caso, se § = kal,...,de\(o),
entao k{xl,...,xnjs =_k(xl,...,xd)[xd+1,...,xn] e P, € um

s

ideal primo deste anel. Mas, =alt(P.) = alt(R) = n-d

)

= dim k(xl,...,xd)[xd+l,...,Xn]. Logo, Pg ¢ méximo e estamos

na situagHo acima {item (a))).

(d) Aplique =& vérios ideais primos de k[Xl,...,Xn] "a sugestio

do item (¢), a fim de determinar geradores minimos de P

3

P

Por exemplo, P = (YZ—XZ, Z2-X2Y, X°-Yz) (Exercicio 4, Cap.I),
P = (xXYy-zZw, Xz-Y?

22wy, Y?W.2%X) (cap.II, §3, N¢ 2). Verifique também se P, &

) Yw-xz) (cap.I11,83,N¢ 1), P = (XW-YZ, YB—XZZ,

gerado por RQ-sequanCia, para primos Q 2 P, onde
R = k[Xl,...,XnJ. (Atencio: na prética, buscamos varidveis
XyseesXy dque ndo pertengam a P {ou Q), sem passar explicita-

mente pelo anel de fragdes intermedidrio RS).
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{a)} Para cada um dos idcais abaixo determine uma resoluglo li-
vre explicita (isto &, sua resposta deve conter os postos dos

médulos livres ¢ as diferenciais em forme matricial),.

T

(XZ,XY,YE) < k[X,Y](X’Y)

I = (XY,Xz,YZ) < k[X,Y,Z](X’Y’Z)

I = (Y2~XZ,ZZ-X2Y,X3—YZ) < k[x,Y,z](X Y,7)
r+
2 2
T = (XYV-ZW,XZ-Y*,YW-X") k[X,Y,Z,W](X Y,7,W%)
E A
I=(xX.(v.2-2.7,) - Y, (X.2,-Z.X) + Z, (Y Y -Y X)) c
itk Tk itk IR e i< kel
< ka 29 Z&j (L=t s k).
(X Y, 42, )
L?LL

(b) E capas de exXtrair um comportamento uniforme nos exemplos a-
cimza? Dependende da resposta; vocé pode estar préximo de for

malar o teorema de Hilbert-Burch ...

(¢) Verifigque se I = (XW-¥Z,Y’-x°7,27 v*v,v*w-z°x) ¢ » =
k[X’Y’Z’W](X,Y,Z,W) cbedece ao mesmo comportamento dos ideais

em (a). Determine d.h.R(R/I). E capaz de escrever uma resolugac

livre explicitamente?

3. Escreva uma resolugfio livre (necessariamente infinita) para ca

da um dos ideais abaixo (k um corpo).

%

H
]

(x,¥) & Kx,¥] ( 4y = KXY yy/ (YK

H
1

(x!z) < k[x’Y,z] (X,Y,Z) = k{X’YgZJ (X,Y,Z)/(zz—XY)
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I = (x,v,2) k[x,y,ZJ(x,y’z) = k[X,Y,Z](X’Y,Z)/(XY,XZ,YZ).

h, Seja ™M um R-médulo (digamos, R local). Mostre que para todo

R-médule N tem=se TorE(M,N) = (0) para i > d.h.(M).

5., Seja f: € = ¢ um morfismo de complexo (de médulos). Ponha
. . X ; )
ap (-1,
— L — - -
mos M(f)i =Ci®C; , e 3; = : M(f)i -+
° di-l

-+ M(f)i_l onde d, (resp. dj) s8o as diferenciais de C_ {resp.

¢’). Mostre:
(2} M(£) = (M(f)i,ai) é um complexo (o cilindre de f),

(v) M{f) & aciclico.e H(f}: H(C ) » #H{c’') €& um isomorfismo
(em cada componente).
(Sugestio: considere a seguéncia longa de homologia derivada da

sequéncia exata O = C - M(f) = ¢’ (-1) » 0).

-

(e Se ¢ =cC , £ = multiplicagio por x € R e se X (x;R) ¢é
o complexe de Koszul associade a x, entdoc M(f) = ¢ ®K (x;R)

como complexocs.

(d) Deduzaalgumas das propriedades do complexo de Koszul usando a

técnica acima do cilindro.

6. Seja R um anel (noetheriano), x = Xyseee,%) € radical de

Jacobson de R e M um R-médulo £ (0). Mostre que se
I = {x), entao profI(M) =n e x & M-sequéncia.

{SugestZo: por indugdo sobre n; seja J = (xl,...,x Pela

n-l)'
Propo.IIT.34, profJ(M) > n-l. Mas, profJ(M) =

< alt((J + (0:M))/(0:1M))} < alt(J) < n-1l. Aplique a hipétese indu-
tiva).



=131~

7. Seja R um anel local, x = Xigeeesx, ER e I = (x) # R.

Mostre:

(a) JO:Hi(E;R) s Jb:Hi+l(£;R) para tode i = O,

(Sugest3o: use a rigidez do conmplexo de Koszul {Prop.III.32)).

{b) se q = n-profI(M) entdo Hq(E;R) = (y:1)/(y), onde y ¢
uma R-sequéncia médxima em I,

(sugestio: & capaz de demonstrar isto sem apelo a Ext?)

{c) Deduza: dim(R/I) 2 dim Hi(iiR) =z dim(R/(y:(y:T))), onde ¥
é uma R-sequéncia mixima em T.

(Sugestdo: O:(y:I)/(xy) = yi{y:1)).

{d) (R ©-M) Mostre que dim H; (x;R) = dim(R/I), 1 = O.

(Sugestdo: com a notaglo de_(c}, basta mostrar que aim(R/I) =

"

dim(R/(y:(y:TI})) ou, passando ao quociente por y, que se R

6 C-M e IcC R, um ideal de profundidade 0, entdo d4im(R/I) =

dim{r/(0:(0:I))). Para isto, mostre que se P D T & um primo

tal que dim(R/P) = dim(R/I), entie (0:(0:I)) c P).
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Capitulo IV

Conjecturas homoldgicas

Exglicagao. Neste capitulo teremos como objeto aprofundar algu-
mas das Qquestoes apenas mencionadas nos capitulos anteriores. Es-
tas questdes agrupam-se, grosso modo, sob o titulo geral de "con-
jecturas homolégicas".

.Examinamos, primeiramente, a "conjectura do divisor de
zero", atribuida a Auslander. Esite mostrou que a conjectura é
verdadeira em presenca da validade da "rigidez" dos mddulos Tor?.
(Em geral, dizemos que um complexo c, é rigido se Hi(C.) =
= (0) = Hj(c.) = (0), j= i; dagui passa-se, facilmente, & no-
gao de rigidez dos Tor?). Malgrado o avango que se féz em rela-
g3o a outras conjecturas homoldgicas importantes, a questfo da ri
gidez dos TorE permanece como um ponto isclado, de misterioso
acesso. O que se sabe, até agora, foi essencialmente estabeleci-
do pelo préprio Auslander (para anéis regulares nic ramificados)
hd 20 anos atrds, e por Lichtenbaum (para anédis regulares arbitri
ri05) alguns anos depois. As técnicas usadas por estes autores
s@o easencialmente baseadas na andlise de sequéncias espectrais
convenientes gque "degeneram", E possivel, contude, gque o proble-
ma esteja & caga de métodos diferentes, tais comé a defrontagao
dos Tor? com a homologia de outros complexos, rigidos a priori.

Em seguida, tocamos de leve o trabalho de Pesquine-
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Szpiro, notadamente a observagso de que a "conjectura da interse-
ggo" implica formalmente ma conjectura do divisor de =mero. Isto
tem interesse, uma vez que estes autores demonstram a validade de
sua conjectura para anéis de "igual caracteristica" (isto &, anéis
qiie contdm um corpo). E, talvez, instrutive mencionar que a con-
jectura da intersegio emana do “"teorema de intersegdo" de Serre,
motivado por sua vez por problemas de interseggo de subvariedades
de uma variedade algébrica. Pareceu-nos natural, por conseguinte,
iniciar a seggo por algumas implicagaes formais do teorema da in-
terseggo.

A segBo seguinte é dedicada & conjectura (da existéncia)
de médulos de C-M "méximos" ou "infinitamente gerados", A impor-
tancia desta conjectura, devida a Hochster, deriva de que ela im-
plica formalmente em muitas outras conjecturas homoldgicas, in-
cluindo a do divisor de zero. A contribuigi@o de Hochster & a de
ter estabelecido a validade da conjecturé noe caso de anéis que
contém um corpo f{car k = 0 e car k > 0 requerem demonstragoes
diferentes).

Concluimos com uma aplicagao da existéncia de mddulos
de C-M para o "problema do syzygy", estudado principalmente por
Evans e Griffith.

Vidrias conjecturas interessantes, agrupadas sob o titu-
1o geral de "teoremas do ideal principal', foram deixadas de lado
por falta de espago (e energia dos autores). Tratam-se de conjeg
turas bastante concretas e atraentes que podem, em principio, ser

atacadas sem muita sofisticag@o homoldgica.
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§1. A conjectura do divisor de zerc ¢ o problema da rigidez dos

R s . ~ .
‘l‘ori (Auslander); a conjectura da intersecao (Pesqulne-

szpiro).

Seja R,m um anel local e M um R-médulo tal que

d.h, M< «». Vimos (Cap.ITT,§3) que
d.h. M + prof(M) = prof(R).

Em vista desta jgualdade, é talvez natural perguntar se uma R-se-
quéncia de comprimento maximo pode ser obtida por prolongamento de
uma M-sequéncia. Formulamos esta pergunta sob a forma de conjectu

ra.

Conjectura 1. (rdo divisor de zero", Auslander) - Séia R,m uam

anel local e M um R-médulo tal gue d.h. M < =, Entdo, toda

M-sequénecia é uma R-sequéncia.

Observagﬁo. A hipdtese d.h. M < = & essencial., Com efeito,
seja R = k:x,y](x'y) = k[X,Yj(X’Y)/(Xz,Xﬁ) e M =R/(x). Da se
qudncia exata O =+ (x,y) + R+ (x) ¥ 0 segue que d.h.(x) =« -
co contrdrio, d.h.(x,¥) < =, loge R seria um anel regular.
Assim, d.h, M = ». E dimediato, por outro lado, que ¥ é nao di
visor de zero em M.

Que importincia tem a conjectura acima? Afinal, pode-~
se sempre selecionar uma sequéncia KyseansXy que é a priori
M-sequéncia e R-sequéncia (vide, por exemplo, a demonstragdo do

teorema de Auslander-Buchsbaum).
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Ora, anctemos primeiramente o seguinte fato.

Proposigac TV.1 - Seja R,m um anel local. As seguintes condi-

coes sao equivalentes:

(i) Dados R-médulos M e N tais que Sup(M) n Sup(N) = {m},

entio dim M 4 dim N < dim R.

(i1} Dado um R-médulo M, todo sistema de parametros de M se

prolonga em um sistema de parémetrOS de R,

Demonstracgio: (i) = (ii). Seja x = XjpesesX, um sistema de pa-
rametros de M. Por definigfo, M/xM ¢ m-primdrio. Por hipéte-
se, entde, dim M + dim R/{x) < dim R, Digamos, dim R = d.

Assim, dim R/(x) < d-s. Mas, dim R/(x) = dim R - 5 = d-s sem-

pre vale, logo dim R/{ﬁ) = d=-s. Se, agora, geram

J—c.'s,-i-l""’gid
um ideal m/(x)~primdrio em R/{x), & clarc que KisennsX 3 X qgeeny

-
Xy é& um sistema de parametros de R.

(ii) = (i). Sejam M e N tais que Sup(M) N Sup(N) = [m}j. En-
tdo, é claro que Sup(MégM) = Sup(Ml N Sup(R/a) = {m}, onde

a = 0:N. Assim, M/aM ¢é m-primdric, logo a contém um sistema
de parametiros de M, digamos, x = XysavesX . Por hipdtese, tal
sistema pode ser prolongado em um sistema de Parametros de R.
Logo, dim R/{x) = dim R - s. Daqui resulta gque dim N (=dim R/a)

£ dim R/(x) = dim R - s, como queriamos. //

Coroldrio IV.2 - Seja R,m um anel local. Consideremos as se-

guintes condigdes:

(i) Dados méudlos M e N tais que Sup(M) n Sup(N) = {m},
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tem=se dim M 4+ dim N < dim R.

(ii) Dado um médulo M, toda M-sequéncia é uma R-seguéncia.

Se R & Cohen-Macaulay, (i) = (ii). Se um pelo menogs dos médulos

M e N & Cohen-Macaunlay, {(ii) = (i}.

- bl = ey
Estes resuliados pdem em relevo a importancia da Conjec-~

tura 1, devido ao seguinte resultado.

Teorema (Serre [ Se]} - Seja R um anel local regular. Entaoc a

condicio (i) tem lugar.

Caroldrio (do teorema) - Sejam V e W subvariedades {nfo neces-

. . . , . n
sariamente 1rredutivels) do espaco afim k . Se¢e V e W na o

admitem componente comuns, tem-se

codim(Vv N W) £ codim(V) + codim(W).

Demonscraggo: Fraduzicdo em linguage: algéirica, é suficicnte mog
trar yue pare Lodo primo minimo P do ideal T+J (ontdo T =d (V)

e T = JY)  tal gque alt(P) = alt{T+J), tem-se:
alt(P) s a1t(I) + alt(J).

Ora, podemos evidentemeﬁte localizar em P sem alterar hipdteses
ou teses. Temos entio a nova situagdo seguinte:

B (= Sps S = k[Xl,...,Xn]) um anel local regular ¢ I, JcC R i-
deais tais que T + J & m-primdrio. Aplicando o teorema acima,
resulta coalt(I) + coalt(J) £ dim R ou, como R ¢é Cohen-Macaulay
2 dim R - {a1t{I} + alt{J)) = dim R. Daqui que alt(I+J)

(= dim R) £ alt(I) + alt(J}, como queriamos.
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A seguir, faremos mlgumas observagdes sobre a Conjectura
1, exibindo alguns casos em que & vdlida,

Uma forma preliminar da Conjectura 1 é a segaiunte:

"se x ¢ R & nio divisor de zero em M com d.h.M< =, entao x

é nao divisor de zero em R." I fdcil ver, por um argumentoe indu
tivo, que se esta versdo da Conjectura 1 é vilida para todo médulo
M tal que d.h. M < =« e para todo anel local pertencente a uma
classe de anéis locais R fechada sob a operagao de passar ao
quociente por um nBoc divisor de zero em R, entdo a Conjectura 1
& vdlida também nestas circunstancias.

Infelizmente, classes interessantes de anéis locais nao
s3o fechadas sob tal operagao, por exemplo, a classe de todos os
andis regularcs, a classe de todos os dominios. Por outro lado,
a classc dos andis de Cohen-Macaulay é fochada sob esta operagio.

Isto nos permite concluir:

{"Principio indutivo da Conjectura 1") - Se R & um anel de

Cohen-Macaulay e se d.h. M < =, entdo toda M-sequéncia é uma

R-sequéncia se e 56 se todo x & R M-regular é R-regular.

Uma consequéncia deste principieo é gque o andlogo do Teo-
rema de Serre, para R Cohen-Macaulay e um dos médulos M, N
Cohen-Macaulay, ¢ eguivalente & seguinte forma fraca da Conjectu-
Ta 13 "Se R & Cohen-Macaulay e M €& Cohen-Macaulay tal que
d.h. M < =, entdo todo elemento x ¢ R M-regular € R-regular".

As dificuldades técnicas mencionadas na observagdo acima
indicam que é preferivel restringir a classe dos médulos e nio a

dos anéis. Neste espirito, tem-se:
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Proposig8o IV.3 (R um anel local) - Seja M um R-médulo tal que

d.h. Ms 1. Entlo, toda M-sequéncia é uma R-sequeéncia,

DemonstragBo: O resultado é triviaml se d.h. M = 0 (M & livre}.
De acorde com as observacGes anteriores, basta mostrar que se

{(3) ;

d.h. M = 1 entdao todo x £ R M-regular é R-regular. Seja,
entao

o+ G ~E+ F -+ M~ 0

uma resolugfo livre de M. A partir desta, obtemos uma sequéncia
longa de homologia (Koszul)
(0)
n Hl(cp)
cee Hz(x;M) -+ Hl(x;G) ——————>H1(x;F) -+ Hl(x;M).

Por hipédtese, Hl(x;M) = (0). Resulta que a aplicagao H1($) é
um isomorfismo, Mas, come F {resp. G) & um mdédule livre, te-
mos Hl(x;F) = Hl(x:R) ® F (resp. Hl(x;G) =t Hl(x;R) ® G). Além
disso, um momento de reflexBo nos convencersd de que Hl(m) é efe
tivamenie lHl(x;R) ® . Logo, Hl(x;R) ® M = (0) e, portanto,

Hl(x;R) = (O), como gueremos,

//

Nao é possivel aplicar o métode de demonstragdo da Propo
siggo IV.3 a um médulo de d.h. = 2. Somos levados a procurar
algum critério mediante o qual possamos testar a validade da Con-
jectra 1. Comecemos, entdo, por examinar o Coroldrio IV.2 mais

detidamente. L& tinhamos (i} =» (ii) (isto é, (i) = Conjectura 1)

(3)

Aplicamos o principio indutivo antes mencionado, em relaggo ao
médulo. Assim, se x € Z(M) e x ¢ Z(R), temos d.h.R/(x)(M/xM)
= d.h.(M) = 1 {Prop.IIT.16,§3,Cap.ITI).
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sob a hipdtese de R ser C=M, Mas, qual a propriedade essencial
de um R C-M que realmente proveca a implicagho (i) = (4i)?

No Capitulo IT, §2, insistimos na propriedade de comple-
mentaridade de codimensfo e dimensfo para um médulo de C-M
(Teor.IT.13), como sendo um substituto quase tHo bom quanto a pro
‘priedade original de C-M (vide "Importante", loc.cit.). Reformu
lemos aquela propriedade: se R & C-M local e M £ 0 um R-médu
lo, entlo

dim(M) + prof(0:M) = dim(R)
I I
dim(R/0:M) alt{0:M)
Se R nio é C-M e ainda temos esperarga de que valha es

ta igualdade, precisamos impor alguma condigio de "regularidade"

em M, Isto nos leva & conjectura da codimensdo:

Conjectura 2 (M. Auslander) - Se R 4 um anel local ¢ M #£ O um

médulo tal que d.h.(M) < », entdo

dim{M) + prof(0:M} = dim(R).

0 fato de que esta igualdade & sufiéiente, juntamente com
a condigio (i) da Proposigio IV.1l, para obter a conjectura foi per
cebido por Pesquine e Szpiro. Para escrever este resultado na
forma de "conjectura = conjectura", reenunciemos a condigdo (i)

da Propoéiggo IV.1 como

Conjectura 3 (Serre [ Se], Pesquine-Szpiro [(P—S)lj) - Seja R,m

um anel local, M e N médulos tais que:

1) d.h.(M) < =»

2)  sup(M) N sup(N) = {m}.
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Entio dim(M) + dim(N) = dim(R).
0 resultado de Pesquine-Szpiro ¢, entdo, este;’

Proposicho IV,4 - Conjectura 2 + Conjectura 3 = Conjectura 1.

Demonstragdo: Afirmamos, primelramente, que as Conjecturas 2 e

3, Juntas, implicam o seguinte:

(#¥)y; (R,m local, M e N médulos) Se d.h.(M) < = e se Sup(M)n

N Sup(¥) = {m}, entio dim(N) < d.h.(M).

Com efeito, tem-se dim(N) £ dim(R) - dim(M)

dim(R) ~(dim(R) -prof (0:M})

prof{0:M) = d.h.{(M),
a dltima desigualdade pelo Teorema de Rees (Cor.ITI.22, §3 do
Cap.ITT).

Em seguida, mostremos que este 1iltimo estado de coisas,
(*)M acarreta a validade da Conjectura 1. Primeiramente, veja~
mos gque nas condigdes de (*)M, o principio indutive da Conjectu-
ra 1 vale (vide observagOes que precedem a Prop.IV.B).

Temos de verificar: dado um médule M £ (0) tal que
d.h,(M) « = e um elemento x € R tal que x g ZzZ(R) e x ¢ z(M),
entao (*)M = (*)M/xM'

Isto é fdcil: para comegar, temos a igualdade
d.h.R(M) = d.h.R/(x)(M/xM) (Prop.ITI.16,82). Ora, seja N um
R/(x)-médule tal que Sup(M/xM) n Sup(¥) = {m/(x)}. Come

Qs )N = (0:%)/(x) (das definig¢Bes!), vé-se que Sup(M) N Sup(N) =

= {m} (considerando N como R-médulo via R - R/(x)). Pela hi-

pétese (*)M, temos dim(N) £ d.h.(M). Consequentemente, dim{N)
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< d.h. (M/xM), como guerfamas.
R/(x)

Sendo vélido o principio indutivo, o problema fica redu-

zido a mostrar que, se (*)M vale para todo anel local e todo md-

dulo M tal que d.h.(M) < », entdo vale também a seguinte pro-

Briedade, para todo anel local R e todo médulo M tal que

d.h.(M) < @z P E_Ass(R) = P« Q, para algum Q € Ass(M).

Mostramos esta Ultima implicagfo por indugdo sobre
dim(M). Se dim(M)} = 0, Sup(M) = {m}; & claro, neste caso, que
todo P & Ass(R) 'estd contido em um primo associade de M.

Seja dim(M} > 0 e P ¢ Ass(R). H4 duas possibilidades.
Primeiro, o Unico primo do Sup{M) coatendo P & m. Neste ca-
so, Sup(M) N Sup(R/P) = {m}, 1logo (*)M diz que dim(R/P) <
£ d,h.(M}. Mas, prof(R) < dim(R/P) (Prop.II,10,§2,Cap.II) e,
portanto, pesla igualdade de Auslander-Buchsbaum, prof(M) = 0O,

Em outras palavras, m ¢ Ass(M).

A outra possibilidade é que exista Q € Sup{M} tal que
Q>DPFP e Q # m. Neste caso, podemos aplicar a hipdtese indutiva
a M, Jé que dim(MQ) £ dim(M). Como d.h.R (MQ) < d.h.{M) < =,
(*)MQ vale e, por conseguinte, existe Q’RQ [ Ass(MQ) tal que

PR, © Q'RQ. Deduzimos que Pc @, Q'¢ ass(M), como queriamOS.//

Observagdo. Analisando a demonstragdo da Ultima implicagio acima,
vemos que nio é preciso supor (*), para todos anéis locais ¢ todos
médulos de dimensdo homolégica finita. Podemos mostrar a implica-
¢3o para um médulo fixe M (de d.h. < =) contanto que

(*)M = (*)MQ para todo Q ¢ Sup{M). Mais precisamente, o que a

Proposigdo IV.4 contém & a afirmagio de gue, numa classe de andis
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locais fechada sob as operagoes de localizacio (em primos) e pas-

sagem ao quociente por um nao divisor de zero, as Conjecturas 2 e

3, em conjunto, implicam a Conjectura 1.

(*)M é chamada conjectura da intersecgdo.

Assim, reformulando:

Proposic3o IV.4 (bis) - Seja £ uma classe de anéis locais tais

que: (i) Se RE€ & ¢ Pc R € um primo, entao RP c £

(ii) Se Rec & e x ¢ Z{(R), entio R/{x) ¢ £. Entio, para mé-

dulos sobre anéis de &, tem-se; conjeciura da intersecio =

= conjectura do divisor de zero.

F claro que o interesse da Proposigio IV.4 (bis) depende
da validade da conjectura da intersegdo. Fis uma das contribui-

gdes centrais de Pesquine-Szpiro:

Teorema P-S (Pesquine-Szpiro [(P-S)l, Th.2.1,Ch.IT]} - Seja R um

anel local satisfazendo uma das condigOes seguintes: (i) R & de

caracteristica p > 0; (ii) R & a localizagdo de uma dlgebra

finitamente gerado sobre um corpc de carachteristica ©. Neste ca-

50, a conjectura da intersecaoc é valida.

Trata-se de um resultado difieil, cuja demonstragdo ndo
cabe aqui (mesmo no sentido fisicol).

Como consequéncia deste teorema, a conjectura do divisor
de zZero vale sob as mésmas hipéteses para R. Contudo, é algo
que incomoda pensar que uma questiic bdsica de divisores de zero e
dimensio homolégica dependa de uma hipdtese bastante "geométrica™,

como o é a de que o anel contenha um corpo. Por exemplo, esta si-
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tuagio execlui certas dlgebras bastante concretas tais como quoci-
entes de Z[Xl,...,Xn]P. Este estado de coisas, misterioso, lem-
bra o periocdo em que os anéis locais de "caracteristica desigual”
esperneavam teimosamente nas maos dos especialistas, antes das

contribuigdes homeldgicas decisivas dos anos 50.

Queremos, em seguida, indicar um outro método para deci-

dir a validade da conjectura do divisor de zerc. Este método de-

pende da chamada conjectura da rigidez dos ’I‘ori e foi imaginade

pelo prépric Auslander [ Au].

Conjectura & (”Rigidez dos Tori“, Auslander) - Se] R,m um anel

local e M um médulo tal que d.h.(M) < =. Para todo médulo N,

Tori(M,N) = {0) = TorJ.(M,N) = (0) para tode j = i.

Pela "décalage" dos Tor (vide §2, Cap.III), vé-se sem
dificuldade que a conjectura acima é equivalente & conjectura and
loga com i = 1, (Além disso, por localizagac, etc., podemos até
supor que Torj(M,N) é m-primdrio, J = 1; nfo insistiremos nig
to, contude). Esta equivaléncia diz respeito 3 toda a classe dos
médulos de d.h., < =; ela nic faz muito sentido para um médulo
(fixo).

De maneira proviséria, chamaremos TorR-rigido um R-médulo
M  tal que Tor?(M,N) = (0) = TorE(M,N) = (0) para todo i = 1
e para todo R-mddulo N.

Antes de enunciar a prdéxima proposigao, observemos ¢ se-
guinte fato simples: se um R-médulo M & TorR-rigido e se I R
é um ideal, entdioc M/IM & um R/I-médulo TorR/I-rigido. Tsto re-

sulta de que todo R/I-mddulo § (evidentemente) redugdo, "médulo" T,
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de um R-mdédulo e da propriedade Tor?(M,N) ®q R/T =
R/T

~ Tor; {r/T3, N/IN}.

Proposicdo IV.5 (Auslander [ Au]) ~ Para todo anel local R g to-

do R-mddulo M £ (0), iem-se:

M TorR-rigido = toda M-sequéncia é R-sequeéncia.

Demonstracgdo: A afirmag3oc é no sentido de gue a Conjectura I a.
carreta a Conjectura 1. Assim, procederemos por indugao sobre o
cardinal da M-seguéncia e para todos os anéis locais e médulos!
. ~ -~ .
Seja, entao, x = XyyeneyX, uma M-sequencia.
Suponhamos n = 1, Xx = X;. A ohservagfo chave é a de

gue existe o diagrama comutativo seguinte:

0

|

Tor?((x),M)
d l

¥
0 —Nac(p) — %, (x;R)eM —L— 7 (x3M)

'd

¥, (gRr)eM == K, (x;M)

|

0 — Tori(R/(x),H) —— (x)oM

{(x) M — ©

Disso, segue facilmente (hé aqui coisas do "lema da serpente", mas

-

& tudo t3o direto!...) que
contic(p) = ndc((x)eM + (x)M) = Torﬁ(R/(x),M)

e, aldm dissc, existe uma sobrejegdo
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Tor?((x),M) <+ Ndc{p) » 0

(seta pontilhada no diagrama). Em suma, obtemos uma sequéncia
exata
R
Tor, (R/(x),4) » Z,(x3sR)eM + 7, (x;M) » Toxt(R/(x),M) + 0
i | f
Hl(x;R)®M Hl(x;M)
1 i
(0:x)®M {0):x
R M

(observemos que a sobrejegdo da direita foi descrita também na de
monstragao do Lema IIT.17, §2, Cap.III).
A conclusdo, neste caso, é agora imediata. Com efeito,
por hipétese x ¢ Z(M), logo (0):x = (0)., Isto implica
R M R R
Torl(M,R/(x)) = {0). Como M & Tor -rigido, Torz(M,R/(x)) =
= (0). Cousequentemente, (0O:x)}gM = (0) , donde {0):x = (0)
pois R & local e M # (0). : .
Suponhamos, agera, n > 1. Ponhamos R = R/(xl),
M = M/xl M. Pela observagfio feita antes da proposigio M ¢
Torﬁ—rigido € KgyesesX é ﬁ—sequancia.. Pela hipétese dindutiva,

. a ~
XppseesX ¢ R-sequencia, Pelo caso n = 1, segue entao a con=-

2 n

clusgo. //

Questao. Para todo anel local R e todo R-mddule M # (0},
tem-se; M TorR-rigido = toda sequencia x € R tal que Hq(z;M):(@
para todoe q = d, (fixo), satisfaz Hq(E;R) =0, q = q,-
(Equivalentemente: M TorR-rigido = prof(x)(R) = prof(x)(M) pa-
'ra todo ideal (x)). -

~
Para responder esta questac (que pode se tornar um exer-
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ciciol!}, é conveniente escrever diagrams parecidos ao que usamos

na proposig3o, envolvendo Tori de ordem superior, etc.

0 principal resultado sobre a rigidez dos Tori é devi-
do a Auslander, em um caso particular, e a Lichtenbaum, em sua

forma final.

Teorema A-I. (Auslander [Au], Lichtenbaum [Ii]) - Se R £ um anel

local regular, todo R-mddulo & TorR-rigido.

NZo daremos a demonstragdo deste teorema, a qual depende
de técnicas de sequencias espectrais (dos médulos Tori) e de

produtos tensoriais "completados™.

Questio., Dar uma demonstragBo do Teorema A-L sem recorrer 33

técnicas "extra-terrenas" mencionadas,

(0 projeto pode ser interessante e ndo totalmente impos-
sivel; vide, por exemplo, [(S-V)z, Ch.1,8b], onde se demonstra,
por via elementar, um resultado obtido em [Li] sobre caracteris-
ticas de Euler-Poincaré).

Uma consequéncia do Teorema A-L é que a conjeciura do
divisor de zero é wvdlida para anéis regulares. E claro, como jé
vimos, que para anéis regulares a conjectura é umaconsequéncia do
resultado de Serre (vide Cor.IV.Z). Aproveitamos para lembrar,
mais uma vez, que nao hd principio indutivo imediato para anéis
regulares, assim que efetivamente faz-se necessario algo como a

rigidez dos ’I‘ori ou o resultado de Serre.
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§2. Médulos de Cohen-Macaylay mdximos {conjectura de Hochster};

o problema do_svzygy (G. Evans).

Definigdg TV.6 - Seja R,m um anel local. Um R-mdédulo M &

chamado médulo de C-M midximo se:

(i) M §é (finitamente gerado) C-M;

(i1) profﬂ(M) = dim{R).

(v.E. profm(M) < dim(M) = dim{R/0:M) ¢ dim(R), de modo gue
dim(R) & um limite superior para profundidade e a condig@o (i)

P

j4 é consequéncia de (ii)).

A pergunta é: o que tem de especial um médulo de C-M
méaximo? Primeiramente, observemos gue se um tal médulo tem
d.h. < ®, entdo ele & de fato um médulo livre e o anel R & C-M
(igualdade de Auslander-Buchsbaum). Assim, devemos esquecer a
condigdo d,h, < » para tais médulos. Neste caso, a pergunta ¢é

se tais médulos existem (com R nHo C-M).

A importincia da existéncia de médulos de C-M maximos

se explica, em parte, pelo seguinte resultado,

Proposicdo IV.7 (Hochster [H02]) - Seja & uma classe de andis

locais satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) Re £ = R admite vm médulo de C-M méximo;

(ii) Ref£ e Pc R primo = R/P ¢ £.

Entao para todo R € £, a conjectura da intersecio & verdadeira.
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Demonstracgao: (Depende de um resultado de sensibilidade & profun-
didade demonstrado no Cap.III). Primeiramente, podemos supor,
sem perda de generalidade, que sf@o dados um ideal JC R e um
R-médulo ™M tais que d.h.R(M) <a e Sup(M/iM) = {m}, e quer-
se provar que dim{R/J) = d.h.(Mj.

Seja P< R um primo tal que Jc< P e dim(R/P) =
= dim(R/J). Pelas hipdéteses (i) e (ii), R/F admite um R/P-mé-
Qulo E de C-M mdximo. Escolhemos um sistema de parametros
-?l,...,ﬁk € R/P de E, Come E é C-M maximo, resulta que
il""’§k 4§ uma E-sequéncia e & um sistema de parametros
(de R/(P+0:E), isto é) de R/P.

Em seguida, entramos com a hipétese Sup(M/IM) = {m}.
‘Pondo I = 0:M, I+J é m-primdrio. Loge, substituinde ¥;,...,¥,
por suas potancias suficientemente altas, podemos supor que
Yyseees¥y € L+J < I+P  (vide Bxercicio 11, Cap.TI). Neste caso,
escrevendo y; = X442, x; €I, =z, € J, vemos que §i = Ei'
Logo, il,...,ik e, consequentemente, Xj,...,X,, formam ainda
umsa E-sequancia.

Estamos agora em posigido de aplicar a Proposigao ITI.Z27,
Capitulo IIT, §3, com N = E. Obtemos d+k < d.h.(M), onde d = O

é definido de certa maneira (irrelevante meste momento}. Em par-

ticular, dim{(R/J) = dim{R/P) = k £ d.h.(M), como gqueriamos. //

Coletando os resultados da Proposigio IV.4 (bis) e da 1l

tima proposigﬁo, obtemos:

Proposicao IV.8 - Seja § uma classe de anédis locais satisfazen-

do as seguintes condicoes:
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(i) R¢ £, Pc R primo = R, € £ e R/P ¢ £;
(ii) Re £, x¢ z2(R) = R/(x) ¢ &£.

(ii1) R e £ = R admite um mddulo de C-M mdximo.

EntHo, para tode R ¢ £, a conjectura do divisor de zero & ver—

dadeira.

- - - = 4
Uma formulaggo monemonica, ainda gque imprecisa, do resul

tado acima é: numa classe de anéis locais fechada sob localiza-

o~ a2 = ~ . .
A0 € passagem ao quociente, a existencia de mdédulos de C-M mdxi-

mos implica a validade da conjectura do divisor de zero.

0 problema é: poucas dentre as classes usuais de anéis
locais parecem satisfazer as condigdes (i) e (ii) acima (exceto
a classe de todos os anéis locais, evidentemente). Mais sério
ainda: (iii} falha para anéis bastante "razodveis". De fato,
existem exemplos de dominios locais R de dimens3o 2 (e profundji
dade l) tais gque nem toda Algebra finitamente gerada sobre R sa
tisfaz a condigdo das cadeias saturadas de ideais primos. Ora,
se um tal R admitisse um mddulo E de C-M méximo, terfamos
necessariamente Sup(E)} = Sup(R). Neste caso, o método de demong
tragio do Teorema IT.13, §2, fornece o resultado de que toda dlge
bra Tinitamente gerada sobre R satisfaz a condigdo das cadeias
saturadas,

Isto coloca-nos em situagEo desagraddvel; ndo podemos
decidir a validade da conjectura do divisor de =zero (e, portanto,
tampouco a da intersegio)} mem mesmo para anéis de C-M, jd gque nio

formam uma classe & T"decente". ¥ aqui que Hochster dd um passo
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atrevido: se mddulos de C-M maximos inexistem é porgue ecles sio
demasiado "pequenos" a priori! Sejamos, entdo, mais generosos:
Definicao IV.9 - Seja R,m um anel local., Um R-médulo K, nac

necessariamente finitamente gerado, € um mdéduloc de C-M grande se

existem Xy,...,x € m tais que:

(i) KysoensX, é um sistema de pardmetros de Rj
(ii) (Xl:---:xn)E #E

(iidi) x4 4 Z(E/(xl,...,xi_l)E), 1= 0y40..,n.

(N.B. (ii) e {(iii) dizem gue Xyresssx, € uma E-sequéncia, mas
ndo podemos aplicar os argumentos usuais empregados quande E &
finitamente gerade. Em particular, (xl,...,xn)E # E nao segue

somente de que Xx ¢ E).

Hi dois aspectos importantes que poem em c¢heque o valor
desta. nog3do: primeiro, o da existéncia de tais mddulos; segundo,
o do seu comportamento sob as técnicas usuais que vimos funcionar
para médulos finitamente gerados.

A contribuigdo essencial de Hochster & a de ter resolvi-
do ambos os aspectos do problema de maneira satisfatdéria. Quanto
ao segundo, ndo & dificil mostrar que "sensibilidade & profundida-
de" mantém-se para médulos de tipo infinito; assim como a Proposi-
950 IV.7, que é passivel de adaptaggo., Vdrios outros resultados
técnicos podem ser estendidos ([Hol], [Hozj). Quanto 3 existén-

cia, tem-se:

Teorema H (Hochster [H02]) - Seja R um anel local contendo um

corpo. Entao, R admite um médulo de C-M grande.
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(Observe-se que este resultado é ligeiramente melhor do
que o Teorema P-S. Em particular, para um anel local contendo um

corpo, a conjectura do divisor de zero é védlida).

Enunciemos formalmente a

Conjectura 5 (Hochster) - Todo anel local admite um mdédulo de C-M

grande.

Mais a frente, mencionaremos outras consequéncias for-
mais da Conjectura 5. Para ji, gostariamos de examinar a relevan
cia desta conjectura para o chamado "problema do syzygy". Segui=-
remos, de perto, os trabalhos de G. Evans e P. Griffith ([(E-G)lj,
[(E-G)2]), tornando mais precisas algumas consequéncias que ndo
aparecem claramente delineadas naqueles trabalhos.(h)

J4 deparamo-nos com sYZYgys no Capitulo IIT, §1: dize-

mos que um médulo Z & um syzysy de ordem Lk se existe um médu-

lo M e uma resolugdo livre

tal que Z == Zk'
¥ evidente que a ordem de um syzygy nio estd bem definida:
se Z & um syzygy de ordem k (Zk de um médule M) entdo ele

é um syzygy de ordem j = k.

(%)

Em tempo: algumas destas observagaes jé& aparecem no artigo

recente [ Br-E-G].
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Deveriamos, talvez, definir "um syzygy de ordem =k ",
0 que realmente interssa ¢ um limite superior - e ndo inferior -

para'a orden de um sSYzygy.

Exemplo. Seja x = HyseensXy € R uma R-sequéncia. O complexo
de Koszul K-(E;R) mostra que o médule R é um syzygy de ordem k.
Assim, pOSté(R) = 1 << k. Por outro lado, podemos adicionar um
ntdmero arbitrdrio de cdpias de R aos dois 1dltimos termos de
K_(E;R) (o mesmo numero para os dois termos), sem desfazer a
aciclicidade do complexo. Isto mostra que um médulo livre rRT
(qualquer) é um syzygy de ordem k. " Assim, podemos ter posto >>k.

0 comportamenio de syzygys que sao médulos livres, sendo
t30 selvagem quanto poderia ser, perguntamos se é possivel contrg
lar os syzygys nao livres.

0 primeiro resultado relevante, mesta linha, é o seguin.

te.

Proposigio B (Bruns [Br]) (R 1local regular) - Se Z & um syzygy
de ordem k- e de posto kzis, entdao 2 contém um submbédulo 1li-

vre T tal gue Z/F & um syzygy de ordem %k e de poste k.

T este o melhor resultado possivel? Precisamente, temos

[a]

Problema do Syzvgy (R local regular) - Se Z & um syzygy de or-

dem k, ent3o posto(Z) g k= Z Llivre.

Antes de comentar sobre o estado atual deste problema,
mencionaremos algumas consequéncias de uma solugﬁo afirmativa pa-

ra O lesmo.
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1) Se T« R ¢é um ideal tal que u(T) < 2, entdo d.h.R(I) < 1.

Suponhamos que d.h.(I) = 2, 4sto é, d.h.(R/I} = 3. Entdo,

R/I admite uma resolugio minima

vee*Fy 4 F, 5 F; 5 F_o R/T + 0 ,

3 2 1

NSNS A
z

3 Z? I R

com Z, nao livre. Pelo "problema" do syzygy, pOStD(Zz) = 2.
Resulta posto(F;) = pustn(Zz) + posto(I) = 2+1 = 3. Mas, como
a resolugdo é minima, posto(Fl) =u(T); contradiglo.

-

Observagﬁo. ¢ resultado é verdadeiro, independentemente do pro-
belma do syzygy {atribuido a Mac Rae [McR]). I vdlido, mais ge-
ralmente, para um anel noetheriano - no que & conseguéncia também
do problema do syzZygy, se resolvido em condigOes mais gerais:

R 1local e d.h.(Z) < w. O interesse deste resultado é gue permi
te demonstrar, facilmente, que todo anel local regular é fatorial

[B-E].

2) s

0 Fotoeee F é uma resclucio livre minima, tem-se:

pOSto(Fn_l) = n
posto(Fi) = 2i+1, i=0,...,0=2.
Trata-se de mera estimativa, com o problema do syzygy
e a igualdade posto(Fi) = posto(Zi) + postu(Zi+l}.

Observagao. Estas estimativas dao alguma idéia de como podem ser
os postos dos médulos livres numa resolugdo livre minima. H4 al-
gumas conjecturas informals sobre o crescimento (resp. decresci-

mento) destes postos, bastante mais audaciosas do (ue permitem en
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trever as estimativas acima - que, a propdsito, sdAo equivalentes

a uma resposta afirmativa ao problema do syzygy.

3) S8e T cR é um ideal equidimensional (: puro) e S5 u(I) < 3,

entao I & perfeito.

A questao é relevante quando u(I) = 3, os outros casos
podendo ser verificados diretamente (p(I) = 2 pede o teorema de
MacRae acima). O caso alt(I) = 3 & o de um ideal da classe

principal, logo perfeito.

Assim, p(I) = 3, alt(I) = 2. Escrevamos uma apresenta
GgRAo:
0+ 2Z=+R> » R - R/T~+0
N
I

/N
0 )

Evidentemente, posto{Z) = posto(RB) - posto(I) = 2, A idéia &
mostrar que, em virtude de I ser equidimensional, 2Z & um
syzyey de ordem 3. Pelo problema do syzygy, 2 € entdo neceséa-

riamente livre (consequentemente, R/I & perfeito).
Para isto, usamos o seguinte critério:

Proposiciac IV.10 (Auslander-Bridger [A-Br]) - Seja R um anel lo-~

cal e % um R-médulo tal gque d.h.{Z) < », As seguintes condi-

coes sao equivalentes:

(i) Zz & um syzygy de ordem k;

ii) prof, (Z4) = min{k,prof, (R,) para todo primoc P < R.
(11) PP( p? {k, PP( p)}

N.B. Se R §é C-M, profy (RP) = profP(R) = alt(P). Neste caso,
P

(ii) é exatamente a condigdo chamada "8," para um médulo Z {vide
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Cap.IT, §3, N¢ 2, onde s, ¢é mencionada).

Demonstragfo: (i) = (ii)., Esta implicagdo é fécil. Consideramos

-
uma sequencia exata

0+ Z = Fk-l + ... Fl -+ Fb’ Fi livre.
vy A NN A
Lxa1 2y

Localizemos em P {primo). Se Zp € Rp-livre, entdo prof (ZP)
P

= profPP(RP). Se Z, mndo ¢ Rp-livre, ent3o profPP(ZP) £

£ profPP(RP) (igualdade de Auslander-Buchsbaum), Neste caso,

aplicagBes sucessivas da Proposiglio IT.6 (bis) fornecem

profPP(ZP) = profPP((Zl)P) + k-1 = profPP(MP) + k, onde

M = com.ic:l(F:L -+ Fo)’ Logo, profPP(ZP) = K.
(i1) = (i}. Esta implicag3o & mais intricada. Com a desculpa de
que sobrecarregaria o texto de tecnicismos, deixamos como pequeno

desafio para o leitor (em caso de emergéncia, vide [A-Br,Th. %.25)]).

De volta & demonstrag?o da consequéncia 3}: mostremos
que profPP(ZP) = min{3,alt(P}}. Se P F I, a afirmagio & Sbvia
pois T, = R,. Se PO I, hd duas possibilidades:

P € Ass{R/I) ou P ¢ Ass(R/I). No primeiro caso, como I & equi
dimensional, alt(P) = 2. Por outro ladoe, para um tal P,
profPP(R/I)P = 0. Logo profPP(IP) =z 1 por causa da sequencia
estrutural

0+ I, Ry~ (R/T), »+ O,

P

Logo, profy (ZP) 2 2, aplicando a Proposiglo II.6 (bis) & se-
P

-~ .
quencia
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3
0 Zp =+ Ry Ip =+ 0.

0 caso P ¢ Ass(R/I) ¢é verificado analogamente (profP (R/I)P = 1,
' P

etc.).

Observaggo. Vé-se que, em verdade, esta consequéncia do problema

do syzvey é equivalente ao mesmo.

" = 3 ~ - ry
Todas as consequencias acima saoc vdlidas se R contém

um corpo (esceto 1}, aue wvale de qualquer maneira), em virtude do

Teorema E.G (Evans-Griffith [(E-@),]} - Seja R wum dominio local

de C.M, contendo um corpo. Se Z & um syzygy de ordem k tal

gue O # d.h.(Z) <« »w, entdc posto(Z} = k.

A demonstragao depende de tres ingredientes:
12} Existéncia de médulos de C-M grandes.
29) "Lema de aciclicidade" de Pesquine-Szpiro-Foxby ([(P—S)lj,
[Fox]):

Seja R wum anel local e seja

C : O+ C, -+ C 3 ... + C

. L 4-1 o

um complexo de R-médulos (ngo necessariamente de tipo finito) tal

gue: )
(i) prof(Ci) = d (constante ao longo do complexo);

(11) B (¢ ) = (0) ou prof H (¢ ) =0, i> 0.

Entdo, 4 = d = C acfclico., Se, em verdade, { g d g

H (¢ ) # (0), entdo prof H(C ) 7 o.

{Ateng3o: um pouco de cuidado na definigdo de profI(M),

no casoc em que M nlo é finitamente gerado. Se IM £ M, a defi
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nigdo usual funciona bem. Em geral, hd aliternativas propostas
por vdrios autores ([ Bar], [(E-N)2], [Ho,], [Fox]) e todas pare-

cem coincidir no caso em que IM # M).

32} "Teorema do syzyey" de GvBbner, generalizado:

Seja R wum dominio local de C-M, contendo um corpo e Z, um

syzyey de ordem k tal que:

(i} d.h.(Z) < =;

(i) 2, & Rp-livre para todo P £ m.

Enf;o, x € ZN mZ = alt(z¥(x)) = k.

N.B., Z%(x) = {f{x) | £ € 2% = Hom, (Z,R)} & o ideal trago de x.
Este ideal desempenha um papél relevante nas questdes de escolha

de geradores minimos de um médulo.

Demonstragdo (do Teorema E-G}: Trata-se de uma consequéncia qua-~
se direta dos trés ingredientes acima.

Suponhamos, por "reductio ad absurdum", gque 2% é nio 1i
vre ¢ 1T = posto(Z) # k. Podemos supor que Z é um contra-exem-
plo menor possivel, isto é, r & minimo e dim(R) é minima para
este valor do posto. Em particular, ZP é RP-Iivre para todo
P %‘E {pois posto(ZP) = posto(Z) e dim(RP) £ dim(R) se P # m) .

Seja, agora, x € Z\mZ, Mostraremos duas desigualdades:

élt(z*(x)) =T e alt(Z*(x)) = k,

evidentemente contraditdrias,
Primeiro, alt(Z*(x)) € v, Isto resulta de uma andlise

b .
cuidadosa da sequencia exata



-158-

O« Rx =+ 2+ Z/Rx + O,

U

R
localizada num primo P. Se P # Z¥{x), a sequeéncia localizada
é cindida e, portanto, prof(Z/Rx)P = prof(ZP) = prof(RP), pois
P # m. Neste caso, obviamente, prof(Z/Rx)P = min{r,prof(RP)].
Se P> Z¥(x) e se supuzermos que alt{Z¥(x)) z r, entio
prof(RP) = alt(P) z r. Por outro lado, prof(Z/Rx)P = prof(ZP)-l
devido a que Rx & livre (Prop.II.6 (bis)). Assim,
prof(Z/Rx)p = k-1 = r© e, portanto, prof(Z/Rx), = min{r,prof(Ry }.
Pelo critéric de Auslander-Bridger (Prop.IV.10), Z/Rx & um syzysy
de ordem r; comoe posto(Z/Rx) = r-1, obtemos wm contra-exemplo
"menor" do que Z, a contradiglo tendo resultado de supor.
alt(z*(x))} z r.

A segunda desigualdade é, evidentemente, o préprio teo-
rema de Gr8bner generalizado (ingrediente 32). E na demonstragae
deste gue-sio usados os dois primeiros ingredientes. Procedemos
da seguinte maneira,

Por absurdo, suponhamos alt{Z*(x)) g k. Como R ¢
C-M e k < prof(Z), a igualdade de Auslander-Buchsbaum fornece
dim(R/Z¥(x}) = d.h.(Z) = &.

Seja

Q- F& + . Fl -+ Fo + Z 2 0

uma resolugio livre minima de Z, e seja E um médulo de C-M

grande para o anel R/Z*(x) (Teorema H). Consideremos o complexo

C': [0 3] F&®E H L. F0®E -+ 0,

Como Z é livre em Sup(R)v{m}, Hi(C } = TorE(Z,E) tem profun-
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didade 0 {ou é (0}). Por ocutro lado,

prof(Fi®E) = prof(E ®...8 E) = prof(E) = dim(R/2*(x))

posto(F;) vezes
(pois E & de C-M grande). Resulta prof(Fi®E) constante ao
longo de C e >4 = d.h.R(Z). Pelo lema de aciclicidade, c é
aciclico e prof(Z8E) > 0, jd que ZgE #£ (0) ((ZGE)/m(ZgE) =~
= (z/mz) @ (C/mE) # (0) pois Z £ mZ e E # mE),
Por outro lado, se provarmos que x € ZvmZ gera um sub-

médulo m-primdrio de Z/IZ, com I = Z¥*(x), teremos que
zgk ~ (2/IZ) ® E jd contém um submédulo m-primdrio. Em outras
palavras, prof(Z®E) = 0; contradigdo! Mas, como (Z*(x))P =
= (ZP)*(x) e Z, ¢é Rp-livre para todo P £ m, vé-se que

Sup( (Rx+IZ)/IZ) = {m}, como queriamos.

Observacao. E evidente que o ponto critico da demonstragao acima
reside no Teorema de GrBbner generalizado. FE possivel que exis-
tam generalizagtes do Teorema de Gridbner, sem usar médulos de
C-M grandes., Outra alternativa de abordagem do problema do
syzygy seria através da andlise direta do homomorfismo Zk -+ Fk-l

numa resolugzo

Usando o critéric de Buchsbaum-Eisenbud para resolugdes livres
[B-E], localmente em P £ m, a hipdtese posto(Zk) £ k conduzi-
ria a informagﬁes pPrecisas sobre o comportamento "genérico" de

Z. I

k k-1° Em seguida, deveriamos saber controlar a "especiali-

zacao"
G .






[ Au]

[ (a-B),]

{ (A“B) 2]

[A-Br]

[4-N]

[Bar]

[Br]

[B-E]

[ Br-E-G]

-161-

REFERENCIAS
Auslander, M., Modules over unramified local rings,
T11. J. of Math. 5 (1961) 631.6L45,

Auslander, M. e Buchsbaum, D., Homological dimension in

local rings, Trans. Amer. Math. Soc. 85 (1957) 390-405.

s Codimension and multi-

plicity, Ann. of Math. 68 (1958) 625-657.

Auslander, M. e Bridger, M., Stable module theory,

Memoirs Amer. Math. Soc, 24 (1969)

Artin, M, e Nagata, M., Residual intersections in
Cohen-Macaulay rings, J. Math. Kyoto Univ., 12 (1972)
307-323.

Barger, S.F., Generic perfection and the theory of grades,

Thesis, Univ. of Minnesota, 1970.

Bruns, W., "Jede" endliche freie Aufldsung ist freie
Aufldsung eines von drei Elementen erzengten Ideals,

J. Algebra 39 (1976} 429-439.

Buchsbaum, D. ¢ Eisenbud, P., Some structure theorems
for finite free resolutions, Adv. in Math, 12 {(1974)
B4-139.

Bruns, W., Bvans, E.G. e Griffith, P.A.,, Syzygles, ideals
of height two and vector bundles, J. Algebra 67 (1980)

143-162,



[Da]

[ Du]
[(E-Q)IJ
[(QfG)QJ
[Eij._

[ ()]
[ (E-¥) ]

[Fe]
{Fox]

[ Gae]

~162-

Davis, E., Ideals of the principal class, R-sequences
and a certain monoidal transformation, Pacific J. Math.

20 (1967) 197-205.

Dubreil, P., Quelques propriétés des variétés algébri-

ques, Act. Sci. Indust. 210, Paris: Hermann 1935.

Evans, E.G._e Griffith, P.A., Syzygies, ideals of

height two and vector bundles, preprint.

sy The syzygy problem, -

preprint.

'Eilenberg, S., Homological dimension and syzygies,

Ann. of Math. 6L (1956) 328-336,

Eagon, J.A. e Northcott, D.G., Ideals defined by ma-
trices and a certain complex associated to them, Proc.

Roval Socc. Ser. A 269 (1962) 188204,

y On the Buchsbaum-Eisenbud

‘theorf of finite free resclutions,. J. Reine Ahgew. Math.

262/263 (1973) 205-219.
Ferrand, D. Suite réguliére et intersection compléte,

C.R., Acad. Sci. Paris 264 (1967) Lk27-428.

_Foxby,.H., On the ul, in a minimal injective resolu- -

tion II, Math. Scand. 41 (1977) 19-44.

Gaeta, F., Quelques progrés récents dans la classifica-
tion des variétés algébrigques dtun espace projectif.
Deuxidme Collogue de Géométrie Algébrique, Lidge. C.B.R.M.

(1952) 145-181,



[ o]

- [G,Ljf.

[13]

oy

[Hoy,J

'[ﬁalj
'tK;2]
[La]
--.[#ijl

'J[Mac]

.Queen.s University, Kingston.

-163-

Geyer, w;—D., On the number of equations which. are
necessary to desc¢ribe an algebraic set in n-space, Atas

IIi Escola de flgebra, IMPA-SBEM, Rio de Janeiro: 1974.

Gulliksen, T, e Levin, G.,, Homology of local rings,

CQueen's Papers in Pure and Applied Mathematlcs, 20 (1969)

.

Hllbert,.D.; ﬁber die Theorie der algebralschen Formen,

hi' Math Ann. 36 (1890) 473-534., " ' -

‘ Hochster;'M-, Grade sensitive modules and perfect

'modﬁléé;'ﬁroc. London Math. Sbcf.gg (1974)'55-76.

’ TDplCS in ‘the homologlcal theory of modules

'Lbﬁér commutative rings, RCSM Amer. Math. Soc. 2& (1974)

1,Hogﬁstér, M. e Eagon, J.A., Cohen-Macaulay rings,“'”

invariant theory and the generic perfection.of deterl

] minanta; loci, Amer. J. Math. 93 (I971)i1020-1958.

Kaplansky, I.; Fields and rings, Chicago: ' Univ. of;f

Chicago Press, 1969.

, Commutative rings, Allyn ahd‘Bacqn,

Boston 1970.

'Lascoux, A., Syzygies des varidtés déterminantales,

Adv. in Math. 30 (1978) 202-237.

Lichtenbaum, S., On the vanishing of Tor in regular

local rings, I1l. J. Math. 10 (1966) 220-226.

Macaulay,-F.S., Algebraic theory of modular systems,

‘Cambridge Tracts N¢ 19, Cambridge 1916.



[McR]

[Mu]

[ Nd4]

[ w&]

[ on]

[ (P"S)l:l

[(P'S)2]

[Re]

[Se]

[ (S—V) 1]

-16h-

MacRae, R.E., ©On an application of Fitting invariants,

J. Algebra 2 (1965) 153-169.

Mumford, D., Algebraic Geometry I, Complex projective
Varieties, Grund. Math. Wiss. N%, 221, Springer-Verlag,
Berlin: 1976.

Nielsen, H.A., Tensor functors of complexes, Preprint
Series 1977/78, N¢ 15, Matematisk Inst. Aarhus Univ.

1978,

Néther, M., Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen

Raumcurven, Crelle Journale 93 (1882) 271-318.

Ohm, J., Space curves as ideal-theoretic complete inter-

sections, Louisiana State University, Baton Rouge 1978,

Pesquine, C. e Szpire, L., Dimension projective finie

et cohomologie locale, IHES Publ. Math, 42 (1973) 323-395.

, Liaison des variétés algé-

brigues. I, Inv. Math. 26 (1974) 271-302,

Rees, D., The grade of an ideal or module, Proc. Camb.

Phil. Seoc. 533 (1957) 28-hk2,

Serre, J.,P., Algdbre locale., Multiplicités, Lecture
Notes in Mathematics, N¢ 11, Springer-Verlag: 1975
(3°™° édition).

Simis, A. e Vasconcelos, W.V., The conormal module of

an ideal, Amer. J. Math.,, no prelo.



~165-

[(S-V)2] Simis, A. e Vasconcelos, W.V., Approximation complexes,

[ Ta]
[Va,]

[Vay]

a ser publicado nas Atas da VI Escola de Llgebra, Recife

1980,

Tate, J., Homology of noetherian rings and local rings,

I1l. J. Math. 1 (1957) 14-27.

Vasconcelos, W.V., Tdeals generated by R-sequences,

J. Algebra 6 (1967) 309-316.

+ The conormal bundle of an ideal,
Atas da V Escola de Algebra, IMPA-SBM, Rio de Janeiro:

1578.







