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PREFACIO

..."la premiére est toujours si
astreinte & la considération des
figures, gutelle ne peut exercer
l'entendement sans fatiguer
beaucoup l'imagination; et on s'est
tellement assujetti en la derniere
a certaines régles et & certams
chiffres, qu'on en a fait un art
confus et obscur gui embarrasse
l‘es;_'p]:'j:tq3 au lieu d'une science
qui le cultive".

Apds emunciar este veredito, Descarte propds-se a tomar o
melhor da Geomeiria e da Algebra, corrigindo os defeitos de uma
pélas virtudes da outra. Nascia a Geometria Anslitica Cléssica.
Dela sfdo sucedineas a Geometria Diferencial e a Geometria Algébr;
ca.

Apesar da origem comum, & ¢laro o deseguilibrio verificado
nos curriculos atuais guanto ao tratamento dispensade aos aspectos
introdutdérios dessas duas disciplinas. O estudante ¢ devidamente

apresentado ao triedro de Frenet, torgio, curvatura,.. mas se pas-

sa a distincia do plano projetivo e curvas algébricas.

Estas notas foram escritas com o objetivo de servir de tex
to = um curse de 1 semestre, como disciplina eletiva destinada a
alunos do 32/42 ano do Bacharelado, ou ainda como disciplina de
. . v ~ - r .
iniciagdo cientifica.

0 teorema de Bezout é o resultado central do cursc. Para

apresentd-lo com vigor, & necessario empreender uma jornada razod
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vel,

Nosso ponto de partida s@o as curvas planas usualmente es-—
tudadas na geometria elementar, tals como retas, conicas, conchoi-
des, etc, ... Passamos em seguida a uma revisio c¢critica do concel
to de curva algébrica, formulando uma definig¢dc rigorosa, ainda

que mais abstrata.

No Capitulo II, iniciamos o estudo da intersegdo de 2
curvas. -Introduzimos a resultante de 2 polindmios e concluimos

com um caso particular do teorema dos zeros de Hilbert.

Nos Capitulos III e IV s8o exploradas as idéias badicas
necessarias 32 demonstracio do teorema de Bezout, Para gque curvas
de graus m e n se intersectem "sempre" em mn pontos, é neces
sario explicar como alguns desses pontos devem ser contados mais
de uma wvez, quer seja por tangencia quer pelo fato de uma das cur-
vas "passar varias vezes" pelo ponto em questio; por fim, deve-se

explicar com¢ alguns outros pedem estar no infinito...

No Capftulo V demonstramos o Teorema de Bezout. No capitu-
lo'seguinte estudamos mais detalhadamente o Indice de intersegao

de 2 curvas.

0 Capitulo VII constitui-se guase que numarevisdo da maté~
ria: gplicamos o Teorema de Bezout ao cdlculo do nimero de tangen-
‘tes inflexionzis de uma curva e o de tangentes gque passem por um

ponto.

No Capitulo VIII ocorre uma certa mudanga no objeto de estu
do. Até entdo estivéramos interessados no aspecto conjuntista, ang

lisando propriedades de uma curva como suhconjuntc do planc; dagora
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examinamos o seu carater funcional, i.e., propriedades do corpo de

fungdes racionais.

0 Ultimo topico - cilbicas nfo singulares — tenta mostrar o
sabor de coisa inacabada, mal disfarcandc a esperanga de que o alu
no recorra a bibliografia indicada para explorar com mais profun-

didade o roteirec aqui iniciado.

Gostaria de registrar meus agradecimentos a2 Comiss8o Orga-
nizadora; ao Yves, Karl Otto e Celso por varias sugestoes e, em
especial, ao Antonio Carlos pelo espirito critico com que leu o
manuscrito,.

Recife, 29/06/1979.
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CAPITULO 1

DEFINICOES PRELIMINARES E EXEMPLOS

§1. Um poucc de historia

A manipulacZo de expressoes do tipo x°+v% = 1 & um fato

relativamente recente na histéria da Matematica, podendo se situar
em torno do século XVI. Mas os matemdticos gregos ja sabiam efe-
tuar cédlculos elaborados, recorrendo a procedimentos geométricos.

Por exemplo, para o cdlculo do produto de duas quantidades a, b,

(/”

ab

poderiames proceder assim:

v 1 b
Fig, 1

Neste exemplo, o segmento de comprimento a ¢é tragado
perpendicularmente & reta Ob. Esta construcdo requer somente o
desenho de retas e circulos. {(0s circulos foram empregados para se

obter o angulo reto).

Com um pouco de imaginagdo, é possivel se descrever méto-

dos para a construgdo com régua e compasso de expressdes do tipo




Jg_;—Jgﬁqyazb ’

cu mais geralmente, para gualquer elemento do chamado corpo dos ng

1)

r .
meros construtiveis ‘.

A1ém das retas e circulos, os matemdticos da Antiguidade
estudaram outras curvas, geralmente descritas como o lugar geomé-
trico de pontos satisfazendo a certas condigdes. Essas curvas es
peciais eram o recursc empregado na sclugdoc de varios problemas,
para os quals todas as tentativas com régua e compasso malograram.
Alguns desses problemas tém uma histdéria curiesa, em gue lenda e
fato se misturam. £ o caso dos célebres problemas da duplicagdo
do cubo, da trissecidc do dngulo e da guadratura do circuloz). Ve

Ja o Exemplo 6 mais adiante, e © Exercicio 1d}.

Com a ulterior introdugfo do método das coordenadas, cong
tatou-se que varias curvas conhecidas desde a Antiguidade podiam

ser descritas por equagdes polinomiais.

1. Definiggo. Uma curva algebrica planz é o lugar dos pontos

cujas coordenadas cartesianas gsatisfazem a uma da-

da equagao polinomial
£f(X,Y) = 0,

onde f é um polindmio n3o constante. (Compare com a Definigio 4).

1) Veda a dlscussao no livre "Introdugdo a Algebra“ de Adilson
Gongalves, pag. 183 e seguintes.

2) Consulte a "Histéria da Matematica" de Carl B. Boyer, tradu-
cAo de Elza Gomide, pag. 48.
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2, Exemplos. Eis agui uma lista preliminar de curvas algébricas

planas. A maioria deve ser bem conhecida do leitor,

1) A reta que passa pelos pontos (a,b) # (c,d). Sua equagdo

-
e

= ooom
=T
Hoeops
n
@]

2) 0 cfreulo de raio r e centro {a,b), lugar dos pontos

que satisfazem a equagdo

(x-a)2 + (v-b)2 = r°,

3) A elipse, lugar des pontos cujas dist@ncias a dois pontos

fixos {digamos (% ¢,0)) tém soma constante 2a. A4 con-

diggo imposta escreve-se

:/(}{+c)_:2 . Y2+ Jf;lc)z + Y2 = 2a

¥y

Y
Nz

Fig., 2

Esta equagio ndo é polinomial, mas ¢ possivel eliminar os radicais

e mostrar que toda solugdo dela é também solugdo da seguinte



(e vice versa),

onde b = Jaz—c2 .

Ly A hipérbole, lugar dos pontos cujas disténcias a dois pon-
tos fixos, chamados focos (digamos (#c,0)), tém diferen-

ga constante 2a. A condigdo descrita é

Jx=c)2 + ¥° - Jixc)? + Y2 = 2a.

Procedendo como no caso dz elipse, eliminamos os radicais e obte-

mos a equacao

Hl\)
N

N
e I
X

|

onde b2 = c2—a2.

AN e
RN

Fig, 3

5) A parabola, lugar dos pontos equidistantes de um ponto fi-
xo {(foco, e.g. (0,b), b > 0) e de uma reta fixa (diretriz,

e.g. Y = -b). Sua equagio (J& simplificada) &,
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Pig. 4

6) A cissbide de Diocles, lugar dos pés das normais tracadas
do vertice de uma pardbola as suas tangentes. Dadz a pa-
rabola de eguacgdo X% = 4bY¥, a tangente num ponto (xo,yo) se es
creve

x X - by = 2b(Y~y0) .
A normal tomada da origem (que & o vértice) é
2bX + XOY =0 .
Dessas duas, resulta a equagdo da cissdide ,

2 y(YR4x%) = 0 .

bX
Note que, em coordenadas poleares, essa Ultima equagdo fornece,

r =bcos @ cotg 0 .

Dai obteremos uma descrigdo dindmica que permite tragar a cissdi-

de. Construa o circulo de didmetro b e centro (0, b/2).




x
Pig. 5
Considere a reta Y =b ; para cada um de seus pontos P, trace

a reta OPF e tome o ponto @ da intersegado com o cireculo, Final-
mente, margque o pontec R tal que OR = PQ. Variando P, o pon-

to R descreve a cissdide. Com efeito, temecs

H

FQ 0P - 0Q

b
= e - n
poy-camy b sen 8

b cos B cotg & =1 .

A cisgdide foi empregada para resolver o problema da dupli-

cacac do cubo: dada a aresta de um cubo, construir a aresta do

cubo de volume duplo. Em simbolos, procurames resolver a equagao,
X = 2p°
onde b denota o compfimento da aresta conhecida.. Sabe-se que

esta equagdo ndo & resolivel por régua e compassc (por exemplo,

para b = 1}. Recorrendo a cissdéide como "curva auxiliar", a so-
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lugac grafica é obtida com o seguinte procedimento: intersecte a
cissoide

(b-¥)x% = ¥°
com a reta

b-Y = 2X

obtem-se um ponto (x ) com {yo/xo)3 = 2 . Ligando-o a ori-

o' Yo
gem, constroi-se a reta Y =§ﬁ§ X. Fazendo X = b, resulta a

quantidade'pr0curada.

Convidamog o leitor a se familiarizar com os exemplos adi-

cionais compilados na lista de exercicios.

Exercicios
1) Esboce as curvas seguintes.

a) Folium de Descartes: P4y - 3aXyY = 0.

b) Trissectriz de Maclaurin: X(X2+Y2) = a(Y2—3X2) .

c} Zaracol de Pascal: (X2+Y2}2 - 2aX(X2+Y2) + (aZ—bZ)X2—

- v2Y2 = 0,

Mostre que em coordenadas polares a equagfo &

r = a cos § £ b

Distinga os casos a > b, 2a<b e a="hb. Trata~-se da conchdide
da circunferéncia r = a cos 8 relativa & origem. Em geral, a

conchdide de ume curva C relativa a um ponto 0O e de intervalo

3+ -
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b & construfda assim: para cada ponto P € C, marque sobre OF
dois segmentos PA = PA' = b; os pentos A, A" descrevem a

conchbide.

d) Conchdide de Nicomedes: (X—a)z(X2+Y2) = b2%°. £ a conchoi

de da reta X = a, de intervalo b, relativa & origem.

Esta curva resolve o preoblema do célculo de médias proporcionais:

dados 0s nimercs r, s, encontrar X, Y tals que X/r = Y/X =
= 5/Y. A duplicacgdo do cubo e a trissegfo do angulo sdo problemas
desse tipo. A figura abaixo ilustra a construgdo do angulo

AOP = ADB/3.

Fig. 6

O ponto P é a intersecgdo da paralela a QA que passa por B,
com a conchdide da reta normal BA e intervalo 20B. Por cons-
trugio, CP=20B. Marcando o ponto médio D de CP, resulta o
tridngulo isdsceles CDB. O leitor nio deve ter dificuldade em

completar a justificativa da construgao.
e) Astrdide:

X3 v?/3 21
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Mostre que esta curva & de fato algébrica, dada por uma equagdo
polinomial do sexto grau. Ela & o lugar descrito per um ponto de

uma circunferéncia de raic 1/4 que gira sem deslizar apoiada ao

lado interno de uma circunferéncia unitdria centrada na origem.

Curvas definidas por esse processo sdo chamadas de hipocicldides;

quando a circunferéncia se move pelo lado externo, obtem-ge uma
epicicldide; elas sdo algébricas se e sé se a razdo dos raios é

um nimero raciocnal.

£) Oval deCassiniz ((X-a)2 + Y2)((x+a)® + Y?) = o, £ o lu-

gar do pontos cujo produte das distén-

cias aos 2 pontos fixos (% a,0) ¢€ igual a constante b2, Se

b2 < a2 , a curva consiste de 2 componentes conexas. Se bzzaz

tem-se a lemniscata de Bernoulli. Para b2 > a2 , tem-se a

oval propriazmente dita.

2) Mostre que a curva dada parametricamente por

x(T) = T2-T, y(1) = T2

é algébrica, encontrando um polindmio £(X,Y) ndo constante tal

que f(x(T}, y(T)) = O.

3) Sejam x = x(T), y = y(T) fungdes racionais (= quocientes

de polindmios em uma varidvel T}. Mostre que existe um DPo-
lindmio nio constante f£(X,Y) tal que f(x;Y) = 0, (Sugestdo:

seja k(T) o corpo das fungdes racionais a coeficientes no corpo
k. Se x € k(T) & nfo constante, entdo k(T) & uma extensao

algébrica do subcorpo k{x) gerado por x, pois se x = p/q ,
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com DpP,q polindmios entdo T satisfaz & equaclo polinomial

p(¥X) - xq{(X) = 0. Logo, todo v € k(T) & algébrico sobre k(x)}).

4) Uma curva ¢ racional se for definida parametricamente por

equagoes

¥ =x(T), Y = y(T),

onde as fungdes de T indicadas sdo racionais e ao menos uma &

nac constante. Mosire que tuda curva racional é algébrica.

5) Curvas de Lissajous. Sac dadas parametricamente por

x(8) = a sen (m@ + p), v(8) = b sen(ng + q),

onde a,b,m,n,p,q sao constantes (abmn # 0). Curvas des-
se tipo ocorrem na investigagdo de fendmenos vibratérios. (a) Es
boce a curva, suponde m=2, n=3, a=b=1, p=0, g=m/b.
{v) Mostre que a curva ndo é algébrica se m/n ¢é irracional.

(¢) 8e m é inteiro,mostre que x(8) pertence ao anel A gerado pe-—
las fungbes send, cos@. (d) Mostre que A ¢ um domirio e que

seu corpo de fragdes é igual a R(T), onde T = tg(8/2). (e) con
clua que uma curva de Lissajous com m/n racional é algébrica.

Ache a equacgao polinomial ne caso considerado em (a).

6) Chama-se rosicea uma curva de eguagho polar
r = a sen(bs),
(a) Esboce para a = 1, b= 1,2,2/3. (b) Prove que se b = m/n,

com m,n inteiros > 0, primos relativos, entdo a rosdcea & algé

brica, satisfazendo a uma equagdo polinomial (em coordenadas car-
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tesianas) dé grau m+n ou 2(min) conforme sejam m,n ambos

impares ou um deles par. Se b & irracional, nfo é algébrica.

§2. Eguacio de uma curva algébrica

Reexaminemos a Definigdo 1. Uma questdo que naturalmente
se poe € se a equagac polinomial f = ¢ estd bem determinada pela
curva, i.e., o lugar das solugles. A resposta é nio: f = O e

£2

= 0 tém as mesmas solugdes. Poderfamos arriscar o palpite de
que esse seria o Unico tipo de indeterminacio: se tomdssemos f
com grau minimo, talvez todas as outras equagtes definindo a mes-
ma curva fossem do tipo f = 0. Mas note gue as solugoes de
X¥=0 e XY =0 sdo as mesmas, desmentindo a proposta. Ah,

mas nesse exemplo a curva tem visivelmente 2 "pedagos", e a afir-
mativa poderia valer para cada um deles. Talvez uma hipdtese
mais promissora seja esperar que exista uma equagZo de grau minimo,
as demais sendo miltiplas desta. Mas as curvas (?), ou melhor di-

2 .2 2,42

zendo, as eguagbes X°4+Y" =0 e 2X = 0 tém o mesmo conjun-—

to de solugdes reaig, desfazendo a esperanca,

A escassez de pontos reais nesse Gltimo exemplb‘parece es-
tar na raiz do problema. Com efeite, veremos mais adiante que, se
p{X,Y) ¢é um polindmio irredutivel e a curva C definida por
p(X,Y) = 0 ¢ infinita, entdo a eguagdo de grau minimo estd bem de

terminada {a menos de fator constante).

Aqui, e em outras situagbes com que iremos nog defrontar, a

bem da simplicidade de uma proposig¢&o que desejamos tornar verda-
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: ]
deira, somos induzidos a repensar os fundamentos, isolar a dificul

dade, e resolvé-la "por decreto"B.

B o que faremos, passando a admitir pontos cujas coordena-
das sdo nimeros complexos. E, ja tomada esta decisdo, por que ndo
trabalhar também com polindmics a coeficientes complexos? Na rea
lidade, praticamente em toda a teoria que exporemos, a proprieda-
de decisiva dos numeros complexos é que estes formam um corpo al-

gebricamente fechado de caracterf{stica zero. Assim, salvo mencao

explicita em contrério, doravante,coordenadas de pontos,bem como

coeficientes de polindmios,serao tomados em um corpe k algebri-

camente fechado e de caracteristica zero. Frequentemente, nos

exemplos, suporemos k = C,

A perda aparente do recurso a intuigao geométrica serd am-—

plamente compensada. Ja podemos recolher o primeiro beneficio.

3. Proposiciao. Sejam f, g polin6m105 em 2 varidveis a coeficilen-

te_no corpe k. Entio f{X,¥) =0 e g(X,¥) =0 itém as mesmas

solugdes em k° se e s6 se os fatores irredutiveis de f,g s8o

08 MesSmos.

Demonstracio. Seja p € k[X,Y) um fator irredutivel de f. Por

hipdtese, para cada (x,y) € k2 ,

plx,vy) = 0 = g{x,y) = 0O .

Provaremos que p divide g em k[X,Y]. Podemos supor que Y

3) Vale a pena ler a bhelissima discuss8o desse processo, de "nega-
¢do da negagdo", em "Conceitos Fundamentais da Matematica", de
Bento de Jesus Caraga.
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ocorre efetivamente em p. Ponhamos A = k{X1, K = k(X) (corpo
de fragdes). Assim, p € A[Y] & nao constante. Visto que A &
um anel faterial, sabemos gque p é irredutivel em K[Y]. Se, por
absurdo, supusermos p + g, entdo mde(p,g) = 1. Daf, existiria

uma relacéo

ap + bg = ¢ ,

onde a,b € A[Y] e ¢ €A, c # 0, Agora, como p nac é cons—
tante, exceto para um numero finito de valores de =x a equagio
p(x%,¥} = 0 admite solugdo. (Aqﬁi usamos o fato de que k é alge-
bricamente fechado). Segue-se que h& uma infinidade de wvalores de
x tais gque cx) = 0, donde ¢ = O. Esta contradi¢fc mostra que

plg em K[Y] e portanto pjg em A[Y].
' C.Q.D.

Segue-se da proposigdec gue uma curva algébrica, dada como
lugar das solugdes de uma equacd@o polinomial nzo constante
£(X,Y) = 0, determina (a menos de fator constante) a equagdo de
grau minimo: tomar o produto dos fatores irredutiveis distintos
de f. BHste fato nos leva a substituir a Definigio 1 pela se-

guinte, onde passamos a identificar "curva" com sua equagano.

4, Definigﬁ . Uma curva algébrica plana afim (ou mais abrevia-

mente, curva) ¢é uma classe de equivaléncia de po-
lindmios ndo constantes f € k[X,¥1, mddulo a relaggo que identi-
fica dois tais polindmios se um é miltiplo do outro por uma cons—

tante # 0.

Nesse contexto, a equagdo de uma curva é um qualquer dos po
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lindémios nessa classe. Dizemos que uma curva estd definida sobre

C coTrpo ko s subcorpo de k, se ela admitir uma equagdo a coe-

ficientes em ko.

0 trage (resp. trage real...} de uma curva (definida sobre
R...) é o conjunte das solucles (resp. solugdes reais...) da

equacio.

0 grau de uma curva f ¢é o grau de sua equagiio, e serd de
notado por 2f. Curvas de grau 1,2,3%,... saoc chamadas retas,

conicas, clbicag,..

Usualmente, cometeremos o abuso de designar pelo mesmo si@
bolo tanto a curva como o seu traco ou uma sua equagidc. Por como
didade, diremos indistintamente "a curve " ocu “a curva dada
pela equagde £ = 0" ou "a curva f = O", O contexto tornard
claro quando nos referimos seja ao trago, seja ao polindmio,

Observemos que, agora, as curvas X2 =0 e X=0, enbo-

ra tenham o mesmo tracgo, s2o consideradss distintas. £ sugesvivo
pensar em X2 como uma '"reta dupla", limite de um par de retas
que vém a coincidir (e.g., X{X-¢Y), com & =+ 0), ou de elipses

2

gque se achatam sobre o eixo (e.g. X oy e¥e = €).

Uma curva é irredutfvel se admite umz equagio que & um po-

lindmio irredutivel. As componentes irredutiveis de uma curva f

880 as curvas definidas pelos fatores irredutiveis de f£. A mul-
tiplicidade de uma componente p de f é o expoente com que p
ocorre na decompesicao de f; guando 2 2, dizemos gue p € com—

ponente miltipla de f.
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Intuitivamente, as componentes irredutiveis de uma curva
f s20 o0s "pedagos" que constituem £ e que s&o0 também curvas.
E de fatc, se f contém (o trago de) uma curva irredutivel
D, ent&o D ¢ uma componente de f. Isto foi demonstrado
na Proposigao 3. © leitor deve nc entanto ser alertado para o fa
to de que uma curva pode ser irredutivel mesmo sendo seu trago

real formado por 2 ou mwais partes disjuntas. (Veja o Exc.II.3).

o
AN

v2 = X(%-1)(X+1)

Fig. 7

Na realidade, a determinacgfo do ndmero, bem como da disposicgdo dos
circuitos reais de uma curva algébrica plana ¢ uma questdo ainda

nao resolvida por completoa.

Apesar do aparente contra-senso geométrico, a Definigdo &
coloca em definitivo relevo ¢ papel da eguagdo que individualiza
uma curva algébrica. Além do mais, frequentemente os argumentos
algébricos empregados nas demonstragoes de propriedades geométri-
cas se aplicam indistintamente a polindmios sejam eles irreduti-

veis ou nao.

4) Cf. "Problems of Present Day Mathematics", p.50, in Proceedings
of Symposia in Pure Math.,Vol, 28, F.E. Browder, Editer (197&%.
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Exercicios

7} Verifique se as curvas apresentadas no § 1 s3o0 irredu-

tiveis.

- '3 -
8) Ache as componentes irredutiveis das curvas:

(a) Yo-XO+X2V-XYC + X%+ Y24 %-T-1

(b) 2X2Y-2X0+Y2-XY+¥-Y
(c) X2-5XY+6Y°.

9) seja f =I aiXiYm_i um polindmio homogéneo # O.
o]

(a) Prove que f, & o produto de m fatores lineares

homogéneos, i.e., £ = TT(biX +¢;Y), onde b

c. 540 cons-
n

i?* ¥i
tantes ndo ambas nulas e as razbes bi/ci sdo bem determinadas.

(b) Prove que se f_, T

m? Tme1 DEO tém fator comum, entao

fm + fm+1
& irredutivel.

10) Mostre que Y2 - p(Z) & redutivel se e sd se p{X) &
um quadrado em X{X]. Em particular, Y2 (%-a)(¥-b) (X-c)
& irredutivel para tode a,b,c € k.
11) Mostre que uma conica allxz + a22Y2 + agz + 2a; XY +
+ 289X + 28,5Y ¢ redutivel se e 86 se det(aij) = 0,

12) Dado um ponto arbitrdric P e duas retas distintas L
LZ contende P, mostre que o conjunto das retas que

contem P & {X1L1+x2&2 i X1,X, sao0 constantes nio ambas nulas}.
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13) Dados 4 pontos nfio colineares, mostre que existem conicas
fl, f2 tais que, a condigao necessaria e suficiente pa-
ra que uma cdnica f passe pelos 4 pontos &€ que f seja da for-

ma x fi+x,f, , com x; €k, nao ambas nulas.

14) Dados 5 pontos arbitrdrios, existe ao menos uma conica
que os contém se existirem 2 distintas, entdo 4 deles séo

cgolineares.

15) Mostre que, para todo inteirc d = 1, existem QLQ%E)
pontos no plano pelos guais passa exatamente uma curva

de grau d.

16) Seja € a clbica Y = X3. Para cada par de pontos
P,@ € C, a reta PQ intercepta € num 32 ponto R,
Mestre que a correspondéncia que associa ¢ cada par (P,Q) o
simétrico -R de R em relagdo & origem O dé a C wuma estru-

tura de grupo.

§%. Mudanca de coordenadas

As propriedades de curvas planas gue estudéremOS 530 aque-
las que independem de¢ particular sistema de coordenadas cartesia-
nas empregado. Faremos aqul alguns comentarios sobre mudanga de
coordenadas ¢ daremos a cohceituagao precisa de "propriedade in-

dependente do referencial".

5. Definigﬁo. Um referencial ou sistema de coordenadas afim no

plano k2 consiste de um ponto 6 € kz,chamado ori-
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gem _do referencial, e de uma hase {vl,vzl. 0 referencial canod-

nigo é dado por 6 = 0(=(0,0}), wv; = (1,0}, v, = (0,1). O ye-

2

tor coordenadas de um ponte P € k em relagdo a um referencial

Q= {@,{vl,v2]3 & o par (P)R = (xl,xz) tal que

(5.1) P =8+ X Vi+a,V, «

2

Uma transformacao afim ou afinidade em k & uma aplicacio

T: k2 - k2 composta de uma translagdo com um isomorfismo linear,
A ambiguidade aparente na ordem da composigdo é irrelevante, pois
se L ¢é uma aplicagio linear e P, € K2 » temos L(P+P ) =

= L(P) + L(Po). Isso mostra que uma translacgdo seguida de uma
aplicac8o linear tem o mesmo efeito que a {mesma) aplicagdo linear

seguida de uma (outra) translagdo. Toda transformagdo afim & da

forma T(xl,xz) = (yl,yz), onde

Y1 = an¥y tapX tay
(5.2) _

Yo = 8p1%) + 810% * 8y
com det(aij) # 0. 0 leitor verificard sem dificuldade que as
afinidades formam um grupo com a operacgiac de composicdco. Em par-
ticular, a composia de duas afinidades é uma afinidade, e a inver-

sa de uma afinidade também é.

Escrevendo vy = (all’azl)’ v, = (alz,azz), 6 = (al’az)’
podemos interpretar (5.2) como as equagdes que relacionam
P = (yl,yz) conm (P)R = (xi,xz). E reciprocamente, podemos con-

siderar (5.1) como definindo a afinidade,
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(xl,xz) e AN

6. Definigdo. Dizemos gque a afinidade T e o referencial g

sfo asgociados se
T(P), =P (P € k2.

Assim, podemos adotar 2 atitudes diante do processo de wmudan
ca de coérdenadas: dada uma afinidade T, podemos olhar a rela-
cao (yl,yz) = T(xl,xz) come a expresssc que da as novas coorde-
nadas de um mesmo ponto em termos das antigas; os pontos ficam e
as coordenadas movem-se. A outra possibilidade, & a de conside-
rar T agindo sobre os pontes do plano: (yl,yz) é a nova posi-
cdo de (xl,xz), com as coordenadas todas tomadas em relaglo ac re

ferencial candnico.

2

T Definigﬁo. Uma afinidade T: kz—a k induz um k—automorfis-

mo do anel de polindmios em 2 variaveis,
T,: k[Xl,X2] + k[X;,%,]
tal que,
 * (xq,%,) € K= (T £i(x,,%,) = f(T_l(x %, 1)

142 4 . 1272 17277

Mais precisamente, se
T“l(xl,xz) = (byyX] + DyoX, + by, by + byox, + b,)

entdo

(T.f)(Xl,XZ) = f(bllxl + by,X, Dy DypXy + bysX, + b2).
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8, Propogicdioc. Sejam f uma curva e T wuma afinidade. FEntio o

trago de T £ & igual & imagem do trago de £

por T.
Demonstracio. Imediata.

9. Definigdo - Seja T wuma afinidade e seja & o referencial ag
sociade., A equacfo de uma curva f em relacgio =z
& (7).
A definicdo se Jjustifica porque, para cada P = (x,y), te-
mos

PEf <= rf{x,y) =0
-1 -1
<= ((T,)7 " £)(T ~(x,y)) =0
e= ((2)7HE)((P)g) = 0 .
10, Definigdo, Dizemos gue uma propriedade © relativa a curvas

{ou a configurac¢des planas, tais como conjuntos

de pontos, retas, etc. ...) é uma propriedade invariante ou inde-~

pendente do referencial se, para toda afinidade T, wuma curva hil
(ou configuraglo ) satisfaz P se e s6 se T,f (resp. T(@C))
satisfaz P.

Por exemplo, ¢ grau de wmna curva & uma propriedade invarian
te. A propriedade de 3' retas serem concorrentes, bem como a de
um poritoe pertencef a uma curva, sac invariantes. Ja o requerimen
to de que 2 pontos no planc real sejam eguidistantes de um ter-
ceiro nic é invariante; no entanto, a propriedade de um ponto ser
colinear com, e equidistante de 2 outros é invariante! (Leitor:

verifique!).
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Nos proximos capitulos estudaremos vérias propriedades in-
variantes de curvas algébricas. Enfatizaremos o fato delas serem
independentes do referencial apenas guando a verificacgdo a ser

feita revelar-se um desafio instrutivo.

Exercicios

17) Ache as coordenadas do ponto (1,2) no referencial

(1,1, 1(1,2), (5,51

18) Prove que 2 tridngulos gquaisguer s3o congruentes por
uma afinidade, i.e., se {Pl’P2’P3] e {Ql’QZ’QB] sdo
conjuntos de 3 pontos ndo colineares existe uma afinidade T ‘tal
que TP, =Q, ¥i=1,2,3. Verifique se 2 quadrildteros sio
sempre congruentes por uma afinidade.

19} Se L, (resp. Mi) sfo0 3 retas distintas concorrentes,

existe uma afinidade T tal que 7.1, =M, (i =1,2,3)?

20) Representacac matricial. Seja T uma afinidade. Sejam

(al’az) = T(0,0), (all’a21) = T(l,O) - T(O,O)!

(alz,azz) = T{0,1) - 7(0,C).
Definimos
211 %12 &
Mp =1 251 8 &




—po-

{a) Prove a formula

[7P] = M [P], ¥PE€ K2
/x
onde [(x,y)] =iy .
1,
(p) Prove que Mgm, = Mg My,  para tedo par de afinidades

T,T'.

(¢) Mostre que a correspondéncia T+ Mp é um isomorfismo

2

do grupo das afinidades de k sobre 0. grupo dos iso-

morfismos lineares de k3 que deixam invariante o plano X3 = 1.

21) Cdricas afins. -S8o definidas por um polindmio do 29 grau,

_ 2 2
f(Xl,Xz) = allxl+a22X2+a33+2a12X1X2+2al3Xl+2a23X2 ,

com ao menos um dos coeficientes dos termos de grau 2 nao nulo.
Seja S8; = (ai.), a matriz simétrica formada pelos coeficlentes
de f£.

(a) Mostre gue
- : t ;
f(Xl,XZ) = (X,X 1) Sg (Xl,XE,l) (produto de matrizes)
onde t significa "transposta".
(b) Mostre que, para teda afinidagde T ,

.ty -1

Sp g = Mp SpMp

onde Mp é a matriz definida no exercicio anterior.
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{¢) Supondo k =R , mostre que, dada f, existe T tal

que

X2 + b

Tf =X+ DyoX5 + bgs + 2bysX,

(Sugestdo: completar quadrados).

{d) Ainda supondoe k =R , mostre que f & congruente a
2 2 2 o2 2

exatamente uma das seguintes: X1+X2~l, lexz—l, Xl-Xg,
X§+Xg+l, X§+X§, xi—xz, X§+l, Xi—l, Xi. Nos 4 primeiros tipos

8; ‘tem posto 3; nos 4 seguintes, o posto & 2 e no Ultimo & 1,

(e) Supondc agora k = €, Mostre que esses 9 tipos de co-

A . vl 2 2 2 .2
nicas reduzem-se a apenas 5: X1+X2—l, Xl—Xz, Xl'XZ’

' 2
xi-l, x.

22) Determine *todas as afinidades nue deixam invariante a

clbica f = Y2

Distinguir os vdriocs casos (A =0, A =1, etc ...)

- X{x~-1)(X-%»), onde A ¢ uma constante.
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CAPITULO II

INTERSECUES DE CURVAS PLANAS

Vimos em alguns exemplos no Capitulo I a importdncia atri
bufda desde a Antiguidade ac estudc da intersecdo de 2 curvas.
Descartes e Newton chegaram a proclamar que o interesse princi-
pal das curvas algébricas € o de fornecer solugdes geométricas a

~ , . . . -~
equacoes algebricas por meio de intersegiao de curvas do menor grau
, 1
possivel™ .

Apresentaremos neste capitulo alguns aspectos gerais do
problema. Inicialmente, veremos que a intersecio de 2 curvas sem
componentes em comum & finita. Descrevemos em seguida o processo
da resultante para a determinacéo dos pontos de intersegdo. Fi-
nalizamos dando uma demonstragac de um casc particular do
Nullstellensatz (teorema dos zeros) de Hilbert, o gqual fornece uma
condigdo para gue um sistema de equagoes polinomiais admita solu-

gao,

§1. Finitude da intersecdo

Comecemos destacando o argumento usado na demonstragfo de

(1.3).

1) veja ET"COUTS de géométrie algébrique" vol. 1 de J. Dieudonné,
pag. 17.
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1. lema . Sejam f,g € k[X,Y] polindmios sem fatores irredutiveis

em comum. Entdc existe uma relagdo

af + bg = (X)) ,

onde a,b € k[X,Y] e ¢ & um polirdmio nic nulo da varidvel X.

Resultado andalogo vale trocande X por Y.

Demonstracao. Ponhamos A= k[X], X.= x(X). Consideremos f,g

comoc elementos de X[Y]. Vistc que f,g nfo admi-
tem fator comum em A[Y] , também nazo o admitem em K[Y] (leitor:
por que?)., Como K[Y] é um dominic de ideais principais, se-

gue-se uma relagao
rf + sg =1 em K[Y].
Eliminandec denominadores de r,s, obtemos a relacao prometida.
C.Q.D.

Se f € kiX] é um polindmio ndo constante, sabemos que a
equacido f(X) = 0 admite no maxime um nimero finito de solugdes.
0 préximo resultado & uma versZo deste fato para polindmios em 2

varidveis.

2. Proposicio., O conjunto das soluctes de um sistema de 2 egua-

cOes polinomiais a duas incdgnitas sem fator irre-

dutfivel comum é finito.

Reformulando em linguagem geométrica, temos, equivalente-

mente:
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3. Proposicéo. A intersegfo de duas curvas algébricas planas sem

£ . .
componentes em comum & finita.

Demonstragao. Apliquemos o Lema 1 aos polindmios £(X,Y), e
g(X,Y), onde f,g € k[X,Y] ndo admitem fator

comum., Obtemos relagles

af+bg = c(X)

uf+vg = w(Y)

onde a,b,...,w 530 polinbmios, c(X), w(Y) s8o ndo nulos ¢ en-
volvem sé a varidvel indicada. Dessas relagdes é evidente gue to
da solugdo de £ = g = O tem para abscissa uma raiz de o(X) e
para ordenada uma raiz de w(Y)}, todas em ntmero finito.

c.Q.D.
Exemplo: Consideremos as intersegles da hipérbole f: XY =1

com retas 4: aX+bY = ¢. A figura abaixo ilustra as pos

Ssibilidades:
¥
\\\ Bre
Y=-X
Fig. 8

As retas X =0 e Y =0 ndo cortam a hipérbole (exceto no infi

nito...). Em geral, hd 2 interse¢des distintas, reais ou com~
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plexas (e.g, Y = -X corta f nos pontos (i,-1), (-i,1)). As
retas tangentes tém apenas um ponto de contato, que intuitivamen-

te deve ser 'contado 2 wezes".

Exercicios

1) Dados £ = Xo-2Y24+XY-2X+5Y, g = X°4+XY+Y-X~2 , encontre

pelindomios a,b,c tais que af+bg = c(¥X) como no Lema 1.

2) 8eja f = aoYm+a1Ym_1 tesey By # 0, um polindmio & coefi-
cientes em um dominio A, Mostre que, para todo g € A[Y],

existe um inteiro i = 0 e polindmios q,r € ALY] tais que

a;g =gqf + 1, com r =0 ou dr <m.
Deduza entdo um algor{tmo para congtruir uma relagdo af+bg = c,
onde a,b € A[Y], c €4, e ¢ # 0 desde que A seja fatorial
e f,g nio admitam Ffator comum ndo constante. Além disso, a,b

podem ser tomados com dba s dg-1, ob = pf-1,

3) Prove que nenhum dos dois ramos do trago real da hipérbole
XY =1 é, em separado, o trago de uma curva algébrica.

2

Mesma questdo para a cubica Y° = X(X-1)(X+1l). (Veja Fig. I.7).

4) Sejam f,g € k[X,¥) polindmios sem fator comum ndo constan
te. Prove que k[X,Y]/(f,g) ¢é um espago vetorial de di~-
mensao finita. (Sugestdo: existem r(X), s(Y}, nao nulos, no ideal

(f,2). 0 quociente k[X,Y1l/(r(X),s(Y)) tem dimensdc finita).
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§2. A resultante

Como proceder, para achar os pontos de interseg8o de duas cur
vas £,g? O método geral mais simples é o de selecionar uma das
varidveis, digamos X, para figurar como parte dos coeficientes.
Isto é, consideramos f e g como polindmios na varidvel Y, a
coeficientes no anel k[X]. Tentamos entdo encontrar os valores x
de X para os quais f£(x¥) e g(xY) admitem raiz comum. Geg
metricamente, queremos encontrar as projeg¢bes, sobre o eixo dos
x, dos pontos de f N g. Este processo, tipico da chamada teo-
ria da eliminagio, repousa sobre 0 estude da resultante de deis

polindmios.

4, Definiglo. Seja A um anel (comutativo, e.g., A = k[X]1), e

sejam
f=a¥l +...+a {(d = 1)
a e o
g =1bY +...+ b, , (e = 1)

polindmios a coeficientes em A. A resultante de f,g & defini-

da por

83 84-1 +++ &,

ad..... al ao

be.........b0
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determinante da matriz (d+e)x(d+e), com e 1linhas de a's e
d linhas de Db's, subentendendo-se que os espagos em branco saoc

preenchidos com zeros.

Nesta definigio, os polindmios f,g s8o0 considerados for-
malmente de graus d, e, embora 841 be possam ser nulos., O
contexto deixara clarc qual o grau formal atribuideo; quando nfio

r . - N . = . .
explicito, convencionamos atribuir o grau efetive, i.e., © maior

grau em gue Y ocorre efetivamente.

No caso em que estamos mais interessades, os coeficientes

a., by 880 também polindmiocs em outras varidveis XpsXppeees o8-

i* 73
creveremos entdo R(Xl,Xz,...) para enfatizar gue R & um poli-

nomio nessas varidveis.
2 2 _
Exemplo: f = Y™+X°-4 , g = X¥Y-1.

4

R(X) =[x -1 © =% - 6x? 41

Note que um processo ‘'"natural' para resolver o sistema

¥+ Y% =4

pas 1

seria substituir Y = 1/X na 12 eguacdo, resultando a equagdo
-4 +1=0

Ou seja, as interse¢des do c¢frculo com a hipérbole tém para

abscissas as solugdes dessa tltima equacfo resultante, A coineci-
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déncia nio & acidental.

5. Proposigao. Sejam

i

"

d
ad(X) YT #aok a (X)),

be(X) v® e+ bo(x) s

o
Il

onde a,, by sdo polindmios nas varidveis X3,%,, 44 + Entdo,

para cada x = (xl,xz,...), temos

R(x) = 0 <=> a(x) = b(x) = 0 ou #f{x,Y), g(x,¥) admitem raiz

comum,

Demonstragdc. Para cada x, a resultante de f(x,¥) e g(x,¥)

¢ obviamente R{x). Por outrc lado, £(x,Y) e
g(x,Y) admitem uma raiz y em comum se e s se admitirem um fa-
tor ndo constante Y-y. Portanto, o teorema resultara do seguin-
te.

ot E = beYe +euet by polinG~

6. Lema. Sejam f = ade +eeat @
mios a coeficientes em um domfnio de fatoraglo tinica A

(e.g. A=k ou A=k[X]). Entsc R =0 se e sd se 2 4=b=0

1,8

ou f,g admitem fator comum n3c constante.

Demonstragdo., Digamos ag # 0. Entde f,g admitem fator comum
h ndo constante se e sd se existirem p,q € A[Y]

néo ambos nulos, com dp s d-1 e dq € e-1 tais que

(6.1) af = pg .

Com efeito, se f = ph, g =gh, segue-se a relagdo (6.1). Re
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ciprocamente, visto que ALY) ‘também é fatorial, a relagio (6.1)
acarreta gue algum fator irredutivel de f ocorre em g, Dois

of > dp.

Escrevendo

d-1

pr= xo Y tesat X3.1 '

-1
one teert Vo p 0

9

a eyuagl@c {6.1) € equivalente ao sistema linear obtide comparan-
do coeficientes, a saber,

e-l da-1

z =& T b

j=0 d-1-J YJ = h=0 ge-i-h xh ? i=0.c.,dve=1 ,

onde convencionamos por a, = bn =0 ge myn <0, ou m>d,
n > e. Ora, este sistema admite solugdc nio trivial se e sd se
é nulo o determinante da matriz dos coeficientes, o qual coincide

com R a monos de sinal.
C.Q.D.

Retornando ac problema da intersegfo de duas curvas f,g,

chservemecs gque R & identicamente nulo se e sd se f,g admi-

f,g
tirom componentes em comum, casc em que £ N g ndo é finita,

Queindo a intersegdo é Tinita, podemos estimar o n¢ de pon-—
tcs contando o numero de abscissas, que é limitado pelo grau da
resultante R(X). Este procedimento é muito grosseiro, pois po-

dem ocorrer varios pontos de interse¢8ic com a mesma abscissa.
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Exemplo. Sejam f = X°4Y2-2X, g = Y°-X.
Exenplo

Fig. 9
A resultante é
1 0 x%-2%
1 0 X2-2%| = ¥°(x-1)° .
R(X) =
1 0 =X
10 '

Neste exemplo, © mero cdlculo da resultante nio permite prever o
nimero de intersegdes. A multiplicidade 2 da raiz x = O pode
ser interpretada, na figura, como causada pela tangéncia. J£ a
raiz dupla x = 1 & devida ao fato de que ha 2 pontos de inter-
secdo com a mesma abscissa, Se trocarmos X por Y, eliminando
X, obtemos ' -

1 -2 ¥ .

2

R(Y) = |-1 v = Y2 (Y=1)(¥Y+1) .

-1 v2
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Agora, os pontos de intersegfo aparecem fielmente refletidos nas
raizes da resultante. A multiplicidade 2 da raiz y = 0 persis-
te, pois ela corresponde a um fenfmenc geométrico, que diz respei
to a posicaoc das curvas f e g, e nac depende do particular
sistema de coordenadas empregado. Voltaremos a esta discussdoc no

Capitulo V.

Exercicios
5) Resolva os sistemas:
a) X(YZ—X)2 = Y5, X4+Y3 = x2 .
b} (X24v2)2 = x2¥2, XPa¥® = X-h .
6) Calcule a resultante do par de polindmios

(2) £(X) = ax®+bX+c, £'(X) = 2aX+b.

(b) £(X)

(X-a)(X-b)(X-c), g(X) = (X-d)(X-e),

(a,b,...,e constantes).

7) Construa pares de cdnicas f,, g irredut{veis tais que
£ n g; conhsiste de 1 pontos distintos para 1 = 1,2,
3,4, Calcule as resultantes com relagdo a X e com relagdo a Y

em cada c¢aso.

8) Seja A um anel comutativo com unidade. Mostre que a re-
sultante dos polindmios f =Y-a e g = bnYn +eaot by €

e alyl & (-1)® g(a).
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9) Seja w: A 2 B um homomorfismo de anéis e denotemos pelo
mesmo simbolo o homomorfismo induzido A[Y] -+ B[Y] defini
i i _
do por w(EaiY ) = Ew(ai)Y . Prove que m(Rf,g) = Rw(f),w(g) pa
ra todo f,g € AlY].

83, 0 grau da resultante

Para o cdlculo do grau de R(X), introduzimos o conceito de
diregfo assintdtica de uma curva f. Intuitivamente, é uma dire-
¢80 limite de retas OP, onde P percorre f afastando-se in-

definidamente de O,
7. Definigdo. Escreva
=1+ Iteaddy

onde cada f; é homogeéneo de grau i, e fq # 0. Cada componen

te aX+b¥ de £, é dita uma direcdo assintdtica de f.

Exemplos.
1} f = 1-XY ‘tem as diregdes assintdticas X e Y.
2) f = Y2—X tem a direclo assintética Y. (Note gque aqui

a direcaoc assintdtica n3o é uma assintota, no sentido

da Geomeiria Analitica).

Calculando a resultante de cada uma dessas curvas com uma

R é
£,4
em geral 2, sendo menor somente se 1L ‘tem a mesma direcio assin

reta 4 =Y -(aX+b), o leitor verificarda gque o grau de

tética que f,
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8. Proposicio. 0 grau da resultante de duas curvas sem direcio

assintdtica em comum & o produto dos graus. Em

simbolos,

oR,._ = (df)(2g) .

ig

A resultante aqui & tomada atribuindo-se a f,g seus graus efe-

tivos com respeito a Y.

d
Demgnstracio. Para cada polindmio f = T f, , com f; homoge-
¢}

neo de grau i, fy # 0, ponhamos

d d-1

£(x,7,2) = 29, + 227 e ha a2ty + Ty,

-

onde Z & uma nova variavel (independente de X,Y). Observemos

que 'f* é um polindmio homogéneo de grau d = »f , € evidente-
¥

mente f (X,Y,1) = f£{X,Y).

* *
Reescrevamos f , g na forma

%
f

n

AOYd +eaot Ad

*
g

e
BOY +aeat Be ’

onde A4, Bj € x(X,2] slo homogéneos e dA; = i, bB; = J.

Calculemos a resultante

Aou.----o-Ad

A e 8B Ad

R(X,Z2) = .
BOCOCBe

BO creasan Be
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9, Lema., O polindmio R(X,Z) acima definido é homogéneo de grau

d.e, se ndo for identicamente nulo.

Demonstraglo. Em geral, se p # O & um polindmic nas n varia

veis Xjy.eeerX entSo p & homogéneo de grau

n?

m se e sO se
p(TXy,e0n, TH, ) = TM0(XyyeeerX,) em K[Xgsen., X, T,

'.' . - L4
onde T & uma nova variavel independente. Com efeito, se p e
homogéneo, & imediato gque a relagZo vale. Reciprocamente, supo-

nhamos valida, e escrevamos
P =D, + Py +eest Dp oy

soma de polindmio homogéneos com b»p; = i; p, # 0. Abreviando

X = (Xg,000,X ), temos

n
D(TX) = P+ TPy ++eet TP, = T'p

donde, (pela definigBo de igualdade de polindmios!), m=r e

P =Py .

Mostremos ent&o que

a(rx,mz) = ™€ R(X,Z) em k[X,Z,T] .
Ora,
Ay Ty .1,
R(TX,TZ) = Ay ':'TdmlAd-lAdAd
]3.0 By «e.. T°B, ...
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Multiplicando a 22 linha por T, a 32 por T2,...,a e—~ésima por

pe-1 , a 22 linha de B's por T,..., a ultima por pd-1 , Ob
temos
™ R(rx,72) = T R(X,2Z) ,
onde
N = (I+ess+e-1) + (1#...+d=-1), M=1+2 +.,.+ d+e-1.
Logo,

Mol = (d+e)(g+e~1) _ e(e;l) N d(d;l) - de

C.q.D.

Para completar a demonstracgio da Proposigdo 8 vamos compa
rar R(X,Z) com R(X). £ evidente que R(X,1) é a resultante
de f,g consideradcs formalmente como poelindmios em Y de graus
d, e. Agora observemos que o coeficiente A, (resp. Bo) de ¥4
(resp. Y%) em £ (resp. g*) & constante, sendo nulo se e s se
vd (resp. Y®) nfo ocorre em £y (resp. ge). Esta Ultima condi-
cdo é equivalente a condigdao de X ser fator de fd. Como f,g
n3o tem diregdes assintéticas em comum, segue-se que, por exemplo,
A, # 0. Seja j o menor indice tal que IB‘j # 0. Desenvolvendo
o determinante que define R(X,Z) pelas . primeiras colunas, ob

temnos

R(X,1) = AJ R(X).

Visto que f,g nao tém direg¢do agsintdtica em comum, em parti-
cular nio tem componente em comum. Logo R(X) # O e portanto

R(X,Z) # 0. Assim, o grau de R(X,2) é d.e, Segue-se que
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R(X,1) +tem grau d.e, a menos que R(X,Z) seja miltiplo de Z.

Mas neste ultimo caso, R(1,0) = 0 , acarretando
* *
f (15Y’O) =g (1,y,0)

para algum vy, donde fd(l,y) = ge(l,y) =0 e f,g admitiriam

ambos a direc@o assintdtica yX-¥, proibide por hipdtese.
C.Q.D.

4 .
Exercilcios

-

10) Seja f = f, + f1 +eeu+ £3, onde cada £, € kX, Y] é
homogéneo de grau i e fq # 0. Prove que f£(X,aX+b)
tem grau exatamente fgual a d se e 80 se a reta Y = aX+b tem

diregio assintdtica distinta das de f.

- 11) Sejam

_ d d-1 d
f = a8 X" + a X" 7Y 4.4 adY ’

_ e e
g = box +eoat beY

polindmios homogéneos # O a coeficientes em X. Mostre gue £,g
admitem uma diregfo assintdtica comum se & ab se a resultante de

£(L,Y) e g{1,¥) é& nula,

12) Prove que o grau da resultante de duas curvas sem compo-
nente comum & sempre menor do que ou igual ao produto dos

graus, com igualdade somente na situaglo da Proposigdo 8.
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84, 0 teoremz dos zeros

Finalizamos este capfitulo discutindo uma versiBo particular
do célebre Nullstellensatz de Hilbert. Trata-se de elucidar em

que condigdes um sistema de equacOes polinomiais admite solugdo.

Obzervemos inicialmente que, dado um sistema de equagdes,

toda solucio & também soluglo de qualquer equagio do tipo
81 fl teeat By fN =0,
onde 0s 8; 830 polindmiocs arbitririos. Denotemos por I o

ideal gerado peles fl,...,fN, ou geja, o conjunto de todos os

polindmios da forma I g5 fj .

Dizemos que um pontoc P & um zero do ideal I se

f{P) = 0 para todo f € T, £ evidente que o conjunto dos zeros

de 3T coincide com o conjunto das solugdes do sistema proposto.

Por outro lado, se o polindmio constante 1 pertence a
g, é claro que J nlo admite zero. O Nullstellensatz afirma
que, reciprocamente, se I & um ideal préprio do anel dos poli-
nomios a coeficlentes num corpo algebricamente fechado, entdo 3T

admite um zero. Vamos nos ater ao caso de duas varidveis.

Lembremos que um ideal % < k[X,Y] ¢é préprio se e s6 se
estiver contido em algum ideal maximal. Por exemplo, um ideal de
k(X,Y] da forma

n= (X—x, Y_Y) ’
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i.e., gerado por X-x, Y-y, onde X,y sdo constantes, é maxi-

mal, pois é o ndcleo do epimorfismo "substituir X =x, Y =y",

®{X, Y] — &k
FIX,Y) — £(x,y) .

Agora observemos que, se J estiver contido em (X-x, Y-y) en-
tdo P = (x,y) & um zero de T , e reciprocamente. Este argu-
mento mostra que o Nullstellensatz ¢é consequéncia imediata do sg

guinte resultado.

10. Proposigio. Se k €_um corpo algebricamente fechado entdo

todo ideal maximal m de k[X,¥Y] é do tipo

(X-x, Y~y) para algum (x,y) € K?,

(Observemos que é essencial aqui a hipétese de fechamento
algébrico. O ideal (¥2+1,Y) de R[X,Y] & maximal e ndo admite

zerc real).

Demonstragiio. Seja f € m um polindmio ndo constante, {Leitor:
justifique a existéncia de f). Podemos supor f
irredutivel porque "maximal = primo™. Sendc k algebricamente
fechado, nio hd dificuldade em se garantir a existéncia de um
zero de f; digamos f(x

) =0, 8 m-= (X-x,, Y-y ), ponto

o' Yo o!

finel. Se ndo, existe g €m tal que g(x_,y,) # O. Em parti-
cular, f ndo divide g. Aplicando o Lema 1 obtemos uma rela-
cdo af + bg = ¢, onde ¢ é um polindmio nac constante de uma
s6 varidvel, seja X ou Y, % nogsa escolha. Visto que ¢ € m,

concluimos que m contém elementos da forma X-x, Y-yv. (Este é



41~

outro ponto em que a hipdtese sobre k é imprescindivel). Tendo
em conta que {X-x, Y-y) & maximal, concluimos que (X-x, Y-y)=m.

C.Q.D0.

Exercicios

13) Seja f wuma curva e seja A = k{X,Y]/(f). Mostre que os
ideais meximais de A estZo em correspondéncia bijetiva
natural com og pontos (x,y) tais cue f(x,y) =0, i.e., com

os pontos do trago de £,

14) Seja S um subconjunto de k2. Mostre que S €& o conjun
to das solugdes de um sistema de ecuagGes polinomiais
fl(X,Y) = fZ(X,Y) == fr(X,Y) = 0 se e somente se S = k° ou
S=¢ ou § = unifio de um n® finito de curvas irredutiveis e de’

um conjunto finite de pontos.

15) Verifique se a demonstraclo da Proposigdo 10 se aplica
para coneluir um resultado andlogo em mais de duas varia-

veis.

16) Caracterize os ideais maximais de R[X,Y].
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carfTULO III

MULFIPLICIDADES

§1. Intersecao de uma curva com uma reta

Seja f uma curva, e seja 4 uma reta de equagdo
Y =aX + b. Os pontos de £ N 4 podem ser obtidos eliminande Y

e resolvendo a equagdo
def,
(0 = (X, aX+b) = 0 .

Fis as possibilidades:

(1) £,{X) ¢ identicamente nulo, caso em que ¢ & uma compo-

nente de £
{2} fL(X) é uma constante # 0, gquando f N4 = ¢.

(3} £,(X) ¢é um polindmio ndo constante, decompondo-se na for

ma

r
m.
—_ — . 1
£,(X) —cigl(}( x )},

onde ¢ & uma constante e os % séo as abscissas (2 a 2 distin
tas) dos pontos de intersecio. Procede-se de maneira evidente

quando 4 & da forma X = cY+d.
1. Lema, Os inteiros my independem do referencial afim,

Demonstragio. O processo de substituir ¥ = aX+b em um polind-

mio g(X,Y) define um epimorfismo
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klX, Y] — k[X]

g +— g (X, a¥+b) ,

cujo nucleo é o ideal (&) gerado por & = Y-{(aX+b). Logo, obte

mos unm isomerfismo

k[X,¥1/(2) = kX]

tal que a classe T de T mod(4) corresponde a fb‘ Vistoe gue
k(X] & fatorial, a decomposigio TT(ani)mi de f, corresponde
a {Unica!) decomposigio de T em fatores irredutiveis, com o mes
mo nimero r de fatores irredutiveis distintos, o i-ésimo repe-
tido m, vezes. Agora, se T ¢ uma afinidade, T induz um iso
morfismo

k[X,¥1/(4) =+ k[X,¥Y1/(T. %)

tal que f+(¢) e T f + (T ¢) se correspondem, juntamente com

as decomposicdes em fatores irredutiveis.
Cc.Q.D.

2. DefinicBo. A multiplicidade ou Indice de intersegdoc de 4,T

no ponto P é dada por

0 se Pganrtst
(L,f)P = (o se P gltcrH

m, se P= (xi,axi+b) como no casc (3) acima.

Se & ¢ f, chamamos o inteiro

r
m =3df - ¥ m,
® i=1 *
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de multiplicidade de intersecio de +,f no ponto improprio ou

ponto no infinito de 4.

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo de que m_ € po-

sitivo se e sb se a diregaoc de ¢ & assintotica de f£.

0 significado intuitivo dessas multiplicidades & que,arbi-
trariamente proximo & curva f, existem curvas do mesmo grau gue
cortam 4 em »f pontos distintos, m; dos guals estdo proxi-
mos a (xi,axi+b), o m 2 restantes distanciando-se para = sg0

bre L.

Exemplos.

1) £ =Y-X° , & =7Y-(aXsb)., Se a+hb # O, temos duas in-
tersecdes distintas. Se 32+4b = 0, temos uma s% inter-—

secdo, com multiplicidade 2.

| 7 X
Fig, 10

2) f = Y-y2 , 4 =aX+b¥+c. Se b # 0 =a=c, temos uma
intersec¢do na origem, com multiplicidade 3. Se a#0=b ,

temos uma interse¢io a distincia finita, com multiplicidade 1,
e outra no infinito, com multiplicidade 2. Se b # 0, podemos

ter 1, 2 ou 3 pontos de interseglo, todos a disténcia finita.



45—

Fig. 11

3) £ = Y°-X2{X+1), 4, =Y-aX. A origem O absorve pelo me-
nos 2 intersegbes. 8 a = %1, a multiplicidade de inter-

secao (&,f)o =3,

Fig. 12

§2. Pontos multiples

3. Proposicdg. Seja f uma curva e seja P um ponto de f.
Existe um inteiro m = mP(f) = 1, tal que, para
toda reta 4 passando por P,
(4,£)p = m ,

ocorrendo a desigualdade estrita para no méximo m retas e no mi

nime uma.
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Demonstracdo. Suporemos, sem perda de generalidade, P = 0. Es-

cCrevemos

T = fm tasat fd s

com £ nomogéneo de grau i para m < i £d e f # 0. Tendo

em conta que P € f, +temos m = 1. Mudando cocrdenadas se neceg
sdrio, podemos também supor que Xtf .0 leitor verificara facil
mente que £(0,Y) = Y™(£_(0,1) +...+ £4(0,1) vd) e £ (0,1)#0,
seguindo-se que (X,f)o = m. Para as demais retas passando por O

0, ponkamos 4. = Y-tX. Temos entdo,

d-m
£, 1X) = XU(E (L, 8) 48 (1, 8)X 4.0t £5(1,0)X ).
Segue—-se que
(Lt,f)o =m ,
ocorrendo igualdade se e s6 se fm(l,t) # 0. Come X 4 £, » se-
gue-se que fm(l,t) é um polindmio em t de grau m(= 1) e gue

portanto ge anula para ac mencs 1 e no maximo m valores distin-

tos.
C.Q.D,

4, Definigdo. O inteiro m = mp(f) descrito na proposigdo acima

é a multiplicidade do ponto P na curva f ou

multiplicidade de f em P, Se P g £, convenclonamos mp(f)=0.
S¢e P=(x,y) € £, escrevemos

I{X+x, Y+y) = fm(X,Y) + (termos de grau > m).

#

0 polindmio homogeneo fm(X,Y) pode ser decomposto de ma-
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€1
£, = TT(aix+biY) s

onde os fatores lineares aiX + biY sao retas distintas. As re-
tas

1, = a; (X-x) + b; (Y-y)

sao as retas tangentes de f em P; o expoente ey é a multipli-

cidade da tangente Li .

A demonstragio da Proposigio 3 mostra que (%,f), >m =
= mp(f) ‘justamente para 4 igual a uma das retas tangentes a f

em P.

Dizemos que um pontc P de uma curva I é liso ou ndg

singular ou simples em f e que I & lisa, etc. ... em P sge

mp(f) = 1; singular caso contrdrio. A curva f € lisa ou pdo
gingular se mP(f) = 1 para cada P € f. 3Se mP(f) = 2,3, 04,0,

P ¢é dito um ponto duplo, triplo,...,m-uplo. Um ponto m-uplo

PeEf & ordinirio se f admitir m tangentes distintas no pon-
to P. Uma clspide ¢ um ponto duplo com tangentes coincidentes.

Un né é um ponto duple ordinario.

5. Proposicao. (1) Umn pontec P € f & ligso se e =0 se a0 menos
uma das derivedas parciais fy, fy nac se

anula em P,
(2) Se P = (a,b) € f & liso entdc a {Unica!) tangente a f

em P & dada por

fX(P)(x~a, + fY(P)(Y—b) =0
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Demonstracdc. Ambas as afirmativas decorrem facilmente da férmu-

la de Taylor,
f(X+a, Y+b) = fla,b) + fx(a,b)x + fY(a,b)Y + g(X,¥Y) ,

onde todos os termos de g +tém grau = 2.
C.Q.D.

Exemplos.

2

1) A lemniscata (X2+Y2)2 = ¥y apresenta um né na origem,

com tangentes Y = =X,

N\

Fig. 13

2) A cisséide X2 _ y(v?4x%) = 0 tem uma clspide na origem,

com tangente vertical X = 0.

|
Fig. 14
3) Singularidade tacnodal: Y2~3X2¥-Yo+x* = 0.
|
|
|
|
¥
I

Fig. 15
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4) Singularidade real isolada: X24Y2 = Y7

¥y
X
Fig, 16

5) Rogsacea de 3 pétalas: (X2+Y2)2 = Y9-3%%Y; a origem & um

ponto triplo ordindario,

’/

Fig. 17

6. Proposigio. Se f é uma curva sem componentes miltiplas, en—
t30 o conjunto dos pontos singulares de f ¢& fi-

nito.

Demonstrag¢Zo, Lembremos gue uma componente irredutivel p de £
& miltipla se p°|f. Pela proposigho anterior, o

conjunto dos pontos singulares é dado pelas equagdes

f=1f, ==

x =%y =0

Ora, ao menos uma dag parciais, digamos fX, é nio identicamente

nula. (Leitor: por que?), Afirmamos que f = fX = 0 admite sd
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um nimero finito de solugdes. Do contrdrio, pela Proposigao
(II1.3), existiria componente irredutivel p comuma f e fx.
Mas isto acarreta gque pgif , absurdo.

C.Q.D.

7. Propogigdo. Seja f uma curva sem componentes miltiplas. En
tdo, para cada ponto P do plano, e para cada
reta ¢ contendo P, com excessdo de um nimero finite, % in-

tersecta f fora de P em bf—mp(f) pontos distintos.

(Intuitivamente, um ponto de multiplicidade m absorve m

intersegBes de L N f, as demais sendo, em geral, distintas).

Demonstragac. Suponhamos inicialmente f irredutivel. Sem perda
de generalidade, podemos supor P = (0,0). Ponha-
mos m = mP(f}, d = dbf e lembremos a convengdo m = O <= P £ f,

Temos
f = fm Faaat fd ’

com I

i homogéneo de graiz i para m< i s d e Tufy # 0. Se-

Ja T uma nova indeterminada. Definamos
g(X,T): = X £(X,TX) = £ (1,T) +..0 X0 £4(1,T).

0 leitor verificard sem dificuldade que g(X,T) é irredutivel em
k{X,T]. Em particular, Ex © & nio tém componente em comum.
Logo, existe um nimero finito de valores + de T para os quais
g(X,t) e gx(x,t)r admitem raiz comum). (Essas sfio as rafzes mil
tiplas de g(X,t). Evitando o nimero também finitc de valores
que anulam £ (1,T) fd(l,T), conclufmos que g(X,t) & um poli~

A, I'4 .
noémio em X de grau d-m, com esse mesmo numeroc de ralzes dis-
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tintas, ¢ todas # 0. Tendo em conta que
£(X,tX) = X"g(X,t) ,

concluimos que a reta Y = tX intersecta f conforme anunciado,

Para o caso geral (f possivelmente redutivel), aplicamos

a parte j4 demonstrada para cada componente.
' €.Q.D.

§3, Diagrama de Newton

Finalizamos o capitulo descrevendo o diagrama de Newton,

”, Id . - w
um metodo pratico para esbogar o trago real de uma curva na vizi-

nhanga de um de seus pontos.

Para cada termo ainin efetivamente presente na equacio
da curva, marcamos o ponto (i,Jj) em um novo plano. Tracamos em
seguida os segmentos ligando 2 ou mais desses pontos, com a pro-
priedade de que a reta determinada igola os demais pontos no semi-
plano oposto ao da origem., Antes de prosseguirmos, tomemos por
exemplo X5—5XY2+2Y5 = 0 para fixar as idéias, A 12 figura é o
diagrama de Newton; a 228, um esbogo do trago real de f, préximo

a origem,

Fig. 18
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Os termos correspondentes aos pontos (i,J) em um dado seg-
mento, fatorande-se X ou Y, dic uma boa aproximagao da curva

préximo & origem.

No exemplo, o segmento que une (0,5) a (1,2) fornece
2Y7_5xY? , do qual retemos 2YJ-5X. Esta é a parte do trago de
¢ desemnada em pontilhado. O 29 segmento dd X°-5XY2, daf o

par de parabolas X2 = /5 Y marcadas em trage-ponto.

Outro exemplo: X5—X2Y2+Y5 = 0.

FPig, 19
0 1¢ segmento da X3 = Y?; o 20 44 > - %2

Sem entrar em maiores detalhes, o método funciona porgue
cada segmento do diagrama seleciona termos da equagdo que sdo in
finitéssimos de mesma ordem, os demais pontos no semiplano oposto

. . 1
ao da origem representando termos de ordem superior .

Exercicios

1) Analise as intersegdbes de ¥4Y = 2 com XY = 1l+e para

e = 0.

1) Veja J. Dieudonné, "Caleul Infinitésimal", pag. 106.
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2) Determine os pontos singulares com suas respectivas multipli

cidades e retas tangentes e esgboce as curvas:

a) P-3xviaxtirtiexdy? = o.
b)Y YP-5Y%°+2X° = 0O
¢) YPX-X2-¥24X = O

d)} Reveja os exemplos e exercicios do Capitulo I.

3) Mostre que se uma cdnica é singular, ela € redutfivel. Vale

f
a reclproca?

4) Mostre que mp(f) é o menor inteiro m tal gue alguma de-

rivada parcial de f de ordem m & # O,

5) Dizemos que um ponto P sobre uma curva f & um ponto de
inflexio se P & ndo singular e (4,£)p = 3. a) Clnicas
irredut{veis ndo admitem pontos de inflex8o; b) Escrevendo
f = fi+f2 ++4s COM fi € k[X,Y] homogéneo de grau i, mostre que
P = (0,0) ¢ um ponto de inflexf8o se e sd se £y é uma componente
de fs.

&) Determine os pontos de inflexao das curvas seguintes:

a) Y = XB i b)) Y= sz + X3 s ¢) X3+Y3+3XY =03
3 .3 3 2 Y2)2 _ XZ— 2
d) AP+ (X4Y+1)7 + 3XT(X+¥+1) = 05 e} (XT+ = o
7) Mostre que, se £ é uma curva irredutivel e 3f = 2, entio
mp(f) £ df-1 para todo P, Para cada d z 2, dé um exem—
plo de curva irredutivel de grau d tendc a origem como ponto

{d-1}-uplo ordindrio, e sendo lisa nos demais pontos.

8) Mostre que uma curva redutivel & singular em cada ponto de

intersegio de duas componentes. D& um exemplo de curva




—54

redutivel nio singular.

9) Prove que uma curva do tipo Y© = p(X), onde m ¢é um in-
teiro =z 2 e p(X) ¢ um pelindmio de uma varidvel, & nio
singular se e 86 se p(X) ndo possui raizes multiplas.
10) Mostre que a condigdo para que um dado ponte P seja
1]
m-uplo para uma curva f de grau d = m se expressa por

um sistema de

(mzl) equacbes lineares independentes, nos coefi-

cientes de -f.
11) Por 3 pontos arbitrdrios passa sempre uma cUbica que os con

tém com multiplicidade 2. Se existirem 2 tais clbicas, en—

t30 og 3 pontos s3o colineares e de fato existe uma infinidade,

12) Complete os detalhes da demonstracio da Proposicio 7 no ca-

so em que f & redutivel.
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CAPTITULO IV

PONTOS NO INFINITO

§1. O plano projetivo

As retas paralelas  aX+bY+c, a¥+b¥+e! (c # ¢!} nio se

intersectam a Qisténcia finita; a pardbola Y = X°

e a reta

X = 0, bem como a hipérbole XY = 1 e os eixos cocrdenados séo
mais evidéncia de que essas intersegBes que estdo "faltando", e
ate o presente vém sendo tratadas como ‘diregbes assintdticas"®,
devem ser melhor sstudadas. O desejo de dar um tratamento rigoro
80 a esses "pontos que deviam estar 14" nos levard a introduzir
de maneira sistematica os pontos no infinito. Esses "pontos" se-
r3o apresentados inicialmente como entes de natureza aparentemen-~
te diversa dos pontos usuais do plano afim., Mas logo veremos ser
possivel, e mesmo recomenddvel, eliminar as aspas; og novos pontos

nao merecer@o no final nenhuma distingfo especial com relacdo a

seus parceiros atualmente dados a distincia finita.

A 1déia original de adjuntarac planoc usual uma reta no infi-
nito, constituinde um plano projetive, & devida a Desargues. Seu
livre, publicado em 1639, pretendia dar uma fundamentagfo matema—
tica zos métodos de perspectiva empregados pelos pintores e arqui-
tétos. A concepgdo de Desargues do plano projetivo é, em essén-

cia, a que vamos descrever.
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Consideremos ¢ plano afim mergulhado no espago tridimensig

nal como o plano || de equaglo Z = 1,

Cada ponto do plano TT determina uma reta passandc pela
origem e pelo dado ponto. Cada reta de TT determina um plano pe-
la origem, Se as retas 4,4! CTT se intersectam, seu ponto de in
tersecio da lugar a retz de intersecdo dos dois planos associados
a 4,4', Se as retas 4,4' sio paralelas, os planos que elas de-
finem ainda se intersectam, desta feita ao longe de uma reta pas—

sando pela origem e contida no plano Z = O.

1, Definicio., O planc projetive IP2 £ o conjunto das retas do es

pago tridimensional passando pela origem.

.Do exposto acima, vemos que o plano afim TT se identifica
naturalmente com um subconjunto de i que ainda denotaremos por

TT, Os pontos de IPE—TT sfo chamados de pontos no infinito.

Denotamos por (x:y:z) o ponto de ZP2 que representa a rg
ta ligando a origem O a wum ponio (x,y,z} # 0. Dizemos que

%,V,z o880 coordenadas homogéneas do ponto (x:iy:z) relativas a

base candnica {(1,0,0), (C,1,0), (0,0,1)}.
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Por definicgdo, temos que

(x:yiz) = (x'iy'iz?) <=
existe constante t # 0 tal que (x,v,z)=1t{x",y',2').

Em geral, fixada uma base qualquer no espago tridimensional,
as coordenadas de um ponto # ¢ relativas a essa base s30 chamzdas
de coordenadas homogeneas do ponto correspondente de iPz. Coorde-

nadas homogéneas de um ponto de Eﬁ {relativas a uma base prefi-

xada) s6 estdo bem definidas a menos de um fator escalar # O.
Vamos nos servir da aplicagfo, |
q: IIR3 - {0 —-'}PZ
(x,y,2) = (xiy:z)
para introduzir uma topologia em IRE , @& topologia quociente. Di-
zemos que um subsconjunte U cP? ¢ aberto se q‘l(U) é aberto em

B~ {01 com sua topologia usual.

Intuitivamente, isso estabelece em JPZ uma nogao de vizi-
nhanga, segundc a gqual dois pontos de P2 estdo npréximos" se as

retas associadas em IR3 formam um angulo "pequeno,
0 aubconjunto de Iﬁ,
2 )
8 = (x:yiz)|z # 03 ,

é aberto = denso em e , pois qql(AZ) & o complementar do pla-
no z =10 em JR3 e é evidentemente abertoc e denso em ZR3—{O}.

Pode-se mostrar que a aplicagio

RZ — 8 cp?

(x,y) v (x:y:1)
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rd e . -, rd N

& uma bijecAo continua, com inversa também continua. Desta manei-
: . . 2

ra, passamos & considerar o plano afim JR2 como contido em P~ ,

identificando-o com &%,

$2, Espacos projetivos

Consideragdes analogas se aplicam, mais geralmente, para a
definigdo do espaco projetivo associade a um egpago vetorial V

de dimensdo arbitraria sobre um corpo k.,

3. Definigao. O espago projetivoe P(V) associado a um espago ve—

torial V € o conjunto dos subeszpacgos de V de

kn+l

dimensdao 1, Se V = y ©Screvemos IPE =P(V), ou simples—

mente PW,

As coordenzdas homogéneas de um pento P € P(V) relativas

a uma base {vo,...,vn} de V sfo as coordenadas (xo,...,xn)
de um vetor ndo nulo arbitririo Exivi pertencente ao subespago
representado por P. Fixada a base, escrevemogs P = (xo:...:xn)

para indicar um pontc com essas coordenadas homogéneas.
Para cada i=0,...,n, 6 o subconjunto de P"
U; = [(xo....-xn) | x; # ¢l ,

pode ser identificado com k" através da bijegho

X X Xy
- - 0 n 1 'l
(xo.....x ) — (= ,..., ) (omitir —=) .
n X X. X
1 o 1 L
5 . n ~
Convencionamos escrever A" = Un 3 salvo mengao em contrério, iden

tificamos X% com &% c Ph,

0 complementar de 4" em TPY consigte de pontos da forma
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n

- - 3 7 — n
(XO.....xn_l.O). Desta maneira, TP &

identifica-se & um

Pn—l, que convencionamos chamar hiperplano no infinite. (Veja

também o exercicio §,b)).

Em particular, P° consiste de um s8 ponto.

Pt , a retz projetiva , é a reta usual Al com um ponto

extra no infinito.

Quande k =R , podemos visualizar ZP%{ como a circunfe
réncia, com o ponto no infinito indicado na figura:

o

Pl
R

Fig, 21

A reta projetiva complexa pede ser identificada com a esfe-
ra, via projeclc estereogrdfica, Mas esta interpretagio sera lgno

. . 1 . s . .
rada agui. Preferimos encarar IPC como um objeto uni-dimensional.

§3. Curvas projetivas

Passemos a investigar como se situam as curvas planas afins

nesse ambiente mais amplo. Comecemos com as retas.

Para o resultadce seguinte, suporemos k =R {ou ¢).

4. Proposicfio - Seja 4: aX + bY + c =0 (gom a ou b#0), e

seja 1 a aderéncia de 1 em P2, Entio temos
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T =2U [(bi-a:0)} = {(x:y:z) | axtby+cz = 0] .

~ * ) - . N
Demonstracdo. Denotemos por L o 2¢ membro da ultima igualdade
*

proposta. £ imediato que & = 1 U {(p:-a:0)}.

_ * ~
Mostremos que X4 = 4 . Por derinigao da topologia de IP2 , Tre-

* * #

sulta &  fechado em 2. Visto que t <t , segue-se %~ <.
Resta mostrar que o ponto no infinito P = {b:-a:0) pertence a

T. Para isso, basta exibirmos uma seguéncia de pontos P, € 1

com lim P = P. Suponhamos, por exemplo, b # 0. 3Seja
1o

P

n {(bn: -an-c: b) .

Temos

Hd
11

{n: (-an-c)/b:l)

).

(p: —-a -

slo
Slo

A 1l iguzldade mostra que Pn € L3 a 28 mostra gue Pn + P,

pois (b, —-a - % . %) tende a (b, -a,0) em R - {01 e
s RO 2 & r
q: R’ - {0} » P ¢ continua. C.G.D.
~ d r
5. DefinicBio. Seja f =T £; , onde cada £, € k{¥%,¥]l & homo-

)
géneo de grau i, £y £ 0. A homogeneizacdo de f

& o polindmioc homogéneo de grau d = df,
N >
£ (x,v,2) = 2% £ (%, 7)

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo de que o resulta-

do anterior se generaliza para uma curva I arbitrédria: o subcon

. 2
Junto de IP™ ,

Uxtyiz) | £ (x,y,2) = 0}
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& igual 3 aderdncia de f em P°. NSo faremos mais uso deste fa
to, nem de outras propriedades topoldgicas de IPE. Incluimos es-

sa discuss3o0 apenas para motivar a definig¢do seguinte. -

6. Definigﬁo. Uma curva plana projetiva € uma classe de equival@g

cia de polindmios homogéneos nfo constantes,
F € x[X,Y,z], mdédulo a relagio que identifica dois tais polind-

mios, F, G, se um for miltiplo constante do outro.

Adotaremos, mutatis mutandis, as definigOes e convengGes

feitas no Capitule I para © caso afim, Deixamos a cargo do lei-

tor a transcrigio das definig¢des de tracoe, equagZo, componente ir-

redutivel e grau dadas em (I.4).

Observemos que, se F & um polindomio homogeneo, a relagdo
F(tx,ty,tz) = tCF(x,¥,z)
mostra que a condigdo para que um ponto (x:y:z) pertenca ao tra-
¢o de uma curva projetiva & independente das coordenadas homogé—
neas.,
Curvas de grau 1,2,3,... sao, como antes, chamadas retas,

conicag, cubicas, ete.

Areta Z =0 & usualmente chamada de reta no infinito,

mas a escclha & meramente psicolégica. Mudando a base de k3 ,

2 previamente estipulada

podemos decretar que qualguer reta de TP
seja a reta no infinito. Seu complementar (Z # 0), & o plano

#% , cujos pontos sho ditos estarem a disténcia finita,

0 fecho projetivo de uma curva afim f & a curva projeti-

va definida pela homogeneizagio £,
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Os pontos a distancia finita sobre uma curva F sdo dados
pela equagde F(X,Y,1) = 0. O pelindmio no primeiroc membro desta

equagio é a desomogeneizacio de F com respeito a Z, denotado

Fe. DNote que F, ¢ nio constante, & menos gue F seja igual a
uma poténcia de Z. (Equivalentemente: o trago de F coincide

com a reta no infinito). Observaremos a seguinte

Convencd@o. Doravante, as curvas algébricas planas afins
£{(X,¥) = 0 serdo consideradas implicitamente como a parte que se
acha a distancia finita sobre a curva projetiva f*(X,Y,Z) = 0,
Assim, quande nos referirmes, por exemplo, a pardbola Y = X°

2

estaremos automaticamente pensando em ZY = X~, O termo curva sig

nificard curva planz projetiva, salvo mencio em conbrério.

§4. Mudanca projetiva de coordenadas

7. Definigdo (Compare com (I.7) Seja T: k2 + %2 um isomorfig-
me linear. Visto gue uma tal

aplicagdo preserva retas de k3 passando pela origem, temos de-

finida uma bije¢do natural, ainda designada por T: P2 4 PP , cha

mada uma projetividade ou mudanca projetiva de coordenadas em ZPZ.

Mais geralmente, define-se de maneira andloga projetividade em um
espago projetive (V) arbhitrdrio.

Temos também induzido um k —igomorfismo
T,: k[X,Y,z] + k(X,Y,z]
tal que,para tode (x,y,z) € x’ e todo polindmio f,

(T,£)(x,v,2) = £(T2(x,v,2)).
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o9 Z = X3 e de-

Mais explicitamente, escrevendo X = Xl , Y =X
signando por (aij) & matriz de T % relativa & base candnica

de k3 , Temos
(T.f)(xl’XZ’XB) = i‘(Ealj 5 zaajxj, EaBJ-XJ-) .

A imagem de uma curva projetiva F por uma projetividade

T & a curva definida por T.F. A4s curvas F e T.F s8o0 ditas

congruentes.

Dizemos que uma propriedade ¥ relativa a curvas F € in-

variante ou independente das coordenadas se F satisfaz P so-

mente se T.F a satisfaz para toda projetividade T. Definigdo
andloga se aplica a propriedades relativas a outras configuragdes.

(Comparar com I,10)).

Sao exemplos de propriedades invariantes o grau de uma cur
va projetiva, a colinearidade de pontos, a redutibilidade de uma

curva, € varias outras que veremos no decorrer do cursoc.

8, Proposicic. Sedam {Ll’LE’LB] , {Hy,H ,H3} conjuntos de 3 re

tas de P ndo concorrentes (i.e. nL; = r'\H‘j = ¢).

Existe uma projetividade T tal que T-Li = Hi para i = 1,2,3,

Demonstracio. Cada reta de IP2 corresponde a um plano de k3
passando pela origem, denotado a seguir pelec mesmo
simbolo. Seja ui(resp. vi) um vetor nfo nulo na intersegdo dos

planos L., L, (resp. Hj’Hk) para {i,Jj,k} = {1,2,3}. Ento os

j’
u; (resp. vi), i=1,2,3 formam uma base de k7. Assim, existe

um isomorfismo linear T definido pela condigdo T u; = vy o,

i=12,3. Visto que wu.

it uj geram Lk y» Ttemos efetivamente
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C.Q.D.

Exemplos:

1) Duas retas em IPZ sempre se intersectam porgue dois pla-
nos passando pela origem em k3 sempre contém uma reta
em comum, Em particular, as retas afins aX+b¥+c = 0,

aX+bY¥+c!' = 0 se intersectam no infinito.

2) A parébola Y2 = X intersecta Y = 0 nos 2 pontes

(0:0:1) e (1:0:0),

3) A hipérbole XY = 1 intersecta X = O no ponto (0:1:0).
Este se encontra no complementar da reta Y = 0. Toman-

do-a como a nova reta no infinito, desomogeneizando XY—22 com

relagao a Y, obtemos a pardbola X = 72 (que é tangente a
X = 0).
z 2 2 2
4} A elipse £ XE = 1 ¢ a parte da conica X X .z2
a2 b a2 b2

a distancia finita. Escolhendo a reta X = 0 como a re-

ta no infinito, obtemos agora, a distincia Ffinita, a hipérbole

Tente imaginar os 2 ramos de uma hipérbole se encontrando
no =, Talvez vocée se convenga de gue a hipérbole e a elipse s@o

de fato 2 aspectos da mesma curva:
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* reta no mM

Fig, 22

E por vezes conveniente fazer uma representagio gréfica de
Pz desenhando o chamado trifngulo de referéncia formado pelas re

tas X =0, Y=0 e Z=0 (esta iltima tomada no =):

Y=0 / k= Y=0
5 | / - '
j l >) L o
/X=O :

X=0

A primeira figura mostra o ramo pogitivo da hipérbole

XY = 1 efetivamente tangenciandc os eixos X =0 e Y =0 no in

finito, e se prelongande com o ramo negativo. ;

Na segunda, temos a parédbola clibica Y X3 exibindo seu

ponto cuspidal (ou de reviravolta) no =.
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Exercicios

1) Construa uma sequéncia de pontos Pn a digtancia finita

sobre a hipérbole XY = 1 +tal que 1lim P, = (0:1:0).

n-x

2 _ 42

2) Mostre que todo ponte de P & aderente a alguma reta

afim.

3) Mostre que as diregdes assintdticas de uma curva afim f
~ -~ . . -~ *
estao em correspondencia com as intersegoes de £ com a

reta no infinito Z = 0.
* L4 ~ Iy - 2
4) Prove gue f e a aderencia da curva afim f < A",

- * * K
5) Demonstre as férmulas: a) (fg) =f g ; b} (FG),=F.G, ;

e) (£, =1; d) Z%F,) = F, onde n = dF - aF, .

6) Prove que um produto de polindmios é homogéneo se e sé se
cada fator é um polindmio homogéneo. (Este fato foi impli-
citamente suposto na definigdo de compomnente de uma curva plana

projetiva).

s . r's *
7) Mastre que uma curva afim f & irredutivel se e sé se ¢

- . - -
e uma curva projetiva irredutivel.

8) Seja F uma curva projetiva irredutivel e seja G uma

curva projetiva. Mostre que se F € G entdao F |G.

9) Sejam P, = (a;q: a5t aiB) € P2 , i=121,2,3. Prove que

eles sfo colineares se e sé se det(aij) = 0,
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10) Seja V um espago vetorial. a) Para cada’ subespago vete
rial W &V, mostre que P(W) cP(V); se W' & outro
subespago de V, mostre que P(W')=P(W) <—> W=W'. P(W) é dito um

subespaco projetivo de P(V}. b) Suponha dim W = dim V-1 e seja

Vo, um ponto de V fora de W. Para cada v € V, seja [v] o
subespago gerade. Mostre que a aplicagio w [w+vO] & uma hi-
jecBio de W em P(V) - P(W). c) Definimos a dimensio (resp. godi~
mencdo)de P(W) por dim P(W) = dim W-1 (rep. codim P{W) =

= dim V -~ dim W). Mostre que dim P(W)} 2 0 <= P(W) £ 9.

d) Mostre que uma interse¢So de subespacos projetivos & um subes—

pago projetivoe, e) Mostre que se Sl’ 82 530 subespagos projeti-~

vos entio

codim (sl n 52) s codim S; + codim Sy -

f) Uma reta (resp. hiperplano) em P(V) & um subespago de dim
(resp. codim.) 1, Mostre que toda reta intersecta qualqguer

hiperplano de (V).

11} Seja V4 © espago vetorial dos polindmios homogdneos
7(X,Y,2}) de grau d. a) Mostre que o conjunto das curvas
de grau d identifica-se naturalmente com ]P(Vd). b} Calcule
dim ]P(Vd). ¢) Mostre que as curvas de grau d que passam por um
ponto fixo formam um hiperplano em ]P(Vd). c) Mostre que o conjun
to das retas de IP° gque passam por um pohnto P & uma reta de
IP(Vl) (dita a dual do ponto P). d) A reta de T° determinada
por 2 pontos distintos é representada em IP(Vl) pelo ponte de in-

terseg@o das 2 retas duais; 3 pontos de ]P2 sdo colineares se e
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s0 se suas retas duaisg sao concorrentes.

12) Sejam Py,...,Pg ew? 5 pontos distintos. Seja S; o©

conjunto das conicas que passam por Pl,...,Pi. a) Mostre

que Si ¢ um subespacgo projetivo de ZP(VZ) e que codim Si =1
para i = 1,2 ou 3. b) Mostre que dim S, =1 se e 50 se
PlyeeesPy nio sdo colineares. Neste caso, conclua que existem
conicas Fl’ F2 tais que,a condig#o necessaria e suficiente para
que uma cbnica F contenha Py,...,P, é que F seja da forma
x,F+x,F, para algum (xl:xz) e P, ¢) Investigue sob guais con

digdes os 5 pontos determinam uma Unica cdnica.

2 ¢ isomorfo aoc

13} Prove que o grupo das afinidades de &
grupe das projetividades de IPZ que deixam a reta no in-

finito invariante.

14) Dados dois conjuntos (Pii, {Qi} de 4 pontos de P2 .

% a 3 mndo colineares, mostre que existe uma Unica proje-
tivideade T tel que TP; =Q; , i = 1,...,4. Generalize para
ph

15) Prove que dois isomorfismos lineares que induzem a mesma

projetividade s3o miltiplo escalar um do outro.

16) Associe & cada conica,

2 2

_ 2
F o= a;,X% + a,,7" + a332 + 2(a12XY + a13XZ + 323YZ),

a matriz simétrica Sp = (ai ). =a) Mostre que

J

F(X,Y,2) = (X,Y,2) Sp °(X,Y,2).
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h) Seja M = (mij) uma matriz inversivel 3x3 e denotemos pela

mesma letra a projetividade associada (M(xl:x2:x3) =

=(Zm1.x.:2m

%1 Iy 4% 5 Em3jxj)). Prove gue

tM—l -1

S M

Swr =

F

¢} Mostre que toda clnica & congruente por uma projetividade a

2, XY =0, ¥ =0. Em

exatamente uma das seguintes: XY = Z
particular, do ponto de vista complexo-projetivo, a parabola, a
hipérbole e a elipse s@io congruentes; elas diferem pela posigdo

relativa & reta no infinito.

17) Mostre que a cissdide ¥ = Y(Y2+X2) é congruente a

cilbica cuspidal Y2==X3 (Homogeneizar primeiro). A tris-
sectriz de Maclaurin e o folium de Descartes também sdo congruen

tes entre si.

18) Prove gue se uma cOnica tem 3 pontos colineares ela € re-

dutivel.
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CAPITULO V

INTERSECKO DE CURVAS PROJETIVAS

A motivaclo originalmente presente na criagdo do plano pre
jetivo foi o desejo de abolir o paralelismo de retas: em ZP2 ,
2 retas sempre se intersectam. Mas na realidade IP2 é muito mais
prodigioso. Veremos gque 2 curvas projetivas planas quaisguer sem
pre se intersectam. Melhor ainda: é possivel atribuir, a priceri,
multiplicidades de intersegio de maneira que, o nimero total de
pontos.comuns a5 duas curvas, corntados com multiplicidade, seja
ou igual ao produto dos graus dessas curvas, ou infirito, este ﬁl

timo caso ocorrendc somente se houver componente comum., Este € o

enunciado do teorema de Bezout.

§l, Intersecio de reta e curva, agora projetivas

Seja L wuma reta e seja F uma curva de grau d.
Suponhamos inicialmente L = X. Temos entdo:
P = {0iy:z) €XNF <= F(O,y,z}) =0,
Ora, o polindmio F(0,Y,Z) ou bem é identicamente nulo {caso em
gue X © F) ou é homogéneo de grau d, decompondo-se na forma
F(0,Y,2) = TT(z,¥ - yiz)mi ,

onde os pontos P, = (O:y;:z;) sfo 2 a 2 distintos e constituem

X N F., Chamsmos naturalmente o expoente my de multiplicidade
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de intersecfo de IX,F em Pi' Deixamos a cargo do leitor a veri

ficagde de que essas multiplicidades coincidem com as definidas
anteriormente (quando comparaveis). Em especial, se (0:1:0) €
€ XNF, amltiplicidade aguil definida coincide com aquela no

entdo chamado ponto imprdprio da reta.

1, Proposicdo. Seja L uma reta e seja F uma curva de grau d.

Se L f£F entdo LnF={P1,...,PI_} , onde

Pi # Pj para i # 35 e existem inteiros m, = 1 Dbem determina-

dos pela seguinte condigdo: se T ¢ uma projetividade tal que

T,L=1X, entio

(2,7)(0,Y,2)

i

T ml
T]-_r(ziY_in) *

onde TP, = (O:yi:zi) para 1 = 1,...,r. Em particular, =m =d.

Demonstraglo, Consideremos o diagrama de homomorfismos de anéis,

kix,v,2z] *““E:4 k{X,Y,2]
T,
klX,Y,z1/(L)— klY,2]
4 12 das flexas verticais & a aplicaclfo quociente gz = g+(L);
a 28 é g(X,v,z) = g(0,Y,2}, e T, & o isomorfismo induzido
por T, . Segue-se que k[X,Y,2z31/(L) & isomorfo ao dominioc fato-

rial Xx[Y,Z]. Portanto, F admite fatorizagfo lnica,

= . fg
B = P17 o-en o ’

onde 08 p; sfo irredutiveis distintos e os expoentes n; sd0
2 1. Levando em conta que T, (F) = (T F)(0,Y,Z) e comparando as

decomposicfes, concluimos que r =s e n, = m; a menos de reor-
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denagio. TFinalmente, a afirmativa com relagdo aos TP, & evi-

dente.
C.Q.D.

2, Definicac. A multiplicidade ou {ndice de intersecdo da reta

L com uma curva F no ponto F & definido por

® se PE€LCF
(L,F)p = 40 se PELNF

my se P= P, nas condigdes da Prop. anterior.

A proposicdo acima pode ser reenunciada, dizendo gue
L N F consiste de boF pontos contados com multiplicidade; é um
case particular do Teorema de Bezout. 0 caso geral sera visto

mais adiante,

A mesma proposigao revela que, com © emprego de uma proje-
tividade conveniente, podemos sempre supor, para o.célculo de
(L,F)P , que P se encontra a disténcia finita e que L,F sdo

distintos da reta no . Nestas circunstdncias, & imediato que
(LyF)P = (L*,F-)(-)P E]

onde o 2¢ membro é a multiplicidade de intersecdo definida no ca-
so afim,
Assim, os resultados do Capitulo III podem ser transcritos

para &s curvas projetivas. Em especial, temos a seguinte

3, Proposigdc. Seja F uma curve projetiva e seja P um ponto

de F. Existe um inteiro m = mp(F) = 1 tal que,

para toda reta L passandec por P, .
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(L,F)P 2m

ocorrendo desigualdade estrita para no mixime m retas e no mini-

moe uma.

Demonstragac. Movendo F e P com uma projetividade, pedemos su
por gue a reta no infinito nfo contém P, Assim,
reduzimos ao caso afim, quando entfo a proposigio € consegliéncia

de (III.3). .0
.Q.D.

L. Definiclo. (Comparar com (III.4) O inteiro mP(F) descrito

acima & a multiplicidade de F (resp. P) em_ P

(resp. F). Se P ¢ F, convencionamos mP(F) = 0, Dizemos gue

P (resp. F) & gimples ou n2o singular ou liso {a) em F (resp.

P} se mP(F) = 1; miltiplo ou singular se mP(F) =2, F &

lisa ou nao singular se o for em cada um de seus pontos. Se

mp{F} = 2,3,...,m P é dito um ponto duplo, triplo,...,m-uplo.

As retas tangentes a F em P s83o as retas excepcionais desta-

cadas na proposigdo anterior.

r . * , ) I3
Se f € uma curva afime F =f , & imediato que

mP(F) = mP(f) para cada ponto P € aZ. Portanto, as definigGes

dadas acima gao consistentes com as dadas no capitulo III.

Para a determinagdo de mP(f) e das retas tangentes, re-
duzimes ao caso afim, desomogeneizando F com relagdo a uma va-

ridvel que ndc se anula em P,

Exemplo, A parébola cibica Y = Xj é singular no infinito, no

ponto P = (0:1:0), Desomogeneizando F: 72Y = x° com
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relagdo a Y (que tomamos como nova reta no infinito) obtemos
7 = X, Segue-se que mp(F) =2, (z,F)p=3 e (L,Flp =2 pa
ra L # 2z (L= reta passando por P). (Veja Fig. 23).

5. Proposigdo - Seja F uma curva de grau 4 e seja P e P°.
Entao:

(1) (Férmula de Euler) 4dF = XFy + YFy + ZF, .

{2) P & um ponto gingular de F ge e s6 se
FX(P)X = FY(P) = FZ(P) =0 .

(3) Se F & lisoc em P entfo a reta tangente a F neste

ponto &
‘ FX(P)X+FY(P)Y-FFZ(P)Z = 0,

Demonstracgdo.

- L rd
(1) Sendo ambos os membros lineares como fungces de F, e su~
ficiente verificar a férmula quando F ¢é um mondmio

¥t v Z% i4jsk = 4, o que é imediato.

(2) Suponhamos P = (a:b:l)}. Por (III.5(1)) P & um ponto
singular de F se e sd se (F*)X = (F*)Y= F, =0 em
{a,b). Aplicande (1), concluimos dessas igualdades que FZ(P)=O.
Reciprocamente, se Fy = Fy = F, =0 em P, entdo Fy = (F*)X=
= (F*)Y =0 em P, O mesmc argumento se aplica se P & da for-

ma (a:l:b) ou (l:a:b).

{3) Suponhamos, por exemplo, P = (a:b:l). De acordo com
(II17.5{2)) a reta tangente é dada pelo polindmio (ja ho-

mogeneizado),
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(Fy)x(a,p) (X-az) + (Fy)y(a,p)(¥-bZ) ,
que é igual a

FX(P)X + FY(P)Y - z[aFX(P) + bFY(P)l .

Por (1), a expressSo entre colchetes coincide com —FZ(P).

C.Q.D.
Bxercicios
1) Para cada inteiro m = 1 , construa uma curva F , de

grau m, tal que a origem O = (0:0:1) seja um ponto liso
e a multiplicidade de intersegiio (X,F); seja igual a um. £ pog

sivel conseguir F 1lisa {inclusive no infinito)?
2) Mostre que uma cubica com 2 pontos singulares é redutivel.

3) Ache as multiplicidades dos pontos no = e os indices de
interseg8o com a reta no = para cada uma das curvas con—

sideradas nos Capitulos I e III.

4} Mostre que uma curva projetiva F C]P2 é nio singular se
e s6 se F(X,¥,1),F(X,1,2) e F(1,Y,Z)}) s8o todas nio sin-
gulares (ou ¢). Mostre com um exemplo que 2 dessas podem ser

nio singulares embora F seja singular.

5) Mostre Que, para cada curva irredutivel F, se d = bF
entdo existem d{d+3)/2 pontos tais que F & a {nica
curva deste grau que os contém. (Sugestio: existem retas

Ll""'Ld » c¢ada qual cortando F em d pontos distintos,'e
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tais que L, NL.NL_ =L NL,NF=2¢ para i,J,k distintos,
i 3 k i J

Tome P € F e fora dos L;'s; depois escolha i+l pontos dis-

tintos em L; N F (i = 1,...,d-1) e mais d pontos em L, N F.

Se existisse G # F contendo estes pontos, com »G =d, existi-

ria uma curva H da forma xF + yC¢ {com (x:y) GiP]J contendo

um (d+1l)-ésimo ponto de L

g+ Logo Ly € H, etlc veels

d

6) Prove que toda curva projetiva lisa é irredutivel. (Compa-

re com Exercicio III.2).

§2. 0O teorema de Bezout

Consideremos agora o problema do cdlculo do nimero de pon-
tos de interseg¢io de duas curvas projetivas F, G de graus arbi-

trarios.

6. Lema. Sejam F,G curvas planas projetivas. Entde F OS2

finita se e sd se F,G ndo admitem componente comum,

Demonstragdo. Se F,G ndo admitem fator comum em k[X,Y,Z] en-
tdo F, , G, +também ndo o admitem em k[X,Y]. Com
efeito, se F,=fh, G, =gh, com f,g,h € klX,Y] e h nao
~ * % ¥ * * % . .
constante, entdo (F,} =fh, (G,) =gh ., Dal se seguiria
* , ~ ~ s
que h & fator de F,G, contradigao. Como ¥, G, mnao tem
comporente comum, segue-se que F N Z ou G N Z € finita, (sendo
7 seria componente comum) e portanto F N G & finita. A reci-

proca é trivial.
C.Q.D.
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Esclarecida a finitude de F N G, propomo-nos & calcular
seu nimero de pontos. Note que ainda ndo apresentamos nenhuma ga
rantia de que F N ¢ seja ndo vazia, em geral, Isto sera uma

conseglishcia do Teorema de Bezout,

7. Definicdo, Sejam Py = (xi:yi:zi), i=1,,..,r os distintos
pontos de F N G.

Diremos que F,G estdo em bea posiglo ou bem posicionsdas

se P = {0:1:0) £ F N G. w

Diremcs que F, G estdo em muito boa posiglo ou muito bem

posicionadas se P £F NG e se, para cada par P, Pj €F NG,
Po’Pi’Pj c80 ndc colineares. BEsta 1ltima condiglo é equivalente

a4 exigéncia de que i # j implique (x;:z;) # (xj:zj).
Suporemos ho gque segue que F,G nfo tem compornente em co-
mumn.

Escrevamos

_ 4 d-1
F = AOY + AlY +eaat Ad ,

e
G BOY taaet Be

onde A, Bj € ¥{X,Z2] s8o0 homogéneos de graus i,].

& claro que (0:1:0) EF <—= A, = 0. Logo, estando
F,G bem posicionades, temos A_ ou 3Bj # 0. Lembrando ¢ Lema
II.9, temos que a resultante R = R(X,Z} de F,G com respeito

a Y é homogénea de grau d-e .,

Por outro lado, levando em conta que A, ou B £ 0, pa-
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ra cada {x:z) eP" temos
R{x,z) = 0 «=—> H(x:y:z) € F N G.

Suponde F,G muito bem posicionadas, concluimes que R

escreve—-se na forma

r m.
R(X,2) = ¢ T;I" (z;% ~ x,2) *

onde ¢, €& uma constante # 0, os expoentes my sdo inteiros = 1,

Im; =de , e P; = (x;:y;:2;), i =1,...,r sdo os distintos

pontcs de F N G. ¥ natural, portanto, adotarmos a seguinte

8. Definicio, A multiplicidade ou indice de intersegdio de F,G

no_ponto P & definida por

0 se PEFNG

n, se P =P, nas condigoes acima.

Observande que Im; = ®R = (ar)(dG) , demonstramos, para

o cagso em que F,G estio muito bem posicicnadas, ¢ importante

9. Teorema de Bézout ., Duams curvas planas projetivas F, G

sem componente em comum, tém (dF)(2G) pon

tos em comum contados com multiplicidade.

Para o caso geral, €& necessario definirmos (F,G)P livre
da hipdtese de bom posicionamento. £ claro que, se FN G & fi-
nito, existe uma projetividade T tal que T,F, T.,G estio em

muito boa posicdo. 4 sugestdo foi lancada:



70~

10. Definicdo. O indice ou multiplicidade de intersecio de F,G
' {curvas projetivas sem componentes em comum) no

ponto P EJP2 é

(FIG)P = (T,Fs T-G)TP

onde T denota uma projetividade tal que T F, T ,G estejam muito

bem posicionadas, e o 22 membro & calculiado como na Definigdo 8.

Exemplo. O cfrculo F: X°4Y> = 2X e a pardbola G: Y2 = X

(Fig. 9) n3o estdo muito bem posgicionados: os pontos de
interse¢do (1:1:1} e (1:-1:1) s80 colineares com (0:1:0),
Aplicando a projetividade T que fixa Z e troca X por Y, ob

temos

TF = X2+Y%-2YZ, T G=X°-2X ,

que agora estfo em muito boa posig@o. A resultante &
X2(X—z)(X+Z), indicando as multiplicidades 2 e 1 dos pontos
(0:0:1) e (1:+1l:1) respectivamente.

0 leitor atento objetara de imediato, pois a "definigao"
acima proposta so6 & honesita se provarmos que o 29 membre indepen—

de de T. Mdos a obra, pois}

11. Proposigdo. Sejam F,G curvas muito bem posicionadas. Se-
Ja T wuma projetividade tal que T,F, T,G tan
bém estioc muito bem posicionadas. Entdo

(F,G)P = (T,F, T,G)pp ¥ P eP?
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Demonstragio. Usaremos um artificio notdvel, devido a

Seidenbergl -

A idéia é provar a igualdade quande T & uma projetivida-
de genérica. Precisamente, sejam wij (i,3 = 1,2,3) 9 indeter-
minadas, e seja K o fecho algébrico de k(Wij), o corpo de fun
‘¢Bes raclonais nessas novas varidveis. O plano projetivo IPi se
identifica a um subconjunto de IP% » 0 plano projetivo scbre o
corpo K. A projetividade genérica W & a projetividade de :Pﬁ

definida pela matriz (Wij) ,

W(xl:xz:xj) = (Elexj:szj j:EWBij) .

F,i definem curvas em P2 , gque denotamos por F,G. O fa
to importante a observar é que, mesmo considerando pontos com coor

denadas em K =2 k , temos

i

FANG=F0G-={P,...,P ).

Com efeito, as coordenadas de um ponto de F N G sfo rai-
zes da resultante de F,G com relaglo a uma varidvel conveniente,
e portanto satisfazem a uma equaclo algébrica a coeficientes
em K. Sendo este algebricamente fechado, vemos que os pontos co-

muns a F,G em IT% sdo os que j4 conheclamos, em F N G.

Consideremos agora os "transladados genéricos", W,F ,

W G, Temos, por definigdo
(W, F)(X,Y,2) = F(wi(x,v,2))
Eliminamos os denominadores desta Gltima expressio, definindo

(X, Y,2) = det(Wij)bF FW (X, Y,2).

1) A. Seidenberg, "Elements of the Theory of Algebraic Curves",
Addison Wesley, 1968.
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W

F é um polinamiO-a coeficlentes em k[Wij], anel dos po

lindmios nas varidveis W; 4. Note que P ¢ W T definem a

mesSma curva em IP% s Dois diferem por um miltiplo constante.

Para cada projetividade T definida por uma matriz (tij)

a coeficientes em k, & evidente que, o resultado da gubstitui-

~ W ,
¢ao wi. -+ tij em F e T F.

Observemos gue Fw, Gw egtdo muito bem posicicnados, Com
efeito, se P, = {(0:1:0) pertencesse a o oY , terfamos

P, = W(P) para algum P € F N G, Daf, especializando (Wij) ra
ra a matriz identidade, viria P_ € F 0 G, proibido por hipdtese.
Analogamente, se existissem Q, Q' € YN o¥ colineares com Po»
concluir{amos a existéncia de P, P' € F N G colineares com P_.
W GW

Calculando a resultante de F, s encontramos

r .
R((W),X,Z) = c(W)_TE(zi(W)X—xi(W)Z)nl ,
i=

onde c(W) & um polindmio # 0, n; = n,;{W) é um inteiro =z I e

1]

% (W) = Wygxg + Wooy; + Wi 25

zi(W): = W}lxi + Wzo¥y * WBB z;

sBo coordenadas homogéneas de W(xi:yi:zi), o i-égimo ponto de

Fw n GW. A4 expressao para a resultante estd correta porque sabe-
mos que R{(W),X,Z) € k[wij][X,Y] e que, em K[X,2]1, ela é com
pletamente decomponivel nos fatores lineares zi(w)X—xi(W)Z cor

respondentes aos pontos de  ng¥,

Agora é claro que, especializando (Wij) para qualquer

{(t,.) associada a uma projetividade T +tal que T, F, T,G este-

id
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Jam muito bem posicionados, R(Wi.,X,Z) se especializa na resul-
tante de T,F, T,G, com cada fator z;{W)X-x;(W)Z se trans-
formando no fator correspondente ao ponto TPi. Segue—-se que os

expoentes ni(w) nac dependem de Wij s+ e en particular,

(T.F ,'T_G)TP = (F,G)p C.Q.D.
Para aplicagBes do Teoremz de Bezout, é importante sabermos
como estimar (F,G)P em termos de dados locais de F,G, separa—

damente, em torno do ponto P,

13. Propogicdo. (F,G)P = mP(F) mP(G), valendo a desigualdade se

e s6 se F e G possuem uma tangente comum

em P,

Demonstragdo. Podemos supor P = (0:0:1) e que F,G estio mui-
to bem posicionados. Ponhamos mnm = mP(F),
n = mP(G). Devemos mostrar que X' divide R(X,Z) em
k[X,2], ou, equivalentemente, que X' divide R(X,1) em
klx].
Estando F, G bem posicionados, sabemos que R(X,1) &

igual a R(X), resultante de f = F(X,Y,1), g = G{(X,¥,1) , a

menos de fator constante #£ 0,

Para o cdlculo de R(X), escrevemos f, g em potdnecias
crescentes de Y‘ (causando apenas umga permutagdo nas colunas da
matriz cujo determinante queremes calcular):

m+1

f el Y A

m m-1 m
aOX + alx Y+...+ amY + a

Yn+l

n n
g bOX +aeat bnY + bn+1 +aas
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onde a,, bj € k[X] , sendc og m primeiros a's e os n pri

meiros b's constantes. Temos

a x™ ale_l ese @

9 m am+l...
aOXm eee ap 1% an
R(X) = x|~ "~~~ =~~~ =°7
n—-1
b X" b X cee by by geee

n .
b Xt .o by X b ..

Multiplicando a 12 linha de a's por X', a 228 por xo-1 .
etc..., a 13 de b's por X%, etc..., vemos que é possivel fa
torar XW-I+L g j-ésima coluna, 1 £ j < m+n, Desta maneira,
concluimos que R(X) & divisf{vel por X elevado ao expoente

(m+n) (men-1) m(m-1) n(n-1) = mn.
2 2 2

Para estudarmos em que caso ocorre igualdade, definamos

B(X) = R(X) x™00 |

Trata-se de um polindémio em X. Ponhamos

m:=a0Xm + ale_lY toaoct amYm ,
o n
g,:=b X" +...+ b ¥

Precisamos mostrar que
R(0) = O = f,8, tém fator comum em x[X,Y¥] .
Sem perda de generalidade, podemos supor que X ndo & fa-

tor comum, i.e., a ou bn # 0, Neste caso, f tem fator

m m*En
comum em k[X,¥] se e 80 se £,(1,Y), g,(1,Y) t8m raiz comum,




~8l4—

Examinando com atengdo o processo utilizado acima para ex-
trair o fator X" de R(X), percebemos que R(0) & o determi-
nante de uma matriz que apresente uma submatriz (min)x(m+n) (for
mada pelas n primeiras linhas de a's e m primeiras de b's)
igual & matriz que fornece a resultante de fm(l,Y), gn(l,Y); os
demais elementos dag colunas de ordem maior que m+n e nas mes-—
mas linhas dests submatriz nio nulos. Além disso, o bloco comple
mentar da submatriz em questdo é Justamente a matriz qué dd a re-
sultante dos polindmios T = Y °f(0,Y), & = ¥ "g(0,Y). Desenvol-
vendo o determinante pelos menores extraldos das mtn primeiras

colunas, encontramos

R(0)} = R “R__ .
fm’gn f,e
Ora, R_ _ # 0, do contrdrio  F(Y), 5(Y) admitiriam raiz
i,g
comum Yy, necessariamente # 0 (porgque ap, ou b, # 0). Mas en-

tio terfamos (0,y) € £ N g, impedido pela hipdtese de que F,G

est@o muito bem posicionadas e jé tem o ponto (0,0) em comum.

Em conclusdo, R(0) & zero se e s se Rp é zero,
m?!En
C.Q.D.

14, Coroldrio. Sejam F, G curvas sem componentes em comum,

Entdo

PEEOG mP(F) mP(G) s (aF)(2G) .

Demonstragdo. Pelo teorema de Bezout, sabemos que

I(F,G)p = (PF)(26) .
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Pela proposigdo anterior, temos cada (F,G)P = mP(F) mP(G).
C.Q.D.
Exercicios

7) Mostre que as Definigdes 10 e 2 g8o consistentes.

8) Calcule as multiplicidades de intersecioc para os pares de

curvass:
a) Y=X2, Y=X 3 b) XY =1, XY =4 4
o) (X24¥2)2% = X4, ¥o4¥2 = 1; d) (x2+v2)2 = 2y

X24+Y2 = %Y.

9) Prove que se F,G s3o curvas que estio apenas bem posicig

nadas (ndo necessariamente muito bem pos.) e se Rp,q =
= TTIsz-ij)nj , Ccom os (xj:zj) eP! 242 distintos, entdo
nj € a soma das multiplicidades de interseg¢bes correspondentes

acs pontos (x:y:z) com (x:z) = (xj:zj).

* * ~
10} Sejam f, g curvas planas afins, com f , g na¢c necessa
n.
riamente bem posicionados. Seja R(X) =TT (X—xi) 1 a
resultante. Discuta a relagdo dos ni's com multiplicidades de

intersec@o e estude a diferenga de £ n, para (af)(2g}.

11) Mostre que uma quirtica com 3 pontos singulares colineares

ou com 4 pontos singulares é redutivel.

(Sugestéo: trace uma cdénica pelos 4 pontos e mais um quinto).
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CAPITULO VI

PROPRIEDADES DO INDICE DE INTERSECXO

Mostraremos neste capitulo que o Indice de intersecdo € cz
racterizado por uma lista de propriedades naturais. Como primei-
ra consequéncia, veremos que a férmula explicita que define
(F,G)P pode ger esquecida, pols as referidas propriedades forne-—
cem um métode para o cdalculo efetivo. Apresentamos depois uma for
mula alternativa para o indice de intersecfio, usando series de po-
téncias. Esta nova abordagem dispensa o deslocamento prévio exi-
gido pelo método da resultante e pde em relevo o fato de (F,G)P

50 depender do comportamente de F,G em torno de P.

§1. As propriedades caracteristicas

Inicialmente reescreveremos a Definigiio V.10 estendendo-a

para o caso em gque as curvas podem admitir componente comum.

1. Definicdo. Sejam F,G curvas planas projetivas e seja P um
ponto de ZP2. Escrevemos F = FOH, G = GOH, com
H = mde(F,G) {ou seja, H ¢é a reunific das componentes comuns de
F,G, tomadas com multiplicidade: Fo' Go nic tém componente em
comum). Os pontos de F, NG, fora de H sfo as intersecies

igoladas de F,G. Definimos a multiplicidade ou indice de inter-

segio de F,G em P por
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© se P e€H
(F,G)p = /O se PEFNG

(FO,GO)P se P é uma intersecfio isclada de F,G.

Lembramos que, neste Ultimo casgo, escolhemos uma projetivi-
dade S tal que S'Fo , S'Go estejam muite bem posicionadas.
Agora, se (x:y:z) = 3(P), entio (FO,GO)P € igual ao expoente

com gque zX-xZ ocorre na resultante de S_FO, S_GO .

Mostramos na Proposigfio (V.1ll) que esta definigdo indepen-

de da particular projetividade com que deslocamos FO, Go' Se nao
tivermos o cuidado de eliminar as componentes comuns, a resultante

de F,G serd nula.

O processc de colocar 2 curvas em muito boa posigBo € em ge
ral laboriosc. O cdlculo de (F,G)P sera tremendamente facilita-
do pela lista de propriedades que descreveremos logo a seguir. De
fato, mostraremos que elas fornecem um algoritmo para o cdlculo do
indice, dispensando completamente a formula da resultante. Em par
ticular, qualquer outra férmula que satisfaga a essas propriedades

tera gue atribuir o mesmo wvalor,

2. Proposicgsgo. (F,G)P satisfaz as seguintes propriedades:

(1) (F,G)p = (G,Flp & » ou um nUmerc inteiro z O .
(2) (FG)p =0 <= P EFNG
(3) (F,G)p = » <=> P € H = componente comum de F,G,

(T,F, T,G)gp * projetividade T: P +P%,

(1) (F,8);




-88-

(5) (X,Y)p =1 onde P = (0:0:1).

(6) (F,G+AF)p = (F,G)p * A homogéneo com BA = G - dF.

[

() (F,610,)p = (F,09)p + (F,G,)p

Antes de escrever a demonstragifo, vamos ilustrar como es-—
gas propriedades podem ser empregadas para o calculo de (F,G)P ’

aplicande—~as ao geguinte

Exemplo: F: (X2+Y2)2 = YP-3X°Y (rosdcea de 3 pétalas)

G: Y2 Y2~3X2 {cibica nodal)

il

Pemos F = (X°4¥2)2 - z(¥7-3%°Y), G = Y-7(¥?-3%°). Logo,

empregando as propriedades indicadas na Ultima coluna, vem

(F,G)P= (F_YG:G)P ((1)1(6))
= (x*r2x%¥2,0),
= (1%,0)p + (Pe2v?,0)p (7
= 2(x,Y2(¥-2))p + (XP42¥?,V7-72¢%), ((6))

A, ¥)p + 2(X,Y-Z)p + 4(X,Y)p + (X£/2 Y,Y-72Z),.
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Logo,

Fao o 1(0:0:1), (0:1:1), (271/3:7:1)) ;

no primeiro desses, a multiplicidade de intersecfo & igual a 8; no-

20 & 2: nos 2 Gltimos é 1.

Demonstracgo da Proposicdo 2. As 3 primeiras propriedades dispen-

sam comentdrios.

A L — invariéncia por mudanga projetiva de coordenadas —
decorre essencialmente do fato de que, na Definigdo (1.1), goza-
mos de. liberdade irrestrita na escolha da projetividade T. .Com
efeito, se (F,G)p =0 ou =, & ébvio que (T F,T,Glpp temo
mesmo valor. Se P & uma intersec¢do isclada, escolhenos (com a
notagdo da Definigfo (1.1) 8 tal que BS.F,, S.G, estejam muito

bem posicionadas e tomamos U= ST_l. Temos entio

(T.F,T,6)qp = (U.(T.F), U.(T.6))ypp

(8.F,5,G)gp

1]

(F,G)p

Verifiquemos (5). Escrevendo F = OY+X, G =7,

0 X
calculamos Rp o = - -X. 1Isto mostra gue (0:0:1) ocor
3

1 ©

re com multiplicade 1.

Para a 62 propriedade, é suficiente considerarmog © caso
- LA -m
em que A ¢ um polinomio da feorma A = AmYc , com ¢ = bG-OF

e Am(X,Z) homogéneo de grau m. Neste caso, & imediato gue a
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matriz cujo determinante define RF o é cobtida da associada a
) ,G+AF
Rp ¢  somando 4s linhas deos coeficientes de G, mlltiplos das 1i
3

nhas dos coeficientes de F.

A& 72 propriedade & de verificacdo mais trabalhosa. Ela

se baseiam nos seguintes resultados da teoria da eliminago.

3. Lema. 8Seja A =:Z[XO,XI,...,Xm,YO,...,Yn] o anel dos pelind

Y.

37 a coeficientes intei-

mics nas indeterminadas Xi’

ros. Sejam

]
|

= X (Y-X7) .. (Y% ) XO(Ym - (zxi)Ym‘1 Feue), 1
€ AlY]
g = Y (Y=¥y)...(¥=v ) = Y _(Y" - (EYi)YIPJ'+...) j

Temos entdo as seguintes formulas para a resultante de f, g:

R

1o m
X Yo ﬁji(xi_Yj)
1,J

= Xg‘Tgé(Xi)

(=1)mn Yfg Erf(Yj) .

Demonstracic. Denotemos por S o 2° membro da 12 fdrmula Dpropos
ta. B imediatc que S satisfaz as 2 outras igual-

dades. Por outro lado, a definigio da resultante mostra que

R = Xg Yg‘ﬁ, onde R denota um polindmio nas varidveis

Xl,X .

2""’Y1’Y2""’ a coeficientes em Z., BSubstituindo-se Xi

por Yj , com 1i,j = 1, anula-se a resultante; logo Xi—Yj di-

vide R e portantc S divide R em A, Mas & facil verificar

qgue S e R t2m o mesmo grau em Xi (resp. Yj)’ donde R é um



-91-

multiple inteiro de 8. Fazendo X, = YO =Yy == Y, = 1 e

Xy =..2= X =0, vé-se de imediato que o referido inteiro é 1,
ou seja, R = 8.

- C.Q.D.

4, ProposigZo. Seja D um dominio. Dados f,g,h € D[Y], wvale

a formula

Re,gh = Br, g Be ope

Demonstracgio., Escrevamos

m
f XOY + e

r

g yOY + aes

h = ZOYS Faews g
as reticéncias indicando termos de grau inferior., Existe uma ex-
tenso E > D tal que, em ELY] , podemos fatorar

ki

x, (Y=x9)ee o (Y-x )
g =y (Y-yp)eo o (¥-y,)

k

I

2 (Y=-29). .. (Y2 ) .

{(Tomzr, por exemplo, um corpo de rafzes do produto fghy.

Consideremos o anel A =Z[X ,...,X , Y 5.0 ¥, ZO,...ZS].
Definamos
= XO(Y—Xl)...(Y—Xm} ,
g =Y (¥-vy)...(y-v ) ,
h o=

ZO(Y“Zl)noo(Y“ZS) .
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Podemos definir um homomorfismo de anéis,
p: A = E

mandando X; em X, etcae.y de sorte que o homomorfisme indu-
zido,

ATYY -~ ElY]

aplica f em f, etc. ... DNestas condigdes, € clare que

o(R_ ) =R .
t,Eh f,gh

Apliguemos o Lema a f, gh. Obtemos:

R, . = X% TT(ER)(x;))

kb
og
[s3

i

(x5 TTE(e (xS TTB(X,)

= R R .

r~

f,z %h
Calculando & em ambos os membros, resulta a formula anun

ciada.
' C.Q.D.

Verifiquemos agora a propriedade (7) dada na Proposigdo 2:
(F,GlGZ)P = (F,Gl)P+-(F,G2)P .

Podemos super que P & uma intersecgdo isolada de F,G1G2,
e sem perda de generalidade, supor logo que F,G1G2 nao tém com-
ponente comum e estfic muito bem posicionadas., Mas agora a £érmu-

la proposta decorre imediatamente da Proposigao &.
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5. Proposicio. 0 fndice de intersecdo (F,G)P é. univocamente

determinado pelas propriedades (1),...,{(7) 1is-

tadas na Proposicio 2.

Demonstragdo. £ suficiente provar que (F,G)p & calculdvel a
partir dessas propriedades. E para tanto, basta

considerarmes o caso em que F,G n3oc tém componente comum passan

do por P, ConsiderehOS F,G como polindmios em Z a coeficien

tes em k[X,Y] , escrevendo
_ m
F = Aoz +onet Am

¥l
G = BDZ +aaet Bn

com A;,B, € k(X,¥] homogéneos, dA; = dF+i-m, dBy = dG+j-n ,
AOBO £ 0.

Procederemos por indugéc sobre min{m,n} .

Se m=0, entdo F =A, ¢ um produto de fatores linea-
res homogéneos do tipo aX+h¥Y, caso em gue sabemcs calcular
(F,G)P usando as propriedades. Com efeito, por (1) e (7) redu-
zimos ao caso em que F € uma reta; por (4) podemos supor
P = (0:0:1) e F = X; por (6) podemos substituir G por
FP(0,Y,Z); este Oltimo é um produto de fatores lineares e entdo

ganhamos, usando (7) e (5) (e possivelmente (4) para transformar

em Y um fator linear).

Supcnhamos, para a etapa indutiva, O < m = n, Sem perda

de generalidade, podemos supor F irredutivel. Em particular,
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A, e. F sdo primos relativos. Aplicamos o algoritmo da divisZo,
encontrando, para algum inteiro r = 0, polindomios B,G tais
que

I~ _ o -
AOG = BF+G , com bzG = m-1.

~

Note que § & primo relative com F. Usando {6), obtemos
r _ u
(F,AOG)P = (F,G)P .

Logo,
(F:G)P = (F’a)P - (F’AE)P i

0 1¢ termo no 22 membro ¢ calculdvel por indugfo; o 22 & calcula-

vel pois bZAg = 0. Isto completz a demcnstragao.

C.Q.D.

Exercicios

1) Sejam F: (X2+Y2)2 = ¥¥% o C,: X247 = a(X-Y), onde =&
é constante arbitraria. (Se a = =, tome C_: z(X-Y) = 0).
Para cada a, calcule (F,Ca}P em cada ponto. Verifique o teo-

rema de Bezout.

2) Mostre que F: Y% = ¥-X0 e G: 3XY° = 3%¥°-1 se intersec-
tam em 9 pontos distintos. Se P & qualquer um deles,

Id v . ~
mostre que o indice de intersegaoc de TF com gua reta tangente em

P & igual a 3,

3) Prove que (F,G)P s6 depende das componentes de F,G que

passam por P, usando apenas as propriedades (1),...,{(7),
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da Proposigao 2.
4) Prove que (F,G)p = np(F) mp(G)} wusando apenas (1),...,(7).
5) Refaga o Exercicio V-7 sem calcular resultantes.

&) Use o Lema 3 para mostrar que, se f = aOYm+...+am N
g = ban+...+bn s8o polindmios a coeficientes em um domi-
nic arbitrdrio A4, com a b, £ 0, entdo Rf,g =0 se e 50 se
f,g admitem raiz comum em alguma extensdo do corpo de frag¢des

de A.

§2. Séries de poténcias

No restante deste capitule, degscrevemos uma definiglo al-
ternativa para a multiplicidade de intersecdo, empregando séries
de poténcias. HA varias outras alternativas, mas qualquer defini

cdo aceitivel deverd satisfazer a lista de propriedades naturais

dadas na Proposigdo 2. e conseglientemente, terd gue coincidir

com a que adotamog, via resultantes.

a ~ . = ! H
Lembhramos que uma série de poténcias na variavel X a cog i
ficientes no anel A € uma expressdoc da forma i
it i
z ay X
i=0
com os coeficientes a; € A; duas tals expressfes s3o iguais se
e 80 se os coeficientes correspondentes sio iguais. O conjunto

A{X) das séries de poténcias a coeficientes em A contém um sub

conjunto que se identifica naturalmente com o anel dos pelindmios
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AlX]. Definem-se as operagoes de soma e produto de séries de po-
téncias de maneira evidente, de sorte que A[X] se torna um sub

anel de A{X).

Tomando uma nova varidvel independente Y, o anel das sé

ries de poténcias em 2 varidveis é definido por

ALK, Y)Y = (A{xN){y .

Seus elementos se escrevem ha forma

T oay Xt v,
1,d
Resumimos na proposigdo seguinte algumas propriedades b~
sicas das séries de poténcias. A demonstragio é deixada a cargo

do leitor.

6. Propogicao.

(a) Se A é um dominio (i.e., anel comutativo, com unidade

e sem divisoresde zero) entio A{X) +também é&.

(b) Ta.X' & inversivel em A(X} se e s0 se o termo cons—

i
tante ag ¢ inversivel em A.

(c} Se o ¢é uma série de poténcias com termo censtante nu-
lo e B8 ¢é uma série de poténcias arbitrdria, & possi-
vel "substituir X por o em B", resultando uma série $(a)
”

m .
bem determinada pela seguinte condigdo: se fp=12 bin e o poli-

o , o
nomioc "m-ésima soma parcial® de B = © bin, entio (B(a))m =
[s]

= B, (a).
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(d) Se & & como acima, a aplicagio B8 — 8(a) € um homomor

fismo de anéis.

Exemplo: (1—}()_1 = L4X4X%+... . - Mais geralmente, se o € A{X)

& uma série de poténcias com fermo constante nulo, en-
tdo (1-c:<.)_l = 1+046°+... . Esta expressio tem sentido, pois ape
nas um n® finito de parcelas contribuem para o coeficiente de cada

termo Xi.

Consideremos agora um polindmioc p{X) € k[X1. A multipli-
cidade de uma raiz =x de p(X). pode ser detectada substituindo
X por X+x e extraindo a maior poténcia possivel de X como fa
tor de p(¥+x). Escrevemos entao p(X+x) = ™u(x), onde u(0) #0.
Loge, u(X) & inversivel em k{X) , e portanto os ideais
(p(X+x) e (X)) sfo iguais em x{X). Segue-se a igualdade dos

anéis quocientes:

k(O /(p(ax) ) = kO/ (™) .

Ora, este Ultimo, considerado como espag¢o vetorial sobre k, cla-

ramente admite para base as classes de l,X,..J,Xm_l {mod. (X™)).

Vemos entdo que a multiplicidade da raiz x de p(X) & igual a

dimensdo do espaco vetorial k{X}/(p(X+x)).

Daf até inferirmos uma férmula para a multiplicidade de

intersecio de duas curvas (digamos, inicialmente, afins) f,g é
um pequeno {(?) passo:
|

7. Definic&o, Dado P = (x,y} € a2 , ponhamos (provisoriamente! !

(cf. Proposigdc 12},
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If,8)p = aim{k X, Y)Y/ (£(Xkx, Y+y), g(X+x, Y+y )}

Exemplo, Suponhamos f = ¥, g arbitrario, P = (x,y). BSe

y # 0, entdo P g f, e deverfamos esperar [f,glp = 0.
E de fato, f(X+x,Y+y) = y+¥ € inversivel em k{X,Y), acarretan
do a nulidade do anel quociente em questdo., Se y = 0 , temos o

isomorfismo
k<X,Y>/(Y’g(X+XsY)):“' k<X)/(E(X+X;O)} .

Do que foi exposto acima, a dimensdo degte (ltimo quociente & Jus
tamente a multiplicidade de x como raiz de g(X,0), em completa

concordancia com a definigdo j& apresentada para (f,g)P .
Estendemos a definicBo acima para curvas projetivas F,G,

de modo natural:

8. Definigdo. Se P = (x:y:1l) (resp. (x:1:z), resp. (lry:z:)),
desomogeneizamog F,G com relagéo a Z (resp. Y,
resp. X) e definimos [F,G]P aplicando a férmula dada na Defini-

¢80 7 com as modificagdes dbvias.

Ha que se fazer a seguinte verificacgdo.
9. Lema. Se P = (x:y:1) = (liu:v) entac

dim k{X,Y)/(F{X+x,Y+y,1), G(X+x,Y+y,1)) =
= dim k{Y,Z)/(F(1,Y+u,Z+v), G(1, Yru, Z+v)).

(Valendo relag@o andloga se (x:y:l) = (u:l:v)...).
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Demonstragdo. Temos =xv = 1, yv = u, Em particular, x £ 0 £ v
e portanto X+x & inversivel em k{X,Y). Sendo

F homogéneo, temos

)bF

FOOx, Y4y,1) = (030 %F P(L, (T49) (X0, (20)™) e 14,10,

Podemos construir um iscomorfismo,
9o k{X, Y)Y — k{Y,2)
‘tal que

@(X) = (Z+v) Tox

@(Y) = (Ysu)(z+v) 1=y ,

ou seja, (Xtx)"T Z+V, (Y+y)(X+x)"1 ~ Y+u. Logo,
-oF
@(F{X+x, ¥+y,1)) = (Z+v)  F(1,Y+u, Z+v),

e analogamente para G. Assim, ¢ induz por passagem ao quoclen
te um igomorfismo entre os espagos cujas dimensdes gueriamos cal-
cular,
C.Q.D.
Indicaremos mais adiante como proceder para a verificagado
de que [F,GlP satisfaz ds propriedades caracteristicas (1),...,
(7), provando assim que iFGlp = (F,G)p. Antes porém deduzire-

~ 2 -
mos uma consequencia da nova formula,

Se P = (x,y} € f é um ponto nio singular, digamos com
fY(P) #0, e k=R ou €, sabemos do Calculo gque, proximo a

P, a equagio f(X,Y) =0 fornece uma funcio implicita ¥=9(X}.
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Esta fungfo & de fato anal{tica, i.e., sua série de Taylor conver
ge a ©{X) numa vizinhanga de x. Se g & uma curva arbitrdria,
podemos calcular g(X,9(X)), obtendo uma gérie de poténcias em
X. O indice de intersecio (f,g)P deveria refletir a ordem do

anulamento desta série para X = x.

10. Definicdo. A ordem (ou ordem de anulamento) da serie T aixl
& o {nfimo dos inteiros i tais que a; # 0. A

ordem da série nula é w,

11. Proposicido. Seja P = (x,y) um ponto ndio singular sobre a

curva f. Entdo:

(a) kX, Y/ (£(X+x,Y+y)) é k-isomorfo a k{T} , anel das

séries de poténcias na variavel T.

(b) Se g & uma curva arbitréria, entdo (f,g)p € a ordem
da imagem de g(X+x,Y+y) em k{I) através do isomorfig

mo dado em (a).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor P = (0,0)
e f da forma Y+f,+... . Pondo Y em evidéncia
nos termos em gque ocorre, temos f = uYnxah, com u inversivel em
k{X,Y>. Visto que f e wir goram o mesmo ideal, podemos supor
u=1. (Agora h ndo & mais necessariamente um polindmio. Pouco

importa.) Mostraremos que a aplicagéo

x{X) — k4K, Y)Y/ (F)
s(X) — 3 = s(X) + (£)

4 s . . ~ . . . .
& um isomorfismo. Esta afirmagaoc ¢ equivalente a seguinte:
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4 g € k{X,Yy % séries q(X,Y), r(X) tais que

g =q9f + r.

As séries q,r sioc construidas por aproximacgSes sucessivas. Es-

crevemos

2

g = g(X,0)+YqO = g{X,0) + (Y—X2h)q0 +X“hq, .

Ponhamos T = g(X,0), e recomecemos com g = hg, em luger

de g:

gy = &,(X,0) + aqf + ¥ha; , ete ...
&

1
Desta maneira, construfmos seqliéncias LS SRR € k{X) ,

QyrQpsreee € k{%,Y¥) , de sorete que, para cada m = 1 ,

R mo L.
- 21 21 2m+2
g = Eg X“try + (E X" q)fl + X ha, .
Definimos r{(X) = = Xziri , © gue faz sentido, pois ca

i=z0
da termo de r(¥)}) ¢é obtido a partir de apenas um n? finito de
21r.. similarmente, definimos q(X,Y) = I x*1q. .
i=0

X

Por construgdo, temos g-r—gf midltiplo de ™ para todo

N, donde se conclui facilmente
g = r+qf .
Uma vez demonstrade o isomorfismo

k(XY — kX, VO/(f)
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se g € k{%,Y) & arbitrdrio, temos

k(X!Y>/(f’g) = (k<X,Y>/(f))/(E)
= k{x2/(v)

onde vy denota a imagem de g = g+{(f) em k{X). Isto completa
a demonstrac¢do, pois & imediato que a ordem de vy & a dimens3o do

Ultimo quociente. C.Q.D

Observemos que o isomorfismo k{X) = k{X,¥)/{f) sacima
construfdo fornece uma série ®(X), imagem de ¥ pelo isomorfig

mo inverso, tal gque

-

f(X,w(X)) =0 .
Isto & wna versfo algébrica formal do teorema da fungdo implicita.

12. Proposigio. [F,G]P (Veja Definiglo 8) satisfaz as proprie-

dades (1),...,(7) do indice de interse¢fo. BEm

particular, (F,Glp = (F,G)P para todo par de curvas planas F,G

e todo ponto P e P-,

Demonstracio. As propriedades (1) (5) e (6) s8o imediatas.
A propriedade (2) segue-se de gue T(X+x, Y+y)

é inversivel em k{X,¥) se e s6 se f(x,y) # O.

Para =z 42, observemcs que ge Tl’ T2 sao projetividades
tais que

(_V’ FsGsP) [Ti-F’ Ti.G]TiP = [F’G]P 3

entdo o mesmo & valido para a composta TlTZ.Tendo em conta que to

da matriz inversivel é um produto de matrizes elementares (aquelas
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obtidas da matriz identidade por uma operagdo elementaf sobre as
linhas), é suficiente verificar (4) quando T & uma "projetivida
de elementar". Suponhamos por exemploe T F(X,Y,2) = F(aX,Y,Z) pa
ra alguma constante a # 0; digamos P = (l:b:ic). Logo,
TP = (a'l:b:c) = (l:abiac). Calculamos
(T_F)(l,Y+ab,Z+ac)==F(a,Y+ab,Z+ac)==abFF(1,a_1Y+b,a_lz+c)
Construimos um k-isomorfismo
9 k{Y,Z2) + k{Y,2?

tal que

o(Y) = Y/a, ©(Z) = Z/a.
Temos entdo

e(F(1,Y+b,2+c)) = F(l,a_lY+b,a_lz+c) = ;kaT_F)(l,Y+ab,z+ac) R

e analogamente para G, mostrando que & induz um k-isomorfismo
entre os anéis quocientes

k{Y, 23/ (F(1,Y+b,Z+c),CG(...)) =

= k(Y,2/({T F)(1,¥+ab,Z+ac), (T,.G)}(...).

Isto prova que [F,G]P = [TF,TG]TP no caso considerado. Os de-~
mais casos sdo tratados de maneira similar.

Regta verificar (3) e (7). BEm vista de (&), podemos
supoer P = (0:0:1)} e trabalhar com f = F,, etc... Observe que

(3) & conseqlidneia imediata do resultade seguinte.

13. Lema, Sejam £,g € k[X,Y]l. S&o equivalentes:
(i) £,z nio admitem componente comum passando pela origem;
(ii) k¢X,Y)/(f,g) tem dimensfo finita;

(iii) f,g sHo primos relativos (i.e., nSc admitem fator irre-

dutivel) em x{X,¥).
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Demonstragfo. (i) = (ii). Da hipotese, seguem—se relagdes em
klx,vl,

r(X)h £ 0O
s{Y)h #£ 0,

af+bg
cf+dg

It

onde h denota o mde(f,g); em especial, h(0,0) # O.

Em  k{X,Y), podemos escrever

r(X)h = XM, s(¥)n = Y% ,

com u,v inversiveis. Segue-se a inclusdo de ideais

(X, v & (£f,g) em kK(X,Y) .
Cbiemos o epimorfismo ,
KK, Y/ (X1, Y) — kX, V)/(f,8) .

0 19 desses quocientes é manifestamente de dimens&o finita, gerado
pelas classes residuas de X°YJ mod. (X™,v™) (i = 0,...,m-1,

j=0,.v.,0~1), provando (ii),

{(ii) = (iii) Suponhamos, por absurdo, que exista
h € k{X,Y) n3o inversivel tal que (f,g) &
€ (h) (inclusfc de ideais de k{X,Y)). Levando em conta o epi-

morfismo
k<f:g)/(f’g) — k(XsY)/(h) ]
deduzimos que k{X,¥)/(h) +tem dimensio finita. Logo, existe

nz1l tal que l,X,...,Xn-'1 580 linesrmente independentes e

1,_...,Xn sdo dependentes médulo (h). Portanto, existe uma relagdo
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n-1 _
1X teeat B = sh ,

™ ta
com a;'s constantes e s € k{X,Yy. Mas h(0,0) =0 implica
a, =0, donde s(0,Y) = 0 ou hn(0,Y) = 0. Com a 12 alternati-
va, ganhamos, pois concluimos uma relaglo de dependéncia para

n-1

1,...,X (porque X divide s). Com a 28, também ganhamos,

pois se X divide h, podemos substituir h por X e é dbvio

que k{X,Y¥/(X) = k{Y) tem dimensdo infinita .

(iii} = (i) Trivial.

c.Q.D.

14, Lema . Sejam f,g € k{X,Yl , primos relatives. BSe existir

uma relagfo
af = bg em Kk{X,¥Y)

entdo existe ¢ € k{X,Y) tal que a = ¢cg. Em outras palavras,

se glaf em k{(X,¥) entio gla.

DemonstragZo. Apelande para o fato de que um anel de séries de
poténcias a coeficdientes num corpo é fatorial, o
resultado é consequéncia do lema anterior, Mas preferimos dar

uma argumentag¢io independente.
Da hipdtese, sSegue-se uma relagdo

rfssg = d{X) # 0 em k[X,Y].

Escrevendo d{(X) = uX® com u inversivel em k{X) , obtemos
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af+Bg = X© , agora em k{X,¥)

Multiplicando por a, deduzimos

{ab+aB)g = ax™.

Seja n o menor expoente = 0 tal gue existe uma relacao 'a = cg,
para algum c € k{X,Y?. Mostremos que n = 0. Podemos supor gue
X ndo é fator comum de a,g em k(X,Y) , bastando para isso
gubstituir a,g por a/Xi, g/Xi para algum i. Nessas condigOes,
X ndo divide g, do contrario dividiria af, e portantc dividi-
ria f, impossivel. Isso mostra que n = O.

C.Q.D.

Finalmente, para provar a propriedade (7),

(F,GG,1p = [F,G1]p + [F, Gl
podemos supor [F,Gllp < @ g como antes, P = (0:0:1). Da inclu-
sao de ideais I = (f,gigz) £J = (f,gl), obtemos as aplicagdes,
4K, Y)/(£,8,) 2 kX, /T o w4, v0/9
D — g1p+I ;3 h+I = h4d.
¢ e ¢ sao k~lineares, ¥ & sobrejetiva e Yo = 0. £ imediato

gque a imagem de ¢ coincide com o nucleo de {. Mostremos que

# € injetiva. S8e existir uma relagdo
gp = af + bgig, em k{X, Y ,

segue-se que g divide af em k{X,Y). Visto que f,g; s&0

primos relatives, segue-se do lema anterior que gq¢ = a para al-
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Cancelando g1 » obtemos p = cf+bg2 , completando a

prova de que ® ¢ injetiva.

sao do

Pelo teorema do nucleo e da imagem, segue-se que a dimen~

micleo de §{= [F,G,1p) , someda 4 dimensac da imagem de

§(= [F,6,1p), ¢ igual & dimensdo do dominio de ¢(=[F,G,G,1p).

7)
a)

9)

10)

k{x);
0(f) #

11)

Se P

sidere

C.Q.D.

Exercicios

Prove que k{X) é um dominio de ideais principais.
Prove a Proposigao 6.

Complete a demongtragao do Lema 9 verificando a Al tima afir

magao 14 enunciada.

Denotemos por 08(f) a ordem de uma série f € k{X). Prove
que a) 8{(fg) = o(f) + 0{g); b) 8(£)=Cf ¢é inversivel em
¢) 8{f+g) = min(6(f), 9(g)), valendo a igualdade se

elg).

Sejam F,G curvas distintas com o mesmo grau. Seja P um

-ponto ndo singular de uma curva H. Mostre que

(F+G,H)P z min{(F,H)P, (G,H)P}.

& singular em H, esta desigualdade pode nac valer: con-

uma cUbica nodal e as 2 tangenites no ponto singular.
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12) Justifique a observagio feita logo apds o Ffinal da demong

tragao da Proposigao 11.

13} Complete os detalhes da demonstragdao da Proposigao 12, ve
rificando a invariancia de [F,G]P pelos tipos de "proje

tividades elementares" ndo considerados.
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CAPITULO VII

FORMULAS DE PLUCKER

Vamos aplicar o teorema de Bézout e propriedades do Indice
de intersegio para calcular o numero de retas tangentes a uma cur
va passandc por um ponto, e o numero de tangentes inflexionais. O

resultado € fornecido pelas férmulas de Plucker.

1, Teorema . d(a-1) d+ 26 + 3%,

3d(da-2)

i+ 66 + 8x ,

onde d = 2 é o grau de uma curva irredutivel F cujas lnicas
singularidades s8c & nés e # chspides e onde d e i deno-
tam o nimero de retas tangentes de F passando por um ponto P £ F

e o nimero de retas inflexionais, respectivamente.

Supomos ainda gque os pontos de inflexfo, os nds e 4s clspi-
des s3o todos ordindrios, i.e., als) reta(s) tangente(s) apre-
senta (m} contato triplo e nio mais, e que o ponto P estd fora
das tangentes aos pontos singulares, das tangentes inflexionais e

das bitangentes.

Exemplosg.
(i) Para uma conica irredutivel, temos d =d =2, & = =
=1 =90, confirmando o fato de que podem ser tragadas 2
tangentes & uma cdnica irredutivel por um ponto exterior. Quando
a conica se degenera num par de retas, as 2 tangentes coincidem

com a reta que liga o ponto & singularidade, "explicando" a redu-
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¢80 causada por um ponto duplo ordindrio ...

(ii) Para uma cUbica irredutivel F, ha 3 alternativas:

1) & =% = 0, quando entioc F €& n3o singular e d =6,
i=9; 2) 68=1, » =0 e 3) 6=0, % =1, Note que ums
clbica irredutivel ndo admite bitangentes (por gue?) e toda reta
tangente inflexional é simples, pois a multiplicidade de interse-

gao nac pode exceder 3.

Cada uma das fdérmulas no Teorema 1 € ohbtida intersectando
F com uma certa curva auxiliar, Para a 12 delas, consideremos a

seguinte

2. Definicdo. A curva polar de uma curva F ({(de grau = 2 e pos

sivelmente redutivel) relativa ao ponto

P = (xo:yo:zo) é¢ definida por

P, _
o= X, FX + Vg FY + zy FZ .

Exemplo. A curva polar do circule X2+Y2 = 1 com respeito ao
ponto (0,2) € a reta 0(2X) + 2(2Y) + 1{(-22), ou ain-
da, Y =1/2, Note que ela intersecta o circulo nos 2 pontos de

contacto das tangentes que passam por (0,2},

3. Proposicac - A intersecdo de uma curva F e sua polar ol

consiste dos pontos singulares de F e dos pontos

de contato das tangentes a F passando por P.

Demonstragdo - Apliquemos a Proposigdo (VII-5). E Jdbvio ent3o
que todo ponto singular de F estd em FE. Se ja

agora Q um ponto nao singular de F e pertencente a FP. A re
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ta tangente a F em Q & XFX(Q) + YFY(Q) + ZFZ(Q) aqual,por hi

potese, contém P.
C.Q.D.

4. Corolario. Se F & irredutivel e »F = d = 2, entdo por ca-
da ponto do plano passam no maximo, d(d-1) retas

tangentes a F.

Demonstragdo. Visto que oFF = d-1, F e F° nfo tém componente

comum. O corolaric resulta do teorema de Bezout.
C.Q.D,

Vamos agors fazer uma analise mais detalhada e calcular a
contribuicao efetiva em F N FP de cada ponte simples e de cada

tipo de ponto singular de F.

5. Lema. A curva polar & invariante por mudanga de coordenadas,

i.e., se T € uma projetividade, entdo
(.7 (T8 = ¢ (#F).

Demonstragdo. Fixados T e P, ambos os membros da igualdade
sfo fungdes lineares de F. Logo, podemes sunor

F = x ydzk » e calcular ambos os membrog tomando para T uma

projetividade elementar. Alternativamente, pode-se usar a regra

da cadeia. C.Q.D.

6, Lema Seja Q €F N Fr. Ent2o, nas condigdes do Teorema 1,

temos
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1 ge Q & um'ponto simples de F;

um ponto duplo ordindric de F;

M

(F,FP)Q = {2 se Q

3 se Q & uma clspide ordindria de F.

Demonstracdao. Pelo lema anterior, podemos supor Q = (0:0:1).

Supcnhames F lisa em Q. Podemos tomar Y = C para tan
gente, i.,e., f =F, da forma Y + aX2 + bXY +... & Segue-se
que P = (xo:O:zo) com x_ # 0, pois P € F, A curva polar é
entao 2ax X + cY +... (grau superior). Visto que Y nfo é tan-

P

gente inflexional, temos a # 0. Logo F e F  i&m tangentes

digtintas na origem, donde o Indice de intersecio e 1 (V-13}.
No 2% caso, podemos supor f da forma

XY + {grau superior),

Visto que P esta fora das tangentes acs pontos singulares, temos

P = (xU:yO:zo) com X # 0. A polar tem entao o aspecto

oYo
xOY + yOX Foee
sendo assim transversal as 2 tangentes de F em Q e portanto
(F,F7) g = my(F) = 2 (por V-13),
Para o 3% caso, escrevemcs
f = Y2 + aX3 Fauay
com a #£ 0 {sendo (Y,:E‘)O > 3). Temos P = (xo:yozzo), com

Yo # 0. Aplicando uma projetividade que fixe (0:0:1) e

{(1:0:0) e mande P em (0:1:0), temos que a reta Y =0 ¢é dei-
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Xado invariante. Leogo, f permanece na forma apresentada, e a
curva polar é dada por

fP = 2Y + {grau superior).

" Empregando com arglcia a propriedade (6) do indice de in-

tersegao (VI.2) obtemos, finalmente,

(f,fP)O = (aX3+...,2Y+...)O = 3,

C.Q.D.

A 12 formula do Teorema 1 decorre da Proposiclo 2 e do

Lema 5.

Id . -
Para provarmos a 228 formula, consideremos a seguinte. :

7. Definicao. A curva hessiang de uma curva F de grau = 3 é

definida por

X XY "Xz

h(F) = Fyy FYY FYZ .

XZ YZ ZZ

Exemplos.
1l) Se F = Zve_x2 (ctbica cuspidal), temos

-6X% 4] 0
nF) =| 0 2z 2v| =24xy®
0 2¥ o0

Temos F 01 h(F) = {(0:1:0), (0:0:1}}. No 12 ponto, a multiplici-

dade da intersegdo é 1 e no 22 é 8, A tangente a F no ponto
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-

(0:1:0) & Z =0, que é inflexional.

2---ZX2+X3 (ctibica nodal), temos h(F) =

2) Se F = zv
= —8(2(X2—Y2)+3XY2). 0 ponto singular de F absorve 6
interseg¢des com h(F). DNos 3 pontos restantes, (0:1:0) e
(12:xi4/3: 9), o indice de intersecdo vale 1. As tangentes a F

nesses 3 Ultimos pontos gdo inflexionais (Leitor: verifique!).

8. Proposicao. F N h(F) consiste dos pontos singulares e des

pontos de inflexac de F. Nas condigBes do Teo-

rema 1, se Q € F N h(F) entao

D

1 se Q@ um ponto de inflexao ordindrio;

(F,h(F))Q = 46 se Q é um nd ordindrio;

8 se Q & uma cuspide ordinaria.

Demonstragac. O procedimento é andlogo ac tratamento dado & cur-

va polar: primeiro mostramos gue h(F) & invarian
te por mudanca de coordenadas. Com esta liberdade, posicionamos
o ponto @ na origem, e egcolhemos a(s) tangemte(s) como no

caso anterior,
Para provar a relagao

T,(h(F)) = n(T,F) ,

observamos que a matriz hessiana de T F ¢é obtida da matriz hes-
siana de F multiplicando a esquerda e & direita pela matriz de

T e sua transposta. Como o determinante de um produto de ma-

. . . N N
trizes e igual ao produto dos determinantes, concluimos que 0s po
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lindmios T,(h(F)) e h(T,F) diferem apenas por um miltiplo cons
tante # 0, definindo a mesma curva.

Suponhamos agora Q = (0:0:1) € F n h(F). Podemes escre—
ver F na forma

az% Yy 4 2972 (Bx2 oxv4DY2) k... .

A condigio Q € h(F) é equivalente ao anulamento do determinante

2B ¢ 0

: 2,2
C 2D (d-1)A| = -2(g-1)" A B .
o] (d-1)a 0]

Logo, ou A = O - caso em que {0:0:1) ¢& singular em F,
ou A£0 e B=0- caso em que (0:0:1) & um ponto de infle-

x80. Calculemos o indice de intersecfio em cada caso.

(i) Clspide ordindria. Escrevemos F na forma

zd—2 2

v 4 2973 (a3 +BxPyecxy®inY?) +...

com A #£ 0. Procuramos os termos de menor grau de h = h(F)* ’

6AX + 2BY 4...
h =(2BX + 2CY +... 242¢cX+6DY +...
(8-3)(3A%%+...)  2(d-2)Y +... (d=3)((d=2)Y%+(d-L)AX+. . )

encontrando

h = Y2(aX+b¥) + oXt + ...

onde as reticéncias indicam termos irrelevantes, ¢ a,b,c sao

constantes, com
124(d-2)(d-3) ,

m
I}

1242 (d-3)(a-4) - 18a2(a-3)2.

e
1
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‘Calculando o Indice de intersegdo, pondo f = F, , g=h-(aX+b¥)f,
vem
(£.h)g = (£,8),
= (Y24AXO+.. ., (c-ah) x‘*+Y(...)+...)Q
= 2,4 =28

porque ¢ # aA implica que Y ndo é tangente a g. Note que
c #ah para d = 4, Qcaso d = 3 foi essencialmente tratado no

exemplo anterior.
(ii)} nd ordindrio. Temos
F = z32xy 4 Zd“B(AX3 + BY? Faorad F oaun ,

com AB # 0 (sendo o contato de uma reta tangente ao nd seria ao

menos quadruplo). Calculando h = h(F), encontramos

h = cXY + aX2 + bY> +...,
com

c =2 - (da-2){(d-3)

a = A(6-(d-3)(d-4)

b = B(6-(a~-3)(d-4)) .

Pondo f = F, , podemos computar o indice de intersegio ,

(f,h)o (f’ h—Cf)o

(XY +..r, (a=ch) XO+(b-cB)Y” +...),

2.3 =6,

pois (a-cA)(b-cB) # O implica que X,Y ndo sdo tangentes a

h-cf.
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(1ii) ponto de inflexdoc ordindrio. Fica como exercicio para

o leitor.

C.Q.D.

Completamos portanto a demonstracac das 2 formulas de
Pliicker enunciadas no Teorema 1. A verificagio Que fizemos para E
a contribuicao de cada tipo de ponto em F N h(F) e F n FP, suge—
re gue as férmulas podem ser generalizadas para abranger singulari
dades mais complicadas. Encorajamos o leitor a calcular alguns ou

tros casos nos exercicios.

Hd 2 outras fdrmulas de Pliicker que gostarfamos de mencio-—
nar:

d(d-1) d+ 28 + 3i,

3d(d-2)

1

d + 68 + 81 ,

onde B denota o numero de bitangentes. Elas sdo, de certa manei

ra, duais das formulas do Teorema 1.

Precisamente, associemos a reta aX+bY+cZ = 0 o ponto
(2:b:e) no planoc projetivo dual Iég. Denotande por A,B,C coor-
denadas homogéneas em :%2 y vemos gue, duvalmente, cada ponto
(xzy:z) € ° corresponde a uma reta xA+yB+zC em P° y -Justa-
mente a que consiste dos pontos que representam as retas de JPE

contendo (x:y:z) ...

E razoavel se esperar, e de fato pode-se demonstrar, que as
retas tangentes a uma curva irredutivel F cP? 880 parametriza-~
L] v
das por uma curva (igualmente irredutivel) F C]P2 s, chamada cur-

va dual de F. Por exemplo AX+BY+C & tangente & pardbola Y=X°
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se e sé se AS-LBC = O.

Ora, sabemos que o grau de F & o ndmero de pontos da in-
tersecde de f com uma reta genérica de Iﬁz; dualmente, isto
corresponde ao nmero df de fetas tangentes a F passando por um
ponto genérico de 2. Demonstra-se também que (F7) = F, e que,

na correspondéncia
{tangente de F) «—— (ponto de ),
~ *~ v -
a3 tangentes inflexionails correspondem as cuspides de F e as bi-

tangentes aos pontos duplos. Assim, as 2 férmulas acima podem ser

provadas permutando os papéis de F,F .

- v , - .
0s nlmeros d,d, ©6,8,#,i s8o0 chamadas de caracteristicas

de Pliicker da curva F. As equagbes de Plucker fornecem uma con-
s ~ L £ . r .

digcdo necessaria para que 6 numeros sejam as caracteristicas de

uma curva. Sabe-se que essa condigdo ndo é suficiente: nfo existe

curva irredutivel com d = d =14, 8 =8 = 0

N K=i=56. E
uma questdo ainda ndo resolvida gquais outras condigdes necessarias
viriam garantir que uma lista de 6 inteiros d,...,%,1 ocorra efe

tivamente como caracteristicas de uma curva.

Exercicios

1) Verifique as formulas de Plicker para a trissectriz
Maclaurin, para o folium de Descaries e para a cissbéide de

Diocles.

2) Mostre gue os 3 ndés da lemnisc ta nio sio ordinarios.

Calecule o n¢ de interse¢des absorvidag por cada um desses
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- s
nos com a hessiana,

3) Mostre gque a curva
Y2o3%(x%+7%) - (x24v%)2 = o
tem 2 bitangentes e 4 pontos de inflexdo.

4) Mostre que a reta que iliga 2 pontos de inflexdoc de uma cubi-
ca irredutivel nfo cuspidal intersecta a ciibica em um 32 pon

to de inflexao.

5) Prove que uma clbica real nio singular possui exatamente 3
pontos da inflexdo reais e 3 pares de pontos de inflexBo com

plexo~conjugadoes.,

6) Prove que os pontes de contato de tangentes & uma cilibica nie
singular por um ponto exterior pertencem a uma cdnica. Em

gue caso & esta cdnica degenerada?

7) Investigue os Indices de interse¢fo de uma curva com sua po-

lar relativa a um pontoc sobre a curva.

8) Prove que um ponte m-uple ordindric absorve m{m-1) inter-
segoes de uma curva com sua polar com respeito a um ponto

convenientemente situado,

9) Prove gque toda componente comum a uma curva e sua hessiana

€ uma reta.

10) Investigue a relagio entre h{(h(F)) e F para uma cdbica

nao singular F.
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11) Para cada d = 4 construa uma curva F ndo singular

cujas tangentes inflexionais sao todas ordindrias.
12) Mostre. gue a dual de uma conica ndo degenerada
F o= a, Xo+a,,Yora, 2242 (a oXY+aq X2+, YZ)
T f1 22 33 i2 13 23

’ ~
e a conlica

it 42 0 p2 1 A2 ' 1 '
F = aj,A%+a;,B +a330 +2(a12AB+a13AC+a23BC)

) & a inversa de ({a..).

onde a matriz simétrica (a i3

t

iJ

13) Verifique F = (F)Y para F = 2¥%-X7 -e F=2z(¥2-x2)+x°.
Estude a correspondéncia entre os pontos singulares e as

tangentes excepciocnais.

14) "Se de um ponto P tragam-se tangentes as cOnicas de um
feixe F.: = F +tF, , entdao o lugar dos pontos de contato
é uma cubica". Determine condic¢les precigas sobre o ponto P e

o par de conicas Fo’ F_ que tornem verdadeira essa afirmaggo.

15) Qunatas tangentes a uma cubica F podem ser tragadas por

um ponto de F?
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cAPITULO VIII

CURVAS RACIONAIS

Introduzimos neste capftulo os conceitos de fungio regular
e fungidoc racional sobre uma curva. Servimo-nos das curvas raéiou
nais como itinerdrio e motivagdo. Demonstramos o Teorema de
Luroth e finalizamos estabelecendo um critério numérico de racio-

nalidade.

§1. Curvas racionais afins

1. Definigao. Uma curva afim irredutivel f ¢é racional se exis-
tir um par de fungdes racionais x(T), y(T), nao
ambas constantes, tal gque £{x(T), v(T)) =0 em k(T}. O par

x(T), y{(T)} & chamado uma parametrizacdc racional (ou simplesmen-

te parametrizacso.)

Exemplos.
1) Toda reta é racional, admitindo parametrizacgaoc da forma

x{T} = aT+b, yv(T) = ¢T+d, <com a ou c # O.

2) 0 circulo X2+Y2 = 1 & racional, com parametrizacgéo obtida

da figura:
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Intersectamos a reta Y = t(¥+1) com o circulo, encontrande © pon

~to variavel (x(t),y(t)) onde

x{t) = (1-t2)/(1+t2)

1

y(t) = 2t/(1+t%) .

Intuitivamente, uma curva é racional se for possivel dese-
nhé-la sem se levantar o ldpis do papel. Por isso, o terme uni-
cursal é também empregado. No entantc, esta descrigdo é por ve-
zes enganosa. FPor exemplo, embora ¢ traco real de XLF+Y£‘L =1 ad

mita essa caracterizagfio, podemos mostrar que esta curva nio & ra

cional.

Com efeito, admitamos, por absurdo, a existéncia de uma pa

rametrizagdo
x = p(T)/r(T)
y = q(T)/r(T) ,
onde p,q,r sao polindmios sem fator comum (aos 3), r £ 0 , B

digamos g ndo constante. Derivando a relacgdo

4 4

X +y =1,

vem

xx° + yy° =0,

Consideremos o sistema linear

Xu + yv =1

Xu + yv =0 ,
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Visto que w: = xy-xy # 0 (sendo x/y seria constante}, o sis-

tema admite a solugdo {nica

u:&/u’! V-—---}.C/UJ.
Mas u=3x% e v-= y5 s80 solugdes. Dal vem
vo=owd, k= -wyd.

Substituinde em termos de p,q,r, e simplificando, vem
r2(rd - qf) = (pg - ab)p’
r2(rp - pt) = ~(p4 ~ qd)d’.
Dai se deduz que r° divide PG - gqp. Dividindo e estimando
graus, obtemos
35p £ ?r o+ dbg — 1
3bg £ dr + bp ~ 1

3r = dp + vg - 1

O =op + 39 + or £ =3 , absurdo!

Exercicios

1) Seja f = £« foe1 ume curva afim irredutivel, onde £
€ homeogéneo de grau i. Mostre que f é racional. Obte-
nha uma parametrizacdao para XZY(X—Y) + (X+Y)2(X-2Y)2(X+2Y) em—

pregando um feixe conveniente de retas.
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2) Seja C wuma cdnica definida sobre o corpo dos numercs ra-
cionais. Prove gue se C admitir um ponte com coordena-

das racionais entfo existira ume infiridade de tais pontos. Deter

2 _ 2

mine todas as solugGes inteiras da equacio X2 +Y 7. Idem pa-—

ra X2+Y2 = 322.

3) Mostre que XY™ = 1 & racional se e s6 se m =1 ou 2.

§2, Funcdes regulares e funcoes racionais

Quando uma curva é racional, a cada valor do parametro (sal
vo um nimero finito gque anula o denominador) corresponde um ponto
bem definido da curva. Mas pode ocorrer que cada ponto da curva
seja atingido por valores distintos do pardmetre, €.8., X = T2 s
v = l/T2 {repete 2 vezes cada ponto da hipérbole). Neste exem-—
plo, vemos que & possivel substituir T por outra variavel. Fa-
zendo U= T2, obtemos a nova parametrizacae x = U, y = 1/U.
Mostraremos mais adiante que é sempre possivel escolher uma boa

parametrizagdo, para a qual a correspondencia
(valor do parametro)} = (ponto da curva)

& bijetiva, salvo um n¢ finito de excegdes. Para isto, serd con-

veniente introduzir algumas definigdes.

2., Definiglo. Seja C ¢ &£ uma curva afim irredutivel, de equa-

cdo £ = 0. Uma aplicacdo @: C -» A" ¢ chamada
regular ou polinomial se for igual & restrigac de uma fungdo poli

2 L5l , i.e., s8e existir um polindmic p(X,¥) +tal

nomial A

que @(x,y) = p{x,y) para (x,y) €C.



s

-125- -

0 conjunto das fungdes regulares de C Tforma um anel, que

denotamos por A(C). Por defirnigdo, temos um epimorfismo
klX, Y] — a{C)

que associa a cada polindmio, considerado como fungao Az-ﬁ Al ’

a sua restrigao a C.

Usualmente denotaremos pelo mesmo sfimboloe % coisas distin-
tas: 12) o polindmic p € k(X,¥); 2¢) a fungBo polinomial
p: a2 o al ; e 32) a sua restrigdo a C. N#o ha confusdo pos-
sfvel para as 2 primeiras, pois sendo k um corpo infinite, um
polindmio é determinado pela funcao associada. Se necessario, es

creveremos p para distinguir a restrig@o a C.
3. Lema . A(C) & um dominio isomorfo a k[(X,Y1/(f).

Demonstracdo. Um polindmio se anula sobre a curva C somente se
for miltipleo de f (Proposigio II.1l)., Assim, o

nicleo do epimorfismo de restrigfo é justamente o ideal (f), o

qual é um ideal primorpois £ 8 irredutivel e k{X,Y] é fato-

rial.
c.Q.D.

Exemplos.,

1) Se 4 & uma reta, entdo A(L) € isomorfo a um anel de po
lindmios em uma varidvel. Precisamente, se 4 ¢é dada por
Y = a¥X+b, a aplicagéo
kX, vl — klX]
h — h(X,aX+b)
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& um epimorfismo com ndcleo (f), onde £ = Y-(aX+b). Logo,

A(L) = klx,¥1/(£) = k{x].

2) 8¢ C & a hipérbole XY =1, temos
A(c) ~ [X"p(X) | m ez , p(X)€klxl};
Isto €, A(C) se identifica com o anel B das fungdes racionais

cujos denominadores sdo poténcias de X. Com efeito, temos um

homomorfismo
K[X, Y] — k(X)

a(X,Y) + h(X,1/X)

cuja imagem é justamente o anel B acima descrito, e cujo niicleo

-,

e (¥Y-1). (Leitor: verifique!).

L, Definigao. O corpo das funcdes racionais de uma curva afim

irredutivel C & o corpo de fragles K(C) do do-

minio &a{e).

Cada elemento de K(C) pode ser escrito na forma p/q ,
onde p,3 denotam fungdes polinomiais restritas a € com Q#O0.
Duas tais expressdes p/q , r/s representam a mesma fungio ra-
cional em K(C) se e s6 se a fungdo regular p s-g T & nula em

C, ou equivalentemente, o polindmio ps-qr & miltiplo de f.

Dizemos que a fungao racional ® € K(C) é regular ou que es-
ta definida no ponto P €C se % admitir uma representacao

p/q , com p,q € A(C) e q(P) # O.

Denotemos por C, o conjunto dos pontos de C onde @ &

@
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regular. Temos entdo definida uma aplicagdo, ainda denotada

oH C:P -+ ﬁl ; Justificando a nemenclatura "funcfo racional" com

que designamos os elementos de K(C). Observemos que,em geral, C:P

é o complementar de um subconjunto finito de C. {Leitor:justifique).

Uma fung@o regular obviamente & uma fungio racional que es
ta definida em todos os pontos de C. A reciproca é o conteldo

da seguinte

5. Proposigao. Se v € K(C) £ uma funcSc racional regular em

cada ponto de C entdo @ € A(C), i.e., ® £

regular,

Demonstracao. Seja

I={q€a(C)|ae € A(C)}.

Pretendemcs mostrar que a fungfo constante 1 estd em I. £ fa-
cil ver que I & um ideal de A(C). Portanto, supondo, por
absurdo, que 1 £ I, entiao I +tem que estar contide em algum
ideal maximal de A(C). Ora, cada ideal maximal de A(C) =

= k[X,Y1/(£f) corresponde a2 um ideal maximal de k[X,Y] que con-
tém f. Pelo Nullstellensatz, concluirfames que existe P € C

tal que q{(P) = 0 para todoc q € I, contradizendo a regularidade

de ¢ em P,
C.Q.D.

Exemplo, Seja C o circulo XP4Y> = 1, e seja ®= Xfl . Esta
X

fungdo é certamente regular em cada (x,y) € C com

x # 0, No ponto (0,1), & também é regular, pois temos a nova
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X

representagao
Y+1

= xil . Mas no ponto (0,-1) ¢ ndo ¢ regular.
(Leitor: por que?).

Este exemple mostra gque uma fungdo racional pode nao admi-
tir representacdoc na forma p/q que funcione em tod s os pontos
em gue ela é regular. A propriedade da fatorizagao Umica em

A(C) & o critério responsavel pela existéncia de uma tal repre-

sentacfo. No exemplo acima, A&4(C) ndoc é um dominio fatorial.

6., Proposicdo., € € uma curva racional se e somente se Seu corpo

de fungSes racionaig K{(C) é k-isomorfo a um

subcorpo de k{(T) (= corpo das fungdes racionais na variavel T).

Demonstragdo. Suponhamos X(C) e k(T)., Sejam x(T), y(T) as
imagens de X,Y € K{(C) em k(T). 8e x(T) for cong
tante, entfo X ‘também &, acarretando X-a € (f) parsz alguma
constante a € k. Daf, visto que f, a equagdo de C, ¢ irredu
tivel, concluimos que f = X-a (a menos de fator constante). Lo
go, Y nhio é constante, mostrando que =x(T) ou ¥(T) & ndo cons
tante, Por fim, visto que f & zero em A({), concluimos que
F{x{T),y(T)) =0 en k(Tj, ou seja, obtivemos uma parametrizacao

de C.

Reciprocamente, dada uma parametrizacao x=(T), y{(T) € k(T),

temos definido um k-homomorfismo
k[¥X,¥] - k(T)

h(XyY) — h(X(T)9Y(T))

que anula f. Afirmamos que o micleo I coincide com (£f). Com
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efeito, se existe g € I nao divisivel por £, por (II-1) dedu-
zimos a existéncia de polindmios c¢(X), d(Y) em I, nao nulos.
Daf %[X,Y1/(c,d) tem dimensdo finita, e portanto sua imagem
kIX,Y1/I = k[x(T), y(T)]1, a k-subdlgebra de k(T) gerada por
x(T), y(T), também é um k-espago vetorial de dim-finita. Em par

ticular, 1,x = x(T), x2,...,xn s80 linearmente dependentes/k pa

ra algum inteiro n = 1. ‘Logo, x ¢é algebrico sobre Kk, e por-
tanto x € k. Analogamente, y(T) € k, contradizendo a hipdtese
de que ao menos uma dessas fungdes era nSO constante.
C.a.D.
Suponhamos que a curva C seJa racional. A inclusio de
corpos,

K(C) = k(T)

fornecida pela proposigao anterior é dada pela substituigdo ‘ 1
X x(T), Y +— y(T) em o(X7Y) =p(X,¥)/q(X,Y), elemento de
K{C). Esta substituigfo produz a fungfc racicnal

p{x(T), v(T))/a{x(T), y(T)} em k(T), a qual esta bem definida

porque o denominador é # 0 uma vez que f nio divide q.

Exercicios !

4) Mostre gue toda fungio regular ndc constante ¢ € A(C)
admite no maximc um nimereo finito de zeros, i.e., pontos

P €C onde «(P) = 0.

5) Seja C o grafico de uma fungdo polinomial Y = p(X). Mos

tre que A(C) & isomorfo a k[X]. Reciprocamente, se
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A(C) €& k-igomorfo a um anel de polindmios k[T], serd C igual
ao grafico de uma fungao polinomizl, a menos de uma mudanga de ¢o

ordenadas?

6) Mostre que kI[X,¥Y)/(XY-1) (o ansl das fungldes regulares da

hipérbole) nic & isomorfo a k[Xj.

7) Mostre que, se C é uma conica irredutivel afim, ent3o
A(C) é k-isomorfo a k[X,Y1/(XY-1) ou a’ k[X]. A qual

desses corresponde o circulo C: X2<¥2 = 1 2

8) Seja € uma curva irredutivel & seja o € K(C) uma fun~
+d6 racional ndoc constante. Mostre que o homomorfismo
k[T] + K(C) definido por p(T) — p(e) ¢ injetivo e se estende
a um isomerfismo do corpoc das fungles racionais k(T) sobre o

rubcorpo k(w) € K(C).

§5. 0 teorema de Luroth

7. Definigdo. Dizemos gque a, parametrizacie x(T), y(T) da
curva C ¢ boa se a inclusdo
K(C) = Kk(T)
o(X,Y) — p(x(T), y(T)
é sobrejetora.

Isto eguivale a requerer que exista ¢{(X,Y) € K(C) tal

que

W (x(1),y(T)) = T .
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Exemplo, A parametrizacgdo do cfrculo obtida anteriormente,

x(T) = (1-T%)/(1+7%)

y(T) = 27/ (1+12)

é boa, pois tomando ¢ = Y/X+1l calculamos ¢{x(T),y(T)) = T.
8. Proposigio. Toda curva racional admite uma boa parametrizacgio.
Este resultado é conseguéncia do

9. Teorems de Liroth. Seja X um subcorpo de k{(T). Se K con

tém uma fungsc ndo constante {(i.e. K # k)

entfo existe T' € k(T) +tal que K = k(T!').

' Em outras palavras, existe uma fungio T' = T!'(T) tal que

cada elemento de K & da forma o(T') para alguma ¢ € k(T).

Antes de procedermos com a demonstragao do Teorema de
Lilroth, é instrutivo examinar, por exemplo, o subcorpo K= k(Th,Ts)

gerado pelas fungdes TA,T6. Tomemog T' = T6/TLL = T2 € K. Ago-

ra note que T = (232 , 1© = (12)7 |, donde K = k(T?).

Demenstracao do Teorema de Luroth. Observemos que k(T)} ¢ uma

extensdo algébrica de K.
Com efeito, se ¢ = a(T)/b(T) € K & n2o constante, com a,b €
€ k{T], wvemos que T & raiz do polindmic a(X)-wb(X) € X[X].

logo, T & algébrico/K. Seja

p(X,T) = a (T)X" +...+ a (T),

o polindémio minimo de T sobre K, onde 2 € k[T1, a, £0,
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aj/ao € K. Podemos supor mdc(ao,...,am) = 1. Seja i tal que

n = 2a;(T) = baj(T) para J = O0,...,m .
Escolha 3 tal que ai/aj £ k., Definamos T' = ai/a‘j . Note
que o polindmio

T' aj(X) - a;(X) € K[X]
anula T e & de grau n. Logo, podemos estimar o grau da exten-
saoc,
(k{T}: k(7)) = n.

Seja agora

a(X,T) = ay(X) a;(T) - a (1) a;(X) .
Temos q(7,T) = 0. Segue-se que p(X,T} divide g{X,T) em
k(%,T], digamos

p(X,T) r(X,T) = q(X,T) .

Comparando graus com respeito a3 variavel T ,
pr =n = pr + pr + bTr < n,

logo, r independe de T. Agora, r = r(X) divide g(X,T):; por
simetria (vide definichBo de g!) r(T) também & fator de q(X,T).
Portanto, r(T) divide p(%,T). Mas por construgao,

mdc(a ,...,a ) = 1, donde r(T) & constante. Logo m=n e

concluimos a demonstragdo observando as desigualdades,

n =z Lk(T): k(T*))=z[k(T):K] =m ,
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donde k{T') = K.
C.qQ.D.

Para obtermos uma boa parametrizagdo a partir de uma dada,
x(T}, y(T), basta aplicar o Teorema de Liroth ac subcorpo
k(x(T), yv(T) < k(7). Deduzimos k{x(T), y(T)) = k(T') e tomamos

T' como nove parametro.

Exercicios

9) Determine a equacao da curva parametrizada por x(T) =

2

= o021, (1) = 12/(1+47° ), Ache T' € K = k(x(T),y(T))

tal que K = k(T').

10) Sejam x,y € k{(T), ndo ambos constantes. Mostre que exig

tem u,v € k(T) +tais que a aplicagio t +— (u{t),v(t)) é
“injetiva e sua imagem coincide com a imagem de t = (x(t),v(t)),
exceto para um nlmero finito de ponios. Se x,y sdo polindmios,

é possivel encontrar u,v polindmios?

$4. Curvas racionais projetivas

Observemos que a parte inicial da demonstracac do Teorema
de Lilroth mostra, mais geralmente, que se x(T),y(?) € k{T)- ndo
sdo ambas constantes, entfo existe um polindmio f£(X,Y} néo cong
tante tal que f(x(T),y(T)) = 0. E claro que podemos supor tal
f irredutfvel. Seja § a aplicagio dada por y(t}= (x(t),y(t)).

Esta aplicacdo estd definida no complementar de um nlmerc finito
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de pontos de al. 4 imagem de { esta contida na curva definida

por £, podendo porém omitir alguns pontos.

Exemplo. Consideremos a parametrizagzo do circulo,

2
1-t 2t
¢(-t) - (__ , _........._..) .
1412 7 14t2

0 ponto (-1,0) estd fora da imagem. (Verifique!). 8¢ k =R

ou €, podemos imaginar + -+ = , e & claro que 1lim ¢(t) =
bl )

= (-1,0). Mas em qualguer caso, temos um procedimento algébrico
para fazer +* + «: consideramos al «p* , como de hibito, iden
tificande t com (t:1}), e procedemos analogamente para ac P2,
Eis agora o passe de migica: a aplicagdo

E:ZPl — P

(t:u) +—— (u2—t2: 2tu: u2+t2)

coincide com ¢ no dominio comum, e fornece o valor

~ def _
y(=) = §(1:0) = (-1:0:1).

Observe que § extende. § ‘também aos pontos t = =/~1 , em que

ambas as coordenadas de ¥(t) nac estavam definidas.

10, DefiniglBo. Uma aplicacdo ¢: IP" = IP" & dita regular ou poli-

nomial se existirem polindmios homogéneos do mes-—

mo grau, Y yeeesdy € k[XO,...,XHJ tais que, ¥ P = (xo:...:xm) €

ep™ |
¥(P) = (4, (P)raiasy (P)).

Note que, em particular, os polindmios Yoreeenty 830
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proibidos de admitir zero comum P eP®. 0 requerimento de que
sejam homogénecs e 4o mesmo grau se Justifica para garantir gque

(wO{P):...:wn(P)) independe das coordenadas homogéneas de P.

Deixamos a cargo do leitor a demonstragdo da proposigao

seguinte, gensralizandc a discussfo feitz acima.

11, Proposigdoc. Sejam xl(T),...,xn(T) fungdes racionais. Seja

weat o maior subconjunto em que estlo todas

- ~ . Lo . ~ ; . 1
definidas. Entao existe uma uUnica aplicagac polinomiagl ¢:IP i

tal que

§(tel) = (xp () raanx (£):1) ¥t €u .

Este resultado mostra que o conceitc de parametrizagdo ra
cional de uma curva plana pode ser substitu{do, com vantagem, pe-
lo conceito de aplicacio polinomial {(ndoc constante) P 2 PF?. Conm
efeito, com este 1ltimeo ponto de vista, gor um lado desaparecenm
as restri¢des impostas & variagdo do parZmetro e, por outro, a ima

gem agora é completa no seguinte sentido:

~ ~ . . 1
12, Proposicao. A imagem de uma aplicacao polinomigl ¢: TP -*IQ

ndoc constante é uma curva projetiva irredutivel.

Demonstracao. Sejam §,, ¥, V¥, € k[X,,X;]1 coordenadas de 4.

Se Y, = 0, mostremos que @GPl) € igual & reta
no infinite Z = Q0. Com efeito, dado Q = (yo:yl:O) € P° , O po
linomio yi¥s = V,¥; admite raiz P = (xo:xl) epl , l.e.,
ylwo(xole) = yowl(xole), donde (P} = Q.

Suponhamos agora Y, # 0. Ponhamos
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fl

x(T): = 4,(T,1)/4,(T,1)

(T): = §,(0,1)/4,(T,1) .

Ao menos uma delas é nfo constante. Seja f a curva racional que
~ . . *
elas parametrizam (cf. observacgdo na pag. 133. Seja F =1 .
Provaremos gue F = y@h).
Seja

F(T,U0) = F(4,(T,U0), ¥1(T,0), §,(T,0).

E fécil ver que F(T,U) ¢é um polindmio homogéneo nas indetermina
das T,U, Como F(T,1) = 0, segue-se que F(T,U) = 0, ou seja,
F contém wGPl). '

Para completar a demonstragdo, analisemos a condicgio para
gque um ponto (yo:YI:YZ) € P° esteja em wGPl). Supondo y, # O,
a condigao
(yoiv1:y5) = (y(t,u): g (t,u): §,(t,u))

se exprime na existéncia de uma solugdo (t:u) e pl para o giste

ma de equagdes

I
Q

wao(TsU) = YOW2(T,U) =

|
&

Ponhamos G; = Y,4; - ¥;4, , i =0,1. Temos 2 polindmios homo-
géneos nas varidveis T,U, da forma

m-1
Go

]

m m
aOT + alT +...+amU

Gp o= b, T w L.. 4+ b U7,
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onde os ati,b'j sao polindmios homggéneos de grau 1 nas novas va
ridveis Y, Y, Y.

Esta € uma situagdo tipica da teoria da eliminacdo: pro-
curamos condigoes sobre os coeficientes de 2 polindmios para gue
admitam um zero comum. (No caso em pauta, GGy 5880 homogéneos,
mas o zero comum trivial t = u = 0 nao interessa). Consideremos

a resultante R = R(Yo’Yl’YZ) de GO(T,l), Gl(T,l). Sabemos en—

tdo que, para cada y = (yo,yl,yz),
R(y) = 0 <==>(a {y) = b, (y}) = 0 ou & (T,1),G,(T,1)
admitem raiz comum t)

Ora, se ao(y) = bo(y) = (0, <temos Go(l,O) = Gl(l,O) = 0., Con-

cluimos que
R(y) =0 <==&(Go(t,u) = Gy(t,u) = 0 para algum (t:u) EIPl.)
Em resumo, a argumentacdo acima mostra que
(v,:v:1) € y@1) <= R(y_,y;,1) = 0 .
Em particular, {§(P’) contém a curva afim R(Y,,¥,,1) = 0.

lembrando que F & irredutivel e ¢GP1) c F, concluimos
que

(Y0=Y1=1) € WGPIJ i (yozylzl)ﬁ F.

Repetindo o argumento com Yo ou y; no lugar de Yo o concluf-

mos §(PL) = F.
C.Q.D.
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13, Definigﬁo. Uma curva projetiva a racional se for igual a ima
gem de uma aplicacao polinomial nao constante

Pl

0 leitor deve verificar que esta definigdo é consistente

com a Definigae 1. Precisamente, deixamos como exercicio a prova

da éeguinte

14, Proposicao.

(i} Seja f uma curva afim. Ent3o f €& racional se e 56

* - A
se seu fecho projetivo e racional.

ii) Seja F uma curva projetiva. Entio F & racional se e

-

sé se F, ¢é racional (ou vazial),

I'd .
Exercicios

11) Demonstre as Proposigdes 11 e 14.

12) Sejam Y_,¥9,¥, € k[X,Y]l polinomios homogéneos de grau

2, linearmente independentes. Mostre que nao admitem fator

comumn, e que a imagem da aplicacao polinomial que definem de IPl
em T° & uma cdnica nio singular. Toda cdnica ndo singular é

imagem de una tal aplicacgao.
13) Toda clUbica singular irredutfvel é racional.

14) Toda aplicacfo polinomial bijetiva Plapl 4 o tipo

(x:v) — (ax+by:cx+dy) com a,b,c,d constantes tais que



—~139-

ad-bc #£ 0.

15) Sejam p,q,r € k[(T] téis que mdc(p,q,r) =1 e p/r,

g/r & uma boa parametrizagioc da curva racional f. Mos-
tre que of = max{ap, dqg, dr}. {(Sugestdo: Se A,B,C sdo indeter
minadas, entdo Ap+Bg+Cr € irredutivel em k[4,B,C,T] ; conclua
gque as rafzes de ap+bg+cr sdo todas distintas para M"quase todo"

(a:b:ic) € IPZ).

16) A multiplicidade de um ponto de uma curva racional é igual
ao nimero de valores do pardmetro gue lhe correspondem nu
ma parametrizagao do tipo descrito no Exercicio anterior, contan

do esses valores com multiplicidades convenientemente definidas.

§5. 0 género virtual

0 préximo resultado nos fornecera um critérioc numérico pa-

ra que uma curva seja racional.

15. Definigdo. O género virtual de uma curva projetiva F sen

componentes miltiplas é o nimero inteirc

_ o {a-1)(d-2) _ _
g, = 8,(F) = 3 ? me(mp-1}/2

onde d = dF e

H

mp mP(F).
0 somatoric ¢ finito pois mp = 1 exceto para o nimero fi

nito de pontos singulares de F,
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Exemplos.

1) 0 género virtual de uma reta ou de uma cbnica irredutivel
& zero.
’ ’oo 2 _ 3 -
2) S¢e F é a cibica Y° = X’ , temos g, = 0.
3) Considere a curva Y2 = X5. Os pontos singulares sao

(0:0:1) e (0:1:0) com respectivas multiplicidades iguais

a 2, 3. Logo, gy = Li:ll%ﬁ:gl -1-3 = 2,

16. Proposigdo. Seja F uma curva irredutivel. Entio

(1) g,(F) = 0

(ii) gv(F) =0 =F & racional.

Observemos que a reciproca de (ii) ndoc é vélida, pois
no 32 exemplo acima a curva é evidentemente racional (fazer x=T2,
y=T5), mas g, =2 > 0. Na realidade, o género virtual ¢ apenas
uma aproximagao grosseira do mais importante nimero associado a
uma curva, ¢ genero geométrico. Este filtimo coincide com gV(F)
quando as singularidades de F s3o apenas pontos miltiplos ordi~
narios. Deixamos como exerciecio (18) uma reciproca parcial, mog
trando qﬁe gv =0 se F €& racional £ seus pontos singulares sao

todos ordinarios.

Demonstragac da Proposicao 16. Examinemos inicialmente um caso

simples. Uma cithica irredutivel
nac admite ponto triplo, pois teria que conter a reta que une qual

quer outro de seus pontos ac ponte triplo; similarmente, também
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nao admite 2 pontos duplos distintos. Por outro lado, se a cubi-

ca admitir um ponto duplo Po , consideremos o feixe das retas

que passam por P, Se L

o ot Lo 580 2 dessas, as demais retas do

feixe sfoc da forma Lﬁ = Lo+ tLm para um valor conveniente de <.
0 ponto PO absorvende 2 intersegdes, cada Lt destaca sobre a
cibica um Unico ponto adicional, cujas coordenadas se expressam

como fungée racional de +t.

Para o caso geral, devemos considerar curvas de grau su-
ficientemente grande passando por todos os pontos singulares de
F.

Precisamente, seja d = oF. Os casos d = 1,2 dispensan
do maiores comentdrios, suponhamos d = 3. Sejam Pi,...,P . o0s

distintos pontos singulares de F, com m; = mp (F} = 2.
i

Vamos estudar a colegao das curvas de um certo grau n

gue passam por cada Pi com multiplicidade = mi—l. Denotemos

por Sn o conjunito de todas as curvas projetivas planas de grau

n. Podemos identificar Sn com um espagoe projetivo ZPN , com

N = n(n+3)/2 , associande a cada curva G = T 2y 5 x* yd Zhi7d

i . - - -
o ponto (aoo‘aOI""'anO) s 05 indices 1,J satisfazendo a

i,J =0, i+J £ n, ordenados de alguma maneira. Seja

gg = {¢ € snl mp (6} = m-1, i =1,...,s}.
i

Ora, a imposicao de que um dado ponto seja m-uplo sobre
uma curva traduz-se num sistema de (mgl) equagbes lineares ho-

mogéneas nos coeficientes do polindmio que define a curva. Assim,

© identifica—se a um subespago proJetivo de CPN s, com a dimen—

*n
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: m.
. o] 1
dim 8 = N - 2(2 ) =: L

Tomando n = d-1, calculamos

4-1. {d-1)(d+2) - % mi(mi—l)

i

2g, + 4{g-1)
z d{d-1) -2 mi(minl).

Esta iltima quantidade é = 0. Com efeito, aplicando o Teorema de

Bezout a F,FX , encontramos

d(d“l) = Z(F;FX)P .

Mas é facil ver que mPi(FX) z m;-1, donde (F,FX)Piz mi(mi—l)-

Tendo verificado que Nd—l ¢ = 0, podemos concluir que
existe uma curva de grau d-1, G € Sg_l , satisfazendo ainda as
condigbes adicionais de passar por Nd—l pontos de F, distintos

dos Pi' Aplicando Bezout, resulta

d(d-1) = = mi(mi—1)+Nd_l .

Dai vem
' g, = Ny_, - 2(d-1)
< (d-1)(d-2) - 2 mi(mi—l) = 28,
donde g %0 , completando a demonstragiio (q).

Suporhamos agora g, = C. Fazendo n=d-2, calculamos

Nyp = d-2.

Escolhamos d-3 novos pontos Qj € F, e consideremos
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8t = (G € §g“2| Q; €¢; J=1,...,d-3} ,
due & ob£ido a partir de Sg_z pela imposigdo de d-3 novas
equagbes lineares., Temos entdo
dim &' = 1,
Afirmamos que dim 8' = 1.

Com efeito, se dim 8' 2 2, entdo poderiamos forgar al-

gum G € 3' =a passar por mais 2 pontos de F, distintos dos pon

tos fixos jad considerados. Contando os pontos de G N F , obte—
rianos

d(d-2) = ¢ mi(mi—l) +d-3 + 2

donde
0 ={a-1)(a-2) = £ m;(m;-1) = 1 11!
Em resumo, exigten GO,Gl € 3! tals que todo elemento de
' é da forma X G, + x:G;, para algum (x :X{) ep! | i.e.,

€ um feixe de curvas; i.e.; uma fam{lia a 1 parametro. Vamos mos-
trar que & possivel parametrizar F empregando esse feixe de

curvas.

Seja €1 o complementar de G, N F, na curva afim
¢ =F,. (Em particular, C' exclui os pontos Pi’Qj)' Seja
a fungdo racional definida por

w: CT — Al

P +— (P} = - Gl(P)/GO(P).
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Por construgdo, ®(P) G_+Gy & a Tnica curva de grau d4-2
que passa por P , ©pelos Qj , e por cada Pi com multiplicida
de = miul.

Observemos que © & injetiva, do contrario existiria
G €8’ contendo 2 pontos aldm dos ja& fixados. Em particular, ®
é ndo constante, acarretando que o subcorpo k(g) de K(C) gerg
do por ¢ ¢é isomorfo ao corpo das fungdes racionals de uma varig

vel (veja o Exercicio 8). Para concluirmos que C, e portanto

F, & racional, é suficiente provarmos gque K(C) = k(e).

17. Lema, Seja ® uma fungdo racional ndo constante de uma cur-
va irredutivel C. Seja m = [K{C): k(#)]. Entdc, ex

ceto para um nimero finito de valores t € k, a eguagac e(P) =1

admite exstamente m solugdes distintas. Em particular, se C

admitir uma fungdo racional injetiva entde C & racional.

Demonstragio. Lembremos que K(C) ¢é gerado sobre k pelas restri
¢des X,Y¥, ou seja, K(C) = k(X,Y). Sem perda de

generalidade, podemos supor X £ k.
Mostremos que X,Y sdo algébricas/k(e}.

Com efeito, ¢ nido & algébrico/k, pois k é algebricamente
fechado e- @ £ k. Se, por absurdo, X ndo fosse algébrico sobre
k(p), entdo para todo p €Xk(w)[T], p # 0, terfamos p(X} # C.
Equivalentemente, para todo p€x[T,U}, se p # O entao
p(®,X) # O. Assim, & ndo seria algébrico sobre k(X). Visto
que Y & algébrico sobre k(X) (Ja que £(X,Y) =0, onde f

denota a equagdo de C), deduzirfamos que ¢ ndo é algébrico so-
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vre k(X,¥), contradigao.

Concluimos que k(¥,¥) & uma extensdo algébrica finita de

k(e).

Apliquemos o teorema do elemento primitivo: existe

¢ € k(X,Y) tal que
k(X,7) = (k(2))(§) = k(w, )

Em particular, existem fungtes racionais o,8 de 2 varidveis tais
gue

i= ﬂ(iP,ll'), T"—' B(CP,‘U-

Escrevamos o polindmic minimo de § sobre k(p) na forma

eg(T,U) = ao(T)Um Foeet am{T), a; € k[T]1, a, £0 .

Asgim, gle,¥) =0, e 0 grau m coincide com o grau da extensao

k(X,Y) = k(e,y) sobre k(®).

Seja D a curva definida no plano (t,u) pela equagio

g(T,U) = 0.

Por construgdo de I, o k-homomorfismo de k[T,U] em
k(%,¥) definido por h(T,U) — h{g,4) induz uma inclusdo do anel
de fungbes regulares A(D) em x(X,Y) e por fim, o k-isomorfismo
k(T,T)— k(X,¥). Este Gltimo isomorfismo associa a X,¥ as fun

cdes «(T,T), B(T,TU} respectivamente.

Sejam C, e D, os maiores subconjuntos de C e D

em que ,§ e a,B estio todas definidas. Consideremos as apli

cagoes




-146-

e C0 — D %e Do —- C

(x,7) — (o{x,y),2(x,y}) e (t,u) = (a(t,u),8(t,u)) .

Desprezando mais um nimero finito de pontos, podemos supor que
n(Co) <D, e x(DO) < C,. Lembrando a definigdo do isomorfismo
X(D) ~» K(C), wverifica-se facilmente que ™ e ¥ sdo inversas
uma da outra., Em particular, observamos que #{x(t,u}) = t pa-

ra todo (t,u) € C,» Desta maneira, resolver a eguacac 9{x,y) =t

com (x,y) € Co é agora equivalente a resolver a equacgio

g(t,U) =0 .

Descontando os valores de t que anulam ao(T) ou gque Oogcorrem em
pontos de intersegdo de g(T,U) com gU(T,U), obtemos m solu-
goes distintas.
C.Q.D.
Un comentdrio: o teorema do elemento primitivo nos permi-
te substituir a curva C por outra D, com o mesmo corpo de fun
gO0es racionais, de tal sorte que a fungdo ¢ & substitufda pela

projegdaoc D 2 (t,u) = t.

Exemplo. Consideremos a lemnigcata C: (X2+Y2)2 = X2—Y2. Seus
pontos singulares sZo (0:0:1) e (1:%i:0), +todos du-
Rlos' Logo, g, = O. Apliquemos o procedimento da demonstracaoc
p;ra construlr uma parametrizagao. Deveﬁog considerar o feixe das
conicas passando por esses 3 pontos e por um 49 ponto adicional,
e.g. (1:0:1)., Sejam G, = XZ, Gy = X24+¥°-XZ. Entdo o feixe

”

xGy + %Gy = 0 ((xo:xl) EIPl) ¢ a totalidade das coOnicas que
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Id - ~ .
contém os 4 pontos. A parametrizacao procurada sera obtida achan

do a fungao inversa de
_ 2_.2 €
#(x,y) = (x=x"-y)y, (xy) €C, .
Substituimos x—xz—yz = %ty na equacdo da lemniscata. Deg
prezando solugdes provenientes dos pontos fixos, encontramos

2tx/(t2+1)

y

(£7-1) J(4241)24412),

X

que da a parametrizagdo procurada.

B

§6, Aplicacfo ao calculo integral,

Finalizamos este capitulo mencionando uma aplicagao da
. a . . * .
propriedade caracteristica das curvas racionais ao calculo de in-

tegrais de certas fungdes algébricas.

Dizemos que uma funcdo vy = #®(x) definida e continua nu-
ma vizinhanga da de um ponto x € kik =R ou €} & algébrica
se existir um polindmio ndo constante f tal que f(x,#(x}) =0
no dominio de u.(por exemplo, ®{(x) = 4% ¢é algébrica). Tomando
f irredutivel, o pelindmio fica bem determinado a menos de fator
constante e dizemos entfo que f & a eguacao de %, ou que @

é definida por f(X,Y) = O.
Eis a questac que gqueremos abordar: sob que condigdes € a

integral jw(x)dx exprimivel por fungdes elementares?

Ndo & nosso objetivo aqui explorar em profundidade esse

probiema. Vamos nos contentar com a discussao de um caso simples.
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De infcio, esclarecamos o significado de "fungdo elemen-—

tar?, Chamaremos de funcio elementar da funcB8o algébrica ®(x)

a uma combinagic linear de fungdes do tipo ¢(x,%(x)) ou
log(¥(x,9(x)), onde ¢ denota uma fungdo racional de 2 varia-

veis.

18.Proposicio. Seja v = #(x) uma fungfo algébrica definida pela

equagdo polinomial f£(X,¥) = 0. Se a curva defini-

da por f & racional, entio Jx(x,¢(x))dx ¢ uma funcgao elementar

de @(x) para toda fungao racional x.

Demonstracdo. Seja x(T), y(T) uma boa parametrizagiao de f. Lo-
go, salvo um nimero finito de excegbes, cada ponto
(a,b) € f & da forma a = x(t), b = y(t) para um tnico valor t.
Segue-se que o{x(t)) = y(t) para quase todo t em que ¢ 1% mem
bro esta definide. Assim, podemos calcular jm(x,m(x)dx por subg
tituigdo, fazendo x = x(T), dx = kdT. & integral se transforma nu

ma do tipo J %%%% dT , onde p,q s8o0 polindmios. Se q(T} =

m m
= (T—cl) 1...(T—cs) S, onde os ey € ¢ s30 2 a 2 distintos, é

possivel se escrever
m,

s i s
RO _p(r) + 5 3 oa . (Tec)d
a(T) i=1 j=1
onde r(T) & um polindmio e os a;j sao constantes. A integral

de uma fungdo desse tipo é claramente da forma ¢(T) +
+ T ayq log(T—ci), onde ¢(T) é racional. Lembrando que
T = g(x{(T),y(T)) para algums fungdo racional §, vemos que ¢ pos

£ ‘ ~
sivel expressar o resultado final em termos de uma fungao elemen-
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tar de w@{x). : c.a.D

Exemplo. Calcular I %é%% dx, onde w(x) é definida por

v2-x%+x2 = o.
Temos a parametrizacéo

2.1

x(T) T

y(T) = T(T?-1).

Logo,

2
f (%) gy = J’L%?:lll .2T4T =

x+1 9141

3
2[ (T2-1)dT = 2(%; -T) =

2 3
2 (@z)y’ 5 el

Exercicios

17) Ache uma parametrizacio para (X.2+Y2)2 = XY.

18) O objetivo deste Exercicio é provar que, se F & uma curva
projetiva racional cujas singularidades sao apenas pontos

miltiplos ordinérios, entao g (F) = 0.

a) Mostre que existem x,y,z € k[T] com mde{x,y,z) =1,
F(x,y,2z) = 0 em k[T] e tal que t + Py=

1 de um

= (x{t):y(t):z(t)) & uma bijegdo do complementar uc &
nimero finito de pontes sobre o complementar C < F de um nimero

finito de pontos.
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b) Desprezando mais um nimero finito de pontos, prove que

a equaggo da reta tangente a F em Pt é, para tEu,

X Y zZ
x(t) v(t) z(t)] =0 .
x(t)  y(t) z(%)

(Sugestdo: use a férmula de Fuler e derive F(x,y,z) com rela-

¢io a t para mostrar que Fy, Fy, F (calculadas em Pt) 520

Z
proporcionais aos menores das 2 Ultimas linhas).

c) Seja P = (xO:yo:zo) um ponto fora das tangentes aos
pontos singulares de F e das tangentes aos pontos
correspondentes a valores excepcionais de t(i.e., t £ uW). Mos-—

tre que F N FP contém, além dos pontos singulares, os pontos

P, emque t & raiz do polindmio
*o Yo o
dx-tx dy-ty dz-tz| , onde d = aF.
X v z

d} Mostre que o grau deste Nltimo polindmio € no miximo

2d-2.

e) Use o Exercicio VII.8 para concluir a relagfo

d(a-1) = £ my(F)(my(F)-1)+2d-2 ,
e daf, gy = 0.

» o Ld
19) Mostre gque toda curva racional projetiva de grau =z 3 e
singular. No entanto, existem curvas racionais afing

~ . . ” .
nao singulares de grau arbitrarioc.
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CAPITULO IX

CUBICAS NAQ SINGULARES

§1. Conexoes inesperadas

Este (ltimo tdépico é um notdvel ponto de confluéneia de ra
mos da Matemdtica tdo diversos como a flgebra, a Geometria, a Ang

lise e a Aritmética.

0 fato central na geometria de uma cibica nio singular F
reside na estrutura de grupo definida a partir da correspondéncia
gue associa a cada par de pontos P,Q € F, o0 3¢ ponto de inter-
segzo da reta PQ com F, Essa estrutura de grupo sintetiza uma
grande riqueza de informagdes. Dela podemos deduzir, por exemplo,
que a reta que liga 2 pontos de inflex@o intersectz a cllbica num
32 ponto de inflexzo. Utilizamos este fato para mostrar que a
clagse de congrudneia de F (i.e., a colecio das ciibicas obtidas
de F por uma projetividade) & determinada por uma certa constan

te, chamada o médulec de F.

Quando k = €, a estrutura de grupo estd intimamente li-
gada & teoria das funcdes eliticas. BEmbora o estudo desse aspecto
analitico fuja sos nossos propdsitos, nso resistimos ao impulso de,
ac menos mencionar, de passagem, algumas das conexdes malis surpre
endentes. (0 aluno com bom espirito de iniciativa encontrara os
detalhes nas referéncias bibliograficas). (1) Associada a cada

clbica nfo singular PF: Y2 = XO+aX+b, existe uma funcio meromor—
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fa nio constante 9(z), satisfazendo & equaglc diferencial
Pr(2)% = P(z) +ap(2)+b .

(2) ©(z) & uma fungdo elftica, i.e., existe um subgrupo

<w1’w2> © € geradeo por 2 nimeros complexos w,,w, linearmente
independentes/R tal que p(z+w) = P(z) se e sd se

w € {wy,w,). Diz-se entdo que P(z) & duplamente periddica, com
periodos myW4my W, , my €Z (3) A aplicagio zw(P(z):P1(z):1)
induz um isomorfisme do grupe aditivo C/(wl,wz) sobre F.

{4) Topologicamente, C/(Wl,wz) é isomorfo a IIR2/222= R/Z) x
x R/Z) = Slxsl, produto de 2 circulos. Assim, uma cUbica ndo
singular se identifica com um tofo! (5) 0 médulo de F, mencio-

rado acima, expressa—-se COMO fungdo dos periodos de P(z).

‘Quando a clUbica F & definida por uma equagido a coeficien
tes inteiros (e.g., a cubica do "Qltimo teorema de Fermat",
X3+Y3 = 23), ¢ natural perguntar se existem pontoes racionais,
i.e., com coordenadas homogéneas nimeros racionais (ou equivalen-
temente, nimeros inteiros). Infelizmente, ndo se cuonhece nenhum
eritéric para decidir, em geral, se uma clbica possui ou nio pon-
tos racionais. HA& exemplbs em que nao ccorre nenhum tal ponto.
Pelo lado mais positivo, pode-se mogtrar gque, se F possul um
ponto racional, entio F é congruente a uma cibica (ainda defini-
da sobre Z) com um ponto de inflexdoc racional. Tomando-se um
tal ponto de inflexdo como elemento para a estrutura de grupo (cf.

Proposigio 12), o conjunto dos pontos racionais forma um subgrupo
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de F (Teorema de Mordell)l.

Bem, agui wvamos nos resiringir apenas a classificagéo pro-
jetiva e 2g propriedades mais simples ligadas a estrutura de gru-
po de uma cilbica n3o singular. Procuramos dosar a necessidade de
introduzir noves conceiltos gerais com aplicagbes diretas ao estudo

dessas curvas.

8§2. Forma normal.

Duas retas gquaisquer s@o congruentes por uma projetividade.
Similarmente, é um fécil exercicio mostrar que, & mencs de proje-
tividade, sé hi um tipo de cBnica nio degenerada. Também s ha um
tipo de clbica nodal e outro cuspidal. Para as cibicas ndo singu
lares, porém, a classificag¢8o & bem diferente, existindo um tipo
para cada elemento do corpo k! Precisamente, mostraremos neste
pardgrafo que a cada clbica F nfo singular estd associado um inva

riante J € k, o gual determina a classe de congruéncia de F.

1. Proposiclo. Toda ciibica ndo singular é congruente por uma pro
jetividade a uma cibica do tipo

ZY2 = X(X-Z)}(X-ArZ)

para alguma constante X € k, A # 0,1,

Demonstracio. Sabemos, em vista das férmulas de Plucker, que uma

clbica nfic singular F admite pontos de inflexdo

1) Existem umas notas fascinantes escritas por J. Tate, "Rational
points on elliptic curves" contendo uma demonstragac deste teo

rema; ndo nos consta que tenham sido publicadas em forma de I1i
vro, mas ha copias nas bibliotecas da UFPE e do IMPA,
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(9 ao tode)., Tomamos (0:1:0) como um deles, com tangente Z=0.
Podemos ainda supor gue (0:0:1) € F, com tangente X = 0. Te-

mos entic F J4 na forma
F = X7+Z(aX® + bXY + c¥2) + dz°X ,

com d# 0# c (sendo F seria divisivel por X)}. Substituindo
Y por Y/Jc , podemos supor c¢ = 1. Substituindo Y por
Y-bX/2, podemos supor b = O, Assim, ji& temes F na forma

F =% + 2(Y° + aX®) + bXz2

com noves a, b, este Ultimo # 0 {senfio (0:0:1) seria um ponto
singular). Seja & uma raiz de X-+aX+b. Substituinde X por
aX vem

F = 2¥° + oOX(X-2)(X-22) .

Finalmente, substituinde Y por (—c:z.)3/2 Y e cancelando, obtemos

a forma normal enunciada.
C.q.D,

Quio bem determinado & o parfmetro A?

Ponhamos, para cada A # 0,1,

1

Fy = 2¥° - X(%-2) (%-32) ,

1 =1 A
LIS = WA Wi v

li

AlN)=

1]

?

2. Proposicfio. Duas clUbicas Fk’ Fu s80 congruentes se e somen-

te se  A(R) = A(p).
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Demonstracdo. Mostremos inicialmente que existem projetividades

3, T tais que

1-x & TEL=Fip -

Com efeito, basta definir §,, T, pelas condigoes:

X — X2 X X,
S, t Y JTTY, e T.:<Y e a2y,

ZH—Z, Z v Z .,

Substituinde A por 1-A ou 1/h , segue~se que para cada
L€ AN , conseguiremos obter uma projetividade gque leve Fl em

F .
U

Para a reciproca, seja U uma projetividade tal que
U.Fu = F,. 0O ponto de inflexao (0:1:0) € Fu & transformado em
um ponto de inflexdc U(0:1:0) € F,. Admitamos, por um momento,

conhecido o seguinte

Fato: Se P,Q sfo pontos de inflexdo de uma clbica nfo singular
F entfo existe uma projetividade M tal que M,F =F e

MP=Q-

Continuando com a argumentac¢do, podemos supor entdo que

U(0:1:0) = (0:1:0). Agora os 3 pontos de contato das retas tan-
gentes a Fu passando por (0:1:0) s8o transladados sobre os res
pectivos de F,. Isto & U aplica {(0:0:1),(2:0:1),(u:0:1)}
sobre [(0:0:1), (2:0:1), (x:0:1)}. Além diéso, U deixa inva-

riante a tangente inflexional Z = O, bem como a reta Y = 0,
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Identificandoe esta Ultima com IPl , obtivemos uma projetividade

de P! (i.e.,, uma aplicagéo.da forma (x:y) — (ax+by:cx+dy) que
fixa o ponto no infinito (2:0) (identificado com a intersecgdo de
¥Y=0 e Z=0), equeaplica {(0:1),(1:1),(p:1)} sobre
{(0:1),(1:1),(M:1)}. Nessas circunsténcias, o leitor nao terd di-
ficuldade em concluir que p € A(M}. Isto.completa a demonstra-
¢cdo, a menos da Jjustificativa do Fato acima, a qual sers feita
oportunamente (Corolario 14), |

C.q.D,

2

%, Definicdo. O mddulo da cibica F, = ZY° - X(¥-z)(X-»z) €& da-

do por
27 (1-aea2)’
J(x) = ;

A=)

0 leitor deve verificar que J & constante sobre cada
MN) e que,de fato,' J(A) = J(u) = A(x) = A(u). Em conclusdo, sg
gue-se que 2 cubicas ndo singulares s@o projetivamente equivalen

tes, (i.e., congruentes por uma projetividade) se ¢ 3d se elas

tém o mesmo médulol

Na realidade, o mdédule de uma cibica é um invariante mais
fino., Pode-se demonstrar que 2 clibicas nfo singulares tém o mes-
mo médulo se e somente se seus corpos de fungSes racionais sZo

k~isomorfos.

Exercicios

1)Reduza X3+Y3+Z3 = 0 & forma normal da Proposigﬁo L.
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»

2) Ache a equagio de uma cilbica F tal que (0:1:0) & um
ponto de inflexH5o com tangente Z = 0 e tal que os pontos
(~1:0:1),(0:0:1) e (1:0:1) s8o os pontos de contato das retas

tangentes a F passando por (0:1:0).

3} Mostre gue A(MA) (veJa Propesigio 2} consiste de 6 ele-
mentos distintos, exceto se A € {-1, % .2} ou se
: |

MMl = 0. Mostre que J(Ah) = J(p) = M) = A(u). i

4) Seja € um conjunto de 9 pontos distintos com a proprieda
de de que a reta que une 2 quaisquer contéﬁ um e 86 um 39,
‘Mostre que existe uma projeti#idade gque leva C no conjunto dos

pontos.

(0:2:=1}), (-1:0:1), (1:=1:0)
(0:1:a) , (2:0:1) , (lfa:O)

(0:1:b) , (b:0:1) , (1:b:0),

onde a,b sdo as ralizes de X¥-¥X+1. (0 grupo das simetrias dessa
configuragio & discutido nos livres "Traité des Substitutions" i

i
de Camille Jordan, e "Theory and applications of finite groups" |

de Miller, Blichfeldt e Dickson).

5) Mostre que toda clbica é congruente a uma do tipo
G, = X3+Y3+23+30XYZ. Mostre que G, contém os G pontos aci
ma definidos e que Gc ¢ singular se e s s8 ¢ = w, ~l,a ou

b, quando entfc ela se degenera na unido de 3 retas.



=158~

§3. Funcoes racionais

As propriedades mais interessantes de uma cibica ndo singu
lar estio diretamente relacionadas com sua estrutura de grupoc men
cionada na introducdo, Para estudd-las, serd conveniente fazer uma

digressao, introduzindo mais alguns conceitos importantes.
e

4, Definicio. O anel homogéneoc de uma curva projetiva F é defi-

nido por
A(F)y, = klX,Y,21/(F) .

Denotamos por G a classe de G € k[X,Y,Z] médulo (F).
Suporemos no gque segue que F ¢ irredutivel., Assim,
A(F)y é um domfnic; denotemos por K(F), seu corpo de fragles.

Seja XK(F) o subconjunto de K(F)h formado pelas fragGes
do tipoG/H com G,H homogéneos do mesmo grau. £ facil ver que K(F)

& um subcorpo de K(F)h , chamado corpo_das fungSes racionais de

F. Esta designagdo se Justifica pelo seguinte

5. Lema. Se F ¢& o fecho projetivo da curva afim irredutivel f

entic K(F) ¢ k-isomorfo a X(f)(Def. VIII.4).
Demonstracdo. Considere o homomorfismo
w: k[X,¥1 — K(F)y
g(X,Y) — g(X/Z, Y/Z) .
Observando a férmula

e (X,Y,2) = z°8 g(x/z,Y/z) em k[X,Y,z1,



_]_59_

deduz-se facilmente que o nlcleo de ¢ & igual a (f). Obtém-se

entdo os homomorfismos induzidos,

KX, Y1/(f) &—>K(F), .

K?f) '/

Observando gue K(F) & gerado por X/Z, ¥/Z , os guais estio na

imagem de X(f), concluimos K{(F)} = K(f),.
C.Q.D.

Exercicio

6) Seja F = ¥ o fecho projetive de uma curva afim irreduti-
vel f. Mostre que K(F)h é a extensio de K(F) gerada

por Z.

§4, Ciclos e equivaléneia racional

6. Definigao. Un ciclo em uma curva F & uma expressac do tipo

anl e et anr ,

onde os n sdo inteiros e os P, s&o pontos de F. Mais preci-
samente, um ciclo & um elemento do grupo abeliano livre gerado pe

los pontos de F; este grupo é chamado o grupc dos ciclos de F.

Trata-se simplesmente de uma maneira comoda de lidar com

conjuntos de pontos de F afetados de multiplicidades.
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Definimos o grau de um ciclo pela férmula

a{r niPi) = L n.
Evidentemente, se D,D' sao ciclos, temos

p(D+D') = dD+dD'.

Seja agora G uma curva distinta de F. Definimos o giclo

de intersecio de ¢ com F pela férmula
(@) = (G)y = Z(F,G)pP.

Observemos que, pelo Teorema de Bezout, temos

b(G)F = (oG)(dF}).

Seja € K(f) uma funcio racional # O. Suponhamos
P = GO/HOZ Gl/ﬁl )

com G,, H; homogéneos, G, = dH; e HJH; # 0. Temos entdo

G,H, = HGy + AF , para algun A € klx,v,2] .

Daf & imediato que
(GHy)p = (HyGy)p

e portanto,

por propriedade do fndice de intersegdo.

Podemos entio definir o ciclo associado & funcdo racional
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¢ £ 0 pela férmula

onde % = G/H & uma representagiio de & comc gquociente de clas-

s ~ . ~
ses de polinomios homogeneos do mesmo grau.

Exemplo. Seja F = ZYo~X(X-Z)(X~MZ). Temos

(2)p 3(0:1:0)

(Y/X)F {(0:0:1) + (2:0:1) + (n\:0:1) - 2(O:O:i) - (0:1:0)

{1:0:1) + {%:0:1) — (0:0:1) - (0:1:0),

1]

7. Definigdo . Sejam D, D' ciclos de uma curva F (suposta
irredut{vel). Dizemos que D ¢é racionalmente
equivalente a D' se existir uma fungic racional @ € K(F} tal

gque

Escrevemos

para denotar equivaléncia racional.

8. Lema. Equivaldncia racional & uma relagio de equivaléneia com

pativel com a adigSo de ciclos. Em simbolos:

I

(1) D=D (¥ cicle D)

]

(2) D=Dt D' =D (¥ ciclos D,D')
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n

{3) D=D', D' =D"=D0=D" (¥ ciclos D,D',D").

1

(4) D=D' = D+D" = D'4D" (% ciclos D,D',D"),

Demonstracdo. Sejam D,D',D" ciclos e sejam &,% fungdes ra-
cionais # O.
(1) Temos D-D = O = ciclo da funcglo constante 1.

{2} Se DD {¢) , entde D' - D = (cp"l).

]

{3) Se D-D {¥), D'-D" = (y) , +temos evidentemente
(9y) = (9) + (y) = D-D'+D'=D" = D-D" .

(4) Fica como exercicic para o leitor.
C.Q.D.

9. Propogigic. Seja F uma curva irredutivel ndo singular. Se

existirem P # Q@ em F racionalmente equivalen-

tes, entdo F € racional.

Demonstragdo. Sejam Go,Gl curvas projetivas do mesmo grau tais
gue

(Gy)-(G,) = P-q.

Temos entio

li

P+ m; Pi s
(G.) = Q+ T m, Py

o] 1

com m; =1 e Pi € F, dois a dois distintos.
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Visto que cada Pi ¢ um ponto nio singular de F, sabemos por

(VI-11). que o indice de intersecéo (FyGlp ¢ igual 2 ordem de
i

anulamento de & sobre F em Pi' baf conciuimos que, para ca-—

1
da (xo:xl} €, vale
(xoGo+le1,F)Pi zm .

Trocado em middos, construimes um feixe de curvas
[xoG0+le1] , do qual cada membro corta F nos pontos Pi pelo

menos mi VezZes.

Lembrando gque 1 + & n; = (bF)(DGo) y Vemos gue, por cada
ponto distinto dos j4 fixados passa Justamente um membro do feixe.
Segue-se que a fungao racicnal Gl/Go é injetiva {(veja VIII-17

e o pardgrafo que lhe antecede), e portanto F & racional.
C.Q.D.

Exerclicios

7) 8eja F a reta X = 0. Mostre que os ciclos
(0:0:1) + (0:1:1) e (0:1:0) + (1:1:0)

s30 racionalmente equivalentes sobre F.

8) Seja F = ¥z-¥x2. Mostre que os (ciclos que se reduzem acs)

pontos (0:0:1) e (0:1:1) s3o racionalmente equivalentes.

9) Prove que 2 ciclos racionalmente equivalentes tém o mesmo

grau.




~164-

10) Se F & uma reta, mostre que 2 ciclos com o mesme grau sa0
. L4 Ld . rd
racionalmente equivalentes. © mesmo e valido se F e uma

conica ou uma ciltbica singular, ou mesmo a lemniscata...

11) Seja P = z(X°

(w).

—Y2) + %0 e seja @ = %E% € K(F). Calcule

12) Seja F uma curva nfo singular e seja % € K(F) uma fun-

¢80 racional ndo constante. Prove que (w)F £ C.

13) Prove que o conjunto dos ciclos racionalmente equivalentes
- .
a zero sobre uma curva F ¢ um subgrupo do grupo dos ci-

clos de F.

§5. A estrutura de grupo

Necessitaremos do seguinte resultado preliminar. Observe-
rd ~ . .
mos que ele e conseqlienciz de um resultado mais geral, proposto cg
r .
mo Bxercicio VIII.19, Mas vamos apresentar uma prova direta, por

desencargo de cosciéncia.

10. Proposigfio. Se F & uma ciibica ndo singular entdo F nfo &

racional.

Demonstragéo. Podemos supor F na forma normal (leitor: por
que?}:

2

T = X{X-1)(X-2), com X #£ 0,1,

Procederemos por redugao ao absurdo, supondo F racional,
L

Assim, existem
a,b,c,d € k[T]

tais que
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x = afe, y = b/d

constituem uma boz parametrizagac. Naturalmente, podemos supor
gue

mde{a,c) = mde(b,d) = 1.

Substituinde na equagao acima, resulta

Ip? = dga(amc)(a—kc) em k[T1J.

s s ~ 2 .
Por unicidade da fatoragao, segue-se que. 03 e d s30 associa-—

dos. Simplificando e absorvendo a constante 03/d2 em b, vem

{10.1) ' be = a(a—c)(a—ﬁc) .

Admitamos por um momento que ©db = 3, da = 2 = bc. Escrevamos
b = byb,b; com by =1, Notando que a, a-c, a-c 580 2 a 2
primos relativos, deduzimos gue o mesmo ocorre com os bi e que

2 _ 2 _ 2 _
by = a, b, = a-c, b3 = a-Xc
{a menos de reordenagio ou fator constante). Daf concluimos

¢ = (blnbz)(bl+b2), (1-A\)ec = (b3—b2)(b3+b2)

Segue-se que bl--b2 ¢ associadoa bjibz. Sem perda de genera-—

lidade, podemos escrever relagdes

by~b, = a(bz=D,)

I

b, +b, a(b3+b2) )

com B-a # 0, permitindo concluir, finalmente, que b2 e b3
s30 associados. Mas isto & absurdo, pois a-c e a-hc sao pri-

mes relativos!
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Resta Justificar por que tb =3 e bda =2 z dc.

Ora, guase toda reta horizontal Y = Yo corta F em 3
pontos distintos. Como a parametrizagao é suposta boa, esses
pontos sac de forma (x(t),jo) para justamente 3 valores do pa-

rametro. BEstes valores sdoc dados pela condigdo

y(t) = 38 = v,

Assim, o polindmio b(T) - yod(T) admite exatamente 3 rafzes dig
tintas (para quase todo y,). Logo, b s 3. Se b <3, entdo
od = 3 e dai wdc = 2 (pois 03/d2 ¢ constante). Observando
(10.1), deduz-se 2b =2 e bda=0 ou 2, Escreve-se b = b1b2
e procede—-se como antes, chegando a uma contradigac. Se b = 3,

entdo od <€ 3, acarretando dc $ 2. Lembrando (10.1) outra

vez, vVeé-se que necessariamente bda = 2.
C.Q.D.

Tendo em vista a Proposigaoc 9, concluimos imediatamente o

seguinte

11. Corolario. Se F & uma clbica nfc singular e P,Q € F entZo

P & racionalmente equivalente a Q somente se

VeJjamcs agora como é definida a estrutura de grupo.
Fixemos um ponto & € F.
Para cada par de pontos P,Q em F, consideremos a inter

segao de F com reta L que os contém. Se P = Q, +tomamos

L = {angente. Podemos escrever
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(L) = P+Q+R

para algun R em F, bem determinado pelo par P,Q. Seja H a
reta definida pelo par R,®, e seja finalmente PiQ 0 32 ponto

de intersegao de H com F, de sorte que

(H) = R+6+(PiQ) .

Fig, 26 l
Observemos que, ponde @ = L/H € K(F), +temos
{e) = (P+Q+R) ~ (R+&+(PiQ)) ,

e portanto,

{11,1) ' PiQ = P+Q-~6 .

Pelo Coroldrio il, esta fltima férmula determina completa-

mente PiQ., £ o Unico ponto de F racionalmente equivalente ao

cicle P+Q-6,

12. Proposigio. Seja F uma cibica nSo singular e seja & € F

un ponte de inflexfo. A lei de composicio
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(P,0) = PIQ acima descrita estabelece uma esirutura de grupo
abelianc em F., O elemento neutroré o ponto &, O. inversc adi-
tivo de um ponto P € F & o 3¢ ponto de intersegdo da reta OP

com F, denotado = P,

Demonstragag. E claro que temos PiQ = QiP. Levando em conta a
férmula (11.1) & fdcil ver que © funciona como

elemento neutro e =P c¢omo inverso de P.

Verifiquemos o axioma da sssociatividade. Dados P,Q,R € F,

temos

{PiQ) ¥+ R = (P}Q)} + R=0

m

(P+Q-6) + R-6

n

P+(Q+R-6) - @&

P+(Q}R) - ©

il

PH(Q+R)
C.@.D.

13, Proposigao.

(i) PiQfR = ® = Existe uma reta H tal gue (H)F = P+Q+R.

(11) Os 9 pontos de inflexao formam um subgrupo isomorfo a

Z/(3)YxZ/(3).

(iii) A reta que une 2 pontos de inflexao intersecta F num

32 ponto de inflexao.

Demonstracao.

(i) Seja L a tangente (inflexional!) de F em &, Assim,
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temos (L)F = 36, Por outro lado,

Pi@+R = P+o+R = 36 ;

Portanto, o 12 membro é igual a & se e s0 se valer P+Q+R = O,
Suponha valida esta Gltima relagdo; seja H a reta determinads pe
lo par P,Q. Escrevamos (H) = P+Q+R, 0 quociente L/H fornece
uma fungdo racional cujo ciclo & 38-(H). Concluimos que R = R!

e portanto pelo Coroldrio 11, R = R!' como desejdvamos. A reci-

proca deixamos para a distragdo do leitor.

(ii) Tendo em wvista (i), & claro que P & um ponto de in-
flexB0 se e s6 se 3+P = 6. Logo, o conjunto dos 9 pontos

de inflexao coincide com o subgrupo formado pelos elementos de or-
dem 3. Que este grupo & isomorfo a Z/(3}) xZ/{(3) segue-se facil

mente: & o Unico grupc nio cfclico de ordem 9.

(iii) Se P+0+R é o ciclo de intersegi@o de F com uma reta,
e se P, @ sdo pontos de inflex8c, deduzimes primeiro
que PiQ'R = &, e entdo, 3P + 3Q + 3R =6, donde 3R =0 e

R € um ponto de inflexao.
C.Q.D.

14.Coroldrio, Se P,Q sdo pontos de inflexdo de uma cltbica n2o sin-
gular F entdo existe uma projetividade M tal que

MF=F e MP = Q.

Demonstragéo. Seja R o 32 ponto de inflexdo colinear com P,Q.
Procedendo como na demonstracdo da Proposigaoc 1, po-

demos supor R = (0:1:0) e F na forma ZYZ—X(X—Z)(X—kZ). Se T
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a projetividade definida por

(019

{x:y:z) = (x:-y:iz) |,

é imediato que T,F = F. Por outro lado, P e TP sdo colinea-
res com R. Visto que F ndo possui nerhum ponto de inflexdo so
bre Y = (0, segue-se que P # TP, e portanto TP = Q. (Veja a

Fig. a pag. 15).
ig. 7, na pag ) ¢..D.

Exercicios

2

14) Sejam F = Z¥Y° - X(X-1)(X+1), & = (0:1:0), P = (0:0:1),

,

Q@ = (1:0:1), R = (-1:0:1). Mostre que {6,P,Q,R} & um
gubgrupo de F isomorfo a Z/(2) x zZ/(2).

15) Seja F = 2¥% - (X3-43X724+16625), P = (3:8:1). Calcule
" P para cada inteire =n . (6 = (0:1:0)).

16) Mostre que a Proposigio 12 subsiste mesmo se & nfo & um

ponto de inflexdo, modificando convenientemente a constru—

¢80 do inverso aditivo.

17) Mostre que a estrutura de grupo de uma cibica nio singular

é independente do ponto escolhido para elemento neutro,

€ - fod
Nos exercicios seguintes, F denota uma cibica nSo singu-

lar e ©® € F & um ponto de inflexfo escolhido para elemento neu-

tro.

18) Se G & uma ourva # F, entao (G)F = (38)e .
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19) Tode ciclo de F de grau 1 é racionalmente equivalente a

un -({nico) ponto de F.

20) Sejam G,H curvas de grau d, distintas de ¥. 3e
3d
(G)p =P + ZP; (H)p =Q + P entdo P = Q. Em

particular, gqualquer clObica passando por 8 dos 9 pontos de inter-

secBo de F com outra ciibica, contera o 92 ponto.

21) Mostre gue os elementos de ordem 2 de F sdo justamente os
pontos de contate das tangentes a F passando por 6. 0

grupo gerado por esses elementos é isomorfo a z/(2) x Z/(2).

6
22) Seja D= ¢ Pi um ciclo de grau 6 gobre F. Mostre que
1

D= 66 se e sO se existir uma cdOnica C tal gque (C)F = D.

Generalize!

2%) As solugdes da equagio 6.P =& consiste dos 9 pontos de
inflex&o juntamente com os 27 pontos de contato das retas

tangentes passando pelos pontos de inflexdo. Resulta um grupo
igomorfo a Z/(6) xZ/(6). :
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