Topicos em Matematica Aplicada

Carlos A. de Moura
Mauricio V. Kritz
Marco A. Raupp



COPYRIGHT @ by CARLOS A. DE MOURA, MAURICIO V. KRITZ,
MARCO A. RAUPP

Nenhuma parté deste livro pode ser reproduzida, por

qualguer processo, sem & permissao dos autores.

INSTITUTO DE MATEMATICA PURA E APLICADA

Rua Luiz de Camoes, 68

20.060 - Rio de Janeiro = RJ



—i-

FREFACIO

Este volume foi escrito para servir como texto aos partici
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"As Henri Poincaré once remarked, "solution
of a mathematical problem" ig a phrase of indefinite
meaning. Pure mathematicians sometimes are satisfied
with showing that the non-existence of a soclution implies
a logical contradiction, while engineers might consider
a numerical result as the only reasonable goal. Such one
sided views seem to reflect human limitations rather than

objective values. In itself mathematics is an indivisible

organism uniting theoretical contemplation and active

application".

R. Courant

em "Variational methods for the solution of problems of
equilibrium and vibrations". Aula ministrada no encon-

tro da AMS em 3 de maio de 1941,
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Introdugio

Trés tipos de técnicas s8c basicas e de amplo usc na Mate-
matica Aplicada Moderna: o método dos elementos finitos, algorit-
mes de otimizagdo, e algoritmos de pesquisa de pontos fixos., O
objetivo desta monografia & exatamente discutir as idéias que sug
tentam estes trés métodos, N3o via uma teoria completa e sistenma
tizada, mas sim airavés da sua utilizag8o em problemas concretos.
Na verdade discutiremos somente um problema, o da dindmica da pe
netragao de uma estaca de fundag¢ic no solo. Este & um problema
originario da Engenharia de Fundagtes que foi analigado em toda a
sua extensdo, desde a proposigac do modelo até a simulacdo numéri
ca, por um grupo de ‘trabalho no laboratério de Cédlcule do CEPF,
Rio de Janeiro. Seguindo este caminho nos acreditamos estarmos
contribuindo para a formagao de-uma atitude por parte dos estudan
tes na linha de Matemdtica Aplicada, qual seja, a atitude onde o
objetivo bisico a perseguir é encontrar efetivamente uma solugao
que explique os dados e satisfaga os vinculos existentes, a teo-
ria necessdria sendo estudada ou desenvolvida em conseguéncia, 4
fixagi0 em um Unico problema modelo contribuird tembém para a uni
dade do material exposto. As relagbes matemdticas globais exis~
tentes entre os varios métodos aparecer@o ao hatural neste contex
to.

Colocados os objetivos e a filosofia, o material é apresen
tado em sete capitulos. No primeiro, o problema é apresentado e
um modelo € estabelecido, em termos de uma inequagﬁo_variacional.

No segundo introduz-se nota¢lo matemdtica e checa-se a consistén-
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cia do modelo, no sentido Hadamardiano. Nos Capitulos III & V o
problema € analisado pelo método dos elémentos finitos, mais dis-
cretizagBes alternativas para o variavel tempo. No Capitulo VI
o problema é analisado introduzindo-se uma Ffuncdo Lagrangeana que
leva a um algoritme de otmizagBo (Uzawa), e no Capitulo VII a
andlise é feita com base na caracterizagio da solugio do problema
como o ponto fixo de um operador atuando em determinado espacgo

funcional.



o

CAPITULO I

FORMULACAOQ DO MODELO

1. Introdugio

A formulagBo de um modélo matemdtico envolve inicialmente
a escolha das varidveis que consideraremos relevantes para o fe-
ndmeno em estudo e, em seguida, das leis que suporemos obedecidas
por aguelas varidveis. Uma questdo se coloca sempre: a de deci-
dir quai-o grau de generalidade gue admitiremos. E importante
‘ter em mente que nem toda hipdtese simplificadora facilita neces-
sariamente o tratamento posterior do modelo, quer seja do ponto

de vista tedrico, quer seja do ponto de vista computacional.

Vale notar também gue o advento dos computadores eletroni-
cos de grande porte e o conzeqliente aperfeigoamento das atuais
técnicas numéricas levou a modelagem matemitica, em algumas situa
¢des, a suplantar outros métodos,como o de experimentos em laborg
tdriocs com modelos miniaturizados, por exemplo, segundo os crité~

rios de exatid@o, economia, factibilidade, etc.

Certas propriedades sZo naturalmente exigidas de um siste-

ma matemdtico que pretende representar um dade fendmeno fisico:

(i) Existéncia da solugfio - que traduz o fato de o fendme~

no representado poder efetiva-

mente ocorrer dentro das condigGes estudadas;
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(ii) Unicidade da solugdc - que traduz a hipdtese determi~
nista, qual seja, dadas as mes-
mas condicdes, o comportamento do sistema fisico sempre se repe-

tira;

(iii) Estabilidade da solugdo (ou dependéncia continua da so

lucao com relagdo acs dadog) -
gque traduz o fate de pequenas modificagdes introduzidas no siste-

rd - ~ - . ~ -~
ma fisico nao acarretarem grandes modificagoes no fenomeno.
»

Un sistema matematico que satisfaga as trés condicdes aci-

ma é dito bem posto, no sentido de Hadamard. -

3 medida em que estamos interessados em aplicagbes - no
Ld Cd -~ . L d “ s Lad
calculo de numeros, em Ultima andlise - wuma outra condigfo regue

remos seJa satisfeita:

(iv) Computabilidade da_solugdc - que significa haver um

meic de calcularmos os va

lores da solug@o com a margem de precisio que se fizer necessdria.

Nio € ousadia afirmar que as técnicas matemdticas e compu-
tacionais atualmente disponiveis nos permitem sempre encontrar um
’ - .
metodo para satisfazer (iv), desde que se trate de um problema

bem posto.

Por fim devemos ressaltar gue determinados fendmenos nao
se prestam a modelos que obedegam o esquema acima, por exemplo,fe
nomenos aleatorios,ou com bifurcagdo, ou estudados com a teoria

da catastrofe.



2. 0 modelo figico

0 problema que iremos discutir é um problema de mecAnica
dos solos que tém sua origem em Engenharia de Fundagbes: trata-se
de formular e estudar um modelo matemdtico para o comportamento
dinamico de uma estaca sendo fincada verticalmente no solo, sob
a agdc de um martelo bate-~gstacas. Considera-se a estaca como
fincada quando for capaz de suportar em repouso uma determinada
carga. Visa-se com isto a construgdo de um leito séiido, estavel,
gsobre o qual repousara a estrutura a ser erguida-edificio, ponte,

viadute, etc.

No presente caso, devemos observar que conhecemos parcial-
mente o comportamento qualitztivo do fendmeno fisico em estudo,
estando interessados nas informagdes quantitativas gque nos podem
fornecer as relag¢des a que chegarmos, Contrariamente, em outras
situacBes, é o prdprio desconhecimento de propriedades qualitati-
vas, as vezes assintéticas - isto &, para grandes valores de uma

das varidveis consideradas - que exige a simulacdo numérica.

5. Coordenadas Lagrangeanas

E prdtica comum o emprego de estacas cilindricas, com a al
tura bem maior que o raio da segdc. Podemos pois, no nosso mode-
lo, considerar uma 86 dimensfo da estaca, todas as grandezas en-
volvidas dependendo apenas desta dimensao, a altura. A estaca,

gquando nio deformada, ocupard no espago um cilindro de altura £,

Observe-se de infcio que consideraremos a estaca passivel
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de sofrer deformagdes, de modo gue nao a admitiremos comoc um cor-

po rigido.

_X=0 \LF(O) - X=0

Fig, 1

Tomames ,no instante inicial t = G, a estaca apciada no
solo e escolhemos o sistema de coordenadas como na Figura l. Ca-
da particula da estaca ¢ entlo identificada com um ponto x do

intervale [0,£]1, a saber, sua posig8o nc instante t = 0.

0 movimento da estaca serd descrito caracterizando-se o

campo de deslocamentos u de cada particula =x, para cada instan

te t. Com isto gqueremos dizer: a particula que no instante ini

cial ocupava a posigdo x, passa a ocupar, no instante t, a
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posig8o x+u(x,t). {(Compare as Figuras la e 1b)., Esta é a cha

mada degcricio Lagrangeana do movimento.

Em outras palavras, o conhecimento da fungio

u: [0,£3 x [0,T] »R

nog permite descrever a configuragio da estaca a qualguer instari~
te no intervalo de tempo [0,T] , sende o movimento de cada par-

ticula descrito pela transformag3o
Tl'_t: [O,‘s] —* [u(oyt)y‘t + u(‘r"-t)jl
x — x + ulx,t) .
Exercicio 1. Procure o leitor se convencer que a fungio Ty s
para bem representar a posigdo da estaca no instan-

te t, deve ser ndo decrescente. Explique também o que signifi-

caria fisicamente T, ser descontinua num dade ponto x € 10,£1.

4. Os postulados do modelo

Suporemos que as forg¢as atuantes no nosso sistema sao as

seguintes (ver Fig. 16):
a) a acdo do martele, que golpeia a extremidade x = 0 da

estaca, representada por F = F(t);

b) O peso da estaca, denotado por £ = f(x,t);

¢) a resisténcia do solo > penetracgfo,agindo na extremida-

de x =& da estaca e denotada por ri;
d) o atrito exercide sobre a porgdo da estaca que ja pene-

trou no solo, denctado por g;
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e) a tensfo interna gerada na estaca em fungdo dos esfor-

cos a que & submetida, denotada por o.

Observe que tanto o comoc g podem ter o sentido oposto

ao que aparece na Fig. 16.

. - [ . ” .
Examinemos agora a8 hipdteses que aceitaremos validas para

as forcas descritas acima, S3oc ¢os postulados do nosso modelo.

a,b} As forgas F e f sao devidas a agentes externos ao
sistema estaca-solo., Peculiaridades do seu comporta-
mento niZo alteram as dedugles que seguem ¢, portanto, simplesmente

as consideraremos como dadas.

¢) Suporemos que a forga com gue o so0lo se opoe a pene-
tracio da extremidade x = £ da estaca depende li-
nearmente da profundidade atingida, isto &, tem um carater elés-
tico, semelhante ao de u'a mola (lei de Hooke); e, ao mesmo tem
po, é proporcional a velocidade de penetraglio ou, em outras pala-
vras, tem também um cardter viscoso. Este postulado & expresso

na Formula
(1.1) r = ~keu(.s:,t) - kvﬁ(s,t),

onde k, e k. sao0 respectivamente os coeficientes de elastici-
dade e viscosidade do solo (dados do problema), e a derivada

du/dt - foi denotada por 01, notacac que adotaremos a seguir.

A hipbtese (1.1) representa realmente uma simulacd@o do

comportamente do solo, ja que leis gerais e bem estabelecidas so-



bre o assunto nio existem.

d) Sobre a forga de atrito g, sabemos que ela se opoe ao

movimento; ademais, admitiremos a lel de Coulomb que

descreve seu comportamento em termos da forga normal 3N que 0

solo exerce lateralmente sobre a estaca, da forma abalxo:

vSendo & o coeficiente de atrito solo-estaca, em cada

ponto da regidoc de contato temos, a cada instante, que

a) se |gl| < G|3N| entdoc U =0 ,
(1.2)
b) se lg| = GIENl entio U = -Ag, para algum AzC",
Esta & uma lei empirica, com evidencia experimental bem
firmada.

L

Resta a forga EN . Suporemos que o sclo comprime lateral
mente a estaca de modo a exercer em cada particula x uma pres-
s3o do tipo hidrotdstice, ou seja, proporcional & profundidade em
que a particula se encontra. Tal profundidade & x+u-& , um=
quantidade positiva se a particula jéd penetrou no solo.Esta suposi
gcido corresponde a uma lei experimental da mecinica dos solos, cha

mada lei de Rankine, isto é,

(1.3) |3yl = Rwtl(xru-2)H(xru-2)1

sendo R o chamado coeficiente de Rankine {que depende da com-—

posicho do solo), w o peso especifico do solo, 4 o perimetro
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da segdo da estaca e H a fungio de Heaviside

0 se 8 <0
(1.4) H(s) =

1 se 5 =20

e} Observemos gue

(1-5) g = DU./BX = 11
x

& uma grandeza associada com a deformagdo da estaca., Podemos, a

grossc modo, dizer gque "tanto maior |s(xo)|, tanto mais afasta
das estdo de X, particulas que anteriormente estavam proximas”,
Suporemos que a ‘tensdc interna na estaca & proporcional a esta

taxa de deformagZo e também & velocidade com que ela ocorre:
(1.6} o(x) = aec(x) + ave(x) ,

sendo a, © coeficiente de elasticidade do material e a, © seu
coeficiente de viscosidade. A relagdo (1.6} € chamada de lei cong
titutiva ou de comportamento do material que compoe a estaca. Ob-
serve que, neste caso, ¢ 86 depende das deformagdes presentes ou
gue sucederam num passado bem proximo. Por isso um tal materizl

€ dito visco-eldstico de memdria curta., Para um material de memd-

ria longa, a lei constitutiva envolveria um operador integral

atuando sobre € (ver Ref. [151).

As leis expressas em (1.1) e (1.6) s8o0 lineares. Signi
fica, em termos matemdticos, que truncamos a expansdo de Taylor

das fungBes envolvidas, desprezando termos de ordem maior que 1,
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Fisicamente, estamos fazendo a hipétese de pequenas deformacdes,

apesar de grandes deslocamentos ocorrerem.

5. O principio das poténcias virtuais

Uma vez descrita a cinemdtica do sistema, bem como as for-
cas que nele atuam, devemos agora quantificar a interacgfo mecani-
ca entre estes elementos através de uma lei de balango. Como a
lei de Coulomb ndo fornece o atritoc como uma forga distribuida, €
invidvel a utilizagB3c neste problema de leis de balange de ca-
rater local, o equilibrio sendo satisfeito em cada ponto. Deve-
mos entdo langar mao de condicdes de equilibrio globais, tais co-—

mo ¢ principio das poténecias virtuais (PPV).
Este principio diz o seguinte:

"para todo deslocamento virtual de um sistema 5 ,a po-
téncia virtual associada &s forcas de inércia {aceleracgio) deste
sistema é sempre igual a poténcia gerada por todas as forgas apli

cadas ao sistema, tanto internas como externas".

Por deslocamento virtual entendemcs a diferencga entre u,
o deslocamento gue efetivamente ocorre, e um deslocamente admis-
sivel, isto é, que poderia ocorrer, gque reapeita os vinculos do
sistema., A motagio corrente para um deslocamento virtual e Bu

sendo
(1.7) 50 = v-u
a notagfo para uma velocidade virtual arbitraria.

A fim de que o leitor ndo perca o encadeamento da exposigao,
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descreveremos na secdo final deste capitulo como ¢ PPV conduz,no

caso em estudo, a seguinte expressido:

[
S Jo(aﬁ) ¢ U dx={-8 Ji (5_1'1)x g dx] +

&
+ (LsWrl g + F(E} okl o + 8 | (eh) £ ax +
o]
&
(1.8) + J (8h) g ax} , ¥ (80).
0

Em (1.8), ¢ denota a massa especifica da estaca, S a
drea de sua secgio (ambas serfio tomadas constantes e doravante
S =1), e separamos por chaves os termos correspondentes 3 po-
téncia gerada pelas forgas internas e¢ externas. Tal expressao é
uma equagdc nas variaveis u, o, g, r, que deve ser satisfeita,
em cada instante +t, para qualguer velocidade virtual &l . Elz

, N -~ - ]
e dita uma egquagao variacional.

Usande (1.1), (1.53-(1.7) em (1.8), bem como a notagdo

de Dirac
(1.9) 8. [h]l =h(s) ,

obtemos
S - -a s - s -
p Io {(v—=11) 4 dx + ag Jo(vx-ux)ux dx + a, Jb(vk—ux)uxdx

&
+ keG£[v—ﬁ] ﬁs[u] + kvés[v—ﬁ] 6£[ﬁ]-J0(Vhﬁ0 gdx =
£
(1.8t) = I (v-11) fdx + F(t) Bo[v—ﬁl, ¥y
o



~1%~

Reduzimos assim a equacdo (1.8) a uma equagdo em duas variaveis,
u e g, que deve ser satisfeita Juntamente com as leis de

Coulomb e Rankine, (1.2) e (1.3).

Como ji observamos anteriormente, (1.2) nao define a fun-

¢do g pontualmente. Mas, note que, gqualquer que seja g,

(1,18) ~g(v-11) = G|F | (ivl-[al) .
Pois, se |g| < a!&Nl, de (1l.2a) segue gue

(1.10a) ~(v-t)g = -vg = alFyllv] = a|Fyl(lv]-]D

) .

Por outro lado, quando g = GIENl , conclui-se de (1.26) que

Y.

u

(1.106)  -(v-ldg = ~gv-lglirel = lgl(lvl-1a) = alzyl(lvl-

A desigualdade (1.10), Juntamente com (1.3}, nos permite

eliminar a varidvel g do problema, reescrevendo (1.8') na forma

£ 5
o jo (v-t)tdx + & Jo(vk—ﬁx)uxdx + k8 lv-0] 8gful +

+ a J (vk_ﬁx) adx + keS&[v—ﬁj éstﬁ]

Vie
(1.11) L
+ ¢ I (s+u-8) H(x+u-L)(|vi-|tjldx =
o
£
2 j (v=0)f ax + F(t) 8 [v-0], ¥ v,
o

onde tomamos

c=GR Wt .
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A relagio (1.11), base do nosso modelo, & uma inequacdo va-~

riacional de evolucgdo. Para a eventual determinacfo da solucao

u, as condigles iniciais do sistema devem ser conhecidas:

(1.128.) U.(X,O) = uO(x) )

(1.12b) u(x,0) = Vo(x) .

6. Observacdes finais

A solugdo que buscamos, e que descreve completamente o mo-

vimento da estaca até o instante T, é pois uma fungfo

u: [0,T] + 8 ,

onde # & um espaco de funcdes reais sobre o intervalo [0,£] ,
espago a ser caracterizado mais adiante. A mera observacdo de
(1.11) - (1.12) 34 nos indica alguma das condigdes gue devem ser
satisfeitas pelo espago &, bem como pelo conjunto de aplicacgdes

de [C,T] em & onde vamos buscar a solugdo u:

(i} toda fungdoc d de & deve ser integrdvel em [0,87] ;
ademais ela deve ser derivdvel e d, também integri-

vel;

{ii) o operador b, deve estar bem definido sobre 8 (ve-
remos mais tarde que ele precisa mesmo ser continuo);
assim, fungbes definidas em quase toda parte (gtp) de [0,£]
e sobre as guais ndc tenhamos nenhuma informagéo adicional ndo po

dem satisfazer (1.11);
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(iii) u deve ser duas vezes derivavel com relaclo a t,
serdo sua segunda derivada integrdvel em [0,£] , para
cada t; por outro lado, sua primeira derivada deve satisfazer

as mesmas condigdes (i) e (ii) acima;

(iv) devem ser bem definidos os valores de u e U no

instante * = 0, conforme exigido por (1.12):

(v) finalmente, como Ja foi observado no Exercicio 1, o cam

po de deslocamentos u, c¢omo fungdo de x, deve ser
continuo em cada instante t. Ou por outra, & deve ser, no mf~
nimo, um espago de fungles continuas, com derivada de quadrado in

tegravel.

0 objetivo do préximo capitulo é expor o contexto funcional

gue satisfaz os requisitos (i) a (v).
Colocam-se naturalmente agora as guestdes:

£ o sistema (1-11) - (1-12) um problema matematico bem

posto, no sentido de Hadamard?
Em caso afirmativo, como obter na pratica sua solugao?

Retém efetivamente o sistema matematico (1.11)-(1.12) as

propriedades do sistema fisico que »e propde a representar?

Tais pontos serazo discutidos e respondidos ac longo dos

demais capitulos.
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7. Apéndice

Devemos obter uma expressao para & poténcia gerada pelas
forgas internas P(i)' 0 caminhc gue seguiremos & escrever o

PPV na forma

fl

(1<15) P(i)

£
s JO (st)p H ax - (g

Em (1.15), P(e) & a poténcia gerada pelas forgas exter-

nas,
Ly () . .

(1.16)  Pry =38 J (st1) Pt ax + s{lsh] o F(t) Dol g r(2)],
o

sendo que Féi% engloba as duas forgas externas gue atuam em ta-

do o corpo da estaca, g e f£.

Ora, a eventual substituigdo de (1.16) em (1.15) ngo
fornece uma definig¢So satisfatdria de P(i) , que ficaria expres

sa em termos das forgas externas, e nio da tensdo interna.

No que segue, necessitaremos admitir a5 relagles (1.17)
e (1.18). O leitor pouco familiarizado ndo terd contudo dificul-
dade em aceité~-las e entender seu use em casos simples. FPor
exemplo, (1.18) - a lei fundamental da Dinamica - se reduz & equa

¢lo de uma corda vibrante para k=0 .

0 primeiro passc para a obtencado de P(i) & notar gue nos

extremos x =0 ou & , tem-se

(1.17) a(x) n(x) = F22(x)
onde n & a normal exterior, n{(0) =-1, n(1)=+L, e 7(2)

ext
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engloba as forgas externas aplicadas nas extremidades, F e r.

Reescrevemos (1.17) com as férmulas

(1.17a) -0(0) = F(t),

(1.17n) o(l)

I‘(t),
e as usamos, Juntamente com (1.16) e
(1.18) K o =0 4 plL)

X ext

em {1.15), para obter

I £
Pr3) = S jo (aﬁ){sx + Féi%}dx -8 Jo(aﬁ) Féi% dx

I

s{- [sl _g o(0) + [8h1 _o o(1))

{(1.19)

£ -
-5 jo (s1) o dx ,

que € precisamente a express3o para P(i) usada em (1.8).
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capfTulO II

PROPRIEDADES BASICAS DG MODELQ

1. Espacos de Sobolev de fungles reais

Nesta se¢B0 e na seguinte, introduzimos os espagos fun-
cionais e a notagHo gue usaremos, assim como enunclamos alguns rg

sultados de gque vamos necessitar.

Denotando por O o intervalo {(¢,£), consideramos o es
pago vetorial das fungOes reals sobre Q , mensuraveis no senti-
do de Lebesgue e de quadrado integravel. Munide do produte inter

no

(2.1) (vyw) = Jn v(x)w(x)dx
e da norma associada

(2.2) il = (o) /2

tal espago & completo, sendo usualmente denotado por Lz(ﬂ). Con~—

tudo, usaremos eventualmente a notagao HO(Q).

Consideremos agora no espago Ci(n) , das fungdes reais

continuamente derivéveis para as quals o produto interno

-

(2.3) (vyw)y = (vyw), + (Vv )y

& finito. A norma correspondente é
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: : 1/2
(2.4) lwly = Clwyw) + (ug,w )},

onde usamos a notagac usual

Wy = dw/dx .

Tal espago nao & completo, como pode ser verificado, por

exemplo, tomando para e =+ 0 , as fungdes

Is| - /3, se |s| =z ¢,
(2.5) ?.(s) =
s?/e - |s]7/e%, se |s]| = ¢,

convenientemente transladadas para obter a configuracio da Fig. 2.

ﬂl

£/2

N ta
1
(Y

£/2
Fig. 2

Denotaremos por Hl(n) o completamento de Ci(Q) no sen-—
tido da norma ({(2.4). Este é o espago de Sobolev de ordem L. Po-

de-se pensar em Hl(Q) como um sub—espago de L2(0), e € esta
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comoda identificagBo que faremos sempre. (£ mais fdcil trabalhar

com fungdes qtp que com classes de equivaléncia de fungdes!).

Em Hl(ﬂ) estd definida a diferenciagdo da seguinte forma:
o operador
D: ci(a) — 12(a)

W — W
X

é linear e continuo, logo uniformemente contfnuo. Admite portan-

to uma ({mnica) extensdo continua a todo Hl(O).

E neste sentido que, em geral, se introdu:z Hl(Q) come o
sub-conjunto de Lz(n) composto pelas fungdes cuja derivada tam-
bém estd em LZ(Q). (Tal definigdo permanece vaga até se precisar

© que seja a derivada de uma fungdo definida qtp.)

Da mesma forma, é possivel introduzir em Hl(O} o funcio

nal de Dirac &, para qualquer x € {: a desigualdade

xX
1 * x
{(2.6) |lw(x)| = l£ J w(s)ds + J wx(s)dsl <
o
-1/2 1/2 -1 1/2
s I lwlg + & Jul, = 2 max{s £ Yy,

é vilida para w € Ci(ﬂ) » sendo obtida através dos teoremas do
valor intermedidrio e fundamental do calculo, bem como da desigual
dade de Schwarz. Assim, existe uma maneira inequivoca de atribuir
um valor a w no ponto ¥, qualquer que seja w € Hl(n) e
X € Q,

Uma outra conclusao: dados x,y €0 e w € ci(n) .

tem-se
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X 1/2
(2.7)  lw(x) ~w(y)| = || w(s)as| s lx-y| fw
y

| <
xlo

/

1/2
s |x-y| [Wll .

Portanto, Ci(ﬁ) é um espago de fungSes uniformemente con

tfnuas, conclusdo, que se estende para Hl(n). Destacamos este

fato, enunciando-o no

Teorema 1 (de Imersidco) - Dada w € Hl(ﬂ), é possivel determinar
(univocamente) z € c°(Q), tal que

z =w qtp. Além disso, a aplicagSo w -+ z & contfnua de

Hl(n) em ¢°(Q) pois, para Cg = Jﬁ‘maxis_l/z, £l/2} vale

(2.61) sup |z{x)| = Cqlwl|- .
x €0 ghly

As fungbes de Hl(ﬂ), definidas inicialmente no abertoc Q,
podem ser estendidas para 11 , gracgas & continuidade uniforme,
verificando-se (2.6) +também para x =0 ou L. Em outras pala

vras, vale o

Teorema 2 (do Trago) - £ possivel estender para Hl(n) os fun-
clonals de Dirac 60 e 6£ definidos em

c°(q) , sendo a extensdo contfnua, pois

(2.6") |5 Iwlls Cglwly x=0 ou &,w € HX(Q) .

2. Espacos de Sobolev de funcoes vetoriais

Necessitamos também considerar espacos de fungoes definidas
em I = (0,7} e tomando valores vetoriais, do tipo



v: I »H(Q) , p=0 ou 1,

que sejam mensuraveis,e para as guais

(2.7) vl ¢ (Mlveont? an'’?

2. = < o ’
7 M 12(1;8P()) ‘[o VR

ou

(2.8) |VIL°°(I;HP(Q)) " Tozter v®, <=

Denotamos por. L2(I;Hp(n)) e L7(I;HP(Q)) os espagos com-
postos das funcdes que satisfazem respectivamente (2.7) e {(2.8).
E precisamente através das expressdes (2.7) e (2.8) que se defi
nem as normas desses espagos. S3o eles também espagos completos,
‘podendo a introdugdo do conceito da derivada ¥ ser feita seguin
do o mesmo caminho acima. E da mesma forma pode-se obter um teo-

rema de imerszo semelhante ao anterior.

Teorema 3 (de Imersfio) -~ Se ambas v,v € L2{I;Hp(ﬂ)) , existe
uma funcBo uniformemente continua

w € L2(I;Hp(ﬂ)) gue coincide com v  gtp, valendo aindsa

(2.9) (v (t)] = {{v|? +
P (n) L2(1;E°(0))

.o 1/2

v, D

L= (I;E(Q))

, Lt ET.

Fica claro, portanto, a possibilidade de, para uma fungdo v
gue satisfaca as hipdteses do Teorema 3, determinar os "valores"

v(0), w(T) € HP(n),
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£ nesse contexto que a ineguagio (1.11) sera estudada.
Enfatizamos que os espagos envolvidos sio escolhidos de forma

consistente com as observagdes feitas na Secao I.6.

Dadas U ,v, € Hl(n), f e F em espagos a Ser especifi-

cados, buscamos ume fungdo

(2.10) u € 12(1; HY(R)) ,
tal que
(2.11) b€ 12(1; HNQ)) ,

(2.12) i e 12(1; BN (R)) ,

e que satisfaca

(2.13) w(0) = u,
(2'14) {1(0) = VO y
(2.15) p(ﬁ,v—ﬁ)o + ae(ux,vx-—ux)o + keﬁstu] 6£[viﬁj

+ av(ux,vx—ux)0-+kv6£[u] 6£[V—u]

b (), Ivl=lBl), = (£,v-u), +
£ P(E) b [v-B) , ¥ vE HY(a), ¥t €I,

onde

(2.16) y(u) = cH(x+u-&) (x+u-£) = E(x+ur£)-
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3. Caracteristicas matemdticas da inequacho

Introduzimos agora uma notagfo que € ao mesmo tempo mais
compacta e serve para enfatizar certas propriedades dos diferentes

termos de (2.15).

i) Suponhamos que, para cada t € I, fl.,t) € L2(Q). En-—
tdo, por (2.6"), a aplicagio w - (:E‘,w)O + F(1)6 Lwl &
uwn funcional continuo sobre Hl(Q), ou seja pertence a Hl{n)* .

0 dual topoldgico de HY(Q). Denotamos entio
(2.17) Elw)) = (£2(2),w), + F(t) 8, lw]

e, por abuso de notagao, E = E(t} denotara também o vetor de

Hl(Q) que satisfaz
(2.17)  (B,w)y = (2(),w), + F() 8 [wl, % w € Hl(n),

ii) A desigualdade de Schwarz juntamente com (2.6") nos per
mite deduzir a continuidade em Hl(n) da forma bilinear
simétrica

(2.18) Ae(z;w) = ae(zx’wx)o + ke6£[23 6. lwl

ja que

2

(2.19)  [a(zsw)l = 2 lz ] lw| =+ kCelziylwly = 8 lz],lwl; .

Por outro lado, para w € C(%) ,

£ 1/2
lw(z)| = |w(e) - J welslasi s [w@)]| + |w | |x-2] ",
x

conduz a
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IS w(x)zdx £ 2 JS
0

2
. w(L)? + lwxlilx-élﬂdx s 28w(8)? 4 Ezlwxlo .

Desta relagdo e de (2.18), decorre % existéncia de cons-

tantes positivas G ﬂe » tais que
(2.20) o w2 s A (wsw) s B |wl?; ¥ wekrN(D)
* e 1 aer"’? e 1°? *

De maneira anéloga,se obtém para a forma bilinear simé-

trica
{2.21) Av(z,w) = av(zx’wx)o + kVGSEZJ éa[w]
a desigualdade
2 2
(2.22) aplwly s A Gwsw) = 8 lwl
com 0 < o, < Ev‘
iii) O dmico %ermo ndo-linear da inequaglo & o funcional

(2.23) Hzzw) = (¢(2), lwl), , 2w € 15(0)

cujas propriedades mais importantes enunciamos a seguir.

Positividade: ¥ z,w € 12(q) ,
(2.24) J(zs;w) = O
Continuidade: ¥ z,v,w € Lz(ﬂ) .

(2.25a) IJ(z;v)-J(z;w)j s J{z;v-w) = c|z+£|0 |v~w|O ,

(2.25Db) [3(vsz) = Jwsz)| = (Rllv=wl), |z]), = clzi lv-wl, ;
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Convexidade direcional: ¥ z,v,w € L2(Q), ¥ €[0,11,

o= 3-),
{2.26a) Jlz;aw + pv) s AJ(z;w) + ud(z;v) )
{2.26b) Jhz + uvy w) s AJ(ziw) + pJ{v;w) .

Passarios entdo a escrever a ineguacao (2.15) na forma

(2.27) P(ﬁ,v-ﬁ)o + Ae(u;v—ﬁ) + Av(ﬁ;v—ﬁ) + J{uyv) -

- H(ush) = (B,v-l); , ¥ v € HY(D),

qtpem 1I.

No decorrer da exposicio, tornar-se—d clara a necessida-
de de obter (2.20)-(2.26). Doravante, ac nos referirmoes ao pro-
blema formado pelas hipdteses (2.10)-(2.12) , pelas condigdes

iniciais (2.13)-{2.14) e pela ineguagdo variacional de evolugdo

(2.27), mencionaremos apenas a (IVE). N3o havendo possibilida-
de de confusdo, deixaremos subentendido que o parametro t varia
em I, ao menos qtp e, salvo mengao explicita, suporemos T <,
(D caso T = += oferece interesse apenas didético, uma vez gque

. L . n n ~ ~ Id -
as hipoteses gue possibilitam seu exame nao sac compativeis com o

significado pratico das varidveis envolvidas.)

4, Estabilidade e unicidade

Com as informacgOes de gue dispomos j& podemos dar um pri

meiro passo na direcao de Justificar o ncsso modelo: demonstrar
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que a solugdo depende continuamente dos dados iniciais.

Com efeito, suponhamos que 1} e U, satisfazem a

(IVE) para os dados iniciais {u(l), v(l)} e {u(z), v(z)}
o 0 o o

respectivamente, isto &, para i = 1,2

(2.28a) u (0) = ult)
{2.28n) ﬁi(o) = (1)
0

Portanto, gualguer gue seja v € Hl(Q) , se verificam as desi-

gualdades
(2.29a) p(ﬁl’ﬁl'v)o + Ae(ul;{l]_"v) + A‘V({ll;{ll-v) =
< (E,V—{Il)l + J('LIl;V) - J(U.]_;{ll) ’
(2.29b) p(~Uy,v-1y) ) + A (~uysv-Ty) + A (=ysv-ly) =
= (E,uz—v)l - J(u2;ﬁ2) + J(uz;v) .
Denotemos
(2.30a) z = wyu,
_u(n_,(2)
{2.30b) 2, = Uy Ty,
 _ (1)_(2)
(2.3Cc) z, = vg =V, .

f patural tomar nas desigualdades (2.29a) e (2.29b) ,

v = ﬁz e Vv = ﬁl ,» Trespectivamente, e adiciona~las para obter
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9(:2.,2)0 + Ae(zié) + Av(é;i) = (‘U(U—l) - ‘V(uz): iﬁzl_iﬁll)o
s (lylw) = ¥l 12D, = elzl Izl
ou seja

(2.31) 3 &bo(z,2), + A (232)) + A,(2;52) s clzl |2l , + t €I

Integramos (2.31) entre O e t =T, levando em conta

(2.30), e chegamos a

2
(2.32) pl2]2 (£) + A (z52) (1) = (ol i, + A (z552,)) +

t t
v2 | ase)(nar s 2 |

] o Uzlglzl)(nar =

t 2 2
s ¢ Jo(mo + lzl )(mar .

Finalmente, gracas a (2.20)-(2.22), podemos concluir

de (2.32) que

, 2 2 t , 2
(2.33) (12ly + lz11() + | [2[ (nar =
. o}

L2 2 £ .2 2
s {P|zoio + Belzoll +c Jo(lzio + |z|1(T}d¢]/k ,

com A = min{p,ue,uv}. Em particular, vale

2 2 t 2 8
(233 (2 + 12l + [0 [31(Mar = 58 (2| e Iz, 4

0

et .2 2 T2
+xjouu%+|ﬂﬂu>+huu@Mﬂm,4%61,
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desigualdade que, pelo lema de Gronwall, implica

.2 2 t 2 L2 2 ct/n
(2:38) (2] _+ 121 )Y+ [ 121 (0 = K51+ Izgl)e
o 0
t €1
PR
onde denotamos K = — .
N T/
Sento T < = , utilizamos a notagao K' = Ke na sg

guinte descricdo do resultado que acabamos de obter.

Teorema 4 (Estabilidade) - As solugdes da (IVE) dependem continua
mente (meis ainda, sdo fungoes
lipschtzianas) dos dados iniciais. De uma forma precisa, supondo
que existem solucoes u; e u, da {IVE) sujeitas as condigdes
iniciais (2.28a)-(2.28b), =z = uj=u, depende das diferengas z,

e éo ,definidas em (2.30), através da relagfo

(2.35) IZILm(I;La(n)) * lZIL°°(I;H1(0)) * EzlLZ(I;Hl(n)) ;

& K'(lzolo + Izoll) ’

a constante K' dependendo apenas de g, Qs Gy Be y ¢ e T.

£ evidente que a propriedade expressa no Teorema 4 impli
ca que, existindo uma solucdo da (IVE), ela é Umica. Temos por-
tantoe o

Teorema 5 (Unicidade} - Existe no mdximo uma fungBo wv: I =+ Hl(ﬂ)

que satisfaz a (IVE), para T = e,

Exercicio 2 - Demonstre que a solugdo da (IVE) depende continua-

mente também dos dados f e F.
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CAPITULO III

U¥A PRIMEIRA ABORDAGEM: REGULARIZACAO

1. Introducdo

Formulado nosso modelo e deduzidas algumas de suas proprig
dades bdsicas, a questdo a que nos propomos agora ¢ a de obter a
solucdo da (IVE), Para sermos corretos, propomo-nos a construir
algorf{tmos que fornegam aproximagdes da solugic com a precisdo
exigida pelo problema. Devemos portanto, além de encontrar o mé-
todo para calcular estas solugdes aproximadas, fazer sua andlise
tedricat um resultado tipico a ser deduzido deve garantir que a di
ferenca entre a solucdo e as aproximag¢des numéricas - o _errg na
aproximagﬁo -~ pode ser mantido abaixc de um valor arbitrariamente
pequeno, desde que determinadas condigOes sejam satisfeitas pelos

pardmetros envolvidos.

Na prética, a exigéncia sobre o erro nio é gue ele seja ar
bitrariamente pequeno, é bem mais modesta: porque, em primeiro lu
gar, sabe-se gque qualquer cdleulo efetuado num computador carrega
um erro que nio pode ser diminufido abaixo de uma certa cota, é a
"maldigac de arredondamento; per outro lado, os préprios dados
gue fornecemos, ja os afetam imprecisdes de medicGes; e, por ﬁlt;
mo, o modelo mesmo foi construido desprezando & influéncia de al-
guns termos "pequenos", que certamente deveriam ser levados em

conta 2o se fazer uma andlise mais "fina'.
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2. A solucidoc como um ponto de minimo

Reescrevendo a inequagic (2.27) na forma

(3.1) e(usv) + J(wyv) = 6(uzd) + J(uzi) ¥ v e () ,

—~ c¢remos a notagdo se auto-define - fica evidenciado ser o vetor

u € Hl(Q) un ponto de minimo do funcional

U, (o) = 6(use) + J(use) o

Suponhamos seja esse funcional derivédvel., Tem-se entzo que
sua derivada em T & nula:
(3.2) ul(0) = o [8(usz) + J(usz)] =0 .
z .
z=01
Mas esta derivada é o funcional linear definido em 1 (Q)

por

w o 6(uzw) + % 0(u;z)] ] w)y
z=1

e assim, segue de (3.2) que
(3.20) o) + (= [0(wz2)]  |wy =0, ¥wen(a),
z=1

Recordemos agora a convexidade de J(uy+) enunciada em
(2.26), Sendo o operador ®{u;+) linear, portanto convexo,
tem-se que U, é também convexo. Ora, todo ponto estaciondrio de

. L4 . Y £
um funcional convexo e necessariamente um ponto de minimo. Dai,
chega-se & conclusio seguinte: (3.2') também implica (3.1) ,

ou seja, a inequagdo variacional é equivalente a eguagdo variacio-

nal (3.2').
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A convexidade de J usada juntamente com fatos basicos so
‘bre’ a derivada de Frechet em espagos normados nos permite assim
trabalhar com uma equacdo variacional, um ente matematico gue nos

€ certamente mais familiar que uma inequagio variacional.
Sucede,porém,que os argumentes usados se baseiam na dife-
renciabilidade de V¥, E tal hipdtese é falsa, devido a ndo dife

‘renciabilidade de
LB #(v) = |v| .

Contudo, o raciocinio exposto acima nos indica um possivel

T

o wveaminho a seguir: subgtituir J  por um funcional diferencidvel

Jé ‘que aproxime J , conservando, bem entendido, as demals pro-

priedades de J, Espera-se, evidentemente, gue a solugdo u, da

‘equacio obtida através de T s também aproxime u., Esta é a

chamada regularizacio, descrita n= secao seguinte,

"3, Regularizacio

Seja, para cada ¢ > Q; me:ZR + R uma fungao convexa de

classe C2 s, satisfazendo:

" (3.3a) O leg(x) - e e, ¥ x R ;
£ o) 2 (x) =05 @(x) 20, ¥x R ;
(3.3¢) lor(x)] =1, ¥ x ;]R ;

| (3.34) lei(x)| =M, ¥ x €R, para algun M > O

(M = M{e), eventualmente).
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Un exemplo de uma tal funcgido foi apresentado em {2.5).

Exercicio D Constria aproximagdes @, Ppara as quais

sup M(e) < 4=,
£

Definindo em L2(Q) o funcional
£
(3.4) Tolzsv) = [ w(z) e (v)ax
o
0 .
calculemos sua derivada 3= Js(z;v). Para w € LE(Q) arbitraria,

tem-se

&
Je(z;v+w) - Je(z;v) = J

4(z) Lo (viw) - 2 (v)] ax =
(o] .

&
= J y(z) Lo {v) w + m"(v+ew)w%/2] ax ,
o

com O < @g(x) = 1, do que se deduz que

2
v

(3.5) I (z3v) = ¥(z) # (V)

A igualdade {(3.5) significa: a derivada que calculamos é
o funcionszl linear em L?(Q) associado com a fungdo ¢(z)¢;(v) €

€ LZ(Q) pela formula
(3.6) w o= (4(2) 9L (v), w),, w & L) .

Devido a relagdo entre L?(n) e Hl(n) , Dpode-se afirmar

que a derivada de Je(z;-) em Hl(n) ¢ dada pela mesma formula
s L
(3.7) &gz Tlzsv) [ wy = (4(z) pi(v),w), , M w€H(Q)

As relagdes (2.27) e (3.2), escrites para J_ e U,



3l

tomam a forma
(3.8), elig,v-0,)  + Ae(ue;v—ﬁe) + Av(ﬁe;v—ﬁe) + Jglugsv) -

. 1
- Jolugste) = (E,v-ug); » ¥ v €H (),

(3.9),  elii,w, + A, (ugsw) + A (asw) + (¥(u) »i(a),w), =
= (B,w)y, ¥we ul(a) .

Assim passamos a partir de agora a analisar os gistemas

variacionais regularizados equivalentes

(IVR)g: (2.10) - (2,14) e (3.8), ,
(EVR),: (2.10) - (2.14) e (3.9),

sendo evidente que as relagdes (2.10) - (2.14) s&o consideradas

para Uu..

A mesma demonstragio do Teorema II.4.4 pode ser aplicada

a (IVR)_, de modo que desde j& enunciamos o

Teorema 1 (Unicidade e Estabilidade) — Para cada € > 0 , existe
no maxime uma fungao

ugr I~ Hl(O) que satisfaz (IVR)e - e portanto (EVR)e -. Su-

pondo que, para dados iniciais arbitrdrios u_,v, € 1 (a) , exis

0

te sempre a correspecndente solugao u. . a dependéncia desta so
~ ~ 4 ’ P

lugdo com relagac os dados € continua, sendo expressa por uma for

mula semelhante & (2.35').
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Assim, o sistema (IVR)e até o momento se comporta bem,
pois satisfaz as propriedades que demonstramos para (IVE). A
nossa proxima etapa é, supondo que ambos os sistemas admitem uma

solugdo, estimar a diferenga entre elas.

L, O errc ns regularizacao

Para estimar o erro gque a regularizacf@o acarreta, usamos

o mesmo caminho de demonstracdc do Teorema II. 4.4, Tomamos v:ﬁs

em (2.27), u=1u emn (3.8)E , denotamos
(3.9) v, = u-u_ ,
observando desde ja que

(3.9a) v, (0)

"
[e]

(3.9b) v, (0)

Q.

A adigro das inequagdes obtidas para essa escolha de fun-

gOes~-teste v nos fornece
(3.10) p(ﬁe,ﬁe)o + Ae(vs;ﬁe) + Av(ﬁé;%e) = Js(uE;ﬁ) -
- Je(ue;ﬁ) + J(u;ﬁe) - J(u3n).

Somamos e subtraimos,ao segundo membro de (3.10),0'termo

$(w)le (1) -  (2)] pare obter




~3H

PO

(3.11) 3 LT, + A (vv )Y + A h v ) =
£

n

[ tetag) e () e @)+ [¥(w) - 4 (u) | e (B) - e(t )|
o]

+

Vlug) lelly) - @ (b)) dx =

W

[}
c [ {eglug) + [vellvel + e¥(ug)l dx s
o]

1/2 2
+ SIO & + % {lve]2 + ¥ 1.
)

£ 2ce |u elo

g

Apos integrar (3.1L) entre O e t s T, levando (3.9)

em consideragdo e tomando

(3.12a) C = o/minlp, o, 8.3 ,
(3.12b) Cq = csl/2 SlIlp[Iu€+£|0} .
obtem—-se
(3.13) v 12 + v |2)(8) + 2 * iv.12 (1)ar = eC.t
3.13 Velg * iVl + jo vely 1t +
T o2 2
+ C f { veio + ivell)(¢)d¢ , Mt eT,
o

Novamente, 0 lema de Gronwall pode ser aplicado, comec no

Teorema II.4.4, implicando

T

t -
(3.18) (1912 + lv 12)(t) + jo [veld(mar = ecyte®t, te1,

da qual obtemos uma limitaggo uniforme em [0,T]:
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2 2 ‘
.15
(2.15) IvelL"(I;L-?(n)) ¥ |V€|L°°(I;Hl(n))+ lveiL?(I;Hl(n)) :

= eClT eCT.

Para a desigualdade {3.15)} representar algum intereg
se na estimativa do erro, & imprescindfvel que a constante C{ in
dependa de € , isto &, que ndo 86 u e u, satisfagam (2.10)-
(2.11), como também que u, admita uma limitag@o superior inde-

pendente de €,

(3.16} sup sup Ju| (t) <= .
e> tel

Demonstramos assim ©

Teorema 2 (Aproximagio) - Supondo a existéncia da soluggo u da
(IVE) e, para cada € > 0 , da solu-
¢do da (IVR), , bem como a vallidade de {(3.16)), deduz-se a exig

téncia constante K > 0 , independente de ¢ , tal que

i/z

(3.27a) lu_u"’lL"°(:£;Hl(0)) "R ’
1 . 1/2
(3.17b) uale(I;LE(Q)) " ’

Ny 12
(3.17c) u_uelLZ(I;Hl(ﬂ)) = Ke .

A forma como K depende dos pardmetros £,T,C,ue,3v_ e P esta

indicada em (3.12a,b) e {3.15).

E suficientemente claro como modificar a demonstragio
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do Teorema 2 com o fim de estimar a direrenga u =u_ - Uy

g, €

entre duas solucdes aproximadas. Necessitaremos entdo impor no lu

gar de (3.16) a condigao

(3,161) sup sup{|u |+ lu_| 3(%) <«
e>0 t€1  © ©° €0 ’
deduzindo-se que, quando e =+ 0 , tem-se a convergéncia forte de

u, , no sentido das normss envolvidas em (3.17), sem gue, em

nenhum passo, tenha sido a solugdc u da (IVE) envelvida.

~

Sendo u = lim u_ , &e conseguirmos demonstrar que u
e=0

satisfaz a (IVE) , +teremos ao mesmc tempo:
a) transformado a guestBo da existéncia da solugdo u da
(IVE) na mesma gquestZc, agora para u, solucio de

(EV—R)E, ¥ €>0;

b} dado um primeiro passo para calcular aproximadamente u,
qual seja, calcular aproximagbes para u, , com ¢ con
venientemente escolhido.
Demonstraremos nas duas segOes seguintes que, de fato,

a estimativa (2,16') se verifica e que U = u, sempre fazendo a

hipétese de que é possivel resolver a (EVR)_  , ¥ € > 0.

5. Uma estimativa a priori

Dado € > 0 arbitrdrio, suponhamos seja u, a solugdo

de (EVR)G . Tomamos v = 0 em (3.8)e e ohtemos

p(ﬁe,ﬁe)o + Ae(us;ﬁe) + Av(ﬁe5ﬁe) N Je(ue;ﬁe) s (E,ﬁe)l.
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Observamos que J & sempre positivo, do gue decorre

1 4 . 2 . s .
(3.18) 53¢ lugdy + A (ugudl + 4 (050 s |E[ |0l

Da maneira usual, integramos (3.18) entre 0 e
tsTs =, usando as condigles iniciais (2.15)-(2.14), e

c = l/min{p,ue,av} ., Dpara concluir que

.2 2 t .2
(3.19) (el + lugip)(®)+2 [ 1a ]y (nar =
(o]
T ]E|2 2
2 2
= 0lalvgl” + 8 lugly + [ (= + lugld(many,
. fa)
¥t €I,
ou seja
. 2 2 t ., 2
(3.19") (lgis + fu D) + [ & J5(nar s
Q

T
2
= clplvl 2 + 8 lu s + ¢ jo |E|Z (m)ar} .

A desigualdade (3.19') é chamada de uma estimativa a

riori, terminologia que expressa a idéia de resultados deduzidos
diretamente da equagdo, sem conhecermos ainda a solugdo, nem ter-—

mos se quer garantide sua existéncia.

Surge agora, de modo natural uma primeira hipétese a

fazer gobre f e F:

(3.20) £ e 12(1;1%(n)) ,

(3.21) F € 1°(I; R) = 12(1) ,
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do que decorre

T T
(3.22) jom@(nmszjouﬂ§+ﬁ|m%umT.

Chegamos assim a um resultade mais forte deo que

(3.16'), qual seja, o

Teorema 3 (Estimativa I) - Existindo a solugdo u, da (EVR) ,

ela satisfaz necessariamente

. v ¢ K 4
G2 v e e iz T e 2t e

4
onde K & fungio dos dados iniciais, de f,F,f e dos parametros

fisicos, mas ndo depende nem de €, nemde T s ». (& quase des
necessario mencionar que supomos vélidas as hipéteses {2.13)-

(2.14),(3.20)=(3.21).

6., Existéncia da solucfc da (IVE)

Usando a modificag@ic que indicamos acimz para o Teore-
ma II.4.2, concluimos & existénela de u € Lm(I;Hl(Q)) e

w € L2(I;Hl(n)) n L?(I;Lz(ﬂ)) para as guais se verificam as rela

gles

(3.24a) sup |u(t) - u (t)|; =0,
t€X ,

(3.240) sup |w(t) - 4 ()| =0 ,
€T e

T -
(3.24c) - J HOER (t)li at » 0 ,
0
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guande & + O.

Gragas a forma segunde a qual introduzimos a derivacéo
nos espagos de Sobolev, como extensfio de um operador continuo (ver
observagao que antecede o Teorema II.2.3), deduz-se imediatamente

gue 3 e L2(I;H1(Q)) e
(3.25) =w

igualdade que, Jjuntamente com (3.24) nos informa gue, para quals-—

quer W€ Hl(Q) e WE L2(I;Hl(n)}, quando € -+ O

(3.26a) Ay (ugsw) » & (G3w) , t €1
{3.260) u, = ue(O) 4 (o) & ulo) - u,

T T
(3.260) [0 A, (G5 W)(t)dt - JO A, (8w (t)dt .

A convergéncia de ﬁa , sendo em LZ(I;Hl(Q)), naoc nos

permite ainda deduzir que n(0) = v como também vai nos obrigar

o] y
a considerar a convergéncia dos demais termos na "forma fraca"
expressa em (3.26c).

Estudemos a convergencia do termo ndaco-linear, Sendoc

R=Rgqp © retdngulo (0,£) x {0,T), deduzimos de (3.24)-(3.25}

]
que

(3.27a) lu =il o 40

.
- ~ |

. + 0
(3.27Db) 12(a)




Lo

guando e -+ 0. Assim, pelo menos para uma subsequéncia de u_ ,

- para a gual manteremos a mesma notagdo -, se € » 0,

(3.28a) u, -+ u
atp em R
(3.28%) u, -+ i1
Em particular,
(3.29) $(uy) #g(u,) » v(H) @(@)  atp em R

&, como

l4(ug) oG ) s (e + fu Do (x)]

gragas a (3.23) podemos recorrer ao Teorema da convergéncia Do-
minada de Lebesgue a fim de concluir:

‘ LS ' . . T ~ 2
(3.302)  Lim [ (4(u,), o4ll)),(Mar = [ (4(H),0(D), (¥)at,

T T
(3.300)  lim Jo (4(ug), ®o(W) (t)dt = jo (4(u), w(W) ()at ,

¥ W e LA(T;EN Q).

Obteremos informagdes sobre ﬁe , escrevendo (3.8)

it .
bara v = -U, + U.:

_9|i‘1¢[0 + Ae(ue;ﬁc) + Av,(fle;'lle) s (E,ﬁe)l + Je(ue;ﬁe—'ﬁe) -
- Jlugly) , tE€TI.
Integramos essa desigualdade entre 0 e t £ T, usande nos ter-

mos A (Ugu.) e (E,i'le:):L a férmula de integragfo por partes,
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como também a propriedade (2.25a) de J; nos termos néo linea-

res, e chegamos a:

t 2 . t t . .
FNNROIE Boluginy)] ) Al (nar +

1, o eyt . LU
P WCRLN] MR RSN M (g (nar +

t
+j Clug+a| lugl (t)dr
o

do que decorre

.

t .2 S, .. (2 ) :
(3.31) ¢ [0 G5 (mar + =F fhgly (8) = 8 Uugl 1o 1)) +

t 2 Bv 2
+ Beiuoll lvol1 + B, Jo Ug 17 (T)ar + = |v0]1

Bl

. . t
s (B8, 1(8) + UBO) I lvgly) + [ (I8l 1k )(mar
Q

e t 2 t . 2
"I IO lug + £|0(t)dt + YJo IuEIO(T)dT.
Esta (ltima desigualdade nos orienta sobre hipbteses adicionais a

fazer com relagio a £ e F, (ou seja, E) além de

(3,20)-(3.21)

e 19(1;1%(n))

e

(3.32)

(3.33) boe 12(1; R) = 12(T) .

Tomamos agora e€m {3,31), ¥ = p/2 e majoramos os termos

que envolvem |{1€|l da forma usual,




.

2
&
. . 2 2
se(luell uell) S'BLI |ug|l+'q_v"e' Iuell ’
o
= : - s 12 2 2
(Bl Tugly = 5 gy + o IEl7 .
para obter
t o
. . 2
(3.34) 5J0|u€@(wa + 7= 0 I5(t) =

o t
v . 2
= Kl + 7 JO iuell(T)dT , t €1,

Esta claro que a constante K, em (3.34) depende das

-
normas de E, E, Uy, Vg,

(Teorema III.5.3). Uma aplicagZo, do lema de Gronwall a (3.34)

e da estimativa previamente obtida

nos permite enunciar o

Tegorema & (Estimativa II) - Valendo as mesmas hipdteses do Teore-

ma III.5.3, e mais (3.32)-(3.33} ,
a solugio u, satisfaz

(3.35) eliz 2y el ey T %

onde a constante K2 independe de ¢ , mas pode depender de T,

bem ccomo dos parédmetros que influenciam K em (3.23).

Conforme irdicado na Ref. [13] , & possivel obter uma es—
timativa mais forte que (3.35), a qual contudo niio sera necessa-

ria para o tratamento de U_ que segue.

De acorde com (3.35), a familia {ﬂe} permanece num con-
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Junto limitado de L2(I;L2(n)). Contém ela, portanto, uma subse-—
quéncia gue converge, no sentido fraco, para algum
z € 12(1:12(0)), isto &, se € +0 ,

T s T 200,12
(3.36) jo (i, W, (t)at - jo (z, W), (t)dt, * W& L7(I;1%(a)).

on
.

Pelo raciocinio ja empregado acima, segue que z =

Tomando o limite (e = 0) em

T . . . .
(3.37) jo {p g, W-0g) ) + A (ugsW=) + A (Ggsw-0) +

+ (¥lug), 2 (W), - (4lu), we(i)),

- (mW-)H(8)at = 0, ¥ w e LA(T;E(R) ,

e apelando para (3.26a,c), (3.30) e (3.36}, obtemos

T . . . .
(3.38) [ @ u=t) ) + A (Bsw-) & A, (G3w-t)
&)

w (p@,e0N), - (), w(@), +

+ {E,w_é)l}(t)dt 20, ¥We (1)) ,

que é uma "forma fraca em t" de (2.27).
Recordamos agora o seguinte resultade (devido a Lebesgue):

"Dada h € L'(R), definindo-se
s+68
he(s) = é% J n{g)dc , s €ER ,
s-&

tem~-se que

lim hy = h qtp."
&0
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0 uso de (3.38), onde escolhemos

w o jr-t] s 8
Wa( 'T) =
[1-t| > & ,

=134

com w € Hl(n) arbitréria, nos fornece o seguinte

s >0, ¥w€H(R), ¥itETI,

t+8

By () = 55 j fo (,w-8) + A (Fyw-i) + A (Tyw-d) +

t-8

£ (3(),000), - (4,8, - (Ew-)3(nar =z 0" ;

do gue decorre, aplicando o resultado de Lebesgue, que 4 satis-
faz (2.27).

Apesar de havermos chegado a um resultado mais fraco que
(2.12), o fato de e LZ(I;Lz(Q)) nos permite, se usado com

(3.24c), (2.14) e (3.9b), deduzir a continuidade d¢ U e que

(3.39) 2(0) = v

o

sende @1 a solugdo da- (IVE), portanto. Demonstramos assim o

Teorema 4 (Existéncia) - Supondo gque, para cada e > 0, existe a
solugde u, de (EVR), , concluimos &
existénecia da soluclio u da (IVE).

4 hipdtese do Teorema II.4.2 pode ser, portanto, enfra-

quecida, passando a ser a mesma do Teorema II.4.%4,

Observacio. Chamamos a atengfo do leitor para o fate de que,ape-

sar de em duas passagens de argumento garantirmos a
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convergéncia apenas para uma certa subsequéncia de f{ug} , na
realidade, toda a fam{lia converge. O conhecimento deste fato é
importante quando construimos aproximag¢Bes e nfo estamos sé ine

teressados na mera dedugfo de existéncia da solugio.

Com efeito, jé que toda a familia {u.} é limitada, qual-
guer que seja a subsequéncia {ue 1 gue considerarmos, & ele se
aplica o mesmo raciocinio utilizado. Assim, garantimos a existen
cia de uma subsequéncia f{u, } convergente, cujo limite é ne-
cessariamente 1 . A conclusBo é gue nenhuma subsequéncia de
{ugl se pode manter “afastada" de i, o que implica a conver-

géncia de toda a familia {ud .
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CarITULO IV

SEMI—DISCRETIZACKO: PASSAGEM A DIMENSXO FINITA

1, Introdugio

A técnica de regularizagfo introduzida no capitulo anterior,
sem dwvida simplifica o problema, mas estd longe de nos fornecer
sua solugBo. Essencialmente, chegamos a uma eqguagao diferencial
ordindria no espago Hl(ﬂ) , ou seja, a um sistema diferencial
com um mimero infinito de equagdbes. {(Para ser preciso, trata-se

da forma fraca de uma equacglo diferencial).

Em geral, o cdlculo da - solucio deste problema estéa fora de
cogitagSes: o universo do computador & finito, nao comportandc uma
infinidade de parédmetros. A alternativa que nos resta é dar mais
um passo na direc¢do de simplificd-lo, passando a um segundo ni-
vel de aproximagdo; considerar a (EVR), nZo em Hl(Q) , Mas em
espacos de dimensd3o finita que aproximenm Hl(n) com a precisio

que desejamos, na forma descrita na préxima secdo.

Em todo este capitulo, bem como no seguinte, ¢ > 0 sgerd

mantido fixo, sendo previamente escolhido.

2., A eguacido aproximada

Com o parametrec h > O podendo assumir wvalores arbitraria-
mente pequenos, seja {V,} uma familia de subespagos de HL(Q) ,

todos com dimensao finita
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(4.1) dim Vh = Nh .
Exige-se de (V] que satisfaga a propriedade:
"Dado v € Hl(Q), arbitrario, existe, para cada valor de h,

i € Vh tal que

{(4,2) lim |v,-v|, =Q " .
0 h 1
Ja se sabe que pelo menos uma tal familia existe, Jj& que

Hl(Q) € um espaco separdvel,

Seja {wl,wz,...} um sistema ortogonal completo, ou seja,

que verifica

(&.3) w o= E (w,wj)le s Moy € Hl(Q) ;

J=1
para h =1/N, N = 1,2,..., seja Vh 0 espacgo gerado por
fw.sene,w.} , usando-se a notacfo

1 N
(b, 4) wh o= (wywydy s 1=1,2,00., ¥ we B (0)
E claro que a famflia {Vh} satisfaz a propriedade acima enun-
ciada.

Consideraremos agora o seguinte problema de valor inicial
para a equagac variacional aproximada, denotada (EVA)s pi "Deter-
]

minar
2or.
(4.5)¢ n ug p € L7(T5Vy)

tal que
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(4'6)s,h ﬁe’h € L2(I;Vh) s

‘e 2
(&'T)G,h ue,h €L (Iivh) ’
(4-8)3,1-1 (ue,h(o)’w) = (uoyw) ) ¥w € Vh ’
(4.9)6’}1 (ua’h(o)’w) = (VOJW) * ¥ w € Vh
e
(4.1O)E,h p(ﬁa,h’w)o + Ae(ua,h;w) + Av(ﬁs’h;w) +

- (1Lf(ue’h) “"e(‘:‘e,h):w)o= (E,w)y , ¥ w €V, , qtpemI".

Guia-nos a esperanca de que seja valido um novo resultado

de aproximagfo, semelhante ao Tecrema III.4.2, qual seja

(4.11)6 }E]_IJ-;g) Iu

E’h—uel =0, ¥ e>0.

0 leitor atento jé& terd observado a similaridade entre es-
te procedimento ¢ a resclugfc de uma equagio diferencial parcial
via expansdo em termos de auto-fungbes (séries de Fourier). Mas,
de qualquer maneira, nfc é clara a simplificacdo que a passagem de
Hl(O) para Vh nos trouxe, Mostramos, na préxima segio, que
{EVA)Q,h é equivalente a um problema de valor inicial para um sig
tema de Nh equagbes diferenciais ordinéri%s nao-lineares, de o8

ordem.
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Nh'

3., Un sistema diferencial em R {método de Faedo-Galerkin)

A fim de simplificar as férmulas e fixar idéias, utilizare-
mos nesta secBo os espagos Vh , introduzidos na segao 2, através
de uma base ortonormal, fixa de uma vez por todas. Todavia,dei-
xamos claro que os resultados obtidos s30 validos para guaisquer
espagos Vh e gue esta escolha ndo é, em geral, a melhor, do
ponto de viste computacional., Sob este aspecto, a criteriosa es-—
colha dos espagos Vh desempenha um papel muito importante. A

ela voltaremos na secdo 4.

Seja h = 1/N fixo. Da escolha de V, e da linearidade
de (4.8)-(4.10) com relagio as fungdes—teste w €V, decorre
que basta considerd-las para W = Wy,...,wy. Meis ainda, como

por (4.4) e (4.6)

=

i

(4.12) us’h(t) = E ue,h(t) Wi s
i=1

as equagdes (4.8)-(4,.10) slo reescritas ra forma

N .
(4.13) iEl (wi’wj)l ué,h(o) = (uo’wj)l s

G= 1,0ee,N

N i
(4.14) iEl (wi’wj)l ue’h(o) = (vo,wj)l '
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N . N ;
il 1
(£.15) P iEl(wi,wj)O us’h(t) + ifl Ae(wi,wj) ue’h(t) +
N i
+ ifl Av(wi,wj) ue’h(t) +

Ny v N
(‘y(izl ue,h(t) wi) cpe(ifl ue,h(t) Wi)’wj)o =

+

(E(t), wj)l . para J = 1,...,N e t €I,

Reconhecemos em (4.13)~{4.15) um sistema do tipo

(4.131) Up p(0) = wt(R w)
(h.141) ‘ ['fe,h(o) = wl(p, v))
(4.151) mhﬁa,h(t) + uhﬁe’h(t) + 80 p(E) -

+ ge,h(ﬁe,h(t); ﬁe,h(t)) = eh(t) P)

onde uszmos a notacio:

(4.16) [Ue,h(t)]j = ug,h(t); (vetor-incégnita) ;
{(4.17) [wh]i,j = (wi,wj)0 : (matriz wronskiana);
(4.18) [th]j = vj , ¥ v oe Hl(n), ("projegao") ;
{(4.29) m, o= pln (matriz de massa)

(4.20) Euhji,j = Av(wi;wj) (matriz de amortecimento) ;
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(&.21) [Rhli,j = Ae(wi;wj) (matriz de rigidez) ;

~ N . N s
¥ ' +
(1.22) [7e,n (W)Y = (WCE V) oLl = Viwgdiug),

para quaisquer U = (Ui), Ve (VY erM  (termo nao-linear);
(4.23) . [Sh]j = (E,wj)1 {(terme independente) .
Subentende-se, clarc, que i,J percorrem os valores 1,2,...,N

nas expressoes (4.16)=(4.23).

Esta técnica de aproximar a forma fraca de uma equagdo de
evolugao (envolvendo espagos de dimens@o infinita) por um sistema
finito de equagbes ordindrias é conhecida na literatura como méto-

do de Faedo-Galerkin.

Somos agora tentados naturalmente a repetir os passos do

Capitulo ITI. Duas dificuldades surgem, porem:

(i) As equacgBes variacionais (4.8)-(4.10) sBo vdlidas ape-

nas para w € Vh 0o gue nos impede de, seguindo a demons

tragao dos Teoremas III.4.2 ou III.4.L, tomar como fungdes-tes
te tanto U, - ﬁe,h como ﬁe,h - ﬁe,k , Ja que T, f v, e,

ou bem Ge,h £ v, ou ﬁe,k ¢ Ve

(ii) NaAc podemos levar ao computador o sistema (4.13)—(4.15)
sem discretizar a variavel 1, de modo que um terceiro
nivel de aproximacfo ainda se faz necessdrio. Os resultados a
que chegarmos no momento, terao que ser repetidos - e eventualmen
te modificados - no prdéximo nivel.

. . r -~ . ~
Assim, dedicamos o resto do capitulo a discussao de uma po
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derosa escolha dos espagos de aproximagdo Vh s, 0s espagos de
elementos finiteos, deixando para o capitulo seguinte o estudo da

discretizacio completa (em x e em t) da (EVR) ;

Desde ja chamamos a atengdo para o fato de serem as matri--
zes M, Uy e Ry simétricas e definidas positiwvas, fato que de
pende apenas das propriedades de A, , A, e de ser [wi} ume ba

se de V, , mas nio dos espagos V, em si.

L. Construcio dos espacos de elementes finitos

0s espacos Vh , com gue trabalhamos na segac anterior,
fornecem uma notacio cOmoda, mas deixam em aberto a questdo da eg
colha e calculo dos elementos da hase {vi]. Sob o ponto de vis-
ta computacicnal, uma tal escolha de espagos Vh pode mesmo nao
ser conveniente -~ repare gue Vh = Vk se h > k , uma proprieda-

de nio necessariamente desejdvel.

Na escolha dos espacgos Vh € preciso ter em mente a neces
sidade do célculo das matrizes wh,uh,Rh,ﬂh e & de uma forma efi
ciente e precisa, bem como gue propriedades destas matrizes podem

'y Iy . x 2 -’ . 4
mesmo vir a simplificar o sistema numerico. Tal e o caso, por
exemplo, quando tais matrizes s30 espassas, 1.e., com grande guan
tidade de elementos nulos, dispostos numa configuracao vantajosa.

A este ponto,voltaremcs mais tarde.

0 cilculo da solugho u, ,, & partir dos coeficientes obti

¥
dos deve também satisfazer as mesmas exigéncias. Por fim, mas de
forma alguma & este o aspecto menos importante, preocupa-nos a or

dem de convergéncia no limite (4.2).
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Para o analista numérico, ¢ engenheiro, ocu quem guer que
deseje chegar a aplicagles fazendo uso de computadores digitais,
03 "elementos finitosgh 550 atualmente um instrumento semelhante
as réguas de calculo e as espessas tabelas de antanno. Sua utili
zacao fol sugerida pela primeira vez em 1943 , num trabalho mate-
matice, Ref. [1] , mas foi s6 apds sua (re)descoberta independen
te, na drea da Engenharia Civil que eles passaram a gozar da atual
popularidade, tendo sido submetidos ao crivo da andlise matemdti-
ca.

Descreveremos agora COmMO aproximar Hl(n) por espagos de

glementos finitos gquadraticos.

Certas dificuldades técnicas, que ocorrem guando & regifo
1 +tem dimensao = 2, permanecem ocultas na presente discussZo.
Contudo, ja sZoc encontradicos neste contexto os aspectos mais re-—
levantes destes espagos. Repete-se o ocorrido guando estudamos
08 espagos de Sobolev no Capitulo II: as demonstragtes ali apre-
sentadas nio podem ser generalizadas para O cRr" i} no= 2 e
HP () s, p>1, sem invegtirmos uma certa guantidade de trabalho,
tanto para contornar algumas dificuldades técnicas como para achar
a correta generalizagaoc -—p. ex., para { <R , %) ¢ Hl(ﬂ) -

como estender,peis,c teorema de imersao?

Quandc foram descobertos os elementos finitos na Engenharia
Civil, pesquisava-se a simulagao numérica do comportamento de es-—
truturas complexas. A idéila em que repousa o método € dividir a
estrutura a ser analisada em elementos menores (e mais simples)

que a compOem, estudar o comportamentc de cada um deles como inde
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pendentes, e depois acopld-los.

Seja N » 0 um inteiro arbitriric e consideremos uma par-
tigdo I de [0,£] formada por N subintervalos (fechados e
disjuntos) denominados glemenios e denotados por e, ¢ € 3, Os
pontos extremos e médios de cada elemento e s8o os nds (nodos)

deste elemento e os denotaremos por e; s 21 < e, < ez . Tem-se

(Q.ZLL) = U e s

(2.25) e Nel =
{ei3 = {eé} , com f{i,3} = (1,3} .

E, sendec
(4.26a) h, = ez — €y = diam e
e
(4.26b) h=max Th 1 ,
g€y ©
vale
(4.27) |ei—ej| £sh , ¥e€37, i, =1,2,3.

A prépria definigfo (4.26) jd enfatiza ser desnecessaria
a escolha de uma particac regular, composta de intervalos de
igual comprimento. Tal escolha precisa mesmo ser evitada em al-
guns problemas, ver p. ex. a Ref. [6&].

0 espacgo v, < Hl(n) que construiremos é formado por fun

¢oes continuas que, dentro de cada elemente, coincidem com um po
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lindmio de grau s 2.

Assim, cada funcao v € Vh fica completamente caracteriza

da pelos seus valores nos nodos e.

i ? i=1,2,3 e €3, Em

particular, sendo ée g Vh as funcoes de forma definidas para
i

e €3, i,3=1,2,3 por

{(4.28) ¢ (es) = &.. (% = delta d= Kronecker) ,

e denotando

i
(4-29) Ve = V(ei) y
tem—-se
33
(4.3%0) v(x) = izl vy ¢ei(x) , ¥V EV , xEe.

Esta é a chamada representacic local de v, valida apenas

no elemento e € 3, Com relaglo a esta hase local, v apresenta
coeficientes bem simples: sdo os seus préprios valores nos 3 no-
dos e, Por outro lado, para gualguer elementc e € 3, as fun
goes ée. podem ser calculadas nos pontos do elemento e atra-
vés das ;esmas fungdes de interpolagio 9, 1-1,21 R, dadas

por (ver Fig. 3)

(4.31a) 9;(s) = s(s-1)/2 ,
(4.31D) Bz(s) = 182 .
(4.31c) , 93(5) = s{s+1)/2 ,
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e das mudangas de coordenadas

. X-eq
(4.32a) 8 (x) =2 &=~ -1, x€e ,
. 371
ou seja,
(&.320) %, (8) = E%(eB—elH eg+e 1/2 , -l =g <1,

De fato, wvale

(4,33) $_ (%)

0; (8, (x)), x€e, ¥ee€T .
h

1 T

Restringimo-nos agora a cada elemento e € 3 e supomos gue
ele obedece & (EVR)E , ignorando o comportamento do resto da

barra, desacoplamento. Assim, a nivel de cada elemento, u

¢,h
& caracterizada, via (4.30), pelo vetor-coluna

T
(4.34) wf = ui,h(t) = (ué, ué, ug) (+ = transposto) |,

para o qual obtemos um sistema andlogo a (4.13')-(4.15), que es—
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crevemos eliminando os indices e e h:

(ha35),  (0) = (ugleq)s ujley), uyley))
(4.36) 12(0) = (vyleq)s volen), vole))
(4.37), meu® + uB® 4 REu® 4 9 (u%0°) = €%, te1,

Empregamos uma notagBo semelhante a de (4.19)-(4.23), qual

seja,

(4.38) 035 =0 ] 8o ) o,

(4.39) W5 = a, Je o () D L
(4.60)  [R®);5 = a, [e 5., (%) @éj(x)dx * X So ol eyl
G.41) LRSS = o je P, ) el ) & (ax
(hot2) L6l = [ £0nv) 3, (Max + F(8) 8,

onde i,j = 1,2,3, e €T e & = delta de Kronecker.

£ Gtil observar que,de (4.33) e (4.%2), seguem

1 e_—e
(4.83) 8 () 8, Gax = [ ey (8) ey(8) 23 a5 =
h

e 1 J

1l

1
e
7 [, 208) 0;(8) as
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r ' 2 L 1 '
(6.44) J_ e e, (ax = £ el(e) efaa

ou seja, as matrizes (4.38)-(4,40) sdc praticamente as mesmas
em todos os elementos com excecgdc daquele que contém o ponto
X = 1,

Estéd claroc que, se e fl e! = le;d = £e53 , devemos ter
necessariamente ué = ug , condigaoc gue nao pode decorrer dos
sistemas (4.57)9 , que sfo desacoplados. B necessdrio acoplé-ios,
pois.

A notacgdo intreduzida em (4.28) & propositalmente ambi-
gua: a mesma fungao ¢ aparece com indices distintos conforme um

L4 . . ¢
no seja considerado como em um ou noutro elemento. Ora, a fami-

lia {éei}i=l,2,3,eE 5 ¢ uma base de V, , com N = 2N+1
elementos, logo podemos indicié-la na forma LQJ}ISJSNh ,» 0 que

correspende a reindiciar os nds; temos agora uma indiciacg8o glo-

bal {Xj}lstNh e uma representacfo global
N

h
(4.45) ue (% t) = J-fl U plxgt) E50x) .

A partir de (4.45) chega-se a (4,15') e correspondentes rela-

goes (4,16)-(4.23), com L éj e N=0N .

Como se ligam tais relacgbes, ditas relagdes globais, e as

equa¢bes locais, a nivel de elementos ?

As funcgoes éj apresentam os perfis da Figura 4. Assim,
o suporte de cada uma delas interseciona no maximo o suporte de

outras guatre, do que decorre gue as matrizes mh’ b, e Rh tém
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tém no madxime cinco elementos ndo nulos em cada linha (ou coluna,

por simetria).

(a) (b) (a)

Quando passamos para o nivel dos elementeos, as fungdes do
tipo {(¢) na Fig, 4 - isto &, Qj para X, um né comum a 2 ele
mentos - foram '"quebrados". Apenas um "pedago" delas comparece
nas relacdes (£.38)-{4.42), em cada elemento com um Iindice, Faz-se

mister "solda-las", J4 se vé., &£ o que se chama a montagem das

equagles locais,

Escolhendo a indiciagdo "natural"

{(4,.46) 0=x < ... < XZN < Koyl = 5 0

verifica-se que, sendo fmpar, 1 < J < 2N+1 |,

8. = & =8,
J e3 el
para dois elementos contignos e e e', e que
(4.47a) (85 5y 25), = J Bt ,
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(4. 47b) (¢5 1 2) =] & &,

(4.470).- (§j+1’ ¢j)o _.Je‘ Qei Qeé )

(Ll,t;.'?d) (QJ'FZ’ QJ)O = Jel gei ge%
e

§.,8.) = & % ? ¢ ,
(.478) CHCRN je 0y fey ¥ [, % b

t

com relagdes semelhantes para Qj

Da mesma forma, usando a notacdo de (4.41) e (Lo42)

vem

(4.48) [ atugp) @iy p) £yG0e = L% (u®500) 5 +
r % (50,

e

(&.49). JQ fx,t) Qj(x)dx = [6933 + [e® ]1

(Observe que o suporte de Qj & e Uel),

A montagem £ portanto simples, a partir de (4.150-(4,23),
(G 41)=(4,64) e (&,47)-(4.49), Justificando-se o desacoplamen—
to inicial pela facilidade gque nos permite efetuar os calculos a

nivel de elemento.

Em lugar de (4.13')-(4.14'), as condigbes iniciails passam

a ser



—-6£3-

{4.50) us,h(xi,o) u (),

l=is Nh

1

{4,51) | ﬁe’h(xi,o) vo(xi) .

A montagem pode ser ilustrada de uma forma ingénua pela
Figura 5, onde pretendemos mostrar como, no caso em estudo, pas-—
samos dos sistemas correspondentes a dois elementos contignos
e e e' para o sgistema global, Denotamos com -+ a soma dos e

elementos correspondentes nas matrizes e por ~ a sua identifi-

cagao,

Y ™y T
- - = |()
N w“
T Bl —
R R L
. .

Fig. &

Como J& salientamos, certas facilidades advem de ser unidi
mensional o problema tratado. Assim, foi instintivamente gue to~

mamcs as indicagles e < ey < e3 e xj < xj+l' Tal escoilha

acarreta serem as matrizes de massa, mh , de amortecimento, Uhf

e de rigidez, Bh , todas elas matrizes de banda, pentadiagonais,

isto &,

(4,52) ajy = 0 se |i-j| =2, a-= m s by OU Ry.
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Fosse outra a indexagd@o e tal nio sucederia.

Em problemas bi ou tridimensionais, nao existe uma indexa-
¢Bc "natural" e uma das dificuldades na implementagdo é justamen-
te obter uma indexagdo conveniente. Também a competéncia entre
os fndices locais e globais nic é tdo simples. A introducfo das

matrizes de incidéncia facilita a montagem, tendo este conceito

sido oculto na simplicidade da presente discussfo. Incentivamos

o leitor a consultar a Ref. [12], onde o caso geral & examinado.

5. Propriedades da aproximasgao por elementos finitos

J4 lembramos acima uma outra técnica de aproximagdo, a da
expansio em termos de auto-funcgdes., Com esie método, passa-se de
uma -equacic parcial para uma famflia de equagtes diferenciais or-
dindrias desacopladas. Nosso problema, sendo pdo-linear, nao se
tem a menor chance de chegar a uma situagio td3o simples. Porém,
mesmo a parte linear de sistema (4.15') ou (4.37) §é acoplada, ja

que as matrizes T, , Uy e Ry nao sdo, em geral, diagonais.

£ natural nes perguntarmos entzo, se vale a pena procurar
uma base que diagonalize simultaneamente mh s Uh e Rh . Suce-—
de que uma tal base nZo apresentaria certamente as caracterfsticas
do esguema construido na segdo anterior e que passamos a descre-

ver. (0 leitor é instado a cotejéd-las com as propriedades de uma

base de senos e co—-senos, ou funcdes de Bessel, por exemplo ).

{a) A construgZo do espago Vh independe, até certo ponto,
do problemé abordado., Melhor dizendo o mesmo espago

Vh ¢ ainda ¢ contexto correto para muitos outres problemas, ¢ gue
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propicia a utilizag¢lo de programas automdticos ja existentes numa

biblioteca.

{p) Apesar de nHo termos a ortogonalidade, as fungoes
{Qj] s8o "quase ortogonais", j& que, por terem o su-
porte centido em, no méximo, dois elementos, as matrizes mh s

b, e Ry tém uma banda estreita.

{c) 0 calcule das fungodes éj , bem como a construgdo de
u, , » combinagiio linear dessas Qj , & todo feito a
L
nivel de Yhardware" , sendo assim eficiente e preciso. Por ou-

tro lado, sd com o cdlculo dos coeficientes de u, 4, com relagdo
b
a {ﬁj} ja temos muita informagdo, os valores de u, 4,  nos mo-
3

dos xj.

(4} Se desejarmos uma precisfo maior numa sub-regifo de Q ,
podemos refinar apenas os elementos desta sub-regifo,
deixando inalterados os demais. (A implicagdo "refinamento = pre

cisdo" , que & intuitiva, esta implicita).

Resta agora responder a quest@o fundamental da aproximacao,
qual seja, a validade de (4,2). Denotaremos por
(4.53) 6 =min {nJ ,
e €7

e para v € Hl(Q) . definiremos ﬂh(v)

1

Vi 3 Vh por

(4.54) vh(xj) = v(xj) s 3= 100N

Entdo, para .toda fungao w € ¢?(n) , vale (ver [51)
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h2
(4.55) |w - rrhwll s Clw) I .

Sendo CZ(Q) denso em Hl(n) , com um argumento tipo 2e
se conclui ser possivel aproximar um elemento arbitrdrio v € Hl

v € Hl(n) por elementos de {Vh} , no sentido forte de (4.2),.

Uma (1tima observagio: o resultado acima nos mostra n3o s

que Hl(Q) & separavel, como também que as projecdes oritogonais

P, : HY(Q) - Vv, definidas por

!

{4.56) (Phu,v)l = (u,v)1 ’ ¥Mv eV,

satisfazem

(4.57) lim |u-Ppul, = 0, ¥ u e HY(N) ,
h-0

um fato a ser usado no Capitulo V.
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capiTuLo Vv

DISCRETIZAGEO NO TEMPO: PASSAGEM A0 NIVEL DO COMPUTADOR

1. Introdugso

Nogso objetivo agora é transformar o sistema diferencial a
que chegamos na secao IV.3 em um problema gue possa efetivamente
ser resolvido, com o emprego do computador; em resumo, gue 56 en-—

volva as quatro operagbes aritméticas.

Para isto, disgretizaremos as derivadas com relagdo a va-

riavel t que aparecem em {(4.15), usando as chamadas diferencas
finitas. Tal procedimento nos conduzira a um sistema linear de
Nh equagdes algébricas, tendo por incégnitas certas aproximagdes

dos coeficientes ui h» 12 1=N -ver (4.12)-(4.15) - .
]

Assim, para cumprir as etapas descritas na Figura 5, falta-
r4 apehas a efetiva implementagao do algoritmo num computador ele
trdnico. Nessa direcio, alguns resultados numéricos foram obti-

dos, sendo eles descritos na segao V.h4.

Escolhido M > O , um inteiro arbitrario, tomaremos como

passo,
(5.1) k = T/(M+1} ,
e os niveis discretos de tempo

(5.2) t,=nk , 0OsnsMil ,
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usando a notag¢iu descrita em (5.2) para valores de n ndo neces—

sariamente inteiros.

Para inteiros 0sj<gsM+l, serd conveniente empregar & ho-—

tagdo

(5-3) Ig = {‘J’ j"’ls'-l,q—l,q] ’

e, dada uma func¢io arbitrdria s, definida em I, denotaremos

(5.4) st = s(t) n € [0,M+1] .

As aproximagdes que vamos calcular sac fungles
2
(5.5) Ugmx €0 (I;v.)
para as quais sera demonstrado que
(5.6) Ue’h,k +u, se (en,k) = (0,0,0) ,

num gentido a ser precisado posteriormente. Tals fungoes, nés as
. . M
definiremos congtantes em cada intervalo [tn,tn+1), n €1 ’
o

assim que elas ficarao caracterizadas a partir apenas dos valores

n n
(5-7) 4] = Ue,h,k

Estando ¢,h e k fixos, a partir de agora suprimiremos o0s

indices, como em (5.7).

Apresentamos, nas férmulas que seguem, a notagdo que utili
zaremos para as diferengas finitas. Em teodas elas entende-se que
k 0 e que a fungao s possui a regularidade exigida para o
emprego da expansio de Taylor que garante o comportamento assin-

tdtico indicado:
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s{t+k)-s(t)

(5.8a) 2, s(t) = = = s'(t) + o(k) ,

Gy e s(e) = Sy o)

(5.8¢c) 4, s(t) = BS(t)_QS(t_Zi+S(tH2k) = st(t) + 0(x?),
(5.84) °i S(t) = s(t+k)—2z;t)+s(t—k) o) + 00D,

Necessitaremos também da média ponderada

(5.8e) MP s(t) = ps(t+k)+(1-2p) s(t) + ps(t-k) = s(£)+0(x%) ,

0 =ps=s 1/2,

Observe o leitor as relagdes

(5.8£) 557 = (o™ + s /2

(5.8¢g) 228" = (o, 8" - 28" 1) /k = 2(8, 5" - 2,8 1)k,
(5.8h) dksn = (Bbksn_l - bksn"e)/2 = bksn—l + kbisn-l .
(5.8i) 2s” = 8/ sh1/2 s (tn,1/p) o(x%) ,

e ainda gque
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(5.83) b, s{t-k) = s'(t) + 0(k) .

2, Umn esgquema nZo-linear

Reecrevamos (4.10). , elimirando os indices,
]
(5.9) p(l,w)y, + A (usw) + A (sw) + (W(wel(u),w) =

=(E,w)1, MwEY , LtLEI |,

h

e cbservemos que, baseada em (5.8}, uma bhoa discretizaglo de

(5.9) seria

(5.1o)n p(bi Un,w)O + Ae(Un;w) + Av(ﬁkUn;w) +

' M
+(¢(Un)°p;:(6kUn):w)o = (Enrw)l y ¥ wE vhs n € Il ’

pois ela implica, suponde U = Ua h.k suficientemente regular,
$Ey

que

(5.1, e(Tw), + A (U%w) + A, (U%w) + (4(UDey(U™),w), =

= (En,w)1 + (e%,w), ¥ w &V ¥

ht B €1

com e = 0(x%). Ou seja, que U satisfaz a equagdo aproximada
(5.9), a menos de um erro da ordem de k? , Dpara og niveis

_ M
t—tn, nell.

Estd claro que sendo U seccionalmente constante, ndo te-
mos (5.11), mas ainda assim podemcs sistematizar o raciocfcio

acima, fazende o caminho inverso: consideramos uma gsolucao exata
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de (5.9), suposta suficientemente regular, e verificamos que ela

satisfaz (5.10) a menos de um erro da-ordem de k°. Diz-se

ket ¥
ent3o que (5.10) é uma discretizacio de (5.9) consistente, sen-

do sua precis3o local da ordem de =

-~ -~ ¢ .
A equacdo (5.10) envolve tres niveis, thel r by s baage

E nio poderia ser de outra forma, devido a presenca da’derivada
segundz de u em (5.9). Por outro lado, sendo a aproximagio pa

ra u de segunda ordem, é natural tolerar para u um erro também

quadrdtico, com relagdo a k, daf tomarmos 5y g como aproxima-

~ * 1
¢A0 para u

A idéia é que este sejz um esquema evolutivo ao longe dos
niveis t, » sendo vl calculada a partir dos valores UY ,

3 e Ig. Como a equacdo (5,10) pode ser reescritaz ha forma

(5.10), p (UM w) )+ kA, (U ) /2 4

+

K2 (Ul (U2 — P2k, w) | =

kz(En,w)l - kZAe(Un;w) + p(2Un—Un_1,w)o +

+ kA (U “Liw)/2, vwew, n €1y

vé—ge que, em cada nivel tn s (5.10')n é eguivalente a um sis-
tema algébrico nio-linear de Nh equactes nos coeficientes de
™ com relagdo a uma dada base de V ; ¢ o raciocinio ja dig
cutido no Capftulo IV, A nio linearidade é devida ao termo

w;(ﬁk ") ¢ é ela que nos separa do cumprimento da promessa fei-

ta no segundo pardgrafo de V.1: chegar a um sistema algébrico

linear.
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Existem, contudo, métodos iterativos extremamente eficazes
para a resclugdo de (5.10), que nos permitem considerar sua solu

¢80 um problema resclvide a nivel do computador, e definir o se-

guinte algoritmo de aproximagdo para a (IVE):

ALGORITMO 1. Escolhidos € > 0 , o espago ¥, e um inteiro
M>0, e sendo k(M+l} = T, calcule-se U como

a fun¢do-escada, constante em [tn’tn+l) s caracterizada por:

e v

h +

(5.12) (W,why = (ugow)y , *w € v,

(5.13) (Uhw)y = (ugtov W)y, ¥ w eV

h t

M
1

e como a solugdo ™l ge (5.10)n , para n-1 €I
Duas questdes devem ser postas a esta altura:
(a) Pode efetivamente (5.10')n ser sempre resolvida, isto &,

pode o sistema discreto eveluir em todos os niveis tn R

M
n € Il ?
(b} Verifica-se de fato (5.6), a convergéncia de U para u?

Estas questles podem ser respondidas (afirmativamente) mas

as deixaremos em suspenso até a secglBo V.7,

3., Un _esquema linear

A partir das observagfes da se¢do anterior, jd antevé o

leitor uma das alternativas que se nos apresentam: utilizar no
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termo ndo-linear, em lugar de & " , a discretizagao den

definida em (5.8¢c). Continuamos simulando a equagéo {5.9) com um

erro da ordem de k2 , mas estamos agora com um problema linear:

(5.14) p (32 UPw), + A (UNW) + A (6,U%w) =

= (B%w)y ~ (W(UMel(@ UM, w), , ¥ wEV

ou seja,

(5.141) e (U W)+ kA (U /2 = K2 (ER, W) -k2A (U7 5w)
n v . 1 e

o}

+ oo™t o+ kA (U “Liuy/2 -

[¢]
- PN @ (L3040 4 UPTR0/2K) W)

-V-wevh.

Aparentemente, sob o ponto de vista computacional houve

uma troca entre esforco e meméria: trocamos um problema que envol-

ve 3 niveis, mas a6 pode ser resolvido iterativamente - logo com
um grande volume de cdlcule - por outro, que pode ser resolvido
diretamente, sem iteracles, mas que exige a armazenagem dos valo-

res de U em 4 niveis: de t a % Nz realidade, o sis-—

n+l*
tema (5,14') regquer a armazenagem simuliinez de apenas 3 niveis:

n-2

n—-2

porgue, calculado o 22 membro de (5.14')n , U pode ser descar

tado, passando-se zo calculo de ™1, por outro lado, durante

todo o processo iterativo para o calculo de Un+l

através de
(5.10')n s, necessitamos manter simultaneamente armazenados

-1 g . .
ut y U e pelo menos um dos sucessivos iterados U?g% {ver

Fig. 7).
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ALGORITMO 1

Ul’l+ 1

Subrotina que calcula s

dados U, it

h 4
APROX.

2
INICTAL =

v

A

L
"SOLUCKO" DE}
(5.10") v

{Uso DE V°,v",v2]

0K

“

(a)

ALGORITMO 2

Subrotina que calcula Un"':L

dados U, utTl, y-2

Un—2 Un—l Un

2¢ MEMPBRO
DE (5.15")
[UsO DE V°,v5,ve)

;

V1 — y°

VZ —_ Vl

-+ B

SOLUGAC DE
PX = B

)
=y

(b)

Fig. 7
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S=guindo uma tradigio herdada dos esguemss gue discretizam

todas as varidveis independentes com diferengas finitas, diz-se

que (5.14) define um gsquema explicito: & que o termo elftico A,

nio atua sobre UZTL,

Por razbes justificadas a posteriori, consideraremos tam—

bém os esquemas ditos implfcitos:
2t D, n, _ n -
(5.15)n,p p (U W) + A (MU 5w) + A (8, U%w) = (E7,w)g
~ (WU 2 (a,U"5w),w),
M
Now E_Vh , n € Il, p € (0,1/2].

Esta claro que (5.14) nada mais é que (5.15) para p = O.

Por outro lade, escrevendo-se (5.15) na forma

(5.15'), o (UML) + ks (U Lw) & kA (0P w)/2 =
P e v

o]

kz(En,w)l - (W(Un)wé(den),w)o -

K2A_([2-p] U? + pU™liw) +

+ kA (U w2,

e nos reportando acs cdlculos da segac 1IV.3, fica evidenciado

ser a matriz do sistema (5.15') dada por

_ 2
{(5.16) Ph,k,p = My + kuh/z + K°pRy
que é simétrica, definida positiva.

Por conseguinte, estd bem definido o
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ALGORITMO 2, Escolhidos € > 0, o espacgo V, , um inteiro
M >0, o parametro p € [0, 1/2], e sendo
k(M+l) = T, defina-se U como a funglo-escada, constante em

[tn, tn+l)’ caracterizada por vt e Vh I

(5.17) (U, w)y = (u,,w)q
(5.18) (Ul,w)l = (uo+kvo,w)l ¥ow eV,
(5.19) (V¥ W)y = (u+2kv_,w)q

e a solugao yn+l de (5.15) para n € Ig .

hat ]
Um aspecto deve ser mencionado: de nivel para nivel a mu-

danga no sistema linear algdbrico a ser resolvido & apenas o 22

membro. Assim, a matriz Ph,k,p é triangularizada de uma vez

por todas, sendo efetuada em cada nivel apenas a parte mais eco-

ndmica da resoluglo.

4, Resultados numéricos

Implementamos o algoritme 2, tomando os espagos V de

h
elementos finitos quadrédticos, com 3 nds, descritos em IV.4, Em
todos os exemplos, escolheu-se uma partigido regular de 5 elemen-

tos, de sorte que

h=1/10, N =11 .

A fungio w_ foi aquela descrita em (2.5), tomando-se pa-
ra 0s parametros ¢ e p os valores

e =107, p=1/4.
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Exemplo 1, Na auséncia do termo ndo-linear, a (EVR) descreve o
movimento de uma barra suijeita a forgas de tragao ou
compressaco. Trata-se dg um problema bem conhecido, que pode for-
necer os primeiros testes para verificagHo tanto do modelc como
do programa de computacdo. Assim, neste primeiro exemplo, estuda
mos uma barra engastada (fixa no extremo x = 0) e sujeita a uma
forca de tragdo F = 1, aplicada no extremo X - £. N3o se con-
sidera a forga de massa f , o gue significa, fisicamente, tomar
s barra na posicic horizontal, desprezando-se a flexac vertical.

Tampouco se leva em conta a resisténcia do solo, assim que

Por fim, os valores tomados para o comprimentc, a Zrea da secdo e

o coeficiente de elasticidade da barra foram

£=10, §=1, a =1,

e fizemos o coeficiente de viscosidade variar:

(i} a, =0 (elasticidade perfeita, nenhum amortecimento),
(ii) a, =1 (algum amortecimento),
(iii} a, = 10 (grande amortecimento).

0 gréifico das aproximacfes gue calculamos para ulf,t) ,

com k = 1/10 estd nas Figs. 8 e 9.
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u{f,+} r
20. < —
°'Oo F(t)=1., +t=20; S=1,
Aﬁ{h AQLA;&%R £=10.;ae=l.;av=var.
0 a /ar =
/86 Deslocamento %{o A a /a = C
10, 88 g(caso eatatluo) . e/dV = 0.1

éff Lo o ‘Bip

g
A{{ﬁ? . B%Q A AA A b ﬁ%{g/

el 10. 20. 30 ql#//

FIG. 8
(&£/2,t) o ae/av = =
3. O°o1r003050°ﬁ%%
] o
T. &f’o 0-0D 000 L6 o0 odo—0g0
L o002 QQnQJQJlQL
0. 5 10, 15. 20 25. 30, 35, t
FIG, 9

(i) A coincidencia entre os valores calculados e os da solu

¢80 exata (fungio-serrote em linha cheia) é aprecidvel.
Calculamos também a tens3o no ponto médio x = £/2 , +tendc os va
lores obtidos apresentado o comportamento eldstico esperado {note

que as '"ondas de tens3o" percorrem a barra).
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(ii) O perfil de wu(£,t) mostra uma variagfo acentuadamen-

te menor gue no caso eléstico, comt era de se esperar

devido ao efeitc da viscosidade; observa-se também a tendéncia de
u para atingir o estadc estaciondrio de equiiibrio (u = 10,

logo au = F).

(iii) O efeitc amortecedor da viscosidade é forte, fazendo
com que o estado estaciondrio seja rapidamente atingi-

do.

Exemplo 2, ©C sistema solo—estaca feci tomado com as seguintes ca-

racteristicas:
a, = 100; a, = 1/10; ke = 1/10; k, = 1;
6 =107 ¢ =12/2; £ =10; S =1.
Definiu-se a forga externa como
t/5 0=+t =< 10
F{t) =
2 t =10 ,

k =1/20 .
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u( =t} ..
Teoria quase-estatica
i Ooooonnuuu T 0
OJ
o)
5. .
C
0
D
0
o
L
Q oT
10. 20, 30.
Fig. 10

Na Fig. 10, o©s valores obtides para o deslocamento da ex-—
tremidade, u{f,+), s20 mostrades e comparados com os valores da
situagdo quase estatica i.e.,, aceleragEo nula, Também neste exem

plo, o hom desempenho do modelo e do algoritmo estd patente.

Exemplo 3. Esta & a verificac8o crucial do trabalho a*é agui de-
genvolvido. A forga F agora se assemelha mais a que efetivamen-
te exerce o martelo de um bate-estaca, conforme s descrigao na
Fig. 11, onde superpdem-se ¢s graficos dos deslocamentos de ambos
o8 extremos da estaca. Com a excegdo de a, = 1 e p=1/10CG

todos os pardmetros s3o os do Exemplo 2.

Merecem ser mencionados os seguintes aspectos dos resui’
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dos, todos eles evidenciando uma excelente concordancia da simula

¢Bo numérica com o fendmeno fisico.

(i) Defasagem entre u(0,t) e u{f£,t) -~ o golpe do mar-
telo leva um certo tempo para se propagar até a extre~

midade oposta, ja que a estaca ndo é rigida.

(ii) Repuls3o da estacas pelo solo, depois que a forca do mar

telo deixa de atuar - é a propriedade elistica do solo.

{iii) Decréscimo da penetracgio correspondente a cada golpe do
martelo, até eventualmente ser igualada pela repulsdo,
tendo-se atingido ¢ estado estaciondrio — a "finca" na linguagem
dos operdrios da construgdo civil. (Abrimos aqui um paréntese

para condenar o arrocho salariall)

5. Resultados tedricos — estabilidade do algoritmo

Destinam~se esta segac e a seguinte a expor as propriedades
matemdticas do Algoritmo 2. Mals precisamente, deduziremos gue

valem, em L2(I;H1(Q)), os seguintes limites fracos

lim | Ye,n,xk =9 ¢
¢+0 _

(5.20) n0 | %k Ue,h,x TV
x40 | ,2 o

¥ Ugn,x =9

sende u a soluglo da {IVE). Este resultado responde a questio
ainda parcialmente em aberto sobre a existéncia da solugfio da
(IVE).

Vale a pena lembrar gue nem todo algoritmo se presta gimul
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taneamente a uma demonsiragio construtiva de existéncia e g uma
eficiente implementacZo. Tal & o caso, por exemplo, do algoritmo
de Buler para equagles ordinérias, cujo desempenhc computacional

é pobre.

Adaptande agora a notagdo usada em (3.1) para a discreti

zagdo (5.14)n s Eescrevemos

(5.23) 8, (Uhv) + 7 (Uv) = &, (U%5a, U7) + J (o a4, U")

¥ v € Vh ’

. Tl - .
ou seja, de ¢ o ponto de minimo em Vy, do funcional convexo

n. no'
wk Un(') = @k(u ") + JS(U H ) .
H

£ natural que, a esta altura, temha assaltado o leitor a
sensagdo de que estamos "re-complicando" o problema., A inequacao
ndo-linear (5.23) ndo dad de forma alguma a visio algoritmica do
esquema gue & tao transparente em (5.14'), sendo diffcil expli-
car {e Jjustificar) a evolugdo do esquema numérico, a partir ape-
nas de (5.23).. Nosso objetivo &, porém,reconduzir (5.14) a uma
forma a mais préxima possivel da (IVE), para abordi-la com o mes

mo instrumental matemdtico dos Capitulos IT e III.

A partir do que j& expusemos, estd suficientemente eviden-

ciado - cremos - qudo imprescindfivel & obtermos estimativas a

priori: ¢é nelas que repousa toda a andlise desenvolvida. E sio
novas estimativas, agora para as solugOes aproximadas Ue h.k °

. H ’
que vamos agora procurar.

Assim, escrevemos (5.23%) na forma
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(5.24) p (2 U7, v-dy U) + A (8 U7 veaq) UP) «
£ A (8 U v=qy UM) + T (Uv) - T (Ve U7)

M

= (En,v-den)l “vEV, , neri;.

h

Como o caso p = 0 necessita ser tratado a parte, no que

segue suporemos sempre p # O,

Seguinde o objetivo de obter uma desigualdade semelhante
a (3.23), escolhemos v = den - BkUn para, fazendo uso de

(5.8f)-(5.8g), chegar a
-1 n n-1
5, UP—p, U 5, U, U
(2.25) p (H—E , B 4 & (Pums 5, U) 4

Il
A (s, U8, U7) = (7,5, U7) +
- n n — . n
+ T (U9, U - 5, U") Je(Un,de ),
e a partir daf

> a2
(2.251) pLIo UR 15— |2, U 23 2k + pla (U utt) o

-1, n-1
- a (U u ek + o8 (5, 0P8, UR)
s (2-p) A (W8, UM + BT 8 U7
+ cIUn+£lO lékUn| .

As técnicas jé& exaustivamente expostas sdo usadas nestas

desigusldades e, apds somd-las (2 sn sq = M), venm
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2 +1,2 o n,2 . 9 n;2
(5.26)q ]kaqlo + [V o+ nzz k|8, U% ] = Kl[nfz k{UET ] +

2 2
I Iy N Il B 1 D

M

2
|UhT1, qer, .
1

Da forma como calculamos Uo, U1 e 7U2 s — ver
(5.19)-, & evidente que
. 1,2 2 1,2
(5.27) o, 1S + [P IT + HUty = K,

com K, dependendo s @ u, e v, . Por outro lado,

M 2
lim I kIEnli =115, + |FI%,
k-0 n=0 LA(1;15(a)) 12(I; R)
assim que (5.26) implica
2 | 1,2 q n 2
(5.28)q |kaq|0 + [T+ nEZ k| .U ;1 <

q n,e
< K, (1 + T k|U|T)
3 n=2 L7

gque, escrita na forma
+
T g2 q+1,2 g+l 2
(5.28) 12, U S + jUIH| + It |5, Ul5(t)at 2
‘ 2
t +1 2
= Kg(1 + [ T julf(e)at)
2

(5.17)-

justifica a aplicag@o do lema de Gronwall para conclulrmos:
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. U
(5.29) Pl ez T Y et )

+|6U = K

k lL2(I;Hl(n))

onde a constante K varia com u_, v, f, F, & e T, mas nao

o!

com e, h ou k.
A estimativa (5.29) corresponde a¢ Teorema III.5.3.

Adaptamos agora as passagens que nos levaram a (3.34)}, na
forma que acabamos de expor, escolhendo v = den - biUn e usan-

do (5.8f)-(5.8g). Obitém-se destarte

Il--l)]

’ 2. N2 n
(5.30)n plka |0 £ 2{Av(ka ) - Av(ka <

s (2%,0, 0% ~ o, UMY /k 4 g (U7, UM) -

- Je(Un;biUn - den) -
- a_(MPU% U~ o, Uk

A férmula de integraclo por parte que usamos antes, temos
de substitufi-la agora pela correspondente
R-1 R-1

(5.31) j=§+1 aj(bj+1—bj} = - j=g+l(aj+1 - aj)bj+l + agbp=a.bys

dita férmula de adigdo por parte. Assim, somando (5.30)n para

2sn=sqg-1l=DM obtemos



~88-

3
(5.32) 6 k220712 + 2(a (2, 08) - A (5,UT)} =

¥

n=2

q q _ _

sc I x|Us|y [20R_ + T k(p, E™F, 0,07
n=2 n=2

1 1
+ (E9, oy UN)y + (BT, 3, UT)g

9 n-1 n-1
+8, T k|MP o UTTT[L oy, URTT + B IMEURH 12, U5,

€ oo K

que nos permite chegar a uma estimativa semelhante a (3.,35). Es-

te resultado, nds o Juntamos a (5.29) no enunciado do

Teorema 1 (Estabilidade)- Existe uma constante K > O tal que,
qualquer fungdo U = U_, . calculada
H >
pelo Algorftmo 2 (p£0) verifica
2
j

. U
(5.33) (U] *k |L2(1;L2(0))

i)
L*(;ut(a)) o ]L?(I;Hl(n)) )

+ | 8 U < K

L (1;u1(0)
Enfatizamos a independéncia de K com relaglo aos 3 pa-

rametros ¢, h e Kk,

Na terminologia corrente em Andlise Numérica, um algoritmo
para o gual se obtém estimativas a priori & dito estavel. Esta
propriedade nos assegura que os erros fatalmente introduzides na
sua implementagdo - imprecisio dos dados, arredondamento, etc -
nao sdo amplificados, por menores que sejam os parametros de dis-

cretizacao considerados.
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6. Resultados tedricos - Convergércia

A compacidade, no sentido fraco, dos conjuntos fechados e
limitados em L2(I;Hr(n)), r=0 ou 1, garante a existéncia
de fungdes U,V € LZ(I;HI(O)), Woe L2(I;L2(Q)), tais que para
uma certa subseglidncia de Ue,h,k s se verificam os seguintes 1i

mites (fracos):

(5.34) E:g Dg Ue,h,k = Y ’
O Ye,n, = W -

Conforme Jj& observamos, o fato de termos diferentes espagos

Vh nos impede de obter a convergéncia forte como no Capftulo III.

~

. . ~ -’ .
A primeira questfio a ser abordada é se U & derivavel e

U= ﬁ. Comegamos operando com v , Qque satisfaz
T . T 2 1
(5.35) j (¥,2),dt = lin J (3, U,2)jat , ¥z € LA(T;HN(0)).
o e,h,k ‘o

Por outro lado, a férmula de adicdo por partes (5.31) nos dd, pa-

ra 7 € Ci(I;Hl(Q)), nula nes extremos t =0 e t=T,

T M n tn+1
[ v, 2qat = = (o ¥, [ z(t)at),
0 n=0
n
M tn+l T
=-3 (U f b, z{t)dt), = - f (u, a, z), dt .
’ k 1 k “/1
n=0 tn o}

Tomamos o limite para o primeiro e o Ultimo termo nesta cadeia de

igualdades, levando em consideracdo (5.25),para deduzir que
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T T ..
(5.36) J (V,2)qdt = -J (T,2)qat
[¢] (o]

gqualguer que seja Z nas condicbes acima. Esta propriedade é,
aparentemente, mais fraca que aguela expressa ha definigdo de de-
rivada que adotamos no Capitulo III (por isto mesmo, s&o elas co-
nhecidas como derivadas "fraca" e "forte", respectivamente). No
presente contexto, porém, & facil concluir a equivaléncia destes
conceitos, sendo a verificaga@o no caso geral exposta com detalhes,

por exemplo,na Ref. [G].

Exercicio 4. Verifigque que a derivada "forte™ de U §é V.

Assim, podemos concluir gque V =U e, sendo a de-

monstragio de que W=V = U andloga, reformular {5.34):

(5.37) Lin - Uen,k = U ¢
e &

h-0 % Ye,n,k = U °
k=0 2 _®

SRS

Pambém as condigles iniciais n3o podem ser tratadas de uma
forma tao direta como na segae III.6, Seu enfogue, contudo, da mes
ma forma que na obtencao das estimativas a priori, requer basica-
mente uma conveniente escolha de fungdes—teste, Trata-se novamen

te de obter um resultade pontusl a partir de um limite fraco.

.

J4 se tem a continuidade de U e U, pelo Teorema de

Imersdc II.2.3%, sendo honesta a integragdo por partes em

T .. T = n T
(5.38) JO (U,2),dt = “Jo (U,2),at + (U(t), 2(£))1 3

com z € Cr(I;HL(a)).
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Mas por outre lado,

M t .
T (Un’ J n+1l Zd_t)l -
n=0 t

M
T k(U5 2%)., =
0o 10pd )y

13

T
(5.39) J (U,i)ldt
(o]

n

" |
n+1 T
—ngok(kan,z )+ (U(t),2(8))1 350 =

"

T . T
- J (ka’Zk)ldt + (U(t),z(t))1]t=o ’
o

»

onde Z, (t) é a fungio-escada que coincide com Z em t, e &
constante em [tn,tn+l), n € Ig. Observamos que Z, *+ Z no sen
tido da norma de Lz(I;Hl(ﬂ)). Para nos descartar dos valores no
extremo t = T, basta escolher Z com Z(T) = 0, e para usar as
informacdes que temos sobre U(0), isto é (5.17), devemos ter
z(0) € v,. Assim & natural, dado w € Hl(ﬂ) arbitrario, escolher

Wy € Vh satisgfazendo

i
(o]

lim |w, ~w|, =
o 20t

e usar em (5.38) e (5.39), Z(t)

(-t) w/T e zZp(t) =

{(T-t) w /T , respectivamente, tomando nesta Ultima o limite em
h

¢,h, k. Obtemos

T .. T ~
(5.38") [ (@z)aat = - [ (T,2);8 - (U(0),w)y
Q o}
e
T ~ & T~
(5.39) [O(U.z)ldt - _JO(U,z)ldt - (u,w)y

do que resulta (o) = u,

A verificacgio de que ﬁ(o) = v, é idéntica.
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Por fim, falta verificar se U satisfaz a (IVE). Tal fa
to pode ser mostrade diretamente, como na Ref, [10]. 0 tratamen
to é, porém, mais envolvido gue aguele da secBo ITI1.6, devido ao
aparecimento de termos bilineares do tipo (bi U?’v—den)o , On-

de ocorre apenas a convergéncia fraca para ambos os argumentos.

Tal n2o sucede na (EVA)8 p+ FPodemos entao, para encurtar a pre-
H
sente exposigdo, fixar € > 0 e tomar, na equagio (5.15) que de

fine o Algor{tmo 2, o limite em h e k, concluindo que

= lim U ¥ > 0
Yo Tk ebk] ) ’
e a partir dai, gragas a (3.17) ,
(5.40a) U,k = U >
{5.400) iig ﬁ?ﬁio 8, Ue,h,k =u ,
2 T
(5.40¢) b Ue,h,k =1 .

Pode-se mesmo concluir que os dois primeiros limites se verificam
no sentido forte em L2(R£ T)’ sendo os detalhes da demonstracgao,
H

mals elaborada gue no caso continuo, apresentados na Ref. [107.
Resumnimos ageora os resultados obtidos {ou mencionados) ao
longe da exposic¢do no
Teorema 2 {do Bate-Estaca) - Sejam, para T>0 e &£>0, Crfinitos,
0= (0,8}, I=(0,7), R = OxI,

e sejam dados
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u v, € HY(0) ,

O’

£ € 13(1,12(R)), com % € 12(1,1%(n))
2 : 2
FEL°(I, R) , com F € L°(I, R) ,

arbitrarias, bem como constantes positivas

By aep ke, a k [ ’

v Tv?

quaisquer. Entdc existe uma Unica fungdo

u € L2(1; ui(a)) ,

tal que

a € 12(1;u%(n))
i€ 12(1; Hl(Q)) ,
gue satisfaz as condigdes iniciais

u(0) = u_ ,

u{0)

i
<

e & inequagac variacional de evolugdo
&

£ L
p JD {(v-u)Udx + a, JO (vx—ﬁx)uxdx +oa Jo (vx—ux)ux dx

+ kg u(0)Lv(0)-1(0)7 + k 1(0)[v(0)-u(0)]
L

+ ¢ I (xtu-2) H{x+u-£)(]vi-|0l)ax
0

H

£
> j {v-0)fax + F(£)Iv(0)-u(c)]
° vve H(n), t €1 .



-5~

Tal fun¢do u +varia continuamente com os dados Ugs Vo 0

f e F, e seus valores podem ser calculados através do algorit-

mo 2 (p > 0), que fornece aproximagdes U_, , Para as quais
H L

.

U - ul =0
G,h,k L2(R) ?
lim | A
e=0 o, U - u =0
h-0 L4 k G,h,k LZ(R) ’
k-0

T(bZU - i,z).dt = 0, ¥z €L2(1;HN(0))
JO xVe,h,x ~ 42),dt =0, ; .

7. Apéndice — Exercicios Proposios

Nesta segao, faremos algumas observag¢oes e complementaremos
as idéias acima expostas, na maioria das vezes apenas lndicando o
caminho a seguir, deixando a elaboragdo como exercicio, A supres-

s3o de sua leitura nic afeta a continuidade.

Exercicio 5 (Estudo do Algorfitmo 1), Efetue na equagdoc (5.10)

a substituigdo de

Ae(Un;w) por Ae(Mﬁ ™ w), 0<p=1/2 .

a) Verifique a existéncia de T3> 0, tal que se k<1, a

equaclo obtida tem sempre solugdoc (imica).

b) Para este algoritmo valem estimativas ainda mais fortes

que (5.29) e (5.33), a saber:

Para p > 0, uma estimativa independente de T ¢ deduzida,

operando exatamente como fizemos para chegar a (3.19).
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Para p € [1/4, 1/2], a identidade
kA (M) U8, UT) = (prl){Ae(Un+l/é) ~ Ae(Un"l/z)]
+ (1-20) (A, 072 UH/2) _ a2 0Pt/
nos conduz a uma estimativa também independente de T.
¢) Deduzir a convergéncia deste Algoriimo e
d) implementa-lo.

Exercicio 6 (Algoritmo "Predictor-Corrector"). De fato, 0s re-
sultados numéricos apresentados na seg8o 4 foram ob-

tidos ndc com o Algor{tmo 2, mas com 0 esguema tipo "predictor-

corrector gue passamos a descrever. (Por razdes diddticas é que

preferimos conduzir a discuss8@o em torne do Algoritmo 2)

ALGORITMO 3. Escolhidos ¢ > 0, o espago V, , M>0 e

p € (0, 1/27 , com x(M+l) = T, calcule os valor-
res U%, n€ If da funcdo-escada U € LZ(I; Vh) , constante
em [t , tn+1) , pelas relagbes:

(1) ; (UO:W)l = (uO’W)l
¥ w € Vh

(ii) (Ul,w)1 (uo+kv0,‘.\r):L

e, para n € I¥ ’ ptl deve satisfazer
(111)  p(df UP,w)y + ALOR UPw) + A (3 U w) +

+ ('LP(Un)Cpé(f)k Ur(lo)):w)o = (Enyw)l » ¥ w € Vh N
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onde g+l ogn-l
5. UR .. = o)~ 7
k “(0) 2k
sendo Un"'1 uma primeira aproximagdoc de Un+l adrede calculada por:
(0)
UBEY - 2u™ 4 pPlL -
(1v) (" ) g+Ag (BUTS T+ (1-2) UM o0 L)

k
+ Av(ékUr(}O); W) + (@(Un) fpé(ka _1),W)0 = (Engw)l ]
¥ow € vy o

Ohserve que este esquema
(a) +tem precisfc local da ordem de k2 3

(b) exige para avangar cada nivel a soluglc de 2 sistemas

lineares {ambos com a mesma matriz, que também nic va-

ria de nivel para nivel);

(¢) requer armazenagem de dados da mesma ordem que o Algorit

mo 2;

{d) calcula U2 através de um procedimento certamente mais

preciso que a expansdo de Taylor usada em (5.19).

Na Ref. [10] +tal esquema foi analisado. Naquele trabaiho,
a estimativa para as diferengas finitas de ordem 2 se deteriora

quande € -~ 0.

(e) Mostre que isto nfio precisa necessariamente ocorrer,
bagtando que utilizemos funcdes ®, como aquelas des-

critas no Exercicio 3, secdo III.3.
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(f) Uma outra alterrativa para a andlise deste esquema &
operar com as ineguagles variacionais equivalentes, co

mo fizemos neste cap{tulo. Desga forma, podemos chegar a uma es

timativa independente de € , mesmo que suplmg(x)le com

x
¢ | 0 (situaglo mais propicia que a descrita em (e), J4 que nos

dd uma regularizagio mais precisa).

Exercicio 7 (Relagdo enire os Algor{tmos 1 e 3). Podemos pensar
nas equacgoes (iv) e (iii) do Exercicio 6 como as
duas primeiras iteracdes do seguinte processo:

Passo O - Calcule U?$% através de (iv).

Passo j(j=l} - Calcule UL através da equacio obtida de
(¢)

Un+1

(iii) mediante a substituicBo de por

"

n+l n
. 5
U(J) e de I U(D) por
n+1 -1
e S 55 B v )
RS P

(a) £ este processo iterativo convergente?

(b) Na implementacio deste algoritmo, um critério simples de
"parada" seria
prl _ ogotl
(32

(J=1)_ < tolerancia dada .
| Un+l l K

(3)

Observe porém gue o limite (em J) de U?;% & necessaria-

mente a soluglo do problema ndo-linear descrito no Algorfitmo 1 -

equacido (5.10). Assim, um critério de "parada" mais coerente &
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exigir que U?g% satisfaga a equaggo (5.10) a menos de uma to-

lerancia dada.

Esta interpretagao dos algoritmos tipe "predictor-corrector!
serve também como Justificativa para ¢ melhor desempenho computa-
cional destes com relagido a algoritmes "atrasados™ (tipo Algoritmo

2)s ver por exemplo os resultados numéricos em [71.

Os algoritmos 1,2 e 3, para p = 0 serfoc discutidos no Ca—

pitule VI.
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carPfTULO VI

UMA SEGUNDA ABORDAGEM: OTIMIZAGKO

1, Definic8o0 do algoritmo

A técnica de regularizagZo nos permite passar de uma ine—
guacdo variacional para uma equacdc variacional, e foi para esta
ltima gque desenvolvemos a analise exposta nos Capitulos III e V.
C objetivo era reduzir o problema inicial a outros, mais simﬁles
do pontec de vista computaciconal. Mas, senm dﬁvida,teré o leitor
percebido que insistentemente voltdvamos a inequaclo quando ques-
t8es tedricas eram discutidas, fato que sugere um tratamento mais
direto da inequagdoc: sem regularizd-la, discretizar as duas va-

riaveis x e t.

Esta & a Justificativa heuristica do

ALGORITMO 4. Escolhidos o espago V, , um inteiro M >0,

p € (0, 1/21 , e sendo k = T/(M+l), calcule a

fungdo escada U € L2(I,Vh), constante em [tn,t n € Ig

n+l)’
etravés do procedimento recursivo:

(6.1} (Uo,w)1 (uo,w)l

M w E Vh

(6.2) (Ul,w)1 (u0+kv0,w)1

=

e, Dpara x €T



-100-

2. M Y1 P.n
(6.3), o2 U7, v-5,U")  + A UY v-8, UT) 4+ A (5, U v-5,U")

+ J(U%v) - J(Un;ékUn) =

> (En,v—BkUn)l, vy eV, .

Para justificar a possibilidade de evolugdc do esguema acima,

ou seja, que (6.3)n admnite sempre uma solucdo gL , dados
Un_l g , € mais conveniente manipular a expressao

1 n n,__ n
(6.4)n 29(5kU » v-8,U }o/k + 2kpAe(6kU jv~8,U )+

+ Av(akun;v—akun) + J(Uhv) - J(Un;ékUn) =
2 (B, v-8,U%); + 2p (0, U™ Lyv-0,U") /K +

+ 2kpA (0, U™ T ives, U7 - A (Uhv-5,0"), ¥ vev .

Para passar de (6.3)n a(6.4)n, fizemos uso da identidade

2. _ n n-1
(5.8g) b U7 = 208, UW - v U "1/k
e de

D N _ n n-1 n
(6.5) M U = 2kpl6, U -2, U1+ U .,

A relagdo (6.4)n pode ser pensada como tendo por incdgni -
ta b, UM que é claro, determina UL o partir de UL ., 0o

segundo membro-de (6.4)n envolve apenas termos ja calculados

no nivel n-l ou n-2.

Introduzindo B: H'(Q) x H'(a) R, j_: HY(B) »R e
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L Hl(n) +R , através de

n
(6.6) B(usv) = p(u,v), + K°pA_(u,v) + kA _(usv)/2
(6.7) 3 (v) = kI(U"yv)/2
e
(6.8) £ (v) = ~k{(E%,v); + kaAe(kan_l;v) -
- A (U2 - (),
na inequagéo (6.4)n obtemos
(6.9), B(BkUn;v~5kUn) + 3,{v) - jn(ékUn) + Ln(v—ékUn) =0,

¥ v € Vh .

Notemos que ¢ funcional B é bilinear, simétricc e con-

tinuo em HY(0) e a forma quadrdtica a ele associada

(6.10) ' Q{w) = % B(w;w)

é convexa, logo sua derivada Q' satisfaz

(6.11) @' (w)|v-wd); s a(v) -~ alw), ¥ v,w € Hl(n) .
Ademais, como |

_(6.12) (Q'(w)lz)l = B(w;Z) ,

deduz-ge de (6.9) , (6.20), (6.11) e (6.12} que
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(6.13) 0 = B(8, U%v-8,U") + 3 (v) - In(3, UM + t, (v-8,U")
5 % B(viv) - % B(5,U%0,U") + 3§ _(v) - 3_(5,U%)
2 SWVEVS =3 BLOY S Fdp\ VT Ot A
+ 1 (v) - Ln(ékUn), yvev ,
ou seja
(6.13'), Q(8, ") + 3, (8, UM + ¢ (6,U7) s
s Qw) + Jp(w) + 4 (w), ¥ weEvV .

Em cutras palavras, o funcional Q + jn + Ln tem em
BkUn um ponto de minimo absolute com relagio a Vh , desde gue
(6.3)n admita solugao.

Ora, a forma 2 ¢& coerciva, isto &, existe & > 0 para

o qual
(6.14) % Blwsw) = 6lwl?, ¥ w e H(q).

Portanto, Q ¢ estritamente convexa, conclusio também vAlida pa~

e & convexas. Assim,

ra Q + jn + 4 vigsto serem ambas jn n

n ?
Q + J, + %, edmite, no miximo, um ponto de minimo.

Por outroe lado, da linearidade de Ln e da continuidade
de 3, - ver (2.25a) - segue gque

[5,(0) + 4 (w) ] = K fwly . ¥wev ,

do que decorre:

2
% Blwsw) + J(w) + 2 (w) = 8lwl] - K lwl; | 4=,
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se lwll Y =. Infere—se daf que

n = inf {% Blwswl+d (w) + & _(w)] > —= ,
&y n n
Y=

Mas Vy € um espago de dimensfo finita, logo existe um ponto

W €V, onde o valor n = n{n,h) é assumido pela forma Q+3 + .

Desta feita, estd bem definido um outro Algor{tmo, no qual

g+l g obtido, para n € I » atraves dos passos (a) e (b).

(a) Calcule & U™, resolvendo o problema dite de otimi-

k orimi.
zaG¢A0
(6.15),, (8, UM + 4 (8, U7) + ¢ (5, U%) =
= inf {Q(v) + g, (v) + 2 (v)}.
vEVh

(b} Calcule
(6.16) - LML
Resta verificar que toda solugio de (6.15}n - ou (6.13')n - é

também solucio de (6.9)n, ou seja, satisfaz

(6.17) @' (6, UM | v=5,U™ + § (v) - 3 (5,07) +

+ 4 (v) - (8,0 20, %ve v,
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sendo o passo {a) mera reformulagac de (6.3)n no Algoritmo 4,

Escolhemos em (6.13')n uma fungao-teste que nos conduza a

(6.17%1, qual seja
w= 80" + Mv-8,U") = (1-2)5,U% + Ay,
com O < A= 1, obtendo
rn n n : n n
0 5 Q(8U" + A(v=-5,U")) - (8, U7} + J (5, U" + A(v=5,UM)) -
. n n
- Jn(ékU )+ hbn(v~6kU ),
do gue decorre, pela convexidade de jn s Que
19 Il ¥l . . I
0 = (8, U" + Mv-3,U7)) - a(8,U") + Mg, (v} - 3, (8, U") +
n
+ Ln(v—énU )y .

Dividimos esta desigualdade por » e tomamos » | O para chegar

a (6.17)n, pelo fato de ser v € Hl(ﬂ) qualquer.

A presente discussdc para Q + jn + 4 & um caso particu-

n
lar de uma situacio mais geral abordada, por exemplo, em [ 417 ,

Capitule II.

Adiaremos para a segio 3 a discussdo do passo (a), mini-

mizagio de um funcional ndoc~linear convexo em Vh'

2. Propriedades do Algoritme - o conceitc de estabilidade condi-

cional

A obtengdo de estimativas a priori para o esguema que aca-



~105-

bamos de‘definir, no caso p > 0, nfo traz dificuldades; pelo

contrario, apresenta as boas caracteristicas descritas no Exerci-
cio V.7.5. Assim, consideramos demonstradas propriedades de con
vergéncia andlogas aquelas obtidas para os trés primeiros algorit

mos, nem nos dando ao trabalho de enuncid-las.

Resta o caso p = Q. A discussdo gue se segue, pPor seu

turno, se aplica aos algoriimos anteriormente expostos.

Ja observou o leitor gue a dificuldade que surge quando
P = 0 provém do termo Ae(Un; v—ﬁkUn). Reescrevendo (6.3)n

com v = O, obtemos as desigualdades
n 2 ~1,2 n, n+l _  on-l
ello, U] - ]ka ]O} + A (U7 U Ty 4
+ 2ka (6, U%5 5, U%) + 2k (U3 8,U%) = 2k(E%, 8, UM);
que, somadas para 1 s n £ g £ M, nos dio
2 4 n,2 +1
(6.18)q plo, U2 + 20 nfl k|8, UM T + A (UL, U0 <
02 o, 11 4 n i}
< plo U7 |2 + Ae(U ;U™ + ZHElklE i1 |6kU 11
A relagao

a (02 = a (vhu?) 4 4 (u3uet - U

Ae(Uq;Uq) ¥ kAe(Uq;kaq)

aplicada em (6.18)q nos leva a
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q 2 2 02 0 1l
(6.19) p|kaq|§+nElk|6kUn!l+a.eIUq[1$p|ka |15+ A (U°50%) +

1 9 n;2 q L
+ o n§1 K|EZ|] + k8 |V IlEkaqi ,

e a dificuldade foi assim transferida para o termo kaq, que apa

re¢e com as normas no primeiro e segundo membro,

o € |'ilr
respectivamente. Mais uma vez lancamos mdo do fato de estarmos
num espago de dimens8o finita, Vh. As duas normas envolvidas s&o

portanto equivalentes, donde
(6.20) [vig = Ivly = s() Ivl, , wvev, |,

sendo 8(h) a chamada funcfo-estabilidade associada ao par

(L2,Hl}. Estd claro que S(h)t+e com h )} 0O e que, de fato,
s = s(v).
Tem-se entdo a desigualdade

2
8
1 2 2 2 2
kﬁe|Uq|1 ikaqio 53 {aeluqll + Ei k“ s(h) |ckUq|l} )

que levamos a (6.19}q para concluir
2

B o g
Yo _ e .2 2 Q2 | e ;a2 n; 2
(6.21)q {p - = k° 5(n)7} [okU 1S+ = LU + § k|6kU 11 <
e n=1
< plvolg + 8 lugl vyl =+ f; 3 k]Enii
1 1 v n=1

Esta Ultima relagdo s8¢ & relevante se o primeiro termo for

positivo, ou seja, se

1

Npo
(6.22) ks(h) = 5 £,
e
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para todo k e todo h. A desigualdade (6.22) , & conhecida

como uma condicdo de estabilidade. © algoritimo 4, para p = 0 ,

& dito condicionalmente convergente, o advérbio expressando a im-

possibilidade de h e k tenderem para zero independentes um do

cutro.

A restricdo {6.22) significa que a velocidade de propagagao
dos sinais (ondas) numericamente simuléda ¢ consistente com a velg
cidade de propagacdo no caso continuo, ndo sendo desperdicadas in-
formactes. Foram Courant, Friedrichs e Lewy, em um trabalho pio-
neiro na teoria da Andlise Numérica, Ref. [ 2 ] , os primeircs a

discutir este conceito.

A obtencio de uma estimativa para as diferengas finitas de
segunda ordem depende de (6.22) apenas na medida em que ela se bz

. e e n
seia numa prévia limitacgdo de U™ .

3, Discussaoc do algoritmo de otimizacao

No algoritmo 4, em cada nivel de tempo t devemos resol

n ¥

ver o problema de minimizagdo (6.15) gque é equivalente a

n ?
(6.9)n. Para simplicidade da notagdo, eliminamos os indices, rees

crevendo este prcblema na forma

"Determinar w € V tal que
{(2.23) Blw; v-w) + j(v) - J{w) + t(v-w) 20, ¥ v EVW,

ou, equivalentemente,
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(6.231") n(w)

% Blwsw) + j(w) + L(w) =

1l

inf{d Blviv) + 3(v) + £(v)} .
n

Lembramos que neste contexto, ver (£.7) ,

(6.24) iv) = jo Y0 [vix)lax .

A técnica que usaremos pode ser considerada uma generaliza
¢ao dos multiplicadores de Lagrange. Recordamos que minimizar

uma fungdo G: R™ +R sujeita ao vincule

(6.25) Y(x) =6, com Y:R" 4R ,

equivale a resolver um sistema de n+l equagles, a saber:

(6.26) ng G (%A =0, i=1.00u,n,
onde
(6.27) G*(x,h) = G(x) +.a¥{x) ,

mais (6.25).

Introduziu-se mais uma varidvel, A\ , conhecida como um

maltiplicador de lagrange para transformar o problema de minimiza-

¢ao num sistema (ndo-linear) de equagdes.

Assim, também o problema em discussdo & equivalente a um
outro, gue envolve a resolucio de uma equacdo com uma incégnita
adicional:

"Encontrar w € V,, e X € L2(Q) tais que
h q
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(6.28)  B(w;v) + ]n Mx) vix)ax + L(v) =0, ¥ ey,

(6.29) M) s ¥ (x)
qtp em Q" .
(6.30) Mw o= ¥ wl

£ facil ver que (6.28)—(6.3d) implicam (6.2%): +tomamos

em (6.28) v = z-w, com gz € V, arbitrdria, obtendo
B(ws z-w) + jn Mx) [z(x) - w(x)lax + 4(z-w) = 0 ,
do que decorre, gragas a (6.29) e (6.30), que
B{w; z—w) + Jn ¥iz]ldx - [n ¥)wldx + t{z-w)} =2 O

e, tendo em vista (6.24), vem por fim (6.23).

A demonstragio da existéncia do multiplicador M\ pode ser
encontrada em [14] s Juntamente com outros detalhes omitidos nes

ta secao.
Introduzimos agora o conjunto convexo, fechado e limitado

(6.31) A= (g € 12(Q); |a(x)] = ¥(x) atp em Qj}

Tem—-se que

(6.32) sup {q,v), = j tlvlax = j{v), »vew
g€A Q

mas de fato vale a igualdade em {(6.32). Assim, w satisfaz

nl{w) = inf sup{% B(viv) + (q,v)0 + 2{v)}

VEVh qeh

Definindo~se a fungdo lagrangeana &3 Vh x LR por
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£(v,q) = % B(v;v) + (q,v), + 4(v)

tem-se
n(w) = f.(w,?\)

e demonstra-se ainda que (w,A) é um'ponto de sela de &£ , 1i.e.

£{w,A) = inf sup £(v,q) = sup infi(v,q) .
VGVh qEA q€ A VEVh

0 par (w,N) pode ser entZo aproximado atraves do seguin-

te
Algoritmo (de Usawa).

Passo O: escolha de *»_ € A (arbitrario) _— A

o 0

Passo m: a) minimizagio de &(v, ¥ ), v € V) — w,
(nz1) R '
1ﬂ‘fscolha do parémetro s

cédleulo de A = Ph(xm_1 + oo wm} — M

Pelo raciocinio j& exposto na segdo VI.1, a minimizagdo

de £(v,» 1) é equivalente & resolugdo da egquagdo
Blw,iv) + (A _,v), + 4(v) =0, ¥vEV .

Os pardmetros Pm sa0 egscolhidos num intervalo que depen-

de das constantes g, o_ , B

o
o e B

arantindo- ue
e’ %y v B s5e g

lim |w_-w|, = O .
- l m 1

Finalmente, Py ¢ o operador de projegdo scbre A, que ¢

dado explicitamente por
Tv

= 2
Pav = faxly,vy 0 v € L(R).
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CAPITULO VII

UMA TERCEIRA ABORDAGEM: METODC DE PONTO FIXO

1. Discretizacdo Direta. Um Problema de Ponto Fixo

Neste capituleo, uma outra forma de calecular solugdes apro-
ximadas do modelo do bate-estaca (ver Capitulo II, segdao 3, prin
cipalmente {2.10)-(2.14), (2.27)) sera apresentada. Todavia o
presente capitulo tem um caréter apenas ilustrativo e, portanto,
ndc serao feitas demonstragles dos varios fatos citados, sendo

apenas indicadas referéncias.

Em alguns pontos, esta nova forma de discretizagdo difere,

acentuadamente, dos algoritmos do Capftulo V e do Capitulo VI.

Primeiro, o presente esquema néo é linearizado. Consegquentemente,
0 algoritmo implementado nio se resume ao cdlculo de solugdes de
. N , ~ .
sistemag lineares. Segundo, & um esguema hao-regularizado, apror
ximando assim diretamente o modelo proposto, e ndo um que esteja
npréxime" dele. Por Gltimc, os esguemas anteriores s80 esguemas
de segunda ordem em k, centrados no ponto tn da malha e envol
n-1 7 Tn % tnel
80 que o deste capitulo é centrado em thi1/2 = (t

vendo os niveis t out ,, t, q e t,; ao pas

+tn)/2 , €

-

n+1

envolve somente os niveis t. e 1 Eata 0ltima diferenga nao

n n+l’
& essencial, mas traz certas diferengas na notagao.

Assim, neste capitulo, em vez das identidades de (5.8),

consideraremos (por simplicidade, nfio utilizaremos o subescrito k)



(7.1a) e

(7.1b) 8G = = ,
(7.1c) 6™ = " 4+ ks ,
(7.1d) 226 - ==

{7.1e) G =T
bem como as fungles

N
T [670x) + 26 () (t-t,) +

(7.2a) Gy (x,t) =
h,k heo

(t-t,)?

+ 2P /2(y) ——1 %, (£},

N
(7.20) 20y, L {x,£) = T [06"(x) + o26™2(x) (t-1 )1 x_(¢) ,
) =

N n+l/s
(7.2¢) 2% () = 2 %00 wy()
n=

onde ¥ & a funcio caracteristica de Tt rtp,1d -

Para obter este novo esquema, consideremos a forma semi-
discretizada da inequagdo (2.27), & qual é obtida através dos mes—
mos argumentos (método Faedo-Galerkin) gque levaram a (Q.lO}E’h.
Isto €, consideramos o seguinte problema, onde u, tem uma expres
s8o similar a (4.12).

Encontrar u: Lo, T) - v, » tal que
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(7.3) (ﬁh,w—ﬁh} o+ Av(ﬁh;w—ﬁh) + Ae(uh;wgﬁh) +
+ J(u pw) - J(uh’ﬁh) = <EIW—1:1h)l 3
¥ ow EVh, t ¢ [o,T) ,
(7-4) : uh(O) = U{j s
(7.5) &, (0) = ot
onde sB0 dados U° e »U° ,pertencentes a V,. E é um funcional

h
linear, continuc em Hl(ﬂ)- (',-)1 & o par de dualidade de

nt(a) e HY@)'. E A e A sdo dadas por (2.18) e (2.21).Quan
do E = f{x,t) + F(t)o_, (E|lw); é dado por (2.17).

4 seguir, substituamos a Fungao u, , e suas derivadas no
tempo, pelas férmulas (7.1) convenientemente escolhidas. Chega-
mos,assim, ao seguinte algoritmo.

Dados U° e »U° em V, , encontrar uma seqliéncia

iUn}OsnsN+l de funcoes de v, que satisfagam (7.4), (7.5} e

(7.6)  (D2UML/2 st M2) g (sUTY/2 gttt/ b

T Ae(Un+1/2’ w_6Un+l/2) 1 J(Un+1/2,w)

_ J(Un+l/2’ 6Un+l/2) > (En+l/2|w—5Un+l/2)l

onde
+
tn+1

n+l
@20y = (lf £(t)at,w) + (%f Flt)at) §,(w) ,
1 k tn tn
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*
pertence a Hl(ﬂ) .

De (8] e [10] sabemos que caso a sequéncia {U"} possa
ser calculada, o algoritmo acima é incondicionalmente estdvel e
que .Uh,k converge, num sentido preciso, para a solugdo da ine-
quagdo (2.27), quande h e k + 0, Vejamos a seguir como o cdl~

culo da sequéncia {Un] se reduz ao computo de pontos-fixos.

Inicialmente, uma

Qbservagdo - se f: Hl(ﬂ) +R & um funcional convexo, dizemos gque
: f & prépria se f# e e f » -=, Un subgradiente
de f, no ponto yE}HTQ), &, essencialmente, um hiperplanoc maxi
mal afim de H'(Q) x R que passa pelo ponto (y,f(y)) e é tal
que f{y) ¢é sempre maior ou igual zo valor do ponto corresponden-~
te do hiperplanc. Ou seja, se identificamos o hiperplanc maximal
com ¢ funcional linear, fy€ Hl(n)*- que o define —, fy é subgra-

diente de f em vy se e somente se
£x) - fly) = (f*[x—y)l .

0 conjunto composto de todos os subgradientes de £ num ponto ¥
é chamado de subdiferencial de f em v. Mostra-se que toda fun-
¢80 convexa propria tem subdiferencial niic vazio em todes 0s pon-—

tos. Para maiores detalhes consultar [5].

4 seguir, notemos que J(vy,+), como um funcional centinuec
e convexo préprio {ver Capitulo II, secdo 3),tem subdiferencial
néo vazio em todos os pontos de Hl(n), qualquer gque seja
y € Lz(n). Denotemos per S(y,v) o subdiferencial de J(y,-)

no ponto v. Ten®s entdo que, para tedo y em LZ(O) e todo v,
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em HI(Q),
(7.7) ' J(y,vl) - J(y,vo) z (@ | vl—vo} , ¥ vy € Hl(ﬂ) ,

* -
se % € s(y,v,) < Hl(ﬂ) . Assim, caso uma seqliéncia (U7} de ele

mentos de Vh satisfaca
(7.8) (22 Un+l/2,w—6Un+l/2) N Av(éUn+l/2,w—6Un+1/2) N
+ Ae(Un+1/2,w—6Un+l/2) + (W|W"5Un+1/2>l .

n+1/2>1 , Mwe vV,

z (En+1/2|w—6U

para algum # € S(Un+1/2,6Un+l/2);

entdo, esta sequéncia necessa-
riamente satisfaz (7.6). Por conveniéncia, notaremos a partir de
agora um elemento genérico de S(y,v) por wo(y,v). Além disso,

e facil ver que

(7.9) (tp(Y,V)|W)=cJQ E(x+y (x)-L) Uxry (x)-11 G (v{x)) w (x)dx ,

onde [
1, se N> 0,
Ga(k) = da, se =0,
-1, =se <0,

e -1 < a=1.

Consideremos, agora, uma base {el,...,eN} de V, aque
seja ortonormal em LZ(Q) e sua extensaoc {sl}izl a Hl(ﬂ) (uma
tal base existe e & diferente da do Capitulo IV,se¢io 2). Consi-
deremos, também, Pyt Hl(n)*-ﬂ V,, © projetor naturalmente associz

do a esta base, isto &,

=

N (£le;dq &5
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I

~ ~

e gsejam Av e A_ o0s operadores de Hl(ﬂ) no seu dual induzidos

pelas formas bilineares Av e Ae ,

n+l/2

respectivamente.

Tomando w = % w' + bU em (7.8), segue-se que

(7.8) é equivalente a

(7.10) (2 U124y Av(bUn+l/2,w) + Ae(Un+l/2,w) +

N (w(Un+l/2, éUn+l/2),w)l

(En+l/2lw)1, ¥y € Vﬁ ,

ou seja,
(7.10) b?UM 2 o _(pLK ) (su™1/2) - (P ok ) (UMF1/2) -
_ Ph(ﬂP(Un+1/2, 5Un+l/2)} T Ph(En+1/2).

A partir da equagdo (7.10)', construiremos a sequéncia (U%} ,

. - n
0 =n s ntl, indutivamente. Isto &, mostraremos como, dados U

Un+1 bUn+1

e oU" ,a equacdo (7.10)' determina e

De (7.1c) e (7.1e) +tém-se que
garl/2 oy % (au L auty,

Definamos entdo
Il
Ya(y) = (Be | e € s(U + F Iy + ou™1, L5200y

que € uma funcao de V;, no conjunto de partes de V,- Podemos,

assim, reescrever (7.10)' da seguinte Torma:

2 me1/2 - n+l/2 > n _k n+1 noqy _
v=U + (PhoAu)(au ) o+ (Pher)(U + 7 [au + U7 ]) =

3

_ Ph(Enﬁl/Z) -
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onde ¢ € ?n(bUn+1). Assim, se I & o operador identidade, a

equagdo (7.10)!' & eguivalente a

k "~ k n+l)
P oAv + I PhcAe](bU

[I+§ K

1 k
= Ph(En+ ) - E[PhoAv(bUn)] ,

- k(P oA, (U + % UMY + oU - ¢,

Devido 2 coercividade das formas bilineares Av e A

o operador B: Vh -+ Vh » dado por
2
_ kp. 5 .k %
B=1+ 5 PhoAv+TPher y

é inversivel qualquer que seja k = 0, e sua inversa possul nor
ma limitada independentemente de h e k. Desta forma, se con-
siderarmos o operador F de Vh ne conjunto de partes de Vh
definido por

(7.11) F(y) = -BE ¥ _(y) + D, ,

onde

5l (y) = (87 4 | ¢ € ()

] n+1/2 -1l,,..n k o1 ~ nyy . _
Dn =B oPn(E ) + B (3U) - 5 (B oPnoAv(bU )

- k(B‘loPnoxe(Un + % 2UM))

n+l

Ut o U

¢ problema de - dados ! e aU™ - encontrar
satisfazendo {(7.8) se reduz ao seguinte problema de ponto fixo.

Encontrar bUn+1 € V,, tal que

(7.12) 2L € w(outly |
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0 Teorema do Ponto Fixo de Kakutani [16, Cap. V] garan-
te a existéncia de um ponto fixo para este problema, posto que TF
& uma fungdo semi-continua superiormente [26, Cap V1 +tal que
F{y} & um convexo para todo y e, para uma bola B(O,r) com um

raic r suficientemente grande, temos que,
(7.13) F(y) < &0,r), ¥y € ®o,r) .

Para a demonstragic do Ultimo fato ver [8]. Um racioccinio seme-
lhante ao exposto em [13, seglo 31 mostra que (7.6) tem no maxi-
mo uma solugdo para cada Un, sU". Donde concluimos gue © ponto

fixo de Kakutani do operader T £ Unico.

Do esposte acima, segue que a segbéncia {Un}05n5m+1

existe e € bem definida, ao menos guanto ao aspecto tedrico.

2. Un algoritmo para o cdiculo de um ponto fixo aproximado

Nesta seg¢do, exporemos uma maneira de computar pontos fi-
x0s aproximados de {7.12). Unm ponto fixo aproximado, no sentido
do problema (7.12), é um ponto gue estd muito préximc de sua ima-
gem. Isto e, um ponto X tal que existe y €F(x ) satisfazen

do

ly-x | s u

onde p € uma tolerancia dada. O algorfimo gue sera exposto, o
de Eaves, ndo €, necessariamente, o mais eficiente, mas é o mais
simples que resolve o problema de encontrar um ponto fixo aproxi-

mado de TF.

Devido a (7.13), é suficiente considerarmos apenas a res—
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trigao de F 2a bola BO,r), de agora em diante denotada por &

apenas. Temos entdo que

F: B~ &

b

+ - -
onde & e o conjunto das partes convexas de B. Apresentaremos
abaixo, de forma suscinta, uma ligta de definic¢des necessarias.

Para maiores detalhes, consultar [16].

Seja V, e {sl,...,eN] uma base qualquer deste espacgo.
ldentificaremos V 3 m’Y pelo isomorfismo cantnico segundo es—
ta hase e utilizaremos a mesma notac¢do para um vetor de vV, e
seu vetor de coordenadas em IRN.

Definig8o 1 - Dados §°,...,8Y pontos de V, » & combinagdo li-
J i ) . s J
near L A, BT, sujeita a restricao I oA o= 1,
. i . i
i=0 i=0

- . ~ . i ' - .
e uma combinacao afim dos pontos £7. Se, alem disso, Ki =z 0

para todo 0O £ i = j, +t8m-se entfo uma combinacio convexa.

Definicio 2 — Seia S €RN. 0 envoltério afim de S, denotado
aff(8), é o conjunto de todas as combinagles afins
de elementos de 8. Todos os conceitos relativos da topoleogia sdo
relativos a topologia do envoltério afim. Por exemple, o interior
relative de S ¢ o interior de S como subconjunto de aff(s)..

Umn conjunto de vetores {%O,...,EJ} é afim-independente se e so-

mente se a dimensdo de aff{{z°, ...,5Y1) & igual a J. Ou, de

forma eguivalente, se
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implicam que ki = 0, para todo 1.

DerinicBo 3 - O envoltéric convexo de um conjunte S, denotado

co(8), € o conjunto de-todas as combinagBes conve—
xas de elementos de S, Se %o,...,gj e um conjunto afim-inde-
pendente, entfc o interior relativo do seu enveltdrio convexo,
isto &
(7.14) c=1{ % Kiﬁi | A, >0 qualquer que seja i e % A.=1]

i=0 * 1 i=0 *

. .. T ~ 0 |
e um j-simplex. Os verticegs de ¢ sao § ,...,%J € @screvemos

g = (EO,...,gj). Denotamos o fecho (relative)de ¢ por

(5% ...,89]1 , T & chamado de j-simplex fechado.

al
I

Definiglo 4 - Um simplex 7 é uma Ffaceta de um simplex o, se todos
os veértices de 1 sdoc vértices de 0. Se dim T =

=dime -1, T & uma face de ©. Se dim T = 1, T & uma aresta de

¢. Se & é o vértice de -0 que nfio é vértice da face T, T & a face

de ¢ oposta a §.

Definigdio 5 — Se S & um simplex tal que dim{S) = n = N , entdo

G ¢ uma triangularizacdoc de S caso

i) ¢ seja uma coleglo de n-simplexos,

.ii) as facetas de todos os simplexos em G formem uma parti-
gdo de §,

iii) cada ponte § € 3 <tenha uma vizinhanga gque intercepte
apenas um numero finitoc de simplexos de G.
Denotaremos por ¢V o conjunto de todos os j-simplexos que
s80 facetas de algum simplex de ©¢. Chamaremos os eiementos de

GY° de vértices de G. Por exemplo, seja
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temeos assim gue

S = (EO’ %lggz) H
¢ = 6% = 45%,8%, 8%, (", e7,87y, el st 8Dy, 67,83, ;
el= (452,58, (29,87, <e*, 83y, &h, ey, gt ely, <180,

52,50y, ¢52,8%), (53,85
¢° = (2°,8%,¢2,8%, 5%, §7)

DefinigBo 6 ~ Seja S um simplex, G wuma triangularizagdo de 8
e F: 5 - P(8) (conjunto de partes de S) +tal que

F(%) ndo e vazio, qualquer que seja § € S. Para todo vértice

« de G, escolha f(a) € F(a). Se § € S, ent3oc existe um sim

plex {a%,...,c") de G tal que 8 € [a%...,a™l. Podemos entdo

n n

escrever § = 'EO Li a, hi =0, ‘ZO A; =1, e os pares Ri,
1= 1=

i

" para A, >0 sdo Unicos [16, Teorema 2.3]. Defina
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(7.15) £(8) = T agr(a) .
1=0

N

A fungao f: 8 - R estd bem definida. Chamamos f de uma apro-

ximacao linear por partes de F com respeito a G.

0 algoritmo a ser apresentado baseia-se na idéia, utili-
zada por Kakutani na demonstracgdoc de existéncia do ponto fixo, de
aproximar o ponto fixo de F por uma segligncia de pontos fixos de
aproximacbes lineares por partes de F. A proxima definigzo da
uma forma operacional de decidirmos se existe um ponto fixo de £
aum dado simplex da triangularizagdo G. Suporemos abaixo, sem

perda de generalidade, que a dimensdo do simplex S seja N.

Definigdo 7 - Sejam S um simplex, F: S -+ P(S), G uma triangu-
larizagao de G, e f uma aproximagdo linear por partes de F
com respelto a G. A funcdo *(g) = f(§) - & & chamada de rétu—
lo vetorial de f {ou um rdétulo vetorial de F com respeito a

G). Observe gue os pontos fixos de f sao zeros de .

Se o =4(8%...,89) ¢ aJ , entdoc a matriz -(j+1)x(N+1) ,
1 .iaeens L
(7.16) £ = :
° (g% 4(gY) ’
é chamada de matriz-rétulo de o¢. Tem-se que [ 16, Capitulo VIII,
se t° & o vetor (1,0,...,0)T de RV*!, podemos identificar

os pontos fixos de f (ou zeros de 4) da seguinte forma.

Seja o = (50,...,§N) € G. Entdo existe um ponto fixoc de

f em @ se e somente se existe uma solugdo do problema
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L0 = N+l
(7.17) £, w=t° €R] ,

onde ZIRI_E""]' = {x e gL tqg x; 20, 0=<1is N}. Se w ¢é solugdo
N :
de (7.17), entdo § = = wial é um ponto fixo de f.
i=0

Definic8o 8 - Um simplex o de G & dito completo se existe uma
solucdo de (7.17). Isto é, se existe um ponto fi-

x0 de f em O,

Para ver como esses conceitos se adeptam a resolucac do
problema de ponto fixo (7.12}), seja & wum simplex (regular) de
v, talque Bcs. Um algoritmo que constrdi um tal simplex é
descrito em [8, Capf{tulo IV]. Em seguida, seja ¥, , uma exten—

sdo de F a &, definida por

1F(g), se § € 8

Ty () =
o] , se § € 8-8
e
{c}, se 8§ € 3-8
F,(8) = o

9 , s8¢ § €8

Q
]
onde B & o interior de B, ¢ o conjunto vazice ¢ € 8, e

(7.18) T (5) = col(3) UF,(8)).

Temos que I, & s.c.s, posto que F também é; e que se §

@~
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um ponto fixo de IF, entdo § € 8 e & um ponto fixo de W[26].
_ o

Consideremos, também, G uma triangularizacdo de § e
£ uma aproximagdoc linear por partes de Eb com respeito a G.
Isto posto, o problema se resume em encontrar um gimplex o de
G que seja completoc. Em cujo caso,a solugac w de {7.17) gara o
ponto fixo aproximado. O algoritmo de Eaves consiste exatamente

num método de procura deste simplex completo.

0 algoritmo, acima referido [8, Capitulo IV] , gque cong
troi o simplex 8 , o faz de forma que @ face oposta a um dos seus

vértices esteja contida no hiperplano afim dadoc por

H = (g erY

o] = R} ?

| 8y
onde R & uma constante que depende do raic da bola 8. Escolha-
mos entao 3, € Hy tal que & pertenca a 80 H . Pode-se sem-

1

pre supor que § pertenga a um simplex To de ¢° s Dois uma

o
pequena perturbacdo o colocaria num destes simplexos. Seja
d= ¢ - Eo , onde ¢ € a constante da definigao de Eh. Dizemos

que:

Defingdo 9 - Um simplex o € GN_1 UG é um simplex quase completo,

se existe uma sclugaoc para o sistema

1

d

(7.19) ST x[ .

] =%, wer*™, rem.

Se a matriz [?c [é } tem posto N+1 e nfo é degenerada o siste-
ma {7.19) tem exatamente duas solugbes com N+1 varidveis posi--
tivas [16, 3] . Dizemos que uma coluna de s, | é] & bidsica,

para uma dada solugdo de (7.19), se w. ou A sdo0 estritamente po
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sitivos. Assim, =e o posto.de feg | il e N+l e o €@, g6
existe uma Unica coluna que ndo é bdsica, para cadz uma das duas
solugoes.

Devido & definigdo do vetor d em (7.19), mostra-se que
[sTO | i] tem uma solugdo com X = 1/2 e é nio-singular [16 ,

Capitulo VII]. Além disso, L é o lmico simplex de -1 que

é quase-completo, O algoritmo de Eaves comega do simplex TO e
cal caminhando através dos simplexos de G até encontrar um simplex

complete. O algorfimoc é:

Pagso zero - Seja ¢, o Unico simplex de G tendo T, como fa-

ce. Seja ET o vértice de o, que ndo o & de Toe

Considere o sistema linear (.19) com a matriz £, . Faga ma.-1.
o

Passo 1 - Calcule o rdétulo vetorial 4(%&") e monte o sistema

(7.19) com a matriz £, . Este sistema tem duas solugdes

n
1
wh, 27 e w , A , sendo que a coluna ndo é basica pa
1(z")
ra a solugao w+, M. s A = 0, PARE; %n é um simplex comple
. . . 1
to. Caso contrario, existe uma Unica cocluna _ de &,
4(87) m

que ndo & basica {Note que &~ € g, e que § # &+).
Passo 2 - Encontre o unico simplex Tl de G contendo todos os

vértices de o, exceto 7 . Seja et o vértice de

Oyl Que ndo o & de Ty e Faga me=—m+l e volte para o passo 1.

Teoricamente, o algoritmo acima é bem definido e para. Pois exis-—
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temn apenas um mimero finito de simplexos guase completos em
GN_1 UG e pode-se garantir gue os simplex o, nunca se repetenm.
Todavia, na pratica, a hipdtese de nao degenerescéncia, vélida
quando se trabalha em otimizagdo, ndo é vidvel neste problema;
principalmente guando o didmetro dos simplexos de G é muito pe-
queno.Portanto,é necessario que utilizemos sistemas lexicograficos
[16, 3] a fim de evitar ciclagem, ou seja, repetigio dos simplex
o, -

Uma vez conhecido o conceito de sistemas lexiocograficos,
a generalizacgdo do algoritmo apresentado & imediata. Porém, a
introdugdc de sistemas lexicograficos nao & imediata, e se situa

fora dos objetivos deste trabalho.
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1 413 anilise de Fourier Analise dé Fourier
6 12 4 (.17) (1.7)
9 74 [Ex)]? = 5(xD) [E(x)]2 = B(x%)
12 ms =
13 4t P integrével do é integre{vel no
22 gt 0o estudo de © estudo a
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27 5t [&{] Ix(0)} |2 IE(L 1%(0)} |2
41 14 2 v.a.,independentes v.a.independente
45 - 9t & a chamada : ¢ chamada
46 10t T =n =0, T, n =20
52 8+ x:a,b R ‘ x:La,p]* R
55 10 ¢ , entdao aproximamos . Entfc aproximamos
60 131 (em! Sed™y(t)at (am)™ Sem My (t)at
61 2 ¥ diferencial diferencidvel
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107 7t para (W) + y(w) para y(w) + 9 (w)
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