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PREFACLO

Estas notas representam o contetide de um curso gue ministra
mos no Instituto de Matemdtica da UFRJ durante o 22 periodo de 1978.

0 nosso objetive é o de motivar o leitor paré os trabalhos
de E. Noether, R. Brauer, A. Albert e H. Hasse (v. [2]), que con-
tinuaram o estudo das algebras com divisfo a partir do ponto que
haviam chegado Wedderburn e Dickson. Por sua vez, estes trabalhos
deverdo servir de motivagdc para as questoes ainda sem respos£a 50
bre produtos cruzados, (ue sdo a ferramenta principal para a cons-

trugio de dlgebras com division,

Agradecemos a oportunidade oferecida pela Comissdo Organiza
dora do 12¢ Coldgquio Brasileiro de Matemidtica, e esperamos que oS
objetiveos, ou parte deles, sejam alcangados.

Rio de Janeiro, julho de 1979

Bernardo Felzenszwalb
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CAPITULO 1

ALGEBRAS

A primeira definig¢fo correta de uma Algebra associativa
sobre um corpo arbitrdrio parece ter sido dada por Dickson [ 9]
em 1903, Comegaremos este capitulo discutindo brevemente as ori-
gens desta definigfo, que serd introduzida no §5. Aqui como no
resto do texto os conceitos bdsicos serao apresentados com o es~
pirito de quem estd recordando algumas nogdes jd do conhecimento
do leitor, mas reservando o direito de ser repetitivo,

Comg é usual, o corpo dos ndmercs reais e o corpo dos ni-

meros complexos serfio denotados por R e C respectivamente,

1. 0s numeros complexos.

Historicamente existem duas raztes principais para a con-
sideragao dos numercs complexos. Uma de natureza algébrica - a
resolugido da equagdo 241 - aparece nos séculos dezesseis e de-
zessete quando, ainda se debatendo com os mimeros negativos e ir-
racionais, os curopeus iniciaram a discussdo sobre as "solugoes
impossiveis”. Um outro motivo apareceu bem mais tarde com a emer
géncﬁi@ngeomemia e fisica do conceite de quantidade direcionada
ou vetor. Era desejdvel criar um andlogo aritmético do conceito
de vetor e o sistema dos nimeros complexos surge como o candidato
perfeito de uma "dlgebra" para representar e operar as vetores no

plano.



.

Muitos pesquisadores chegaram independentemente & inter-
pretagdo geométrica dos numeros complexos. Basta citar entre eles
Gauss gue, como comprova o0 seu didrio (v. Mathematische Annalen
vol. 57, (1903)), tinha em 1797 pleno conhecimento desta inter-
pretagio e definitivamente a usou em suas védrias demonstragoes do
teorema fundamental da élgebra. Entretanto, coube a Hamilton f15]
em 1833 apreentar o primeiro tratamento realmente modernoc dos N1
meros complexos como pares ordenados de reais. Ele ressaltou que
um numerec complexo o + Bi ndo & uma soma genuina; o uso do si-
nal de mais & wn acidente histérico e Bi ndo pode ser somado a

a. O ndmero @ + Bi nada mais é do que o par {a,8). Tem-se:

(a,g) + (Y,8) = (a+p, B+b)
(U-,B)(Y,é) = (@Y-Eb, c‘-5+BY)

(2,8) (@Y+88  BY-88
= s se (Y,8) £ 0.
(v,5) Y2+62 Y2+62

Desta forma os vetores do plano satisfazem todos os axiomas de um

corpo. Os ndmeros reais sob a identificagdo @ = {a,0) aparecem
como wm subcorpo dos complexos e a equagido x%+1 = 0 tem entdo
como selugdes i = {(0,1) e -i = {0,-1). Em particular, desapa-

rece o mistdrio envolvendo o famigerado i = ,-1.
Geometricamente, para um numero complexo Y+8i = (v,8)
(x,v) » (x+Y, v+b)
significa uma translagfo do plano sobre si mesmo, e

(x,y} + (xy-v6, x8-vY)

uma transformagﬁo de semelhanga, isto é, uma rotagao seguida de
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uma homotetia, permanecendo fixa em ambas a origem. Multiplican-
do (Y,8) pelo seu conjugade (Y,~5)} obtemas Y2+62, o quadra-

do da distancia de (Y,G) a origem, e para (Y,é) % 0O temos que

-1 1
(Yib) =575 52 (Y,-—-G).
Y +

2, A impossibilidade um nimero complexo tri-dimensional,

Quando védrias forgas agem sobre um corpo elas nic estio
necessariamente num plano. Assim,'naturalmente, era desejdvel en
contrar uma dlgebra para representar e operar vetores em espagos
de majiores dimensSes. TIsto motivou a procura pelos matematicos
europeus de um nimero complexo tri-dimensional e mais geralmente

dos nimeros hipercomplexos (élgebras).

Gauss estava convencido de gue uma extensao dos :mimeros
’
. ‘. .
complexos que preservasse as propriedades basicas era impossivel

([13] p.178). Eile ndo provou isto mas estava certo.

Examinaremos aqui o problema de introduzir uma multiplica
gdo no espago de trés dimensBes R® de maneira que resulte uma
generalizagﬁo natural dos nimeros complexos como pontos do plano
(G:ﬁ) = @+Bi, assim como estes sdc uma generalizagao natural dos
nimercs reais como pontos da reta sob a identificagao (a,0)} = o.
Em outras palavras, considerando os ternos ordenados de nilmeros
reais (a,B,Y) com as identificagdes (2,0,0) =a e (G,3,0) =
= a+Bi, - e com as operagbes usuais de adigHo e multiplicagho por

escalares, a questdo é: podemos definir wuma multiplicagﬁo de vea

tores em R3 de modo que sejam vdlidos todos os axiomas de wn
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corpo?
N30 & diffecil mostrar que isto & impossivel.
Gom efeito, seja (@,B,Y) = a+Bi+Y] (onde, & claro,
Jj = (0,0,1)) e vamos supor que uma tal multiplicagﬁo estd defini

da. Entio podemos escrever
ij=0a_ + 501 + Y4

0

onde G _, B, e Y, s%0 reais. Multiplicando ambos os lados por

i & esquerda, obtemos
_j=12j=‘i(ij)=i(a+s ity j) =e i -B, + Y _1iJ-
o Yo 0 o 0 o
Substituindo agora iJ por Q. + aoi + Yoj, segue que
(aY-B)+(a+3Y)i+(Y2+l)j—-0
a o "o o o'o o -
contradizendo o fato de gue Y é real.

Note que para chegar a uma contradigao usamos apenas a
associatividade e distributividade da multiplicagﬁo. Mesmo nao
exigindo associatividade e comutatividade, divisao por vetores #0
nao é sempre possivel, Por exemplo, se como antes ij = uo +

+ B 4+ Yoj entao
. . 2 .
(2= Mo ¥ mBy + (B Yo*o )i + (vo+1)il = ©

com ambos os fatores #0.

3. Quaternios.

Apds introduzir o tratamento modernc dos complexos como

pares ordenados de reais, Hamilton tentou uma generalizaggo para
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ternos ordenados. Em 1843, depois de dez anos de experimentagSes
e sem ter provado a impossibilidade no espago de trés dimensoes,
ele descobriu os guaternios que sfo de dimenszo 4 sobre os reais

e onde a multiplicagio nio é comutativa ti16].

Podemos apresentar o0s guaternios como guddruplas de nime-

ros reais.

Seja Q o espago vetorial real de dimensao 4 que consis-

te de todas as qguddruplas

a = (°‘o’°°1’°‘2’“3) &, € R.
Colocando
1 = (1,0,0,0), i = (0,1,0,0), = (0,0,1,0) e k = (0,0,0,1)

todo elemento a de Q tem uma Ynica representagdo como

a =0 + &1 +0,31+ ﬂ3k

que é a representagao usual de um guaternio. Hamilton definiu
uma multiplicagdo em Q de maneira distributiva de acordo com as

seguintes relagoes
(3.1) i" = §" =k = -1, ij = -ji = k, Jk=-kj=1, ¥i=m-ik =j.
Assim, para o produto de dois elementos arbitrérios, obtemos
(0-0+ﬂli+_a_2;i+a3k)(Bo+Bli+82j+83k)
= (%Bo'c"lﬁl““zﬁz‘%%) + (uleo+o.°sl-a332+a253)i
+ (a230+a351+a052-a153)j + (“350""231*“152*“053)}"

Nio & diffeil verificar que vale a lei associativa. O espago Ve-
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torial Q munido desta multiplicagfo é chamado a dlgebra dos qua-

ternios reais,

E imediato que 1 age como unidade multiplicativa (desde o
infcio suprimimos o 1 da notagdoe). Vamos mostrar que todo quater
nic ndo nulo tem um inverso multiplicativo. Com efeito, suponha-

mos que a =@ +a11+a J+a k £ 0. Observamos primeiro. que como os
2+U.
o

o, sdo reais, G i + ag + u§ £ 0. Agora, para determinar b

1

tal que ab = 1 devemos resolver o seguinte sistema

CoBo = ®1Py ~ 08, ~a48, =1

also + aoal aBBz + u283 =0
CoBg 848, t a8, -Gy =0

@

+

3Po = UpBy t a8,y v a8, = 0.

Como o determinante deste sistema & (a2+a2+q +a3) £ 0, conclui
mos gque existe uma dnica solugdo. Uma outra maneira de ver isto
é a seguinte. Por analogia com os nimeros complexos, Hamilton de
finiu para cada guaterhioc a = uo + ali + aej + a3k um quaternio
conjugade a = a, - uli - uzj - a3k, e observou que

Ga = a3 =a” 1 e+l 4 o?
= -uo+gl+2+c.3.

Se definimos a norma de a por
2 2
N¥(a) =a +a

entdo para um quaternio a £ O temos que N(a) £ 0 e o inverso

de a € dado explicitamente por

dssim, todos os axiomas de um corpo sac satisfeitos exceto a comu
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tatividade pois, por exemplo, 1] # ji. Este foi o primeiro exem

plo de um corpo naoc comutativo.

Note gue o corpo C estd imersoc em Q como o subespago

que consiste de todos os vetores da forma ao + a.,i; além disso,

1

a multiplicagBo em Q ¢ compativel com a desta cédpia imersa de C.
Finaimente, observamos que a multiplicagﬁo em @ induz

no espago quociente Q/R a estrutura usual de produto vetorial

3

em [R (aqui identificamos R com sua cdépia imersa em Q e as
imagens de i, j, k em Q/R com os vetores unitdarios aeo longo

dos eixos de coordenadas).

L, 0s mimeros de Cayley.

Logo apds a descoberta dos quaternios por Hamiltom, Cayley
[ 7] apresentou uma generalizag@o (os octonios) definindo uma mul
tiplicagio nfo comutativa e nao associativa num espago veforial

de dimensZo 8 sobre os reais.

Os niimeros de Cayley sao da forma
a =01 + Q8 Feoet Only (Qi € R),

e o produto de dois tais mimeros é definido de maneira distributi
va de acorde com a seguinte tdbua de multiplicagao dos elementos

bdsicos 1,sl,...,e

7:




€; |€7 “¢g €5 €, -8, -8, €, -1

0 leitor verificara facilmente gue a multiplicagao assim defindida
é de fato ndo associativa e nfo comutativa., E Sbvio que o elemen
to bdsico 1 age como unidade multiplicativa. Para mostrar a exis
téncia de inversos procedemos como antes. O conjugado de

é definide por

a = Gol + 0. te..b O

1%1 787
a = 6ol -G8, —-..- G€o s

e o0 numerc real
N(a) = ad = ai + c.i Feent a?

€ a norma de a. 8Se a ¥ 0 entdo, como 0S oy sao reais,

N{a) ¥ 0 e temos que

Evidentemente, os mimeros de Cayley da forma



+ G .,E + Q.

uol + O %5 £ g

151

nos dao uma copia dos quaternios reais.

5. Definicho e construgic de dlgebras.,

Neste ponto é conveniente introduzir a definigao de uma
dlgebra (associativa) scbre um corps arbitrdric., Vamos nos res-
tringir as Algebras de dimensao finita que sao os objetos da teo=-

ria classica.

Seja K um corpv.” Por uma dlgebra associativa sobre K

(K-dlgebra ou simplesmente Algebra) nés entendemos um espago ven
torial A de dimensio [inita sobre K no qual estd definida uma
multiplicagdoe

{a,b) = ab

satisfazendo as seguintes condigdes:

1. (ab)e = a(bec)
2. a{b+c) = ab+ac e {(b+c)a = ba+ca

3. a(ab) = (aa)b = a(ab)
quaisquer gque sejam a,b,c € A e '@ € K.

Assim, uma algebra A n-dimensional sobre um corpo K

consiste de todas as combinagoes lineares

T
a = _E_ %85

i=1

de n elementos basicos €1s0e028, com coeficienzes o, em K.
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AdigHo e multiplicaglo por escalares sdoc definidas pelas opera-
gaes correspondenites sobre os coeficientes, e o produto de duas
tals expre-sodes & definido pela férmula

n n ‘n
(5.1) (Z o) (E Bye,) = N (28 j)e e g,
juntamente com uma tdbua de multiplicaggo dos elementos bdsicos

€ :cn. Portanto, se

11
n
(5.2) ciej = ¥ Yijkek (i.3 = 1,...,n),
k=1
a multiplicaggo € completamente determinada pelos n3 escalares
Yijk’ chamados constantes de multiplicacBo de A com respeito
a base sl,...,en.
Estas constantes nfo podem ser escolhidas arbitrariamente
pois a multlplicagﬁo em A deve ser associativa. Agora, é ime-

diato que a associatividade e vAlida se e somente se valem as se-

guintes relagdes:
(eicj)ek=ei(ejek) (i,d,k = 1,...,n).

Calculande vemos que devemos ter

z

3 (v.. Y..,)e,.
h,4 jkh " ihL L

Lo Y e, =
ny | Eabh Thktfe

Como ¢ sao linearmente independentes, concluimos que a

l,...,en
associatividade da multiplicagdo é equivalente as nh equagles

n
z
h=1

In
{5.3) Ly
h=1

ijh Yhit, ijh YihL (i,d,k4d = 1,...,4n}.
Isto mos dd um procedimento geral para a construgio de dlgebras.

Dado um espago vetorial A n-dimensional sobre um corpe K com
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3

uma base sl,...,en, escolhemos n elementos Y em K sa-

ijk
tisfazendo as equagoes (5.3). Definimos entio uma multiplicagio
em A de maneira distributiva pela férmula (5.1} de gcordo com

(5.2}, Claramente as condigBes para uma algebra sdo assim preen-

chidas. Denoctaremos esta dlgebra por A = (el,...,cn)K e dire-

mos gue as relagdes {5.2) dao uma tdbua de multiplicacaoc _de A

(com respeito a base €.,...,6 ).
1 n
Exemplo 1 - Os numeros complexos formam uma dlgebra bi-dimensio-

nal sobre o corpo dos ndmeros reais. Mais geralmente,
se F 2 K & uma extensioc finita de corpos, entdo F & uma slge-

bra n-dimensional sobre K onde n é o grau da extensao.

Exemplo 2 - Consideremos o espago vetorial real de trés dimensSes
RS. Se ja Gl’ ez, €3 uma base de RB sobre R, di
gamss a base candn.ca €, = (1,0,0}, €, = {0,1,0), €, = (0,0,1}.
Definimos uma multiplicagﬁo.em R3 pelo método doscrito acima es-
colhendo 33 = 27 nidmeros reais Yijk {(i,j,k = 1,2,3) da seguin
te forma:
Yy11 = Y122 = Y133 = Y212 = Yaz1 = Y33 = Yg13 = Y33 = 1

e todos os outros iguais a O,
0 leitor ver:ficard facilmente que as equagaes de associa
tividade sfoc satisfeitas. Deste modo, obtemos uma algebra tri-di

mensional sobre os reais com a seguinte tdbua de multiplicagao
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A

Ccmpare este exemplo com a discussdoc do §2,
Exemplo 3 - Além dos quaternios reais Hamilton [16] também intro-
duziu biquaternios, isto é, quaternios com coeficien-

tes complexos. Estes sao ntitmercos da forma

Qo+ Gyl o+ G, +agk (a; € C)

onde, como paré os quaternios reais, a multiplicagao é definida de
maneira distributiva de acordo com as relagoes (3.1). Assim,
obtemos uma dlgebra de dimenszao 4 sobre o corpo complexo. Entre-
tanto, para os biquaternios divisZo por elementos nio nulos nem

. -
sempre €& possivel, Por exemplo,

(W-I 3+ k}/T+1i)=0

com ambos os fatores 0.

Mais geralmente, podemos considerar a algebra dos quater-
nios sobre um corpo K arbitrdrio. Esfudaremos estas digebras

mais adiante.
Um exemplo especialmente importante é o seguinte:

Exemplo 4 (TransformagGes lineares) - Seja V um espago vetorial
n-dimensional sobre um corpo K, e denotemos por &(V)
o conjunto das transformagaes lineares de V em V. Sabemos que

£(v) & um espago vetorial nz-dimensional sobre K, onde
para S,T € £(V) a soma S+T & definida por

v(S+T) = v§ + vT v eV,
e para 6 ¢ K o produto escalar aT € dado por

v{@T) = {gv)T = a(+T) v E V.
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A composigio de fungdes sugere uma multiplicagdo em &£(V). Se

$,T € £{V) definimos o produte ST por
v(sT) = (vs)T v eV,

Esta multiplicagao € associativa, distributiva com respeito a a-
digEo, e para & € K

a(sT) = {os)T = s{aT).

Assim, &(V) é uma K-dlgebra.

Agora, uma transformagao linear T: V 4 V & completamen-
te determinada pelo seu efeito sobre uma base VyreeaVy de V.

Portanto, se

n .
v,T = £ B,;.v. {i=1,...,n),

. . 2
T & unicamente determinada, uma vez que fixamos a base, pelos n

escalares Bij ou ainda, pela matriz

821 PFoz +er By
M= oo
Bn1 Bz **° Pun
Reciprocamente, se M = (Brs) ¢ uma matriz nyn sobre X arbi-

trdria, podemos especificar uma transformagadoc linear T: V 4+ V

de tal forma gque M =M Fazemos isto definindo para

T

v = Qv

. o v
1Yy et FpVn

'Bin)vn'

. n n
vl = ( Z niﬁil)vl +o..+ (2 o,
iz i=1

1

Deste modo concluimos que T = MT é uma correspondencia biunfivo-
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ca entre £(V) e X , o conjunto de todas as matrizes nxm so-
bre KX, Esta correspondéncia induz as operagaes usuais de matri-

zos, isto &, para S5,T € &(V}) e a € K

Mg,p = MgtMp,  Mop = GMp, Mgy = MgMg

e com estas operagoes X, é uma dlgebra sobre K. Assim, &(V)
e Kn sao dlgebras equivalentes e vamos nos referir a estas duas

.4lgebras indistintamente.

E claro que a matriz identidade n¥Xn

1 ¢}
1
1 = .
n .
0 he
age come unidade multiplicativa para Kn. 0 corpo K € imersc em
Kn por 4 =+ uln e, assim, identificamos os escalares o £ K
com as matrizes escalares
o 0
o
ol = . .
n .
o o
As matrizes unitirias eij (i,j:l,...,n) sao definidas como se-

gue: é a matriz que tem 1 como coordenada na posigac (i,J)

e. .
13
e O em todas as outras posigoes. Toda matriz (alj) € K, pode
ser escrita de maneira uUnica como (G..) = X a,.e..; portanto,
1] i, 13 13
R *
as matrizes unitarias formam uma base de K, sobre K. Finalmen

te, observamos que

tevest B = 1

e + e
33 . nn n

11 22 v °
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eiL s5e j=%k

eijek,{, =
o se i# k
Exemplo 5 (Algebras de matrizes) - Matrizes sobre um corpo geram
4lgebras. Mais geralmente, se A & uma dlgebra sobre
um corpo K podemos considerar a K-dlgebra das matrizes nxn com
coeficientes em A, que denotaremos por A . Os elementos {(matri

zes) de A, sao da forma

11 12 1n
81  Bpp +ct fpp

(a;;) = a;4 € A
201 Anz ' Znn

Duas tais matrizes (aij) e (bij) s80 ditas iguais se e Somen-

te se a; . = para cada 1 e j. As operagdes de adigdo,

b, .
1]
multiplicagSo por escalares e multiplicagao sao definidas por a-

nalogia com as operagbes em X 3 isto 8,

{aij) + (bij) = (cij) onde ey, = @,y + b, 5 para todo i,J;
’ ‘o P
(aij) = (alj) onde aj,; =0a,. para todo i,J;
e
‘ n
( ij)(bij) = (dij) onde dij = kil aikbkj para todo i,j.

0 leitor verificarda facilmente gue se dimK A = m entdo dimKAn=

2
= mm .

Exemplo 6 (4lgebras de Grupe) - Seja X um corpo e seja G um
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grupo finito de ordem o{G) = n. Se Bireeea8y, s40 os elementos
de G, seja K(G) o conjunto de todas as combinagtes lineares
formais

n
algl +oeuat Gngn = %1 aigi uiE]{,

n n
onde duas tais expressses I o,g. e L Bi&s s8o considera-
=1 i=1
das iguais se e somente se o, =f., i =1,...,n. Fazemos de
K(G) um espago vetorial sobre K defininde adigdo e multiplica-
950 por escalares pelas operagses correspondentes sobre os coefi-
cientes. Agora, a multiplicagﬁo em G sugere uma multiplicaggo
em X(G); assim, definimos

n I
a.g.)( X B.e.)= (. Z e.B
1 1R iy T ATH k=1. g

(

i

|3 =1

de acordo com os produtos gigj =g, em G, Podemos considerar
G contido em K(G) identificando g, com 1lg;. Com esta iden-
tificaggo os elementos de grupo formam uma base de K(G) sobre

K e as equagﬁes de associatividade sZo satisfeitas. Desta forma

obtemos uma Aalgebra n-dimensional sobre K, a dlgebra de grupo

de G sobre K.

Observaggo: 0s numercs de Cayley formam o que chamamos de uma

dlgebra nio associativa,
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6. Tipos de dlgebras.

Tipos especiais de dlgebras sdo obtidos gquando impomos
certas restrigSes na estrutura multiplicativa. Assim, uma dlge-
bra A diz-se comutativa se ab = ba quaisquer gue sejam

a,b € A, Dizemos que A & uma dlgebra com unidade se existe

1€ A tal que la = al = a para todg a € A, 8Se um tal elemenw
to existe ele é Wnico e é chamado unidade de A. Se a unidade

1 =0, entdo a = 1la = 0a =0 para todo a € A, isto é, A = O,
Daqui por diante guando falamos de uma dlgebra com unidade suben-

tendemos gue 1 #£ 0.

Um elemento a de uma dlgebra com unidade A diz-se
inversivel se ele tem um inverso multiplicativeo, isto é, se exis-
¢ - Fr
te a'€ A tal que aa’ = a’a = 1. Neste caso a’ & tnico ¢ se-

1 . R .
r4 denotado por a . Pinalmente, dizemos gque uma dlgebra com u-

nidade & uma dlgebra com divisac se todo elemento ndo nulo & in-

versivel,

0 leitor deverd reconhecer nos exemplos do parédgrafo ante
rior os tipos de dlgebras aqui introduzides. Examinaremos apenas
as algebras de grupo K(G) de um grupeo finito' G sobre um corpo
arbitrédrio XK. Claramente, K(G) & uma dlgebra com unidade, a
saber a identidade do grupo, e cos elementos do grupo sdo inversi-
veis. ¥ claro também que K(G) & uma dlgebra comutativa se e sg
ments se G & abeliano. Suponhamos agora que G # {1}. Vamos
mostrar que neste caso K(G) ndo é uma dlgebra com divisdo. Com

efeito, seja a = %' g. Como os elementos de grupo sao linear-

g2eG
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mente independentes, a # 0. Agora, para todo g € G ‘temos
ag = a e portanto

a® = a{ £ g) = ¥ ag = o(@)a.

geG gea
Se a caracteristica de X divide a ordem de G, segue que a2= 0.
Por outro lado, se a caracteristica de K nfo divide a ordem de
G, entdoc b = o(G)—la £1 e (b-1)b = 0, Em todo caso, conclui

mos que existe um produto xy = 0 com ambos os fatores #0.

Observagoes: 1} Para uma K-dlgebra A com unidade 1, as relagoes
(a+B)1 = a¢l+B1, ()1 = alpgl) = (e1)(s1) 6,8 € K
nos permitem identificar os escalares G com os miltiplos escala
res al; ou seja, K & imerso em A por @ = ol (aeK). Em
particular, isto Jjustifica o uso que fazemos do mesmo simbolo para

denotar tanto a unidade de A quanto a unidade de K,

a) Toda K-algebra A estd imersa numa K-algebra com unidade.
De fato, se A nAoc possui unidade, definimos no conjunto

E = KyiA as seguintes operagaes:
(a,a) + (g,b) = (a+s, a+b)
(Gsﬂ)(B b)) = (C"'Br ab+ﬁa+°vb)

y{e,a) = (va,va).

Deste modo, A & uma K-dlgebra com unidade {1,0) e, além disso,

b3

A & imersa em por a = (0,a). Dizemos que A & a 4lgebra

obtida de A pela adjuncioc de uwma unidade.
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7. Klgebras equivalentes e reciprocas.

Nao faz muito sentido comparar dlgebras sobre corpos dis-

tintos. A nOQEO de isomorfismo s¢ aplica apenas para dlgebras A
I ) . N ~ 2

e A sobre um mesmo corpe X, e significa uma correspondencia

biunivoca a —=a' oentre A e A’ tal que
{(7.1) (a+b)’ = a’+b’, (ea)’ =aa’ e (ab)’ = a'v’

para todo a,b € A e & € K. Se este for o caso, dizemos que as

i

dlgebras A e A" sBo equivalentes (igomorfas) e denotamos este

fato por A~ AY. Um isomorfismo de uma Algebra sobre si propria

é chamado um automorfismo.

Vimos que a algebra Kn das matrizes nxn sobre um cor
- . . . ~ 3
po K @& equivalente a algebra das transformagoes lineares em um

espago vetorial n-dimensional sobre X {(§5)-
Um outro exemploc é o seguinte, Considere o conjunto o'
de todas as matrizes em C2 da forma

0‘.0+G.ll G2+(x31

a. € R,

-a2+a31 ao—nll

. . 7’
Com as operagges usuais de matrizes, Q é uma Algebra sobre R.

Agora, se
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!

todo elemente de Q tem uma tnica representagao como

A luz desta representagaoc concluimos que a dlgebra Q dos quater
. . . t .
nios reais é equivalente a Q. E interessante observar que a nor

ma de um quaternio € precisamente o determinante da matriz corres

pondente em Q.

Deixamos para o leitor verificar que a dlgebra dos bigqua-
ternios (quaternios com coeficientes complexos) & equivalente a

algebra das matrizes 2x2 sohbre o corpo complexo.

Finalmente, um exemplo de um automorfismo é dado pela
~ * . 3 . N
correspondéencia’ a+8i 2 g-fi que a cada nimero complexo associa
o seu conjugado (aqui estamos considerando os complexos como uma
dlgebra sobre os reais).
Se na definigho acima substituimos em (7.1} a condigae
/ f 7 I 7 I X
(ab) = a’®’ por (ab) = b'a’, obtemos o que chamamos de anti-

isomorfismo e dizemos que as dAlgebras A e A’ sao reciprocas

{(anti-isomorfas). Analogamente temos o cohceito de .anti-automor=-

fismo.

o . .
Denotaremos por A P a algebra que coincide com a dlge-

bra A como um espago vetorial, mas com a multiplicagao definida
per a.b = ba onde ba & o produte em A. Claramente A e a°F

~ . o
sao algebras reciprocas. Vamos nos referir a A P

como a élg -
bra oposta de A,
Note que se A ¢é uma dlgebra comutativa, entao AOP = A.

Isto pode ocorrer também para dlgebras nio comutativas. Por e-
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xemplo, a correspondéncia
G0+ull+a23+a3k -+ ao-ull-gza-GBk

é um anti-~automorfismo da Algebra @ dos quaternios reais., Assim,

podemos tomar para Q°F o préprioc Q.

Um outroe exemplo de uma dlgebra nao comutativa anti-iso=
morfa a si prépria é dado pela &lgebra K~ das matrizes nxn sg
bre wm corpoe X, Para ver isto basta considerar a correspond@n-
cia que a cada matriz (gij

posta, isto é, a matriz que tem gji na posigEO (i,j).

) em K  associa a sua matriz trang

8, 0 teorema de Frobenius.

Voltamos agora a discutir a possibilidade ou nao de se dg
finir uma multiplicagio num espago vetorial de dimensao finita sg

bre os reais de modo que se verifiquem os axiomas de um corpo.

Em 1867 Hankel publicou uma demonstragﬁo de gue nenhum
sistema de niumeros hipercomplexos satisfaz todas as propriedades
basicas de um corpo. Ele escreveu ([17] pp. 106-108) "... assim
estd respondida a questfo cuja solugdo foi prometida mas nio dada
por Gauss", Uma resposta mais precisa foi obtida dez anos depois

poxr Frobenius [12], a saber .

Teorema 8,1 - As lnicas dlgebras com divisfdo sobre os reais s3o
(a menos de isomorfismo) o corpo dos mimeros reais,

o corpo dos nimeros complexos e a dlgebra dos quaternios reais.
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Demonstragao: Seguiremos a demonstragﬁo oferecida por Dickson

([11] pp. 62-64).

Seja D uma dlgebra com divisaoc n-dimensional sobre R,
Para n=1, D & equivalente ao corpv dos numercs reais; logo,

podemos supor gque n > 1.

Afirmamos que se a € D e a é R, entlo existem
Y, € R tais que [1/Y(a+5)]2 = -1, Com efeite, os n+l elemen
tos 1,a,a2,...,an s30 linearmente dependentes sobre R, isto &
2 Il
18+0.,87 4o+ Q@A (ai € R) onde nem todo

@, & nulo., Assim, a satisfaz um polindmio nAoc nulo f{x) com

podemos escrever Q -+

coeficientes reais. Pelo teorema fundamental da dlgebra, £(x) =
= fl(x)...fr(x) uam produto de fatores lineares ou quadridticos
com coeficientes reais. Como f{a) = fl(a)...fr(a) =0 e D &
uma dlgebra com divisao, segue que a satisfaz um polinamio qua-
dratice, digamos a2+aa+5 = 0 (m,B € R). Logo, para & = e/2

. 2
temos que (a+6)2 = 52—6; além disso, 6§ -B € O pois a € R.

Em outras palavras, (a+5)2 = —Y2 cende Y € R, Y # a, ¢ a afir

maglo segue.

E agora evidente que para n=2 podemos escolher uma base
2
l, I de D sobre R onde I = -1. Portanto, neste caso, D
é equivalente ao corpo dos nimerocs complexos. Daqui por diante

considerarenos n » 2,

Seja 1, I, J, ... uma base de D scbre MR, Pelo que

vimos acima, podemos supor que

12 = =1, J2 = =l,004 &
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Agora, I+J e I-J satisfazem equagaes quadrdticas reais, diga-
mos

(1:3)% + a,{I+J) + B, = ©
(8.1)

(1-0)% + @,(1-9) = B, = oO.

Somando, obtemos
(a+0,)T + (e)=a,)T + 8, + B, - 4 = 0.

Como 1, I, J sfo linearmente independentes, isto forga Gl =

=8, = 0. Consequentemente de (8.1) segue que

IJ + JI = 2, (I+J)2 = 2u-2, (I-J)2 = ~2u-2

onde K ¢é um mimero real. Come TI+J e I-J n3o s8o reais, te-

mos que +24-2 < 0 e portanto

2
127 = 1/4 (2u-2)(-2u-2) > O,
Se ja
1:1’ J:jﬁ#.
A L=iL
Entgo
. 2
i - -1, i = -1, ij = =-3i
e podemos tomar 1,i,j,... para uma base de D sobre R,
0 produte ij nfo pode ser escrite como uma combinagio
linear de 1, i, J; caso contrdric teriamos uma contradigao
(cf. §2). Assim, devemos ter n 2 4 e podemos considerar k=1j

como o quarto elemento basico. Logo, se t&4 D & equivalente a

dlgebra dos guaternios reais.
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Suponhamos agora que n > L, Entao D contém um quinto

elemento bdsico 4 tal que L2 = »l, Como antes,
it + 2i =g, J o+ L = Mg ki + 4k = Ko
onde pl, “2 e u3 sao ndmeros reais. Portanto,

tko= (41)§ = (U =it)d = 4 d-i(u,=38) = w0 - H,i + kLo
Somando 4Kk em ambos os lados, obtemos
2Lk = ulg_- Hol + u3.
Multiplicando agora por k & direita, segue que
-20 = Wi el u3k,

contradizendo o fato de que {4 € linearmente independente de

i, j, k. Com isto o teorema estd demonstrado.

E interessante observar que o problema nio terminou taoc
cedo para dlgebras com divisfo nfo associativas (= associativas
ou n#o) sobre os reais. Uma classificagao destas algebras sd se
concretizou com o uso de métodos nio triviais de topologia algé-
brica. Em 1940 Hopf [20] mostroﬁ que a dimensao de uma Algebra
com divisfAoc naoc associativa sobre os reais ftinha que ser uma po-
téncia de 2. Em 1957 Bott ; Milnor [ 6] e Kervaire [23] mostra-
ram que as unicas dimensSes possiveis sao 1 (os mimeros reais},
2 (os nimeros complexos), 4 (os gquaternios reais), e 8 (os mime-
ros de Cayley). Isto &, a classificagfo final nos d4 exatamente

0s exemplos classicos,
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9. Algebras com divisZo.

Antes de prosseguir com os concelitos gerais necessdrios
para o desenvolvimento da teoria, convém considerar o problema
da Lonstrugao de dlgebras com divisfAo sobre um corpo arbitrdrio.
0 Exemplo 1 (§5) compreende todas as dlgebras com divisio comuta-
tivas e até agora sé identificamos uma algebra com divisdo nao
comutativa, a saber, os quaternios reais. Além disso, vimos no
pardgrafo anterior que sobre o corpo real nao héd nada mais a di-
zer. A sugestio oferecida no Exemplo 3 (§5) de considerarmos os
quaternios sobre um corpo arbitrario nem sempre produz dlgebras
com divisao. Vimos 14 mesmo gue os quaternios sobre o corpo com
plexo ndoc formam uma Algebra com divisdo., Na verdade, sobre o
corpo complexo ou mais geralmente sobre um corpe algebricamente

fechado, temos o seguinte

Lema 9.1 - Seja K um corpo algebricamente fechado. Se D é

uma Algebra com divis3o sobre X, entao D = K.

DemonstragBo: Como estamos considerando dlgebras de dimensdao fi-
nita, todo elemento em D & algébrico sobre K.
Seja a € D; entido fla) =0 para algum polindmio monico f(x)
com coeficientes em K. Sendo K algebricamente fechado f(x) =
= n(x—ai), &; € K e portanto 0 = f(a) = n{a-ai) {0 leitor
cuidadoso observari gue estamos identificando os escalares &
com as multiplos escalares ©l). Como D é uma dlgebra com di-
visdao, segue que a—ai = 0 para algum i, e consequentemente

a = ai € K. Em outras palavras, D = K.
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Voltando & discuss3o anterior e recordande o tecrema dos
quatro quadrados ([18] Prp.302-303 ), concluimos gue também os qua
ternios sobre um corpo de caracterisca p £ 0 nfo formam uma 41-

gebra com divisao. Com efeito, existem inteiros ao, al, az, a3

tais que p = ai + ai + ag + ag e dai resulta que o guaternio
G, + a1+ 0, + a3k #Z 0 {(mod p) nao é inversivel. Por outro
2

2
lado, para um corpo X tal que a_ + a] + ag + ag = 0 (ui € K)

implica ao = ql = a2 = as = 0, é imediato que os guaternios so-
bre K formam uma dlgebra com divisao. Isto se verifica em par-
ticular quando K & um subgcorpo de R.

Por exemplo, seja @Q(a) uma extenszo quadrdtica do corpo

@ dos numeros racionais, Os quaternios

. G+ eyl +a,d o+ u3k . o, € 0{=a)

formam uma dlgebra com divisio de dimensZo 4 sobre @(a) (com ba
se 1, i, 3, k) e portanto de dimensio 8 sobre q (com base

1, i, j, k, a, ai, aj, ak). Mais geralmente, considerando uma ex
tensdo finita de @ de grau n, obtemos uma dlgebra com diviszo

nfo comutativa de dimenszoc 4n sobre Q.

Nos préximos dois pardgrafos discutiremos brevemente al-
L e ) - 2"
gebras com divisao de dimensaoc 14, Na verdade trataremos apenas

08 casos n=2 e n=3,

10; Quaternios generalizados.

Seja K wum corpo de caracteristica #2.
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‘Teoremd 10.1 - Se D é uma dlgebra com divis3oc nAoc comutativa de
dimensfo # sobre K, entfZo podemos escolher uma

base 1, i, Jj, 1j para D com a seguirnte tdbua de multiplicagao:
. !

(10.1) i2-v, §%=8, ig= -ji (v,6 € K).

’ Demonstragao: Claramente todo elemento de D satisfaz um polins-
mio de grau <4 com coeficientes em K. Se para
algum a € D o polinGmio minimal & de g?au 4, entdo 1, a, a2, a’
sao linearmente ipdependentes sobre K e portanto formam uma ba-
se de D sobre XK. Como as potancias de a comutam entre si
teriamos que D ' é comutativo, contrdrio A hipétese. Logo, todo
elemento em D satisfaz um polindmio de grau <3 com coeficientes
em K. Suponhamos agora gue para algum a € D o polinomio mini-
mal € de grau 3. Entaoc 1, a, a2 sao linearmente independentes
sobre XK e, aldm disso, existe b € D tal gque b ¢ K(a) {isto
&, b n3o é representdvel como um polindmio em =a}. Assim,
1, a, a2, b formam uma baé@ de D sobre XK. Em particular, po=-

demos escrever
ab = 06_ + G.a + O a% + a.b (. € K},

[+] 1 2 3 i

ou o gque é o mesmo
(a-QB)b =@Q, + 02+ a2a2.

Como a ¢ K, +temos que a-G,y # 0 e portanto

b = (a‘-—-u,B)-l (a i 2+a,2") € K(a),
uma contradigao. Logo, se a &€ D e a ¢ K, o pblinﬁmio minimal

de a sobre K & quadrdtico.
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Seja a € D, a { K. Pelo que acabamos de observar, 1, a
é uma base de K{a) sobre K, Seja b &€ D tal que b & K(a).
Afirmamos que 1, a, b, ab s3c linearmente independentes sobre K.

Com efeite suponhamos que

G, +C0ja +agb o+ GBab =0 (ai € K);
entao
(310500 = =, - 0y,
Se G,+aq4a = 0, segue que &, = Gy =0 {pois 1, a s3oc linear-
mente independentes) e onsequentemente o, =0, =0 {pela mesma
razao), Se ayte 2 # 0, entdo

b = (a2+a3a)_l (-ao-ala) € K{a)

contradizendo a escolha de b, Com isto a afirmagao segue., Em
cutras palavras 1, a, b, ab formam uma base de D sobre K.
Construiremos a partir desta é base desejada.

Sabemos que o polindmio de b sobre K & quadraticos
como a caracteristica de K & #2, podemos escrever este poli-
nomioc na forma x2 + 2ax + 8 (6,8 € K}). Seja J = b+g; entdo
j ¢ K(a) pois b ¢ K(a). Assim, como antes, 1, a, J, aj for-

mam uma base de D sobre K. Além disso,

i* = (b+c.)2 = b% + 20b + 2 =8

onde § = -5+a2 € K.

Seja Jj_ = a 1ja; entao g # 3 (pois D ndo é comuta-

t<va} e
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Logo, para ¢ ='j—jo temos que ¢ £ 0 e cj+j,c = 0. Portanto,
. -1. =1.
~j =0 i = {ac) " i(ac).
Seja 1 = ac., Se i ¢ K ou j é um polindmic em i, entio j
comuta com i e consequentemente -j = j, contradizendo o fato

de que a caracteristica de K & £ 2. Assim, 1 ¢ XK e j K1),
nos permitinde concluir gque 1, i, Jj, iJj constitui uma base de

D sobre K.

Agora, -J i7" ji e portanto -i = jij_l. Dai segue

s r . " . . -
que i e -i tem o mesmo polinomio minimal. Como a caracteris-
.

- Y ~ . . + - * I - '
tica de X e %2 e o polinomio minimal de i € quadratico con

cluimos que i2 = # e K. Com sto o teorema estd demonstrado.

Nao é para toda escolha de Y e & em K que (10.1)
determina uma dlgebra com divisao. Por exemplo, se Y ou & §€
um quadrade em K, o leitor verificard facilmente que uma tal

dlgebra nio existe., Entretanto, temos o seguinte

Teorema 10.2 - Seja D uma dlgebra com unidade de dimens@o 4 so
bre K tendo como elementos bdsicos 1, i, Jj, 1J
onde a multiplicagic & determinada por (10.1). Se 6 nio é a

norma de nenhum elemento da extens3o quadrdtica K(i), entao D
é uma dlgebra com divisao.
Agui a norma de G _ + G.i € k(i) & definida por

s . . 2 2
N(ao+u11) = (a0+a11)(a0-a11) =a, - Y&,

Demonstragao: Seja a £ 0 em D. Podemos escrever
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a = @+, 140, 540,15 = (a.o-m.li) + (o,2+c.3:‘L)j

onde os ai € K nem todos nulos, Precisamos mostrar que a &
inversivel.
Se 02+G31 =0, a-= a0+ali #£ 0 & inversivel em K(i) e

portante inversivel em D,

Suponhamos agora que a2+a31 % 0, Entdo Q2+a31 é in-

versivel e podemos escrever
(o, +a 1)7ta = (a,+0.,i) " T(a sq i) +
ol S - 273 o "1 *

Logo, para concluir que a é inversivel basta mostrar que um ele

mento da forma B_ + Byl + j é inversivel. Ora,

2
(B +8,i+3) (B -B,i~d) = B - Y82 - 8 € K

e Bi - Yﬁi -8 #0 pois caso contrdrio & = Bi - Ya? = N(B +8,1).
Portanto,
- B, ,-B,i-d
(8,+B,3+3) ™ = 25—
o "1 2 y 2 5
BomYBy-

e o resultado segue.

Em particular, se K =R e Y = ==, D é a dlgebra

dos gquaternios reais,

11, Algebras ciclicas.

Vamos examinazr os guaternios reais de um ponto de vista

diferente do que fizemos até agora. Um quaternio real pode ser
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escrito como
(u0+ali) + (a2+a31)j = 8y + 8,j

onde a

1 = a0+aln =] a2 = a2+a31 Sa0 numeros complexosT Além

disso, de 1iJj = -ji segue-se que

a

pd = (B141)3 = 055 - aqdi = jloy-u4l) = J3,

onde 52 =‘a2—a31 é a imagem de a pelo automorfismo a = a

2

que a todo complexo associa seu conjugado. Deste modo, obtemos

uma nova formulagao dos quaternios reais em relag§0 a qual a mal-

tiplicagﬁo é determinada pelas seguintes relagses:

j2 = =1; aj = ja para a ¢ C. '

Assim, a mﬁltiplicagﬁo depende de uma extens8o quadriatica de R,

R(i) = C, e do automorfismo a <+ & desta extensio. Podemos ain
da dizer que esta nova formulagao dos quaternioé depende da equa-
gao (ecfclica) x°+1 = 0 sobre R e do grupo (cfclico) dos auto-

morfismos de R(i} sobre R, Note que um argumento andlogo se

aplica para os quaternios gemneralizados (§10).

Isto motiva o procedimento gue passamos a descrever para

a construgdo de dlgebras sobre um corpo arbitrdrio K,

Sejam XK um corpe e f(x) um polindmioc de grau n com
coeficientes em X, f{x) dirredutivel sobre K, Dizemos gue

f(x) = 0 ¢é uma equacao ciclica sobre K se as suas raizes podem

ser representadas por

a, 8(a), 6%(a) = 8[8(a)],...,8" " 1(a)
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onde a & uma raiz qualquer de f{x), 6(x) & um polindmio com
coeficientes en K e 5§ '(a) = a.

Por exemplo, x°+1'= 0 & uma equacgao ciclica sobre R;
aqui, 8(x) = -x Um outro exemplo € dado por xPux-l = 0 que

é uma equagfo efclica sobre o corpo Q dos nimeros racionais.

Se a & uma de suas raizes, a oubtra raiz é 08{a) = 1l-a jéd que
. 2
a soma das raizes é 1; assim, §(x) = I-x e 87 (a) = 1-(1-2a)=a,
Sejam f(x) = 0 uma equagdo ciclica de grau n sobre o

corpo K e a uma de suas raizes:

£la) = 0, £fL0(a)] = 0,....,£L08" Y (a)] = 0, 8™(a) = a

Sejam x"'ab 0 (8€K) uma equagdo binomial irredutivel sobre K

e b uma de suas raizes:

: . 2 . .
Consideremos agora o espago ve orial D n" -dimensional sobre K

que consiste de todas as combinagoes lineares formais

n-1 i
£ @, pal G, € K
i,j=0 Y J
onde os elementos b a’ (i,j = 0,...,n-1} s3o declarados linear

mente independentes sobre K, e onde adigdc e multiplicagdo por
escalares s3o definidas de maneira natural. Introduzimos uma mul
tiplicagdo em D de maneira distributiva e forgande a associati-

vidade de acordo com as seguintes relagoes:
2 2 r r
ab = bg(a), a“b = abg(a) = be(a),...,a b = bela)", ... .

Assim, qualguer que seja o polinomio g(x) com coeficientes em

K, temos
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gla)b = bgle(a)]

e, por indugﬁo,

g(a)b’

bTele (a)] | r= 0,

Precisamos verificar que D & fechado em relagfo a esta multipli-
cagao. Ora, o produbto de dois elementos bdsicos quaisquer, brad

k
e b aL, pode ser escrito como

(v*ad) (v*a*) = p*"T6%(a)17 a* = bTg(a)

onde r = itk e g(x) l:Bk(x):I‘]){L ¢ um polindmio com coefici-

entes em K. Como b" =8 e f{a) = 0, podemos substituir r
pbr um inteiro nAo negativo <n e g(x) por um polinamio de
grau <n, Portanto, a expressao resultante para o produto de do-
is elementos bdsicos & uma combinagfo linear dos elementos bdsi-
cos, Finalmente, o leitor verificard gque de fato vale a lei as-—

sociativa mostrando que
[ (vPad) (b5at)T (67a%) = (brad)L (vFab) (b7a")].

Assim, concluimos que D & uma dlgebra sobre K.

Suponhamos gue n=2 e K € um corpo de caracteristica

#2. Neste caso podemos tomar £f{x) = x2 + 2o0x + B e, substituin
doe a por a+l se necessdrio, podemos supor gue a2 =Y & K on
de Yy nio é um guadrado em K. Deste modo, g(a) = =a e D &

uma algebra de dimensdo 4 sobre X com uma base 1, a, b, ba
onde

a” =Y, b” = 8 e ab = =ba.

Se & mnSo & a norma de nenhum elemento da extensfio guadrdtica
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K(a) ent3o, pelo Teorema 10.2, D é uma d1gebra com divisao.
Para n=3 temos o seguinte

Teorema 11,1 - Se n=3 e § nao é a norma de nenhum elemento
da extensfo ctbica K(a), entd3c D & uma dlgebra

com divisao,
Aqui a norma de g{a) € K(a) é definida por
Me(a)] = a(a)ele(a)lale®(a)],

2 PR
Demonstragaoc: Seja u = L aijblaJ € D, u-£ 0, Podemos escrg
i,J=0

ver

u = g,(a) + bgyla) + ngB(a)

2 P

ande gi(a) = I ai.aJ, i=1,2,3. Para mostrar que u ¢ inver-
j=0 J

sivel vamos considerar trés casos.

it

1) gj(a) gz(a) = 0. Aqui u = gl(a) £ 0 & inversivel em

=

il
)

=
0]

portanto inversivel em D,

2) gB(a) =0 e g2(a) £ 0. Neste caso, gz(a) é inversivel
o podemos escrever

-1

)

ugz(a)_1 = g, (a)g,(a + b,

Seja g{a) = -gl(a)g2(a)_l. Para concluir que u é inversivel
basta mostrar que b-g(a) & inversivel. Ora,

(beg(a)) (b +bele(a)] + ela(a)lelo?(a)])

= s-g(a)ele(a)lale’(a)) = 6 &(a)} € K

e, por hipétese, 6—N[g(a)] # 0. Logo, be-g(a) é inversivel

|
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[bog(a)] L = b2+bg[92(a)]+g[e(a)jg[ez(a)]
5-NLg(a)]

3) gB(a) £ 0. Aqui podemos escrever
ug?’(a)'l = gl(a)gB(a)dl + bgz(a)gS(a)-l v b2,

Sejam g(a) = gl(a)gB(a)"l e hia) = gg(a)gB(a)-l. Para con-
cluir gue u & inversivel basta mostrar que g(a) + bh(a) + b2

é inversivel, Ora,

(b-nl8(a)1} {e(a)ebh(a)+b?]
- bgla) + p2n(a) + & - nle(a)le(a) - bh[e*(a)In(a) - p°n(a)
= {-h{8(a)lg(a)+5} + bla(a)-nl8*(a)in(a)]
= 4(a) + bp(a).

Pelo segundo caso, b-h{@(a)] & inversivel e afa} + bp(a) € in.

versivel desde gue #£0, Mas q(a) + bp(a}) = O dimplica que

5 = npa(a)lela) e ela) = nle”(a)in(a),

e consequentemente & = N[h(a)l, uma contradigao. Logo,

qa(a) + bp(a) # 0 ¢é inversivel e
-1 2
{q(a)+bp(a)} " {b-nle(a)]]) {s(a)+bh(a)}+b”} = 1.
Com isto o teorema estd demonstrado.

v I3 - ~ : -
Enunciamos a seguir uma condigac suficiente para que D

ey - . . ~
seja uma dlgebra com divisao no caso geral:

a . P .
Teorema - Se nenhuma potencia de § menor que a n-esima e a norma
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de um polindomic em a com coeficientes em K, entdo D €& uma

. e
algebra com divisao,

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em

[11] pp. 221-226.

Terminamos este pardgrafo com uma receita para a constru-
gdo de uma dlgebra com divisfo de dimensieo 9 sobre o corpa Q
dos nimeros racionais, a saber, considere a algebra ciclica defi-

nida sobre Q por

a3-3a+1 = 0, B = 2, abh = b(a2-2).

12, Subdlgebras.,

0s subsistemas, assim como outros conceitos que introdu-
ziremos mais adiante, s3o definidos respeitando-se ambas as estru
turas em gquestao:

Dizemos que um subconjuntec B de uma K-dlgebra A ¢é uma
subdlgebra de A se B & um K-subespago vetorial de A fechado
em relagio a multiplicaghio,

Por exemplo, o corpo € dos numeros complexos contém uma
infinidade de R-subespagos vetoriais e uma infinidade de subcorpos.
Entretanto, considerado como uma R-dlgebra, C contém apenas duas
subdlgebras #0, a saber R e o prépric C.

Toda dlgebra A contém duvas subdlgebras triviais, a sa-

ber 0 e o préprioc A. Toda intersegaoc de subdlgebras de A &

ainda uma subdlgebra de A. Se S §é um subconjunto gqualguer de



-37-

A, a intersegao das subdlgebras contendo S é chamada a subdl-

gebra de A gerada por S.

Se A & uma K-dlgebra com unidade, entdc o subconjunto
X1 formado por todos os miltiplos escalares al (GEK) & uma
subdlgebra de A, Como jd observamos no §6, podemos identificar
K com Kl através da cofrespondéncia o + al (g€K). Com esta
identificagido os escalares comutam com todos os elementos de Aj

isto é, quaisquer que sejam @ € X e a € A, temos

(al)a = a(1a) = a(al) = a(al).

J4 vinhamos usando este fato por algum tempo.

Em qualgquer dlgebra A seja 2 © subconjunto que consis
te de todos os elementos =z € A que satisfazem a seguinte condi-
gao:

az = za para todo a € A.

Nio & diffcil verificar que Z ¢é uma subdlgebra. Os elementos
de Z saoc ditos centrais em A e 2Z é chamado o centro de A.
Claramente, A & comutativa se e somente se 2 = A. Se A é uma

4lgebra com unidade, os escalares G = @l sao centrais em A.

0 centro da dlgebra dos guaternios reais é precisamente
R = Rl.

0 centro da algebra Kn das matrizes nxn sobre um cor-
po K é precisamente Kj; ou seja, o centro de Kn consiste de

todas as matrizes escalares
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0l = a € K.

0 ’ Q

Mais geralmente, se A é-ﬁma algebra com unidade de cen-

tro %, entdoc o centro de An consiste de todas as matrives
a : 0
a
. a € 4.
o] a

Neste cufo, com as devidas identificagDes, vemos que o centro de

An coincide com o centro de A. Isto nAo ocerre necessariamente
para algebras sem unidade. Por exemplo, se A = (el,ez)K onde
2 _ -0 2 L5
el-elez_ezgl_ e €2—E:2, entao
, .
‘e O
\O .0

é um elemento central em An.

13. A representaciao regular,

Terminamos este capitulo mostrando que toda K-dlgebra &
equivalente a uma subdlgebra da dlgebra de matrines K para um

n

n apropriado.

Seja A uma K-Algebra qualquer, Para cada a € A pode-
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mos associar uma transformagdao linear em A, a saber a multipli-

o~ -~ . ]
cagdo a direita por a:

Deste modo obtemos uma aplicagdo a s R, de A em £(a), a d1-

gebra das transformagaes lineares em A. Além disso, se a,b € A

e & € K entiao

{13.1) R, = Ry*Ry» Ry, =GR, e R, = RR..
Logo, Ap = [Ra | 2 € A} ¢ uma subdlgebra de £(A),
Suponhamos que A é uma dlgebra com unidade. Entio, a

elementos distintos a # b correspondem transformagdes lineares
distintas R, # R, pois 1R, # 1R, . Assim, de (13.1} conclui-

mos que as Algebras A e Ap s3o eguivalentes. Se € 50008

é uma base de A sobre K, o isomorfismo é dado por

a = Zaiei + R, = EaiREi.

A representacgio de EE {(j=1,...,n) como uma matriz mnxn sobre
J
K {com respeito a base el,...,en) é

Y150 Yig2 *cr Yiin
Y2j1 Y2j2 e Y2jn
MRE =
j e e a4 e s e e e s
Ynjl Ynj2 v Ynjn
n
onde eigj = kil Yijkek’ e A é equivalente & subalgebira de Kn

gerada por estas matrizes. Esta subdlgebra, também indicada por
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A é chamada a representacio regular 4 direita de A {com res-

R’

peito a base cl,...,en).

De maneira andloga, considerando para a € A a multipli-

cacdo & esguerda por a

podemos falar na representacio regular & esquerda de A (a = La)’

indicada por AL. Notamos entretantc que A e A saoc algebras

L

reciprocas, pois Loy = Lpl, quaisquer gque sejam a,b € A,

Suponhamos agora que A é uma dlgebra sem unidade, e seja
como antes €,,...,€, uma base de A sobre K. Entao, pela

adjungio de um elemento bésico ¢, tal gue
Goe. =g,¢_ = &£. (i:O,l,...,n),

obtemos uma dlgebra A2 com unidade, de dimensao n+l sobre K,

~

e contende A como subdlgebra., Assim, podemos representar A, e

portanto A, como uma subdlgebra de Kn+1.

Para concluir vejamos alguns exemplos,.

1) A aplicagio
& B
a+B;
* -8 @

nos dé uma representagac dos complexos como uma subdlgebra de R2.
2) A aplicagio

6, O Ay Og
-al uo -GS az

ao+ali+u2j+a3k e ~Cy a3 o, =Gy
-0 -, %y o,

nos déd uma representagio dos guaternios reais como uma subdlgebra
de R"-I—'
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CAPITULO 2

O RADICAL

As partcs nilpotentes de uma dlgebra representam um obs-
tdculo para a determinagﬁo de sua estrutura, Nao temos muito con
trole sobre estas partes pois, por exemplo, elas p.dem nos condu-
zir a rela¢des triviais. Por outro lado, determinaremos no pro-
ximo capitulo a estrutura das dlgebras sem idegls nilpotentes #O,
e portanto é desejdvel um processo que nos permita passar de uma
d1lgebra gqualquer para uma dlgebra deste tipo.'lNosso objetivo aqui

serd descrever um tal processoc.

14, Homomorfismos, ideais e dlgebras guccientes.

I

Sejam A e A duas algebras sobre o mesmo corpns K.

Uma aplicagdo

@: A 4

é chamada um homomorfismo se preserva tan.o a-estrutura de espago

vetorial quanto a estrutura multiplicativa de A, isto é,
w(a+b) = p(a)wp(p), @faa) =op(a), ¢(ab) = gla)e(b)

quaisquer que sejam a,b € A e o € K. Um isomorfismo (87) é en

tao um hromomox fismo bijetivo.
Seja @: A =+ A’ um homomorflismo.

0 conjunto de todos os elementos ¢(a) guando a percorras
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A recebe o nome de imagem de @ e serd indicado por Im ¢p. Cla

ramente Im & uma subalgebra de A'; ® & sobrejetivo se e spg
® . H 2

AI

mente se Im @

0 mdcleo ou kernel de ©®© & o conjunto de todos os elewmen
tos a € A tais que w(a) = 0, e sera indicado por Ker @. o)
leitor verificard facilmente gue Ker ® € um subespago vetorial
de A dinvariante em relagao a multiplicagﬁo A esquerdé e a direi
ta por elemenlos de A (isto é,‘se a€ A e beg Kerg ‘entao
os produtos ab e ba estio em Ker v). Em particular, Ker o
& uma subdlgebra de A, L também imediato gue & é injetivo se

e somente se Ker p = 0.
L]

Continuamos com mais algumas definigdes.

Um subeconjuntoe B de uma dlgebra A diz-se um ideal &
esquerda de A s= £ .é um subespago veiorial de A ‘invariante
em relagfio & multiplicagdo & esquerda por elementos de A {abeg
para tode a &€ A e Dbk ﬁ). De raneirz andl ga define-se ideal

2 direita. DPor exemplo, se A ¢é uma & gebra qualguer e a € A,

os "miltiplos' & esquerda e & direita de a
Aa = {xa | x € A} e ar = {ax | x € A}

530 rTespectivamente ideails & esquerda e A direita de A.

Um subconjunto # de uma digebra A diz-se um ideal bi=-
lateral ou simblesmente ideal de A se Rf € simultaneamente um
ideal & esquerda € a direita de A; Neste se1tido, o ndcleo de
um homomorfismo ¢: A A’ & um ideal de A, Se A ¢ uma dlge

‘bra comuitativa e a € A, os miltiplos & esquerda e & direita de
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a coincidem e formam um ideal de A,

-

Todo ideal lateral ou bilateral de uma Algebra A & em
particular uma subalgebra de A. Toda dlgebra A contém dois i-
deais triviais, a saber, 0O e o préprio'}A. Toda intersegao de
ideails & esquerda (di;eita ou bilaterais)‘qg A é ainda um ideal
34 esquerda (direita ou bilateral) de A. Se S e um subconjunto
qualquer_de A, a intersegﬁo de todos os ideais & esquerda (di—

reita ou bilaterais) de A que contém S é chamada o ideal 3

esquerda (direita ou bilateral) gerado por S.

-

Veremds a seguir que todo ideal de uma K-dlgebra A & o

s .
nicleo de algum homomorfismo.

Com efeito, seja f um ideal de A. Definimos em A

uma relagdo bindria {congruéncia médulo §8) da seguinte forma,

a= a (mod B) se a-a’' € B.

Trata-se evidentemente de uma relagﬁo de equivaléncia. Aqui, a

’

classé de equivaléncia determinada por um elemento a £ A e
E=a+ﬁ={a+b]b€ﬂ3].

Definimos entio operagoes de adigZo, multiplicagBo por escalares
e multiplicagao sobre estas classes da seguinte forma:

—_ - —
= Ga, aa’ = aa' .

ol

a +a =a+ a, o
Nio & diffcii verificar que esta definigao nfio depende da escolha

dos representantes. Dezte modo, obtemos uma K-algebra champalia

dlgebra quocjiente de A pelo ideal 8. que indicarcmos por /8.

Finalmente, & aplicacgio nmatural a = a de A wobre AR & am
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homomorfismo cujoﬂnﬁclno & precisamente .

Not~ que para cada ideal 4 de A contendo @, 4/8 =
={a | aed} & um ideal de A/M. Reciprocamente, se g & um
ideal do gquociente A/#, existe um tdnico ideal & de A ronten

do # tal que J =d/8, a saber, J ={ac¢ A | ac¢ g}.

Para concluir, observamos que dados um homomorfismo
©: A=+ A", j a aplicag@o natural de A no quociente A/Ker ¢
¢ 1 a inclusfo de TIm® em A', entSo existe um unico isomor-

fismo ©: A/Ker v+ Im gy tal que o diagrama

A v . AL

A/Ker @ —2—= Tm o

é comutativo (isto &, © = is@e j).

15, Ideais nilpotentes.

Se a & um elemento gualqguer de uma algebra A indicamos

2 3

o produto aza por a , aaa por a”, e assim por diante. Di-

PR m . . s
zemos que a e nilpotente se a = 0 para algum inteiro positi-

vo m,

Se B e £ sdo ideais & esquerda (direita ou bilaterais)
de A, indicamos por B¢ o subgrupe aditivo de A gcrado pelos
produtos be onde. b ¢ f, ¢ &€ C. Em outras palavras, BC con-

siste de todas as somas finitas
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b.c, + b,c

1%1 %5 +aeet brc

ol

E imediato que B8C

b,
i

€ B, ey £ C, rz 1.

& um ideal 4 esquerda (direita ou bilateral)

de A. Definimos as poténcias de B indutivamente por
¥ n-1
ﬁl =8 B onde Bl =R.

n
Assim, @ consiste de todas as somas finitas

r

Z b, b, sea b b, €&, r=z 1.

i=1 "1 2 n 13 :
Dizemos que B & nilpotente se alguma poténcia de B € zero.
Neste caso, o menor inteiro m tal que ﬁm = 0 & chamado o

{ndice de nilpoténcia de 8.

Evidentemente, dizer que ﬁm =

produto de quaisquer m elementos de

g & nilpotente segue-se que todos os

0 equivale a dizer que o
A & zero, Portanto, se

elementas de 8§ sado nilpo-

uma dlgebra n-dimensional sobre um corpo

tentes. Reciprocamente, temos o seguinte
Teorema 15%.]1 - Seja A

K e seja # um ideal

lemento de B & nilpotente, entio 8

- . P
nilpoténcia de ® ¢é no maximo n+l.

-

Demonstragfo: Supenhamos que B & um

jos elementos s@o nilpotentes.

lateral de A. Se todo e-

& nilpotente e o indice de

ideal & esqguerda de A cu-

Sejam ER

B peens By

e consideremos a seguinte cadeia de subespagos de Az

= B¢ e a2 ‘e .

8= ﬂ:"an+l ﬁinan+1 = Bal anan+1

Come dimK A =n temos que B = ﬁan+ ou para algum 1,

2 < v % n+l, ﬁar vee anan+1 = Bar_lar cee @ AL g Em todo caso,
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para algum s, 15 5 £ n+l, existe b &€ f tal que

A s ). Multiplicando & esquerda por potén-

. a ., = b{as...a

n+l

cias de b, obtemos Agered = bt(as...a } para todo t = L

n+1 1+ 1.

Dai resulta que B veaa 0, pois por hipétese b €& nilpoten

n+l ©

te, e consequentemente alaz...an+l = 0. Como estes sao n+l e«

. T . n+l
lementos arbitrarios de 8, concluimos que & T 20 e o tegore-

ma estd demonstrade.

Exemplo 1 - Seja A um espago vetorial nfic nulo seobre um corpo K.
Se definimos ab = 0 Quaisquer gue sejam a,b € A,

obtemos uma dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia 2.

Exemplo 2 =~ Seja A = (cl,gz) uma dlgebra bi-dimensional sobre
um corpc K com a seguinte tdbua de multiplioagﬁo:
2 2

slez = ezel = 52 = 0,

Entidoc A & uma dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia 3.
Note que podemos representar A como uma subalgebra de KB da
seguinte forma:

+ Q

1%1 222

ExemgloAi - Seja K um corpo e n wum inteiro >1." Seja A a
subalgebra de K que consiste cde todas as matrizes

n

triangulares estritamente superiores,



0 gslz glj .. uln '
0 0 u23 eae Saon
i1
o £ K.
e e e s e e s m e e e e ij
Q 0 s an-l n
6] 0 . 0

Entdo A & uma dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia n+l.

Observagios; Se a e b sao0 elementos que comutam entre si (isto

-

4, ab = ba) entic para todo inteiro positivo n teg

n n n . oA
mos que (ab) = a b ; além disso, podemos desenvelver o binomic
A

n - IL -
(a+b)™ = a” « (1) a® 1p 4 (2) a™"?p?

n
+...+ b .

Logo, neste casc, se a ou b é nilpotente segue-se que o produ
to ab & nilpotente; se a e’ b s3o ambos nilpotentes, a soma
a+b & também nilpotente. Isto nlo acontece necessariamente gquan

do ab £ ba, Por exemplo, sejam

o 1 o 0
a = b = .
[ 20 Y 1 0
~ 2 2 . .
Entac a“~ = b* = 0, mas para todo inteiro n > 1
1 © 1 0
(ab)n = (a+b)n =
o 0 c 1

portanto ab e a+b nao sao nilpotentes.

i
|
|

Assim, concluimos gue os elementos nilpotentes numa dlge-
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bra comutativa formam um ideal, o gue nfoc ocorre em geral nas al-

gebras nao comutativas.

Seja A uma algebra comutativa e seja N o ideal forma-
do pelos elementos nilpotentes de A. Entao N contém todo ideal
nilpotente de A; além disso, pelo Teorema 15.1, N € por si
préprio um ideal nilpotente. Neste sentido, dizemos que N & um
ideal nilpotente maximal. Claramente, N & o uUnico ideal nilpo-

tente maximal de A,

No préxime pardgrafo veremos gue em gualquer dlgebra, co-

mutativa ou nfo, existe sempre um ideal com estas propriedades.

16. 0 ideal nilpotente maximal,

Se [BY} é uma colegio qualquer de ideais & esquerda (di

reita ou bilaterais) de uma algebra A, definimos a soma dos
By’ E BY, como o conjunto de todas as somas finitas
b + b +eoat b b, €8 .
i Y2 Yr Yi oYy

Em outras palavras, I ﬁY é o ideal & esquerda (direita otz bila-

teral) de A gerado pela unifio dos BY.

Vamos mostrar que a soma de todos os ideais nilpotentes
de uma dlgebra A & ainda um ideal nilpotente de A e, além
disso, esta soma contém todo-dideal lateral nilpotente de A, Pa-

ra comegar, temos o seguinte

Lema 16.1 - Se B, e 8, sdo ideais & esquerda (direita) nilpo-

tentes de A, entao B, +8, & um ideal a esquerda
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(direita) nilpotente de A.

Demonstragio: Sejam m e m, os indices de nilpoténcia de 8,

e ﬂz respectivamente., Mostraremos que ﬁlrﬁz é

nilpotente com indice de nilpoténcia menor ou igual a ml+m2-l.

Com efeito, seja m = my+m,~1, Os elementos de (BL+ﬁ2)m sao
somas de produtos a‘'= dy8s..0a,  com fatores em ﬂl ou ﬁz.
Suponhamos que r dos fatores estio em Bl. Como ﬂl e 8,
s3o ideais 4 esquerda  (direita) de A, grupando os fatores de ma
neira apropriada podemos escrever
A= e X XpeeaX cee = caa¥Y Voo ¥ oeen
onde xl,...,xr [ ﬁl e yl,...,ym_r € ﬁz‘ Se r = ml o Tato de
m ~
que ﬁll =0 forga a =0. Se r<m entao m-r = (ml+m2-l) -
m
- r =2 n, e consequentemente a = 0, pois ﬁ22 = 0, Em todo ca-

. m .
so, concluimos gue (ﬁl+ﬁ2) = 0 como gueriamos demonstrar.

~ £ . 1 -
Uma consequencia imediata é o seguinte

Corolirio - Se B & um 1dleal 3 esquerda {direita) nilpotente de
A, ent3o £ geral um ‘deal bilateral nilpotente de

A, a saber, B + BA (respectivamente § + ARY.

DemonstracgBo: Suponhamos que £ ¢ um ideal & esquerda nilpotente

de A, digamos que ﬁm = 0. DEntioc
(2" = BABA...BA = B(4B)(AB)...(aB)s € B"A = ©

«, pele Zvenn, conciuinos que B + 84 € um ideal nilpoionte.

SJoda agnra N a some de todos os ideais rilpotentes de Al

A A T % entde oov “Y tou ﬁY , uma soma finita de ideais
1 )

r
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nilpotentes de A, Pelo Lema 16.1 extendido de dois para gual-

guer niimero finito de ideais, segue-se que a é um elemento nil-
potente, Assim, pelo Teorema 15.1, N é um ideal nilpotente de
A. Finalmente, pelo colordric acima, N contém todo ideal labe-

ral nilpotente de A, Acabamos de provar o

Teorema 16.2 - Todo ideal lateral ou bilateral nilpotente de uma
4lgebra A estd contido em um (udnice) ideal nil-

potente maximal de A, indicado por N(A}.
N(a) ¢é chamado o radical de A.

0 prdéximo resultado nos diz que tomando-se o quociente pg
io radical podemos passar de uma dlgebra qualquer, A, para uma

4lgebra sem ideais nilpotentesx #0.

Teorema 16. 3 - N(A/N(a)) = o,

Demongtracio: Suponhames que § & um ideal nilpotente de

A = A/N{A), digamos que " = 0, Seja B o ideal

-

correspondente de A tal que 8 _ 8/N(a). Entd3o 8% c N{a) e

consequentemente an = N(A)n para tode n = 1, Como N(A) é

nilpotente segue-se que K & um ideal nilpotente de A, Assim,

# € N(A) e portanto # = 0. Em outras palavras, A nao contdm

ideais nilpotentes #£0 e o teorema estd demonstrado.

No caso especial de uma Algebra comutativa A, este re-

sultado nos diz que A/N{A) nfo contém elementos nilpoientes.

s

Para concluir, seja X um corpo e seja
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N
o B

A= | @, € K §.
oy

0 leitor verificara facilmente que

0 B
N{A) = ( 0‘1 B €K .

Al

Assim, A/N(A) > K@ X (a soma direta de duas cédpias de K),

17. Elementos propriamente nilpotentes.

J& vimos que numa dlgebra comutativa o radical é precisa-
mente o conjunto de todos os elementos nilpotentes. Daremos a sg
guir uma caracterizagao andloga para o radical de uma dlgebra
qualquer, comutativa ou nio, Para isso precisamos de uma defini-

Gao.

Dizemos que um elemento a de uma dlgebra A é propria-

mente nilpotente se ax e Xa sao nilpotentes para todo x € A.

Note que se a & propriamente nilpotente, entiaoc aa = a%

e portanto a, ¢ nilpotente. Entretanto, pode ocorrer que um
elemento nilpotente nao ¢ propriamente nilpotente (exemplifique).

Note também que a definigao acima é redundante pois ax

é nilpotente se e somente se xa é nilpotente, Com efeito, bas-

. - g n+1l n
ta observar que para todo inteiro positivo n, {ax) = a(xa) x
e (xa)n+l = x(ax)"a.

Assim, pelo Teorema 15.1, concluimos que a é propriamen

te nilpotente se e somente se a4 ¢ um ideal & esquerda nilpoten
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te ou, equivalentemente, Aa ¢ um ideal a direita nilpotente.

E claro qu¢ todo elemente em N(A) € propriamente nilpo-

tente., Mais do que isso, temos o seguinte

Teorema 17.1 - N(A) & piecisamente o conjunto de todos os ele-

mentos propriamente nilpotentes de A.

A demernstragio cabe ao leitor {sugestio: basta mostrar
Jque os elementos propriamente nilpotentes formam um ideal nilpo-

»

tente de A).

-

18, Duas propriedades do radical.

Seja' B8 um ideal de uma dlgebra A. Entdeo, em particu-
iar, B ¢ também uma dlgebra e podemos perguntar se o radical de
f estd relacionado de alguma forma com o radical de A. Clara-
mente N{A) N 8 = N(@), pois WN(aA) N B ¢é um ideal nilpotente de

8. Agora, se N(ﬁ)m =0 e a & um elemento qualquer de ¥N(B),

(aa)®™ = t(AaA)a]m c (Ba)" ¢ ¥@)" = 0;

consequentemente a € um elemento propriamente nilpotente de A.

Assim, concluimos que N(8) € N{(A) N 8. Isto nos da o seguinte

Teorema 18,1 - Se B & um ideal de uma alg-bra A entdo

N@®)}) = N{(a) N &.

0 resultade é falso se supomos apenas que B & um ideal
lateral de A. Por exemplo, consideremos a dlgebra X, das ma-

trires 2%2 sobre um corpo K. Nao é dificil verificar que
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N(Kz} = 0 (ou se guiser use o proximo teorema). Entretanto, se
o B
p = | e, €cK
O O

eitic P & um ideal & direita de X, e N(p) # N(K,) N p =0

0O B
N{p) = | 8 € K }#£o0.
0 O

Uma outra pergunita interessante é se podemos velacionar
o radical de uma dlgebra A com o radical da dlgebra A~ das ma
trizes nxn com coeficientes em A. A resposta é dada pelo se-

guinte

Teorema 18.2 - N(4, ) = N(A)n'

Demonstragio: & imediato que N(A)n é um ideal nilpotente de A ;

portanto, N(4) <= N(4_). Resta mostrar que

N(An) c N(A)_ . Primeiro observamos que pela adjungdo de uma uni-

dade se necessario e considerando os elementos de A como matri-

zes escalares, podemos escrever toda matriz de An comoe

z a..e., onde os a., estdo em A e 05 e, . s3o as matri-
. ij 1ia 1] 1]
i,Jj=1
zes unitdrias usuais. A seguir notamos que se z a, .e. . €
5 13543
i, Jj=1
€ N(a) entio os a4 s3c nilpotentes. Com efeito, para
k,{, - 1,..,__21'1,
o 3
(akLelk)(i T oaygesage ) = e ey € N4,
s jm=
pois N(An) é um ideal de A . Dai resulta que aaL, e portan-
to a é nilpotente. Agora, como para todo X € A

ke’
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n
x( = a

iJ)eij ’
i, Jj=1

n
ijeij) = i (xa

i,j=1
segue-se gque os coeficientes das matrizes de N(An) sA0 elemen-
tos propriamente nilpotentes de A, Assim, concluimos que

N(An) S N(A)rl e o teorema estd demonstrado.
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CAPITULO 3

0S TECREMAS DE ESTRUTURA

Dodemos dividir as dlgebras em duas classes, a saber, as
nilpotentes e as naoc nilpotentes., Nao tratamos aqui.as dlgebras
nilpotentes. Para uma dlgebra nao nilpotente consideramos o seu
radical, que é por sua Vez uma dlgebra nilpotente. Tomando-se o
quociente pelo radical, obtemos o que chamamos de Algebra semi-
simples., Toda dlgebra semisimples é uma soma direta de dlgebras
simples e estas sf8o dlgebras de matrizes com coeficientes em 4l
gebras com divisdo, Este é o contelde dos teoremas de estrutura

de Wedderburn.

19, Algebras semisimples.

Dizemos que uma algebra A € semisimples se A Nnao con-
tém ideais nilpotentes #0. Equivalentemente, A é semisimples

se o radical de 4, N(A), & nulo.

pPara toda dlgebra A, o quociente A/N(A) é semisimples
(§16). Se A & uma dlgebra semisimples, todo ideal de A é se-
misimples e a algebra An das matrizes nyxn com coeficientes em

A & também semisimples {§18).

Um bom nidmero de exemplos pode ser obtido a partir do se-

guinte:
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Teorema de Maschke - Seja G um grupo finito e K um corpo de

caracteristica © ou caracteristica p on-
de p nao divide a owxdem de G, EntSo a dlgebra de grupo K(G)

é scmisimples.

Demonstraglo: Sejam g = 1, Bpy--+28, ©S elementos de G. BSe

n n
a= I C.g; € kK(G) podemos escrever R, = I O;R,
i=1 i=1 i
onde para x € K(G), R_ é a multiplicagdo & direita por X.
I
Seja N o radical de K(G) e suponhamos gue a = X &;&; £ N,
i=1

#

a £ 0. Como N ¢é um ideal, podemos supor‘que G, £ 0 pois caso
contrario, multiplicando a pelo g;l apropriade obtemos o ele-
mento desejado. Comoe a € N, a é nilpotente e portanto

Ra = igl uiRgi & uma transfcrmagao linear nilpotente., Logo, ©

trago de Ra (tr Ra) & zero e podemos escrever

0 =+tr R, =0, tr By + G, tr Rg2 +o..+ Q tr Rgn.
Mas se g€ G e g# 1, *tr Rg = 0 pois g;8 # g5 (i=1,...,1).
Como tr R, = °{G) segue-se que alo(G) = 0., Consequentemente,
como @, £ 0, devemos ter o(G) =0 em K. Isto s6 é possivel

se @ caracteristica de K & p # 0O e divide a ordem de G,
contrdrio &s nossas hipdéteses., ASssim, concluimos gque N =0 e

o teorema estd demonstrado.

Finalmente, observamos gque se G é um grupo finito e KX
L]
é um corpo de caracteristica p # 0 onde p divide a ordem de

¢, entfo K(G) ndo é semisimples. Com efeito, se a = 2 g
Zeh

entSo a & um elemento nio nulo central em K(G); além disso,

ag = a para tode g € G. Logo, como P divide a ordem de G,
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a“ = £ ag =9°(G)a = 0. Como a e central, segue-se que K(G)a
gEG
é um ideal nilpotente #£0 de XK{G). Assim, X(G) nao & semi-

simples.

20, Idempotentes.

Dizemos que um elemento e # 0 de uma dlgebra A e um
1dempotente se e2 = e. 0Os elementos idempotentes desempenham um
papel fundamental ﬁa teoria das dlgebras Ja em 1870 num trabalho
pironeiro de B, Peirce [27] encontramos uma prova racional da exig

~ . . , e .
téncia de idempotentes em algebras nao nilpotentes. Provaremos

isto agora.

Teorema 20.] - Se A é uma Jlgebra na nilpotente entioc A con-

tém um elemento idempotente.

Demonstracio: Seja a € A um elemento ndo nilpotente. Pelo Teo-
rema 15.1 um tal elemento existe. Consideremos a

-eguinte cadeia de subespagos de A:

Aa 2 Aa2 j= -] Aan Reas o

-

Como » & de dinensao finita, existe um inteiro m =z 1 +tal que

(*) Aa.m = Aam+l See = Aazm = Aa2m+l = aes e

Seja B = Aa Entdo b = a = aa® €D e de (*) segue-se que
Bb = B. Em particular, existe e € B tal que eb = . Multipli
cando por e & esquerda, obtemos (ez-e)b = 0. Agora, como

Bb = B, a transformagadac linear em B dada por x <+ xb é sobre-

jetiva, Comoe B ¢é de dimensdo finita, esta transformagio & tam-
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bém injetiva. Assim, de (ez-e)b = 0 concluimos que o2 = e.

~ m+l
Resta mostrar que e £ 0. Ora, se e =0 entaoc 0 =¢eb ="D=28
contradizendo o fato de que a nao é nilpotente Isto completa
a demonstragso,

0 préxime resultado ¢é de grande importincia.
Teorema 20,2 - Seja A uma dlgebra semisimples e seja B # 0 um
ideal & esquerda {direita) de A. Entdo B = Ae

(respectivamente f = eA) para algum idempotente e.

“

»

Demonstragao: Seja 6 ¥ 0 um ideal & esquerda de A. Como A e

semisimples, . 8 nae é nilpotente. Logo, pelo teo-
rema anterior, ® contém elementos idempoténtes. Se e € B é
um idempotente seja anﬁ(e) ={bed | be = 0} o anulador & es-

querda de e em B. K imediato que an (e) & um ideal & esquer

da de A.

Suponhamos que e € B é um idempotente tal gue anﬁ(eo)#

£ 0. Entao anﬁ(eo) contém um idempotente e,. Como 'ei = 0,
2 .

e, = ey =] ele0 = 0, segue-se gue fo = e  + el - eoel e um
elemento idempotente em ®. Além disso, anﬁ(fo) esta contido
em anﬁ(eo) pois dado a € B tal gque af_ = 0, entio

0 = (af Je = ale +e.-e e Je_ = ac® = ae .

o’ o o 1 "o l'70 o o
Comoe e, f = e (e +e,~e e ).= 2 = o concluimes qué an_(e_} 2
170 1071 "ol 1 1’ g 0O

® anﬁ(fo)' Se anﬁ(fo) # 0, repetimos a discussdo com f = no

lugar de e, deste modo, obtemos

ang(e,) & ang(£,) # ang(s,)
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onde g, € 8 & um idempotente, Como A & de dimensao finita
este processo termina. Assim, anﬁ(e) = 0 para algum idempoten-
te e € 8. Neste caso b = be qualquer que seja b € 8, pois
(b-be)e = 0. Portanto, @ = Ae e o teorema estd demonstrado.
Coroldrio 1 - Se 4 & uma dlgebra semisimples e 8 £ O & um

ideal de A, entido B = Ae = eA onde e & um

idempotente central de A,

Demons trag8o: Como B ¢é simultaneamente um ideal & esguerda e &
direirta de A, existem idempotentes 1.8, €ER

tais que bel =b e e2b = b para todo b ¢ . Em particular,

Logo, e e, = @

1 2 é uma unidade para f e
B = Ae = eA. Agora, se a € A entao ambos os produtos ae e
ea estdo em #, pois B & um ideal de A. Assim, o fato de
que e & uma unidade para @ implica que ae = e(ae) ‘ea)e =

= ea. Em outras palavras, e comuta com todos os elementos de A

2 o resultade segue.
Terminamos esta segio com ¢ seguinte

Coroldric 2 — Se A & uma slgebra semisimples entdao A tem elie-

mento unidade.

21. Decomposicao em componentes simplies.

Dizemos que uma dlgebra A ¢ simples se A? £ 0 e os da

- ~ . ] i
nicos jdeais de A sao os triviais.

Seja A uma dlgebra simples, Como A2 & um ideal de A,
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a condigio a? # 0 & equivalente & condigao A? A, Segue«se
aue A = A% = S e pertanto A ndo contém ideais nilpo-

tentes #O.

Assim, toda dlgebra simples é semisimples. Em particulawr

toda algebra simples tem unidade,

Nosso objetivo a seguir ¢ mostrar que toda d.gebra semi-
simples é uma soma direta de &dlgebras simples. Para isso, intro

duziremos inicialmente o conceito de ideal minimal.

Dizemos que um ideal B de uma dlgebra A é um ideal
1
minimal de A se B £ 0 e nic existe nenhum ideal R’ de A

tal que 0 £ @8 ¢ B,

Nos tres lemas subsequentes A ¢é ima dlgebra semisimples,

Lema 21.1 - Se # & um ideal minimal de A entdc # & uma Al

gebra simples.

Demonstracgfo: Claramente ge #£ 0 po’s por hipdtese A & semi-

simples. Resta mostrar que os Uniceos ideais de B
530 os triviais. Suponhamos que & # G & um ideal de @#. Entao
AR & wm ideal de A e estd contido em B, Se BJI8 = 0 segue-
se que &3 = 0, contradizendo o fato de que { como um ideal de
uma dlgebra semisimples é também uma dlgebra semisimples; logo,
RIE £ O, Assim, pela minimalidade de £ concluimos que

R =Rf82 ¢ J e portanto I = R. Com isto o lema estd demrnstrado.

ima 2i, 2 - Se B,,...,B  sdo ideais minimais de A distintos

1

dois a d~is, a soma ﬁl +a. st ﬂr é direta. Em par-
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ticular, A contém apenas wum nimero finito de ideais minimais.
Demonstracgao: Sabemos que ﬁi = eiA = Aej onde ey é um idempo-

tente central em A, i = 1l,...,r f(cf. §20). Ob-
servamos a seguir gue os idempotentes el,...,er sao dois a dois

ortogonais, isto é, ej€y = 0 :e i # j. Com efeito, Bi n ﬁj

é um ideal de A e estd contido tanto em B, quanto em Bj.
Se ejey £ 0 terfamos B, N B, # 0 e a minimalidade de B; e

1 J
ﬁj implicaria gue ﬁi = ﬁi n ﬁj = ﬁj, contradizendo as hipdte-

Ses.

Suponhamos agora que e;a; +...+ ea, =0 (ai € A},

Multip.icando esta expressﬁo a esquerda por e, =® usande o fato

- R 2
de que eje, = 0 para i £ i, obtemos e;a; = eja; = 0. Em ou-

tras palavras a soma 8, +...4 8 é direta. Finalmente, a Ulti

ma assergio do lema segue do fato de que A é de dimensdo finita.

Lema 21.3 - Se ﬁl,...,ﬁr s%0 todos os ideais minimais de A,

entdo A = B, ©...® 8 .-

Demonstragao: Pelo lema anterior basta mostrar que A = ﬁl+...+ﬂr.

Como antes, ®, = e A = Ae, onde os e sao idem-~

potentes centrais em A tais que e;e, = 0 se i £ j. Seja

. s 3 ~ I
e = el +aaat er. Uma simples vewificagao revela que e & um i-

dempotente central em Aj além disso, e e = €, i = 1,00a,T-

Afirmamos que e = 1, a unidade de A, Com efeito, suponhanmos

por absurdo gue e # 1. Entio & = {1-e)A = A(l-e)} & um ideal

N30 nulo de A. Como tal, B contém um ideal minimal de A, di
gamos ﬁi . Assim, podemos escrever e; = (l—e)a para algum

o 0
a & A. Multiplicando 4 esquerda por ei , ohtemos e. = e? =

Q to 10



= ey (1—e)a =0 pois e, e = e, . Com esta contradiggo conclui-
o o o

mos que de fato e = 1. Logo, para todo a € A, a = la = e,a +

+e..+ €2 € consequentemente A =B, +...+ ﬁr como Queriamos de

1
mons trar.

Acabamos de provar o teorema de Wedderburn sobre a estru-

tura das dlgebras semisimples.

Teorema 21l.4% - Toda dlgebra semisimples é uma soma direta de al-

gebras simples.

Este resultado terd uma forma bem mais interessante assim

que determinarmos a estrutura das Al gebras simples.

22, A simplicidade de Dn'

Seja D uma dlgebra com divis8c e mn um inteiro positi-~
vo. Vamos examinar a dlgebra Dn das matrigzes nxn com coefi-

cientes em D, Comegaremos com o seguinte
Lema 22,1 - D é uma algebra simples.

Demonstragdo: Claramente a multiplicagio em b, ndao é trivial,

. . 2 .z

isto e, Dn # 0. O resultado seguirada se mostrar-
mos gque os unicos ideais de Dn gsdo os triiviais. Suponhamos en-

t3o que U £ 0 & um ideal de D,. Seja uec U, u # 0. Se

eij (i,j = 1,...,n) sac as matrizes unitdrias usuais de Dn’
n
podemos escrever u = z a..e,., onde os a,. estdo em D e
. . 1J 1J il
i, Jj=1
ayy £ 0 para algum k e algum 4. Como U é um ideal de D_,
n n
W o= = N =S -
ril L. r§1 e ue, € U. Como a,, £ 0, w ¢é uma ma
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n

. . . -1 -1 =1
triz inversivel com w = rgl ak& e .3 logo, 1n =w  "wEU on
de 1n é a matriz identidade. Dai resulta gue Dn = Dnln S U e
portanto U = Dn' Isto conclui a demonstragao.

Vemos entao que a disposigao dos ideais bilaterais de D

n
ndo apresenta dificuldades,

0 que podemos dizer sobre os ideais laterais de D ? Se
n =1 a resposta é imediata: o0s Unicos ideais laterais de D
sdo os triviais. Assim, daqui por diante vamos super n > 1.

Se jam pl,pz,...,pn os ideais & direita de Dn gerados
pelas matrizes unitarias idempotentes ©117C0pr 08y respecti-
vamente (isto é, p. =e,.D ). Explicitamente

i ii n

i1 24i2 in

Note que Dn =p, ®...8 p,, 2 soma direta dos Py

Afirmamos gque os Py sfao ideais A direita minimais de Dn.

Para provar isto basta mostrar que o ideal & direita gerado por um

elemento ndo nulo arhitrdrio de Py é o préprio P;+- Seja pois
n

u = j§1 2:3% 3 £ 0 em py. Entido ay, #£ 0 para algum k e, se
- -1 .

v E Py temos que u(aik eki)v =. v, Logo, an = pi como gqueria-—

mos e a afirmagac segue.,

Seja agora o #£ 0 wum ideal & direita arbitrdrio de D .

Como Dn é semisimples, o= eDn para alguma matriz adempotente e.
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Por uma mudanga de base, portanto um automorfismo interno de Dn,
podemos coleocar e numa forma diagonal, digamos e 4 T = e, .
igig
Foned € (aqui estamos considerando os elementos de Dn comeo
rer

transformaQEes lineares em um espago vetorial n-dimensional sobre

D). Logo, p = eD = fD ;5 ou seja, p =~ pil Do ® pir.
Assim, concluimos que todo ideal & direita de Dn é uma

soma direta de ideais & direita minamais; +tode ideal & direata

minimal & isomorfo a algum o; e o8 0, sao isomorfos entre si.

Finalmente, observamos que uma conclusfo andloga vale pa-
ra os 1deais A esquerda de Dn‘ Basta considerar os ideais & es-

guerda minimais A, = D_ e.., i = 1,.4..,0,
1 n 11

23, 0 Lema de Schur.

Apresentaremos agora um lema necessario para a demenstra-
950 do teorema principal sobre as dlgebras simples. Primeiro uma

definigao.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e seja 8
um conjunto de transformagaes lineares em V. Um subespago W
de V diz-se S-invariante se WS € W para todo S5 € §. Dize-

mos que V e um S-espaco simples se V # 0 e os Unicos subespa

¢os 8~-invariantes sao os triviais, isto é, 0 e o préprio V.

Mantendo a notagio temos o seguinte

Lema 23.1 - Se V ¢ um S-espago simples, e T: V= V é uma

transformagao linear nao nula tal que TS = ST para
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todo S ¢ &, entao T & inversivel. Além disso, T-lS = ST"l

para todo S € 8§,

Demonstragao: Como V ¢ um §-espago simples e T # 0, Dbasta mos
trar que o ndcleo e a imagem de T sao subespagos

g _invariantes. De fato, se este for o caso, segue~se que 0 ni-

cleo & zero, a imagem & todo o espage V, e portanto T & in-
versivel, Além disso, é imediato que de TS = ST resulta
srl - v ls. oOra, se vI =0 e SE8& entio vST = vIS - Oj

assim, o ndcleo de T & realmente &-invariante. Agora, se '

& um elemento na imagem de T entdc Vv’ = vT para algum v € V.
Logo, Vv S = vIS = vST estd na imagem de T para todo 35 € 8.
Deste modo, a imagem de T & também §-invariante e a demonstra-

¢Bo estd completa.

2. A estrutura das dlgebras simples.

Estamos em condigoes de provar o teorema de Wedderburn

sobre a estrutura das dlgebras simples.

Teorema 24.1 - Se A & uma algebra simples entdo A ¢é equivalen
te a D,» @& dlgebra das matrizes nxm com coe-
ficientes numa dlgebra com divisde D, Além disso, n & dnico

assim como D ' a mencs de isomorfismo.

A demonstragao serd dividida em uma sequéncia de lemas e
observagbes e até a sua conclusfo denotaremcs por A uma algebra
simples sobre um corpe K- Recordamos que como tal, A possui

unidade.
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Seja p um ideal & direita minimal de A. Entaoc p @&
invariante em relaggo a multiplicagao 4 direita por elementos de
A, Ra: x 4 Xa. Assim, podemos considerar Ra (a E A) como trans
formagses lineares em 0. Aqui, por abuso de notagao, estamos in

dicando Ra e sua restrigﬁo ac subespagoe p pelo mesmo simbolo.

Lema 24,2 - Se a€ A e R, =0 em p, ent3c a = 0., Assim,
a+ R, ¢é uma imersio de A em $£{p), a dlgebra das
transformagdes lineares em o sobre K. Além disso, o & um

A-espago simples.

Demonstraﬁﬁo: Vamos examinar o anulador a direita de p em A,
isto é, ® = {x € A | px = 0}, Claramente @ é um

ideal bilateral de A e a simplicidade de A forga @ = 0 ou

8 = A, Comeo pl # 0, necessariamente & = 0. Ora, dizer (e
Ra =0 em p equivale a dizer que pa = 0 e portanto, pelo que
acabamos de deduzir, a = 0, O resultado segue naturalmente, a

dltima assergao decorrendo do fato de que p é um ideal & direi-

ta minimal de A.
Seja agora

D={T¢&(p) | TR, = R,T para todo a ¢ A},

o centralizador de A em &(p). Claramente D & uma subidlgebra
de &(p). Como p & um A-espago simples, o lema de Schur nos
diz que D & uma Algebra com divisdaoc. Podemos considerar p co
mo um espago vetorial a4 direita sobre D onde para a € p e
T € D, a agzo aT & simplesmente a imagem de a pela transfor-

magao linear T.
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Lema 2h.§ - Se Hysove Xy Ep s3o0 linearmente independentes sobre
D, entdo a soma PXy +euet PX, é direta. Em particu
lar, como A é de dimens3o finita sobre K, p & de dimensio fi-

nita sobre D.

Demonstraggo: Primeirc o leitor deverd observar que as multiplica
¢Oes & esquerda Ly: x~ bx (b € p) sao elementos

de D. Agora, dizer que blxl tesst b x =0 :(bi € p} & equiva

lente a dizer que lebl +oeat anbn = 0, Como por hipotese
xl,...,xn sao linearmente independentes sobre D, 0o resultado
segue.

Lema 24,4 - Se X5 Sy Xy é uma base de p sobre D e Yysea ¥y

53 : elementos arbitrdrios de p, entfo existe a € A

tal que X;2 = Yoo i = 1,.04.,0,

Demonstragao: Basta mostrar que existem Byseen,dy € A tais gue

X, a;, =y; e xja; = 0 para 1 £ j, pois neste ca

S0 a = a

LTt 2y, é o elemento desejado. Mostraremos, por e-

xemplo como obter a, (o mesme argumento pode ser usado para de-

terminar al""’an-l)' Para isso, considevemos o ideal & esqguer
da de A, X = Axl +aoet Axn“l. Pelo Teorema 20,2, A = Ae onde
e & um idempotente. Como e(l-e) = 0, temos que xi(l-e) =0
para i = l,...,n-1. Se xn(l-e) = 0 entdo Ry_, =0 em p e
consegquentemente, pelo Lema 24,2, l-e = O,

Dai resulta que A = A e podemos escrever clxl a0t Cn—lxn-J,=l

(ci—EUA). Multiplicando esta express3o & esquerda por x., obte-

s 3 -~
mos = X, Isto contradiz a independen

x. L +eset X L
1 X, n-1 a1

cia linear de Kyveens Xy sobre D, pois X, €y € p e portanto
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Lx e € D. Assim, concluimos que xn(l-e) £ 0. Logo, xn(l—e)A:¥O
n- i

e a minimilidade de p Tforga xn(l—e)A = p. Em particular exis

te b € p tal que xn(l—e)b = y,- Colocando a = {1-e)b » pro

blema esta resolvido,

Coroldrio =~ A D onde n = dim, p

Demonstragao: Seja a € A, Como R_T = TR, para tedo T € D, é
imediato que R, € SD(p), a Adlgebra das transforma

goes lineares em P sobre D. Assim, temos um homomorfismo

P: A= £D(p). Pelo Lema 2&.2 ¢ & injetivo e pelo Lema 2h.4

® 6 sobrejetivo. Deste modo A > SD(D). Como SD(p) = D, on-

de n = dim o resultade segue.

p P>
Para completar a demonstragﬁo do Teorema 24.1 precisamos

verificar a unijicidade de n e D.

Lema 24.5 - Se D~ b, onde D e A s3o0 dlgebras com divisao,

entdo n=m e D= A,

Demonstragao: Seja @: D+ A~ o isomorfismo. Seja

1 o ... o]
8] 0 .
e = B T T € Dn
0 o ... ©
e seja f = w(e). Como eD ¢ um ideal & direita minimal de D_,

T4, ¢ um ideal & direita minimal de 4 . Por uma mudanga de ba-
se, portanto um automorfismo de Am’ f pode ser colocadoe na for

ma



I 0
T
8] o]
onde I é a matriz identidade 1wvxr. A minimalidade de £a,

forga T = 1. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor

que
0 ... O
ves O
f:
4] O ... ©
Logo, D= eD e= fA f= A. Agora, como eD é n-dimensional
sobre D, fA é m-dimensional sobre A, e D=~ A, segue-se

Isto conclui =z demonstragdo do teorema de Wedderburn.

25, A estrutura das algebras semisimples.

Como toda dlgebra semisimples é uma soma direta de dlge-
bras simples, o teorema que acaabamos de provar tem como conse=

~ - . -
guencia imediata o seguinte

Teorema 25. 1 - Se A & uma dlgebra semisimples ent@o

A= Dﬁl) D...B Dir) onde D(l) é uma 4dlgebra
. 1 r
com divisao e Dil) € a dlgebra das matrizes n,xn, com coefi-
i
b

cientes em D(i) i = TyeaesF
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CAPYTULO &4

ALGEBRAS SIMPLES

Uma Algebra A diz-se simples central sobre um corpa K

se A & uma &lgebra simﬁles de centro K.

26, Produto tensorial de algebras.

Sejam A e B 4dlgebras sobre um corpo K. Seja A ®K B
o produto tensorial de A e B como espagos vetoriais sobre K.
Definimos uma multiplicagao em A ®, B distributivameute de acor

do com
(a1®bl)(32®b2) = a,a, ® b,b,.
Desta forma A ®K B & uma dlgebra sobre K. Quando nioc houver

ambiguidade escreveremos simplesmente A ® B omitindeo o corpo em

questao.

Observagao: 1) 0 produto tensorial de dlgebras é associative e

comatativo
(a@B)eC >~ A®(BRC), . B = BRA.
2) Sejam A, A', B, B’ 4dlgebras sobre K. Se
Py A A’ e  p, B B’
sdo homomorfismos, entdo a aplicagao

P80, A9B A'®B’
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definida por ® a®b) = ¢,(a) ® p,(b), & um homomorfismo.
91992 1 2

3) Sejam A e B dlgebras sobre K. Se B possui unidade,
a aplicagdo a -+ a®l ¢ um homomorfismo injetivo de A em A®B;
assim, podemos identificar A com AR1, Analogamente, se A

possui unidade podemos identificar B com 1 & B,

Antes de prosseguir com o nosso estudo é conveniente apre

. b - x
sentarmos dois lemas que serao usados com bastante frequencia.

Lema 26,1 - Sejam A uma algebra sobre um corpo X, A, a dlge-
bra das matrizes n¥n com coeficientes em A e K

n

a dlgebra das matrizes nxn sobre K. Ent8o AL ™ A®p K .

Demonstraclo: Sejam e;; as matrizes unitdarias de K . Pela
adjungao de uma unidade (se necessarioc), todo elemen
to de A pode ser escrito de maneira unica como Za,.e.., a, .€A.
n ijgij ij

E imediato que a aplicagao

+ L a, Qe,
ij i

L oa..e. . .
— i3 i) J
é um isomorfismo de Al sobre A® K, .
=3
Lema 26.2 - K ®p K K. me
Demonstrayao: Se jam eij e ka (i,j = 1l,...303 k,L = Lyee.,m)
as matrizes unitdrias de Kn e Km respectivamen-
te. Entao eij @ ka ¢ uma base de Kn ® Km com a mesma tabua

de multiplicagao que as matrizes unitdrias de Knm’ etc...
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27, A dlpgebra de multipticagdes.

Sejam A uma algebra sobre um corpo K, &(A) a dlgebra

das transformagdes lineares em A sobre XK, e Ap e A as

representagbes regulares & direita e 34 esquerda de A em £ (A)

respectivamente. Os elementos de Ap s%o as multiplicagfes & di

reita, Ra: X =+ Xa, e o~ elementos de AL sao as multiplicagoes
4 esquerda, L_ 3 x 4 ax (a € A). A subdlgebra M gerada por

em £(A) & naturalmente chamada a dlgebra de multipli-

cagio de A, N3o é dificil ver que

M = {Ra+ Lb+2 Ra.Lb.
1 1

a,b,ai,bi € A},

pois RaRb = Rab’ LaLb = Lba e R Lb = LbR . Mais ainda, se A

é uma dlgebra com unidade entao

=
I\
e
e
1]

[Z Ra.Lb.
i i

pois neste caso poedemos escrever Ra = RaL1 e L. = R_L

Mostraremos gque se A é uma dlgebra simples central sobre

X, entio I = £(A). Para issc, precisamo- do seguinte

Sublema - Se A € uma dlgebra simp.es e X, ¥ sao dois elementos

de A com x £ 0, entdo existe T e D tal que xT =7

Demonstragao: Como x # 0, AxA & um ideal nioc nulo de A. Logo,
a simplicidade de A forga AxA = A, Em particulan
podemos escrever L bixai =V (al,bi € A) e o resultado segue

com T = & Ra.Lb.'
i Ui

Vamos agora ao



-73-

Teorema 27.1 - Se A & uma dlgebra simples central sobre K,

xi,...,xn € A sdo linearmente independentes so-
bre K, e yl,; Y, sfo elementos arbitrdrios de A, entio e-
xiste T € m‘ tal que xiT = Yy i=1,. .,n,

Demonstragao. 0 teorema estard demonstrado se encontrarmos

Tl""’Tn €M tais que xiTi =1 e iji = 0 pa-
ra i # j, pois reste caso T = TlRyl + ..;‘TnRyn é a transfor-
magao dese jada Se n =1 a existencia de T1 é garantida pelo
sublema. Prosseguindo por indugao, vamos supor que Tl""’Tn—l

estio determinadas. Mostraremos como obter T,+ Para isso, divi

diremeos o problema em duas partes.

Suponhamos primeiro que para algum i, 1< i< n-1,
x T, ¢ K. Neste caso, como por hipdtese K & o centro de A,
existe a € A tal que (ani)a - a(ani) £ 0. Seja S = T,R, -
- T;L,. Entio S € W, x;8=0 para i=1,...,n-1 e xS # 0.
Pelo sublema. existe S € M tal que an§ =1 e o problema esti

resclvido com Tn = 58,

Supenhamos agora gue ani =Q. ¢ K, i=1,,.,,n-1. Se-

i
ja 8 = Tle + Tsz +ow.+ Tn-le -~ I onde I = R1 = Ll e a
1 2 n-1
vransformagido identidade. Entho S €n e X;85 = 0 para
i=1,.4.,n=1,., Mas an # 0 pois caso contriario alxl + a2x2 +
toeat an-lxn-l - x, = 0, contradizendo a independéencia linear

dos x5 sobre K. Pelo sublema, existe 3 €M tal que an§ =1

e podemos tomar Tn = S5. Isto conclui a demonstragao do teorema,
Coroldrio - Se A & uma dlgebra simples central sobre K, entao

mo=L(A).
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A partir deste resultado, obtemos o importante

Teorema 27.2 - Se A ¢é uma dlgebra simples central sobre X, en

~ op _ s
tao A @K A Kn onde n = dlmK A,

Demonstracfo: Sabemos que A = Ap e AP o A;. Logo, A AP =~

= Ap ® A;. Sabemos também que £(A) ~ K onde

n = dimg A. Agora, como todo elemento de AR comuta com todo e-

lemento de A , a aplicagdo @t Ap ® Ap 9 £(4), ¢(2Rai ® Lbi) =

¥R L. , ¢é um homomorfismo. Pelo coroldrio acima, M = A A, =
ajy bi R'L

(aima)® =

£{A) e portanto é-sobrejetivo. Como  dim, £(A)

1}

= dimK AR ®? AL’ segue-se que o micleo de @ é zero e consequen=

temente ¢ & um isomorfismo. Assim,

A8 AP = a @ A = apa = 2(a) > K

R
¢ 0o teorema esta demonstrado.

Por exemplo, se Q ¢ a dlgebra dos quaternios reais,

Q ®R,Q = Rh'

28, Algebras simples sob ®.

Neste parisgrafo consideraremos o produto tensorial de a1-

gebras simples.
Comegamos com o seguinte

Teorema 28.1 - Seja A uma algebra simples sobre um corpo K e
seja B uma dlgebra arbitraria sobre K com uni-

~ g - r - Iy
dade. Ent3o existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais
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de B e os ideais de A ®, B, a saber, U= A®_ U,

K K

»

Demonstracio: E imediato que se U ¢ um ideal de 1, A2 U ¢
um ideal de A ® B, Mostraremos inicialmente que

todo ideal de A ® B pode ser obtido desta forma. Seja pois W

um ideal de A® B e seja U=f{u€c B| a® u€ W para todo

a € A}. Claramente U & um subespago vetorial de B. Além

disso, como W é um ideal, Qados a€ A, BEB e ue U temos

que a® ub = (2a® u){(1® b) e a® bu= (1@ b){a® u) estao

em W. Logo, U & um ideal de B. Agora, por definigio,

A® US W. Gostariamos de mostrar que We A® U. Seja entao
m
w € W e vamos esScrever w = X X. ® ¥. onde x. € A, vy. € B
i1 * i i i

e onde os xg s3o linearmente independentes sobre K. Seja a

um elemento arbitrdrio de A e seja T: A< A uma transformagﬁo

linear tal que xlT = a e xiT =0 para i = 2,...,m, Pelas

consideragoes do §27 esta transformagfdo é um elemento da dlgebra
- ~ . !

de multiplicagBes de A, digamos T =I R L./ (aJ,aj € A).

U
Deste modo,

i

I I
? (aj ® l)w(aj ® 1) ? (; aljx;a ® yi)

r
= I (; ajxiaj) ® v,
1 J
=L xTeyy
1
= a @ Yl'
Dai resulta que a® y, € W, pois W ¢é um ideal de A ® B. Co-

mo a. é arbitrdrioc segue-se que y,; € U. Analogamente,

Yz,...,ym ¢ U, Portante, wé&€ A®@ U e W = A® U,
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Suponhamos agora gue U # V sdo ideais de B, digamos
Ug V. Seja u€ U tal que ug V. Entdo 1® uéc A® U, Mas
1® u g A® V. Caso contrdrio podemos escrever 1 & u =1 aiGJVi
onde ay £ A, Vi € V e onde os vy sdc linearmente independen
tes sobre K. Como u ¢ V, u é linearmente independentes dos
v, e das propriedades do produto tensorial segue-se que 1 = O,
uma contradi¢fo., Assim, concluimos que AQ® UL A® V o a apli

cagdo U -+ A® U & biunivoca. Isto completa a demonstragio.

Coroldrio - $¢ A & uma dlgebra simples central sobre K e B

€ uma #Algebra simples sobre K, entho A & B ¢

simples.

Antes de prosseguir observamos que a hipdtese de que o
centro de A coincide com K € necessdria, Em geral o produto
de dlgebras simples nioc & simples. Por exemplo, seja F 2 K uma
extensido finita de corpos @ consideremos o homomorfismo
p: Fog FaF, o(fa;®B;)=TuB,. Se a€F e agk, o
elemento @ ® 1 - 1® a # 0 estd no nicleo de ©®. Como @ nio
é identicamente nulo, segue-~se que o niicleo de p €& um ideal

préprio nao nulo de F ®g F. Portanto F 8, F nio & simples.

Dando seguimento, introduzimos o conceito de centraliza-
dor,
Seja A uma dlgebra e seja S um s 'beoconjunto de A.

QO centralizador de S em A, indicado por CA(S), € o subcon-

Junto de A formado por todos os elementos aaﬁ A’,qge satisfa-
+ o

zem a seguinte condiglo:

as = sa para todo s € §S.
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Claramente CA(S) é uma subdlgebra de A. Note gue Cy (centro
de A) = A e CA(A) = centro de A. Note também que se ¢: A - 3’

é um isomorfismo de dlgebras, entio m(CA(S)) = CA:(w(S)).

Lema 28,2 - Se'am A e B dlgebras sobre K com unidades e se-
jam 8 e T subdlgebras de A ¢ B respectivamen-

te, contendo as unidades. ZEntdo CA®KB(S®KT) = C,(s) ®y ch(T).

Demonstracdo: Seja u ¢ CA&B(SST)' Podemos escrever u = Ia.@b,
onde tanto os . a, € A como os b, € B sao linear-

mente independentes sobre K. Agora, para todo s € S temos que
0=u(s® 1) - (s ® lju = E(ais_sai) ® bi'

Como os bi sao linearmente independentes sobre X, segue-se
que os a, comutam com todo s € S, isto &, os a; estao em
CA(S)' Analogamente, os bi estioc em CB(T). Em outras pala-
vras, CA®B(S®T) c CA(S) ® CB(T). Como a inclusdo reversa é ime-

diata, concluimos gue vale a igualdade.

Se identificamos, como € usual, K com X(181) = K oy K,

a coroldrio do Teorema 28.1 e o lema acima nos dio o importante

Teorema 28.3 - Se A e B sio dlgebras simples centrais sobre

K, entdo A ®K B é simples central sobre K.

Para concluir, enunciamcs a seguinte reciproca:

! .
Teorema 28.4 - Sejam A e B 4dlgebras sobre K com unidades.
Se A@, B ¢ simples, entdo A e B sdo simples,

Se A®,B € simples central sobre K, entic A e B sdo sim-
S

ples centgais sobre K.
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A demonstragao cabe ao leitor.

29, A dimensio de uma dlgebra simples sobre o seu centro.

Seja K um corpo. A dimenszo de Kn sobre o seu centro,
K, & um guadrado perfeito. Vercmos que este é o caso para toda

dlgebra simples.

Lema 29,1 -~ Seja F 2 K wuma extensio de corpos, ndo necessaria-
mente finita. Se A ¢ uma dlgebra simples central

sobre K, entdo A &y F & uma dlgebra simples central sobre T,

Demonstragfio: Observamos primeiro que A ®x F & uma F-dlgebra on

de a(a® B) = a®ap, dimg

(a® g){a’® B’} = aa’® g’ . Agora, mesmo que F 2 K nac seja uma

A®g F = dim A, e
extensfo finita, o argumento do Teorema 28.1 se aplica para con-
cluirmos que A ®p, F & simples sobre F, Além disso, podemos
também usar o (argumento do) Lema 28.2 para calcular o centro de
A ®K F:

c (A By F) = CA(A) B CF(F) =K® F=TF.

A.®K F
Com isto o lema estd demonstrado.

Teorema 29.2 - Se A & uma Algebra simples central sobre K, en

tao dimg A é um guadrado perfeito.

Demonstragﬁo: Pelo teorema de Wedderburn A = Dn onde D & uma
4lgebra com divisac de centro X. Como D =

=)
D ®K Kn’ temos que

dimg & = (dimg D)(dim, X } = {dimy D)nz.
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Portanto, o resultado segue se mostrarmos que dimK D € um qua-

drado perfeito. Seja K o fecho algébrico de K. Pelo lema ana

terior D =D ®x K ¢ uma dlgebra simples central sobre K. Como

K ¢é algebricamente fechado, segue-se que D = im {cf. §§9, 24).
2

Logo, dimK =D = diml-( D=m e o teorema estd demonstirado,

30. 0 grupo de Brauer,

Seja K um corpo e sejam A e B dlgebras simples cenw
trais sobre K. Pelo teorema de Wedderburn A = D, e B= Am
onde D e A sac dlgebras com divisao de centro K. Dizemos
gue A & gimilar a B, A~ B, se D e A sdo isomorfas. Tra
ta~se evidentemente de uma relagio de equivaléncia. Podemos re-

formular esta relaggo da seguinte forma:

Lema 30.1 - A~ B se e somente se existem inteiros positives r

e s tals que A®K Kra‘ B®K Ks'

Demonstrasc-ﬁo: Como antes, sejam A = Dr1 e B> ."_\.m. Sabemos que
Dn=*D®Kn e Am*A®Km. Se A~ B entao

D= A e portanto

A® Kma‘ D®Kn® Km“A®Km® Kna" B ® Kn'

Reciprocamente, suponhamos que A ® Kr = B ® Ks' Entio Dnr =
= Ams e pela unicidade no teorema de Wedderburn, D= A; isto
é, A~ B,

Coroldrio - Se A~ A" e B~ B entio A ®x B ~ A'@K B .
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Demonstragao: Pelo lema, existem inteiros positivos ris 8y

- . ~ I -
{i=1,2) tais que A4 @ Krl A Ksl e B® Kr2

~ ‘ ~ ' ’ )
B'® Ksz‘ Logo, (A® B) @ Krlrz (A'®B") ® K_ e portanto

152

A® B~ A'® B, como gqueriamos.

Seja B(E) o conjunto das classes de equivaléncia das Al
gebras simples centrais sobre K segundo a relagao ~ .+ Se A
é ume tal dlgebra vamos denotar a sua classe por [Al. Definimos
uma operagdo em BfK) da seguinte forma: [A][B] =[aA By B]. Pe
lo coroldrio acima esta deflnigao nao depende da escolha particu-
lar dos representantes. Agora, ﬁelas propriedades do produto ten
sorial esta operagdo é associativa e comutativa, Aldm disso, €
imediato que a classe de equivaléncia determinada pelo corpo K
age como identidade, isto é [AJ[KX] = [A]. Finalmente, pelo Teo-

rema 27.2, [Al[A°P] = [K] onde 4A°P? & a 4igebra oposta de 4.

Resumimos nossas observagoes o seguinte

Teorema 30.2 - B(X) & um grupo abeliano em relagdo a ®.

B(K) é chamado o grupo de Brauer do corpoc K, Claramen-
te, todo elemento de B(K) & determinado por uma tnica (a menos
de isomorfismo} dlgebra com divis3o de centro K. Com efeito, se

A ¢ simples central sobre X entic [A] =[D], onde D & a 41

gebra com divisao dada pPelo teorema de Wedderburn.

Assim, pelo teorema de Frobenius, o grupo de Brauer do cor
po dos numeros reais consiste apenas de dois elementos, um deter-
minado pelos reals e outre pelos quaternios (of. § 8 ). Para um

corpo algebricamente fechado K, +temos que B(K) = {{x]} (§9).
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Finalmente, se F 2 K é uma extensic de corpos, a aplica-

gao [A] -+ [A.@K F] de B(X) em B(F) & um homomorfismo de gru-

pos. Deixamos os detalhes para o leitor.

Voltaremos a este importante invariante de um corpo apds
i
|

desenvolver um pouco mais a teoria,

31. Uma cara.terizacio das dlgebras simples.

Seja B uma K—élgebfa con unidade satisfazendo a seguin-
te propriedade: se A & uma K~dlgebra contendo B como subélgg
bra ¢ com a mesma unidade que B, entho A = C,(B) ® B. Vamos
mostrar que esta ¢ uma condigio necessdria e suficiente para que

B seja simples central sobre K.

A suficiénecia é imediata. Com efeito, por meio da repre-

Sentagﬁo regular 4 direita de B podemos supor que B & uma sub

{e as unidades coincidem), onde n = dim, Bj

dlgebra de K

assim, K (B) ®, B. Como K é simples central sobre X, j

=C](n

segue do Teorema 28.4. que P é simples central sobre K.

Para provar a necessidade precisamos do seguinte

Lema 31.1 - Seja A uma K-dlgebra com unidade ¢ seja B uma sub-

dlgebra de A com a mesma unidade tal que B ™ Kn

para algum inteiro n 2 1. Entdo 4 = CA(B) ®, B.

Demonstragdo: Como B = K , existe uma base bij (i,J=1,..,,n)

de B sobre K onde os bij se comportam como as



matrizes unitarias de Kn: b11 + b22 Foaat bnn =1 e bijbkL =
=8 5Piy (6jk = delta de Kronegker).
Sejam a;j = ZobyiaaPo {i,d=1,...,m).
k=1
Entao aijbst = bsiabjt = bstaij; isto e, os a.i:| centralizam

uma base de B. Consequentemente, os a,, estdo em CA(B).

Além disso,

n n IL
bX a,.b,. = z (b .ab_ )b, . = E Db, ab.. = a.
. k A k
i,g=1 TRy glkay W IR g, KO

Assim, concluimos gue o homomorfismo (: CA(B) 9, B+ A,

n
@(Z XL®YL) = L XLYL’ ¢ sobrejetivo. Agora, se a = s %—1 aifﬁj=
, J=
= 0 entao
n n
0= % b __ab = L a__b = a (rys = 1,.0.ym).
fo1 tr st t=1 rs tt rs

Logo, o nicleo de @ & zero e portanto @ € um isomorfismo. Com

isto o lema esti demonstrado.

Podemos agora provar a necessidade.

Teorema 31.2 - Seja A uma K-dlgebra com unidade e seja B uma
subdlgebra de A com a mesma unidade., Se B @

simples central sobre X, entao A = CA(B) 8, B.

Demonstracio: Sejam A’ = A® B? e B =3B B°P, Entio ¥

uma subdlgebra de A', a unidade de B’ «coincide
com a unidade de A’ e, pelo Teorema 27.2, B = Kn onde
n = dimK B. Logo, aplicando o lema anterior, temos que

A = CA:(B') ® B'. Mas

Car(B”) = €,4(B) ® Crop(B°P) = ¢, (B) ® X = C,(B)
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e portante
. 48 B°P = 4’ =c..(8') ® B = (c,(B) ® B) ® B°P.
B°P

Dafi, tomandu-se o centralizador de em ambos 0% lados, obte-

mos A = CA(B) ® B como gueriamos demonstrar.

32, 0 teorema do duplo centralizador.

Seja *A uma dlgebra simples central sobre K. Vamos mos
trar que as subdlgebras simples de A que contém K ocorrem em

pares B, e B, tais que CA(Bl) =B, e CA(Bz) = B,.

Precisames do seguinte

Lema 32.1 - Seja A uma Algebra simples central sobre K e seja

F um subcorpo de A contendo K. Entdo CA(F) é

uma dlgebra simples central sobre F.

Demonstragio: Sejam Ap e A as representagoes regulares 4 di-

reita e 4 esquerda de A respectivamente. Sabemos

que A @, A°P = Aph = £(4A), a dlgebra das transformagoes linea-
res em A sobre K (cf, Teorema 27.2). Assim, F ®K 1 = FR &

& £{a) onde Fo é a subdlgebra de A, due consiste das multi-
plicagoes & direita por elementos de F, R,: a =+ ao {0 e F).

0 que peodemos dizer sobre o centralizador de FR en S(A)? Ora,

T € cx(A)(FR) se e somente se para todo o € F

" (a@)T = a(R,T) = a(TR,) = (aT)o a€ A.
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Em outras palavras, CS(A)(FR)‘ é precisamente a dlgebra das trans
LY

formagdes lineares em A sobre F (aqui a ago de F em A &

- . a s ~ . S ™

4 direita, mas isso nao importa). Portanto, Cs(A)(FR) F., on

de m = dimF A e temos que

o Dt — Op
F_ CS'(A)(FR) chAop (Fog 1) = CA(F) ®p AT,

op

Logo, como F @p A é uma subdlgebra simples central sobre F

da F-dlgebra CA(F) ®g A°P,  segue do Teorema 31.2 que

-~ op
F (F o, A7)

op
m (F@KA )

@p Cc, (r)@, A°P
= (Fo, a°F) o, (CCA(F)(F) ® CAOP(AOP))
= (F &, A°P) 8, (C,(F) ®, K)
= (F 8, A°F) ®n ¢, (F).

Dai, pelc Teorema 28,4 concluimos que CA(F) é simples central

sobre F, come queriamos demonstr:r.

Estamos agora em condigSes de provar o "teorema do duplo

centrlizador".

Teorema 32.2 - Seja A uma dlgebra simples central sobre X e
seja B uma subdlgebra simples de A contendo XK.

Entao CA(B) é uma subdlgebra simples de A e CA(CA(B)) = B.

Demonstracgdo: Seja F o centro de B, Entdao I é um corpo con-
tendo K e, pelo lema anterior CA(F) é uma &1-

gebra simples central sobre F. Como CA(F) 2 B segue do Teore-

ma 31.2 que
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(1) ' ¢,(F) = CCA(F)(B) ®p B = C,(B) ®, B.

Logo, pelo. Teorema 28.4, C,

siderando CA(F) = CA(B) podemos aplicar novamente o Teorema

31.2; ou seja,

() 0,(F) = € (5)(Cx(B)) 8y ©,4(B) = ¢,4(C,(B)) @ C\(2).
Portanto, de {1} e (2}, obtemos

A(B) @, B = CA(CA(B)) 8p CA(B).

Como B < C,(C,(B)), contando as d'mensdes sobre F concluimos

que B = CA(CA(B))' Isto completa a demonstragad.

33. Extensoes de isomorfismos.

Sabemos da dlgebra linear que todo automorfismo da dlge-
bra das matrizes nxn Sobre um corpoc K & internco; ou seja, €

1

da forma X -+ MXM para alguma matriz invexrsivel M.

Lema 33.1 - Se A ¢ uma algebra simples central sobre K entao

todo automorfismo de A é interno.

Demonstracao: Seja @ um automorfisme de A. Sejam AR e AL
as representagtes regulares & direita e & esquerda
de A em K  respectivamente (n = dimg A)}. Entdoc ¢ induz um
: o ; s = -
automorfisme @ de ApA; =K , o= RaiLbi) = I R¢(ai)Lbi. Pe

lo que -bservam s acima, existe uma matriz inversivel M € K

B) é simples central sobre F. Con
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tal que 5(X) = MXM-l para todo X € Kn. Em particular, Lb =

- ML M~ para todo b € A. Logo, M€ € (A ) = A_, isto &,
K, ‘AL R

b
M= Ra para algum a € A, O leitor verificara facilmente que
M-t Portanto o(x) = axa™l para todo x € A, como que-

i

R .
-1
a
-
riamos demonstrar,

Teorema .2 - Seja A uma dlgebra simples central sobre K e
sejam B e B’ subdlgebras simples de A cujas
unidades coincidem com a unidade de A, Entio todo isomorfismo

entre B e B’ pode ser extendido a um automoerfismo interno de

A,

Demonstragio: Seja ©: B + B’ um isomorfismo. Mostraremos que
¢ pode ser extendido a um automorfismo de A,
Pelo lema anterior, este automorfismo serd interno., Dividire-

~ a~
mos a demonstragac em tres partes.

1) Suponhamos que B, e consequentemente B’, sao simples

centrais sobre K. Neste caso, o Teorema 31.2 nos diz que
—_ - _J' ’
A-CA(B)®B.~CA(B)®B.

Comoc A ¢ simples central sobre K, pelo Teorema 28.3, CA(B)
e CA(B') sac simples centrais sobre K, Logo, GA(B) =D, e
CA(B') ~ A, onde D e A s3ac algebras com-divisao de centro K.
Além disso, como por hipdtese B = B', temos que B0p g B'OP;

portanto

B B°P =~ x_=~ B'g B°P

onde m = dimg B = dimg B’. De tudo isso, segue-se gue
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D, = (C (B)@B)8B™P= (c,(B') ® B') @ BP =~ a__.

™m m
Pela unicidade no teorema de Wedderburn, concluimos que r:= s e

|
D> A. Assim, existe um isomorfismo y: CA(B) - CA(B'), e

V® p: A= CA(B) ® B4+ A= CA(B') ® B’

e um automorfismo de A que extende .

2) Suponhamos agora que B = K(Z), o corpo obtido a par-
tir de K pela adjung8o de um elemento =z € A. Deste
modo, B’ = K(z') onde z' =g{z). Seja n = dim, A e sejam
AL, e A as representagdes regulares de A em K, Vamos tra-
balhar com as cépias de B e B’ em AR, que indicaremos pe-

los mesmes simbolos respectivamente. Mostraremos que p pode

ser extendido a um automorfisme de A

R
Como m(RZ) =R,, e R, sao raizes dos mesmos polindmios
. -1
sobyre K, existe U ¢ Kn = ARAL tal gque U Rz U = RZ,. Con=
sideremos o automorfismo interno § de K _, §: X o UXU-l. En-

1

tao ¢ & uma extensBo de @ e portanto W(AL) s Cy (B°), npois
' n

AL centraliza B, Assim,

(i) © - (B") §é simples central sobre B’ (cf. Lema 32.1).

(id) B'w(AL) e B'AL sao subdlgebras simples centrais scbre
B ).

I !

Ap sdo equivalentes sobre B :

(i1i) B'4(4;) e B
Rbfw(La) + R/L_.

Logo, pelo casce Que tratamos acima, existe T € CK (B') tal gque
n

3
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(TU)La(Tu)'l = Tq:(La)T"l =L, | (a € a).

X _ - : N Y a=l
Seja 8§ = 1U. Entao 8 € CKn(AL) = AR @ Ra -+ SRaS & um au-

tomorfismo de AR! gque estende .

3) Terminaremos a demonstragao por indugdo na dimensBo de B
sobre X. BSe dimK B=1, entdo B=B =K e o ?esulta-
do é ébvio. Suponhamos que dimK B=zm>» }¥ e que o resul#ado é
verdadeiro para subdlgebras simples de menor dimensao. Jé'prova—
mos o teorema quande B é central sobre K; assim, podemos su-

por que K estd contido pr .priamente no centro de B.

Se B & um corpe e a extensio B D K ndo contém corpos
intermedidrios, entdo B = K{(z)} qualquer gque seja =z € B, z ¢ K

Jd4 vimos gue nesta circunstancia o teorema é verdadeiro.

Se B & um corpo e a extensio B > K contém corpos in- &
termedidrios ou se B ndo é um corpo, entioc existe um subcorpo |
F do centro de B com B R F 3 K. Seja F’ a imagem de F
pelo isomorfisme ¢- B =+ B’, Ent8o F = F' ¢ pela hipdtese de
indugdo existe um automorfismo ¢ de A tal que p(a} = gla)
para todo o ¢ F, Agora, a aplicagdo g(b} + o(b) (b € B) & um
isomorfismo de ¢(B) em B, considergdbs como dlgebras sobre
. Pelo Lema 32.1, CA(F’) é uma'élgébrﬁ simples central sobre
F’, Por indugdo, existe um automorfismo § de CA(F') tal que
t@(b} = p(b) para todo b € B. Pelo Lema 33.1,. § & internoc e
pertanto podemos considerd-lo como um automorfisﬁo-de A, Deste

modo Yp & a exte-sao desejada. Com isto o teorema esta demons-

trado,
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3, Corpos de decomposigao.

Seja A uma dlgebra simples central sobre K e seja F
um corpo contendo K. Entic A @ T é uma dlgebra simples cen-

tral sobre F. Dizemos que F & um corpo de decomposicac para

A se A_®K F ¢ a dlgebra das transformagoes lineares em um es-

pago vetorial sobre T.

Note que, como dim, 4 ®K F = dim_ 4, F é um corpo de
decomposigao para A se e somente A®, F> F_  onde n® =

= dim, A. Por sua vez, esta dltima condiggo é equivalente a di-

K
zer que a classe de equivaldéneia [A] 1o grupo de Brauer B(X)
é um elemento do micleo do homomorfismo de grupos LA] = [A ®x Fl
de B(K) em B(F). Assim, se A= D onde D é a dlgebra com
divisaoc dada pelo teorema de Wedderburn, concluimos que F é um

corpo de decomposigao para A se e somente se F é um corpo de

decomposigao para D, pois [A] =[D] em B(K).

Vamos provar a existénecia de corpos de decomposigao que
8o extensdes normais e separdveis sobre K (com isto em maos
poderemos exibir representantes especiais para as classes de equi
valéneia no grupo de Brauer B(K)). Pelo gque observamos acima,
basta considerar o problema da existéncia destes corpos de decom~

posigio para dlgebras com divisao.
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35. Subcorpos maximais.

Seja D uma algebra com divisdo de centro X. Dizemos

que um subcorpo F de D ¢é um gubcorpo maximal se nao estd con-

tido em nemhum subcorpo major de D. Nesta circunstincia necessa
riamente F contém K, pois caso contrdrio F estaria comtido
propriamente em K(F), o corpo obtido pela adjungEo dos elementos
de T a K. Mostraremoz gque todo subcorpo maximal de D é um

corpo de decomposigfio para D.

Lema 35.1 - Seja D uma dlgebra com divisaoc e seja F um subcor
po de D. Entio F & um subcorpo maximal de D se

e somente se CD(F) = F,

Demonstragao: Suponhamos que F é um subcorpo maximal de D. Se
u € CD(F) entic F & F(u}, o corpo obtide pela
adjungfio de u a F. Dai resulta que F = F(u) e ue¢ F. Logo,
CD(F) € F. (Como a inclusdo reversa é imediata, concluimos que va
le a igualdade,
Reciprocamente. suponhamos que CD(F) =F., Se L é um
subcorpo de D contendo F, entiae L S CD(F) = F e portanto F

- .
é um subcorpo maximal.

Temos as ferramentas necessdrias para provar o

Teorema 35.2 - Seja D uma &dlgebra com divisdo de centro K e
seja F um subcorpo maximal de D. Entdo

dimF D.

D ®K P =~ Fn onde n

Demonstragﬁo: Se ja DOp a algebra oposta de D. Claramente, F
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é também um subcorpo maximal de D°P. TPelo lema anterior,

op . ¢ p
CDQP(F) = F. Agora, sabemos gque D ®K D (D), a algebra das
transformagSes lineares em P sobre K, Por este isomorfismo,
18, F & levado em F; = {L, | & € F, Ls x=ax, x¢€ D] .
Assim,

D&, F =D& CDOP(F) = Cp 8 Dop(l ®, F) = cs(D)(FL)‘

Mas CS(D)(FL) é precisamente a dlgebra das transformagoes linea-
res em D socbre F (verifique!). Deste modo, D @x F= F,  onde
n = dimy D, e o teorema estd demonstrado.

Como
d1mF D ®K = d:LmK D = dlmF D-d:.mK F
uma consequéncia interessante ¢ o seguinte

Coroldric - Se D & uma 4lgebra com divisado de centro K entdo

para todo subcorpoe maximal F de D, dimF D=

= dimK F = ./dimK D:

n

36. Subcorpos maximals separdveis.

- -~ - = 3 v
Para provar a existéncia de subcorpos maximais separaveis

precisamos do seguinte

Lema 36.1 - Seja D uma dlgebra com divisao ndo comutativa de
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centro X. Ent2o existe um elemento a € D, a g K tal que a

é separdvel sobre K.

Demonstragao: Se K & um corpo fimito ou a caracteristica de K
é zero, entfio K nfo possui extensdes insepardvels
e todo elemento em D & separavel sobre K. Assim, podemos supor

gue K € um corpo infinito de caracteristica P £ O.

Suponhamos por absurdo gue o resultado é falso. Entdo to
do elemento em D é puramente insepardavel sobre K: dado a € D,
apr € K para algum 1 = r(a) = O (ef. [ ] pp. 138-143)}. Como
o grau do polinamio minimal de qualquer elemento em D é ma jorado
pela dimenshac de T sobre K, existe um inteiro positive s tal
que apS ¢ K para todo a € D. Se ja al,...,an uma base de D
sobre K, com a, = 1. Seja ¥ um corpo contendo K. TUm “ele-

1

mento genérico" de D ®,  F & da forma

u = xl(al ® 1) tu.ut xn(an ® 1),

onde xl,...,xn sBo varidveis tomando valores em F., . Calculando
s
uP e grupando de maneira apropriada, podemos escrever
ps
ut = fl(xl,...,xn)(al®l) o fn(xl,...,xn)(an®l)

~ . ~ L3 » Y 2
onde fl,...,f sao polinomios com coeficientes em K. Se especi

n

ficamos wvalores em K Dpara XyveoorXs digamos xj -+ gj c K.

obtemos

ps n pS
u’ o= (I fy(ngse.e.s8)a)t @1 =091

i=1

onde @& € K. Como a; = 1, a independéncia linear dos a. forga

fi(al,...,un) =0, 1= 2,.0: 0. Como K & um corpo infinito, se-
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. ~ . ~ . .
gue-se gque os polinomios f2,...,fn sao identicamente nulos.

Portanto,

s
up = fl(xl,...,xn)(l ® 1).

Especificando agora valores em F para xl,...,xn, concluimos

s
que uP € F para todo u g D ®K F. Ora, se tomamos para F um
subcorpo maximal de D, entio D @, F=~TF onde m= dimg D > 1.
Entretanto, em Fm nenhuna poténcia da matriz unitdaria e é

11

.
central, Com esta contradigfo o lema estd demonstrado.

Teorema 36.2 - Seja D uma Algebra com divisao de centro K.
Entioc D possui um subcorpe maximal separdvel

sobhre K.

Demonstrag3o: Se D € uma dlgebra comutativa o resultado é ébvio.
Assim, podemos supor que D nio é comutativa.

Pelo lema acima, a extensac D D K admite corpos intermedidrios

separaveis sobre K. Seja F um subcorpo de D contendo K,

separavel sobre K e maximal com respeito a esta propriedade.

Vamos mostrar que F é um subcorpo maximal de D. Pelo Lema 35.1,

”

basta verificar gue CD(F) = F. Ora, pelo Léma 32.1, CD(F) é
uma dlgebra com divisBo de centro F. Se CD(F) # F o lema gue

acabamos de provar nos diz que existe um elemento a € CD(F),

a § F separdvel sobre F. Deste modo, F(a) & separavel sobre

K e F(a) 2 F, contradizendo a escolha de F. Logo, CD(F) = F

¢ a demonstragao estd completa,
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37. Corpos de decomposicio galoisianos.

Seja L 2 K uma extensao de corpes e seja G o grupo
dos automorfismos de L sobre K. Djiremos que L é uma exten-
sio galoisiana de K se e somente se L & uma extensao finita
de K e o corpo fixo de G ¢é K. Assim, L -é uma extensiao ga-
loisiana de K se e somente se I & uma extensio normal e sepa-

rdvel de K.

Vamos provar agora o resultado mencionado no §34.

Tecorema 37.1 - Se D é uma dlgebra com divisao de centro X, en-
tio D admite um corpo de decomposigao que é uma

extensao galoisiana de K.

Demonstragio: Seja F um subcorpo maximal separdvel de D (§36).
Entdc F & um corpo de decomposigdo para D (§35):

D®, F= F . Como T & uma extensio separdvel e finita de K,

existe uma extensio galeoisiana L de K que contém F. O leitor

devera verificar que

peg, L=~ (D®K F) ®, L~ F ®, L~ 1.

Portante, L & um corpo de decomposigao para D e o teorema esta
demonstrado.
Coroldric - Se A & uma algebra simples central schre K, entao

A admite um corpo de decomposigfo gue € uma extensdo

galoisiana de K.
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38. Subcorpos maximais galoisianos.

Neste ponto podemos perguntar se toda Algebra com divisao
central sobre K contém um subcorpo maximal que é uma extensio
galoisiana de K. Veremos mais adiante que a resposta € ndao,
Entretanto, médule a relagEo de similaridade temos uma resposta

diferente.
Precisamos do seguinte

Lema 38,1 - Seja A uma dlgebra simples central sobre XK e seja
F  um subcorpo de A4 contendo K. As seguinte condi

¢oes sao equivalentes:

(i) F € um subcorpo maximal de A,

(i1) CA(F) = F.

P . . 2
(iid) dimg A = (dlmK ).

~ - Pad LY - .
Demonstragio: A equivaléncia de (i) e (ii) segue como no Lema

35.1. Vamos mostrar a equivaléncia de (ii) e (didii).

s

Seja A" = A® K onde n = dim F. Enti8c A’ ¢ simples cen-

tral sobre XK e F @ 1, 18 F sHo subdlgebras simples de A’

/ =
(aqul estamos con-

cujas unidades coincidem com a unidade de A
siderandoe I £ Kn por meio da representagac regular). Pelo Teo-
rema 33,2, o isomorfismo natural de ¥ @® 1 em 1 & F pode ser

extendido a um automorfismo de A'. Logo,

C,{F) ® K, =¢C,(F® 1) = CA.r(l®F) = A® Cy (F).

A’( n

Contande as dimensces sobre K e usando o fato de que Cx (F) =
n

= Fop, obtemos
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dimg A = (dimK CA(F))(dimK F).

Como F € CA(F), é agor; imediata a equivaldncia de (ii) e (didi).

Teorema 38.2 -~ Se A & uma dlgebra simples central sobre K en-
t30, no grupo de Brauer B(K), [4al = (8] onde B

contém um subcorpo maximal que é uma extensao galoisiana de K.

Demonstragio: Pelo teorema de Wedderburn, A= D ® K onde D &

uma dlgebra com divisao de centro K. Seja F um
subcorpo maximal separavel de D. Sabemos que dimK F = n onde
dim, D = n2. Seja L uma extensdo galoisiana de K dque conteém

K

¥. Vimos gue nestas condigbes L & um corpo de de;omposigao pa-
ra D, e portanto tambhém para A. Seja B = D@ Km onde

m = d:i_mF L. Entic B & simples central scbre K e no grupo

de Brauer B(K), [A] = [B). Além disso, como F & K = F, estd
contido em B, e L estd contido em Fm por meioc da representa

ggo regular, podemos considerar L & B. Agora,

dim, B (dimy D) (dimg X )

2 2
n m

(qdmy F)2 (dimg L)2.

il

. 2
(d:l_mK L)
e portanto, pelo lema anterior, L é um subcorpo maximal de B.

Tsto completa a demon.tragio.

Assim, concluimos que a menos de similaridade (i.e., igual

dade no gwyupo de Brauer) podemos restringir o estudo das dlgebras
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simples centrais sobre K Aaquelas que contém um subcorpo maximal

galoisiano sobre K,

39. Produtos cruzados.

Seja A wuma Algebra simples central sobre K, contendo
come subcorpo maximal uma extensac galoisiana L de K. Seja G

o grupo de Galois de L sobre K, Vamos fixar dimK L =n, de

modo que dimK A= nz e aordemde G é n. Se o € G e o €L,

indicaremos C(G) por ac. Pele Teorema 33.2, existe um elemen-

- -1 c
to inversivel xU € A tal que xrT [+ xg = para todo o € L.
Afirmamos que o0s elementos x5 (U € G) formam uma base
de A sobre L. Para provar isto basta mostrar que os xo sao
linearmente independentes sobre L, pois n = dim A é a ordem

L

de G. Suponhamos por absurdo gque este nfo € o caso. Enti3o e-

xiste uma relagdo

onde nenhum coeficiente & nulo e de menor comprimento (r) com

esta propriedade. Claramente r = 2. Como o corpo fixo de, G

-

a g
é K, existe B € L +tal que 3B 1 # B 2. Logo, a relagao

r Ir Ul
°= B(iil Yo, a"i) ) (i=1 oy a"i)B
ko Ui g
B i)-:_—2 x"i(s R )aoi
a c
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Azsim, concluimos que todo elemente de A pode ser escri

to de maneira iinica na forma

I x aU, g.o £ L.
see ¢

Sejam o, T dois elementos arbitrdrios de G. Entdo,
para tode & € L,

-1 =1 -1 a a7 -1
= b = = p.q
XT XU [+% xc x_r XT [v4 ‘{T o1 xGT a ar

-1 ) : '
e portanto (XU xT)ch = h{g,T) € CA(L) = L. Deste modo,

XgX, = h(c,-r)xcr = f{o,r) onde f(o,7) = n{c,r)’T £ 0 esta

x
T aT
em L, Seja L* o conjunto dos elementos nao nuls de L. Segue

das relagdes de associatividade xc(x = (xg:c.‘_):s:\J que a fun-

v
gao f: GXG - L* satisfaz

£lo,rv)fi{r,v) = f{ot,v)r{o,7}".

Um conjuntec de constantes com esta propriedade é chamado um con-

junto de fatores de 1 sobre K,

Sabemos agora como multiplicar dois elementos arbitrdrios

de A. Basta usar a distributividade e as relagges o XU = xc uc,
X XT = XUT f(U,T) para O € L e 0,7 € G, Em outras palavras,
a

a estrutura de A fica completamente determinada por L, K, e o

conjunto de fateres f{o,T).

Reciprocamente, seja L. uma extensao galoisiana de X
com grupo de Galeis G e seja' f: GXG + L* um conjunto de fato-
res. Podemos definir uma dlgebra A = (L,G,f), chamada o produ-

to cruzado de L e & com respeito a f, dintreduZzindo formal-
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mente um conjunto de elementos X5 {0 € G) e considerando as

combinagoes lineares

E ox& o, € L.
geg 9 @ o]

Igualdade, adigao e multiplicagﬁo por escalares sao definidas de

maneira usual. Multiplicagﬁo é definida distributivamente de

acordo com

& x; = x6°
X Xy o= X o flo,.7).

0 produto cruzade (L,G,f)}) & uma dlgebra com unidade,

X, f(l,l)-l, de’ centro K = K x) f(l,l)-l, e de dimensfc n~

sobre K onde n = dim L = (G}, Além disso, o .leitor deverd

verificar que (L,G,f) ¢é uma dlgebra simples.
Podemos enunciar o

Teorema 39.1 - Seja L uma extensao galoisiana de K com grupo
de Galois G e seja f um conjunto de fatores,
Entdo o produto cruzade (L,G,f) é uma dlgebra simples central
sobre K. Além disso, se A € uma algebra simples central so-
bre K entdo existem L, G e f tais qué, em B(k), [4a] =

= E(L,G,f)] -

40, Alpebras com divisSo centrais que naoc saoc produtos cruzados.

Come o leitor j€ deve ter percebido, as Algebras ciclicas

sao um caso especial de produtos cruzados. Brauer, Hasse e
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Noether [ 2, p.149] mostraram que toda dlgebra simples sobre os ra
cionais & uma dlgebra ciclica sobre o centro. As suspeitas de
que toda dlgebra com divisio é uma dlgebra ciclica sobre o centro
terminaram quandoe Albert [ 1] construiu um produto cruzade nio ci-
clico. Permaneceu a questao se toda algebra com divisao central
é um produto cruzado {este & o caso gquando a dimens3@o sobre o cen
. 2 ) .

tro é n com 1 = 2,3,4,6,12). Recentemente, Amitsur [3] pre-

vou que para todo inteirc n que é divisivel pelo guadrado de um
primo impar ou por 8, existe uma dlgebra com divisfo de dimensao
2 ~ . . -

n sobre o centro que nao ¢ um produto cruzado. Mails explicita-

mente, Amitsur considerou a Algebra com divisdo genérica de dimen
~ 2 . ..

sa0 n , Q(Xl,...,Xm), gerada por m = 2 matrizes genéricas de

ordem nxn (isto &, matrizes cujos coeficientes sac indetermina-

das comutativas sobre os racionais Q).
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APENDICE

O TEOREMA DE WEDDERBURN SCBRE ALGEBRAS

COM DIVISZO FINITAS

Teorema - Toda dlgebra com divisio finita € comutativa.

Demonstragﬁo: Seja D uma algebra com divis8o finita de centro K

e seja n2 =) dimK D. Sabemos que todo subcorpo ma-

ximal de D & n-dimensional sobre K (§35). Portanto, todo sub
corpo maximal de D possui g elementos, onde ¢ ¢ o mimero

de elementos em D. Pela teoria dos corpos finitos, segue~se que
dois quaisquer subcorpos maximais de D sao K-isomorfos. Ceja T

" um subcorpo maximal de D. Pelo que acabamos de deduzir, se F'

é um outro subcorpo maximal de D, entac P’ = aFa”t para algum
a#£ 0 em D (cf. §33). Como todo elemento pode ser imerso num
subcorpo maximal, temos que D = UJ aFa~t, Logo, D¥ = U aF*a-l

a#0 afo

onde D* & o grupo multiplicativo dos elementos niac nulos de D
e F* & o subgrupe D*¥ N F, Mas um grupo finito nio pode ser a
uniao dos conjugados de um subgrupo prdprio. Assim, concluimos

gue D =F =K e o teorema estd demonstrado.
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