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Prefdcio

Estas notas visam apresentar, em nivel elementar,
algumas técmnicas e idéias bédsicas da Estatistica Nao-Parg
métrica. Os procediméntbs abordados sao os mais conheci-
dos e em mimero bastante limitado, apenas o estritamente
necessdrio para introduzir o enfoque caracteristico da
Estatistica Nao-Paramétrica. Isto pode acarretar uma fal
sa idéié de limitagao dos métodos nao-paramétricos., Na
verdade, técnicas nao paramétricas jd forém desenvolvidas
para andlise de dados nos mais diversos tipos de problemas
estatisticos. TUma parcela minima destas técnicas & apre-
sentada neste texto. Daif, talvez, a utilidade do mesmo
ser diminuta para agueles, principalmente, interessados

. . ‘
em aplicagaes de técnicas estatisticas,

A abordagem dos métodos nac paramétricos tem, re-
centemente, sido utilizada como uma via didatica de intro
dugfo dos conceitos bdsicos da Estatisticda. Tal esquema,
em comparagao com o classico, reduz bastante os pré-requi
sitos da Teoria das Probabilidades. Para a leitura des-
tas notas, ao contrdrio, é desejdvel algum conhecimento
prévio de Estatistica. Basicamente as nogoes, em nivel

elementar, de teste de Hipdétese e Estimativas pontual e



-ii=

por intervalo, contidas nos textos de introducgao & Estatéi
tica. Um resumo destes pré—requisitos é apresentado no
Apéndice no final das notas.

Infelizmente, o tempo disponivel para a redaggo
deste texto nao permitin a incluszo de exemplos de apli-
cacoes interessantes das técnicas abordadas. Estas sao
bastante utilizadas em Educagao, Psicologia, Biologia, etc.
Um levantamento de dados em periddicos nacionais, nestas
dreas, férnecem um fafto material para aplicagaes. Quaﬁ;
do estas revistas apresentam alguma analise dos dados ex-
perimentais, geralmeﬁte utilizam técnicas paramétricas
{hipStese de Normalidade). Alguns textos disponiveis de
Estatistica NAao-Paramétrica apresentam uma boa quantidade
de aplicagaes a outras dreas. Por considerd-las remota-
mente ligadas & nossa realidade decidimos, ao invés de re
produzi~las, utilizar dados simulados. A vantagem destes
é pefmitir o comhecimento prévioc do provéavel resultado da
andlise estatistica.

Nao_Paraméirica é uma das dreas da Estatistica de
maior desenvolvimento recente e a qual se tem dedicado
grande esfor¢o de pesquisa. Com a publicagﬁo deste texto
elementar esperamos despertar o interesse pelo sel estudo
mais aprofundado.

Rio de Janeiro, junho de 1977

DJALMA PESSOA
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Capitulo I

Modelo Estatistico

e

Um aspecto de fundamental importancia nas aplica-
goes da Estatistica é a construgdo de um modelo Estatisti
co adegquado. Toda informagao acerca do processo de obten-
¢do dos dados, bem como, caracteristicas relevantes da si
tuagao estudada devem ser sumarizados ne modelo.

Usualmente, este modelo ¢ eépecificado por uma
familia F de fungges.de distribuigaoﬁé o espago de to-
dos os resultados possiveis pafa o vetor de dados. Este,
consiste de um conjunto de numeros x =‘(xl,...,xn), ob-
servados em um experimento. O relacionamento entre x e
¥ & feito através de um vetor aleatdério X = (Xl""’an
No modelo, consideramos o vetor de dados x como o valor
de um vetor aleatdérioc X cuja distribuigao F ¢é um ele-
mento da familia JF. Na sua forma mais simples, este mo-
delo considera, ainda, as variéve;s Xl,...,Xn indepen-
dentes e identicamente distribuidos. A distribuigio do .
vetor fica entio, especificada a partir da distribuigae
comum,, univariada, de suas varidveis ale;térfas componen-

a
tes. Este € o modelo adequado para descrever o Processo
. - /
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de amostragem aleatéria simples, onde todos os subconjun-
tos de n individuos de uma populagao tem a mesma chance
de serem retirados, e neles sfio observados caracteristi-
cas numéricas XyssersX e Sendo este o caso gue vai nos
interessar, passaremos a denotar por F a distribuigao
(univariada) comum dos X's e por & & familia de dis-
tribuigoes (univariadas) considerada no modelo.
Comumente, nos referimos a4 F como distribuigao
sﬁbjacenfe, on verdadeira distribuigao, dos X's. Outras
vezes, em linguagem mais informal, dizemos que os dados
XyseeorXy sao_"gerados" pela distribuigdo F. E impor-
tante observar que os dados xl,...,xn, neste modelo,
n3o sao simplesmente encarados como ndmeros. Ao contra-
rio, o relacionamento dos dados com os outres componentes
do modelo nos permite extrair a informagao contida nagque-
les., Abaixo, esguematizamos oS comporentes do modelo e o©
relacionamento entre os mesmos.
dados veals id.d familia de distribuigoes
(Xl""’xn) - (Xl,...,Xn) -+ &, onde
a) EpyseeesXy s8o valores das varidveis aleatdrias

X X .

1ty

b) As varidveis aleatdrias X ,....X, tém distribuigao

comum F.

¢) A distribuigdo F pertence a &.
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A familia & de distribuicodes, da qual F & um
de seus elementos, ¢ especificada a partir de proprieda-
des do processc ou fendmeno em estudo, O objetivo geral
da andlise estatistica é a partir dos dados fazer afirma-
¢oes sobre F. Usualmente, no sentido de estabelecer a
sua inclusao em alguma subfamflia 30 de &, ou seja,
afirmagoes do tipo F-E #,C€ &, melhor especificando . F.

A seguir, através de um exemplo, ilustramos a cons

trucao de um modelo estatistico.

Exempleo 1: Consideremos uma grandeza fisica desconhecida

8, que pode ser, por exemplo, um comprimento.
Sao feitas n medigGes Xisees,X  desta grandeza e a
partir destes nimeros desejamos estimar 0.

Em Fisica, na escola secunddria, aprendemos (aprendiamos)

n
que uma estimativa de 6 & Xx = %— ¥ x.. Uma justifica
i=1
tiva apresentada na adogﬁo desta estimativa era
n —
(i) =a soma dos residuos I (x;-X) é nula;
i=1 n .
(i) a soma dos residuos quadrdticos (xi-x) é
i=1 n
minimizado tomando G(xl,...,x Y=L ¥ x.. Pa-
n o, i
n .. 2 n i=1 . _2
ra isto, basta notar que I (xi-ﬁ) = (xi-i)2 + 0l -X)",
i=1 i=1

A propriedade (ii) é uma forma particular do principio
dos minimos quadrados.

Nesta abordagem, os dados (xl,...,xn) sao enca-



b

rados simplesmente como nimeros. A relagao destes com a
grandeza 0 estimada nao fica clara. E de se esperar,
por exemplo, gque valores grandes de 0 produzam valores

randes de X.,...;%X_. . Consideremos, agora, o modelo es-
g 1! ] k]

n

tatistico descrito acima, para esta situagao. Neste modeg
lo, x4 é o valor de uma varidvel aleatdéria X,3; x, é
o valor de uma varidvel aleatdria X,, etc., X, é o va-

lor de Xn. As varidveis Xl""’xn sBo independentes e
com distribuigao comum F, desconhecida. Qual, entzo, a
relagao entre os dados (xl,...,x‘) e o valor de 0 ?
n
No modelo tomamos & distribuigao F com o dependente de
. - -~ -
8. Para explicitar esta dependencia, escrevemos FB no
. -~
lugar de F. A grandeza estimada 0 serve como parame-
tro da familia {FB}GE® de distribuigbes dos X's. Va-
I
mos, agora, tomar x, = D+€.,...,x_ = O+¢ _, onde os ¢
i i n n
830 0% erros na medigao, considerados aleatdérios. No mo-
delo, el...en sao, respectivamente, valores de varid-
veis aleatdrias El,...,En independentes e com distribui
gao comum ¥ .
o

Vamos, agora, supor que estes erros sejam,na sua
maioria, pequenos em valor absoluto, e que as frequéncias
de erros positivos e negativos, de iguais valores absolu-
tos, sejam iguais. Suponhamos, ainda, que erros muito

grandes sejam muito raros. Diante destas caracteristicas,

é razodvel tomar a distribuigao F_ como sendo N(O,Gg),
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onde supomos Ui conhecido, Deste modo, a distribuigao
das varidveis aleatdérias observadas, Xl,...,Xn, perten-
ce a familia das normais {N(B,Ui)]ee . 0 wvalor desconﬁg
cido & = BO, que estamos estimando, é justamente aquele
que especifica a distribuigao das vapidveis aleatdrias

X s+ee3X + De que forma os dados (xl,...,xn) estio re-
lacionadoq com € ? Os wvalores KiseorsX, tendem a se

aglomerar em torno de B8, e valores grandes de 8 ten-

dem a "gerar" valores grandes, de xl,...,xn.

[TRTEEPE)
HHH-HH

FIPIET I,
T

*1 ¥20%n

2 .. .
No modelo, tomamos JF = {N(B,Uo)}ee®. Esta hipdtese &,
geralmente, muito forte. Uma hipdtese menos restritiva é
supor & = familia de todas as distribuigoes com densida

de e simétricas em tormno de algum valor 8. A distribui-

cao dos erros E;,...,E_, neste caso, satisfaz
n

‘Y1 < ¥p» ou ainda, FEi(Y) =1 - 7P (-y) + 7y € R. Assim,
temos % c %' . Uma hipdtese menos restritiva, ainda, 50

bre a familia de distribuigSes subjacentes, € supor ape~
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nas que a frequéncia de erros positivos é igual a de erros
negativos, ou seja, P(Ei < 0) = P(Ei > 0). Designando
por & a familia de todas as distribui¢des com densida-
de e tais que P(Xi-e < 0) = P(Xi—ﬁ > 0), temos
5c3 c3.
Observe, considerandeo a familia &, que cada elemento da
familia é caracterizado por um valor de 8, Dizemos en-
t30 que B & um parametro da distribuicdo ou que a fami-
lia & parametrizada por 6. O modelo, neste caso, é dito
paramétrico. No modelo paramétrico, no caso geral, a fa-
milia de distribuigaes § pode ser indexada por um sub-
conjunto ® do Rn, para algum n. No caso de 3', o
valor de @ nao fixa uma distribuigao unica. A forma
funcional da distribuigdo é livre, e podeﬁos ter como dis
tribuigSes simétricas em torno de 0: Normais, Cauchy,
exponencial duplas, etc. Ao contririo de %, 3% nao po
de ser parametrizada, de modo natural, por um subconjunto
n

@ de R, para algum n, O modelo neste caso é dito

ndo paraméirico., Terfamos, também, um modelo nao paramé-

trico quando a familia de distribuigges subjacentes, ado-
tada no modelo, fosse 5. A questao - gqual das trés fa-
milias deve ser utilizada no modelo? - nio tem resposta
fédcil, Por um lado, a adogao de & no modelo, permite

L) ~ - 3 = - L] =
fazer inferencias mais precisas sobre a verdadeira distri
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buigao dos X's, a pértir dos dados Xyse+0y% . Por ou-
tro lado, a adogac de JF ¢é uma restrigdo muito forte e a
verdadeira distribuigio dos X's pode nido ser um elemen-
to de .

Procedimenfos estatisticos, com desempenho dtimo
para a familia JF, podem ser muito pobres, quando a dis-

- - ~ . > 4
tribuigao subjacente é um elemento de JF', sem pertencer

n
a &F. A média das observagdes X = %— £ X., no Exemplo
i=1

1, é o estimador nzc viciado de minima variancia quando a
familia de distribuigges subjacentes é F. O seu desem-
penho é simplesmente desastroso, guando trabalhamss com 3',
para o caso de F ser Cauchy. |

De fato, raramente o estatistico dispde, em situa
¢goes concretas, de informagdes sobre o processo observado
que tornem legitima a adogao de &. No Exemplo 1, esta
utilizagao é justificada, por alguns autores, do seguinte
modo: o erro total ¢ a soma de um grande numero de preque
nos erros independentes e, portanto, pelec tecrema central
do Limite, tem distribuigao normal. Este argumento € con
siderado, por outros autorés, pouco mais que um apelo ao
fantasma de Gauss (autor da Normal). Outro argumento ra-
zodvel é que qualquer distribuigdo simétrica em tormo de
gero com densidade "suave" e unimodal, pode, na sua parte
central, ser aproximada por uma N(0,0z). Isto, porém,

nao elimina a possibilidade de gque os erros maiores possan
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ter uma distribuigfo totalmente diversa da normal.

0s procedimentos estatisticos que apresentamos
- nestas notas sac apropriados para trabalhar com as fami-
lias "grandes" de distribuig5es, do tipo de % e ¥ no
exemplo anterior.

E surpreendente como alguns destes procedimentos
perdem muito pouca eficiancia, gquando comparados com o
melhor procedimento para a familia 3._ Outra vantagem é
que eles s30 baseados, apenas, na ordem ou posto das ob-
servagges e nao nos seus valores numéricos. Assim, podem
ser utilizados em sitanSes onde se conhecé apenas qual
a maior obéervaggo, a segunda major, etc. Muitos destes
procedimentos envolvem, COmMO VeIremos, estatisticas cujas
distribuigoes sao independentes da distribuicdo subjacen-

te (distribution free).

Familias de distribuigoes mais utilizadas.

Distribuicdes discretas:

2) Distribuigdo Binomial com pardmetros n e p; n in-
teiro positivo, ©0s p<£ 1, q = 1-p.

n
P(X:x) = (x) pan x x = 0,1,..4,12

E(X) = np e Var(X) = npq.

b) Distribuigdo hipergeométrica com parametros N, d e m.

-



P(xex) = () (ha)/ () x=0,1,..., .
max(0,d+n-N)s x<min(d,n)

.

E(X) = n%— e Var(X) N-n

N-1

d d
n—ﬁ(l —ﬁ)

Distribuigoes Continuas:

Sao caracterizadas por terem a fungao de distribuigao,
F(x) = P(X<x), continua, ou equivalentemente, P(X=x) = O
para todo x. Uma jimportante propriedade de variaveis a-

leatérias com distribuigfo continua é a seguinte:

Teorema: Se X,,...,X sao n varidveis aleatdrias in-
dependentes com distribuigSes continuas
Fl,...,Fn, entao X5 # Xj’ 1< i# j< n, com probabi=

lidade 1.

Prova: V. Hajek, Capitulo 2, pag. 20..

Ags distribuigges continuas que apresentamos abai-

“~ N N . - - .
Xxo tem a propriedade de possuir densidade, isto &, existe
X

=2 0 tal que F(;) = [ f(t)dt. A densidade de cada
b=l

distribuiclo listada abaixo é apresentada na forma padrao.

Distribuigi@o Normal

A densidade da distribui¢fo normal é

2
1 X /2,

Jan

fo,l(x) = ww < X < 4w
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Distribuicao de Cauchy

A densidade da distribuigfio de Cauchy é

1

£, 4 (x) = ———7»
0,107 ﬁ(1+x2)

—m<x< +x

Distribuicio Logistica

A distribuigido logistica tem densidade
-X

£ (x) =-—--E————2 ’ e € X < 4o
0,1 (1+e~%)

Exponencial dupla

A distribuicio exponencial dupla tem densidade

fo,l(x) =%’e-lxl, _m < X < +2.

Para cada uma destas densidades, podemos gerar

uma familia de distribuigoes a partir de f(x;a,b) =

x=b

= i—f (——~ , a» 0. Estas densidades recebem, ainda,
a o,l &

o mesmo nome que as correspondentes fo. Para cada fo
fixo, com a e b variando, o conjunto de densidades

obtidas forma uma familia de 1ocag§o-esca1a. O parﬁmetro

a mede a escala e b a 1ocag§o. (Veja Apéndice).
. As densidades apreseﬁtadas acima, na sua forma
padrﬁo, sfo simétricas em torno de zeroj; isto é, satisfa-
zem F(X) = 1-F(-x), para qualquer x € R.

Duas outras.familias de locagao-escala importantes sao a

uniforme e a exponencial.
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Distribuigdo Uniforme

A densidade (padr@o) & dada por

fo,l(x) 1 se 0s x=< 1

= 0 ' caso contrario

Distribuicidc Exponencial

A densidade da exponencial (padraoc) &
fo,l(x) = exp(-x) xz O

Os gréficos destas densidades sfao apresentados na figura

abaixo.

uniforme norma
0 1 -~} 0 ]
logistica
axpenencial
—— s \
-1 0 1 0 1
exponencial Cauchy

dupla

1 0 1 -1 01
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Uma caracteristica importante nestas densidades-
é a velocidade com gue tendem para zero quando x - +;i
o0 X 4+ ~=., A densidade da normal, por exemﬁlo, tende pgu

. -x*/2 o

ra zero extremamente rapido, da ordem de e . FEsta,
propriedade, torna muitas vezes pouco ;ealistica a ad@éﬁé
da familia normal em um modelo estatistico. E frequente,'.
na préatica, o aparecimento dos chamados erros grosseiros.

Pelo grafico das densidades, vemos que algumas
tém o mesmo aspecto geral: simétricas, unimodais. Este
grafico, contudo, nao permite fazer distingges entre as
caudas. Abaixo, reproduzimos a comparagao, entre as cau-
das das Qistribuigges, apresentada em Hiajek (pag. 43).
Com a finalidade de tornar as caudas compardveis, oS pa-

rametros a e b foram calculados de modo que
At —}2— e F(12625-6) = 0.95

para, cada uma das distribuigaes. Os +tipos representati-
vos tem, portanto, a mesma mediana e o mesmo 95% percen-

til que a normal padrgo.
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VCaudas das Distribuigges

0.273

uniforme

QUJ

normal
logistica

axpeonencial
dupla

Cauchy

1.645 Qb 24 2.8 32 36 4.0

A partir do grdfico, observamos que a distribui-
gao com cauda mais leve é a uniforme, depois e em ordem
vem a normal, a logistica, a exponencial dupla e, por fim,
a Cauchy que tem a cauda mais grossa. Caso seja provavel
a inclusdo na amostra de valores excentricos (outliers),
devemos adotar uma densidade de caudas mais grossa. Tal

escolha torna o modelo mais realistico.
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Capitulo II

Comparagao de Dois Tratamentos; Problema de duas Amostras

§1. Introdugdo.

Em muitas situagBes, temos o problgma de verifi-
car se um novo tratamento apresenta melhores resultados
que um tratamento padrao, ou mesmo, de comparar dois no-
vos tratamentos. Como exemplés temos as comparagoes de
dois analgésicos utilizando o tempo decorrido até o ali-
vio da dor; de dgas marcas de gasolina pela quilometragem
por litro consumido; de dois métodos de treinamento fisi-
co, etc...

Evidentemente, certas precaugEes devem ser toma-
das na realizacao do experimento, no sentido de eviden-
ciar diferencas exclusivamente devidas aos diferentes tra
tamentos. Diferengas atribuiveis a outras causas podem
mascarar completamente os efeitos dos tratamentos.

Suponhamos que uma amostra aleatéria de tamanho
N = m+n ¢é retirada de uma populagao onde n ‘individuos
sa0 submetidos ao tratamento e n servem de controle.

Congideremes o seguinte modelo: Xl,...,Xm, as
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respostas dos confroles, saoc varidveis aleatdrias indepen
dentes com distribuigd@o comum F,
Yl,...,Yn, as respostas dos individuos tratados, sio va-
riaveis aleatérias independentes com distribuiggo comum F.
Isto & VP(Xin) = F(x) e P(YiSy) = G{y) além disto,
consideremos Xi é Yj independentes para gqualquer par
(3,3)-

A hipdétese de nenhum efeito de tratamento é tra-
duzida em termos do mode;o, por:

Hi G =T,
Vamos nos restringir a alternativa de que o tratamento
tem o efeito de aumentar as respostas. Tsto &, com rela-
gao a G, F gera valores maiores com maior frequencia e
mencres cCcom menor frequgnpia. Isto pode ser expresso pe-
la desigualdade
G(x) s P(x), ¥ x

com desigualdade esfrita para algum Xx.

Definiglo 1 - Uma varidvel aleatéria Y com distribuigdo
G & estocasticamente maior que uma varia-

vel aleatdéria X com distribuigao F, se G(x) s F(x) w» x

e existe %, tal que G(xo) < F(xo). Neste ‘caso dizemos

também que G & estocasticamente maior do que T,

Exemplo 1: Seja & > 0 e G(x) = F(x-4) ¥ x, isto é,
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G & obtida deslocando-se T de A. Este & o chamado mo
delo de deslocamento, que traduz matematicamente a hipétg

se do efeito do tratamentc adicional a constante A a

resposta do controle,independentemente.desta resposta.

Retornemos, agora, ac problema de testar:
H: F = G contra K: G estocasticamente maior gque F.
Para solucionar este problema vamos determinar um subcon-
junto do espago de todas as observagges possiveis e ado-
tar a regra de que se o vetor de observagoes

(5p e ee g

Yl,...,yn) pertencer a este conjunto rejeita
remos a hipdtese. Valores muito maiores dos ¥y's do que
dos x's favorecem a rejeigcao de H. Deste modo, vamos
tomar a amostra conjunta dos x's e dos v!'s e ordenar
os seus valores. A partir dai podemos definir o posto de
cada observacgio como o numero de observagbes menores ou i
guais a ela. Por exemplo, seja m = 0 = 3 e Xl =1, X,= 3y
x3.= 5, Y, =2, Y,= 4, Yq = 6 entao Posto(Xl) =1,
Posto(Xz) = 3, etc.

Denotemos por Sl < S2 LA Sn oS pﬁstos dés
YT's na amostra conjunta. Valores grandes dos gts favo
recem a rejeigio de H. Vamos entdo considerar a estatis
tica WS = Sl Hewot Sn e tomar como regiao de rejeigao

WS > ¢, onde c serd determinado a partir de nivel do

teste. Obtemos entio o teste de Wilcoxon: Rejeite H: F=G,
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se Wg 2> c onde c¢ é determinado por PH(WSZC) = 0,

-
sendo a o nivel de significancia do teste. DPara comple
tar a especificag@o do teste precisamos determinar c.

A notacao PH utilizada acima, indica que estames consi-

derando a distribuigdo de Wg quando F = G,

Teorema 1 - Se X Xm; Yl,...,Yn sao independentes

I ERERE

com distribuigfo comum F continua entao:

1
(2.1) PH(Sl = X ,000,8 = s,) =-_ﬁ7

n
onde s; < s, <....< 5, € s;¢€ f1,2,...,N}.

Prova: Considere (sl,...,sn), entao algum subconjunto
de n wvaridveis emtre as N = nim varidveis tersd
como vetof de postos (sl,...,sn). Por outre lado, sendo
a distribuigfo conjunta de (XpseeerX 5Y5000,Y,) simé-
trica nas N varidveis, qualquer subconjunto de n va~
ridveis tem a mesma probabilidade de ter como postos
(Sl,...,sn). Existem (:) diferentes grupos de n va-
ridveis escolhidas entre as N wvaridveis .

X

(X Yn). Portanto, cada um destes subcon-

TEERY 1o
juntos tem probabilidade 1/(§) de ter os postos
(Sl’sy-sn)'

Observagbes: 1) Em todas as consideragdes feitas acima
foi suposto nio haver valores iguais enw

tre os x's e os vy's. Posteriormente trataremos do ca-
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so em que houver "empates".

2) Podemos garantir, com probabilidade lé a auséncia_de

empates se F e G sao continuas.

3} 0 valor do teorema acima deriva do fato da distribui-
¢ao conjunta de (Sl""’sn) ser independente de F,

Isto nao ocorre quande F nao é continua.

A igualdade (2.1) nos diz que os valores dos Sts
poderiam ser obtidos de modo egquivalente (em termos de

distribuigao de probabilidades), tomando-se uma amostra

aleatdria de tamanho n de populaglo T = {1,2,...,N},
e designando-se por Sl o menor elemento de amostra,
32 o segundo menor, etc.... e Sn o maior. Este expe-

rimento pode ser executado com ajuda de uma tabela de ni-

meros aleatdrics, sem o conhecimenio de T (continua).

§2. Distribuigdo de W, quando F = G.

Sendo WS = Sl

¢do conjunta de (Sl,...,Sn) podemos determinar a distri

teoet Sn, a partir da distribui-

buigdo de Wg. Para isto, seja # (wyn,m) o mimero de
diferentes amostras de tamanho n retiradas de populagEO
m={1,...,N}] tendo a soma dos elementos iguais a W.

Entao
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#(Wsn,m)

™

(2.2) P (We=w) =

* Exemplo 2: Vamos achar a distribuigdo de Wy para

m=n = 3., Para isto, enumeremos todas as

amostras possiveis de tamanho 3 da populag3o

m = {112!394’5’6}

e a5 somas correspondentes dos elemen-

tos das amostras,.

(51152353) (1,2’3) (152”4‘) (152!5) (132,6) (l:?)s"") (1!355)
w 6 7 3 9 8 9
(51,52353) (l:‘356) (1s4!5) (1:1"'96) (1’536) (2:35"") (2:3!5)
w 10 10 11 12 9 10
(51152!53) (2!3s6) (2,l‘s5) (2,}4:6) (255:6) (3’435) (3!1*!6)

w 11 11 12 13 12 13
(51’52’53)’(33536)‘(!"”5’6)
) w I 14 | 15
A distribuicdo de W, & dada por:
W | 6 [ 7 | 8 | 9 |10 | 11 I 12 l 13 |1h

P(Ws=w)

1/20

1/20‘2/20'3/20\3/20\3/20]3/20'2/20[1/20

| 15
ll/zo
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Diagrama de distribuicdo de

frequ@ncias de WS

* * - *
% +* k. * * *
* % * * * * * * ¥ *
L i 1 1 1 1 1 1 i 1
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Observe gque a distribuicfo de frequéncias de Wg & simé-

triea em torno de 10.5.

Quando m. e. n crescem, € impraticdvel a enume-
ragao de todos os casos. ¥ possivel, entao, apelar para
as varias tabelas existentes que, usualmente, apresentam
a distribuigdo de Wyy = Wo - 1/2 n(n+l) no lugar da W..
Ao contrdrio de Wy, a distribuigﬁé de Wyy é a mesma’
gquando, por exemplo, m = kl, n = k2 e m = k2, n = kl.
Qutra vantagem é Que o menor valor de WXY & zero para
gquaisquer valores de m, n, simplificando a construgao
da tabela.

O teste de Wilcoxon pode ser definido, de modo e-

quivalente, utilizando os postos Rl E S Rm dos contro
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les. Neste caso, o teste rejeitaria quando W, = Ry+euus
+R ~ fosse pequeno, pois W +Wg = 1/2 N(N+1). Considere,
Agora, as estatisticas Wey = Ws-l/2 n{n+l) e Vey =

= Wr-l/2 m(m+1)}.

Teorema 2 - Sejam WXY e WYX definidos g01ma, entao

i

(2.3) Wyy mimero de pares (Xi’Yj) tais que X; < Xj

(2.4) Wyy = niimero de pares (Xi’Yj) tais que _Yj < X

Prova: Vamos provar (2.3). Como os pontos doé Y's sao

SyreeessS temos uma disposigao do seguinte tipo:

... X Y X ...X ¥ X X ...Y X X

_—
w51 .
52 .
=
n
Entso:
ntmerc de X's menores que o primeiro Y = Sl-l
nimerc de X's menores que o segundo Y = (Sz-l)-l
nimero de X's menores que o dltimo Y = (Sn-l)—(n-l)
Logo:

o mimero total de pares (Xi,Yj) com X, < X; =

= (Sl-l) + (S,-2) +...+ (s,-n) = Wg - 1/2 n(n+1) = Wyye

Nota: WXY e WYX sao chamadas estatisticas de Mann-

Whitney e podemos usé-~las para definir o teste de

Wilcoxon.
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Teorema 3 - A distribuigifo nula (sob a hipdtese) de W

& simétrica em tormo de 1/2 n(N+l).

Prova: Considere os individuos ordenados em disposicao in
versa da considerada na obtengio dos postos. O in
dividuo qué, na primeira disposigao tinha posto 1 agora
terd N, o que tinha 2 agora tera N-1, etc... e em
geral o que tinha S agora terd N-S+1. Os postos nesta
nova ordenagao s30 chamados anti-postos e designados por

(S'...S' . A uma dada énupla de anti-postos corresponde
1 n P

uma e sé uma énupla de postos, portanto:

1
Pu(8; = SpseeesS, = 8)) = —F—
()

r

Como os vetores (Sl,...,Sn) e (Sl,...,

z ~
Sn) tem a mesma

distribuigao, entao W = Si +oest S; tem a mesma dis-

g

tribuigdo que Wg.

Ou seja, ‘g (N-Si+1) = n(N+l)-WS tem a mesma distribui
cao de WST=1

Queremos provar que a distribuigao de sob a hipéte-

WS’
se, atribui a mesma massa a pontos equidistantes de
1/2 n(N+1), isto é:

(2.5)  pulwg = 1/2 n(N+1)+k] = PwaS = 1/2 n(¥+1)-k]

Como Wy e n(N+l)-WS tém a mesma distribuicgao:

plwg = 1/2 n(N+1)+k] = P ln(N+1)-Wg = 1/2 n(N+1)+k]



-~23-

=P .[W, = 1/2 n(N+1)}-K].

Teorema 4 - WXY e WYX definidos acima tem a mesma dis-

tribuigao,

Prova: Temos,

PH[WXY=k] = PH[ws—l/z n(n+1)=k] =
= P[Wg-1/2 n(n+1)-1/2 mn=k-1/2 mn] =
= Pylw,-1/2 n(N+1)=k-1/2 mn] = P lwg-1/2 n(N+1)=1/2 mn-k]

esta dltima passagem pela simetria da distribuigdo de We
em torno de 1/2 n(N+1).
Por outro lado, Wg+W = 1/2 (m+n) (N+1) o Wg-1/2 n(N+1) -

- 1/2 mn = 1/2 m(m+l)-Wr, logo PH[WXY=k] = PH[WYX=k].

§3. Distribuigdo aproximada de Wg _sob a hipdtese.

J4 vimos que sob a hipdtese TF = G os postos
(Sl,...,Sn) formam uma amostra aleatbria da populagao
T = (1,2,...,N). Vamos considerar agora um contexto mais
geral que fornecera resultados a serem utilizados poste-

. . A . ~
riormente. Seja uma sequencia de populagoes:

U1 = vpds Mo = (v ¥agdseens Mg = [V vygs e s v

De cada populagao é retirada uma amostra de tamanho n=n{N).
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Designemos por ANl""’ANn os valores gue constituem a
Voates stV
R N1 NN
amostra. Sejam SN = ANl taaat ANn e Vg, = N .
Teorema'B - Uma condigao suficiente para que a varidvel

padronizada S§ = [SN—E(SN)]AIVar(SN) tenha
distribuicao limite N(0,1) é que n e m= N-m tendam

ambos para infinito e que
2
)

n
N-n

max (le —VN

(2.6)

‘max(E%E, ) + 0 quando N ¥+ o=.

z(ij-vN-)
Prova: Vide Lehmann pag. 353.

AplicacBo do Teorema: Seja Ty = {1,2,...,N}, disto &,

le = l,...,vNN = N para todo N, Neste caso:
VN, T 1‘+'ﬁ'+ N _ 1/2 (N+1)
maX(vN'i-VN,)2 = [N-1/2(N+1)] = Lﬁilifi
E(vNi-le)z =1z Yﬁi - N v§1 = .g 1% "Eigi}lf'=

i=1
= N(Nz-l)/lz.

A condigae (2.6) fica,

2 ]
(N-1)°/L max N;n’ Nn
N(N°-1)/12 -

) + 0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, n > N-n, entdo

max(N;n’ an = N?n e a condicio (2.6) pode ser escrita

como segue:
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3 ﬁ;i . ﬁ . Nln + 0 guando N 4+ w.

Os dois primeiros fatores szo limitados e N-n tende pa-

ra infinito, logo a condigdo é satisfeita. Esta aplica-

¢gdo prova que,

Wo-E (W_)
(2.7) PHDh§——E——§L € al + $(a) gquando m e n tendem 5
VaI'HWS para o infinito,

a 2
1 - . ~ . . L~
onde ®(a) = X /2 4y é a fungao de distribuicio
W 2
—t0
de uma N(0,1) calculada no ponto a,
Este resultado é de grande utilidade, pois pode-
mos a partir dele obter aproximagdes para PH(WSSa) quan-

do m e n sdo grandes, Para isto, precisamos calcular

EH(WS) e Var(WS). ' .

§4. Determinagao de EH(WS) e VarHQEsl;

Vamos considerar uma situagao mais geral. Seja

uma populagEG consistindo de N mimeros vl,...,vN.

Se retirarmos um nimero V ao acasc desta populagao,

temos i

E(V) =%- vl+-%}ﬂ- v, +...+%- vy =V
, N N |
Var(V) = % = (V —W-f)2 =% = vi—-z = '1'2 |
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No caso’ particular em que -V, = i, obtemos -

5 - 1l +e..4 N - 1/2 (N+1)

N

e

N P

2 1 2 =2 1 L2 2 Nl
T = ﬁ E Vi—-V = —N-. i - 1/4(N+l) = iz .

i=1 -
Retiremos agora aleatoriamente 0 numeraos Vl,...,Vn da
populagao {vl,...,vN}. Seja T = Vi +...% vV, como os

V,'s tém a mesma distribuigao:

(2.8) ET = nv.

n ,
Var T = & Var(Vv;) + I I Cov(Vi,Vj).
i= i#j

1

»

A varifncia comum dos 'Vi‘s & 1% ¢ os pares (Vi’vj) tém
a mesma covarifncia, pois a distribuigao conjunta dos pa-
res & a'meéma: p(V.=v,, V.=v.) = L v(i,j). Seja )
T AL N{N-1}' ' .

A . ~
o valor desta covariancia, entao

Var T = nt~ + N(N-1)Xx.

Tomando agora n=N, obtemos T = ﬁl Feest Yy constante,
e
T2
Var T = NT + N(N-1)x = 0= A = ~ =
N=-1
Substituindo este wvalor,
_ n(N-n} _=2
(2.9) .VarT—WT.
Para v; = i, temos: ET = 1/2 n(N+1) e
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n(Nun)(N+1)_

(2.10) Var T = 15

A aproximagao (2.7) pode ser, em geral, melhorada
introduzindo-se uma "corregao de continuidade" devido ao
fato de estarmos aproximando uma distribuigdo discreta pe
lardistribuigao Nermal. Com esta corregao fica

c-1/2 n(N+l)+1/2].

(2.11) P(Wssc) = B[
¥ mn(N+1}/12

Exemplo 3: Sejam m =n = 7.’

0 valor exato de PEWSSS9] é 0.8086 enquanto
que o valor obtido, a partir da aproximagao normal sem
correggo de continuidade, é .80; com a-corregao de conti-

nuidade é 0.81. A aproximagdo normal com corregao de con

tinuidade & razodvel a partir de min{(m,n) = 4,

§5. Caso de Empates.

Uma das hipdteses feitas anteriormente foi a de
naé ocorrencia de empates. Em dados reais estes surgem
devido ao arredondamento de medidas ou guando trabalhamos
com distribuigaes discretas. OQutras vezes, os postos sao

atribuidos a partir de um julgamento e nao através de me-

didas. Neste caso, pode nag ser possivel decidir qual o
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melhor entre dois resultados. Podemos querer, apesar de
ocorréncia de empates, aplicar o teste de Wilcoxon.
Consideremos, por exemplo, o caso em m=3 e n=2
e suponhamos que o035 trés menores valores das respostas se
jam empatadas. Temoé, entao, os pontos 1,2,3 para serem
atribuidos As trés menores respostas. Coﬁo devemos fazér
esta atribui¢gao? Uma possibilidade que é razodvel é atri
buir a cada uma das 3 menores respostas o posto médio, no
caso, igual a 2. A tabela abaixo indica as diversas con-
figuragoes possiveis e a soma dos postos dos Y's corres
pondentes. Denotemos por w* a soma dos postos médios

S

dos tratamentos (dos Y's).

Configuragoes dos Y's
2 20 2@ 5 Wl
Y .
Y 4@
Y Y 4@
6(5)
(™M
Y Y 6
Y s 7(®)
Y Y 91:

Obs.: Os postos circulados correspondem aocs casos sem em-

o
d

pates.
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Distribuicdio de frequéncias de Wy

:w*|4’6'17‘9
We ’3/10- I 3/10’ ‘3/10’ 1/10

Caso de empates

3/10 L * x *
2/10 ¢ * * *
1/10 1 * % % * *
i 5 6 7 8 S
Caso sem empates
¥ * %
* * * * * * 3
3 4 5 6 7 8 9

. . . e *
No caso de empates, a distribuicao de WS concentra massa

em menos valores, € menos dispersa e nic é siméérica.

De modo geral, denotamos por Si < 8% <...< S: os postos

2
médios dos tratamentos e por WE = Si teoot S¥, a estatis

tica de Wilcoxon. O teste de Wilcoxon & dado por: Rejeite

a hipdtese se
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Wg z C

onde c¢ ¢é determinado a partir do nivel de significancia
o do teste pela condigao: PH(WZBC) = a.

A distribuigdo nula de (Si,...,S:) nio é mais a dada em
(2.1), os valores tomados pelos s¥ts podem ser diferen-
tes dos tomados pelos S's. 'Apesar do mimerc de escolhas
dos n postos médios e das configuragaés dos Y's conti
nuarem sendo as mesmas, a distribuigio da soma dos postos

médios é alterada. A distribuigao de Wg, sob a hipdtese,

depende também do nuimero de observagaes empatadas em cada

valor, ao contrdrio da de Wy que sé depende de m e 7.
Suponhamos que temos dl observagaes empataﬁas no menor
valor, d2 observagaes empatadas no 22 menor valor, etc.

de empatadas no maior valor, com as observacoes tomando
e wvalores distintos. Chamamos o vetor (e;dl,...,de)

configuragcdo de empates. Para uma dada configuracao de

empates, a distribuigﬁo de Wg pode ser determinada como
no exemplo anteriof, a partir das diferentes escolhas de
posigbes para os Y's. Entretanto, a distribuigdo de
(e;dl,...,de) depende (sob a hipétese) de F o que faz
com que a distribuigao de W; dependa também de F.

Ilustramos os pontos acima através do seguinte exemplo

apresentados em Lehmann pag. 59:

Exemplo 5: Consideremos F discreta com massas Pp € 4,
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respectivamente, nos pontos a e b, com a < b, -e se-
Jjam m=2, mn=1l. Para este caso temos as seguintes confi-

guracoes de empates:

Xp | ¥ | Yy | 9y | 9p | Prob.
b b b 0 3 a3
a b b 1 2 3pg?
a a b 2 1 3p2q
a a a 3 0 p3

Ple=1) = PO+’

P(e=2) = 3pa(p+a) = 3pq.

Por outro ladc, para uma dada configuragao de empates a

distribuicao de W; independe de F:

P(Wi = 2 | 4, =0) =1
P(Wwg =114, =1) =1/3 P(WE = 2,5 | 4, =1)=2/3
p(Wg = i.5|dl =2) = 2/3 p(wt =3 ] a4, =2)=1/3
P(WE=2]4d; =3) =1 )
Obtemos entao:
s | 1 1.5 2 2.5 '3
P(W§=ﬂ)1. pa®  2p%a  po+a® - 2pa®  o%q

Neste exemplo, a distribuicao dos postos médios (Si,".,S:)

para uma dada configuragﬁo de empates independe de F.
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Permanece assim o esquema de selegao de uma amostra alea-

téria de tamanho 1n da populagao de postos médios. Da

mesma forma, para dado (dl,...,de), a distribuigao de
W; independe de F. Por outro lado, vemos que agdistri-

buicoes de (e;di,...,de), (S?,...,Sz) e Wg (ndo con-
dicional) dependem de p e ¢ e portanto de F. A pro-
priedade de independer da distribuigao subjacente é perdi

da pela distribuicao de Wg.

Podemos, contudo, neste ca=
so, considerar o teste condicional dado a configuragao de
empates, com C(e;dl,.;.,de) determinado de modo ¢ue o

] » - i - - 4 . = .
nivel de significancia condicional seja o mais proximo

possivel de o:
*
Pl Wg = c(e;dl,...,de)le;dl,...,de] = a,
e tomando-se entao
*
Vg = C(e;dl,...,de)

como regido de rejeigac. Tabelas para a distribuicao de
W; dependeriam, entao, da configuragao de empates sendo,
desta forma, pouco pradtica. Felizmente, a aproximagao

" normal é vélida, também, neste caso.
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§6. Aproximacao Normal para a distribuicdo de W;.

Antes de provarmos a aproximagao normal, wvamos

* ~
calcular EH WS e VarH W; para uma dada configuracgao

(e;dl""’de) (na‘realidade 'E(Wsl(e;dl,...,de) e

Var(WSI(e;dl,...,de)).

* *
S Wa.

e VarH S

Calculo de EHW

Sejam_ d d, tais que d; +...+ d_ = N, Con

1t 1

sideremos a populaggo dos mimeros {vl,vz,...;vN} onde

l+2+...+dl

1
v =, ea =Y =—-—-=—(d +1)
1 a, a, z ‘1
é o posto médio das d, observagoes empatadas no menor
valor.
. _ . _.(dl+1)+...+(dl+d2) _a . l(d +1)
d,+1 ' dl+d2 dz., 1 222
Vi id = eee = VY g o4q =9y v d, s 1/2(d3+l) etc. ..
177241 1"72°73

Agora podemos aplicar a férmula {2.8) ET = nv, onde ¥
é a média dos <v's, Observe que a soma dos +Vv's, no pri

meiroc grupo, é 1 +.,..+ dl; no segundo (dl+l) +eennt

+ (dl+d2) etc. De modo que a soma total dos v's & a
soma dos inteiros 1+2 +...+ N = Eigiil e novamente

- N+l - . 2 .
v = > . Para o calculo da variancia femos
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Var T = Eéﬁ%ﬁl 1% pela férmula (2.9), onde
: N
T2 = %- by Vi-;?.
i=1
*
2

Calculo de 7T ¢

Vamos partir da identidades:

K .
a?= T (ai-a)2 + K37,
i=1 i=1
Fazendo al(; 1,...,ad = dl, obtemos a = Vy =...= vdl,
: 1 d1+1. 2 d.(da3-1)
-2 1t 1\71
r(a.-a)" = 'E (i - > = 75 ,
1=
d g (a3-1) d1
.2 11 . 2
B iT = 15 + Vit
i=1 i=1
Apl?cando a identidade para a, = d1+1,...,ad2 = d1+d2’
ocbtemos a
d.+d +
12 d (dz—l) 172
j{; 12 2 ' 2 + w2
- 12 . i
’i=dl+l 1=d1+l

assim por diante. Somando &s exXpressoes acima,

N N e 2
£ vi=z i%- 3 daj(a3-1) _
i=1 i=1 j:l 12
2
_ N(N+1)(2N+1) e dj(dj-l)
- Y - 12
j=1

logo e

2
T 4,(dat-1)

2 N%-14=1 * *

T =Ta2 12
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e 2
n{N-n) ¥ d, (d4]-1)
i=1 *

12 N{N-1)

n{N-n) (N+1) _

(2.12) Var T = 5

Para uma determinada cbnfiguragao de empates (e;dl,...,d )
e
e sob a hipdtese T = G temos o seguinte teorema de apré

ximagao,

Teorema 6 - Sob as condigdes mencionadas acima
W - E(W%)
S S
Pl < 3] @(a) quando m e n

A Var WS |

tendem pars infinito e existe O < ¢ < 1 +4al gque
d.
max (—3) £ 1-¢ guando N + =,
i=l,...,e

Prova: Basta aplicar o Teorema 5 deste capitulo, tomando

VhprtcreVyy Como sendo os postos médios, isto &,

%Ni = V. Temos max(vNi-vN.)2 < [ﬁ-%(N+l)12 = 1/h(N£l)2, i
E(v_.-v )2 = N(Nz-l) —IE(di-di) =-E3-—Et£1. Por outro
N N. 12 1z . iz 12
1ado, ;i-s l1-e ¥ i=d £ (1-€)N e
T di =Z di-di < (1Qe)2 N? 3 d; = (1-¢)% NER (1-é)N3
entdo

3 R 3
2 _ N  (1-e)N’ N
E(ij'le) 32 77 12 =33

€.

Para verificar a condigao do Teorema 5 basta mostrar que

2
1 I-I- Ne—l N-n .on
_L(N__Be_)_. max(T, N-n) + 0 quando N+ o,
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N-n =ny __n 3(N—1)2_ n o _I
n’ Nen’ - Nem €N2 N N-n

gquande N 4 = pois N-n =+ =. . *

Se mn > N-n, max(

Observagﬁo: E importante observar que o teoréma de apro- .
ximagado foi demonstrado para o caéo F=G e

para uma configuragdo de empates dada. Poderia ent3o,

ser aplicado para determinar a constante d(e;dl,...,de)

do teste condicional mencionado acima. Demonstra-se, con

$udo, que a distribuigio (nfo condicional) de

*

WS - EW

N Var W
s

te critica C(e;dl,...,de) define um teste incondicional

n *

+ N(0,1). Isto mostra que no limite a constan

w0 *

de nivel a.

§7, Potencia do Teste de Wilcoxon.

Para estudar a poténcia do teste de Wilcoxon va-
mos considerar o modelo de deslocamento que supoe G(x) =
= F(x=A) ¥ x com A > O. A fungdo poténcia do teste &
dada por HF(A) = PA(WXY 2 g), onde o simbolo P, indi-
ca que a distribuigdo dos Y's & desi@éada de A em re-
lagdo & distribuigdo dos X's. Vamos estudar esté fungao

para =« < A < 4o, 0 caso em que A > O corresponde a

respostas maiores do tratamento, para A = 0 temos o ca=-
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so de nenhum efeito de tratamento (hipdtese)} e HF(O) é
o nivel de significancia do teste. Para A < 0, temos o
caso do tratamento decrescer as respostas. No contexto
acima, estamos interessados em teétar H: A = 0 contra

K: A > 0. Para um nivel de significancia a dado deter-
minamos c = c(esm,n). O bom desempenho do teste é carac-
térizédo por valores grandes de HP(A) quando A > O
(comparada com a potencia, para o mesmo 4, de outros tes
tes de nivel a). lIndependente_da comparacdo com outros
testes, é razoavel exigir-se que a capacidade de detectar

o efeito do tratamento aumente quandoe A cresce.

Teorema 7 -~ A fungao poténcia do teste de Wilcoxon,
f - 5 a a
, F(A) = PA(WXY =2 ¢), ¢é uma funcgdo nao decres

cente de A,

Prova: Seja A4 < b;. Queremés mostrar que ;PAO(WXY > ¢)<
S = -
< Pal(wa > ¢). Observando que PA(Y1 v) = F(y-p),
entao,

Pﬁl(YiSy) = F(y-4,) = F[y-(AlTAo)-ﬂo}'= PAO(YiSy-(Al—AO»

= PAO(Yi + (83-8,) 5 ¥).

Esta igualdade mostra que Y, + (4,-A ), sob a alternati
va AD, tem a mesma distribuigﬁo gue Yi, sob a alterna

tiva A Defina Vi = Yi + (Al-AO), entao,

1°

(W

< Wo, 2 €,

ZC)=PA(XV
o

PAl
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onde W, denota o numero de pares (Xi’Yj) tal que

X, < Yj; Wy, © nimero de pares (Xi’vj) com X, < V..
L] ~ g

Como Vj = Yj ¥ j, entao, WXY wXV e portanto

PAO(WXYZ c) < PAO(WXVE c).

Consequencias do Teorema 7:

1. HF(A) > @, ¥ F continua e A > 0, pois 0.(0) = a.
Portanto, o teste de Wilcoxon é nao viciado contra al
ternativas de deslocamento.

2. Considere o problema de testar H': A £ 0 contza

K: A » 0. Pelo Teorema 7, o teste de Wilcoxon com
ﬂF(O) = ¢ satisfaz sup nF(A) =a e, portanto, tem ni-

AzO
vel o para testar ".

-

§8, Cdlculo de Potencia do Teste de Wilcoxon.

)
A aproximacgao porma;, para a distribuicgao de WXY’

vdlida quando F = G, pode ser demonstrada sob éertés hi.
péteses quando F # G. Neste caso sendo impraticdvel é
utilizagao de tabelas, esta aproximagao se faz ainda mais
necesséria,

Vamos estudar o problema da.aproximagao normal

para a distribuigdo de W

XY em um contexto mais geral.
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Observe que podemos escrever W =77 I m(X.,Y.), onde
XY :LJ 1 J

1l se x< ¥y
@(X,Y) =

0- caso contrario

Consideremos, agora, uma classe maior de estatis-

ticas tomando o R? 5 R, qgualguer,

Definig8o - Sejam KysesssX s Y.,...,Y  independentes,

m 1
tendo os X's a mesma distribuiggo F, e os
. . 1 m n
¥'s a distribuigdo comum G. Entdo U =_-- I I o(X,Y),
2 i=1l j=1
com ®: R™ =+ R, & chamada estatistica U.

A demonstracdo da normalidade assintdtica de U
é dificultada pela dependéncia de suas parcelas. A idéia
da prova é "aprokimar" U por uma soma de variévei; alea
térias independentgs do tipo S =% ai(Xi) + I bj(Ys);
onde S é assintoticamente eguivalente a4 estatistica U.
A escolha adequada das fungdes a; e by é feita utili-
zando o método das,projegSes de Hajek. Para méiores de-
talhes vide Lehmann pag. 362. A seguir, enunciamos
o seguinte teorema de aproximagao:

Wiy=B (Wyy)

JVarinYi

distribui¢io normal padrfioc quando m e n

Teorema 8 - A distribuiglo de tende para a

tendem para infinito, e quando as distribuigaes F e G

sao tais que O < P(X < Y) < 1.

Prova: Vide Lehmann, pag. 365, exemplo 20.
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Nas aplicagaes deste fteorema, precisamos calcular
E(W ' i 1 4
( XY) e Var(WXY) sob a alternativa, isto €, gquando

F # G,

Cdlculo de E(WXY) e Var(WXY) quando F #£ G.

m n
Podemos escrever Wy, = -E = w(Xi,Yj}, onde
i=l j=1
o(x,y) =1 se x<7y e p(x,y) = 0, caso contrdrio.

Como os pares (Xi,Yj) t8m a mesma distribuicao conjunta,

as parcelas m(Xi,Yj) t8ém a mesma esperanga, e

(2.13) EW,, = mn Ep(X,Y) = mn P[¥XY] = mn p,,

"onde p, = P[X<Y]., Para a variancia, temos
) 1
m n

(2.14) ) Var Wy, = 'Z _E Var w(Xi,Yj) +
. i=1 j=1

"D TR coletnrmOnl
(i!j)#(k?'{’)

0 primeiro termo, fdcil de calcular pois Var ¢(Xi,Yj) in

depende de (i,j), & igual a mn Var 9(X,Y}, portanto,
(2.15) var ¢(X,Y) = p;(2-p;).

Consideremos, agora, os varios tipos de termos gue entram
no cdlculo da soma das covariancias. 'Primeiro, se i ; k
e j#£4% entio as varidveis aleatdrias m(Xi,Yj) e
m(Xk,Y%) sio independentes e consequentemente

°°V[¢(Xi,xj), m(xk’Y{)] = 0. Consideremos agora o caso
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em gque i#k e Jj={, aue fornece termos do tipo
cov[¢(Xi,Yj), w(Xk,Yj)]. 0 mimero de termos deste tipo &
m(m-1)n. O outro caso possivel é quando i=k e i,

ou seja, termos do tipo cov[@(Xi,Yj), m(Xi,xt)] em mime

ro de n{n-l1)m. Por outro lado

(2'16) COV[m(Xi,Yj):w(Xi,YL)] = P[w(Xist)=1,¢(XisY£)=iJ-

2 ' 2 2
- P, = P[Xi < Yj e Xi < Yi] = Py = P, = Py

onde p, = P[Xi < Yj e X, < Yi]. Da mesma forma,

(2.17) covlp (X, Y,) (XY )] = BLX, < ¥, 0 %, < ¥[] -

_ 2
—'p3 = pl’

onde = Plx; < X; e X< Yﬁ]. Substituindo ‘estes va

P3
lores em (2.14%) obtemos:

o
(2.18) var(¥Wyy) = monp, (1-p,;) + n(n-1)m(p,-p7) +

+ m(m-1)n(p,-p}).

Exemplo 6: Calcular E(WXY) e Var(WXY) gquando
F = N(u,c’g) e G = N(p.+A,c‘2).
Basta aplicar as fdérmulas (2.13) e (2.18). Para

isto precisamos calcular Py P, e p3.

p; = P(X< Y) = P(X-Y < 0) = ppX=(¥-8) . & 5,

o2 o2

Como X e Y sao normais independentes, X-(Yaﬂ) tem
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distribuigio normal com média B[X-(Y-2)] =0 e varian-
cila 202, _E:inél_ tem distribuigio normal padrao.

o2
Logo, Py = @(ng), valor que podemos obter utilizapdo

uma tabela da distribuigdo normal padrio.

Para P, © p3 temos

(Y- A (Y -
p2=P[X<YeX<Y’} =P'[X (YA)< eX(Y A)< Aw]
o2 o/2 c./2 o2
com X, Y e Y independentes. As varidveis
_ X-(¥-8} gt - X=(Y'-8)
o2 a2

sendo, contudo, independentes. 0 coeficiente de correla-

~ . ~ C
Z sao normais padroes, nao

gao entre eles &

/
p(2,2") = Cov(Z,2 ) = B2’ ,
J Var Z 4 var Z’
onde
2
1
EZZ' = 12 EL X7 =X (Y -8 ) ~X(Y-8)+(v-0} (Y -A)] = EXg =5 -
- lof 20

Para a determinagao de P, € p3 precisamos, entao, uti

lizar uma tabela de Normal Bivariada com 0 = 1/2.

Exemplo 7: Calcular E‘WXY e Var W

F = ule-1/2, 6+1/2] e G = U[0+A-1/2,8+4+1/2].
Basta considerar o caso em que O <A< 1, Para A > 1
os Y's s3o maiores que os X's com probabilidade 1 e
Wy = mn comn probabilidade 1.
Designando por 1, a fungao dada por IA(x) =1
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»

se x € Aj IA(x) =0 se xe A%, temos

® e
= P[X(Y] = I(X) dx I a
h o [08-1/2,641/2] L [Egﬁ_l/z,em_y)é]

Por outro lado,

1 se xg 0 4+ A - 1/2

A

+o0 .
( I(y) dy = 1 (6+A+1/2)-x se B+A-1/2<x<B1A+1/2
« L[8+b-1/2,6:041/2]

0 se x=2 8 +A + 1/2

Substituindo estes wvalores temos

8+A-1/2 9+A+1/2
Ps = I(x) dx + (8+8+1/2-x) I(x) dx =
1 [e-1/2,0+1/2] fo-1/2,8+1/2]
Lo b+A-1/2
2 2
=A + 1/2 (1-AF) = A + 1/2 - A%/2.
Para p2, teﬁos
p,=FlX<YeX<¥Y] =
X +o N
= I(x) ax | - I(y) dy I(y") dy’
[8-1/2,8+1/2] [8-1/2+0,8+1/2+A] | [B8-3/2+A, 8+1/240)
- .] X X

- 40 -

(

f [Iéﬂ/z,hi%] [Iéﬂ/zm,e 41/23\[))




=il

B8+8-1/2 8+0+1/2
= I(x) dx  + (9_+A+l/2-x)2 I(x) dx
{g-1/2,8+1/2] §14-1/2 : [8-1/2,8+1/2]
=A—(£‘+l‘)=i(l+3.ﬂ-ﬂ3).'
3 3 3
A distribuicdc F é, no caso, simétrica e Py = Pye A

partir dos valores de ‘pl e Py, podemos calcular B Wy,

e Var Wyy utilizando as férmulas {2.13) e (2.18).

-

§9. Estimac3o do Efeito do Tratamento.

Em muitaé.sitﬁagﬁes, apenas testar a hipétese de
nulidade do efeito nao é satisfat6¥io;. Quando a hipdtese
é rejeitada, podemos desejar, ainda, estimar o efeito do
tratamento. Quando o.modelo utilizado é o de deslocamen-
to, um parametro que guantifica, de modo bem natural este
efeito, é o deslocamento A - provocado pele tratamento na
distribuicao das respostas.

Nesta secgdo vamos abordar o problema de estima-
_950 de A no modelc de deslocamento. £ bastante conheci
da a relagao existente entre os problemas estatisticos
de teste de Hipéteses e Estimagao por Intervalos de Con-

fianga. F possivel, a partir da regido de aceitagao de
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-um teste, obfermos uma regiao de confianca para o para-
metfo sendo testado e vice-versa. Neste caso, existe uma
relagﬁo entre o nivel de significancia do teste e o nivel
de confiangé da regifo, Menos conhecida é, porém, a oblten
gao de estimadores a partir de testes. Este "processo de
inversao" aplicado ao teste de Wilcoxon fornece ¢ estima-
dor de Hodges-Lehmann. Consideremos a hipétese H de
nenhum efeito (A=0) contra a alternativa bilateral de
efeito nao nulo -(A#O). A extensio natural do teste de
Wilcoxon, gue apresentamos, rejeita H_ quando WXY é
-ﬁuito grande ou muito pequeno..

A distribuiclo de"wxy, sob a hipdtese H, §& simdtrica
em torno de mn/2, O teste bilateral de Wilcoxon (Mann-
Whitney) rejeita, entao, a hipdtese quando Wey 2 mn/2 + ¢

ou W, < mn/2 - ¢, sendo ¢ determinado a partir-do ni

) 3 = o »
vel de significancia,

Regido de Rejeigdo Regiao de Rejeigao

LLLLE L I 1 | ‘tumm%_

T t i
mn/2-c mn/2 : mn/2+c

0s valores de WXY gue apoiam mais. fortemente a
aceitagio da hipdtese sfo os mais préximos de mn/2, Em
particular, Wy, = mn/2 é o valor que dd maior indicagao

favordvel 4 aceitagdo de F = G.
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Queremos estimar o valor A de modo gue Xl,...,Xm e

Yl-A,...,Yn-A tenham a mesma distribuigfo. O estimador

~

natural é, portanto, & tal que VW A = mn/2.

X,¥-A
Por outro lado, wX,Y-E é o mimero de pares (Xi,Yj) tal
que Xi < Yj - B ou, equivalentemente, que Yj - Xi > A

Devemos, entao, determinar E de modo gue para a metade
dos pares (Xi,Yj) as diferengas Yj-xi sejam menores e
para a outra metade as diferengas sejam maiores que ele.
Isto é obtido tomando-se & = mediana{(Yj—Xi); iz=l, ... ,m;
j=1,...,n} . Designando-se por D(l) < D(Zj Caa< D(mn)
as diferencgas YJ.—Xi ordenadas: & = 1/2 (Dk+D(k+l))
para o caso em gque mn = 2K (par) e A = D(k+1) para o

caso em gque mn = 2k+1 ({mpar).

e m e n sao grandes, a determinacgao de A
se torna muito trabalhosa, envolve a ordenagao de mn di
ferengas (Yj-Xi). Pode-se, contudo, simplificar esta ta
refa utilizando-se o método grifico apresentado em Wolff e

Hollander pag. 80.

Propriedades do estimador A.

Em geral, as propriedades mais relevantes de um
estimador sao relativas a centralizagao e dispersao de
. = . ~ ~ -
sua distribuigao em torno do parametro estimado., ¥ dese-

jédvel gue o estimador ten.aa distribuigao bem centrada e
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pouco dispersa em torno do parametro estimado. Quando uma
distribuigao é simétrica em torno de algum valor, este &,
naturalmente, escolhido como centro‘da distribuigao. Em
outros casos pode-~se tomar como centro o valor esperado

ou a mediana da distribuigao. Estes wvalores coincidem

com o centro de simetria no caso da distribuigao simétri—_
ca. Demonstra-se que o estimador 3 tem distribuigao

simétrica em torno de A quando a distribuigcio F & si-

métrica em torno de algum ponto. A distribuigfo de 4

&, também, simétrica em-  torno de A gquando m = n, Nos

~ ~ s ~ - . “a
casos acima, E(A) =A e o estimador A € nao viciado.
Além disto, A & a mediana da distribuigao de A, isto

é, P(a < A) = P(ﬁ > A) =1/2, e A tem a mesma probabi
lidade de subestimar que a de superestimar A. Mais ain-
da, esta propriedade é vdlida sempre que mn ¢é impar e &
aproximadamente satisfeita quando mn & par (Vide

Lehmann pag. 86-87).

A dispersao de uma distribuigao é usualmente medi
da pela sua variancia. No caso da distribuigao de 3, é
mais simples utilizar-se uma outra medida, Adota-se nes-
te caso P(IE-AI £ a), isto . é, a probabilidade de gue o
estimador difira do valor verdadeiro & de menos que uma

quantidade dada a. E desejavel que esta probabilidade

seja grande, indicando que o estimador tem alta probabi-
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1idade de estar prdximo do valor estimado.
0 estimador cldssico de A ¢ a diferencga A = Y-X.
Quando F e G sao normais este & o estimador ndo vicia
i - - ~ - -~ ) .
do de minima variancia.. Uma comparagaoc entre os estimado
-~ —
res A e A pode ser feita como segue.
Se ja nﬁ(ﬁ,a) o numere de observagoes requeridas

~

pelo estimador A a fim de que p(|d-a] £ a) =7 e

nz(ﬂ,a) o nimero de observacgdes de modo que P(|a-A] < a)

= mT. Quando a + O entdo na(m,a) + = e - (7,a) + &
o T2 A

e avrelagao ‘;%—4 B/ﬂ = 0.95. (Vide Lehmann pag. 89).
A

-~ ~
Tsto mostra que o estimador A perde muito pouca "eficien

cia" em relagao a A, mesmo no caso mais favordvel a es-.

~

te 1ltimo. Para outros casos, em geral A é mais efici-
- . 0] -~ - -
ente que A, aumentando esta eficiencia na medida em que

as caudas de F sao maid "grossas".

0 exemplo seguinte ilustra como A & muito mais
-~
sensivel que A ao aparecimento de valores excéntricos

{outliers).

Exemplo 8: Sejam as respostas do tratamento: 5,43 1,5; 8,63
6,1; 0,5; 4,1; 2,8; 1,8; 4,15 8,3 e as respostas
dos controles: 6,63 1,9; 8,2; 1,1; 1,13 8,8. Obtemos en-

-

t850: B = ¥-X = 4,32-4,63 = -0,31, enquanto que

1

A« =[D + D = ~0.1 Suponhamos agora que

5 L (30) (31)] 5« P g q

quando se anotou a tltima resposta do tratamento a virgu-

l1a foi esquecida, ficando 83 no lugar de 8,3. Neste caso
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obteriamos: & = 7.16 e A = O.

Um estimador cujo valor wvaria pouco cgm 0 apare-
cimento de valores excentricos (outliers) é dito robusto.

Pode-se mostrar, ainda, que o estimador A €& con
sistente, isto &, ¥ g > O, P(|£m,n—A|~< £) » 1 quando
m,n % . Aqui, Km,n representa o estimador de Hodges-
Lehmann baseado em m resposta dos controles e n dos
tratamentos.

No caso geral do problema de duas amostras, sem a
utilizagao do modelo de deslocamento, podemos tomar
p; = P(X < Y) como uma medida da tendéncia do tratamento
de aumentar as respostas. Sabemos que E(WXY) = mnp, ,
desta forma WXY/mn é um estimador n3o viciado de Py
E fdcil mostrar gue Wyy/mn é um estimador consistente

de P(X < Y). Basta utilizar a desigualdade de Chebyshev:
1
P(|WXY/mn - pll =€) s-:§ Var(WXY/mn),

por (2.18) sabemos que

Var(Wy,/mn) = pl(;;Pl) + (ﬁﬁ%) (p,-p>) + ngl)(pB-pi)-

Quando m,n + o, Var(WXY/mn) + 0 "o gue acarreta a con-

- A v -
sistencia do estimador.
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§10. Intervalos de Confianca para o efeito A de trata-

mento.

Vamos considerar, inicialmente, o problema de teg

tar a hipétese H: 4 = A, contra a alternativa K: A #Ab,e

. 7 . i 4 )
Tomando-se as variaveis Xl,...,Xm, Y, = Yl_Ap’ Y, =

= Y2-Ao,...,Y; = Yngao, este problema é equivalente ao

de testar H_: A =0 contra K: A £ 0. A regisdo de acei
taglo do teste de Mann-Whitney para a hipétese acima é

dada por mn/2-c < W < mn/2 + ¢ onde c §é determina-

xy'
do por PAo(mn/z-c < WX,Y-AO < mn/2 ¢+ c) = 1-a. Como

W sé toma valores inteiros, determinamos k tal

X,Y-0o
que PAO(k < WX,Y-QO <mn - k) ~ 1 - a.

E importante observar que:

P, (k< W
IAO

X, YA, < mn-k) = P_{k < Wy y < mn-k ),

sendo portanto k e mn-k, determinados a partir da dig

tribuicdo de sob a hipétese de nenhum efeito, que

Y, Y

independe de F (continua).
Vamos, agora, achar os valores de Ag, que satis

fazem a condigdo k < W < mn-k. Para isto conside-

X, Y-Ag

remos as mn diferengas Yj-Xi ordenadas crescentemente:

<oc- ; - ica
D(l) < D(g) < D(mn) A condigao W

X,Y-Ao >‘k equiva

le a dizer que:
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k diferencgas

-

o

(m-k) diferencgas

-

' ' % 1
+ + t } ' t t

D(l) D(2)"'D(k) D(k+l)"' fin-Xk) D(mn—k+1)"'D(mn)

£#{0(1,3); YJ.—Xi > AO} >k ougque A <D ..

Por outro lado W < mn-k e #{(i,j);Yj—Xi > AO] < m=k ;

X,Y-4,

& A 2. . :
o D(k+l) Portantp temos

(2.19) PAO(D(k+l) A sD _)=1a ¥4 exF cotima

e [D ] & um intervalo de confianga para A com

ke+1 *Pmn-k
nivel de confianga (1-&).~
Exemplo 9: Para os dados do exemplo 8, ache um inter-
valo de confianca com nivel de confianga de

©0.90. ‘ )

Basta determinar k tal que Po(wxY < k) = 0.05.
0 valor mais aproximado é k =.14 com P _{W,, < 1k) =
= 0.0467.. Desta forma, (Dlg’D45) é um intervalo de con

fianga com nivel de confianga de 1-2%X0,0467 = 0.907.

A partir dos dados obtemos: D15 = -4,1 e DhS = 3,0.
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§11. Teste de Escores Normais.

0 teste cldssico utilizado no problema de duas
amostras, modelo de deslocamento, com F mnormal, é o tes
te t-Student. Este teste é, nesta situagio, mais podero-
so que o teste dé Wilcoxon. Contudo na maioria dos pro-
blemas de aplicacao a hipétese de normalidade nao é justi
ficével, sendo prdtica corrente a utilizacao do teste
t- Student em casos onde a distribuigio subjacente é muito
diferente da normal. Para distribuigaes com caudas gros-'
sas, (densidade f(x) tende para zero quando x + +®
muito mais devagar que na normal) o teste t-student tem
desempgnho bhastante fraco, Uma medida comparativé deste
desempenho, para dois testes alternativos de uma mesma

. - . . " . . . s .
hipétese, é dada pela eficiencia relativa assintotica.

A seguinte definigdo de eficiéncia relativa assintética é
também chamada eficiéncia de Pitman de um teste em rela-
¢ao a outro. Consideremos, por exemplo, os testes *
t=Student e o teste de Wilcoxon para testar.a hipdtese

H: A = 0 no problema de duas amoStras, modelo de desloca
mento, Para ambos os testes tomemos o mesmo nivel de
significancia. Sejam n {A_) e nt(Ao) os tamanhos de
amostras requeridas, respectivamente, pelo teste de

Wilcoxon e peloc teste t-Student, de mesmo nivel de signi-



-53-

ficancia &, para alcangcar a mesma poténcia a<mT< 1
contra a alternativa 4 . A eficiéncia de Pitman do tes-
_te-t em relagao ao teste de Wilcoxon é dada por:

n (8,)
1im nt 2 Em muitos casos, este limite existe e é
A0 Twio @ '

independente de a e de ©n. Denotaremeos esta eficiéncia

por

e, t(F), indicando sua dependéncia da distribuigao
H .

subjacente F, Mostra~se que quando F ¢é normal esta e-
ficiencia & B/W = 0.955. Apesar deste caso ser favora-
vei ao teste-t, a efiéiancia perdida pelo teste de
Wilcoxon é baixa, cerca de 5%; Para outros casos impor-
tantes a comparacao é bastante favordvel ao teste de
Wilcoxon. Por exemplo, para F exponencial, a eficién-
cia de Pitman & igual a 3.

O teste de Wilcoxon tem ainda a importante proprie
dade de ter nivel de significancia independente de F
(continua). Esta propriedade é preservada por qualguer
teste baseado apenas nos postos das observagges. Tendo
em vista o bom desempenho do teste-t no caso normal, &
natural tentar um teste baseado nos postos e que imite o
teste~t. Designemos, como antes, por T, <=r2'<...< r e

m

=] < B

1 e S respectivamente, os postos dos contro-

2
les e dos tratamentos na amostra conjunta dos X's e dos
Y!'s, Vamos a partir do conhecimento destes postos tentar

predizer as observagges. Sende F normal e sob a hipéte
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se H, as observagzes Xt's e as Y's formam uma amos-

tra aleatdria de tamanhe XN = m+n de uma N{0,1). De-

signemos esta amostra conjunta por Z A Conhecen- .

1Pty

do~se ¢ posto. s de uma observagao,_nesta amostra, COMO
poderiamos prediz%-la? A observagao de posto s & a es-
tatistica de ordem Z(S). Um preditor desta & aN(s) =

= EQ(Z(S)), valor esperado da s-ésima estatistica de or-

dem de uma amostra de tamanho N da N(0,1). Os valores

aN(;),...,aN(N) 30 denominados escores normais e tabela
dos largamente (V.Owen). Desta forma, as observagoes Y's sdo re-
construidas por aN(sl),...,aN(sn) e as observagoes X's
por aN(rl),...,aN(rm). Vamos substituir estas observa-
¢bes reconstruidas na expressao do teste-t. Este teste

pode ser escritoc na forma:

N
. - = .\ 2
(2.20) (¥-X)// ¢ (Zi'Z) > c.
i=
N
Temos, 2z = L aN(i)/N. Vamos mostrar que I aN(i)= 0.
i=1 i=1
Para isto, basta mostrar que aN(s) = -aN(N+l—5). Faca
I N -
z, = -z; e seja -a&(s) = E(z'(s)). Como (zi,...,zﬁ) é

ainda uma amostra aleatdria de tamanho N de uma N(0,1),

a&(s) = aN(s). Por outro lado, Z'(s) = -Z(N+l-s)
ay(s) = ay(s) ; E(Z'(S)) = -E(Z(N+l"s)) = -aN(N+l-s),
acarretando X aN(s) = 0,

i=1

Substituindo este valor em (2.20) o denominador fica

*
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N .
z ai(i) que s6 depende de N, portanto constante.
i=1

N
A expressao do teste fica reduzida a %— z aN(Sj) -
. m j=1
D ¥ aN(s.) = ¢’, levando em conta que g a (i) = o,
m i=1 i i=1 N

o teste fica:
(z.21) _ = aN(Sj) z C.

Este é o chamado teste de Escores Normais.

Propriedades do teste de Escores Normais:

1. A potencia do teste é uma fungdo nao decrescente de A.
Desta forma, o teste € mao wviciado e tem nivel a pa-

ra testar H : A 2 0.

2. A eficiencia de Pitman do teste de Escores Normais em
relacao ao teste-t é no caso Normal igual 2 1, e em

outros casos nunca inferior a 1.

Teste de Van Der Warden

Apesar do excelente desempenhc do teste de Esco-
Tes Normais quando F € normal, a disponibilidade de uma
tabela de Escores Normais limita sua utilizagdo. Para
contornar esta dificuldade é introduzida uma aproximagao
para ©s escores normais. Sendo Z(l),..,,Z(N) as esta-

tisticas de ordem definidas na secgao anterior, o©os esco-
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res normais saoc dados por aN(i) = EQZ(S), onde é éa
fungio de distribuigdo da normal padrido. E fato conheci-
do que se X tem uma distribuigao F, contiﬁua, entao,
Y = F(X) tem distriﬁuigao aniforme no intervalo L0,1].
Consequentemente, se Y tem distribuiggo pniforme,
F-l(Y) tem distribuig¢io F. Por outro lado, Pt pre-
serva a ordem das observagoes: se uli) ¢ & i-ésima es-
tatistica de ordem de uma distribuigao uniforme em [o,1],
@‘l(U(i)) é a i-ésima estatistica de ordem de uma N(0,1).
Temos, entao, aN(i) = Eé(z(i)) = EUQ—l(U(i)). Aproximan

do, agora, U(i) por EU(l) que tem a expressdo simples

(1) _ 4 T | e
EU = 5, * oPbtemos aN(l) ~ & (N+l)' Substituindo
aN(i), i=l,...,N, por estes valores em (2.21), obtemos o
teste de Van der Warden. A aplicagdo deste teste é mais
simples, basta utilizar uma tabela da fungdo de distri-

buigcio N{0,1). Além disto, o teste de Van der Warden &

assintoticamente equivalente ao teste de escores normais.

§12, Comentarios sobre os testes apresentados.

Os testes de Wilcoxon e de Escores Normais sio
correspondentes nao paramétricos do teste t=- Student.

Com estes testes queremos discriminar, por exemplo, f
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de g como na figura abaixo. Intuitivamente, g tem
uma tendencia a gerar valores maiores, Um bom discrimina

f-densidade g-densidade

de G

gx)=£(x-a)

I3} A H+A

dor pode entao ser obtido a partir dos postos (Sl’""sn)
das observagaes geradas por g, mna amostra global de to-

das as observagges geradas por g e f. "Valores gran-

des" de Si,,..,sn apoiam a situagﬁo da figura acima em

' ~

contraposigao a f = g. Com a finalidade de caracterizar
"valores grandes" de (Sl,...,Sn), podemos, em principio,
utilizar qualquer fungao At {l,,,.,N} + R tal que

aN(i) < a,_(i+1l). Definida esta funcao, basta considerar

N
n

T aN(si) > ¢ como regido de rejeicho da hipdtese f=g.
je=1 .

Uma escolha simples de ay §é tomar ag(i) = i que cor-

N
responde ao teste de Wilcoxon., No caso do teste de esco-
res normais, aN(i) = Eé(zil)) e como Z(l) = Z(1+1), te
mos satisfeita a condigao aN(i) < aN(i+l). 0s aN(i)‘s
acima, sao chamados de escores. Como devem ser escolhi-
dos estes escores? A maneira como apresentamos o teste

de escores normais indica que podemos tomar partido nesta

escolha da Aistribuigao particular f envolvida. Os tes



-58-

tes obtidos, sendo fungaes dos postos, tem nivel de signi
ficancia independente de f e £&. Contudo, a poténcia
depende de f e, obviamente de 4. Uma caracterisitica
importante de f que tem infludncia na potencia é o
"peso das caudas"., A distribuigao normal, por exemplo,

tem densidade tendendo para zZero, quando x »+ to muito

2
- 4 ~
velozmente: da ordem de e . 0 mesmo nao ocorre com a

distribuigao de Cauchy onde a velocidade desta convergén—
cia é l/x2. Uma comparagio entre as caudas das diferen-
tes distribuigbes é apresentada no grafico da pag. 13, Ca
pitulo I destas notas. Desta pomparagao, obtemos, em or-
dem crescente dos pesos das caudas a seguiﬁte ordenagﬁo:
Uniforme, Normal, Logistica, Exponencial Dupla, Cauchy.

0 efeité das cahdas.pesadas & gerar valores ex-
eéntricos (outliers) com maior frequéncié. A idéia é en-
tao definir os escores dando menor.peso a estas observa-
goes. Desta forma, o teste de escores normais tem melhor
desempenho que o de Wilcoxon para o caso Normal'ewpara‘
distribuigdes com caudas mais finas. Por outro lado, o
teste de Wilcoxon é particularmente bom no caso da ldgis—
tica, apresentando melhor desempenho que 0 de escores nor
mais para distribuigses'com caudas mais grossas como a de
Cauchy. Neste 1ltime caso, © tésté que apresenta prote-
cdo mixima é o chamado teste da Mediana. Os escores para

estes testes sao definidos por: af(i) = 0 se 1% 1/269+1)
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n
e ay{i) =1 se i3> 1/2 (N+1), sendo entao X a_(S.)
N i"j. N hs
o numero de observagoes Y's maiores que a mediana da amos

tra conjunta dos X'!'s e dos Y's. Para maiores detalhes

sobre o teste da mediana vide Hdjek pag. 356.

§13. Testes para diferenca entre escalas.

Os testes apresentados até agora visam, partidﬁi@g
mente, detectar a diférenga'de locacdo entre duas diétff:
buigges. Na' realidade; estes sao utilizados para testar
a alternativa mais geral de que Y § estoc;sticamente_
maior do que X. Evidentemente, F e G .podem diferir
em outros aspectos, éor-exemplo, terem ﬁarawetros de esca
las distintos. No caso de logagao,-podemos‘bﬁlocar,o mo=-

delo estatistico da seguinfe forma: N = m+n observagaem

Xl,...,Xm e Yl,..,,Yn,- onde

X. = e, + H i=1,..f,n

1 i 1
T. = e .+ PR |
3 m+ j. H2 J ) 1
s X! Y's sendo e erey @ varidveis
Observamos © s e [=] mel’ *Chen
aleatdrias nao observdveis e A = Mo g € o deslocamento

na 1oca950, parametro de interesse, ne caso. Além disto

supomos gque o0s els sao todos independentes e com distri
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buigao continua. Queremos testar, por exemplo, A =0

contra A > 0. No caso de escala o modelo é o seguinte:

N = m+n observagoes; XysewesXy, © Yl,...,Yn,
Xi = Ul eiﬂg i=l,...,m
Yj = 02 em+jﬂ4 J=l,se.yn1

Onde os e's sgao varidveis aleatdérias independentes, com
distribuigao comum continua e de mesma 100&950 Zero (por
-~
exemplo, mediand igual a zero), e H um parametro desco-
nhecido. A hipétese de interesse, no caso, ¢ acerca da
L3
razac O_./0 .
1792
A figura abaixo ilustra as densidades f e g

de duas distribuigges F e G, com o mesmo parémetro de

locagio e difeventes parametros de escalas:

s f-densidade de F

g-densidade de G

+ ? t + t T - x

Densidades com o mesmo parametro de

locagio e diferentes parametros de escala

Na situaglo ilustrada na figura, o parametro de escala
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O, de F é menor que o parametro de escala G4 de G,

Supondo agora que temos m observagges (xl,...,xm), ge
radas por F, e n observagoes (yl,...,yn), geradas
por G, como poderiamos detectar =a diferenga entre os pa-
rametros de escala a partir das obseqvagﬁes? Ve jamos o
que ocorre se tentarmos o teste de Wilcoxon. Raciocinan-
do com a figura acima, a distribuigao G tenderia a ge-
rar os valores nos extremos correspondentes aos postos
mais altos e mais baixos. Os postos altos compensariam
os postos baixos na soma, e o valor da es?atistica de
Wilcoxon naoc seria significante. Desta forma, nao rejei-
tariamos a hipdtese 0, =0,. O teste de Wilcoxon nao &,

portanto, adequado para detectar este tipo de diferencga

entre F e G,

Teste de Siegel-Tukey

A idéia neste teste é atribuir postos do seguin-
te modo: menores postos paré os extremos, aumentando os
postos 4 medida gue os valores se aproximambdo centro.

A figura abaixo ilustra este método de atribuigao de pos-

tos .

»
o
»
x

3
»
o
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Aqui atribuimos posto 1 & menor observagao; posto 2 a

maior; posto 3 & segunda maior, etc. Sejam Sl""’sn
n

os postos do tratamento e WS = I Si. Valores grandes
i=1

de Wg s3o significantes, rejeitando-se a hipétese de
nenhum efeito de tratamento gquando WS > ¢c. A distribui-
gao de WS é dada pelo Teorema 1, sendo portanto valida,

a mesma aproximagao normal vista anteriormente.

Exemplo 10: Sejam m=5 e n=6 é_as respoétaé dos trata-

mentos: -1,5; -0,7; -0,4; 05 0,13 1,3 e dos

controles: -1,2; =0,9; -0,8

s X X X Y Y Y ¥ . X X Y
ObservagBes | 1,5 -1,2 ~0,9 -0,8 0,7 -0, o0 0,1 0,3 1 1,3
Postos I 1 L 5 8 ‘9 11 0 7 6 3 2

W
T

WS 1+ 9 4+ 11 + 10 + 7 + 2 = Lo

L + 5 + 8+ 6 + 3 =26

Rejeitamos a hipétese H: gq = 02 em favor da alternativa
K: O, < 01 quando Wq é grande, ou equivalentemente,

d 5 : = =
quando W _ ¢ pequenc. Temos: P(Wr < 26) P(Wyy < 11)

= 0.27 o que mostra que a diferenga nao é significativa

ac nivel de 5%.
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Teste de Ansari-Bradley

Observe que no lugar da atribuigﬁo de postos uti-
lizada, seria igualmente razodvel, atfibuir posto 1 &
maior observagao e posto Z.é meﬁor,'etc. Na maioria das
'Vezeé, as decisges.tomadas (rejeitar ou. aceitar a hipdte-
Se), a partir das duas atribuiggeé de postos, coincidermn,.
‘Erﬁossivel, porém, construir exemplos onde és decisdes
550 Qontrérias. "Uma maneira de evitar esta ambiguidade é
atribuir a cada obséfvagao‘o,pbgﬁo médig dos postos obti-
dos pelos dois prdcessos de;atribﬁigaes; Isto & equiva-

lente & atribuigio de postos ilustrada abaixo:

Caso N = 2k+1_'(iﬁpar)

N+1 wN-1 . . Nl N+1
- =5-+.- 3 2.1 2 3 vee —5— >
Caso N = 2k (par)
N N-2 N N-2 N
= 5 ees 2 1 1  2 s 5 H

A distribui¢3o da soma dos postos dos Y's sob a hipdtese
nao é, contudo, a distribuiggq de Wilcoxon.
Tabelas da distribuicao da estatistica deste teste sao

dadas em Wolf e Heollander
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§14. Teste de Kolmogorov-Sminorv.

Este teste destina-se a detectar alternativas ge-
rais, isto é, qualquer tipo de diferenca entre F e G.
Os testes apresentados até este ponto objetivaram detec-
tar diferenga na locaga@o, ou, diferenga na escala, Tais
caracteristicas nao sao, contude, as tinicas gque distinguem
as duas distribuigoes F e G. O teste de Kolmogorov=-
Sminofv se baseia na comparagio das fungges de distribui-
goes empiricas das duas amostras. Consideremos
(Xl,...,Xm) uma amostra aleatdria da distribuicao F e
(Yl,...,Yn), amostra aleatdria da distri_buigao G.

Sejam X(l) < X(2) LIRS X(m) e Y(l) < Y(Z) <
LN S Y(n) as correspondentes amostras ordenadas. A
fungao de distribuigao empirica da amostra (Xl,...,Xn)

é dada por:

. 0 se Xx < X(l)
k
(2.22) Fm(X)= a7 % X < x < X(k+1) k=1,2,.,.,.,m-1
1 se X =z X(m)
As fungdes de distribuigio empiricas F e G, sa0 es-

timadores das fungbes de distribuigdo F e G. Desta

forma, diferengas entre F e G se refletem, através
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das observagoes, em diferengas entre F, e G_.

n
Se a hipdtese H_: G(x) = F(x) w x- é verdadeira,
(Xl""’xm) e (Yl,...,Yn) sao amostras da mesma popu-

lagEo. A menos portanto, de variagoes amostrais, sob HO,
- - L .
devemos ter uma concordancia razoavel entre as duas dis-

tribuigdes empiricas. O teste bilateral de K-S wutiliza

a estatistica: Dm,n = mix IGn(x)-Fm(x)]. A alternativa

de interesse é: K: F(x) # G(x) para algum x. O teste

rejeita a hipdtese H em favor de X quando D = c ,
o m,n o

ondg c, & calculado a partir de: PH(Dm,n = ca) = .

Antes de tentarmos obbter a distribuigao de Dm n
?

sob a hipétese H: F = G (F e G continuas), vamos fazer

algumas consideragges acerca da estatistica D Pri-

m,n”
meiro, apesar de nic ser imediato, Dm,n sé éepende‘dos
postos das observagges. Para mostrar este fato, vamos in
troduzir alguma notagao. Designemos por

T: R® = {1,2,...,N} a fungdc tal que T(xl,...,xN) =

= (Posto(xl), Posto(xz),...,Posto(xN)). Sejé G o con-

junto das transformagoes By RY 4+ Y ta1 gue

g$(xl,...,xN) = (m(xl),...,w(XN)) ondg ®:r R+ R ¢é con-

tinua, estritamente crescente e sebre R.

Lema 1 - Com T e G definidas acima temos:

(a) T(g$(xl,...,xN)) = T(xl,...,xN)

(p) se T(xl,,.,,xN) = T(x],...,xy) entdo existe




-66-

F

8y € G tal gue (xi,...,xN) = ap(xl,..,xN).

Prova: Parte (a) é evidente, pois a aplicagdo de ® a ca
da coordenada preserva a ordem.
Se T(kl,...,xN) = T(xi,...,x&) entdo a mesma permutacgao

* de (l,...,n) ordena as coordenadas crescentemente:

X, € X. <e..< X, e x. < X%\ <u..< x
i1 L 1N_ 1] 1z iy

Vamos agora construir ¢ tal que x; = m(xi) & i onde
w: R+ R ¢ sobre R, continua e estritamente crescente.
. = .

11) para X £ X s

o(x) = x + (x;N-xiN) para x 2z Xj_ © linear entre X,

Para isto, defina o(x) = x + (x; -x

1k
xik+1 para k=l,...,n=1.
Lema 2 - Seja U: RN+ R fal que U(gcp(xl,...,xﬁ)) =

= U(xl,...,xN),' entdao existe h: R+ R tal que

U(xl,...,xn) = h[T(xl,...,xN)]u

. . ’ ’ .
Prova: Consideremos (xl,...,xN) e (xl,..,x&) tais que

T(xl,...,xN) = T(xi,...,x&) eptao (xi,...,xﬁ) =

= g$cxl,...,xN) para algum By € ¢ e portanto

U(xi,...,xﬁ) = U(§$(x1?...,xN)) U(xl,...,xN).

Observagi@o: Para pontos (xl,...,xN) onde haja coordena-
da com valores iguais deve-se considerar o

posto médio.
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Os ,lemas acima nos dao o resultado desejado, bas-

tando para isto, mostrar que Dm n é invariante por
3

transformagces & € G.

Lema 3 - Seja Dm’n(xl,...,xm; yl,...,yn) a estatistica

de Kolmogorov-Sminorv, entao

’

N CTE

: ¢ ‘ R ;
m’n yl""!yn) - Dm’n(xl"",xm, yl,"'!yn),

onde x; = m(xi) e di=l,...,m e ys = m(yj), J=l,...,n.

Prova: Fdcil, "Temos;:

-Dm’n(xl,...,xm; yl,...,yn) =

= sup [P (x)-c,(x)| = sup |F_(v7"(x))-G (o~ (x)) |4
*ER xcR ‘

(o supremo para x € R porque o(R) = R).

Designando por F; e G;, respectivamente as fungdes de
distribuictes empiricas de m(Xl),...,w(Xm) e de
©(Y;),..,2(¥ ), temos

1 nimero de observagtes x;'s m-l(x)
F (o7 () = _ " , -

‘mimero de observacSes @(xi)'s < x ,
= - = = Fm(x)

e igualmente: G;l(m—l(x)) = G/ (x). Logo,

sup |7, (67(x)) =6, (0" 2(x)) | = sup ¥’ (x)-c(x)] =
XE R xXER

s

= Dm’n(xi,...,x;; yi,..;,y;).
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Teorema 10 - Se Xjs... X5 Yi,eeen¥y sho independentes

com distribuicfo comum F, continua, a dis-

tribuigdo de D . independe de TF.

3

Prova: E uma consequéncia, imediata, dos Lemas 1, 2 e 3.

Deste teorema, decorre que a distribuigﬁo de Dmn
*

sob a hipbétese F = G {F continua), pode ser obtida a

partir de (2.1).

Exemplo 11l: Consideremos m=2, n=1, O0s postos neste ca-
so podem ser: R1 =1, R2 = 2, S1 = 33
R, =1, R, = 3, 84 = 23 R, = 2, R, = 3, 8; = 1. Sob H,

cada uma destas possibilidades tem probabilidade 1/3.

Precisamos determinar o valor de Dm h em cada um destes
H

casos.,

12 Caso: R

=1, R, = 3, Sl = 3, correspohdente a uma

1 2
disposigao: X X Y

_ Pontos
de sal-
! mpirica to 1 2
1 . ._____1__"__.__..__- empiric 3
_ t
: Fm ' F, i/2 - 1 1
va- I6n
' G, o 0 1
I
1
L l 4.
1 X ]
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2% Caso: Rl =1, R, =3, 5, = 2, correspondente a uma

3 1
disposicdo: X Y X.

Pontos

e sal-
I r—- to
1 : empi->

Fm |6n ricas
L

e e — ——
r
v
Qo
o
[l
=

3% Caso: R, = 2, R, =3, 8, =1, correspondente a uma

1 T2
disposigao: Y X X.
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Fm

o1




~70-

Juntando os resultados acimé, temos a distribuiggo de Dmrf
‘ ¥

P(Dm n = :_L/z) = 1/3 P(Dm N = 1) = 2/3.

Apresentamos a seguir um método 1itil para calcular
a probabilidade de sigqificgncia do teste de Kolmogorov-
Sminorv., Sendo d o valor de D ,n ocbservado na amos-
tra, queremos calcular a probabilidade de obter um valor
tgé‘ou mais extremo do que o valor observado d, ou seja,

r(D = d). Valores baixos desta probabilidade favore-

m,n
cem & rejeicfo da hipdtese. O seguinte método & apresen-
tado em Hodges,. Primeiro, coclocamos a amostra combi
nada dos x's e v's em ordem crescente de magnitude.
Consideremos, por exemplo, uma disposigao do tipo

XYYEXYY « ﬁodembs representar no plano XY, este arranjo
por um caminho que move um passo para a direifa para cada

observagao x. e um passo para cima para cada observagﬁo

v. O gréfico abaixo mostra a representagao de XYYVXXYV.

tma)

oa ) 2 3 *
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As coordenadas (u,v), com u e v inteiros representam,

respectivamente, os valores de m'Fm(x) e n Gn(x). 0]
valor d da estatistica de K-S ' para a amostra ¢ dado
pela maior das diferengas |[u/m-v/n| = |nu-mv|/mn. A e-

quacao da reta ligando (0,0) a (m,n) é nx-my = O.

A distancia vertical de um ponto no caminho a esta reta ér

|v-nu/m|. Desta forma, o ponto que fornece a maior dife-
renga |u/m-v/v|=d §é o ponto mais afastado da reta que
liga (0,0) a (m,n). Na grafico este ponto é represen-
tado por Q e sua distancia a esta reta é nd = 2, por-

tanto, d = 2/4. O mimerpo total de arranjos das m va-
' m+1n

m }, cada um

ridveis X's e das n varidveis Y's é (
destes arranjos correspondendo a um caminho entre (0,0)

e (m,n). Sob a hipdtese ‘Ho ‘ estes caminhos sao igualew

mente provaveis. Basta, portanto, contar o nﬁmero de ca-
minhos tendo pontos a uma distancia maior ou igual a nd

da reta uninde (0,0) a (m,n). Para esta enumerac3o,

desenhemos duas retas a uma mesma distancia vertical nd

de OM, O grdfico seguinte representa estas duas retas,
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Seja A(m,n) o nimero de caminhos de (0,0) até (m,n)
gue estdo inteiramente dentro destas iinhas de fronteira.

A probabilidade procurada é:

- - A(m!n')
(2.23) P(Dm,n z d) =1 - P(Dm,n < d) =1 --zﬁ¢ﬁy-.
m
A figura indica a maneira de contar A{m,n), partindo de

(0,0) até (m,n). O némero A(u,v) em cada intersegao

satisfaz a foérmula de recursao:
A(u,v) = A(u_l,v) + A(u,v—l)

com condigdes de fronteira: A(0,v) = A{u,0) = 1. O va-

lor de A(u,v) é a soma dos valores nos pontos anterio-
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res do caminho respeitando-se a condigao de este estar
sempre dentro das fronteiras. Para o exemplo da disposi-

gdo xyyxxyy, onde, nd = 2 e A{(3,4) = 12, temos:
. 12
P(Ds’h z 0.5) = 1 --ZZ;-=-0.3u3.

A distribuicaoc assintdética, sob a hipdtese, de
D, , 9rando m,n+ « e m/n mantém-se constante, &
H

dada por:

(z.24) 1im Py =B D, ., % z) = L(zs,

m+n
m,n -+ ®
onde
« . .2 2
(2.25) CoL{z) =1 -2 5 (-1)Ft R E
: i=1
Alternativas unilaterais podem ser testadas uti-
- rd . N + .

lizando-se a estatistica: Dm,n = max (Fm(x)-Gn(x)). A

regido de rejeigZo para a alternativa de que X é esto-

casticamente menor que X é dada por D; n ¥ - A dis-
¥

tribuicdo assinfotica de D & dada por
m,n

m+1n

2
(2.26) Ltim P(/ =D s z) =1 - %%,
m,n !

Abaixo apresentamos alguns resultados lUteis para

5

amostras grandes, Se m e n sao os tamanhos das amos.

tras, rejeite ao

legut




=Th-

P 1 1
nivel o = 0,10 se d= 1,22 o Tt
. i -1
nivel a = 0,05 se d = 1.36 4/ -t T
{vel @ = 0,05 s a> 1.634 L+ X
nive = 0, e . =+ o

Comentério: O teste de Kolmogorov-Sminorv destina-se a
detectar qualquer tipo de diferenga entre as
distribuigaes. F e G. 0 seu desempenho para alternati-
vas especificas, por exemplo de deslocamento, é pobre
quando comparado ao teste de Wilcoxon. 0O teste de
Wilcoxon concentra atengﬁo apenas nos arranjos dos postos
que sugerem aumento das'resposfas. 0 teste de Kolmogorov-
Sminorv aloca os arranjos de modo a detectar diversos ti-
~pos de alternativas. No céso de se ter idéia de como o
tratamento tende a modificar as regpostaa, é preferivel
usar um teste especifico pafa o tipo de alfefﬁativa em

questao.
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Exercicios - Capitulo II

1. Para m=2, n=3, determine:

PH(sl=1 2 3 4=

PH(R1=1) e PH(Sl=2).

S,=2, S,=3); Pyu(S =1, S,=3, S,=5); PH(Sl=1);

2., Para m=2, n=3, determine:
P . ‘ .
g{S1+8,+ 8 4= =7); pH(sl+52+53s7), PH(Sl+282+383 £ 20} e
2
PH(Sl+82+S3 < 16).

3. Determine a distribuigaﬁ nula de Wy, para os casos
(i) m=2, n=4; (ii) m=2, n=5; (iii) m=n=3. Desenhe o

histograma da distribuigdo de WXY em cada um dos casos

acima.

4, Em um estﬁdo envolvende 2m individuos, m rTecebem
tratamento'e m Serveﬁ de controle. As.respostas or-

denadas forneceram a seguinte diépo&igao: XYXY ... XY,

de modo gue os posteos do tratamento foram 2,4,...,2m.

Supondo que valores grandes de WS sao significantes,

utilize a aproximagao normal para obter a probabilidade

de significﬁncia aproximada, quando m & grande.

5. Determine a distribuigao nula de Wg e desenhe o seu
histograma quando m=n=3 e (i) d 172, dy=2, dg=1,

dh?l; (ii) di:l, d,=2, dg4=3; (iii) d)=d,=d,=2;
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(iv) dy=d,=dg=1, dy=3; (v) d,=d,=3.

6. Por emumeracdo, determine (i) PH(Wg = 22) quando

mensh e dj=d,=dg=1, dy=3, dg=dg=l; (ii) PH(W:S 28)
quando m=n=6 e d,=2, d,=1, d3=3, 4,=2, d5=1, dg =2,
d.=1; (iid) PH(W: s 86,5) quando m=n=1l0 e d,;=5,
d,=9, d3=6.
7. Para m e n arbitrdrios determine (i) PH[WS=% n(n+lﬂ;
(i1) »Lwg = 2 n{n+1)+1] (ii1) Plvg = % n(ns+1)+2],

supondo m = 2,

8. Obtenha a seguinte aproximagao para a poténcia do tes-

te de nivel a de Wilcoxon:

mn(pl—l/2) - U /mn(N+1)/12

JVariWXY)

T(F,G) ~ 8[

para m e n graﬁdes.

G. Partindo da aproximagﬁo do problema 8, mostre que para

12mn
N+1

A pegueno, ﬂF(A) ~ B[ *(0)a - Ua] onde f¥
¢ a densidade da distribuigio F* da diferenga de duas

varidveis independentes tendo distribuigao comum T Ua

-

é tal que @(Ua) = l-a.

Sugestao: Considere o desenvolvimento de F*¥ em tormo de
zero, F (4) = F¥(0) + Af*(0). Aproxime a va-

riancia Var Wy, Por seu valor guando A = 0,
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10, Para o caso em que F ¢& Normal com 02 = 4, determi
ne o tamanho aproximado da amostra para obter, no tes
te de Wilcoxon com ¢ = 0,02, a poténecia T = 0,9 na al

ternativa A = 1.

11, Considere a seguinte generalizagao de W

xys bPpara o

caso em que todas as observagoes nao sao distintass.
x  _ .
WXY = [nimero de pares (Xi’Yj) tal qgue X; < Yj] +
+ 1/2 [nidmeros de pares (Xi,Yj) tal que X = Yj].

Mostre que W;Y = Wé - 1/2 n(n+1).

12, Seja Xl,...,Xm uma amostra aleatdéria de uma distri-
buicdo F e Yl""’Yn uma amostra aleatdria de uma
distribuigao G. Suponhamos que tanto F como G con-

centram toda a massa de probabilidade em dois pontes a

e b (a< b). Designando por A_., B e Az, B o ndme

1°. 71 2
ro de X's iguais a a,b e o ndmero de Y's iguais a a,b

respectivamente:

a b
X Al Bl m
Y A2 B2 n
dl d2 N
a) Determine WX (V. Exercicio 11)

XY

b) Determine, sob a hipétese H: F=G, a distribuigao con

junta de Al’ A2, Bl’ B2.
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¢) Determine, sob a hipétese H: F=G; a distribuigao con

dicional de B2 dados dl e d2.

d) Mostre que o teste bilateral de Wilcoxon (condicional)

rejeita H quando B, é muito grande ou muito peque-

no,

13. Considere uma populagao T = {vl,...,vN}, onde, T
dos v's sao iguais a 1 e os restantes N-r sfo iguais

a =zero,. Da.populagao T & retirada uma amostra de tama-

nho n e D & a soma dos elementos da amostra. Deste

modo, D ¢é o mimero de 1l's incluidos na amostra e tem

distribuig¢do hipergeoméirica. Mostre que ED = =X ¢

N
n(N-n)

Var D = No1

%%(1—%0. Verifique o resultado calculando

a varidncia de B2 no problema 12, utilizando, para este

cdlculo, a relagdo existente entre B, e W;Y'

14, O teste X2 para testar homogeneidade entre duas dis

tribuigoes, aplicado no problema 12, rejeita H: F=G
2
N(albz—azbl)

se D = mndld2 é grande onde D tem aproximadamen

te distribuigfo x2 com 1 g.4. Estude a relagiao entre

este teste e o teste de Wilcoxon para a mesma hipétese.

15. Considere o estimador E, definido na segaoc 9.’
Mostre que a distribuigdo do erro do estimador A

é independente de A.
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16, Considere o estimador A = A(Xl,...,Xm; Yl,...,Yn)

definido na éeggo 9. Mostre que
A(aX1+b,...,aXm+b; aYl+b,...,aYn+b) =

= a A(X X5 Yisenas¥)e

L R R

17. Mostre que se Xl,;..,X Yl,...,Yn sao independen-

s
m’
tes com uma mesma distribuigao F, simétrica em tor-

no de zero, entfo a distribuicldo de A & simétrica em

torno de zero.

18, Utilizando os exercicios 15, 16, 17 mostre que a dis-
tribuicdo de A & simétrica em torno de A guando F

é simétrica em torno de algum .,

19, Mostre que E(xl,...,x

" Yl,...,Yh) =

= =AY seeas¥ 5 XpperasX ).

20, Utilizando os exercicios 15 e 19 mostre gque a distri-
buigao deé A & simétrica em torno de A quando

m=n,

- . ~
21, Considere os seguintes estimadores para o parametro

de deslocamento 4, mno problema de duas amostras:

A = med{anxi}; E=%X e A = med(Yj) - med(Xi). Desi-

gnando por § um destes estimadores, mostre que

5 (aX,+b,...,aX +b; a¥ +c,...,a¥ +c) = ab(xrnﬂxm;Yi”“,Yh)+

+ {c-b).
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25, Utilizando o Exercicio 21 mostre a simetria de distri

- ~

buigao de A e A nos seguintes casosi
(1) F & simétrica em torno de algum H.

(ii) m = n.
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Capitulo IIT

Comparagaes Emparelhadas - Problema de uma amostra

§1. Introdugio.

No capitulo anterior estudamos a comparagao de
dois tratamentos a partir de duas amostras independentes.
Uma amostra da distribuigao F ‘e outra da distribuigao G
Este tipo de comparagao tende a ser ineficiente guando as
respostas dos ihdividuos sao altamente varidveis. Esta
variaggo tende a esconder o efeito do tratamento. Neste
caso, podemos dividir os individuos em blocos mais homo-
ganeos e comparar aé respostas correspondentes ao grupo
.de tratamento e ao grupo de controle, apenas, dentro de
cada blbco. Em muitas situagdes experimentais é possivel
tomar blocos de tamanho .dois. Como exemplos: estudos com
‘gsmeos; os dois bragos ou os dois olhos do mesmo indivi-
duo, Mesmo no caso em gque nac haja emparelhamento natu-
ral, o esquema pode ser adotado tentando-se cuidadosamen-
te assemelhar os individuos relativamente &s suas caracte
risticas mais importantes.

Suponhamos que uma amostra aleatdria, de tamanho
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N, de pares de individuos é retirada aleatoriamente de
uma populagaoc. Fagamos aleatoriamente a atribuigao de um
individuo para wreceber o tratamento e do outro para servir
de controle. Além disto, as atribuigses para pares dis-
tintos devem ser independentes.

Sejam X, e ¥y respectivamente as respostas do trata-
mento e controle no i-ésimo par. O modeio estatistico u-
tilizado para descrever esta situégao considera as TesSpos
tas como valores de N pares de varidveis aleatodrias
(Xl,Yl)...(XN,YN), independentes e tendo a mesma distri-
buigao bivariada. Vamos, contudo, qpncentraf atengoes
nas diferengas Z, = Y,-X;. 4 hipétese de nenhum efeito
é expressa pela igualdade entre as distribuigoes de

Zi = Yi‘xi e -Zi = XigYi. Des#gnando por L =a di§tri—
buigdo comum dos Z;'s: L(z) = 1 - L(-z), disto é, a dis-
tribuigao dos Z 's é; sob a hipétese; simétrica em torno
de zero. A alternativa, por exemplo, do tratamento aumen
tar as respostas, resultaria numa maior frequéncia de va-
lores positivos dos Z's. A distribuigao L. mneste caso
concentraria mais massa de probabilidadé nos valores posi
tivos. Como no meodelo de duas amostras, vamos considerar
o caso particular, mais simples, do modelo de:deslocahen-
to. O efeito do tratamento, neste caso, € dado por um

acréscimo de A (constante) nas respostas dos controles.
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Denctemos por E(z) a distribuicao de Zi = Yi-Xi sob a
hipétese de nenhum efeito, que como vimos acima é simétri
ca em torno de zero. Portanto, a distribuigao de
(Yi-A)-Xi é E, e P(Zi5z) = P((Y,-A)-X, € z-A) = E(z-2),
onde E & simétrica em torno de zero. Neste modelo o

problema se reduz a testar A = 0 contra alternativas

A > 0,

Problema de uma amostra

0 modelo descrito acima, introduzido a partir da
consideragao dos pares (Xi,Yi), é utilizado, também,
quando consideramos N medigoes de uma grandeza A,  Nesg

te caso, sendo Z',...,Z’

1 N 2s medi¢oes, consideramos

Z; = b+Z; onde os Z, 's sao identicamente distribuidos
com distribuigao simétrica em torno de mero. Neste con-

texto, fazer infereéncias acerca de A §é chamado problema

de uma amostra, Testar, por exemplo, A = Ao reduz-se a

testar A = 0, no modelo anterior, considerando Z, =

=2 - b . N
1 (o] - -

§2. Teste do sinal.

Consideremos o problema de testar a hipé6tese

H: A=0 contra a alternativa K: A>0, O teste do sinal
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se baseia no niamero SN de diferencas Zi = Yi—Xi posi-

tivas. Vamos supor que a distribuigao L das Z,'s 3
continua. Deste mﬁdo, a probabilidade de diferengas nu-
las (empates) é zero. As distribuigses dos Zi's sao simé-
tricas em torno de =zero, quando & hipdtese é verdadeira.
Logo, a probabilidade de Z, ter valor positivo é igual
a probabilidade de ter valor negativo, ambos iguais a 1/2.
Por outrc lado, os sinais das diferengas Zi‘s para dife-

~

rentes i's sao independentes, visto que os Zi's sao

independentes. Portanto, supondo a hipdétese verdadeira,

Sy = numero Qe diferengas Z,; = Yi-Xi positivas

(i=l,...,N), tem distribuigdo binomial B(N;1/2), disto
é, com P = 1/2. 0 teste do sinal rejeita a hipdtese de

nenhum efeito de tratamento gquando SN z ¢, onde c &

determinado a partir de PH(SN = c)=a, e o ¢é o nivel
de significancia fixado para o teste. Utili%andoése uma
tabela de distribuigdo binomial com P = 1/2, acha-se o
" valor de c.

Quando o valor de N é grande, toma-se a aprﬁxi—
magBo normal. No caso: ESg = N/2 e Var Sy = N/4, en-

N

THRO,

(SN—1/2 N
B JR/2

A determinacio da poténcia do teste do sinal ain-

P < a) + ¢{a), quando N =.

da se baseia na distribuigEO binomial, visto que os Z's



-85-

e em consequéncia seus sinais sao independentes quando al
guma alternativa é verdadeira. A probabilidade de Zi_>0
é, contudo, diferente de 1/2 sob a alternativa:

P(Zi>0) = 1-L(0) = p. O nimero Sy de observagdes posi-

tivas tem, sob a alternativa, distribuigao B(N,p). A Do

teéncia do teste do sinal & dada por
(3.1) _ m(P) = Py (Sy = ¢).

Teorema 1 - A poténcia do teste do sinal é uma fungao nao

decrescente de p.

Prova: Consideremos variaveis aleatdrias U U inde

1'*° "N
pendentes e identicamente distribuidas, cada uma

tendo distribuicdo uniforme em (0,1). Os eventos

[Ui € (o,p)], i=1,...,N, tém probabilidade p e sao in

dependentes. Se p < p’ entao [Ui € (0,p)] c [Ui

< [Ui_e (0,p" )} e 2 occorrdncia de pelo menos c dos e=-

ven%os [Ui ¢ (0,p)] implica na ocorreéncia de pelo menos

¢ dos eventos [Ui € (0,p")]. Por outro lado, a poténcia

na alternativa p é igual &4 probabilidade de ocorréncia

de pelo menos c¢ eventos [Ui ¢ (o,p)], 1logo crescente

com D.

. ‘ “ .
Consequencias do Teorema L:

L. O teste do sinal & nao viciado para todas as alternati-
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vas tais que p = 1/2.

5. No casc do modelo de deslocamento o teste do sinal &
ndSo viciado para testar H: 84=0 contra K: A>0, TPpois

p = 1-E{(-A) = E(A) e portante P = 1/2 quando & > O.

3. O teste do sinal de nivel & para testar H: A=0 é
também de nivel o para testar H': 050, admitindo=-se

a possibilidade de efeito negativo do tratamento.

§3. Aproximagao normal para n(p).

Como vimos, ﬂ(p) = Pp(SN = ¢) pode ser obtido a
pértir de uma tabela da distribuigao B(N,P). Quando N
é grande podemos apro;imar a distribuicao de .
(SN-NP)/JﬁEE pela distribuicgao normal padrao. Deste mo-

do,

SN-NP - C—NP\
2 ) s

~ Npq JNpa

ﬂ(p),: PP(SNZC) = P(

e introduzindo a correcao de continuidade temos,

(3.2) m(p) ~-1 - & (3:_1_4_2__:_1_\13)_
- »Npa

Exemplo 1: Sejam Zl""’ZN’ N varidveis aleatdrias in-

dependentes com distribuigao comum N(A,Gz).
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Considere o teste do sinal para testar H: A=0 contra
K: A>0 e calcule o nimero de observagSes necessarias pa-
ra obter o nivel @ e a detecgao de uma alternativa

A > .0 com probabilidade 1-a.

Solugao: Vamos utilizar a aproximagao normal, A condigao
do nivel .o, dd a regido de rejeigao:

Sy-N/2

1/2 VN

Logo a constante critica ¢ do teste é: c ~ N/2 +

> U onde U = $1(1-a).

+ 1/2 U, YN. O valor de p sob a alternativa A é:

P, = E(AO) = Q(AO/U). A poténcia para esta alternativa

Py tem valoxr:
c-1/2-Np 1/2 U_-/N(p_-1/2)
m(p, ) ~ 10— 9] = 1-8[ & _° 1.
JEP a Jpoqo

A potdncia na alternativa 'po é Il-o:

1/2 U - Jﬁ(‘po—l/z)]
AP 4

o o}

1-a ~ 1.-%[

’

logo .
1/2 U - JN(p_-1/2)
=0 = a o C

* ‘quO

| u,(1/2 + ¥pa)
(3.3) N = p_-1/2 ’
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Tomando-se 0 = 5%, por exemplo, obtemos a partir de
(3.3) os seguintes valores de N, para diferentes valo-

res de Afo:

Afo | 0,13 0,25 0,38 | 0,52 | 0,67 0,84 | 1,0k

p | 0,55 | 0,60 0,65]0,70|0,75!0,80 0,85

N 1077 265 11k 62 37 24 ' 16

Suponhamos, agora, dque a ocorrencia de empates
entrg oS elemgntos do par ou dque Zi = 0 tenha probabili
dade positiva. Sejam P(Z,<0) = p_, P(2,=0) = p, e
P(Zi>0) =p,- Denotemos os nimeros de Z.'s positivos,
zeros e negativos, respectivamente, por N+, No e N_.

A distribuigao conjunta de (N+,NO,N_1)é a trinomial da-

da por:

NI

a b _c
P(N_:a,.N0=bj N+=c) = —p1eT P- Po 1

com at+b+c = N.
A hipétese de simetria da distribuigdo dos Z;'s
em torne de zero, agora implica que p, = P e MAao como

antes que p, = 1/2. Nestas condigoes, a distribuicao de

N+, sob a hipdtese, depende de p, © é

N1 c N-c

Py(N,=¢) = si(roeyy Pali-P) =
N! 1 c Nec
= CT{N-c}! 2N (1'po) (l+po) .
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Podemos efetuar o teste condicionalmente dado No'
Neste caso, a distribuicao do nidmeroc de Z,t's positivos,

dado No’ é independente de Pt

N! a b _c
_ _ P(N+=c,No=b) aiBTeT Po Py P,
P(N+—-C/No—b) = P(N —b) = =
o~ NI b

B1{N-b)1 PE(}'PO)N-

B EL) R S L S
= alce! P_+P P_*P, *

" Ou seja a distribuicao condicional de N dade N é bi-
" o ©

nomial com N’ = N-N e p’ =-—2i~_.
o + ~ P_+P,
Sob a hipétese H, p_=p_ e p; = 1/2. O teste do si-

nal, nesta situacao condicional, reduz-se ao anterior des
prezando os empates e tomando o numero de observagaes
N = N-N_, dsto é, o mimero de observagoes diferentes de

Zero.

Exemplo 2: Suponhamos gque os valores dos Zi's. sejam:
0,465 0,00; 1,49; 1,02; 1,393 0,145 -2,53;

-0,35; -0,47; -0,56 e queremos testar H: A=0 contra

K: 4>0. Temos um valor Z; igual a zero. Aplicamos o

teste do sinal com N=9, aos valores diferentes de zero.

0 nimero de valores positivos observades é 5, portanto, a

probabilidade de significﬁncia do +teste é: P(8925)2>0,50.

A hipétese ndo seria rejeitada nem a 5% nem a 1% de nivel

o

de significancia,
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§4, Teste de Wilcoxon dos postos sinalizados.

0 teste do sinal utili=za apenas o sinal dos Zi's,
desprezando, portanto, parte da informagao fornecida pe-
los dados. Assim, uma diferencga Zi = -2, por exemplo,

é considerada no teste com ¢ mesmo peso de uma diferenc¢a

0

Zi = =9, Uma forma de considerar,'além do sinal, o valor
absoluto dos Z.'s é dada pelo teste de Wilcoxon dos pos tos
sinalizados., Sejam N pares de indivi{duos (ou N indivi-
duos no problema de 1 amostra) com designagao aleatéria
de tratamento e controle dentroc de cada par. Consideremos
as diferengas de respostas, nos N pares, entre o tratamen
to e o controle. Seja _N; = n o ndmero destas diferen-
gas nos N pares que sao positivas e 'N_=m=N-n o numero
de diferengas negativas. Consideremos, agora, 0S DPOsStos
dos valores absqiﬁtos das diferengas e tomemos cada posto
prgcedido do sinal da diferenga_correspondente. Suponha-
mos, por enquanto, que nac haja empates entre os valores
absolutos das diferengas. Designemos por Rl E 4 Rm

os postos correspondentes as diferencas negativas e por

S, <+».< 8§, 08 correspondentes as diferengas positivas.

1
Deste modo, oS Ri's e oS Sj's, conjuntamente, sao os in-

teiros (1,...,N). Para caracterizar uma das 2N possi-
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veis combinagses de postos sinalizados £1,x2,,,.,&N,
basta conhecer (Sl""’sn)’ subconjunto dos pqstos das
diferengas positivas. Por exemplo, se n=3; Slzl, 82=2,
83=3, temos (+1,+2,+3,-4,...,-N). Quandq n=0 o con-
junto (Sl....Sn) é vazio, No teste da hipdtese H de
nenhum efeito de itratamento, contra a alternativa do tra-
tamento aumentar as respostas, aguela & rejeitada quando
ocbtemos muitas diferengas positivas e, além disto, as di=-
ferengas positivas sao_maiores em valor abscluto que as
negativas. Deste modo, no teste de postos sinalizados de
Wilcoxon as diferengas positivas maiores tém peso maior.
A estatistica do teste é a soma dos postos sinalizados po
sitivos: VS = 8; +...+4 5 . Rejeitamos a hipdtese de ne-
nhum efeito gquando V é suficientemente grande: V_ = c.

S5 5

E importante observar gue o mimero n de parcelas de VS
é ‘0 valor de uma varidvel aleatéria, que toma valores no

conjunto (0,1,....,N).

Exemplo 3: Consideremos N = 10 pares cujas diferencas
entre as respostas do tratamento e controle
sao: -1,8; ~0,3; 1,2; 1,0; -0,5; -1,6; -0,1; -0,4; -0,6;

0,7. Neste caso, N+ =n=73 e temos:

Valores das diferengas | -1,8 =-0,3 1,2 1,0 0,5 =-1,6 -0,1 0,4 -0,6 0,7

Postos sinalizados [ -10 =2 +B 47 <k -9 -1 =3 -5 6
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(8,15,:85) = (6,7,8); (Rl,R2,RB,RM,R5,R6,R7)=0#%3,4559Jo)

e Vg = 6+7+8 = 21.

Vamos, agora, mostrar que, sob a hipdtese de 1e-
nhum efeito, a distribuigao de VS &6 independente da disg
tribuicao dos Zi's. Para isto, basta mostrar que a dis-~

tribuigao de (N+; Sl,...,Sn) independe, sob a hipdtese,

da distribuicac dos Z;'s.

Teorema 2 -~ Se Zj;.e03Zy sho independentes com distri-
buigio continmua L, simétrica em torno de zg

ro, entao:
N
(3.%) Py(N, =n; sl=sl,.-.,sn=sn) = (1/2)

onde N_ denota o nudmero de Z's positives e 8, <. s

com S, € f1,2,...,N}.

Prova: A expressao (3.4) é equivalente a afirmar gue, sob
H, cada uma das oN  possiveis combinagGes de si-

nais =+1,*2,...,fN dos postos sinalizados, tem a mesma
probabilidade (1/2)N, Considere a fungdo sinal:

1 se x2z2 O

U(x) =

0 se x< O

Por hipdtese a distribuicdo L {(continua) é simétrica em

torno de zero, logo P(U(Zi)zl) = P(ZiZO) = 1/2. Por ou-
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tro lado, U(Zi) é independente de IZi|, pois temos:'

P(U(z;)=1, |2z ]s2) = P(osz,s2) = 1/2 P(|z,]<2) =

= P(U(Zi)=1) P(|Zi|52).

Este fato e a independéncia dos Zi's implicam a indepen
déncia entre os vetores (U(Zl),...,U(ZN)) e

”

ZNl)' Em particular, (U(Zi)’°"’u(ZN)) é indg

(|zl[...
pendente do vetor de postos (Posto |Zl|,...,Posto[ZN|),
visto que este Ultimo s6 depende de ([le,...,IZN|). Se
ja agora (Il""’IN) a permutacac de (1,....,N} que
ordena os |Z.|'s: IZi | <...< |21 |+ O vetor aleatdrio
(Il,...,IN) é fungao somente dos postos

(Posto |Zi|,...,Posto IZN]) e portanto também independen

te de (U(Zl),...,U(ZN)). Desta forma, para uma dada per

mutagao Il = il,...,IN = iN’ temos:
P(U(le) = tl,...,U(zIN) =ty | Iy = dj,000,Iy = iN) =
P(U(Zil) = tl,...,U(ZiN) = ty | I, = dgreen,Iyg = iN) =
N
P(U(Zil) = tl,...,U(ZiN) = tN).= (r/2)7,
onde ti =1 ou 0, 1i=1,....,N. Sendo esta igualdade

vdlida para qualgquer permutacio T, =djseee,Iy =dy, te-
mos 1

P(U(le) = tl,..,,U(ZIN) = ty) = (1/2)N.
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Exemplo L: Determine a distribuigdo de Vs sob a hipdte
se de nenhum efeito de tratamento (L simétrica

em torno de zero) quando N = 3.

Solugao: Os possiveis vetores de postos sinalizados e

correspondentes valores v's de VS sao dados na

tabela abaixo:

P
ostos —l?'zQ-B +l!'2s-3 ‘l,+2s"3 ‘1!+29+3
sinalizados

v 0 1 2 3

Postos : '
+1,+2,=3 +1,=-2,43 -1,+2,+3 +1,+2,+3

sinalizados '

v 3 L 5 6

Pelo Teorema 3.1 cada conjunto de postos sinalizados tem

probabilidade 1/8, e a distribuigio de Vg é dada por:

’ v | 0 1 2 3 b 5 6
PH(VS=V) i/8 1/8 1/8 2/8 1/8 1/8 1/8

Observe que a distribuigdo de Vg é, no exemplo acima,

simétrica em torno de 3.

A distribuiggo de VS’ no caso geral, pode ser
obtida por enumeragﬁo. Designando por #(V;N) o ndmero

de combina¢Ses de postos sinalizados, cuja soma dos pos-
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tos positiveos é igual a v, obtemos

(3.5) Py(Vg=v) =.fﬁ:§N)

Varias tabelas sao disponiveis com os valores destas pro-
babilidades, ¥ importante observar, para facilitar o uso

destas tabelas, que a distribuigaoc de VS é simétrica em

torno de N(N+1)/4. Além disto, sendo V. =R, +...+ R,

entao Vr tem a mesma distribuigdo que V A simetria

s
da distribuigdo de V, em torno de 1/4 N(N+1) & fécil

provar a partir da igualdade entre as distribuigaes de

V, e V., ede V4V, = 1(2 N(N+1).

Quando N é grande, utiliza-se a aproximagdo Nor=

mal para distribuiczo de V Antes:de discutirmos esta

g°
~ . : .
aproximacgcaonormal, wvamos calcular a esperanga e a varian-

cia de Vs, sob a hipdtese de nenhum efeito do tratamen-

to.

§5. Cdlculo de EH(VS) e de VarH(Vsl:

Como vimos, sob a hipdtese de nenhum efeito, cada
um dos postos 1,2,...,N tem sinal positive com probabi-
lidade 1/2 e além disto os sinais sfAo independentes pa-

ra os diferentes postos. As parcelas de VS formam, en-
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tao, uma amostra da populagao 1,2,+..,N, sendo; cada e-
lemento incluido na amostra com probabilidade 1/2 e as
decisoes de incluir, distintos elementos, independentes.
Seja I, =1 se k é-incluido na amostra e I, =0 ca-

s0 contrdrio. Portanto, temos: P(Ik=l) = 1/2 e

P(I,=0) = 1/2, k=l,...,N e T independente de I; se

i£j. Logo:

N N
vV,= % kI, e(v.) = £ kx EB(T,)
S k=1 k S k=1 k
N 2
Var(Vs) = L k° Var I, .
k=1
Sendo I (k=1,...,n) uma varidvel de Bernonlli com

k
p = 1/2, temos E ik = 1/2 e Var Ik = 1/4, k=l,...,N.

Substituindo estes valores, obtemos

(3.6) B(Vy) 1 g k = N(N+1)/h4
> S S 2 k=1 - *
N2
(3.7) Var(Vg) = 4 I Kk = N(N+1)(2N41)/2h.
k=1

§6. Aproximacao Normal para distribuicio de Vge.

N
Na seccgao anterior vimos que Vg = T kI
k=1
os Ik's independentes e igualmente distribuidos. Esta ex

x* com
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pressao de Vo, ¢é vdlida sob a hipbtese de nenhum efeito

-

de tratamente, isto é, quando a distribuicio dos Z,'s &
simétrica em torno de zerc. Observe que VS’ na forma
acima, é igual a uma soma de varidveis aleatdrias indepen
dentes. 4As parcelas nfo s&o, contudo, identicamente dis-
tribuidas., O Teorema Central do Limite, na sua forma
mais simples, ndo é aplicavel neste caso. Vames a seguir
apresentar a versao do Teorema. Central, devida a Lindberg,
para a soma de varidveis aleatérias independentes e nso
necessariamente identicamente distribuidas., Trataremos do -
caso particular onde as parcelas sao varié&eis aleatdrias
discretas.

varidveis aleatdrias discretas.

Sejam Xl’x2""
Suponhamos gque Xl toma os valores al,az,...; X2 os
. 2
valores bl’b2"°'; etc. Designemos por By e o, Tes

”~ . . ™~ . . -
pectivamente a média .e a variancia de Xi' A variancia

. 2 2 2
da soma Sn = X, +.aa+ Xn é Gl +asot Gn onde 01 =

1
2 2 2
= }3 P(Xl=aj)(aj-p.l) 3 0, = EJ: P(X2=bj)(b7j-p.2) y etc,

A idéia do teorema é controlar a contribuigdo, devida as

massas nas caudas das distribuicgoes de Xl’Xz""’Xn""’
. = - -
na variancia de Sn. Para isto consideremos na variancia de

X1, ci = Z P(Xl=aj)(ajﬁil)2f a contribuigZo dos termos que

satisfazem: (aj-pl)2 > t(ci Fauat ci). Denotemos esta con

~ 2 2
tribuigdo por T5.(t) = L P(X1=a.)(a.ﬂi1) onde
»t jeAR(+) i
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n . 2 2 2
Al(t) = {33 (ajq41) > (0] +eeo¥ o )},
Do mesmo modo podemos definir a coptribuigﬁo dada pelas

caudas de Xz:

(3.8) Tiz(t) = i P(X2=bj)(bj4¢2)2
jea,(t)
onde

2(8) = (35 (byap)? > tlo] +eeer DT,

.. 2 2
analogamente definimos TnB(t),...,Tnn(t).

Teorema 3 (Lindberg) - Sejam X ,«..,X, independentes
com médias E(Xi) =p,; e variancias Var(Xi) =
= Gi. Consideremos as somas padronizadas

n ( )
z X.-4
=1 i .

= =

= .02

i=1 t

ok

~ Uma condigao suficiente para que a distribuigao limite‘de

S: seja N(0,1) é gue para cada

(+)

2 2
Tnl(t) tooat T

2 2
a
Oq +eest

bl

+ 0 guando u =+ =,

Prova: V. Gnedenko pag. 260.

Como aplicagao deste teorema vamos provar a norma



N
lidade assintética de VS = ¥ kI, quando N+ o,
k=1 k
Fazendo X, = k T, , temos, u, = k/2, Gi = k2/4 e daf
n
2
S . LUt T R QL-n(n+1)(2n+l).
1 L, 24
i=1
Como cada Xk toma apenas dois wvalores, ou seja, Xk = 0

ou Xk = k, temos Tik(t) = 0 se

max { (4, )%, (041,07} < tn(n+1)(2ns1)/24.

2

)2 = k2/4 e kz/h < n®, pa-

: 2 2
Como (k.-uk) = k° /4, (O-pk
ra k=1,...,n, podemos para cada + determinar no(t)
tal que n~ < tn{n+1}{2n+1)/24, . se n > no(t). Logo,
2 2 .
para n > n (t), 75.(t) = ... =277 (t) = 0 e a condigao
o ! nl nn A

do teorema é gsatisfeita,

§7. Caso de Empates.

A definigﬁo dada de postos sinalizados, supoe a

" n3o ocorréncia de empates entre os valores absolutos das
diferengas e que nenhuma das diferengas é igual = zZero.
Quando sﬁpomos a distribuigao L continuma, a probabilida
de de ocorréncia destes eventos & zero. Valores empata-~
dos, contudo, ocorrem na pratica devido & aproximaggo li-

mitada, utilizada na medigao das respostas. Neste caso,
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consideramos os postos médios dos valores absolutos das

resposfas, do modo como Foi feito no teste de Wilcoxon pa
ra duas amostras. Quandc a distribuigao L ndo & conti-
nua a probabilidade de empates é positiva. O teste neste
caso & valido condicionalmente, dada a configuracdo de em

pates.

Exemplo 5: Na comparagao de dois métodos de enéino, 10 pa
res de'alunos foram utilizados. Os alunos em
cada par tinham aproximadamente o mesmo QI, mesmo nivel
sbcio-economico mesmo nivel de conhecimentos, etc. Em
cada par um alunc foi selecionado ao écaso sendo a ele a-
plicado o método I, e ao axtro elemento do par aplicado o
método II. No fim do treinamento, o0s alunes foram subme-
tidos a um exame e classificados segundo os graus A, B, C,
D, F. Supondo que nio haja diferenga entre os dois méto-
dos, determine a distribuicfo dos postos sinalizados.
Vamos aipor, por exemplo, a scorrencia da seguinte

configuragao de empates:

d_ = 3 -<com mesmo grau para ambos elementos do par.

dl = 2 +valores absolutos de diferengas iguais ao menor
valor diferente de zero. |

d2 = 3 +wvalores absolutos de diferengas iguais ao segun-

do menor valor. diferente de zero.
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d3 = 1 wvalor absolutco de diferenga igual ao maior valor,

0s postos dos valores absolutos das diferencas s80
0,0,0,1,1,2,2,3. 0Os postos médios correspondentes sao
R3232;34,534,5;6,5356,5,8.

Apds a determinagao dos postos médios, vamos res-
tringir a atengado apenas aos postos das diferencgas ndo nu
las. No teste do sinal desprezamos os pares com diferen-
¢as de respostas nulas. No teste de postos sinalizados
de Wilcoxon,lestas, sao somente consideradas na determina
gﬁo dos postos. Temos entdo os seguintes grupos
(S§,...,sg) .de postos sinalizados positivos, respectivas

- ] ~ .
somas V: e probabilidades de ocorrencias.

(s¥...sX) v¥ P(VE=v,) v (s%,...,8%)
nenhum 0 1/32 - 30 4,5;4,5;6,5;6,5;8
4,5 4,5 2/32 25,5 | 4,5;6,5;6,5;8
6,5 6,5 2/32 23,5 | 4,5;4,5;6,5;8
8 8 1/32 22 b,5:4,5;6,536,5
h,554,5 9 1/32 21 6,536,538
4,5;6,5 11 4/32 19 4,536,558
4,558 12,5 2/32 17,5 | 4,536,5;6,5
6,5;6,5 13 1/32 17 | 4,554,5;8
6,5;8 14,5 2/32 15,5 | %,5;4,536,5
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As probabilidades na coluna central referem-se aos valores

*

de Vs da esquerda e da direita. Estas probabilidades

foram obtidas por simples enumeragao, que mostramos para’

alguns casos na tabela abaixo!

il’s5 L|'35 6:5 6,5 8 . V*

s

+ h,s
+ bh,5
+ 11
+ _ _ + 11
+ + ' 11
4 + 11
+ + 14,5
+ + 14,5

Observe gque a distribuigdo de Vg é simétrica,

no exemplo acima, em torno de 15. No caso geral a distri
P ¥ - N
buigac de Vg é simétrica em torno de seu valor esperado

T *
VS'

- * *
§8. Cdlculo de EHVS e de Var Vo.

A distribuicao de Vg para uma dada configuragdo

de empates indepedende da distribuiggo L, geradora dos

z;'s. Vamos fixar a configuragao de empates por

e
d ,d;;...4 tal que ¥ d. = N, os d's definidos no
o’ 1 =) i i=1 i
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exemplo anterior, Desprezando, agora, os pares empatados,
temos N’ = N-d0 valores absolutos de diferengas nzo nu-
las cujos postos médios sao: Uygees Uy (as diferencas
hulas sao consideradas no valor dos postos médios). En-

tre o0s postos mMEdios 1., ... sty d sao iguais a
1? *UNT 1

a_ + l/2(dl+l)§ d, sho iguais a d0+dl+l/2(d2+l) e etc.

Pelo mesmo raciocinio utilizado no cdlculo de EHVS e

Var V

H'S? temos:

¥
EHVS

]

/2 (uy +eee+ mg)

* _ 2 2
Var, Vg = i/4 (u1 Fouet uN:).
Observe que o conjunto dos wu's aumentado dos postos mé-

dios das diferengas nulas, d_  valores iguais a 1/2(d0+ﬂ

coincide com o conjunto de postos médios {Vl,...,vNJ de

finido mo cdlculo de E W;, na pagina 33. Portanto,
temos:

N’ N(N+1)

z u; + 1/2 do(do+l) = I vj =-—Ei——

i=1 j=1
e

* 3 -

(3.9) EL(Vy) = 1/4 [N(N+1) a (d +1)].

Do mesmo modo,
N’ } N i
T out s 1/4 4 (4 +1)2 = £ v
. X (s} o . J
i=1 o j=1
£ 4;(a%-1)
_ N(N+1){(2N+1) i=0
= z -

12
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Logo:

N(N+1)(2N+1)-do(do+1)(2d0+1)
(3.10) VarH(vg) = I -

e 2

$oa4. (at-1)
. T 1
i=1

L8 '

\ - - .
§9. Aproximagio Normal para distribuigac de V;L

Para demonstrar a normalidade assintética {(sob a

hipétese) da estatistica de Wilcoxon Vg, fizemos
X, =k I, epo resultado foi obtido por aplicagio do teo-
rema de Lindberg. No caso de empates podemos escrever
N .

* _ ' ~
VS = k§1 uka, onde u destes w 's sao nules e ©0s
restantes N = N-n_  os postos médios, sendo d; dos

' . . . . .

u 's dguais a a, + l/2(dl+l), d, diguais a d_+d+

+l/2(d2+1) o etc. Queremos, agora, obter a normalidade

assintdética de V;.

Serd que podemos aplicar o Teorema 3
deste capitulo? Uma diferenga essencial entre o0s casos
(empates e sem empates), mencionados acima, fornece a
resposta; Suponhamos, por exemplo, N=3 e seja o caso
sem empates; entdo podemos escrever VS = Il+212+3I3.
Quando passamos de N para N+1, temos VS = Il+212+313+

+hIh. Observe que nos dois casos as varidveis
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X, = kI, k=1,...,N 850 as mesmas e, portanto, suas dis-

tribuigdes independem de N, Vejamos, agora, o caso de

empates. Seja, por exemplo, Nzlij d =1, d;=2 e d,=1,

entao, v: = 0I,+2,8I,+2,5T,+41I,. Vamos passar de N pa
2 L . =

S 1 3

ra N+1, idintroduzindo um Zi tal gue: N=5; d0=1, d1=3
= ; * _
e d2_1 e neste caso VS = OIl+312+3I3

modo, quando passamos de N para N+1 as variaveis

+314+5I5. Deste

Xk=uk

Esta situagao ndo é coberta pelo Teorema 3. Podemos uti-

I, para k=l,...,N, tém distribuigoes diferentes.

lizar uma extensac do Teorema 3 para o seguinte esquema

triangular:
Xll - com distribuigao Fll
X21,X22 - independentes com distribuigoes F21, F22
X31,X32,X33 - independentes com distribuicoes F. ’FBé 3
a1 "t Xnn - independentes com distribuigoes Fhl.nfhnt
Denotemos por H e 02 respectivamente, a média e a
P ni ni? -
variancia de Xni e seja
n
L (Xn, - “ni)
i— i
S: = =1 = .
J £ o2
ni

i=1l
Para a n-8sima linha deste esgquema triangular, definimos

2 2 .
Tnl(t),...;Tnn(t) como anteriormente.
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Teorema 4 -~ Se para cada t > O

2 2
Tnl(t) Foaoat Tnn(t)

(3.11) 5 —
Tni Foat O'nn

4+ 0 guande n 4+ «

a distribuigdo limite de S; é a distribuigido normal pa-
drao N(0,1}.-
Uma aplicacao deste teorema fornece a prova da normalida-

de assintética de VY. Podemos, de modo mais aprdpriado,

S

g n

. , —
escrever VS = k§1 VorTk? onde dO dés V'S sao i
guais a zero e os N = N-d = restantes 30 os postos mé-

i . Fa = 4 = ) =

dios zendo X . = v T, tem?s EX , = U, vnk/z_ e
Var X ., = O, = vnk/h. Como X , =0 ou Xk = Yok

. Fo )2 C . 2 _ o2
(O—Vnk/Z) = {vhk-vnk/zl = 1/4 v_,, basta mostrar que
dade t > O podemos tomar n suficientemente grande tal

T .
gque 1/h vik < t I cik, para k=l;...,n, ou equivalen
k=1 n

temente max v, < t I vik. Para isto basta mostrar
k=1,04e,02 k=1
max v2 '
nk .
k=1yeee,mt D2
llm-——1r——15—— = 0. Temos, a partir de (3.10), z Yok T
N+ z Yok : k=1
k=1 _ e
N, n(ue1)(20+1)-d (d +1)(2d +1) = a;(a5-1)
o' o o =1
= E ui = - 6 - - T2 .
el
e 5 -e 3 e 3 3
Por outro lado, T d4,(d5-1) < T 47 = (z 4d.) (n-d&
. ivvi 7 R i . i
i=1 . =1 i=1

portanto,
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Mg . . 3
n 2 n(n+1)(gn+1)_doﬁd0+1)(2do+1) i (n-do)
k=1 nk 6 : o 12
. Temos ainda, max v2 < nz e
I=ksn
(3.12) '
2 C 2
max v., ) n
n = - 3
5 Vik n(n+l)(2n+l)‘do(do+l)(2do+l) (n-d )
k=1 ' 6 T Tz
Se mn-d_ * w quando n + w, entdo o segundo membro de

(3.12) tende para wero quando n =+ . Isto pode ser ve-

o
rificado como segue:

2
n —a
n{n+1) (2n+1)~d_(d_+1)(2d_+1)  (n-a_)’
6 - iz
2
Il
n (n—d )3
z K- 5
k=d +1

Agora, majoramos o deneminador do segundo membro:
k n

2 2 s 2 nB’dg
k= = t“ d%, dimplicando T k* = t7dt = — 2,
A
ka1l k=d0+l dG
(n-—do)3 n3-d2
Além disto iz < 5+ Pois d0 < n. Portanto,
n o (n-do)3 n3-d2 n3-d2 n3-d2 :
z kT - - 15 = 3 - 15 = r - Introduzin-
k=d0+l

do em (3.,12) o majorante obtido, temos
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2
max v .
len<k nk 4n? 4n® L
< = < -+ 0, quan-
g 2 nowd> (n-d ) (n*+nd ray - Bl
v o o o o
k=1 nk

do n + ®, pois por hipdétese n-d =+ = gquando n + @,

A condigio 3.11 do Teorema 4 &, ent3o, satisfeita e
* *
Vg - E(Vg)

J Var v§

D, x(o,1).

(3.13)

§10. Potencia do Teste de Postos sinalizados de Wilcoxon.

Consideremos o modelo de deslocamento descrito an
teriormente. O efeito do tratamento, neste caso, € deslg
car a distribuigdo de Z, = Y,-X, de uma quantia fixa &.
A distribuiclo E(z) de Z, s i=1,...,N, sob a hipdtese
de efeito nulo, é simétrica em torno de zero. Sob uma al
ternativa A a distribuicdo de 2, € E(z=-A), i=1,...,N.
A funggo poténcia do teste de postos sinalizados de
Wilcoxon é definida por: nE(A) = pA(szc). 0 indice A
indica, agqui, a alternativa sob consideragao. Para a de-
terminacao da poténcia do teste, seria preciso conhecer a

distribuigao dos postos sinalizados quando 2 distribuigio

dos Z;'s é simétrica em torno de A#0. Esta tarefa é bas-

tante complica, sendo contornada pela utilizaggo da aproxi
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magdo normal para a distribuigdo de Vg, quando Afo.

Antes de mostrarmos a validade desta aproximagao, apresen

tamos o seguinte:

Teorema 5 = No modelo de deslocamento, a fungﬁo poténcia
do teste de postoé sinalizados de Wilcoxon,

me(b) = PA(VSZC) é uma funcao nao decrescente de A,

Prova: Seja Ao <'Al. No modelo de deslocamento

PA(Zisz) = E(z-4). Logo,

pﬁl(zisZ) = B(z-8,) = Blz-(a,-a )-8 ] = pAO(ziSZ-(al-Ao))=

= PAO(Zi + (8,-8 ) ¢ =z)}.

Logo, sob a alternativa & , Z; + (Al-Ao) tem a mesma
distribuicio que Z;, sob a alternativa Aj.

- ! _ - xrf
Seja Z] = Z; + (Al AO) e denotemos por Vg a soma dos

postos sinalizados positivos calculados a partir dos Zi's.

Entao
A y
PAl(VSZC) = PAO(VSEC).

Para a concluszo prova basta obtermos outra eXpPresSSac pa-
Ta VS' Para isto, consideremos o conjunto das médiasg
1/2 (Zi+zj) com i< j. E fdcil verificar que Vg = ni-
mero de médias positivas 1/2 (Zi+Zj) com i j.

Para mostrar esta igualdade, consideremos os Z's ordenados

segundo a ordem crescente dos seus valores absolutos. 3Su
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ponhamos gque os sinais dos Zis, dssim ordenados, fornecenm

a seguinte disposigdo:

s -

3

Nesta ordenagao, cada soma do primeireo Z positivo com
um dos Z's que o precede ou consigo préprio é positiva.
0 ntmeroc total de tais somas & Sq- 0 mesmo raciocinio
fornece s

2

por diante., Neste modo, temos um total de VS pares

somas para o segundo Z positive, e assim

(i,3) com 2z, + Zj > 0, ou seja,

Z.+7 ,
(3.1%4) VS = mimeroc de semi-somas _J%?4L> 0, com disj.

A prova do teorema é concluida observando as implicacoes:

et )
A < bA_ =2 >%. i=l,...,N = nimero de Zit2i 5 0, i<
[o} 1 i i o
Z.,+Z -
1

2 nuimero de

J . . I ! r]
—5—> 0 com igj = Vg z Vg = (VSZC = YSZC)

] - ’
= Pal(ngg) —“PAO(VSEC) = PAO(VSZC).

-~ -
Consequencias do Teorema 3

1. ﬁE(A) =2 a, ¥ F continua e A > 0,.  pois HE(O) = Q.
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Logo o teste de postos sinalizados de Wilcoxon é nip vi-

ciado para alternativas de deslocamento.

2. 0 teste de postos sinalizados de Wilcoxoen de nivel
para testar H A=) +tem, também nivel a para tes-

tar  H': A<O.
.o

§11. Aproximagdo para a Poténcia do Teste de Postos Sina-

.

lizados de Wilcoxon.

Para o cdlculo da poténcia do teste vamos utiliw

zar a aproximaggo normal que, pelo teorema abaixo, é va-

lida.
V-E(Vg) .
Teorema 6 - A distribuigio de : tende para a
‘ / VariVSj . '

distribuigac normal padrio, quando N = w,

se a distribuigdo L dos Z's satisfaz 0 < P(Z<0) < 1,
Prova: V. Lehmann, pag. 368, Exemplo 21.

Observagao: Nos casos extremos onde P(Z,>0) = 0" ou

S

de 1. Obviamente, o teorema nio se aplica meste caso.

P(Zf>0) =1, V é constante com probabilida

Nas aplicacdes do Teorema 3, precisamos calcular
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E(VS) e a Var(VS) sob a hipétese alternativa, isto é,
quando L mndo é simétrica em torno de zero. Este cal-

culo & feito a seguir.

§12. Cdlculo de E(VS) e Var(VS) gquando L ndo é si-

métrica em torno de Zero.

Suponhames gue a distribuigao L dos Z's é con-
tinua. J4 vimos em (3.14) que a estatistica Vg do tes-

te de Wilcoxon pode ser escrita

Vg = niimero de médias 1/2(Zi+Zj) > 0 i€ j.

Sseja @(x,y) =1 se =x+y >0 e p(x,y) = 0 caso contri

rio, entdo, Vg =z I w(z.,z Y. Com p, = P(Zl>0) e
i=j -

Pi = P(Zi+zj>0)’ " temos

N
(3.15) B(vg) = BIE T 9(z,2;) + B 0(%;,2;)]
i<j i=1

N
(z}pl + Np = 1/2 N(N-l)pa + Np.

A varifincia de Vg ¢ dada por

(3.16) var(vg) = :v: z Var 9{(2,,%; ) +E L EE covtcp(zi.Z) 9(2) %]

(4G

Decompondo o primeiro somatério de (3.16),
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) N
= = .
z Var m(Zi,Zj) ¥ ¥ Var m(Zi,Zj) + &

Var 9(Z,,2.),
=i . - i< j i=1 *

1

e sendo 'Var $(Zi,Zj) = pi(lwpl). para if£j e

Var m(Zi,Zi) = p(1-p), entio, o primeiro sqmétério de
(3.16) é igual a: (g) pi(l—pi) + Np{l-p). Vamos, agora,
calcular o segundo somatério de (3.16). Analisemos os di
versos tipos de termos tende valor comum. Consideremos,
primeiro, os ‘termos onde todos os fndices i,j,k,4 saoc
distintos, Como, neste caso, m(Zi,Zj) e m(Zk,ZL) 580
independentes e as suas covariancias sao nulas. Passemos
ao segundo tipo de termo, com i < J; k < 4, e onde trés
dos indices i,j;k,&' sao distintos. Cada tripla (i<j<k)
de inteiros distintos, neste caso, gera os seguintes pa-
res:  (1,3),(i,%); (1,k),(1,3)s (4,%),(d,%); (3,k),(1,k);
(i,3),(3.%); (3,k),(i,3). O nimero de triplas distintas é
(g), cada uma gerando seis termos do somaitdrio e forne-
cendo o total 6 X (g) = N(N-l)(N-Zj termos. ¥ fdcil ve
rificar que as correspondentes covariancias sao iguaié,
sendo esta parte do somatdrio igual a

N(N-1)(N-2) cov[@(zi,ZQ), ¢(Zk,Zj)]. Vejamos, agora, os
termos onde i=j ou k=ft. Se i=j e k={ com
i=j=kk=4 entao (i,j) = (k,4)}) e o termo nao estd
incluido no somatdrio. Se i=j, ifk e i#L entio

COV[m(Zi’Zi)’m(Zk’ZL)] =0 pois Z; e (zk,z&) sao in-
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dependentes. Restam, portanto, os termos onde Pﬁ dos-pam
res hem os elementos iguais e o outro ﬁm'sé”eleméﬁto”cbmun-
com aquele. Neste caso, cada par (i<k) agefa‘os‘pares=
(i,1),(i,k); (i,k),(i,1)5 (4,k),(k,k); (k,k),(2,k). O nid
mero total de termos deste tipo & 4 X (g) = 2N(N-1).
Portanto, @ soma total de termos deste tipo €

2N(N-1) Cov(Vij,Vii), visto que as covaridncias sao
iguais nestes termos. Juntando os resultados obtidos acil

ma, temos
Var Vg = (g)p'l(1_p'l)+Np(1_p‘j+N(N_1)(N-g)mv[cp(zi,zj),m(zk,zj)}

+ 2N(N-1) cov[¢(zi,zj),m(zi,zi)].

. i 5 L3
Calculamos a seguir o valor de cada covariancia na expres

sao da Var VS acima:

COV[CD(Zi,ZJ.) ’ EP(Zk:ZJ-)] =

= ECP(Zi,Zj)Cp(Zk,Zj) - ECP(Zi’Zj)EkP(Zk9Zj) =
= P[Zi+Zj>0 e zk+zj>0] - P[Zi+Zj>0] P[Zk+Zj>0] =

o /2

onde pé &= P[Zi+Zj>0 e Zy

+Z >0]
J

°°V{@(Zi’zj)’@iziszi)] = P[Zi+Zj>0 e Zi>0]—P[Zi+Zj>0]PH§Nﬂ

L

J)
= p2 - plp!

onde pg = P[Zi+Zj>O e Z,> 0].
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Podemos, ainda, escrever p; em funcao de pi e Pp.
Para isto observe que no grafico abaixo, pg representa
a probabilidade de (Zi’zj) tomar valores na drea hachu-
rada. Temos

"

Py = P[Zi+ZJ.>O e 2,>0] = P(A) + P(B)

P(B) = P[Z,>0 e zj>0] = p[ zi>0]PEzJ.>0] = p?

p’l = P[Zi+ZJ.>O] = P(4) + P(B) + P(c).

TATHA T AT > Z
c

Por outro lado:

= X =
P(4) P[zi+zj>0 e Z; o] e
p(c) = Plz.4+2.>0 e Z.<0
(¢) A <ol
Como Z, e Zj sao independentes e tém a mesma distri-

buicac P{A) = P(C) o que acarreta p; = .1/2 (pi+p2).

-

A expressao final da Var(VS) é
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(3.17)

N{N=-1 2
Var Vg = —Li—fl-pi(l-pi)+Np(lmp)+N(N-l)(N-2)(p;—p1 ) ¥

+ 2 N(N-1)(1/2 (p{+p°)-p}p] =

- N(-1) (8-2) (phep)2) o+ ZEE) [2(0-p)® - 3p)(1-9))]

+ Np(1l-p}.

Exemplo 6: Mostre, a partir da férmula (3.17), que se a
distribuigio dos Z,'s ¢ simétrica em torno de

zero entdo Var Vg = N(N+1)(2N+1) /24,

Vamos supor que a distribuigao E de Zi tem densidade
e. Para aplicar a férmula (3.17) precisamos achar py,
pi e pé. Como a distribuigio de zZ, ¢ simétrica em

torno de zero, p; = P(Zi>0) = 1/2. Para o cédlcule de

pi, observe ma Figura 1 a regilo de integragio. Temos,

+o +c0
!
Py = P(Zi+zj>0) = _e(zj)e(zi) dzj dz; =
- Lz,
- ] 4o
= [1-E(-zi)] e(zi) dz; = ,E(Zi)e(zi)dzi
- -0
o]
= 1/2 [E(=,}] = 1/2,
- 1 o
No calculo acima foi utilizado: E(+m)-E(—zi) = 1-E(-zi)=
= E(Zi), pois a distribuigio E & simétrica em torno de

Zero.
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. o~ !
Determinagdo de pj, = P(Zi+zj>0 e Zk+Zj>O):

4o +o0 L e
7
Py = f/ , f/ [’ e(zj)e(zk)e(zi)dzjdzkdzi =
-0 -z, -7,
. 1 1 .
' e

+o©

- (1-E(-2,))% o(z,)az, = [E(z;)1% e(z,)az, =

-l -t

3 |**
= 1/3 [E(z;)] |_m = 1/3.

Substituindo estes valores na formula (3.17), obtemos
Var Vg = N(N+1)(2N+1) /24, Este resultado é ainda védlido
Quando E nao tem densidade. Neste caso, teriamos de u-

tilizar a integral de Riemann-Stieltjes em lugar da inte-

gral de Riemann,

Exemplo 7: Calcule, para ¢ modelo de deslocamento e sendo
a distribuigao dos Z's uniformes, a esperanga
e a vari@ncia de .VS. . .
Neste caso, a distribuigao.sob a hipétese é qf-1/2,1/2],
"e sob a alternativa é ULA-1/2, A+1/2]. " |
Designemos por I =a fungao indicadora de [A—l/2, A+1/2],
dada por I(x) = 1 se x € [Ac1/2, a+41/23 e I(x) =0

caso contrario.
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Cdlculo de p, p1 e p;:

40
p = P[zi>o] = f’ I(zi)d =47 + 1/2, para 0 < A < 1/2,
Q
40 oo
! ——
p] = P[Zi+Zj>0] = jf I(zj) I(zi) dz dz e
-0 -7 . '
3
yo o se z; < A - 1/2
= Y -
I(zj)dzj,, a+1/2fzi se 1/2 < z; < 1/2 - A
e 1 se z; 1/2 - A
Logo,
-A-1/2 1/2-4A
pi = f. O.I(zi)dzi +.( (A+l/2+zi) I(zi)dzi +
-, -A=1/2
B -]
+ 1.I(zi)dzi.
1/2-0
Por outro. :lado,
1/2-4 1/2-4
(A+;/2+zi)1(zi)dzi = (A+1/2+2, )dz, =
~A-1/2 A-1/2
=1/2 - 262
e
4 ' ﬂ+l/2
{ I(z;)dz; = dz; = 28 e substituindo estes
l1/2-A - J1/2-

valores, obtemos pl =1/2 + ZA(l—A).



-119-
Finalmente, para p& temos

Py, = rlz, J¥E70 e 7y +Z >o] =

f’ j’ I(Z ) I(z ) I(z ) dz dz dz

o ' -A_1/2
2
= ( I(zj)dzj) I(Zi)dzi = O.I(zi)dzi +
. -} -7, -rn
i
1/2-4 e
2
+ (8+1/2+42,)" 1(z;)dz; + 1.1(z;)dz; =
-A=1/2 - J1/2-4
1/2-A Avl/2
= (A+1/2+Zi)2dzi + dz; = 1/3 + 2A(1-4A2).
A-1/2 ' . 71/2-8

A partir dos valores de p, p1 e pé, utilizando (3.15)

[u]

(3.17), calculamos EVS e Var VS

§13. Estimacado do efeito de tratamento.

Suponhamos que as varidveis aleatdrias ZiseeerZyp
do modelo descrito anteriormente, tenham distribuigdo L,
simétrica em torno de 8. Queremos estimar 0, centro de

simetria da distribuigao comum de ZysevesZy. O estima-
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dor cléassico utilizado para resolver este problema, quan-

do a distribuigdo comum L dos Z's é normal, é

_ Z1+...+ZN -
8 = - Neste caso, 8 ¢é um estimador nao viecia
do e uniformemente de minima variancia. Este estimador

-’

é, contudo, muito sensivel a valores "excentricos"
(outliers) e pouco eficiente para distribuigoes com caudas
grossas, Quando L é a distribuigao de Cauchy, por exem
‘plo, a distribuigao de 8, para qualquer N, ¢é a mesma
que de uma sé'obser&agao Z;. Desta forma, estimar 0
por § & taoc preciso quanto estimé-lo.por uma Uunica Qb—
servagao Z,, desprezando toda informagao dada pelas ou-
tras observacoes.

A seguir, utilizando o método de inversao de tes-
tes apresentado no Capitulo 2, obtemos estimadores para 8;

a partir do teste do sinal e do teste de postos sinaliza-

dos de Wilcoxon.

Estimador derivado do teste do sinal.

As varidveis Zl-e,...,Zn-G sfo simétricas em

torno de zero. Tomemos, entio, para estimador de 8 o

valor 8, de modo que Zl-e,{..,ZN-B fornegam, de acor=
P oA M

do com teste do sinal, o mdximo de evidencia em favor da

hipétese de simetria da distribuigdo de Z,-8 em torno

de zero. Tal ocorre quando o numero de valores Zi-e PO~
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sitivos & igual ao mimero de valores z,~8 mnegativos.
Ou seja, quando § = med(Zi). Para ilustrar a idéia aci-

ma, considere a disposigao dos Z;'s dada na figura abaixo.

A disposigao abaixo fornece, segundo ¢ teste do sinal, mg

ximo apoic & hipdtese de simetria em torno de zero,

X
x
*
x
X
x
[
]
O

Estimador derivado do teste de postos sinalizados de

Wilcoxon.

Neste caso, procuramos o valor 6 gue fornece
para a estatistica de Wilcoxon VS’ baseada em
Zl—é,...,Zn-é, o valor de maior evideéncia em favor da hi
pdtese de simetria em torno de zero. Isto € equivalente
a tomar 8 de modo gue metade_das-somas (zi_é) + (Zj-ﬁ)
i< j sejam positivas e metade negativas. Como
(z,-8) + (zj-é) = (zi+zj)-2§, basta tomar
2§ = med [%,+%.] ou

i3

i j

(3.18) § = med [1/2(z+2)].
iz j
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Comentdrios sobre os estimadores B e 8.

1. Quando a distribuigao L de Zyseeerly é simétrica

em torno de §, as distribuigges de 8 e § sao si-

métricas em torno de 8. , (Fdcil de demonstrar) .

2. 0s estimadores O e § sAao pouco sensiveis a valores

excéntricos (outliers), portanto, mais robustos que 8.

3. Uma comparagio entre as concentragoes das distribuigoes
dos estimadores ﬁ; § ¢ 8 em torno de 8 ¢é feita

considerando as probabilidades: p[ |8-8]<al, p[ |§-8{<a]

e P[Ié—el<a}, para diferentes valores. de a. 0 resulta

do da comparacdo é o mesmo obtido ma comparagao entre os

testes correspondentes; t-Studenﬁ, Sinal e Wilcoxomn.

(V. Lehmann pag. 173-174).

8§14, Intervalo de confianga para © efeito de tratamento.

Um intervalo de confianga'para 6, o centro de
simetria da distribuigdo L dos Z's, pode ser derivado a
partir do teste do sinal ou do teste &e postos sinaliza-
dos de Wilcoxon. Para isto podemos utilizar o mesmo Mé-

todo adotado no problema de duas amostras: construgao do
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intervalo a partir da regido de aceitacfo do teste.
De infcio, consideremos o problema de testar a hipdtese

H : 9:90 contra a alternativa HA: 9%60. Tal problema

reduz-se ao de testar H;: 8=0 contra HA: 8£0, conside
rando~se as observagoes transformadas: Zl—BO,...,ZN—GO.

Denotemos por S(Z—BO) a estatistica do teste do sinal
calculada a partir dos valores de Zl-Bo,...,ZN-BO. A Te

giao de aceitaggo do teste do sinal paré a hipdtese

H : 6=8_ contra a alternativa H,: B#eo é dada por

(3.19) k< sy(z-8 ) < Nk,

onde 1< k< N e k< Nok. O nivel de significincia o
deste teste satisfaw

(3.20) . Peo[k < sN(z-eo) < N-k] = l-a.

Vamos agora, determinar os valores de 490 que satisfazem
a desigualdade (3.19) acima. Antes porém, & importante

observar que a jigualdade (3.20) independe de BO:

Pq [k < sy (2-8_) < N-k] = P [k < Si(2) < N-k], w8,

o

A notacgao Py indica que a distribuigao dos Z's é simé-
o

trica em torno de 60; P0 indica que esta distribuigio

& simétrica em torno de =zero..
. ' -
Sejam Z(l) < Z(2) Cae e Z(N) os valores dos Z's ordena

dos crescentemeﬁte% A desigualdade SN(Z"BO) >k & sa-
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tisfeita se no minimo k+1 diferengas (Zi-eo)' sao posi
tivas; equivalentemente, no minimo (k+1) "dos Z;'s $20

maiores que Bo. Isto ocorre quando Bof<'Z(N-k)'__'

N-k s g
I —- 1
. k+1 observagoes
Vo 1
) 5 - } —

Zeyy + v Z(141) Biyox) * * Z ()

Por outro lado, SN(Z-BO) < N-k indica que o numero de
Zi‘s maiocres que eo deve ser no maximo N-k-1. Isto
ocorre guando 90 = Z(k+l)' Juntando aS‘condigges acima,

obtemos

(3.21) PBO[Z(k+l) <8< Z(N_k)] = Peo[k < sN(z..ao)< N-k]
= Po[k < sy(2} < N-X} = l-a, ¥ 8 _, ¥ L continua e

simétrica em torno de 6 _. Deste modo , _(Z(k+l); Z(N—k))

& um intervalo de confianga com nivel de confianga (1-a)

para 6.

. Exemplo 8: Os dados abaixo foram obtidos a partir de uma
tabela de desvios normais, somando-se 10 a ca-

da valor selecionado. Determine um intervalo de confian-

ca de aproximadamente 95% de nivel de confianga para o

centro de simetria da distribuigao dos Z's, cujos valores
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observados 556 10,465 10,14; 12,45; 9,68; 9,93; 10,30;
9,72; 11,30; 10,243 9,04; 10,06; 7,475 9,47; 9,81; 8,uk;
10,19. Para N = 16, obtemos de uma tabela binomial

com p = 1/2: P(Syh) = 0,0384 e P(Sys3) = 0,0106, por-

tanto, P[4 < S, < 12] = 1-2x0,0384 = 0,923. O intervalo

N
de confianga com 92% de nivel de confianga & (2(5)’2(129'
Os wvalores de Z(5) e‘ Z(l2) na amostra saoc 9,68 e
10,24, Considerando-se (Z(h)’ Z(IB)) obtemos um nivel
de confianga de 1-2x0,0106 = 0,978, ou seja, aproximada
mente 98%. Escrevendo as observagoes em ordem crescente
determinamos ‘Z(h) e 2(15): Z(h)'= 9,47 e Z(13) =

= 10,30,

A partir do teste dbs postos sinalizados de
Wilcoxen podemos, também, dpnstruir intervalos de confian
ca para 6. Como antes, cdnsideremos o seguinte problema
de teste de.hipétese; testar uﬁoz 9=90 contra H,: 9#60.

Denctemos por VS(Z_BO) a estatistica do teste de postos

sinalizados de Wilcoxon calculado a pértir dos wvalores

de Zl-BO,...,ZN-BO. A regiao de aceitagao do teste da
hipdtese Ho: 9:80 contra a alternativa HA: Q#BO é da-
da por i < vs(z-eo) < M-i, onde M = N(N+1)/2 e

0< i< Mei. O nivel de significaﬁéia deste teste é a,

"satisfazendo
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(3.22) P, [i< Vv_(Z-8 ) < M-i] = 1l-q.

90 S o]
A distribuicaec de Zi—B0 & simétrica em torno de zero
quando a de Z, é simétrica em torno de Bo. Desta for-

ma, a igualdade acima independe de eo e temos,
(3.23) P90[i<VS(Z—GO)<M-i] = P0[i<VS(Z)<M—i] = 1-a, ¥ 8

e ¥ L continua; TI. simétrica em tornc de 905 Denote-
mos por A(l) < A(z) << A(M) as M = N(N+1)/2 semi-
somas (Zj+zk)/2’ j £ k, ordenadas crescentemente. A

desigualdade VS(Z~BO) > i eguivale a dizer gue o numero

(Zj—90)+(zk-eo)

de semi-somas [ positivas é maior
2 £k '
Z.+2
ik
que i. Ou seja, o mimero de semi-somas Q—QE——J ma-

LJ=k
iores que 90 é no minimo i+l, portanto, devemos ter
60 < A(M-i)' Por ocutro lado, VS(Z—SO) < M-i implica que
g = A;. . Colocando juntas as duas condigges, obtemos
o (i+1)

o intervalo de confianga procurado: (A(i¥l)’A(M—i))'
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Exercicios -~ Capitulo III

1. Obtenha a distribuigdo nula de Sy estatistica do
teste do sinal, guando (i) N=4j; (4i) N=5. Desenhe os

histogramas correspondentes.

2., Determine quando N=5 as probabilidades
(1) Py(n=3; s =1, Sy=2, s,=3); (ii) Py(n=3; $;=1);

(iidi) PH(n = 1; sl=1);

3. Determine a probabilidade P, (n=3; S; +...+ 8 =10)

quando (i) N=5; (ii) N=6; (iii) N=7.

L4, Determine quando N=5 as probabilidades

(1) Py(s; +.u.+ 5,=10); (ii) PL(S,+28, +...+ nS =10}.

5 Considére o teste de postos sinalizados de Wilcoxon,
para testar nulidade de efeito céntra tendeéncia de au-

mentar as respostas, Utilizando aprogimaggo nermal, de-

termine a probabilidade de significﬁncia do teste, saben-

do que N=10 e a soma dos postos sinalizados do tratamen

to é 47y,
6. Prove que as distribuigses nulas de VS e Vr sao
iguais.

7. Utilizando o resultado do problema 6, mostre que a dis

tribuigaoc nula de Vg é simétrica em torno de N(N+L)/4.
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8. Determine a distribuigaoc nula de V; e desenhe o seu
histograma quando N=5 e (i) d_= 0, d;=d,=2, ds=13

(ii) d =1, d;=2, dy=d,=1; (iii) a =2, d;=d,=dg=1;

{(iv) d =1, d =d, =2.

1

9. Mostre que PH(VEFA) = 4/32 quando d =1, d;=2, d,=1,

d,=2.
3

10. Determine o nimero de observagOes necessarias para
obter resultado signficante com probabilidade de 0.90

se A=0.25, no teste unilateral do sinal tende 0a=0.05.

Suponha F = ul-1/2, 1/2], distribuigao uniforme entre

-1/2 e 1/2. '

11. Determine o nimero de observagaes necessériés para o
teste de postos sinalizados de Wilcoxon, nas condigoes

do Exercicio 10.

12. Sejam Zj,...,Zy  independentes ¢ com distribuigao cgo

mum L simétrica em torno de 8. Considere 0s se-

guintes estimadores de 6: § = med fl/Z(Zi+Z.)];
~ S, N i< j J
8 = med (Zi) e O = N by Zi' Mostre que as distribui-

~ ~

ie=lyee,N izl
¢oes dos erros 6-6, 8-8 e

8-8 dindependem de §.
13. Nas condigGes do Problema 12, mostre que as distribui-
‘gGesde §,8 e B sHo simétricas em tormo de 8.

Sugestao: Sem perda de generalidade faga 8=0. Verifique

que 6(-Zy,...,-2y) = -e(zl,...,zN).
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Capitulo IV

Problema de s-amostras . Blocos Aleatorizados Completos

§1. Introducao.

Neste capifulo abordaﬁos, de maneira bhem sucinta,
o problema da comparagao de mais de doés tratamentos. Es
te problema & uma generalizagao natural do de duas amos-
tras. Surge, por exemplo, quande queremos comparar ffés
ou mais. marcas de gasolinaj trés ou mais dietas; éérios
métodos de aprendizagem, etc.

Uma questao simples que péde ser levantadé nesta
comparagao é a da existencia de qualquer diferenga eptre
08 tratamentos. Antes de introduzirmoslum modelo estafig
tico para analisar esta questio, vamos éupor que diferen-
gas entre os tfatamentos se‘ménifestam no nivel geral das
respostas. Isto é, no caso de haver diferengas, existe
uma ordem: um tratamenté tende a forﬁecer majores respos
tas;. outre as prdximas maiofes respostas, etc. Na éons—
trugﬁo do modelo estatistico somos ainda mais especificos,

considerando, apenas, diferencas nas locagoes das distri-

buigbes das respostas.
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- » . s
Suponhamos que N = n, +...+ 0 individuos  sao

1
retirados de uma populagao por meio de uma amostra aleatd
ria simples e n, destes recebem o tratamento 1, n, o
tratamento 2, etec., Consideremos 0O seguinte modelo estatis
tico: as respostas do tratamento 1 sho valores de varia-

veis aleatdrias independentes X com distri-

X
3 sy
11 ing
buigdo comum F,; as do tratamento 2 sao os valores de
varidveis aleatdrias independentes X sesny X ., com
) 2 2n2

distribuigﬁo ¢ omum F2 e assim por diante.
Mais especificamente, vamos tomar X .=0 + K. + 6.9

; id 1 1]
onde & ¢é um efeito geral; H; © efeito do i-ésimo tra-
tamento, 1i=l,...,5 € 0S eij izl,eevs8; J=1,4.4,N,
sho varidveis aleatdrias independentes, identicamente dig
truibuidas e com distribuigio continua. Deste modo, fica
clara ‘a semelhanga com o modelo mais simples de andlise
de varidncia (one way-layout), onde ainda é feita a hi-
potese dos €5 terem distribuigio N(O,Gz). Em termos
das diStribuigEes Fl,...,Fs, este modelo supoe que O e-
feito de cada tratamento é adicionar uma constante as resg
postas dos controles, independentemente do valor desta

resposta, ou seja: Fi(x) = Fo(xﬁii). A figura abaixo i-

lustra ‘a situagao.

JTrat.l Trat.2 Trat.3
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Queremos testar a hipdétese de nenhuma diferenca entre os

s tratamentos,
H : ul =M, Teees “s’ contra a alternativa
Hy: o0s W .'s nao sdo todos iguais.

Sejam Rll,...,R os postos dos n individuos que re-

1n1 1

ceberam o tratamento 1j R o5 postos dos que re

va e, R
21, ? 2112
ceéberam o tratamento 2, e assim por diante. Todos estes,
postos determinados na amostra global de N = T, +esed I,

individuwos. Vamos upor, ainda, que dentro de cada grupo

estes postos estao ordenados: Rll<"'<R1n1’R21<‘"<R2n2’etc'

¢ nimero de maneiras possiveis de alocar n, dos N pos

tos para o tratamente 1, n, para o tramento, etc., é
N N-nl N—nl—- . o-ns_z
{ ( 0 N | n ). que denotamos por
! 2 s-1
N »
{ ) e é chamado coeficiente multinomial.

Ty s ena,llg

Sob a hipdtese H, a distribuigao dos postos é

(4.1)
P(R =T ’--.,R =T ,oo-;R = I yese R =TI )=
H 1177113 1nl lnl s1 sl sn sns
1
= 5 .

Ty eessng

ELstamos supondo, aqui, que sob a hipdtese a dis-

. PR g _ — - — - s -
tribuig¢aoc comum F1 = F2 e e e Fs = F e continua e, por
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tanto, a probabilidade de empates é igual a ZeTo. Esﬁé
N

férmula expressa que todas as | ) . partigdés pos
nl""’ns

siveis do conjunto {l,...,N} em s conjuntos de. tama-
nhos T, «se,h sao igualmente provédveis, sob a hipdtese

H. A demonstracao §é idéntica & do caso de duas amostras.

§2, Teste de Kruskal-Wallis.

No modelo descrito, supomos a existencia de uma
ordenagao entre os tratamentos. Uma indicacao da posigao

do i-ésimo tratamento, nesta ordenagio, é dada pela média

Ril taset Rin-
de seus postos: R, = h 8
i I ni

”~ . . .
Uma evidencia contra a hipétese H é fornecida
por uma grande dispersao entre estas médiasj espera-se,
sob a hipétese H que estas médias sejam préximas umas

das outras e, portanto, préximas da média geral:

Y +evet (R, #e..+ R

(Rll +...+ R 1

. - 1n,
a1 N

sns) _(N+1)
=2

Um indice desta proximidade entre os R, 's e R | é
dado por I c [Ri_ - 1/2(N+1)]2 onde os C 's sa0 pe-
sos adequados. Dentro desta idéia, foi proposta por

Kruskal -Wallis a seguinte estatistica:
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12 > N+l 2
(+.2) Kewwry 2, M B -2

i=1

0 teste de Kruskal -Wallis rejeita a hipdtese H

de igualdade de efeitos dos itratamentos quando
K2z c,

onde ¢ é determinado por .PH(ch) =a; a & o.nivel de
significdncia fixado para o teste. A determinagio da
constante critica do teste ¢ & feita a partir da distri
buigio de K, sob a hipétese H. Esta distribuicfo pode
ser obtida da distribuigfo (4.1) dos postos

Ryp»ee«sR

. e - Y g -
lor de X os casos favoraveis & sua ocorrencia. Esta ta

R emumerando para cada vae

;-oo;Rsl,o--, Sns

111l

refa; mesmo para N pequeno, é bastante trabalhoesa. Al-
gumas tabelas sio disponiveis para pequenos valores de N,

suplementadas pela seguinte propriedade de limite:

2 .
PH(K<q) + Xs_l(C), quando min{n,,...,n } + «, onde

2
Xs-l

quadrado com s-1 graus de liberdade.

é a fungao de digfribuigﬁo comuntativa de uma qui-

Uma forma de X mais apropriada para os cdlculos

@

12 s g*
(4-3) K = NTﬁ:ij—jEl_;l—- 3(N+1),
- i
4
onde R, = X R.,. e iz=l,...,5.
i -7 1d

J
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» ~ g -
Até este ponto, supomos a nao ocoxrencia de empa-
tes. Quando estes ocorrem podemcs usar o8 postos médios,

definidos como a média dos postos das respostas empatadas.

Consideremos a seguinte configuragao de empates: as N
respostas tomam ¢ +valores distintos sendo dl destas
iguais ao menor valor; d2 iguais ao proximo menor, etc.

Denotemos. os postos médios das respostas do i-ésimo tra~

, 'S N
tamento por R ,...,R? e sua soma por R¥., A estatis
il hoy i -

tica de teste apropriada, no caso, é

[12/8(N+1)] £ R*®/n, - 3(N+1)
(LI-.I-I-) K* = = L

l-E(dz-di)/(NB—N)

Rejeita-se a hipdtese de nenhuma diferenca entre os tratza
mentos quando K¥ = c. A distribuicio nula (sob H) de K¥*
pode ser obtida calculando-se a probabilidade de- cada
arranjo possivel dos postos e o correspondente valor de
K*, Obviamente, este processo de enumeragao exaustiva é
muito traﬁalhoso. A distribuigdo nula de K* tem também

~como limite uma distribuigdo X%s-l)'

Observagﬁo: Quandc todas as respostas saoc distintas,

a. =1 Z(d2;d ) = 0 e a expressao
e 77 i~ 7il T

(4.4) se reduz a (4.3).

Exemplo 1 Os valores indicados abaixc, para as respostas

dos tratamentos I, II, IITI e IV foram simulados
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segundo uma distribuicio N(30;100). (V. pag. 69

Cochran e Snedecor).

Tratamentos -

T IT ITT TV
33 32 ~ 39 17
53 31 34 22
3h 11 33 20
29 30 33 19
39 19 33 3
57 24 39 21

- 12 53 - 36 3
24 by 32 25
39 19 32 " ho

.36 30 30 21

Vamos testar a hipdtese de igualdade de efeitos entre as
tratamentos. A tabela abaixo indica os postos médios das

respostas.

Postos Médios

T II IIT Iv
25,5 22 33,5 5
38,5 20 28,5 12
28,5 3 25,5 9

16 18 25,5 7
33,5 7 25,5 1,5

4o 13,5 33,5 10,5

b 38,5 30,5 1,5
13,5 37 22 15
33,5 7 22 36
30,5 18 18 10,5
263,5 184 264,5 108
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Uma verificagio pode ser feita notande que
R} + RY + R + R} = 1/2 N(N+1) = 820.
0 numerador de K¥* ¢

R*?

12w 2. 3(We1) = 12,302
N(N+1) i T4i

Temos os seguintes valores dos di's= 11 valores diguais
a 1, 6 valores iguais a 2, 3 valores iguais a 3 e 2 valo-

res iguais a 4. Deste modo,

b (dg - d.)

L

= 0,0036
N3 - N '

e obtemos K¥ = 12,346. Utilizando uma tabela qui-quadra
do com 3 g.f. obtemos a probabilidade de significancia do
teste: 0,0059 < P{X* = 12,346) < 0,0074. A hipétese se-

ria rejeitada, mesmo, ao nivel de 1%.

0 teste de Kruskai -Wallis reduz-se, no caso s=2,
ao teste bilateral de Wilcoxon, do problema de duas amos-
tras, BEm seguida, apresentamos no caso de s-amostras, um
procedimente adequado para detectar alternativa do tipo

unilateral. No caso de s-amostras, uma alternativa unila-

teral é dada por uma ordenagao fixa dos tratamentos, tal
como: © 29 melbor que o 12, o terceiromelhor que o 2% . etc.
Em termos do modelo estatistico apresentado, o problema
correspondenté é de testar a hipdtese

Ho: By o= “2 = e = us contra alternativas da forma
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Hy: My S My S... B

0 teste de Kruskal -Wallis ndo é apropriado, nesta situa-
950, peois rejeita Ho sempre que as médias Ri- dos pos
tos sao bastante desiguais, niio levando em consideracio a
sua ordem, Aqui, sé tendéncias crescentes dos R, SEwm

- . ad - > - »
riam evidencias favoraveis & alternativa HA‘

§3. Teste de Jonckheere~-Terpstra.

Sejam X.._ ,...,
il ing J j

mente, as respostas do i-ésimo e do j-ésimo tratamentos.

X, e le,...,X.n_, respectiva

Consideremos a estatistica de Mann-Whitney: Wij = nimero

de pares (k,L) +tal que X.,, < X. para os tratamentos

ik &’
i e j. A estatistica do teste de Jonckheere-Terpstra

€ a soma
(4.5) . W= % W, ..

0 teste rejeita H0 para valores grandes de W ou, equi

valentemente, para valores grandes de J = 2W - ¥ ninj,
: i<j

cuja distribuigao encontra-se tabelada para n; =...= D= n

e védrias combinagoes de valores de s e n. Quando N

& grande, a distribuigao de W pode ser aproximada pela
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distribuig¢io normal. Neste caso, & 1itil saber gque

(N2 -z ni)
ninj = In

' 1
(]4.6) i EHW =5 Z )
i< j

2 2
N-(2N+3) - % ni(2ni+3)
(h.7) VarH(W) = =3

Exemplo 2 As respostas dos tratamentos indicados nas tabe-
1as abaixo si3oc valores simulados de distribui-
goes: N(k,1); N(5,1) e N{6,1}). Testar H_: M, =4, =

= M3_ contra HA: By = pz = HB.

Tratamentos
I II IIT
3,49 5,00 64,33
3,00 3,72 7,11
b,o7 3,21 7,07
4,98 h,o1 6,77
2,90 ' 3,64 6,23
4,25 4,12 5,70
5,26 4,84 7,06
3,07 h,17 6,16
3,77 4,19 5,87
3,42 3,65 - 4,80

O0s valores da estatistica de Mann-Whitney sao Wip = 58,
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Wig =97 e W,, = 98. Substituindo os valores N = 30

€& n, =n, =n, = 10, calculamos EW = 150 e Var W =

3
= 691.67. A probabilidade de significancia do teste &

P(W 2 253) ~ 1-¢ (3522339,

praticamente igual a zero,

§4. Blocos Aleatorizados Completos.

Na comparac@o de s tratamentos, tratada na se-
gao anterior, a grande variabilidade das respostas pode
causar o mesmé tipo de dificuldade jd discutida para o
caso de duas‘amostras. A dificuldade foi, entzo, contor-
nada utilizando-se o esquema experimental de emparelhamen
tos. De modo andlogo, no caso de s-tratamentos, ﬁodemos
dividir os individuos em blocos homogéneos de s-indivi-
duos e fazer a comparagdo dos tratamentos entre os indivi
ducs de cada bloco. Como exemplos praticos, temos: os
animais de uma mesma ninhada; canteiros de uma plantagao
situados prdéximos; diferentes léboratérids; diferentes
professores, etc. Na verdade, o que tratamos nesta 59950
é o andlogo naoc-paramétrico do modelo de andlise de

variancia com dois fatores controlados (Two-way Layout}.
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Suponhamos, entio, que sN individuos sao escolhdios alea
toriamente de uma populagao, s destes em cada um dos N
blocos. Denitro de cada bloco, individuos sao seleciona-

dos ao acaso, sendo um para cada tratamento, e submetidos
aos s-tratamentos. Vamos considerar o seguinte modelo eg

tatistico:

Blocos
;
Tratamentos 1 2 . e N
1 Xll Xl2 . e XlN
2 X12 X22 . s e XZN
s Xsl st « e s XSN
com
(4.8) X,.=8 +a. + B, + e, i = 1ye0.498
i i i .
3 3 3 52 1a..N
onde, & ¢é a média geral, desconhecidaj aj é o efeito

1
do i~ésimo bloco e Bj o ofeito do j~ésimo tratamento.

S N
Podemos tomar ¥ 4, =0 e T =B, =0, Os erros e..
izl j=1 J *J
<30 independentes e tém a mesma distribuigdo continua.
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Queremos, entao, testar a hipétese:

H: o, =0, = sse = as contra a alternativa

H,: os a's nao sao todos iguais.

§5, Teste de Friedman.

No modelo considerado, supomos que os efeitos dos
tratamentos afetam'preponderantemeﬁte o nivel geral das
respostas, Deste modo, existe uma ordenagdo entre os tra
tamentos, um tendendo a produzir as menores respostas;
outro as proximas menores, etc.

Uma indicagﬁo de posigao de cada tratamento nesta ordena-

cdo é dada pela média de seus postos, nos N diferentes

blocos:
= _ Ril +aeet RiN
i- © N !
onde Rij é o posto do i-ésimo tratamento dentro do j-6é-

simo bloco.
Diferengas entre os efeitos dos tratamentos se refletem

em diferengas entre os Ri 's. Desta forma, valores pré-

ximos dos Ri 's apoiam. HO; valores muite distintos

» ~ - - .
fornecem evidencia a favor de H No primeiro caso, es-

A"

tes valores seriam, também, préximos de
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'(Rll Heeet RlN) Fowot (Rsl toust RsN)_
R = =
. sN .
- N X 1/2 S(5+1) - 1/2 (S+1).
sN
Uma medida da proximidade entre os valoreé dos R, 's

é a estatistica

[Ri. - 1/2 (s+1)]2.

(4.9) Q= STesTT .

0 valor de Q € igual a zero guando os Ri_‘s sao ignais
- entre si, e é grande quando existe diferenga substancial

entre os Ri 's, Assim sendo, rejeitamos H0 quando

Qz c.

Uma expressiao alternativa para Q, mais simples para os
cdlculos, é
5 N
12 2
= - R, = Z R,.
(‘!l.lo) Q m .Z Ri 3N(S+l) ’ onde i ; i3
i=1 J=1
A determinagio da .constante critica ¢ é feita a partir
da distribuigfo de Q, sob a hipdtese H,. Pode-se mos-
trar que sob a hipdtese H , e sendo os s individuos,

dentro de cada bloco, selecionados aleatoriamente para a

aplicagao,dos s=-tratamentos - todos os s! permutagSes de

).

s1]
Como as atribuigges dos tratamentos em diferentes blocos

(1,2,...,8) s30 valores equiprovaveis de (le,...,R
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sao independentes, temos

(4.11)

N

R

Py(Ryy = TygsveesRyy = Tyqie- 3R

- 1
1N=r1N""’RsN=rsN)=(gT)

onde (rlj""’rsj) é uma permutacio de (1,2,.00,8), pa
ra Jj= 1l,...,N.

A distribuigao de Q sob a hipdtese HO é obti-
da a partir de (4.11), calculando-se para cada alocagdo

possivel de postos, o valor de Q correspondente e sua

probabilidade.

y

Exemplo 3:Considere o caso N=2 (2 blocos) e s=4 (4 tra
tamentos)., Abaixo, enumeramos algumas configura

coes de postos e correspondentes valores de Q.

(a) . Blocos (v) Blocos
trat. 1 2 trat, 1 _ 2
-I 1 1 I 1 1
IT 2 2 IT 2 2
IIT 3 3 ' IIT 3 4
v L 4 v 4 3
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(C) Blocos (d) Blocos

trat. 1 2 trat. 1 2
T 1 A I 1 1

IT 2 3 IT 2 3

TIT 3 L IIT 3 2

v L 2 Iv 4 4
Q= hb.2 Q= 5.4

0 ntmero de possiveis configuracoes de postos é, neste
caso, (h!)2 = 576, ¥ fdcil ver que varias destas confi-

guragSes forncem o mesmo valor de 4. Desta forma,

” . ~
nimero de configuragoes com Q=4

576

P.(Q=q) =

Esta distribuigio de Q ¢é tabelada para diferen-
tes valores de s e N, quando estes sa0 pequenos. Pa-
ra valores grandes de N, agqui também, dispge—se de uma

aproximaggo. Temos o seguinte resultado: quande N = o,

P (ase) » x5_s(e),

onde, Xz 1 é a fungao cumulativa de uma qui~quadrado com

s-1 graus de liberdade.
No caso de ocorrencia de empates entre respostas de um
mesmo bloco, a estatistica do teste é convenientemente.mo

dificada, introduzindo-se uma corregao por empates. Seja

*

Rij o posto médio do individuo recebendo tratamento é no
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bloco j. Denotemos por Ri a soma dos postos médios

dos individuos recebendo o i-ésimo tratamento, isto &,

N .
Ri = I Rij. A estatistica apropriada no caso de empa-
J=1 '

tes &

[12/Ns(s+1)] = R¥? _ 3N(s+1)
(h.12) Q* = . = )
N J 3 o
1-X I (4l -d,.)/Ns{s“-1)
j=1 i=1 td 1

onde e denota o nimero de valores distintos tomados pe

las observacoes do j-ésimo bloco; d destas observagoes

1j
sao iguais ao menor valor, d2j ao segunde menor, etc.
O teste rejeits H_ quando: K* 2 c. A distribuigdo de
K* &, novemente, aproximada por uma qui-quadrade com s-1
graus de liberdade. - 7
No Capitulo 3 estudamos ¢ problema da comparagﬁo
empareihada de dois tratamentos. TFToram, entao, apresenta
dos os testes do sinal e dos postos sinalizados -de
Wilcoxon. 4 comparagao de s tratamentos no caso s = 2
se reduz ac da comparagao por pares, E .interessante veri
ficar o que ocorre com o teste de Friedman neste caso.

Designande por A o nimero de blocos onde o tratamento 1

obtém ¢ posto 1 e o tratamento 2 o posto 2, ltemos

N-A + 2A A

R, oA 208-8) S1 A

1 N

A
2 - B =7 w

Substituindo estes valores na expressao de Q, vem
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] | )
((2-%-D + @+ 5- 27 = ik - 1=,

12N
Q=23

De acordo com o teste de Friedman, rejeitamos a hipdtese
de nenhuma diferencga entre tratamentos quandoe R ¢ sufi-
cientemente grande ou, No CAaASO0, quando }% - %4 é sufi-
cientemente grande. Por outro lado, ‘A representa o mi-
merc de pares onde a résposta do segundo tratamento menos
a resposta do primeiro é positiva., A condigao de rejei-
gdo se reduz, portanto, no caso ==2- & do teste bilateral
do sinal, . O desempenho do teste de¢ sinal é, geralmente,
mais fraco gque o do teste de postos sinalizados de
Wilcoxon., Na verdade, aquele deve ser uti;izado tao so-
mente, nos casos onde se conhece, apenas, o tratamento de
maior efeito no par. ,No teste dos postos sinalizados de
Wilcoxon é levado em consideragﬁo o valor da diferenga en
tre as respostas dos dois tratamentos no par. Isto, em
-geral, aumenta bastante a capacidade de detectar diferen-
cas entre os dois tratamentos. FE natural, no caso de
mais de dois tratamentos, do mesmo modo, procurar melhorar
¢ desempenho do teste de Friedman. A seguir, daremos uma

breve descrigao de comno fazé-lo.
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§6. Postos alinhados.

No teste de Friedman, a atribuig¢ao de postos aos
tratamentos é feita dentro de cada bloco. Tal procedimen
to torna o teste, principalmente quando s é pequeno,
‘muito pouco sensivel. Por outfo lado, nao tem sentido a
coﬁparagﬁo entre blocos, devido ao efeito de bléco. A
idéia é eldiminar, de certa forma, o efeito do bloco, sub-
traindo de‘cada observacio deste, uma estimativa de sua
locagﬁo. Para este fim, pode-se utilizar, por exemplo,

a média ou mediana das observagbes do bloco. O método
acima 4 chamado de alinhamento das observagoes.
Designemos por ﬁij o posto alinhado , ou seja, o posto
de observagao alinhada do i-ésimo tratamento no j-désimo
bloco no conjunito de todas as sN observagaes alinﬁadas.

Uma motivagao andloga & descrita para o teste de Friedman,

fornece a seguinte estatistica de teste:

[Nﬁi_ - 1/2 N(sN+l)]2,

- s=1 s

4. = -
( 13) Q I (Rij_R.j)d i=1

Mz

onde, ﬁ

. R../N é a média dos postos do i-ésimo
ie . ij
J=l a s
tratamento mos N blocos e R : = I R../s §é a média
i=1 Y
dos postos dos s tratamentos no j=-ésimo bloco.

A~

Para valores grandes de sN, a estatistica @ é aproxi-

madamente distribuida como uma gui-quadrado com s-1 graus
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Exemplols A tabela abaixo (Snedecor,pag. 297) fornepe os

valores das observagoes para um experimento si=

malade de acordo com ¢ modelo da

pagina 140,

Na geracdo,

os erros €., sao N(0325).
w=30
Blocos
Tratamen= Soma dos Postoa
tos By=1 L Bq= (%,
30 30 30
10 10 10
51810 1 4 3
=11 -7 3
xy,=30 (2} x,,=29 {2} x13=u6 (4) 8
10 30 30
3 3 3
Gam3 1 A 3
1 5 -3
xy1235 () x,,m38 (4) x,4=33 (3) 1
30 30 30
o <] 0
a =0 1 -k 3
0 4 -1
x31-31 (3) x32=30 (3) x32-32 {(2) 8
30 30 30
=13 -13 =13
ay=-13 1 " 3
2 -2 1
xh1-16 (1) wgy =1l (1) X421 (1) 3

s=h

Temos entao

Utilizando o teste

a2
W
il

Rl3

R23

Ras

Ry 3

-ah.

tratamentos e

N=3 ©Dblocos.

de Friedman vamos testar a hipdtese

Os dados acima fornecem

2+ 2+ 4
b + b + 3
34+ 3+ 2

1 +1+1

il
Q0

11

1]
m .

i
W
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Os postos se encontram, na tabela acima, entre pa

rentesis.

12
Q= ETEE

X 258 - 3X3x5 = 6,60

A ﬁrobabilidade de significancia do teste &

P(Xg = 6,60) = 0.0858; a hipdtese nioc seria éejeitada
para o = 5%.

Para este mesmo conjunito de dades vamos considerar os pog
tos alinhados. Utilizaremos a média em cada bloco para

alinhar as observagoes.

Observagoes alinhadas

Blocos
Tratamentos 1 2 3 ﬁi-
1 2 (6) 3 (7.5) 13 (12) | 8.50
2 7 (10)- 8 {(11) o (5) 8.67
3 3 (7.5) 4 (9) -1 (4) 6.83
4 -12 (2.5) =15 (1) -12 (2.5) | 2.00
ﬁ_j 6.50 7.13 5,58

Os pontos, no conjunto de todas as observagSes, encontram-
se na tabela acima entre parentesis. Temos a = 9,11 e
a probabilidade de significlncia do teste é P(Xg = 9,11} =
~ 0.0237. A hipdtese seria rejeitada pelc teste Q ao

nivel de 5%.
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Exercicios - Capitulo IV

1. Utilizando a f£érmula (4.1), determine, para o caso em

que n ;2,'n2=3, n3=3, as probabilidades

1=
(i) - PH(R11=1, Ry,=23 Ryy=3, R22=h, R23=5)

(ii) PH(R11=117R12=3; R21=5, R22=6, R23=7)
(idid) pH(Rll=1, R21=2)

(iv) P (R

q 1, R, =2}

11 12

(V) PH(Rll=l’ R21=4)

(vi) PH(R11=1, R, =2, R31=3).

5. Ache a distribuicfo nula da estatistica X para os oca

508 (i) s=3, n1=n2=1, n3=6; (ii) 5=73, nl=n2=n3=2.

3. Considere a tabela de'contingéncia 2xt abaixo

Respostas

Tratamentos | . Total
A Al Az . e e At m
B Bl 32 . e - Bt n
dl d2 « e . dt N

Considere, agora, as t respostas como t-tratamentos e
os 2 tratamentos A e B como as duas respostas possi-

veis de cada um dos tratamentos. Atribua escore 1 ao tra
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tamento A e escore 2 ao tratamento B. Mostre gque a soma

dos postos médios correspondentes & i~ésima resposta é

. * _ o (m+l n+l
i) R} = 4, ( 5—) + B;(m + —5=)

ii) Mostre que a estatistica de "Kruskal -Wallis" pa-

ra os t "tratamentos" com duas respostas é dada

por s
A 2
=% _ N(N-1) i m
K* = —m— @ - §)-
4. Amostras de ftamanhos m e n (m+n = N) sao retira-

das de uma populaggo e designadas para os tratamentos
A e B, respectivamente. Suponhamos que as respostas pos
siveis sao 1,2,...,t. Sejam FA a FB

das respostas, respectivamente, sob tratamentc A e B.-

as distribuigaes

. - -~ L] .
Considerando a tabela de contingencia do Exercicio 3, mos

tre que

m 2, a,
(i) P(Al=al,...,At=at) = (al,.._,at) Ty eee Ty

onde nl""’ﬂt sao, respectivamente, as probabi-

lidades das respostas 1,...,t sob a distribuigdo F,.

(ii) sSendo T,,...,MT, como definidas em (i) e

’

ﬂl""’r;’ respectivamente, as probabiljdades das

respostas 1l,...,t =sob a distribuigao FB; entao, sob a
?

£ temos

.. o _
hipotese H: Ty = TMyseae,l = m
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PH(Al=al,...,At=at; Bl=bl,...,Bt=bt) =

m n al+b1 at+bt
)@ caa T .
l""’bt 1

= (al,...,at (b

(ii) A distribuigdo condicional de Alseearhys B.oy.eesB

1 t?

dada a configuragao de empzies (dl""’dt) é

PH(Al=al,...,At=at; B1=bl,ag.,Bt=bt]d1,...,dt) =
m n

( )¢ o)

7
al,...,aﬁ bi""’ t

(

dl,.},?dt

com ai+bi = di’ i=l,s0.q%0

5. Amostras de tamanhos Gy vnesthy (dl oot dtsN) sao
retiradas &e uma populagio = designadas para os trata-
mentos l,...,t. Suponhamcs gi=z as respostas possiveis
sdo A e B, Sejam F., d=1,...,t as distribuigoes das
respostas dos tratamensos, oride Fi atribui probabilida.
de D, a A e a; & B. rorsiderando a tabela de con-

3 ~ L3 0 i
tingencia do Exercicic 3, mestie que

dl dt m n
(i) PH(Al=al""’At=a¢) = (al) .es (at) p+q , sob a
hipétese H: F; =...= T, sendo p o valor comum

dos pi's e q o valor comum dos qi's.

-

(41) & distribuigao condicional de Al""’At;Bl""’Bt



-153-
dada a configuracé@o de empates (m,n) &

Bl=bl,...,Bt=bt| (m,n)) =

PH(A1=a1""'At=at;
d d N
1 t
= (@) e (/)
onde a; teeat at =m e b1 +aan¥ bt = N~m,

(iii) A probabilidade obtida no item (ii) deste exerci

cio é igual &4 obtida no ftem (ii) do Exercicio 4.

6. Observe, no texto, o esquema experimental, na defini-
¢ao da estatistica K* de Kruskal -Wallis, Compare
este com o utilizado na definiggo da estatistica R*, no
item (ii) do Exercicio 3. A partir do resultadc obtido
no ftem (iii) do Exercicio 5 que conclusdo podemos tirar

sobre as distribuigdes de K* e K* 9

7. Na derivagao da expressdo de K¥, no Exercicio 3, mos-
tre que esta nio se altera quando atribuimos, no lugar
dos escores 1 ¢ 2, escores a e b para os tratamentos

A e B. S

Rres f;uskal -Wallis se reduz ao tes.

8. Mostre que o e

nstlany

te bilateral de Wilc&xon, no caso s=2.

9. Mostre que a distribuigEO da éstatistica J, definida

no texto, é simétrica em torno de =mero.
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10. Considere trés tratamentos A, B e C e suponhamos gque
na compara@%o dos mesmos foram utilizados 4 blocos.
Ache, sob a hipdtese de nenhum efeito de tratamento, a

probabilidade do tratamento A obter:

(i) posto 3 nos L blocos
(ii) posto 3 nos treés primeiros blocos e posto 2 no
dltimo -
(iii) posto 3 em tres blocos e posto 2 na outro restan-

te.

11, Com s tratamentos e N ©blocos qual a probabilidade,
sob a hipétese de menhum efeito de tratamento, do pri

meiro tratamento ter posto 1 em todos os N Dblocos?

Qual a probabilidade do primeiro tratamento ter posto 1

e o segundo posto 2 em todos os N thlocos?
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APRNDICE

Incluimos neste apéndice, de modo bem sucinto, al
gumas definigaes e conceitos necessérios 4 compreensao do
texto., Na verdade,.o material & apresentado a titulo de
recordagao, sendo considerado como pré-requesito para o

curso de Nao-Paramétrica.

Dizemos que (Xl,...,Xn) é uma amostra aleatdria

de uma distribuiggo ¥, se Xl""’Xn sao varidveis a-
leatdrias independentes com a mesma fung50 de distribui-

¢ao F, isto &,

P(X;sx) = F(x) = F(x) % x¢€ R, di=1l,...,n e
s

1
(4.1) Py, erxy) = Flx)) on F(x),
X5 eeesX,
onde Fy x ¢ fungdo de distribuigdo conjunta de
1y n

(xl,...,xn).

Na prédtica, dois tipos de fungdes de distribuigdes
sao de interesse, em Estatistica:

Funcao escada correspondente a variavel aleatdéria tomando

valores discretos al'< a2 < e em mimero finito ou enu

merdvel com probabilidades pl,pz,...,Epizl, respectiva-

mente. A fungao de distribuigao apresenta saltos nos pon
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tos al,az,... e permanece constante em cada um dos in-
tervalos [ai’ai+l)‘ 0 salto em a; 6 igual a P;. A

fungie de distribuigaoc fica entio definida a partir da

funcdo p(ai) = P(X=a;) = p;, chamada funcio de probabi-

lidade de X; F{(x) = I p(ai).
- ain

0 segundo tipo de fungao de distribuigao ¢ chamado abso-

lutamente continua. A fungﬁo FF, neste caso, admite uma

representagao da forma

(a.2) F(x) = r(x)dx,

.-

onde f & chamada de densidade de probabilidade. Se £

é continua no ponts x, temos ¥’ (x) = f(x). Alguns e~
xemplos de distribuigoes discretas e de distribuig¢oes ten
do densidade sao apresentados no -Capitulo I. A condiQEO
de independéncia (A.1), das v.als Xyse+.,X , mo caso

discreto, fica

(2.3) pxl,_“,xn(xl,.;.,xn) = plxy) plxy) e plx,)s
' v (xp,eeexy) € R,

onde py Xn(xl,...,xn) = P(X1=x1f""xn=xn) é a fun

1recee

950 de probabilidade conjunta dos v.a's X X No

XipesesX e
caso de F ter densidade, a densidade conjunta de

Xl,coogxn é
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(a.b4) fxl,...,X (xl,...,xn) = f(xl)-f(xz)...f(xn)
¥ (xl,...,xn) ¢ R™,

- - . . ~t . -
Dizemos que a distribuicaoc de uma variavel alea-

téria X € simétrica em torno de mero se X e <X tem

- a mesma distribuigcaoc: P(Xsx) = P(,xggj, M x € R. Quan-

A

do F, fungdo de distribuigdo de X,.”é continua
(A.5) F(x) = 1-F(~-x), . ¥ x € R.

No caso discreto, X +tm distribuigao simétrica em torno

i
2

de zere se
(A.6) P(X=x) = P(X=-x), & x € R.

No caso de densidade, a condigao (§.5) éVeqpiva1ente a
£(x) =,f(-x)l ¥ x € R.

Exemplos de distribuigSes simétricas em torno de zero:
N(0,1), Exponencial dupla padrio, Cauchy padrfio. As den
sidades destas distribuigoes sao daﬁés no Capitulo I.
Observe que estas distribuigges sEo,_ainda, simétricas em
torno de zero quando o parﬁmetro de 1ocag50 a=0 e o pa-
rametro de escala b tem um valor qualquer (V. pag.10 do
Capitulo I).

Uma varidvel aleatoria X tem distribuicao simétrica em
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torno de & se X-a tem distribuigdo simétrica em torno
de zero.
Exemplos: Normal, Cauchy, exponencial dupla com parametro

de locagao a.

Os elementos distintos de uma familia de distri-
wbuigﬁp sao0 caracterizados por terem valores distintos de
alguma caracteristica numérica, denominada parﬁmetro da
dis#ribuigao. Como exemplo, vimos, no Capitulo I, os pa-
rametros de locagao e escalas a e ‘b. Abaixo discutimos
a gerégao de familias de distribuigbes a partir destes pa
rametros.
Consideremos uma varidvel aleatéria X com distribuigao
F0 Seja agora a v.a., Y = X+a, obtida por uma mudanca
de locagBo. Denotemos a distribuigao de Y por F,, e
consideremos a familia de todas estas distribuigges com

o < a < . BEsta familia é chamada familia de locag@o

gerada pela distribuicio ‘Fo’ e a é um parametro de Ig
cagio. Assim, a distribuigdc F_  é dada por

Fa(x) = P(¥sx) = P(X+asx) = P(X<x-a) = Fo(x—a), e nos

referimos & {Fo(x—a)} como familia de locagao com pa-
atR

rametro de locagdo a. Se Fa(x) tem densidade fa(x),

~
entao

£_(x) =-%—Fo(x-a) = £_(x-a)

e a Tamilia é dada por {fo(x-a)] R’ 0s elementos desta
a
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. - ~ . ~ -
familia tem densidades com a mesma forma e sao cbitidas
umas das outras apenas por deslocamento da posigﬁo. Ob-~
serve, ainda, que se H ¢é a média de T , entao H+a &

: o

a média de F,- A variancia fica, contudo, inalterada,

Var(Y) = Var(X-a) = Var X ¥ a € R,

para todas as distribuig¢oes da familia,

. - P KTt
No caso de familias com parametro multidimensi&at

nal (a,b), chamamos a parametro de locagio da familia
se esta é da forma F(x-a,b), oﬁ, no caso de densadades,
da forma f(x-a,b). Ista eguivale a di%er que se a dis-
tribuigdo de X tem parametros (a,b), entio a distri-
buigdac de X-a -tem a distribuigao com parametros (0,b),
pois -

P(X-asx) = P(X<x+a) = ¥(x+a-a,b) = F(0,b).

1 20 .
Exemplos: 1. Normal: £ 2(x) =— ¢ y M é pa-

M,0 - Jamg

rametro de locagao, pois podemos escrever

f 2(x) na forma f(x4i,02) com f dada por
H,0
1 e-tz/zc2

2 —
r{t,c”) = Wi

2. Exponencial dupla: f_ . {x) =1 e-|x-a|/B, a & pa-
a,p 2B
rametro de locagao, pois podemos escrever £, B(x) =
*

= f(x-¢,p) com f dada por f(t,B8) = §§ o-1t1/8,
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De modo analogo ao que foi feito para familia de

locagao, podemos gerar umna familia de escala a partir de

uma distribuigdo dada. Seja X uma v.a. com fungao de

distribuicio F, e seja b > 0. Denotemos por F, 2

funcao de distribuigio de Y = bX. O conjunto {F.} é
_ b ps0

chamado familia de cscala gerada por F,;, ¢ 2 é o pa-

rametro de escala. A relagao entre as funcoes de distri-

buigbes de X e Y é F (x) = P(vsx) = P(bXsx) =
= P(Xx/b) = Fi(x/b). No caso de F ter densidade, temos
dr_{x)
LY 1
fb(x) = _d._"\_ = Ffl(x/b).
Deste modo, as funQSes de distribuigaes podem ser escri-

tas na forma Fl(x/b), e no caso de densidade, na forma

1/b fl(x/b).

Exemplo: Normal N(O,cz), neste caso, o0 & parametro de
escala, pois 2

1 20
T (X) =@ ’
°r. Jamo
2
1 -t /2

E

basta tomar T,(%) = e obtemos fo(x) =

= = (x/0).

Podemos definir parametro de,escala também no ca-
so de familias com dois parametros. Neste caso, dizemos
que b é um parametro de escala se as fungaes de distri-

buigio de familia sdo da forma Fl(x/b, a) ou as densida
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des da forma %—fl(x/b, a). Isto equivale a dizer que se
X tem distribuigdo com parametros (a,b), X/b tem dis-

tribuigcao com parametros ({(a,l).

Exemplo: N(p,cz), neste caso ¢ €& um parametro de es= |
cala. Tome b =0, a=t/0 e fl(u,v) =
_(uv)® f
= 1 e 2 . E fdcil verificar, de outra maneira, que

J2m

se X tem distribuicdo com parametro (k/o,1). 0s dois
processos de geraggo de familias de distribuigaes podem

ser combinados. Para isto, consideremos uma v.a. X com

distribuigao Fo 1 e facamos a transformagao linear:
L]
Y = a+bX, b > 0. A familia (F ) das distribui-
a,b
acR
b>0

gaes de Y com a e b wvariando, forma o gque chamamos

de familia de locagao—escala, gerada da distribuiggo pa-

drao Fo,l' A relacgao entre Fa,b e F e dada por

X=a X=2a
Fa’b(x) = P(a+b}{5x) = P(X < &) = Fo,l(T)’

Portanto, outra caracterizagao desta familia é de ter as

distribuigges da forma
X
P o
(A-7) (0,1)( b )

ou, nc caso de densidades, da forma

(a.8) ‘ %f(c’l)(%).
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De maneira equivalente, se a distribuigao de Y & um ele

N ~
mento da familia com parametros 'a e b, entao

0,1

As Ffamilias de distribuigaes apresentadas no Capitulo I,

tem a distribui¢3o padrao F_ ..

foram obtidas pelo método de geragcao acima.

»

Outros parﬁmetros jimportantes da distribuigao F

s30 a média ou variancia da populagao:

Média
reci= 4o
Hy = EX = xf(x)dx onde f §é a densidade de F.
-C0
Variancia
2 2 2 2
Ox = Var X = E(X.-p.x) = BXY - py

Observagoes: 1. O parametro de locagio & igmal a média
guando a distribuicio padrao da familia
de locagBo tem média zero: Hy = a +Hy e ly=2a 36

My = O

2., 0 parametro de escala & igunal a variancia quando a dig
tribuigio padrdo da familia de escala tem vapriancia 1:
2 2 2 2 2 2

O'Y=b Ux e O'Y=b se J = 1.

- n“ - - ~ -
A média e a varifncia de uma combinagao linear de

V. a.t's, satisfazem



i=1 E i 1 i
n n 2
Var( I a;X;) = ¥ af var(X,) + I a.a.  cov(X,,X.)
i=1 i=1 + ig; *t 4 td

~ -
onde a;sss.,a, sAa0 constantes, e a covariancia entre
Xi e Xj é dada- por

-COV(Xi,Xj) = E[ (Xl'ﬂ'xi)(x‘]“ux‘])] = E(X:LXJ) - H‘Xluxa-

Se as v.a.'s aleatdrias XireeosX sao indepen-
n

e

dentes, entao E(Xin) = E(Xi)E(Xj) “xfixj

cov(Xi,Xj) = 0, 1logo

o 2
Var( I a.X.) = aj Var(Xi),

1 1 .

Il
i=1 i=

1

0 coeficiente de correlagEO entre as variaveis X

cov(X,Y) :.

p(x,Y) =
9x%y

Qutro pafmetro importante, relativo a locagao da
distribuigdo, é a mediana: .
m = mediana de X, é o valor que satisfaz
P(X%<m) = 1/2 e P(m) < 1/2.
Uma estatistica é uma funcdo das varidveis alea-

térias amostrais. O esquema a seguir, esclarece a defi-

nicao:
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T(Xl,...,Xn) é uma estatistica,.

Estatisticas utilizadas frequentemente s3ot

n
1. Média Amostral: X=1/n =& X..

2, Desvio padrao Amostral: 8 = 1/n E(xi-i)z.

3. i-ésima estatistica de ordem: Considere T(Xx,,..09x ) =
1 n

= (x(l) ,...g,X(n)) onde (X(l),-co,X(n)) é a permuta-—
gao de (xl,...,xn) tal que (1) < X(2) <eee X0
(supondo os x; s distintos). Tome, agora T(Xl,...,Xn) =

o= (X(l),...,X(n)). A i-ésima estatistica de ordem é X(i)'

Observagaoz Nao € verdade que X(i) = Xj para algum
1< j<£ n; o gue temos & X(i)(w) = Xj(w)
para um dado w e algum J. Quando variamos w, J Ppo-

. de wvariar.,
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Iy, Mediana das observacoes: Se n = 2k+l, med(Xl,...,Xn)=

= X(k+l); se n=2k, med(Xl,...,Xn) = %-(X(k)+x(k+l))'

5. Combinacoes linecares das observagoes: alxl Faest aan

com al,...,an constantes.

6. Combinacgoes lineares das estatisticas de ordem:

a]_X(l) +ae et anX(n) .

Observagoes: a) Nioc é verdade que alxl +eeat aan =

=,alX(l) Fawak anX(n) (Por que?).

b) A média é uma estatistica do tipo 5, com a; Se..= a, =

1/n e é também do tipo 6.

¢) A mediana é uma estatistica do tipo 6 com a .1 = 1 e

- s
a; = 0 se 1#k+1, no caso imparj a, = 1/2, a1 =

=1/2 e ai}: 0 se if k e i#k+l, mno caso par.

7. Postos das observagtes: O posto de X. & o mumero R

i i

de observagaes menores ou iguais a Xi' Considere

1, se x= 0
u(x) =
0, se x®=< O

Podemos eXxcrever Ri = u(Xi-Xj), l< i< N. Se a

Jj=1

I NTI w

distribuigﬁo dos Xi's continua a.probabilidade de ob-

servagges com o mesmo valor é mero. Os valores dos Pos-

tos R Rn’ neste caso, formam uma permutagao de

12"
(1,...,N).
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8. Estatisticas do tipo: alch + a20R2 +ooat ancRn onde

B seessd © CoyesesC saoc constantes. 0Os a.!'s
17°°**%n 1? 'n i

~ ~
sao chamados escores & 0S ci‘s constantes de regressao.

LX) e

Z

Exemplo: Considere duas amostras (x

(Yl,...,Yn). Seja (2 L qreesl )

12yt m+n

a amostra conjunta, onde Z.=X, di=l,...,m e Z.=Y. pa=-
I 1 1 1

ra i =m:¢l,...,¢+n e R_,...,R os postos dos Z.'s.
1 m+n i

Tomando ai=i, ci=0 se 1< ism e ci=l se m+l =£i=<
11

< m+n, obtemos W, = b R. gque é a estatistica de
i=m+1

Wilcoxon, definida ne Capitulo ITI.

Estimadores sao fungoes das varidveis aleatérias

8(x ses a3 X ou seja estatisticads, utilizados para es-
1 n’’ J

l"“!

0 que desejamos, porém, é determinar estimadores satisfa-

timar, 8, parametro desconhecido da distribuigaoc F, de
(Xl""’xn)' Em principio, gqualgquer fungao §(Xl,...,Xn)
de X Xn poderia ser tomada como estimador de 8.

zendo certas propriedades.

Estimadores nac viciados:

a(Xl,...,Xn) é um estimador nio viciado de g(8) se

o e(xl,...,xn)=g(9), ¥ 8 €8,
onde Ee é a esperancga calculada a partir da distribuigao
F e ® é o conjunto de valores do parametro.
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Exemplo: Seja Xl,...,Xn uma amostra de uma distribuigao
n
tendo densidade f{x3;8), entdoc X = 1/n I X,

+o i=1
é um estimador nao viciado de g(9) =J, xf (x368 )dx.

[oo]

Estimador Consistente

en(xl,...,x ) é um estimador comnsistente de 8 se

n

1im Pe(lgn—9| > g) = 0, para qualquer € > O,
14 oo

Estimador com erro médio quadrdtico minimo

*¥ & um estimador de 8 com erro médio quadratico mini -

)2 )2

8
mo se Ee(é*-e < Ee(ﬁ-e , ¥ 8 €@ onde B é qualquer
outro estimador.

Se 8§ & um estimador nio viciado de §, o erro médio

Il - ~ e -
quadratico se reduz a variancia

~ 2 ~
EB(G—B) = Vare 8.

Exemplo: Se (X ,...,Xn) é uma amostra de uma N(u,l)

1
- n -~
entdc X = 1/n X X; ¢ um estimador nao vicia-
i=1
do de minima varidncia de .
Seja Tn uma sequéncia de variaveis aleatdrias

e F uma distribuigao continua. Entao T, tem distri-
‘buigao limite F se P(T st) + F(t) quando n + =.

Quando a distribuicao de T, tende para a distribuigao

de T, denotamos por Tn—Ea-T.
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Estimador Assintoticamente Normal

A

8, é um estimador de @, assintoticamente normal se

Ja(8_-8) —2=n(0,0%(8)).

Exemplo: Sob certas condigdes de regularidade, estimado-
res de Maxima Verossimilhanga saoc consistentes

e assintoticamente normais.

Uma comparagao assintdtica entre estimadores pode ser

= N 2 : P s N 4 2
feita utilizando a vari@ncia assintotica © (8). sSob
certas condigoes de regularidades os estimadores de Maxi~
. ~ . - . 4 hig Pl .
ma Verssimilhanca sao eficientes, isto &, tem variancia

assintética minima,

Os estimadores comentados acima sao chamados

estimadores pontuais. Ouitro processo de estimagﬁo, que

a0 mesmo tempo-fornece o estimador e a sua precisgo, é
por intervalos de confianca. Neste caso, © estimador &
dado por intervalo de extremos (u,v), onde U e V
sio fungles das v.a.'s amostrais.

Um intervalo de confianga para 9. com coeficiente de
confianga (1-a) ¢é um intervale aleatério (U,V), tal
que

PG(U < fp < V)= 1-a v 8 € 0.

Teste de Hipdiese

Seja X ;se.sX

1 , uma amostra de uma distribuiglo
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F. Suponhamos que ¢ modelo estatistico especifica gque
F & &, onde ¥ é uma dada famflia de distribuigoes.

Uma hipdtese estatistica é uma afirmagido do tipo F ¢ g,

onde ¥, € ¥. Suponhamos, para fixar idéias, que F se-
Jja parametrizada por um conjunto ®, isto é, cada elemen
to B € @ especifica um sé elemento de ¥. Neste con-

texto, uma hipdétese estatistica é uma afirmagao do tipo

-

8 € @, 6 onde ®, < 0. A hipdétese estatistica 8 ¢ e, ¢

usualmente denominada hipétese nula e representada por

HO:-B € @0- A hipétese 8 € @-@0 é denominada hipétese
alternativa e representada por Ha: B ¢ ®-®o. Muitas ve-

zes, no lugar de H utiliza-se, H K, etc. Quando o

A 1?
conjunto @  é unitdrio, @, = {90}, a hipdtese
Ho: 8=0 é dita simples, caso contriario € composta.

Exemplo: X Xn i,i.d. N{(8,1)

12
H :"8 s 8, contra H_: g > So.

Neste;exemplo @ = R, @, = (_m,eoj,

Um teste de uma hipdtese estatistica é uma regra que pos-
sibilita tomar a decisfo de aceitar ou rejeitar Ho, com
base no valor de-uma estatistica. Esta é derominada es-

tatistica do teste.

A regra de decisdo ¢é dada pela fixagao de um subconjunto-

R no contradominio da estatistica de teste T, denomina
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do regifio critica ou regido de rejeigao. Se

T(xl,...,xn) € R, entao rejeitamos a hipdtese.

Exemplo: X ,... X, di.i.d N(s,1).
H: < O contra H_: & > 0.
[s] a

Considere o teste: rTejeite se X = 2.
: ‘ n
X)=X=1/n T X, éa estatis-
n - j=1 1

tica do teste e (2,») ¢ a regido critica. O valor 2,

Neste caso, T(Xl""’

-

neste exemplo, é chamade valor critico.

A escolha da regido critica é feita levando em

consideragao as probabilidades dos erros:

erro do tipo I - é o erro de rejeitaf a hipdtese H_

quando esta é verdadeira

erro do tipo II - é o erro de deixar de re jeitar Ho

quando esta é falsa.

v

As probahilidades destes erros sao, respectivamente,
o)
B(8)

Pe(T ¢ R) para 0 € @, ‘

1

PB(T ¢ R) para 8 € 8-@ .

O tamanho do teste é dada por sup a(8).
8¢,

Exemplo: No exemplo anterior, a(s) = Pe(i = 2) =
= 1-8(/n(2-8)}, 6 s 0, onde & é a funcao de

distribuigao de uma normal padrac. Para o erro do tipo II,

>
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B(8) = P,(X < 2) = 8(Wn(2-8)), 8 > 0.

.

0 tamanho do teste, neste caso, é

sup a(8) = 1-3(2/n).
820

- « . N . - N . .
0 nivel de significancia do teste é um limitante nominal

selecionado para a(8), 0 ¢ ®0.
No caso discreto este nivel ni3oc é usualmente a-
tingido, fato que ocorre nos testes nio paramétricos apre

sentados.

. L3 - L3 ~ -
Dizemos que o teste tem nivel de significincia

exato @, quando max a(f) = q.
— 8€8

Consideremos agora o problema de testar

HO: 8 = B0 contra HAz A > 60.

Suponhamos que o teste estatistico utilizado para testar

a hipétese acima tenha a forma

Rejeite H_ se _T(xl,...,xn) =t .

Seja t = T(xl,...,xn)_ o valor observado da estatistica

de teste. A probabilidade
o = PGO(T(Xl""’Xn) > )

é demnominada probabilidade de significincia do teste. Se

o nivel de significancia exato do teste ¢q = Pe (T = to)

[s)
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& maior que @ TrTejeitamos a hipdtese HO ao nivel de w.

Y

Observe gque Se O = Pe (T =2 t) = PGOCT2t0)=G. é porque
tz t, e devemos rejeztar H, ao nivel a. Desta for-
ma, basta calcular a probabilidade de significancia e
comparar com o nivel de significancia hominai adotado.

Nao é necessdrio determinar % correspondente ao nivel

&. A probabilidade de significancia fornmece a probabili-

dade de, sob a hipétese, obter-se um valor t2o exltremo ou
mais extremo gue o observado. Se esta probabilidade é
pequena, a hipdétese deve ser rejeitada. Ou, ainda, dize-

~
mos que o valor. t é significante ao nivel a = Q.

A funcao poténcia de um teste é Tm: @ + R dada por

n{e) = Pa(Te R), B € @,

ou seja, a probabilidade de rejeitar H quando © valor

il ” s
do parametro é §. Temos ainda

n

m(8)
m{8)

a(p) *para B € @ e

i,

1-p(8) para 8 € 0-8 .

Exemplo: No exemplo anterior, a.fungﬁo poténcia do teste
é dada por
ﬁ(B) = PB(XZ 2) =1-§(ﬁ(2-—9)), - < B < o,

Um teste & nao viciado se

w(g) = sup a(8) ¥ 0 € 8-8
CIN
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isto €, o valor da potencia do teste para valores do paré

metro na 8lternativa é maior que o tamanho do teste.

Um teste de tamanho q & mais'poderoso na alternativa

91 € 8-8_, se nenhum outro teste, de tamanho no maximo a,

- . -
tem potencia maior contra a mesma alternativa. Isto ¢, a

poténcia m* do teste mais poderoso em 8’ , satisfaz:

m*(e,) = nis,)

onde T & qualquer outro teste tal que sup w(8) =
B :Id)
s sup m*(8). °
1sc)

Se o teste tem tamnho ¢, e é mais poderoso contra qual-
quer alternativa 8 € @-@0, dizemos gue ele é uniforme=

memente mais poderoso de tamanho o.

Um teste é consistente na alternativa 8 € @-@O se sua

poténcia 1T satisfaz

1im w(8) = 1,
g I-]

onde a estatistica do teste é baseada em 1n v.a.'s amos~ ;

trais Xl,o-ogxn-

Relagao entre testes e regides de confianga

Considéremos a hipétese estatistica
H(eo): €=g, contra H,: 9#90.

Quando 90 varia obtemos uma famflia de hipdteses esta-
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tisticas {H(8 )} . Seja T a estatistica do teste,
°776 €0

e para cada hipdtese H(GO), consideremos a regiao cri-

tica R(eo) correspondente ao nivel de significancia o,

isto e,

PBO(T € R°(e,)) = 1-a M8 €0,

onde Rc(eo) é a complementar de R(BO), ou seja, a re-
gifdo de rejeicdo.’
Seja, agora, para uma dada enupla de valores observados

xl""’xn’ o conjunto

S(xl,...,xn) = {60; T(xl,...,xn) € RF@O)},

como B € S(xl,...,xn) & T(xl,...,xn) € R°(8,) entdo
c
Pe(e € S(X ,ee0nX )} = PG(T € R(8)) = 1-a, ¥ 8 €0

e S(Xl,...,Xn) é uma regiao de confianga de nivel de

confianga 1l-g para 6.

Exemplo: Considere X;,...,X =~ v.a.'s i.i.d N(B,Uz)
com 0% desconhecido. Seja testar-a hipdtese
H(eo): 6=6  contra a alternativa Hy: B#GO. 0 teste
cldssico para esta hipdtese é o teste t-Student cuja re-
gidao de aceitagao é dada por
'i_go
s/Wn

rd a I3 Y ~ &
onde 0 & o nivel de significancia do teste

'ta/z < < ta/z
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s =% (Xi-)-()z/(n-l)

tm/2 - é-0 valor tal que P(Tn-l > ta/Z) =a/2 com Tnnl

tendo distribuig¢ao t-Student com n-1 graus de liberda-
de. Deste modo
X-8

P, (-t <— 2 < % ,.) = 1-a ¥-08_ €8
8, a/2 S/WE a/2

[a]

e
P, (Rt ) < 8 < X4t ,—) =10 %8 €0
90 C(./2 .In o] G,/2 fn o

logo ()-(-ta/2 s/v/n, i+ta S//n) € um intervalo de confian

¢a para 6 com nivel de confianga (1-a)%.
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TABELA A - Wilcoxon Duas Argostras

r

A tabela abaixo fornece, para os,n{veis mais préximos dos

indicados, a probajbilidade PH(WXY 2 c).
Exemplo: Para n=3 e m=5 +temos ;
PH(WXY<8) = PH(WXY219) = 0,0714

‘Observacao: Os valores das probabilidades estdo multipli-

cados por 104. ¢
n=3
m 010 005 0.025 0.005
3 7, 14} 1000 6, 15) 0500 - J
4 G, 17 0571 {6, 18) 0286 -
(8, 16) 1143 (1, 1) 0571 (6, 18) 0286
P 8,19 0714  (7,20) 0357 6,21y 0178
9, 18) 1250 8,19} 0714 (7,20) 0357
6 (5 21) 0833 (8,22) 0476  (7,23) 0238 -
(10, 20) 1310 (9, 21) 0833 (8,22) 0476 6,24) 0119
2 (i0,23) 0917 (8,25 0333 (7, 26) 0167 -
(51,22) 1333 9, 24) 0583 (8,25) 0333 6,27) 0083
s (11, 25) 0570 9,27 0424 (8,28) 0242 -
. (12,24) 1394  (10,26) 0667 $,27) 0424 (6,30) 0061
n=4 ’
m

(12, 24) 0571 , 1,25 0286  (10,26) 0143 -
-4 (13,23) 1000 ~(12,24) 0571 (11,25 0286  (10,26) 0143
. (14,22) 1714 , .
’ 5 (14,26) 0952 (12,28) 0317  (11,29) Ot59 -
(15,25) 1429 (13, 27) 0556 (12,28) 0317 (I0,30) 0079
(15,28) 0857  (13,31) 0333  (12,32) 0190 (10,34) 0048

s (16,28) 1286  (14,30) 0571 (13,31) 0333 (11,33) 0095
p: (16,32) G813  (14,34) 0364 (13,35 0212  (10,38) 0030 .
(17,31) 1152 (15,3%) 0545 (i4,34) 0364 (11, 37) “0061
8 (i7,35) 0768  (15,37) 0364 (14,33) 0242  (11,41) 0040
, 4 (18, ) 1071 (16,36) 0545  (15,37) 0364 (12, 40) 008]
Ld - .
’
&
p
. ( continua) ’
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Tabela A - Wilcoxon Duas Amostras-

(continuagao)
n=3 ,
m 0.10 0.05 0.025 0.005
;0039 07 (19,36 0476 (7,38 0159 (15,40)° 0040
@134 1111 (20,35 0754 (1§, 37) 0278  (16,39) 0079
¢ (239 0887 (0,40 Ol (18,42) 012 (16,44 0043
@3.37) 1234 (21730 0628 (19,41} 0260 (17,43) 0087
, @4 0M5 (21,49 0366 (0,45 0240 (16,49) 0025
@4, 4) 1010 (22,43) 0530 - (21,44) 0366  (i7,48) 005
g 05,4 0855 (2,47 0466 (l.49) 025 (17,5%) 0031
(26,44) 1111 (24,46) 0637  (22,48) 0326  (18,52) 0054
n=§
m .
o (049 OBE (8,50 0465  (26,52) 006 (23,55 0043
(1 47) 1201 (39.49) 0660  (27,51) 0325 (24, 54) 0076
;0252 003 (9,59 0367 @15 0 (24,60 o4l
G3.51) 1M7L (30,54 0507 (28, 56) 0256  (25,59) 0070
s G450 0906 (159) 0406 @06 03 (25,65 0040
(35,55 1142 (32, 58) 0539 (30,60} 0296 (26, 64) 0063
n=7
m
, (L6H 0B (9,6 MET (36,69 0185 (2,7 0033
@263 104 (40,65 0641  (37,68) 0265 (33, 72) 0055
g (M.60) 0M6 @17 069 (8,74 G200 (34,78) 0047
@5.67) 1159 (42,70) 0603  (39,73) 0270 (35,77 0070
n=8
m ) -
g (58D 097 (SL,8S) G415 (49,87 G249 (43,93) 0035
(6,80} 1172 (52,84) 0524 (50,86 0325  (44,92) 0032

{continua)
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A tabela abaixo formece, para os niveis mais prdximos de

1%, 2,5%, 5% e 10%, a probabilidade PH(VSEC), onde V

é a soma dos postos sinalizados.

Exemplo:

Para

N=8, P {V_=228) = 0,027,

H'' §
N c P N C P

1 1 0300 12 58 0010

s 3 g% 50 00

4 0046

: 1: ggz; 34 0102

g 0.125 36 ool

' 5T 0024

s 15 00 9 0047

13 0062 ® 009

It oo 4 7 o000

6§ 2 0016 6 0025

19 0031 51 0052

:; 3?33 £ 0097

: 15 8 001

7 2%  pog 0 0024

24 0.023 60 0.047

20 0055 4% 0104

16 0169 16 88 00i

38 12 o002 ‘76 0025

B 0027 & 0052

24 0055 52 0.09

0 0098 1787 0010

9 3 000 83 0025

33 007 1 004

i: gf:g 55 0.103

- 18105 000

10 45 0010 s 002

3% 0024 7 0049

3 0083 6 0098

7 0097 19 114 ool0

52 000 98 0.2

“ 00 32 0052

B 0051 _ 6 0098

0 0013 20 24 000

06 0024

0 00

0 o

5
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TABELA ¢ - Kruskal -Wallis

A tabela abaixo fornece PH(th) = P para valores de

tendo o correspondente P préximo de uma dos valores:
0,99; 0,95; 0,90; 0,75; 0,503 0,255 0,105 0,05 e 0,01.
Exemplo: Para n1=3, n2=3, n3=1, temos

PH(KEB.IO) = 0,267

N n onyony ¥ Ry P P N ny mony 3 Rifnm i P

4 211 255 030 1. 6 321 73 010 .
280 1.80 0.833 . 74.3 0.24 0.933
29.5 270 0.500 75.0 043 0,500

1.8 1.24 0,700
8.0 2.14 0,533
84.3 3.1¢ 0.267
88.5 429  0.100

6222 TS 0 L
745 029 0933
765 0.86 0300
0.5 200 053
865 371 0200
895 457 0067

5311 463 053 L.
470 080 0.300
503 213 0700
53.0 320 0300

5221 450 0 1.
46.0 040 0.933
46.5 Q.60 0.467
48.5 140 0.733
50.0 200 0.600
51.0 240 0467
52.5 300 0333 75 31 1 132 0.26 L
540 360 0.200 1149 043 0905

6411 740 014 1 117.2 L1l 0.762

762 039 0933 es 33 oam
770 100 0800 y ! .

822 250 0467 1300 386 0143
860  3.57 0200

(continua) .
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‘"TABELA C ~ Kruskal -Wallis

{continuacao)

N nyong ny ¥ REm [ I N ny my ny ¥ REm, ] P
7421 1120 o L. 8 431 1623 006 1.
1132 0327 0933 1632 021 095
113.5 032 0.895 1646 043 0.900
117.0 107 0743 1672 038 0743
121.5 204 0495 173.0 183 0514
1255 289 0267 1786 276 0229 -
130.8 402 0114 126.3 406 0,093
1345 482 0057 193.2 521 0050
7331 1127  0i4 0986 197.0 583 0028
113.3 029 0957 8 4 2 2 1620 Y 1.
114.7 6.57 0871 162.8 612 0971
1173 114 0.743 164.0 033 039
1213 200 0514 166.0 0.67 0757
126.7 314 0243 172.8 L79 0514
1333 4,57  0.100 180.8 312 0248
1360 5.4 0043 188.8 446 0.100
192.8 512 0052
732 Zigg gw #”l 1980 600 0014
130 02t 0.895 833 2 1622 003 1.
153 071 0743 1633 022 0546
195 161 0524 1635 025 0.896
1280 343 0248 166.2 0.69 0.757
1328 446 0105 172.8 181 0511
140 471 0048 1808 3l 024
1370 536 0029 189.3 43 0.0
192.3 5.14  0.06§
86 11 1625 008 1, 199.5 625 001t
1647 044 0964 9 7 1 1 226t o1s i
1652 053 03893
210 027 0944
170.0 133 0714
229.6 061  0.917
1745 208 0500
2330 107 0750
180.7 .11 0250 :
1865 408 0.107 2416 221 0500
. : 56 274 0306
25 2 1 1623 005 1. 2570 427 0083
2 020 0540 9621 2T 009 0954
1647 045 0905
262 016 0960
168.0 106 0.750 : -
2217 036 0889
173.5 1.92 0488
4 2312 082 0730
178.8 280 0286
2385 180 0.500
1872 420 0095
2472 296 0230
1520 500 0048
1935 52 oo 256.5 420 0095
- - - 2612 482 0048
267.0 560 0.024

(continua)
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(continuagao)

N n, ny n3 ¥ Rimy k P N ny ny 13 T Rilmy h P
9 5 3 1 2255 007 0992 9 3 3 3 257 009 099
2263 018 0952 270 027 0829
2375 034 0889 277 036 0819
Bl 082 0750 710 080 0721
283 178 0488 277 16 0511
2463 284 0258 2490 320 0254
255.1 4,02 0095 2597 4,62 0,100
615 487 0052 2670 560 0050
Mo 640 0012 T 649 0011

9 s 2 2 257 009 0984 10811 330 005 1
2260 013 0937 055 033 0933
226.8 024 G913 307.0 049 0.889
208 077 0759 330 LI5S 073
2377 169 0495 UL 203 0489
2485 313 0254 195 295 0244
3578 437 0090 3430 442 0.067

o P g'ggg 1007 21 3028 003 L
530 3051 028 0939
9 4 4 1 2255 007 0987 W53 030 0900
262 017 0968 08 090 0744
272 030 0911 3190 180 049
2315 087 0759 085 284 0244
238.2 1.77 0498 341.0 420 0,100
245.2 270 0260 345.6 471 0050
2555 407 0.102 865 589 0017
02 o 1063 1 3030 005 0983
42 018 0952
9 4 3 2 2256 0.08 0987 305.5 0.33 0921
2258 001 0944 07 078 0782
2271 028 0.902 3188 1.78 0.502
2302 070 075 1295 295 0255
271 16l 0502 383 391 0095
248.2 3.10 0251 3470 485 005
2583 444 0.102 628 658 0012

2655 540 0051
w2 630 ool

(continua)
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(continuagao)

N nyn; ny 3 Rin, k P N ay ny ny 3. R¥my h P

10 6 2 2 3032 007 0984 10 4 3 3 3029 005 0.984
303.5 Q.11 0946 304.0 016 0941
305.2 0.2% 0%11 305.6 034 0895
309.2 073 0,743 308.9 070 0.7¢4
3185 L1 0500 317.3 1.62 0497
330.2 302 024 329.6 295 0.253
3432 444 o0.108 345.6 470  0.101
348.5 502 0.051 355.0 573 0,050
362.5 6.55 0.011 364.3 6875 0.010

10 5 4 1 3030 0.06 0983 119 1 1 3971 910 1.
304.2 0.19 04952 400.4 0.40 0945
3052 029 0906 401.1 046  0.909
310.0 0.82 0762 407.8 LO7  0.745
318.8 1.78  0.498 416.4 . 186 0.509
325.0 290 .25 426.4 277 0.255
338.8 396 0102 4371 374 017
3470 4.86 0056 446.0 4.55 0.035
365.2 654 0011 1m 8 2 1 3966 006 059%

10 5 3 2 3051 007 098t 3915 014 0958
3037 0.13 0951 400.1 038 0901
305.0 028 0501 406.1 092 07139
302.0 6.7 0143 415.6 .78 0.501
3173 1.61  0.502 426.6 278  0.251
329.8 298 0.252 440.1 401 00693
343.7 449  0.101 446.6 4.60 0053
350.6 325 0.049 463.5 614 0.012
3650 682 0010 11 7 3 1 39.5 004 0994

10 4 4 2 3030 005 0.938 397.9 0.17  0.955
3042 Q.19 0940 400.3 039 0503
305.0 0.27  0.893 4059 0% 0.765
3092 0.74  0.757 415.1 L4 0.503
3175 1.64 0510 4219 290 0230
330.5 305 0239 4333 384 0.105
344.2 4,55 0.098 450.5 495 0047
3505 524 0052 46%.1 6.65 0,011
365.5 6.87 0,011

(continua)
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(continuagao)
N n, n3 ny X Rifm h P N ny ny na X Riim h P
11 7 2 2 3966 006 0.5%0 11 5 4 2 3964 004 0992
397.0 0.09 0958 397.6 0.14 0952
398.6 0.24 0.895 398.8 0.25 0502
403.3 0.66 0.746 402.8 0.62 0,749
4131.6 1.60 0.509 413.5 1.59  0.499
429.8 3.07 0251 428.0 291 0249
4458 4,53  0.099 445.7 4.52 0101
452.6 514 0044 454.0 521 0051
468.6 6.60 001 4743 712 0010
11 6 4 1 3964 0.04 0993 11 5 3 3 393 005 0.9%4
397.7 0.15 0955 391.9 017 0948
399.9 0.36 0.895 398.7 024 0902
405.9 090 0.757 403.5 p.68  0.765
4152 175 0499 412.8 1.53 0505
426.7 279 0254 428.7 257 0.242
4404 404 0094 4459 4,53 0.097
450.4 495 0.047 456.7 552 0051
473.9 708 0010 472.8 698 0011
11 6 3 2 3965 005 0992 11 4 4 3 3965 0,05 0993
397.5 0.14 0951 397.6 014 0.959
398.7 0.24 09500 399.6 033 0.3%0
403.5 0.68 0.747 403.3 0.67 0742
414.0 1.64 0496 413.0 1.55 0.503
428.0 291 0253 428.2 293 0250
4460 4355  0.101 446.0 4.55 0099
453.% 523 0.052 4513 558 0.051
4727 697 0.00% 474.6 7.14 0.010
11 5 5§ 1 3964 004 0994 1210 1 1 5096 0.2¢ 0985
393.0 018 09544 509.9 0.22 0955
400.4 040 0.885 5139 0.53 0909
406.0 091 0752 521.1 1.08 0742
415.2 1.75 0.493 531.% [.88 0.500
428.0 291 0242 544.4 2.88 0273
4404 404 0.105 557.6 389 0.106
4500 491 0053 567.5 465 0.046
476.4 731 0,009

(continua)
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TABELA C -~ Kruskal -~Wallis

(continuagao)

Nong g ny 3 Rim, k F N oy nyny 3 Ry k r
12 9 2 1 5018 006 0985 i2 73 2 5076 005 0987
509.5 Q.19 0958 508.3 010 0.954
5113 033 0.894 510.0 023 0902
517.8 033 0748 5160 D69 0.752
5311 1,85 0491 5273 1.56 0.494
545.5 296 0248 546.0 3.00 0.251
557.8 381 0.100 566.0 454 0.101
569.9 484 0.048 516.5 534 0050
589.5 635 0009 . 5959 684 0010
1208 3 1 5075 0,04 0.989 12 6 5 1 5075 0.04 0.9%0
509.8 0.22 0946 509.5 0.19 0950
51L.1 032 0.502 511.2 0.32 0900
517.5 080 0746 5180 084 0.752
529.8 1.76  0.508 529.9 1.76  0.50%
544.1 286 0.256 5433 279 0.263
559.1 401  0.099 558.0 392 0104
570.5 488  0.048 569.9 4.84 0.051
595.5 680 0.009 568.0 700 0.010
12 8 2 2 5076 0.05 0920 12 6 4 2 5074 003 0993
S08.5 012 0952 508.7 0.13 095
. 509.6 020 0911 510.0 023 099
516.6 0.74  0.757 5164 0.72  0.743
529.0 169 0494 528.4 1.65 0.502
546.6 3.05 0251 546.0 3.00  0.252
565.0 446  0.101 365.4 449 0.100
572.6 505 0.053 575.4 326 0050
591.6 651 0010 602.4 7.34 0.010
12 7 4 1 5015 004 0.989 12 6 1 3 5073 203 099
509.5 0.20 0947 508.5 0.12 0962
5112 033 0.897 510.7 0.28 0.8%8
517.8 0.81 0.754 516.0 0.69 0.761
529.8 L76 0.505 . 526.7 L5 0.503
5435 281 (260 545.8 299  0.249
559.2 4,02 0403 566.7 4.59  0.098
5713 495" 0052 580.0 562 0050
5978 699 0010 600.5 7.19 0010

(continua)
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-~ Kruskal -Wallis

(continuagdo)

N ny nany T RYm h P N ny ny my T Riin, k P
12 5 5 2 50716 005 0988 13 9 3 1 6381 907 0987
509.2 Q.17 0.947 639.4 0.16 0.950
510.3 025 0.9 6423 035 0.8%4
516.0 0.69 0.749 643.0 079 0754
528.4 1.65 0.496 664.8 1.83  0.496
546.3 3.02 0.243 680.3 286 0247
565.6 4.51  0.100 698.8 407 0099
575.2 525 005l 710.8 486 0052
601,5 721 0010 7310 6.59 0010
j2 5 4 3 5074 003 0.9%0 13 9 2 2 6376 004 0993
508.5 012 0553 639.4 016 0944
5103 0.26 0.5%0 640.5 023 0905
5154 0.64 0754 646.8 064 0755
526.6 1.51 0495 661.1 1,50 0497
5453 295 0251 684.9 1,16 0248
566.1 455 0099 7043 444 0.101
580.2 5.63 0.050 714.0 508 0.0%51
603.8 744 0010 738.4 669 0.011
12 4 4 4 35005 004 03 138 4 1 6381 007 0987
509.0 015 0941 £39.1 0.14 0.95
5105 027 0913 642.0 033 0501
5165 073 0.746 649.5 082 0748
526.5 1.50 0510 664.2 1.80  0.502
5450 292 0252 694 279 0255
561.5 4.65 0.097 698.2 404 0099
581.0 5.69 0.049 .2 496 0.050 -
6050 754 00U 25 696 0010
Buo1yoee 00 L 1383 2 6375 003 0995
641.4 029 0962 639.0 013 0.947
6428 033 0910 €41.0 0.26 - 0.896
654.5 1.15 0744 £47.0 066 0752
666,5 1.94 0.500 660.5 1:55 0.500
632.8 302 0231 682.3 302 0251
698.1 4.03 0.0%0 704'5 4"5 0'101
090 475 0038 76 532 0050
1310 2 1 6376 0.04 0993 7430 699 0.010
639.4 0.16 0946
641.6 030 0.9
6494 0.82 Q751
664.9 1.84 0,513
6805 287 0.247
697.6 400 0,105
7104 484 0.049
7345 643 0.009

{continua)
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- Kruskal -~Wallis

(continuagao)

N ny my 3 3. Rilm k P N nyny my 3, R k P
13 7 5 1 6381 0.08 0.988 13 6 5 2 6317 0.04 0.986
638.9 0,13  0.954 639.4 016 0.942
641.8 0,32 0.904 640.3 022 0903
6493 0.8l 0,749 646.7 064 0.751
664.2 179  0.500 660.5 1.55 0499
679.3 279 0.251 682.7 301 0250
698.2 404 0.098 T04.9 447 0100
128 500 0,051 N 532 0.051
7429 659 0.010 7477 .30 0.010
13 7 4 2 6316 004 0986 13 6 4 3 6375 003 0.988
638.6 011 0949 638.8 12 0950
640.5 023  0.8%99 640.8 025 0907
646.6 063 0753 646.9 .65 0.748
650.5 155 0.502 660.2 1.53 0499
6823 299 0251 680.9 290 0251
7060 455 0.100 706,83 4.60 0.100
7183 536 0.051 722.0. 5.60 0.050
748.0 132 0010 750.2 747 0010
13 7 3 3 6315 003 0996 13 5 5 3 6375 0.04 0989
638.9 013 0948 638.7 0.11 0951
641.3 028 0.895 640.6° 0.24 0902
648.0 07z 0747 647.0 0.66 0.751
660.0 L.51 0498 6599 1.51 0497
681.6 294 0249 681.5 294 0.246
T05.6 452 0101 059 455 0.100
7220 5.60 0.050 7223 563 0.051
746.6 723 0010 1514 7.54 0.010
13 6 6 } 6382 008 0987 13 5 4 4 6374 003 059%
640.0 020 0.546 638.8 0.12 0952
642.2 034 0.897 640.4 023 0903
649.0 079 0.744 645.7 0.64 0745
664.2 1.79  0.504 660.2 1.53  0.501
675.0 277 0256 681.2 292 0.249
691.7 400 0098 07,0 4462 0.100
7107 486 0051 T2 562 0050
7442 707 0010 .154.7 176 0.009

(céntinua)
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TABELA D - Friedman

A tabela abaixo fornece PH(ch) = P, para valores de ¢
tendo ¢ correspondente P proximo de um dos valores:

0,01; 0,05; 0,10; 0,25; 0,303 0,75 e 0,95.

Exemplo: Para N=3 (blocos) e s=5 (tratamentos')

PH(Q21,60) = 0,522

s ¢ P s c P s C P s cC P
2 0 1. 7 020 0964 11 018 0976 15 03 0982
1.00  0.833 0.86 0758 073 0732 093 0711
3.00 0500 200 0436 1.64 0470 160 0513
400  0.167 343 0237 291 0256 280 0267
457 0.112 491 0.100 493  0.09
3 067 0944 600  0.051 6.54 0.043 640  0.047
200 0528 B.36  0.008 891 001 893 0.010
467 0194
600 0.028 8 025 0967 12 037 0978
075 0794 067 0751
4 050 0931 175 0.531 1.50  0.500
150 0.653 325 0236 3T 0249
200 0431 475 020 467 0.108
3,50 0273 625 0047 617  0.050
450 0.5 . 900 0010 867 0.011
::£ gﬁi 9 02 0971 13 015 0980
0.67 0.814 0.62  0.767
5§ 040 0954 1.56 0.569 138 0527
120 0.651 289 0278 292 0278
1.60 0.522 467 0.107 477 0.008
360 0182 622 0048 600 0.050
520  0.093 867 0010 B67 0,012
640 0039 .
10 020 0974 14 014 0981
840 0003 080 0.710 057 0781
6 0.33 0.936 1.80 0436 1,71 0489
100 0.740 320 0222 300 0.242
233 0.430 500 0.092 514 00689
300 0.252 620 0046 6.14 0049
533 0072 g.60 0012 900 0010
633 0052
9.00 0008

(continua).
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TABELA D - Friedman
(cpntinuagao)

N=k
s C P s ¢ P

2 060 0958 8 045 0957
180 0792 135 0.754
300 0.542 255 0.500
480 0.208 420 0247
600 0042 630 0098

7.65 0.049
3 060 0958 10.35  0.0i0

180 0727
260 0524
420 0293
660 0075
7.00 0054
820 0017

4 060 0930
150 0.753
270 0513
A50 0237
600 0106
750 0.054
930 ol

132 0.769
252 0520
420 0.266
612  0.102
7.80 0.049
9.96  0.009

6 040 0952
140 0779

260 0.517
420 0259
620 0,109

760 0043
1020 0010

-7 043 0964
146 0754

249 0533

437 0.239

6.26 0.101

763 0051

1037 0009
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5000
5398
5793
6179
.6554

6915
1257
1580
1881
8159

.8413
8643
.8849
9032
9192

.9332
9452
9554
5641
9713

9772
0821,
9861
9893
9918

9938
9953
.9965
9974
9931

9987
.99%0
9993
9995
9997

5040
5438
5832
0217
6591

6950
7291
7611
7910
8186

8438
8665
5869
9049
9207

9345
9463
9564
9649
9719

8778
9826
9864
9896
9920

9940
9955
9966
9975
9982

9987
9991
9993
9995
9997

.5080
.5478
5871
6255
6628

6985
1324
1642
7939
8212

8461
8686
.8888
.9066
9222

.9357
9474
9573
9656
9726

9783
9830
9868
9898
9922

5041
9956
9967
9976
9982

9987
.9591
9994
9995
9997

5210
5517
5910
6293
6664

7019
7357
7673
7967
8238

8485
8708
8907
9082
9236

9370
.9484
9582
9664
.9732

9788
-.9834
9871
.9901
9925

9943
9957
9968
9977
9983

.9988
9991
9954
9996
9997

5160
5557
5948
6331
6700

7054
.7389
704
7995
8264

8508
8729
8925
9099
9251

9382
9495
9591
9671
9738

9793
9838
9875
9904
9927

9945
.995%
9969
9977
.9984

9988
.9992
9994
5996
9997

5199
.5596
.5987
6368
6736

7088
1422
734
8023
8289

8531
8749
.8944
9115
9265

9394
9505
9599
9678
9744

5798
9842
9878
9906
;9929

9946
.9960
9970
9978
.9984

9989
9992
9994
9996
9997

5239
5636
6026
6406
6772

1123
7454
764
.8051
8315

8554
8770
8962
9131

9279 .

9406
9515
9603
9686

9750

.9803
9846
9881
9909
9931

.9948
.9961
9971
9979
9985

9989
9992
9994
9996
9997

5279
5675
6064
6443
6808

JI157
7486
7794
8078
8340

8577
8790
.5980
9147
9292

9418
9525
9616
9693
9756

.9808
9850
9884
9911
9932

0949
9962
9972
9979
9985

9939
9992
29995
9996
9997

5319
5714
6103
6430
6844

7190
1517
7823
81006
8365

8599
8810
8897
9162
9306

9429
9533
9625
9699
9761

9812
9854
9887
9913
9934

9951
9963
9973
9980
9986

9990
.9993
9995
9996
9997

.5359
5753
6141
6517
.GR79

1224
7549
1852
8133
.8389

.862t
8836
9015
9177
9319

9441
9545
9633
9706
9767

9817
9857
9890
9916
9936

9952
9964
9974
9981
9986

.9990
.9993
9995
9997
9998
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Pyl = a)

0

o

Graus de

Niveis de Probabilidade

Liberda-

de .40 0.30 0.20 0.10 0.05 0.01 0.001

1 0,71 1.07 1.64 2.71 3.84 6.63 10.83

2 1.83 241 3.22 4.61 5.99 9.21 13.82

3 295 3.60 .4.64 6.25 7.81 11.34 16.27
4 4.04 4.88 599 .78 9.49 13,28 18.47

5 513 6.06 7.29 9.24 11.07 15.09 20.52

6 - 6.21 723 8.56 10.64 12.59 16,81 22.46

7 7.28 . 838 9.80 12.02 14,07 18.48 24.32

8 . 8.35 9.52 11.03 © 13,36 15.51 - 20.09 26.12

9 . 941 10,66 12.24 14.68 1692 - 21.67 27.88
10 10.47 11.78 13.44 15.99 18,31 2321 29.59
11 11.53 1280  14.63 17.28 19.68 24.72 31.26
12 12.58 14,01 15.81 18.55 21.03 26.22 ky A
13 13.64 15.12 16.98 19.81 22.36 27.69 34.53
i4 14.69 16.22 18.15 21.06 23.68 29.14 ° 3612
15 15.73 17.32 19,31 22.31 25.00 30.58 37.70
16 16.78 18.42 20.47 23.54 26.30 32.00 39.25
17 17.82 19.51 2i.61 24.77 27.59 33.41 40.79
18 18.87 20.60 22,76 25.99 28,87 - 3481 42,31
19 . 1991 21.69 23,90 27.20 30.14 - 36.19 43.82
20 20,95 22,77 25.04 28.41 31.41 © 3757 © 4531
21 21.99 23.86 26.17 29.62 32,67 3893 46.80
22 23.03 2494 27.30 30.8% 33.92 4029 - 48.27
23 24.07 26.02 28.43 32.01 " 35.17 41.64 49.73
24 25.11 27.10 29.55 33.20 36.42 42.98 5L.18
25 26.44 . 28.17 30.68 34.38 31.65 4431 5262
26 27.18 2925 31.79 35.56 38.89 45.64 54.05
27 28.21 30.32 3291 36.74 40.11 46,96 55.48
28 29.25 31.39 34.03 37.92 41.34 48.28 56.89
25 30.28 32.46 35.14 39.09 42.56 49.59 58.30
30 31.32 33.53 36,25 40.26 43.77 50.89 59.70

(continua)
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Graus de

Niveis de Probagilidade

Liberda-

de 0.99 0.95 0.50 0.80 0.70 0.60 0.50
1 0.00 0.00 0.02 0.06 0.15 027 0.45
2 002 0.10 0.21 0.45 0.71 1.02 1.39
3 011 0.35 0.58 1.01 1.42 1.87 2.37
4 0.30 0.71 1.06 1.65 2.19 2.75 3,36
5 0.55 1.15 1.61 2.34 3.00 1.66 4.35
6 0.87 1.64 2,20 3.07 3.83 457 5.35
7 1.24 2.17 2.83 182 4.67 5.49 6.35
g 1.65 2.73 3.49 459 5.53 6.42 734
9 2.09 3.33 4.17 5.38 6.39 7.36 8.34
10 2.56 3.94 4.87 6.18 727 230 . 9.34
1 305 4,57 5.58 6.99 8.15 9.24 10.34
12 3.57 523 6.30 7.81 9.03 10.18 1134
13 4.11 589 ©  7.04 8.63 993 11.13 12.34
14 4.66 6.57 7.79 947 10.52 12.08 13.34
15 5.23 7.26 8.55 10.31 L7 13.03 14.34
6 5.81 7.96 931 1115 12.62 13.98 15.34
17 6.41 867 - '10.09 12.00 13.53 14.94 16.34
18 7.01 9.39 10.86 12.36 1444 1589 17.34
19 7.63 §0.12 11.65 13.72 15.35 16.85 18.34
20 8.26 10.85 12.44 14.58 1627 17.81 19.34
21 .50 11.59 13.24 15.44 17.18 18.77 20.34
22 9,54 1234 14.04 16.31 18.10 19.73 21.34
3 10.20 13.09 14.85 17.19 19.02 20.69 22.34
24 10.86 13.85 15.66 18.06 19.94 21.65 23.34
25 11.52 14.61 16.47 18.94 20.87 22.62 24.34
26 1220 15.38 17.29 19.82 21.79 23.58 25.34
27 12.88 16.15  18.11 20.70 22,72 24.54 26.34
28 13.56 16.93 18.94 21.59 23.65 25.51 27.34
29 1426 17.711 19.77 2248 24.58 26.48 78.34
30 1495 18.49 20,60 23.36 25.51 27.44 29.34
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