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PREFACIO

0 presente livro € um texto introdutdrio & teoria
da integral de Lebesgue, com &nfase nas aplicagdes ao Calcu
1o e_é Andlise Matematica. Ele foi escrito para cobrir a par
te que trata da integral de Lebesgue nos prdgramas das dis-
ciplinas Analise Matematica II (do curso de Bacharelado) e
Anialise Matemdtica ({do curso de Pos-Graduacdo) do [NSTITUTO DE
MATEMATICA E ESTATISTICA da UNiVERSIDADE DE SAO PAULO. Uma parte do
texto sera exposta no Curso ''A INTEGRAL DE LEBESGUE E SUAS APLICA-

g(_)ES" a4 ser desenvolvido no 11° COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA.

0 livro contém muito mais material do que o exigi-
do nos cursos acima referidos, principalmente no Curso de Ba
charelado e no Curso do Coléquio. Nestes sdao cobertos, es-
sencialmente, os trés primeiros capitulos (sendo omitidos os

topicos assinalados por ¥).

Acreditamos que num primeiro estudo da integral de
Lebesgue o curso deve ter como objetivo chegar rapidamente
is aplicacdes da teoria e que a importancia e o manejo dos
teoremas fundamentais devem ser aprendidos através destas a
plicagoes. As aplicagoes dadas néste livro estdo concentra

das, principalmente,nos capitulos II e V e o Indice da uma
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jdéia da gama de aplicagdes que desenvolvemos.

No Capitulo I escolhemos um método de apresenta-
cao da integral de Lebesgue que permitisse chegar rapidamen
te aos teoremas fundamentais e a suas aplicagoes elementa-
res (Capitulo II). Ao mesmo tempo cuidamos para que o trata
mento fosse geral, isto &, servisse também paraa teoria abs
trata da medida e integragdo, de modo que quando chegasse-
mos a esta parte (Capitﬁlo 1V) ndo tivégsemos de repetir as
demonstracdes feitas no Capitulo I. Neste modo de exposicao

seguimos de perto o Capitulo 11 da referéncia [R1.

Enfatisemos que as aplicacgdes da teoria da integral
de Lebesgue, e mais geralmente da teoria da medida e integra
cdo, no nivel elementar do Cilculo e da Anélise Matemdtica
(isto &, essencialmente, o Capitulo II) sdo muito simples.A
dificuldade real que o estudante encontra esta em "atraves-
sar" toda a parte que se refere 3 construcao da medida e da
integral de Lebesgue e as demonstracoes de suas proprieda-
des, demonstracoes estas que na maioria das vezes se refe-
rem a fatos "evidentes" (exemplo: I(f+g)= Jf+ [g) e que mes
mo assim sdo provados trés vezes (cada vez para uma classe

mais ampla de fungoes).

Por razdes de ordem didatica evitamos decompor a

teoria num nimero muito grande de teoremas. Assim os resul-



tados secundirios, intermedidrios ou preparatorios e fatos
"evidentes'" (quanto ac enunciado mas nem sempre quanto a de
monstracdo) sao apresentados como observagdes ou coroldrios.
Reservamos o termo Teorema apenas aos resultados centrais
que devem ser retidos pelo estudante e a partir dos quais'aé
observacoes, coroldrios, etc. podem ser facilmente deduzi-

dos.

Nossa experiéncia mostra que nas aplicagbes as di-
ficuldades que os estudantes encontram quase nunca se¢ refe-
rem & teoria da integral de Lebesgue e sim as partes basi-
cas de Andlise Matemdtica principalmente & parte ligadai in
tegral de Riemann imprdpria que & necessdria em muitas apli
cagbes do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Por
esta razio desenvolvemos especialmente esta parte num Apen-
dice ao Capitulo II. Mencionemos ainda que no curso de Ba-
charelado (4 horas de aula por semana) fazemos cada semana/
uma prova de verificacdo de meia hora bem como uma sesséo
(também de meia hora) em que os exercicios da prova prece-
dente sio discutidos e resolvidos. Esta experiéncia tém ti-
do bastante sucesso, com um indice de aprovagdo dos estudan

tes superior a 80%.

Como prerequisito do curso & amplamente suficiente

uma familiaridade com & Analise Matematica tal como ela se



encontra exposta, por exemplo, nas referéncias [D], [E]l ou
[H-AI]l. Para estudos mais avancados da teoria da medidae in
tegracdo recomendamos as referencias (K], [M], [R1 e [Z].Co
mo texto com abundantes exercicios {muitos resolvidos) acon
selhamos a referéncia [de Bl. Um texto com uma boa analise

da histdria da integral de Lebesgue € a referencia [HI.

0 presente texto & autosuficiente; apenas nao de-
senvolvemos a parte referente i mudanca de variaveis que u-

samos em alguns exemplos muito simples.

Alguns tdpicos especiais foram tratados em diferen
tes capitulos, na parte tedrica, nos exemplos e nos exerci-
cios. No fim do livro damos um indice destes tdpicos espe-
ciais (a funcdo T', a transformacido de Fourier, o produto da

convolugdo, a equagdo do calor, a equagao de Laplace).

Queremos deixar assinalados aqui nossos agradeci-
mentos aos colegas ANTONIO GILIOLI e IRACEMA BUND, ¢ ao estudan-
te JOAD CARLOS PRANDIN!, que leram versdes manuscritas da maior
parte do presente texto fazendo valiosissimas sugestﬁes' a-
1ém de apontarem imprecisoes e erros. Nossos agradecimentos
se estendem aos colegas CARLOS ALBERTO BARBOSA DANTAS e FLAVIO WAGNER
RODRIGUES cujas sugestoes seguimos no Apendice 'Teoria das
Probabilidades'. Naturalmente os erros e imérecisﬁesque cer

tamente subsistiram sdo de nossa inteira responsabilidade e



- vii -

agradeceriamos aos leitores que os apontassem para futuras

Correcoes.

Nossos agradecimentos especiais ao Sr. JOAO BAPTISTA
ESTEVES DE OLIVEIRA pelo excelente trabalho de datilografia que

fez a partir de um manuscrito nem sempre muito legivel.

Saoc Paulo, 27 de maio de 1977

Chaim Samuef Honig






NOTACGES

(01 - significa demonstrar como exencicdo
0 - indica o fim de uma demonstragao
¥ - assinala sessoes ou §§ que podem ser omitidos mma primeira leitura.
*,** - indicam o grau de dificuldade de um exercicio
Corolario III.2.3.1 se refere ao Coroldrio 2.3.1 do §2 do Capitulo III
Usamos as notagoes habituais da teoria dos conjuntos; assim:
P(E) - indica a classe de todos os subconjuntos de E
U{X[R} - indica a reunifo dos conjuntos que tem a propriedade R e analo-
gamente para a interseccdo
CA - indica o complementar em E do cenjunto AcE
Usamos como sinonimos.os termos guncdo e aplicacdo
f|A - indica a restrigao da aplicagdof:E — F ao subconjunto AcE
XA —‘indiéa a fungdo caracterisiica do conjunto A: XA(x) =1 se xEA e
XA(x) =0 se x@A.
Dado (x,y}EX<Y escrevemos X =pr}'{(x,y) e y=er(x,y)
N,Z,Q,R,(,R, indicam respectivamente os conjuntos dos nimeros inteiros
naturais, dos nimeros inteiros relativos, dos nimeros racionais, dos ni
meros reais, cios nimeros complexos, dos nimeros reais = 0.
Dado um mimero complexo z =x+iy entdo E==x—i} indica o seu comple-

x0 conjugado

—ix--



fn _Y . f - indica que a sequencia de funcoes fn:E — R, neEN, convex-
ge uniformemente para a fungao £ :E — R.

t vt [tn+t] - indica uma sequéncia de nimeros reaist, decrescente [cres
cente] para o nimero real t.

fn+f [ n+£] - onde fn:E —+TR, n€N, indica que para todo xEE temos

fn(x) YE(x) [fn(x) +f(x)]

Dado um subconjunto A de R ou mais geralmente de um espago

métrico, A indica o seu fecho (aderéncia).



CAPTTULD I

MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE NO R"

1

No presente capitulo fazemos a construgao da inte-
gral ‘de Lebesgue e estabelecemos as suas principais proprie
dades.

No §1 definimos a medida de Lebesgue para subcon-
juntos de R". Esta nogao generaliza as nogGes habituais de
comprimento de um intervalo de R, de area de um retangulo,
ou mais geralmente, de figuras geométricas de R?, de volume
de um paralelepipedo de R®, etc. A nogao de medida & defini
da apenas para os subconjuntos "mensuraveis” de R" mas na
pratica todos os subconjuntos de R™ que nds encontramos sio
mensuraveis, mais precisamente, a demonstracao da existdn-
cia de subconjuntos nao mensuréveis de R requer o axioma da
escolha.

No §2 apresentamés as fungoes mensuraveis e damos
as suas principais propriedades. Novamente na pratica: todas
as fungoes definidas em Rou R" sdo mensurdveis e para demonstrar a e-
xisténcia de funcbes ndo mensurdveis precisamos do axioma da escolha.

No §3 finalmente construimos a integral de Lebesgue
para fungdes mensuraveis e mostramos no_§4 que a integral de

-1~



Lebesgue generaliza a integral de Riemann.

§1 - A MEDIDA DE LEBESGUE

O0s resultados fundamentais deste § sao os teoremas
1.4 e 1.5 e seus corolarios. O teorema 1.4 diz essencialmen
te que qualquer conjunto obtido consfrutivamente a partir de
conjuntos mensurdveis & também um conjunto mensurdvel. Aqui
obtido construtivamente a partin de conjuntos mensuwraveis significa
obtido por reuniio e intersecgdo de sequéncias de conjuntos
mensuriaveis e por passagem ao complementar. O teorema 1.5
diz que os intervalos sac conjuntos mensuraveis e omesmo va
le portanto para todos os conjuntos construldos a-partir de
intervalos. Chamamos a atencdo do leitor de que na pratica
jamais encontraremos outros tipos de subconjuntos mensura-

veis do Rr".

1.1 - Notagodes - Indicamos por Ra reta real, isto &, o con
junto dos numeros reais. Indicamos por R ou [~=,©] a reta
real estendida: R = Ru{-=,»}; consideramos que -« <X <« pa-
ra qualquer x&IR.

Dados a,b€R com a <b, indicamos por |a,b| qual-
quer um dos interv.alos [a,bl, [a,bl, Ja,bl e la,bl[. Se J =
= |a,b| definimos o comprimento do intervalo J por £(J) =b-a

(convencionando que %(|w,=|) =4 | =, =) =0).



Vamos estender a notagao acima ao R" ¢ R™. Indica
remos os pontos de TR pela notacio a = (aj,-..,a ) onde aiGI_R.
Dados a,beﬁn escrevemos a<b se temos a; sbi para- i=1,2,...,n

-¢ neste caso definimos

a,bl = 10 [a,,b.3, [a,bl = 1 [a.,b.[, etc.;
l<isn * 7 1gisn *
la,b| = ©m |a.,b.| indica qualquer um dos (até 4™y produ-
l<i<sn ' %
tos de representantes de |a1,b1[,...,|an,bn].Chammmm la,b| de

paralelepipedo, hiperparaleleplpede ou, na maioria das vezes, sim

plesmente de .fnteralo.

Se J=|a,b|<R",0 seu volume & definido por

1),

(la,b|]) = T &(|a,,b,
, | 1<i<n 254

onde fazemos a convencao de qug =0 =0+==0.

No presente § indicamos sempre por I,Ik,Iém), etc.
intervalos abertos de R ou R"; intervalos de outros tipos
serao indicados pelas letras J,K,etc. acompanhadas ounao de

indices.

’ . . n
No que segue vamns definir uma medida no R",n=z1,

que estende a nogio de volume dos paralelepipedos.

1.2 - A Medida Exterior de Lebesgue

Uma medida exterion sobre um conjunto E & uma fungao



" u*: P(E) — [0,]

que satisfaz.as seguintes propriedades:

MZ) w*o = 0

(M;) u* & g-subaditiva, isto &,
Ac | Ay = u*A < ) wEAL
keN k=1
E imediato entfo que AcB implica p*A <u*B [0O].
Dado um subconjunto AcR™ definimos

m*A = m*A = inf{ Fa(r )] Ul :A}
5 kg1 K |y &

OBSERVACAO 1.1 - E imediato que para um intervalo qualquer

JeR® temos m*J <2 (J) [OD.

TEOREMA 1.1 - A funcdo m%P({IR") — [0,»] & uma medida exte-
rior.
DEMONSTRAGAO - A verificagao da propriedade M3) ¢ imediata
Quanto a (M;), seja ’
Ac |J A e mostremos que m*A g ) mEAL.
kEN k=1
Se 3 kEN tal que m*Ay =« 0 resultado & imediato. Suponhamos

pois que para todo kEN temos m¥A; <=} dado € >0, pela defi-

. . k
* -
nicao de m Ak existe (Im)mGN com



meEN

] Iﬁ:Ak e tal que

S k * €
R,(Im) <m Ak+;k—.

m=1

- k - - - .
Entao os Im,"k,mEN, formam uma familia enumeravel de inter-

valos abertos cuja reunizo contém |[J A, -e portanto A.e te-

mos

m*A < )
k.m

n(Iﬁ) -

keEN

m*Ak +eg.

I~ 8
Ite~—18

Elelzﬂﬁilsk 1bﬁAk+é%]=

k=1

Sendo £ > 0 arbitrario, segue-se o resultado. 0

A medida m* & denominada de medida exterion de Lebesgue

de dimensazo n ou simplesmente de medida exterion de Lebesgue.As ve

zes precisamos chamar a atengao sobre a dimensiao n e escre-

vemos m¥*.
n

EXERCICIO 1 - a)

b)

COROLARIO 1.1.1 -~

Se AcR & tal que m*A <= entdo A € limita-
do?
Se AcR é tal ue m*A =0 entdo A & limita-

da?

Se m*A <o, dade e >0 existe um subconjunto

limitado AEcA tal que m‘*(AnCAE) <g.

DEMONSTRACAO - Seja

U 1,24 com J &(I,) <e
KeN K k=1 K

e seja keeN tal que



2(I,) <e. Tomemos A_ = An I.:
1<=Zk Tk e ksLL k

|4

A, & limitado e AnCA < U I, donde se segue qué m* (AnCA ) <e.

k>k€ -
EXERCTICIO 2 - Seja AcR™. a) Demonstrar que dado € >0 eviste
um conjunto aberto 0sA tal que m*0 =m*A+e,
b) Demonstrar que existe um conjunto G que é
a interseccao de uma sequeéncia de abertos, GoA e tal que
 m*G = m*A.
* EXERCICIO 3 - Seja UcR" aberto; vale m*U =m*U?

EXERCICIO 4 - Demonstrar que m

fK =0, onde K & o conjunto tria

dico de Cantor.

{tn -

EXERCICIO 5 - Demonstrar que o conjunto dos nimeros reais em
cujo desenvolvimento decimal nao aparece o algarismo 7, tem
medida exterior nula.

EXERCICIO 6 - Demonstrar que para quaisquethJ]RI1 e AcR" te
mos m*{A+h) =m*A.

EXERCICIO 7 - Demonstrar que para quaisquer AER e AcRP te

mos m*(AA) =|A|nm*A.

TEOREMA 1.2 - Seja J = |a,b|cR™ (onde a,bER™e a <b); temos

DEMONSTRACAC - Pela observagao l.lresta provar que

m*J = £(J).

1. Dado um intervalo lc,d[<R seja z(|c,d]) o nimero de



de pontos de |c,d| cuja abcissa & um nimero inteiro relati-

vo, temos

d-c-1 <z(lc,di) £d-c+1.

Dado portanto um intervalo

ic,dl = n lc.,d.|c<R,
1 1

se z(lc,dl) indica o nimero de pontos de lc,d| que tem to-

das as coordenadas inteiras e se di-ci—l 20 para i=1,2,....n,
Lemos
(1) ©n (d.-c.-1) <z (le,d]) s N (d,-c.*1)

1gisn - % l<isn * *

2. Para demonstrar o teorema basta considerar interva-
los J=|a,b| com a, <b; para i=1,2,...,n pois senao € ime-

diato que &(J) =0=m*J [0O7.

a) Demonstremos primeiro oteorema no caso de um interva
1o fechado J=[a,bl= T T[a.,b.] coma,<b,, i=1,2,...,n.
l<i<q 1 % i i

Seja (Ik)kGN um recobrimento de J formado por intervalos a-
bertos. Sendo J fechado e limitado, pelo teorema de Borel-Le-

besgue este recobrimento aberto contém um subrecobrimento fi

m

nito que podemos indicar por Il,...,I Seja

Ik = ]xk,yk[ = I ]x?,yk[ k=1,2,...,m.

?
l<i<n 1



De
JCUIk
l<ksm
segue que para todo A > 0 temos
A | Ak
lzk=m
onde A|c,d| =]Aic,Ad|. Temos portanto
m ,
z{[ra,rb]) skz z(]lxK,ka[).
. £

De (1) segue entdo que para A >0 suficientemente grande (is

to &, tal que Abi—xai-l >0 para i=1,2,...,n) temos

T (Ab.-xra.-1) <z([Aa,rbl)
1<isn  + 1

z(]kxk,kyk[) s I (Ay?—kx§+1)
l<isn

e portanto

1 (Ay?—kx?+l}.

I (Abi—kai-l) <
1 1<isn

l<i<n k
Dividinau esta desigualdade por A" vem

1 m
H_A-)< Z

I {bi -a. <
<n “k

l<izx 1



e fazendo » tender para « obtemos

m !
wJd) = 1 [bi-ai) < ) 1 (yi_x_) "

k., 5 ..k
(I < ¥ o1,
1<isn k=1 1<i=n ' k=1 kzl

Como o recobrimento (Ik)keN de J por intervalos abertos éar

bitrario, segue que 2{J) sm*J.

b) Se J=|a,b| ndo & fechado, dado € >0 seja § >0 sufi-

cientemente pequeno para que tenhamos

K= T [a.+8,b.-8JeJ e &(K)>2(J)-=.
l<izn 1 1

Portanto

2(J)-e < 2(K) m*K < m*J

isto &, 2(J}-g <m*J e como £ >0 & arbitrdrio segue o resul-
tado. 0

A demonstracao acima & de von Neumann; ver o livro

"piffenential Topology" de Guillemin e Pollack, pag. 203.

* EXBRCICIO 8 - Seja J= I lai,bj_| um intervaleo infinito,i,&, e-
T l<izn
xiste k€{1,...,n} tal que bk-ak =, Demonstrar que m*J =Z(J)

COROLARIO 1.2.1 - Se A & um subconjunto enumerdvel de IR” en

tao m*A =0.

De fato: Seja A:{3(13’3(2),.-.,3(}{J,.--1}eseja e>0.
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Para todo k seja Ik um intervalo aberco de R" de volume SJ%
2

(k)

e que contem a Entac temos

ne~3 8

L(I,} <e.
1 k

Como € >0 & arbitrario segue o resultado.

COROLARIO 1.2.2 - Dados a,bER com a <b, o conjunte [a,b] nao

& enumeravel.

De fato:se [a.b]l fosse enumeravel teriamos
m*(fa,bl} =0

pelo corolario 1.2.1, mas no teorema 1.2 demonstramos que

m*([a,b]l) = &([a,b]) = b-a>0.

1.3 - A Nogao de Medida

No que segue indicamos frequentemente por A o com~
plementar em E de um subconjunto A de E. Dados A,Bc<E escre

vemos B~A =BnCA.

Dizemos que AcP(E), A= ¢,é uma o-algebra (sobre E) se

vaiem as propriedades

(A) AGA == CAEA

(A ) A CAKEN => | A EA
o] k KEN k

OBSERVACAD 1.2 - Se A € uma c-algebra, de AkGA, kEN, segue

»
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que

l A,6A pois Ml A =C|:CHA} =C[UCA:|.
KeN ¥ KeN X KeN K KEN

Portanto ¢,E€A.[D].

Lembremos que AcP(E), A= ¢, & uma algebra (sobre E)
se A satisfaz (A) e se AI,AZGA implica que AluAZGA. E ime-
diato entao queAl,AZEA implica que AlnAZGA e também  que

A ~ALEA

Dar uma medida sobre um conjunto E € dar uma o-al-

gebra AcP({E) e uma funcgdo
n: A-—m [0,=]

que satisfaz as propriedades

(Mo) u¢ =0 .

(MU) U & g-aditiva, isto &, dados conjuntos ARGA, KEN,
dois a dois disjuntes temos

u[ U A ] =} uA
KeN K k21 K

(onde escrevemos ] A, para salientar que os conjuntos A
KEN K k
sio dois a dois disjuntos). Indicamos a medida por (E, A )

ou simplesmente por (A,u) ou ainda por u.
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OBSERVACAO 1.3 - Dada uma medida (E,A,p) e A,BEA com AcB te

mos
a) uA <uB; b} u(B~A) = uB-uld se pA <o,

De fato:podemos escrever B =AJ(B~A)U09U¢0...; entdo
de (Mo) e (Mo) segue que HB =pA+u(B~A) o que. implica que

LA <uB e se pA <= temos pB-pA =u(B~A).
TEOREMA 1.3 - Seja (A,u) uma medida sobre E

a) Dadns AkGA, KEN .com A cAjc...cApc... temos

u[ U A ) = sup uA, = lim pA
kex ¥ ken K kom X

b) Dados AkGA, kEN,com AlsAZD...:Ak:... e uAl < temos

u[ i a ] = inf pA, = lim pA
xeN ¥J  xeN T K ko K

- 111 t = ! E ~
DEMONSTRACAO - a) Definindo A; = A, e A\ = Ay 4 Ay

AiGA para tode keN, Ak =Ai0...0Ak, 0s conjuntos Ai seﬁdo

sendo dois a dois disjuntos. O resultado segue entdo de

temos

fl
fIt~18

m -
1UA£ = 1im ) uAk = 1im u[ U Ak]

o[ U A = U A
kEN kEN k mre k=1 m-+o0 1<i<m

lim pA_ = sup uA .
mreo T meN M
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U Dk e por

b) Seja D= ] Ak e D =Ak~A
kEN

Temos A,~D =
KEN k 1

k+1°
"tanto

qulND) = }J[ ! Dk} = { UDk= kz]_U(AkNAk""l) .

kEN k
Como por hipdtese temos VA, <«, segue que pA, < = e pela
Observagio 1.3 b) temos entdo que u(A1~D] = uAl-uD e

1(Ak~Ak+1) =uAk—uAk+1. Portanto

il

. 00 m
pA,-ub z DJA ~ud ] = lim E A-A, L] =
1 k=1 k k+1 e D'l k k+i:] .

k=1

lim [uAl-uAm+1] = pA -lim wA

m+o e

e COomo uAl< ©, Segue-se que

D = 1im pA inf wA_. 1
m=+ m meN. M

.

EXERCICIO 9 - Dar um exemplo mestrando que em b} do teofema
1.3 njo podemos prescindir da hipdtese pAj <.
[Sugestao: Ay =[k,=[ L

EXERCICIO 10 - Dado um conjunto E demonstrar que a classe A

dos subconjuntos A de E tais que A ou CA & enumeravel for-
ma uma o-3lgebra.
EXERCICIO 11 - Demonstrar que os subconjuntos AcR" tais que

m*A =0 ou m*(CA) =0 formam uma o-algebra.
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EXERCICIO 12 - Seja (Au) uma medida seobre E; dados A;,A,€A

demonstrar que se u(Al nAz} < @ tem—'se
1 ‘ u(Alquj f uAl-Fqu-u(AlnAz).

EXERCTCIO 13 - Seja A a o-algebra do Exercicic 10 comAE nao
enumeravel
"a) Dado AGA definimos ulA,=0 se A & enumerdvel e p1A==1
se CA & enumeravel; demonstrar que Hy & uma medida.
b) Dado AEA definimos p A =0 se A & enumerﬁvél e uA=o
se CA & enumerdvel; demonstrar que u € uma medida.
EXERCICIO 14 - Dado um cenjunto E para todo AcE definimos
vA=n se A tem n elementos e VA=«.se A & infinito. Demons-
trar que v & uma medida.
EXERCICIO 15 - Seja (A,u)'uma medida sobre E; para todo XcE
definimos p*X = inf{uA|A€A,A5X}. Demonstrar que p* & uma me~

dida exterior, e que p*A =pA para todo AEA.

1.4 - A medida de Lebesgue no rY

Dada a medida de Lébesgue exterior m*:PR™) + [0,®],
dizemos que um subconjunto McR® & messuravel se para todo

XeR? temos

mM*X = m*(XaM) + m*(XaM) .

OBSERVACAO 1.4 - Para demonstrar que um Subconjunto McR® &
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mensuravel basta demonstrar que para qualquer subconjunto

Xcﬂfl temos

m*X zm* (XnM) + m”™ (XnM)

pois do axioma (M?) segue a desigualdade contraria ji que

vale

Xe(XnM}u(XnCM).
EXERCICIO 16 - Demonstrar que McR" & mensurdvel se e someﬁ

te se para todo AcM e BcCM temos m*(AuB) =m*A + m*B.

Indicamos por MMRn),ou simpiesmente por M a clas-

. - . n
se de todos os subconjuntos mensuraveis de TR™.

TEQOREMA 1.4 - Seja m* a medida exterior de Lebesgue no R,

temos:

a) A classe Nﬁﬂfl)de todos os subconjuntos mensuraveis
de R™ & uma o-dlgebra;

b) A restrigdo m de m* & o-algebra M(R™) & uma medida;

¢) Todo conjunto de medida exterior nula & mensuravel.
DEMONSTRACAO - c¢) Seja EcR™ com m*E =0. Dado X<R" temous
entdo m*(XnE) =0 e m*X 2m*{XnCE) donde segue que

m*X > m* (XaE) +m* (XnE)}

e pela observagao 1.4 E & portanto mensuravel.

a) E imediato que M satisfaz a propriedade (A) pois a

definicao de conjunto mensuravel € invariante em relagao a
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passagem ao complementar. Antes de demonstrar a propriedade

(AO) vamos provar alguns resultados parciais.

LEMA 1.4.1 -M M EN = M uM, M.

1
DEMONSTRAGAD -~ Dadoqualqucr'Xc]RI1 temos

Xn(MluMZJ = (Xan)u(Xanan);

portanto m*[Xn (M, uM,)] Sm*(XnMi)+m*(XnM2nﬁ1). Adicicnando
m*(Xn(MluM2)~) =m*(Xnﬂlnﬁ2) a ambos os membros desta desi-
gualdade vem
* % -
m [Xn(MluMz)]-Pm [Xn(MluMZ) 1 =
< m*(Xan)-ﬁm*(Xanan)-Fm*(Xnﬁlnﬁz);

sendo M, mensurdvel o 2% membro da desigualdade & igual a
m*(Xan)-+m*(Xnﬁl) que & igual a m*X pois My é mensuravel.
Assim demonstramos que

m*[Xn(MluMz)]+m*[Xn(MluM2)~]'£mﬁX

e M, uM

1UM, & pois mensuravel.

COROLAR!IQ 1.4.1 - Os subconjuntos mensuraveis de R formam

uma algebra.

LEMA 1.4.3 - Dados Ml,...,MPGM dois a dois disjuntos, para

todo Xcl!’.I1 temos
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m*[Xn {J M1 = § m*(XnMi)
l<iz<p i=1
De fato‘vamos fazer a demonstracgao por indugao so-
bre p. Para p =1 niec hd o que demonstrar. Vamos supor o re-
sultado verdadeiro para p-13>1 e demonstra-lo para p: temos

Xnl M.InM_ = XnM
lsysp 1 P P

e 0S$ Mi sendo dois a dois disjuntos temos

Xol U M;IaM_ =2Xn [ M.
lsisp ¥ P 1<i<p-1 1

sendo Mp mensurdvel, temos

i
=
*»
Lo ¥
[
p |
s

m*(Xn | M) U M.)nM )+m*(Xn( [ M.)nM ) =
1sizp * i<igp P 1<isp ¥ P

m*(XnMp)+m*[Xn1 _U Mi)

e o resultado segue da hipdtese de recorrencia aplicado ao

tltimo somando.

COROLARIO 1.4.4 - Sejam M ..,Mp mensuraveis, dois a dois

1

disjuntos; temos
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De fato: basta aplicar o lema precedente com X=1R"
(0: por que razdo podemos escrever m em lugar de m* na igual

dade acima?l

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE (AU) (Teorema 1.4,a): sejam

M, EM, keN,e M= |J M, podemos supor que os M sdo dois a dois

kEN
disjuntos pois sendo consideramos os conjuntos

M|

k- MkaMlu"'UMk-l)

que satisfazem

e que pelo coroldrio.l.4.2 também sdo mensuraveis. Seja en-
tdo 5, =M, 0...0M que € mensurdvel; §k:ﬂ e S, sendo mensura

vel temos

m*X m*(XnSk)+m*(Xn§k) zm-*fxnsk}:rm*()mﬁ) =

k -
) m*(XnMi)'+m*(XnM)
i=1

pelo lema 1.4.3 aplicado a Sk' Fazendo k += e usando (M;J

obtemos

m*X = [ m*(XnM;) +m*(XnM) =m*(XnM) +m*(XnM) 0
i=1
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e e e e

pelo coroldrio 1.4.4. Portanto

L] o0

m| | Mi]z ) mM
[kEN k] “g2p K
a desigualdade contraria segue de (MY). 1

A medida mdo teorema 1.4 € chamada de medida de Lebes-
gue de HJH as vezes a indicamos por m,.
EXERCICIO 17 - Seja M, uma sequéncia de conjuntos mensgré—
veis de E doié a dois disjuntos; demonstrar que para qual-

.quer XcE temos

n*(Xn |J Mk) =
keEN k

Hr~3 8

m*(XnM, ) .
1 k .

EXERCICIO 18 - Lembremos que dada uma sequencia xkeﬁ defi-
nimos o seu Limite inferion e o seu Limite superior, respectiva-

mente por
lim x, = sup inf x e lim x, = inf sup x
k n€EN kz2n k k neN kzn k

a) Demonstra: que lim Xy < lim xq [Sugestdo:mostrar que
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sup inf Xy ='lim inf X, e inf sup x, = lim sup Xk].
neN kzn n+w kzn nEN kzn n+w k2n
b) Demonstrar que lim xk==lim X, Se e somente se existe
Tim xk(em ) que entiao coincide com eles.
Koo —m

[Sugestdo: lim Xy = 1lim X =8 <= dada uma vizinhanca V=[I,5]
de % existe ky tal que para kzkvtemosxkevc==9ﬁ =1lim xk].

koo

EXERCICIO 19 - Dada uma sequéncia M,_ de subconjuntos de um

k
conjunto E definimos o seu Limite inferior e seu Limife superiox,
respectivamente,por

lim M, = {xGE]JK{EJtal que x€M, para k zkx}

lim M

K - {x€E| existem infinitos keEN tais que xGMk};

e quando eles colincidem escrevemos 1lim Mk; demonstrar que

e limM,_ = (| UM

limM = [ M ;
neEN kzn

k neEN kz=n k k

EXERCICIO 20 - Seja M, uma sequéncia de subconjuntos mensu-
raveis de R".

a) Demonstrar que lim M € mensuravel e que:
m{lim Mk) < Iim ka
b) Demonstrar que lim Mk & mensuravel e que se temos

m{ U Mk] <w entao
kgEN

lim MMy sm(lim Mk).
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c) Demonstrar que se existe lim Mk este conjunto € men-

suravel e que se

m(1lim Mk) = 1im ka.

EXERCICIO 21 - Seja McR™ mensurdvel, hE€R" e AEIR. Demonstrar

que M+h e AM sdo mensuraveis e que m{M+h) =mM, m(M) = |2 ] "mM.

TEQREMA 1.5 - Qualquer intervalo JeRY & mensuravel.

DEMONSTRACAO - 1. Consideremos primeire o caso da retﬁ, is-
to &, aquele em que n =1. Basta mostrar que qualquer inter-
valo da forma I =la,=[ & mensurivel pois entao [a,»(,]-=,a]
e 1-»,al também sdo mensurdveis e qualquer intervalo & inter
seccao de um intervalo de forma ]-«,d]} ou J-ee,d[ com.-um in-

tervalo da forma [c,=[ ou Jc,«[.

-

Pela observacio 1.4, para demonstrar que I =Ja,=[¢
mensuravel e suficiente mostrar que para qualquer XcIR  te-

Mnos
m*X zm*(Xnla,=[) +m*(Xal-=,al).

Se m*X = nada ha a demonstrar. Se m*X <« dado €<0 existe

uma sequéncia (Ik)keN de intervalos abertos tais que

1

R(Ik) sm*X+e.
kEN k -

1
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Seja Ii =Ikm]a,m[e Jk-=Ikn]—m,a3. Do Teorema 1.2 segue que
: = 1 = '
temos EkaJ E(Ik)-fﬁ(Jk) m*Ik-fm*Jk. De

=]
Xnla,o{c |J I, segue que m*(Xnla,»[) £ ) m*IL
k

kEN =1
e de
Xnl-=,ale |J J; segue que m*(Xnl-=,a]) < L m*Jy
keN k=1

e portanto

oo

L

m*(Xnla, = [)+m*(Xnl-,al) < 7§ [m*I}+m*J, ]

R(Ik) sm*X+e
k=1 k

1
donde segue o resultado pois £>0 & arbitrario.

2. Quando n >1, & suficiente demonstrar, como acima,que
intervalos da forma I==Hﬁ)x3a,wEXIchHf1 {(com p+l+q =n)

sao mensuraveis; a demonstracao & analoga a de 1.

. . n
Vamos agora examinar que outros subconjuntos de IR
sao, mensurdveis além dos subconjuntos de medida exterior nu

la e dos intervalos.

Tode subconjunte abernto de ® oz men&u@&ueﬂ.De fato, indi
quemos por K o conjunto dos cubos abertos de R" cujas fa-
ces sao paralelas aos hiperplanos de coordeﬁadas ¢ indique-
mos por KQ o conjunto daqueles elementos de K cujas coorde-
nadas do centro sioc numeros racionais e cujo lado tem com-

“primento racional.® conjunto K, & evidentemente enumeravel

Q
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[nl. Todo aberto ndo vazio UcR" pode ser escrito como reu-
niio de (uma sequéncia de) cubos de ﬁz. De fato.sc x€U exis
te um cubo de K com centro em x e 1ad6 8§ >0 que estd conti-
do em U; se p & um inteiro tal que %‘<% e X um ponto que tem

. . - 1 -
todas as coordenadas racionais e com d(x,x) <5’ entao o cu-

bo de K. de centro x e lado % estd contido em U e contém x. [

Q

Da propfiedade (A) segue que todo subconjunto fechado de

n

R* Z mensuravef,

Mais geralmente, dada uma classe X de subconjuntos
de um conjunto E, indicamos por XSEXOJ a classe dos subcon-
juntos X de E que podem ser escritos como interseccao [reu-

niaol] de uma sequéncia (Xk)kGN de conjuntos XkGX.

Se entdo indicamos por G[F] a classe de ‘todus os
subconjuntos abertos [fechados] de Hfl,segue~se que os ele-
mentos de GG’ 1%, Gac’ fBS’ 6606’ etc. sao conjuntos mensu-
raveis.

De um modo mais geral, € imediato que a intersec-
cio de uma familia qualquer de o-algebras de um conjunto E
€ uma o-algebra [[]; portanto dado XcP(E)} existe uma menor
o-dlgebra que contém X: € a intersecgdo de todas as o-alge-
btas de E que contém X. Quando E & um espago topoldgico e X

& a classe G dos subconjuntos abertos de E entao os conjun-

tos da menor o-algebra B de E que contem G sao chamados de



conjuntos borelianos.

. . n - - . .
0s conjuntos borelianos de R" sag mensuravels pols

thn):B. Demons tramos pois o

COROLARIO 1.5.1 - Os subconjuntos de R" que sao abertos,fe

chados, 6., F_, ou mais geralmente, borelianos sdo mensura-
8 o]

veis.

OBSERVACAO 1.5 - Lembremos mais uma vez que todos os subcon

juntos de R" que podem ser obtidos construtivamente sao men
suraveis (e mesmo borelianos). Para provar & existéncia de
sﬁbconjuntos nio mensuraveis de R ou R" precisa-se do Axio
ma da Escolha; ver [R], Cap.III,§4.

EXERCICIO 22 - Demonstrar que o conjunto
A(x,y)€R? |x+1l<y?}

& mensuravel.

EXERCICIO 23 - Demonstrar que o conjunto
fi(x,y,z)ER?|x<y<z}

é mensuravel. .

EXERCICIO 24 - Dar exemploslde conjuntos mensuraveis E,FcIR

tais que |
*a3) F & fechado,mF >0, m(Fnla,b]) <b-a para todo {a,bleR

com a<b,
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**h) 0 <m(EnLa,bl) <b-a para todo [a,blclR com a <b.
EXERCICIO 25 - Sendo u* uma médida exterior sobre um conjun
to E e sendo p*E <« define-se a medida interior p,X de XcE

por
HeX = W*E-u*(E~X)

*a) Seja EcR"™ mensurdvel com mE <w. Demonstrar que sio
equivaleqtes as propriedades

i) m*X+m*(E~X) =mE  1i) m,X=m*X iii) X € mensuravel
[Sugestao: mostrar que existem HE 'FG .e GGGécom HeX<G, mH = m, X
e mG=m*X (Cf. o exercicio 2.b)].

b) Seja E=1{1,2,3}; para X& definimos p*¢ =0, w*E=2 e
1*X =1 se ¢ =2X=#E. Dar exemp_lo de um subconjunto naoc mensu-
ravel XcE tal que n,X =u*X.

**EXERCICIO 26 - Demonstrar que nem todo conjunto mensurével é
boreliano. [Sugestac:mostrar que a classe dos conjuntos men
surdveis tem a poteéncia de P(IR) e que a classe dos conjuntos
horelianos tem a poténcia de IR].

EXERCICIO 27 - Seja Ma classe dos subconjuntos mensuriveis
de M e B um conjunto qualquer; dado'XcIRXB definimos p*X =
= m'*'(pr]RX). Demonstrar que u* € uma medida exterior sobre
RxB € que X & mensurdvel se e somente se X =MxB com MEM. '

**EXERCICIO 28 ~- Demonstrar que o conjun:co dos numeros realis

em cuje desenvolvimento decimal o algarismo 7 comparece nu-



ma "proporcac” >a (onde 0 <a <1) & mensuravel (e boreliano).
* EXERCICIO 29 - Seja £:R" — R uma fungio qualquer. Demonstrar
que o conjunto dos pontos em-que £ & continua € um GG'

* EXERCICIO 30 - Seja ;Ek:IRn — R, kEN, uma sequéncia de fungoes
continuas. Dempnstrar que o conjunto dos pontos em que a se

quéncia £ & convergente & um F o

§2 - FUNCOES MENSURAVEILS

. . n
A partir deste § todos os subconjuntos de IR~ que
vamos considerar sdo mensurdveis, a menos de mengao explici

ta em contrario.

Os resultados fundamentais deste § sdo os teoremas
2.1 e 2.2 ¢ seué corolarios. O teorema 2.1 diz que toda fun
cao continua & mensurdvel e o teorema 2.2 diz que todas as
openagoes  que efetuamos com fungbes mensuraveis nos levamno
vamente a fungdes mensuraveis. Por operacdes entendemos tan
to as operacoes algébricas habituais de soma, produto e in-
verso como as operacoes de tomar o limite de uma sequencia,
o seu sup e seu inf. Todas as fungdes mensuraveis que vamos
encontrar na pratica sao obtidas a partir das fungoes conti
nuas por meio destas operacgoes.

-

2.1 - *ungoes Numéricas Mensuriveis

— n - - .
Seja EcIR™ um conjunto mensuravel; dizemos que uma
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funcdo f:E — R & memsurdavel se ela satisfaz a uma das pro-

priedades equivalentes seguintes:

M

1. Para todo o6R o conjunto {x€E|f(x)>0} & mensuravel
2. Para todo 0€R o conjunto {x€E|f(x}za} & mensuravel
3. Para todo a€IR o conjunto {x€E|£(x)<a} & mensuravel

4. Para todo a€IR o conjunto {x€E|f(x)s<a} & mensuravel
A equivaléncia das quatro propriedades acima & ime
diata:
1. <= 4. e 2. < 3. seguem por passagem ao complementar;
1. = 2. segue de

Nl (x€B|€(x)>0 - )

& (xcE | £(x)zal
kEN

2. = 1. segue de

{(x€E|£(x)>a} = | {X€E|fG)2a+ £}

kEN

OBSERVACAO 2.1 - Se f:E — R &.uma fungao mensurdvel entao

para todo «€R o conjunto g1 (a) = {x€E|f(x)=a} & mensuravel.
De fato: quando o€IR o resultado segue de
£ ) = £ (-=,a1) 07 (La,*e1).

Para @ =-= ou o == o resultado segue de

£ lcw) = N £ (Lom, kD) e £ i) = [ £ lrk,=1).
KEN KEN
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OBSERVACAO 2.2 - Seja mE<= e f:E — R mensuravel tal que

m{x€E[[f(x) | ==} =0. Entdo dado ¢ >0 existem E cE e M>0

1A

tais que m(E~E€) g e |[f(x)] <M se XEEE.

Dé fato, pelo teorema 1.3,b temos
m{x€EE| |f(x) =} = 1im m{x€E||£(x) |>k};
koo

portanto existe M>0 tal que m{x€E||f(x) |>M} <e¢ e basta to-
mar E_ = C{x€E| | £(x) |>M}.
EXERCICIO 1 - Seja f:E — R uma fungdo mensuravel. Demons-

trar que o conjunto {x€E|f(x)ER} & mensuravel.

=

EXERCICIO 2 - Demonstrar que

Yang - XatXeeXg T 17Xy © Xyup T X4t X7 ¥anme

EXERCICIO 3 - Seja McR". Demonstrar que M & mensurdvel se
e somente se ﬁdé mensuravel.
EXERCICIO 4 - a) Sejam M mensuravel e M)cM mensuravel. De-
monstrar que se £:M — R & mensuravel entido flMo & mensura-
vel.

b) Seja (M) ey Uma sequéncia de conjuntos mensuraveis e
M= |J M . Demonstrar que f:M —+ R & mensurdvel se e somente

kEN

se f € mensuravel para todo kEN.

[ My
EXERCICIO 5 - Demonstrar que toda funcdo mondtona f:R —RR &

mensuravel.
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EXERCICIO 6 - Demonstrar que a fungao de Dirichlet
1 se x€EIR~Q
£(x) =
0 se xEQ
€ mensuravel.
EXERCICIOQ 7 - Seja f:E — R mensurdvel, demonstrar que
a) para todo conjunto aberto UclR, f_l(U) € mensuravel
*b} para todo conjunto boreliano BcDR,f_l(B) € mensura-
vel.

EXERCICIO- 8 - Seja f:E — R mensuravel, definimos

[£]l, = sup ess |f|= inf{c€l0,=]|m{xEE||£{x)]|>c}=0}.

Seja ||£||  <«; demonstrar que m{x€E||f(x)|>]f]_}=0.
EXERCICIO § - Demonstrar que [f[_=0<=> f=0 excetc num cop
junto de medida nula.

EXERCICIO 10 - Sejam f e g mensuraveis e XAER; demonstrar que

I £+gl, <IEl, « lgl, e Irfl, = [2il£],-

EXERCICIO 11 - Demonstrar que ||fk||oo — 0 == f 2, 0 no com-

plementar de um conjunto de medida nula.

TEOREMA 2.1 - Seja EcR™ um conjunto mensuravel; toda fun-

-

cao continua £f:E — R & mensuravel.

DEMONSTRACAO - Como f & continua, para todo «€R o conjunto

f-l(]a,mtJ & um subconjunto aberto de E e & portanto mensu-



rdvel por ser a interseccdo de um subconjunto aberto (e por

- T . -
tanto mensuravel) de IR com o conjunto mensuravel E. i

Dizemos que um conjunto A de fungbes f: E —R & u

ma afgebra se para f£,g€A e AEIR temos f+g,Af, fg€A,

Dizemos que um conjunto R de fungoes f:E —+ TR & um

o~ reticubado se dados fkeR {kE€N) temos -sup fk’ inf
keN keN

kER onde,

por definicao,

(sup fk){x) = sup fk(x) e (inf fk)(x) = inf fk(x)
kEN kEN kEN keEN
Lembramos que um conjunto R de fungoes f:E —- R &

um reticulads se £,g€R implica que.sup(f.g) e inf(f,g)ER.

TEOREMA 2.2 - Seja F um conjunto mensuravel
a) As fungoes mensuraveis fi:E — R formam uma 4lgebra
que contém as fungdes constantes.
b) As fungdes mensuraveis £:E — R formam um o-reticula

do.

DEMONSTRACAO - a) segue das cinco seguintes assergoes que va

mos demonstrar sucessivamente
1. Toda fungio constante & mensurdvel: demonstracao ime
diata.
2. Se £ & uma funcdo mensurdvel e c & constante entao a

funcio cf & mensurdvel. De fato, se . © ‘rara todo
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o€ER temos

{x€E|cf(x)>a} = {x€E|£f(x)>Z}

e este Ultimo conjunto & mensurdvel pois f & por hi-
potese mensurdvel. Para ¢ <0 a demonstragao € anialo-

ga. Para c =0 temos 1.

. Se f e g sdo mensurdveis f+g & mensuravel. De fato:da

dado oEIR temos

{x€E|f{x)+g(x)>al} = {xGElf(x)>u-g(x)} =

= |J {x€E[f(x)>T}n{x€E|g(x)>a~T].
TEQ
pois f{x)>a-g(x) se e somente se existe um nimero ra
cional r tal que f(x)>r>a-g(x).
Se f & mensuravel, f? & mensuravel. De fato:para a0
temos

{x€E|£f2(x)>a} = {x€E|f(x)>valu{x€E|f(x)<-Vul};

para « <0 temos {x€E|f2?(x)>a} =E.

Se £ e g sdo mensurdveis, fg € mensurdvel. De fato,
temos fg =%E(f+g)2-f2-g2] e ¢ resultado segué pois
de 3., 4. e 2..

Dada uma sequéncia de fungGes mensuraveis f,:E — R

seja f =sup fk. Para o€JR temos

keN
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{x€E]f(x)>a} = | {x€E|fk(x)>u}
kEN

donde segue que f & mensuravel. Para g=inf f; a demonstra-
kEN
¢do € analoga. O

COROLARIO 2.2.1 - Se f:E — IR & uma fungdo mensuravel en-

tio as fungbes |f|, £, e f_sao mensuraveis.

4

DEMONSTRAGAO - Temos, por definigao,

|£]| = sup(f,-f), £, = sup(£,0), £ = sup(-£,0). O

Lembremos (ver o Exercicio 18 do §1) que dada ‘uma

sequéncia xkeﬁ definimos

lim sup Xy iim X = inf sup Xy
ke kEN meEN kzm

il
—
He
=
Fel]

]

lim inf x sup inf x,.
ke k kEN k meN k=m k

Temos sempre lim Xy <1lim X (01 e estes dois nimeros sao i-

guais se e somente se existe lim x, que entao coincide com
k-—’»m

eles. [{1]

Dada uma sequéncia de funcoes fk:E — R definimos
(lim fk)(x) = lim fk(x) e (lim fk)(x) = lim fk(x)

COROLARIO 2.2.2

Dada uma sequéncia £, iE — R de fungoes
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mensuraveis entao as fungoes lim f, e lim £, sao mensuraveis.

kEN kEN
DEMONSTRACAQ - Temos 1im £, =inf sup f; e analogamente para lim £ ;
mEN kaem

o resultade segue pois do Teorema 2.2,b}.

COROLARIO 2.2.3 - Dada uma sequéncia de func¢des mensuraveis

£ E — R tal que existe f = lim £, entdo £ & mensuravel.
koo

EXERCICIO 12 - Seja f:E — R uma sequéncia de fungoes men-
suraveis. Demonstrar que o conjunto dos pontos em que a se-
quéncia converge € mensuravel,

EXERCICIO 13 - Seja f: R" — R uma fungio mensuravel talﬁue
em tode ponto existe é?%; demonstrar que esta fungao € men-
suravel.

EXERCICIO 14 - Seja X<E ndo mensurdvel e £ =Xy - Xg: demons-

trar que f nio & mensuravel mas que |f| o €.

EXERCTCIO 15 - Demonstrar que o conjunto

{t€R | 1lim(sen kt+cos kt)>0}

é mensuravel (e boreliamno).

* EXERCICIO 16 - Demonstrar que o conjunto

{tG]R | Lim sen|t|k=%—}
k—)-oo

& mensuravel e boreliano.

Seja E um conjunto mensuravel. Dizemos que uma pro-
_priedade Puale quase sempre em E (escrevemos g.s.) se 0s pontos

de E para os quais P ndo esta definida ou entao para osquais
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P nio vale formam um conjunto de medida nula.

EXEMPLOS 1 - Seja EjcE tal que m(EU) =0 e seja f: BEj — R;
dizemos que £ esta definida q.s. emBE.

2 - Dadas duas funcdes f,g: E — R dizemos que e-
las sao Aguais q.5. € es.crevemos f=g q.5. ou f (-1-—-:-: g se o con

junto {x€E[f(x}=g(x)} tem medida nula. Esta definigao tem

sentido se £ e g estdo apenas definidas q.s. em E. 01

3 - Dizemos que uma sequéncia de fungoes fk:E-——ﬁm
tende q.4. para uma funcdo £ e escrevemos f — £ q.s. ou fk-i-‘i- f,
q.s
ou f=1im f, q.s. ou f == 1lim f, se o conjunto dos pontos
ke k ke k
x€E em que nao vale fk(x) — f(x) tem medida nula. Esta de-
finigio tem sentido se as fungoes f; e £ estao apenas defi-

nidas q.s. em E.

4 - Dada f: E — R, dizemos que { & finita q.5. se o

conjunto {x€E||£(x)|=~} tem medida nula. Esta definigdo tém

sentido se f & apenas definida ¢.s. em E.

5 - Dado EcR" ¢ £:E — R dizemos que f & contlnua
g.4. se o conjunto dos pontos x€E em que f nao & continua tem
medida nula. {Nio sio porém equivalentes as propriedades
"grE —» R & continua q.s." e "f:E — R & tal que flEO € con

tinua onde EocE e m(E~E0) =Q" [D]);

OBSERVACAO 2.3 - Se f: E — R & uma fungdo mensuravel e se
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9.8 - - - -
g = f-entdo g € mensuravel. De fato: por hipotese o conjunto

D = {x€E|g(x)=f(x)}

tem medida nula. Dado g€R temos
{x€E|g(x)>a} = {xEE|£(x)>a}nC{xE€D|g(x)ca}u{xED|g(x)>a}

donde segue o resultado j3 que o conjunto {x€E|f(x)>a} & men
suriavel pois f &, por hipdtese, mensuravel e ja que 0S con-
juntos {x€D|g(x)}sa} e {x€D|g(x)>a} sdo mensuraveis pois D

tém medida nula.

OBSERVACAO 2.4 - Do coroldrio 2.2.3 e da observagao prece-

dente segue facilmente que se f:E — R & uma sequéncia de

fungdes mensuraveis tal que fj 4:5, £ entido f € mensuravel.[]

OBSERVACAO 2.5 - Se £ e g estdo definidas q.s. em B esao fi

nitas q.s. entdo f+g estd definida q.s. em E: se f estd de-
finida em E.cE e g em Eg entao f+g estd definida em

EgnE ~E,, onde E,

f
€ o conjunto dos pontos de Eang onde £ e g tomam valores in

finitos de sinal contrario.

¥ 2.2 - 0 Teorema de Egoroff

Seja E um conjunto mensuravel e f;:E — R uma se-

quéncia de fungbes mensuraveis. Dizemos que a sequéncia £
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converge quase uniformemente para a fungao f: E — R, escrevemos
£ L% f ou f, — £ q.u., se dado e >0 existe um subconjun-
to Ee de B, de medida =e, tal que fk converge uniformemente

para £ em CEE.

OBSERVACAO 2.6 - Se fk-itih*f entio £ é mensuravel e fk£t£L f.

De fato, como f, = f em CElfm entao f,(x) — f(x) para to-

do
xe |J CE cujo complementar, [} E,, ,
mey  L/m men /m®
tem medida nula. a

A reciproca desta assergao nhao ¢ verdadeira:
48, 9 na ale 94-Y% 0 (em WR).
X[k ool mas oV X[k, ool { 3
Ela ne entanto € verdadeira se, mE <« como mostra o teorema

que segue.

-

TEOREMA 2.3 (Egoroff) - Seja B um conjunto mensuravel de me
dida ginita e £, :E — R uma sequéncia de fungoes mensuraveis

que converge q.s. para uma fungdo £:E — R. Entao fi £

DEMONSTRACAO - Alterando eventualmente as £y, num conjunto

~de medida nula podemos supor que fk(x) — f(x) para todo x€EL

Dados n,méN definimos os conjuntos

mo_ 1.
B = kgn{x€E||fk(x)-f(x)|aﬁ},



- 37 -

que sio evidentemente mensuraveis [0]. Temos Eﬁ+lcﬁﬂ e de

fk(xj — f(x) para todo xEE segue-se que ENEﬂ =¢ para todo
n
mEN. Do teorema 1.3,b) segue entao que 1lim mEﬁ==0 e portan-
n--o
to dados >0 e mEN, existe k EN tal que m(Em ] <£. Seja

E‘

m
By
neN Km

entdo E, & mensuravel e mE€ <eg. Se xECEE, temos xGCE? para
- :

todo mEN. Portanto

£, ()£ | <2

. - 1
para todo k akm, isto e, fk — f em CEe' 0

§3 - A INTEGRAL DE LEBESGUE

Neste § vamos construir a integral de Lebesgue mno

IR.n

e dar os teoremas fundamentais dela. O processo de cons
trugdo que damos € tal que vai servir para construir uma in
tegral a partir de uma medida qualquer. Numa primeira etapa
consideramos fungoes simples positivas, isto €, funQEés que
tomam apenas um numero finito de valores. Para estas funcoes,
a definigdo da integral é imediata. A seguir definimos a in

tegral f[f, para fungdes mensuraveis positivas, £:ff & o sup

das integrais de fungdes simples positivas ¢ <f, este suppo



de ser «. Finalmente, como uma fungao mensuravel qualquer £
pode ser escrita como diferenga de sua parte positiva’ £, e

de sua parte negativa f_, definimos

foJe,-r

desde que tenhamos

ff+,Jf_ <o,

Naturalmente, estas definigoes sdo acompanhadas da demons-
tragio de que as integrais que assim definimos sucessivamen

te tem todas as propriedades que delas esperamos
[J(f+g) = ff+[g, f<g implica Jf ng, etc.)

e ainda demonstramos que temos uma série de propriedades que
tornam muito fidcil o manejo destas integrais: o lema de Fa-
tou, o teorema da comvergéncia mondétona, o teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue, etc.

Neste §, a menos de mencdao explicita em contrario,

todos os conjuntos e todas as fungdes sdo mensuraveis.

3.1 - A Integral de Funcbes Simples Positivas

Lembremos que dado um subconjuntd A de um conjunto
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E, indicamos por X, @ funcdo caracteristica de A: para todo

xEE temos

1 se x€A
X =
2 ()
0 se xBA

Dado um conjunto mensuravel E, uma fungao &simples
$: E— R & uma combinagd@o linear finita de fungoes caracte

risticas de subconjuntos mensuradveis El;...,Ek de E, istoe,
ciin onde cieﬂl

Evidentemente ¢ admite mais de uma representagdoco
mo a acima [[1] mas como ¢ sO toma um numero finito de valo

res,sejam eles Apsceeady, podemos associar a ¢ uma rephesenta

P
¢do canbnieas

¢ = ‘E aijj onde Aj =¢ “(a.).

EXEMPLO - Em E=[0,2] a representagao candnica da fungao

0 =Xpg,21 & 0 T OeXpo,qr ltXpg, 21

OBSERVACAQO 3.1 - Enfatizemos que para que uma representacgao
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¢ = E aij

j=1 3

seja canonica € necessario (e suficiente) que tenhamos
i) Os Aj sio dois a dois disjuntos

ii) Os aj sio todos distintos

iii) E= |J A, (e portanto algum dos a. pode ser nulo)
1<j=p J J

" Se ¢ & uma fungao simples positiva com representa-

cdo canonica

! =j21aijj

fportanto aj 2 0) definimos

JE b= fE blx)dx = jilaijj

nimero este que sera « se € somente se mAj =w para algum ]

com a. > 0.
J

OBSERVAGAC 3.2 - Sejam o e B fungao simples positivas.

Jo< [e
b) Se a,b>0 entdo
ftaa+be) aja-+bfs-

a) Se o =B entao

A

i



De fato: observemos inicialmente que se

onde o0s Ci sao deis a dois disjuntos (mas os cy nao sag ne-

cessariamente distintos nem supomos que U C; =E) entao

1=is=q
f¢ = izlcimci
pois para todo a =0 seja Ia_={i€{l,...,q}|ci=a} {(naturalmen
te podemos ter I_=4); entao
y c.mC, = am| | C.].
i€l .+ * ie1, *

Portanto

c.mC, = am[ {1 c.] e Uc =¢
Z "6 7 L el * ier 1

e a Ultima somatdria corresponde a definigao de J¢ a partir

de uma representacao canonica.

Para demonstrar a) e b) consideremos representacoes

canonicas de o e B

* T ii1a?xAi °F %jZlbijj°
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Cs conjuntos AinBj para i=},2,...,p e j=1,2,...,q4 sao

mensurdveis, dois a dois disjuntos, e temos [03

e B = b

o = .Z.aiXA.nB.
1] 1.]

- X .
i,j J AinBj

Entao a) segue do fato de que o £ 8 se e somente se aisbj em
AinBj para todo i=1,2,...,p e j=1,2,...,9 e como pela observa

cao inicial temos

a = J a.m(A.nB.) e IB = ) b.m(A,nB,)
f i3 1 1] i35 ] 1 ]

segue que fu sfs.

Demonstragiao de b}: temos

aa+bf = § (aa.+bb.)yx )
i3 1 ] AinBj

[u = gaimAi = §aim[9AinB.] = gaigm(AinBj) = igjaim(AinBj}

¢ analogamente

8 = J b.m(A.nB.);
f iyt

portanto
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ofaso]s

Por outro lado, como

i%j(aai+bbj)m(AinBj).

ao+bp = ] (aa;+bb X, o,
i3 177
€
iU.(AinBj) = E,
3

segue pela observagdo inicial que

[ (aa+bB) = i%j(aai+bbj)m(AinBj),

¢ portanto

f[au+b6) = afa +bJB. 0

OBSERVAGAO 3.3 - Sejam E;,...,E; subconjuntos mensuraveis de

E, c ..,ck >0 e

1*°

A demenstragao segue por recorrencia sobre k, apli

cando a observacao 3.2,b). [0O]
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TEOREMA 3.1 - Sejam E um conjunto mensuravel e f:E — [0,=]
uma funcdo mensuravel. Existe uma sequéncia crescente de fun

goes simples positivas ¢, <¢, €... S ¢y <... com sup oy = f-
kEN

DEMONSTRAGCAO ~ Para todo K€EN definimos

¢k(x) =
k se f(x) zk

isto €

onde

i - IS
Dk,r = f ([—‘z—k—,zk-{) e Dk f ([k, [)-

EXERCICIO 1 - Sob a hipotese do Teorema 3.1 demonstrar que

se £ & limitada entio Oy U, f.

3.2 - A Integral de Fungbes Mensuraveis Positivas

Sendo E um conjunto mensuravel, indicamos por S+(EL
ou simplesmente por S, , 0 conjunto das fungoes simples posi

tivas ¢:E — R, .
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Da observagdo 3.2,a) segue-se que dado ¢€S, (E) te-

mos

L3¢ = sup{LawlweS+(E),ws¢}

o que justifica a seguinte definigdo: seja £:E — [0,*] uma

funcao mensuravel, entdo escrevemos

- fEf = JEf[x_)dx = sup{JE¢]¢GS+(E),¢Sf}€[O,m].

OBSERVACKO 3.4 - Se A & um subconjunto mensuravel de E & i-

mediato que vale a igualdade

{f¢l¢es+(E),¢sfo} = {lewes+(A),wsfiA}

donde se segue que

fy, = f £
oot

onde identificamos f com f]A'

N

OBSERVAGRO 3.5 - a) Sejam £,g:E — [0,=] fungoes mensuraveis.

Entao

f=g qg.5. = J f-= J g
E E

b) Seja f: E — [0,=] mensuravel:
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f=0q‘.s.<==>Jf=0.
E

De fato - a) Seja D = {x€E|£(x)=#g(x)}. Seja ¢ES

tal que 0 <s¢<f e seja by = X5 Entao ¢OGS+,

J¢0 = f¢ [ol

e 0= ¢0 < g donde se segue que

fEfsng.

De modo analogo demonstramos que

B ke

b) Resta demonstrar a implicagao <. Se nao tivessemos
f£=0 q.s. existiria e >0 tal que E_ =f (e, =) teria medi-

da >0 [D1. Entdo ¢ =exg €5, ¢ € tal que 0<s¢p<f e
[
JE¢=emEe>0;

portanto J f£>0 contra a hipOtese. ]
E

OBSERVACAO 3.6 - Seja f£:E — [0,»] tal que I f<w, entdao f
E

€ finita q.s.

De fato: seja E_= {x€Eif(i)=w}. Se tivermos

mE =a>0,
w
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entdo para todo KEN consideremos a fungdo simples Uy =kXE .

Temos ¢ < f'e portanto

para todo k€N, isto &, f f =, contra a hipotese.
E

OBSERVACAQ 3.7 - Seja f:E — [0,«=] tal que

(f(m
JE

e°seja ¢ uma fungdo simples tal que 0 <¢ <f; entao ¢ € nula

fora de um conjunto de medida finita. [l

OBSERVACAO 3.8 - & imediato que se f,g — [0,»] sao mensura

Je < [s

veis e f <g entao

1A

e que para c =20 temos

fcf cff.

Porém so vamos conseguir demonstrar que

[eeg) = Je+ e

depois de ter provado os dois teoremas que Sseguem.
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TEOREMA 3.2 {Lema de Fatou) - Seja £, :E — [0,=} uma sequen

cia de fungbes mensurdveis tal que fy -5, f: entido

J f < lim J fk L,
E KEN E
DEMONSTRACAO - Pela observagdo 3.5,a) podemos alterar as fun
¢oes num conjunto de medida nula de modo que a convergéncia
tenha lugar em todos os pontos. Seja ¢€S, com ¢ < ¥} g sufi-
ciente demonstrar 'que '
¢ < limJ £, . .
fosim ) & .
a) Se J ¢ == entdo existem um conjunto mensuravel AcE e
E

um numero a >0 tais que mA =« e ¢(x) >a para todo xEA. Para

todo kEN, seja
Ap = {xGE]fn(x)>a para todo nzk}.

A desigualdade

¢ <1lim fn = f

N>

implica que | Ay >A. E claro que AjcA,c...cAjc... e portan-
kEN :

to do teorema 1.3,a) segue que lim mA; =mA. Como temos
koo

fE szamAk, segue~se que lim JE fk = o,

ke

" b) Se f ¢ <o seja A=C¢_1(0); entao mA <« [0] e ¢!CA =0.
E
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Dado e > 0 definimos

Ay = {x€E|fn(x)>(l—e)¢(x) para todo nzk}.

Temos evidentemente Achzc...cAnc... e de ¢ <1im fn =f se-
) . n—+x
gue-se que |J A oA, Portanto A~A; SA~A, 2.0 2A~A 2. €
kEN
e {| (A~A ) =¢ com m(A~A,) smA <=. Do teorema 1.3;b) segue-
ken & 1 |
se entao que lim m(A~Ak) =0 e portanto existe n_ tal que pa
koo o B
ra k zn_ temos m(A~Ak) <e. Entao para k'ane temos

[ 5 Lk £ (1_-8)[!\1( 0> (o) ]E ¢-JA~AR¢ [ ome] o-lolnianay)

ajﬁ¢-s[[E¢+||¢u] onde o] = suple(a 1

Portanto

uin [ 2 o-e[[ orlol]
E E E
para todo € >0, donde se segue que
lim f f 2J o 0
E k E
* EXERCICIO 2 - Sejam £, 2 0 funcoes mensuraveis;demonstrar que

Jlim fk <lim Jfk.



* EXERCICIO 3 - Sejam fy :E — [0,] fungbes mensurdveis tais

que
9.8 .
fk 4-8, f e ’ £, — l £ .

demenstrar que para todo conjunto mensuravel AcE temos J fk — f f.
A A
[Sugestéio: fp f<lim f, f; onde B=Ae B=CAL

0 teorema que segue, em geral & enunciado apenas pa

ra sequéncias mondtonas crescentes, dai o seu nome.

TEOREMA 3.3 (da convergéncia mondtona) - Seja f;:E — [0,»]

- - - . . q.S
uma sequéncia de fungbes mensuravels tals que fk = f com

fk < £ para todo k€N, entdo
f = lim f, g,
IE koroo JE k
DEMONSTRAGAO - De f, s f segue-se que
Jfk st e portanto lim Jﬁk,sjf.
Aplicando o Lema de Fatou segue-se que
Jf < lim Jfk < lim Jfk < [f

e portanto
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OBSERVACAO 3.9 ~ Agora estamos em condigoes de demonstrar

que se f,g:E — [0,o] s@o fungdes mensuraveis entdo

[ty = [e]e

De fato: pelo teorema 3.1 existem sequéncias crescentes de
funcbes simples positivas ¢k+£ e v, tg: portanto ¢k+¢k+f+g e
pelo teorema da convergéncia mondtona (e pela observagao 3.2,

b)) temos
J(f+g) = limj(¢k+wk) = 1im[J¢k+ka] =lim I¢k+1im Jq;k= Jf+Jg[|

EXERCICIO 4 - Seja £:E — [1,=[ uma fungdo mensuravel tal

que ndo tenhamos £=1 q.s. E verdade que

1imIEfk=oo?

k-reo

COROLARIO 3.3.1 - Dada uma sequéncia de fungdes mensuraveis

fk:E — [0,»] temos

ne=1 8

£, .
1 La k

f =
-L k£1 L

DEMONSTRACAO - Temos

m @
£4 1 £
o iy

quando m — « e portanto, pelc teorema da convergéncia mong
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tona, temos

Pela observagﬁo 3.9 temos

JE klilfk ) kgl JE i

donde se segue o resultado.

COROLARIO 3.3.2 - Seja f:E — [0,=] uma funcdo mensuravel e

sejam (Ek)kGN subconjuntos mensuraveis de E, dois a dois dis

juntos tais que ] E, = E. Entao

kEN
ek b

k

DEMONSTRAGAC - Basta lembrar que

£ = 7 fx equefo =JEf.
k=1 Ex Ey y

EXERCICIO 5 -~ Para todo ‘subconjunto mensuravel EcR defini-

mos

wE) = IE t?dt.

A fungio EEM(R) —+ H(E)€[0,»] & uma medida?
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EXERCICIO 6 - Dar exemplo de uma sequéncia decrescente de

fungdes mensuraveis f; > 0 tais que
1im Jsz J lim fk'

[Sugestdo: ver o exercicio 71].
EXERCICIO 7 - Seja f, uma sequéncia decrescente de fungdes

mensuraveis positivas com
oo
demonstrar que lim Jfk = J lim‘fk.

EXERCICIO 8 - Seja £f:R" —+ [0,*] mensurdvel ;demonstrar que

a funcdo
EEM(R™) —> my(B) = Lfe[o,mj
€ uma medida, que mE=0 == mncE=0 e que

mf(]Rn)<m — J f<o,
]Rn

3.3 - Funcdes Integriveis

Sendo E um conjunto mensuravel e f:E — [0,=] u-

ma funcdo mensurdvel, dizemos que f & Jintegravel se

[
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Dizemos que f£:E — R & 4integrdvel se f, e £_ sdo integraveis
e entao definimosj f= Jf+- Jf_.
Se f & integravel entdo £ & finita q.s.(0J. Se £

integravel for {i{nita em todos os pontos de E escrevemos

f€£l(E).

OBSERVACAO 3.10 - Se f & “integrivel e se f= f f onde f e

f2 sdo funcdes integrdveis positivas entao Jf J J . De
fato: temos f=f -f =f,-f, e portanto frfy =1 +f,; da ob-
Ifz, isto &

servagio 3.9 segue entdo que Jf++J = J

[e,-[# = g, - Je. - Je. o
TEOREMA 3.4 - Seja E um conjunto mensurdvel
a) O conjunto £, (E) das funcdes integriveis f:E — R &
um espago vetorial.
b) £ (E) € reticulado; _dadas. gGKI(E) e f:E — R mensu-
ravel tal que |f] < |g| entdo £€5,(E).
c) A aplicagdo f€f(E) — L:EG]R & un funcional linear po-
sitivo. |

d) Se fEEl(E) e se g & finita e g=f q.s. entdo

gES.l(E) eLg = Lf

DEMONSTRACAO - a) e c): Dados f,geil(E) e cER & imediato que
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ch = ch e da observacdo 3.10 segue-se que

[y = [cerp - [ vg = Jarme0+ (gm0 = [ee]e.

E evidente que £20 implica Jf 2 0.
b} De f++f_= [f] £ 1g| segue-se que f+s lgl e f_s lgl e

da observacdo 3.8 segue-se entdo que

Jeo< fier e [e < [rens

f & pois integravel.
Dados fl,f2€£1(E) temos
| inf (£,,£,) |, [sup (£, €)1 < [ £, ]+ [£,]
e portanto

inf(fl,fz), Sup(fl,fz)Gil(E).

q-s ~ q.8 ~
f entdo f-g=—0 e o mesmo vale entac para

d) Se g

as partes positiva e negativa de f-g; o resultado segue pois

da observagdo 3.5,a).

COROLARIO 3.4.1 - Seja feil(E). Se a< f(x) £b para todo xEE

entdo

amEstsme.

COROLARIO 3.4.2 - Seja E = | .E, e f€f (E); entao
kEN X 1
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Lf=z £,
k=1 X

DEMONSTRACAQ - Segue imediatamente do corolaric 3.3.2 apli-

cado a £ e £_ [OI.

OBSERVACKO 3.11 - O conjunto das fungbes f:E — R que séo
integriveis ou’o conjunto das fungbes definidas q.s. em E e
que sdo integraveis evidentemente nao formam um espago veto
rial [{J] mas para elas ainda valem todos os outros resulta-
dos precedentes considerando igualdades q.s. ¢ desigualda-
des q.s. Vamos porém considerar como equivalentes fungdes men-
suriveis f,g:E — R definidas q.s. ¢ que‘satisfazem a re-
lagdo f=g q.s. Indicando por f a classe de equivaleéncia de

f, a relagdo definida por f; < %2 se £, <f, q.s. € uma rela-
gdo de ordem [0O]. Indicando por Ll(E), o conjunto das clas-

ses de equivaléncia f das fungoes f:E —+ R definidas q.s.

que sdo integraveis & facil demonstrar que L, (E) € um espa-
. + 8
co vetorial [0) e que | [f| =0 se e somente se £===0[0].

Destaquemos especialmente ©

COROLARIO 3.4.3 - Seja f:E — R mensurdvel: £ & integra-

vel se e somente se |f| & integrivel. Se £ & integrivel te-

nos
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EXERCICIO 9- Seja f:R® — R tal que

para todo EEM(R™); demonstrar que £=10 q.s.
EXERCICIO 10 - Seja fk uma sequéncia crescente de fungoes in

_tegraveis tais que
Jfk < M

para todo kEN. Demonstrar que existe uma fungdo £ tal que

£ —4-5, £, que f € integrdvel e que Jf= lim Jfk.

koo
EXERCICIO 11 - Seja feil(E) e a: E— IR mensuravel com

lall, < =;.demonstrar que af€f;(E) e que Jlaf[s[la”m J}fl.

QBSERVAGAO 3.12 - Dados f,kaEI(E) tais que lim J|f—fk[ =0,
ke

ndo segue que £ —3:%,f como mostra o exercicio que segue.

EXERCICIO 12 - Seja .
‘f =x » £o=Xr, 14, £2=X%q1 s ey 24 fe=Xq1 14,0
1 *fo,113 2 ~o,3l 3 2154130 74 Alo,gl 5 15,51

Demonstrar que Ilfk] — 0 quando k — « mas que para todo
xé[o,l] temos fk(x) —f 0. .

EXERCICIO 13 - Dar exemplo de uma fungdo  f€£,([2,b1) tal
que fzd£l([a,b]); demonstrar que f & necessariamente ndo 1i

mitada.
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TEOREMA 3.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue)-
Seja fk:E —~— IR uma sequéncia de fungoes mensuraveis tal
que fk ~4:3, f e tal que existe gesl(E) com [fkls g q.5. En

tdo existe

1lim J fP = J f.
kaeo JE & E

DEMONSTRACAO - Alteraﬁdo eventualmente as fungdes num con-
junto de medida nula podemos supor que as hipoteses se rea-
lizam em todos os pontos de E. De |fkl < g segue-se  que
-gsf, <g e portanto fi+gz 0, g-f, = 0. E claro que

fi*8 — f+g e g-f — g-f.
Temos f€f,(E) pois f & mensuravel e |f]| sg (Conforme o Teo-

rema 3.4,b)). Aplicando o Lema de Fatou vem
J(f+g)sligJ(fk+g)==lim[Jfk+JgJ==1imek+Jg,isto e, Ifslim[fk
e .

f{ g-£f) sml(g-fk) = 1_im_[Jg-Ika = [g-i_ﬁﬁjfk,isto g, szTﬁJfk,

donde se segue que existe lim Ifk =Jf. ]

k4o

EXERCICIO 14 - Demonstrar qﬁe nas condigdes do Teorema 3.5

temos

|£-£, | — 0.
J1en
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EXERCICIO 15 (O teorema de convergéncia limitada de Lebes-
gue) - Seja E mensuravel com mE<« e sejam fk:E — R fun-
gO0es mensurdveis tais que ka]hsM para todo k€N e tal que

fk 2:5, £, Demonstrar que Jfk — Jf.

OBSERVACAO 3.1.1 - Dado um conjunto E mensurdvel, dizemos

que uma fungdo f:E — € & mensurdvel [w,te.gmudj] se suas par-
tes real g ¢ imagindria h sdo mensuraveis Elntegravels} Se
f & integravel definimos Jf:=Jg+iJh. Entao ch= cjf para
c€C. Temos |Jf]s I]f]; de fato: seja

Jf [J:["|15-.:.Le

entao
ljfl = e'iaff = Je-ief = Jna[e'ief]
pois |
me[e_ief] - 0 ji que Je_ief = |Jf|€]R.
0 resultado segue pois de
JRa(e"ief) < J|e'iefl = Jlf].

Deste fato segue que para fungdes integraveis a valores com
plexos também vale o teorema da convergéncia dominada de Le

besgue. [O]
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EXERCICIO 16 - Seja f€f,(R), demonstrar que
en

1im J £(t)dt = j £(t)dt.

> on R ’

EXERCICIO 17 - Determinar

1 3
lim J nt- etdt.
n-o 1+nt?

EXERCICIO 18 - Demonstrar que se £:E — [0,11 & uma fungao

integrdavel entdo temos

lim J ek - m{fGE]f(t)=1}.
E

koo

§4 - A INTEGRAL DE RIEMANN E A INTEGRAL DE LEBESGUE

Neste § vamos demonstrar que a integral de Lebes-
gue estende a integral de Riemann, isto e, se uma fungao
£:[a,b] —+ IR & integrdvel segundo Riemann entdo f & mensu

ridvel e sua integral de Riemann

R be(x)dx

a

coincide com a sua integral de Lebesgue

b
Ja f(x)dx = I[a,b]f.
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4.1 - A Integral de Riemann

Lembremos alguns fatos sobre a integral de Riemann.
Una divisde d de um intervalo [a,blc<R & uma sequéncia finita

a=t;<t;<...<t =b; escrevemos |d| =n e

Ad = sup |t.-t,
lsisnl 1 l'l]

Indicamos por m[a by O simplesmente por D, o conjunto das
divisdes de [a,b].
Dada uma fungdo fimitada f£:[a,b] — R para toda di

visdo dEM definimos

1d| d
s¢ = LMty e S = LMty
onde
m, = inf{f(t)[tG[ti_l,ti]}
e
M, = sup{f(t)lte[ti_l,ti]}.

A integral inferion de Riemann & definida por

b
f £(t)dt = sup s,
a8 dem
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a integnal superion de Riemann & definida por

b
J £(t)dt = inf S,.

dgem ¢
a

Temos

b b

(b-a) inf f(t) = I f(t)dtsJ f(t)dt<(b-a) sup £(t).
as<tzb ‘a 2 as<t<b

Dizemos que a fungéo'f € 4integhavel segundo Riemann ,escrevemnos

fER(La,b]), se

J: f(t)dt e Lb £(r)dt

coincidem e, por definigdo, este valor comum € a {ntegral de

Riemann de £ que aqui indicamos por

RJb f(t)dt.

a
(Ver [D1, [E1, [H-AID).

Lembramos que esta definigdo equivale a dizer que

b [df
RJ £(t)dt = 1im ] £(;) (t5-t; )

Ad+w i=1
a

onde E.€[t. 4,t;].

Dizemos que ¢:[a,b] — IR & uma {ungac em escada se

existe uma divisao d(—]]D‘:a b1 tal que ¢(t) = c;, constante, em
bl .
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cada intervalo aberto da divisdo d.Alterando-se uma fungao integra
vel num conjunto finito a nova fungdo ainda & integravel se
gundo Riemann e o valor da integral ndo se altera [0l. Por-
tanto toda funcde em escada € integravel segundo Riemann e

com a notagao acima temos

b |d
RI o(t)dt = z

1

a
Indicamos por E([a,bl) o conjunto das fungoes em escada de-
finidas em [a,b]. Entdo as definigles acima de [ e [ podem

ser reformuladas do seguinte modo:

b b
J f(t)dt = sup {RJ ¢[t)dt|¢€E([a,bJ),¢Sf} L1
_?. a
N b
J f(t)dt = inf {RJ ¢(t)dt|¢€E([a,b]),¢af} o3
a a

EXERCICIO 1 - Demonstrar que toda fungdo continua

f:(a,b] — R

& integravel segundo Riemann.
EXERCICIO 2 - Demonstrar que toda fung¢do mondtona

f:la,b] — R

& integravel segundo Riemann.
EXERCICIO 3 - Seja f:[a,b] —+ R, uma funcio integrdvel se-

gundo Riemann e
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De = {(x,y)€la,bIxR|0<ys£(x)}.

b

Demonstrar que m,Dc = R[ f(x)dx onde m, indica a medida de
a

Iebesgue de RZ.

4.2 - As Integrais Superior e Inferior de Lebesgue

Para fungdes £imitadas ndo necessariamente mensura-
veis definidas num conjunto mensuravel E de medida {§inila, a
in£egral de Lebesgue admite uma formulagao analoga a da in-
tegral de Riemann: indicamos por S{E) o conjunto das fungoes
simples ¢:E — R e definimos a Lnteghal éupwoa de Lebesgue

por

*

JE f = inf{Lda 1 $€S(E) ,¢zf}

e adintegral inferion de Lebesgue por
I f = sup{J¢]¢€S(E),¢sf}.
‘E E

E imediato que

*

I f < J f.
JE E
TEOREMA 4.1 - Seja E mensuravel de medida finita e f:E — R

limitada (nio necessariamente mensuravel)

a) J £ = f f e= f & mensuravel
E E
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b} Se f ¢ mensuravel entdo [ f = J f = J f.
E E E

DEMONSTRAGCAQ ~ Sejam $ & Yy sequéncias de fungoes simples

tais que ¢ks¢k+lsfswk+1s¢k, k=1,2,... e que

-

IEckaLEf e JElpliE‘f [ol.

As fungoes £,=sup ¢, © £* = inf Y, Sdo mensurdveis. Das de-
*

sigualdades ¢ksf*sfsf <@y segue que f, e £ sdo integraveis

{(pois sdo mensuraveis e limitadas e mE<«) e que vale a re-

lagao

by, S I f*s‘I £% 2 J‘w
JEkE B g K

donde se conclue que

‘&fs Lf*s kf*s Lf.

Suponhamos que

LEf - Lf.

Entao tem-sSe J (f*—f*)= 0 e como f*-f*z 0, sggue-se que
E
f*—f* =0 q.s. (Observagao 3.5). Portanto f*-£=0q.s. e £ &

mensuravel (Observagao 2.5).

Reciprocamente, seja f mensuravel (e limitada) e se

ja a sequéncia ¢, €S, (E) .tal que o, £l -£ (Conforme o teore-
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ma 3.1). Entdo
[ axt] agl-e e portance [ Jel-aptfr

vois [ ] = I£nEce), mas [ £1-4,85(E), D0-0r28 ¢ IEl -0y
portanto

J(Hfﬂ-¢k)aj f o que implica que Jf =1im J[Hf|—¢k)aj f.
k-)-ao .

*

De modo analogo se demonstra que Jf s[ f [01 e de J f’sJ f
*

*
segue-se entdo que as tres integrais sao iguais. [

EXERCICIO 4 - Seja EeR um conjunto mensuravel;indicamos por
B _(E) o conjunto das fungoes mensuraveis limitadas ¢:E — IR
que sao nulas fora de um conjunto de medida finita. Seja

f: E— [0,»] uma fungdo mensuravel; demonstrar que

JE f = sup{JE viveB, (E) ,q;sf}.

4.3 - A Integral de Riemann e a Integral de Lebesgue

TEQOREMA 4.2 - Seja f:[a,b] — R integravel segundo Riemann.
Entdc £ & mensuravel e sua integral de Riemann em [a,b] coin

cide com sua integral de Lebesgue em [a,b].
DEMONSTRACAOQ - Como temos E([a,b]}<S{[a,bl) segue-se que

b b *b b
I f = J f s J f < I £
la 2 a a
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e do fato de f ser integrdvel segundo Riemann segue-se que
as quatro integrais sdo iguais. O resultado € pois conse-

quéncia do teorema 4.1. i

Para a integral de Riemann .{mpropria o resultado a-
cima nio & verdadeiro: a existineia da integral de Riemann Aimpro-
pria de uma funcao ndo {mplicana existencia da Lntegnal de lebesgue des

ta fungdo.

De fato: lembremos que dados -=<a<bswe f:la,bl[ - R

tal que

I

, b's
1 - para todo xEl[a,bl existe RJ f(t)dt

a

X
12 - existe 1imR[ f(t)dt.
xtb ‘a

entdo dizemos que o limite em I, & a integnal de Riemann impropria
de £ em [a,b[.(Ver tambem o Apéndice A do Cap.II). Neste ca

so pode acontecer que

b
EEE

a

e f nio & portanto integravel segundo Lebesgue.

sen t

EXEMPLO - £{t) = T

em [0,»[. [Para demonstrar que exis-

te

.
1im Rf 5-‘*-%-‘3 at
X-roo 0

basta demonstrar que dado €> 0 existe LE tal que. para
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sen t

d
[c,dlelL_.=[ temos ]RJ t

C

dt| < €

(o critdrio de Cauchy [0J]) o que segue de

d 2

d d
sen t _ cos t.d pf cos t 1.1 1 -
IRJC —--—t—~—dt| = |- T ]C RL —__tz dt| < ct It Rfc —_tzdt =

o
Para demonstrar que J [EE%~31 =« basta ver que
0

L ni n ki
I Isen t|dt2 J Isen t[dt -7 I |sen t|dt
0 0 k=1

>
T t Ge1)n
km n %) n
1 f 1 2 1
>V = [sen t|dt = } RJ |sent t|dt == }
k<1 KT Jk-1)n K21 KT fe)n Ty K

que tende para « com n. 0]

A integral imprdpria, isto & o limite em I,, tam-

bém & indicado por

‘ b
Rfaf(t)dt.

Quando b= e/ou quando f & nio limitada nas vizinhancas de

’

b trata-se de uma integral de Riemann imprépria.
EXERCICIO § - Sejam f,fy :[a,b] — R funcoes integraveis se
gundg Riemann equilimitadas tais que fk(x] — f(x) para to-

do x€la,b]l. Demonstrar que

b b
{ r e —4q £,
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*EXERCICIO 6 - Dar exemplo de uma fungao limitada
£:10,1] — IR
que € integravel segundo Lebesgue e tal que_ndo existe uma

fungdoe g integravel segundo Riemann e tal que f=g ¢.s.

*4.,4 - Caracterizacdo das Funcdes Integriaveis

Segundo Riemann

Lembramos que uma funcgdo

g:la,b] — J-o,=] [g:{a,b]l — [-=,»[]

diz-se semi-continua {nfeniommente [semi-continua superiommentel (a-
breviamos sci [scs]) separa todo xE[a,b]l e todo c¢ < g(x)
[c>p(x)] existe uma vizinhanga VX de x tal que para y€V_ ten-se
c<g(y) [c> g(f)]. 0 sup [inf] de una familia nao vazia de

fungbes sci [scs] € sci [scsl. [O]

TEOREMA 4.3 - Seja f:[a,b] — Ruma funcao limitada. Temos

f & integravel segundo Riemann <==> f & continua g.s.

DEMONSTRACAO - Sejam ¢ © Yy sequéncias de funcoes em esca-

da com ¢ks¢k+15ff¢£+1swk’ k=l,2,.a. tais que

b 7 b b b
RL ¢k(x)deLf(x)dx e Rprkfx)dlelf(x)dx.

kK ko ._4 . "
Sendo ]tj_l,tj[, 3=1,2,...,nk os intervalos em que ¢k[wk] e

constante podemos supor que
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lim  sup (tlf—tﬂi_l)_ = 0 [01.

Koo lsjsn? J
Tamb&ém podemos supor que cada.%([?k]é sci [scs] bastando que
em t? ela seja igual ao inf [supl dos valores nos interva-
los adjacentes ¢ do valor f(t?). Pondo f*=sup¢k e f*=inf¢k
segue-sc que

b ' b .
RI ¢k(XJdXTJ £, e RJ wk(x)dxlj £7 01
a [a,b] a [a,b]

Portanto tecmos

b b *
J f(x)dx = J £, e J f(x)dx = J £ .
a [a,b] a [abl

Suponhamos que f seja integravel segundo Riemann.

Entao

*

f = f

*

Lmb] L&b]

*
e como temos f,<f<f segue-se que fy=£f=f" q.s. (0]. Pox
tanto em quase todos os pontos de [a,b] £ & sci escs, isto &,

-
continua.

Para estabelecer a reciproca, cbservemos que se f & con-
tinua emx podemos supor que ¢k(x)+f(x) e wk(x){rf(x) [0J]. Portanto

- - * -
se £ & continua ¢q.s. temos f.=f q.s. e por conseguinte

*

£, = £,

j[a,b] * J[a,bj
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o que implica que

b b
J f(x}dx = J fx)dx,

a a

[

isto &, £ & integravel segundo Riemann,
EXERCICIC 7 - Seja E um espago topoldgico; definir funcdo

sci [scs] f:E — R. Dado AcE demonstrar que Xa € sci [scs]

se e somente se A & aberto [fechado].

EXERCICIO 8 - Seja EcIR® mensurivel; demonstrar que toda fun

cdo f:E —+ R que & sci [scs] ¢ mensuravel (boreliana).

EXERCICIO 9 - Mostrar que nem toda fungdo sci [scs] limita-

da-g:fa,b] — R & integravel segundo Ricmann.

*BEXERCICIO 10 - Seja f:f{a,b] — Ruma fungdo linitada tal
que para todo t€[a,bl existe f(t, ). Demonstrar que £ € inte
gravel segundo Riemann. [Sugestao: demonstrar que o conjun-
to dos pontos t€[a,b] em que a oscilagdo de £ & >e € enume-

ravel.]
*EXERCICIO 11 - Dada uma funcdo f:[a,b] — R para todo

t€la,b[ definimos
(0*£) () = lim $LE(t+h)-£(t) JER.
h+0
Demonstrar que se £ & continua entdo D'f & mensuravel (bore

liana). [Sugestdo: DTf & scil.

«



£§5 - TOPOLOGIA E INTEGRALAO

Como ja dissemos, nos §§1 a 3 apresentamos as no-
¢des de conjuntos e fungoes mensuraveis e de integral de Le
besgue no ®R™ de tal nodo a também servir para a tcoria abs
trata da medida e integragdo a ser apresentada na 22 parte,
no Capitulo IV. Na teoria abstrata niio i nenhuma topologia
envolvida e portanto nos resultados dos §§1 a 3 que vio ser
generalizados no Capitulo_IV ndo usamos resultados particu-

lares dec R™.

No presente § vamos ver resultados que relacionam
os resultados dos §§ anteriores com fatos topoldgicos de R,
Este § s6 vai ser usado em alguns poucos pontos, principal-
mente no inicio do Capitulo V e pode portanto ser omitido nu
ma primeira leitura sendo consultado apenas ad-hoc quando ne

cessaric.

PROPOSICAO 5.1 - Seja AcR®

a) Dado e€> 0 existeum conjunto aberto O_oA tal que
m*OE sm¥A+e
b) Existe GEG; com GoA e m'G =m*A.

DEMONSTRACAO - a) Por definigao temos

m*A = ihf{kzlﬁ(Ik)lngIk:A};
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. * . -
Se m A=« nada hd a demonstrar; se m'A<w, dado >0 existe

uma sequéncia Ik de intervalos abertos tal Que

U I,»A e 2(I.) s m*A+e.
KEN X kzl k

Tomamos entio

0 = |J I, e temos m*0_ < 2(I.) sm™A+e.
€ yen K ekgl k
b) Com a notacgdo de a) tomemos
"G= flo .
meEN 1/m

Entac GsA e para todo mEN temos n*A <m”G «_:m*O1 < m*A+% don

de se segue o resultado. =

TEOREMA 5.2 - Dado EcR™ sdo equivalentes as propriedades

i) E & mensuravel
ii) Dado &> 0 existe um conjunto aberto OE:E tal que
m*(0€~E) £E
iii) Existe G6G; com GSE € m*(G~E) = 0
1i)"Dado € >0 existe um conjunto fechado FscE tal que
*
m” (E Fe) <e

iii) Existe FEF_ com FeE e n* (E~F) = 0.

DEMONSTRACAO - (i) == (ii): Seja
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onde 0s Jk sao intervalos limitados dois a dois disjuntos e
seja Bk==Ean. Dado € > 0 pela Proposicio 5.1 cxiste um aber

- L€ L ~E. ) = - £
to Ok:Ek com mOks mEk+-zk e portanto m(qk Ek} mGk mEks Zk'
Tomando-se entdo

0= |0, temos O_~E = | O~ U E e | (O ~E. )
€ kEN ¥ € KEN X xen K ken K K

e portanto
m(OE~E)s Z m(Ok&Ek) <e.
k=1
(ii) == (iii): Seja Ollm:E com m*(01/m~E) s% e tomemos

G= 10 ;
neN /m

entdo m”* (G~E) < m*(Ollm~E):s% para todo mEN donde segue o Tg

sultado.

(iii) == (i) G~E & mensﬁrével pois m*(G~E) = 0. Pelo corola
rio 1.5.1 G & mensuravel. O resultado segue pois de

E= GnC(G~E).
(i) == (ii)” : Como (i) == (ii) entdo aplicando (ii) a E e
xiste OE:E con m(0€~ﬁ)s €. Tomando entao F€==5Etemos FEcE e

E~F€==0£~ﬁ {01 'donde segue o resultado.
As demonstracdes de (ii)"=> (iii)~ e (iii) = (i) sdo analo-

gas respectivamente as demonstragoes de (ii) == (iii) e
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(iii) == (i) L[0O]

EXERCICIO 1 - Por que a seguinte demonstragao de (i} = (ii)
esta errada? "Da proposicdo 5.1 segue que dado e> 0 existe
um aberto O _oE tal que m*Oes m*E+e. Como E & por hipdtese
mensuriavel, temos m*OE=1n*(0€rE)+ m*(O€~E), isto €, m*Oe =

= m*E4-m*(OE~E)-pois OEDE. Portanto temos

m*(0 ~E) = m*0_-m*Ex<e".
€ 4

COROLARIO 5.2.1 - Scja UcR" aberto e fEEl(U) tal que para

qualquer intervalo fechado e limitado J<U temos J £f=0; en-
‘ J

tdo £=0 q.s.

DEMONSTRACAO - Como todo conjunto aberto Oc<U pode ser escri
to como reunifio de uma sequéncia de intervalos fechados li-
mitados chU com interior deois a dois disjuntos [0]1 segue-

se

[De fato: temos

ﬁ- .
J.-
=1 J j

. ‘o
U Yy (Z,n0)u( [ J.) onde Z, =
kEN € -  kEN X KEN ¥ k

o
1
[
bt
>
o
]
e

; 17 k-1°

Como mZy =0 entdo segue do corolario 3.3.2 que
RTINS AR
0 k=1 Jk A k=1 4] k=1 /J

0 i X

Jogl T
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Por outro lado GGGa, GcU pode ser escrito cComo & interseccao

de uma sequencia decrescente de abertos Oko e de

J f = 0 segue entao J f=0
0k G

pois

|fx0k| < |fleg, (U) e fxok — fxg-

Mas do Teorema 5.2 segue-se que dado um conjunto mensuravel
qualquer EcU, existe um GGGG, UoG=E, tal que m(G~E) =0 epoxr

tanto [O] f f=0. Tomando-se entao
E
E=£1(10,e1) e E = £1([-»,00)

segue-se da observacao 3.5,b) que £=0 q.s.

COROLARIO 5.2,2 - Seja [a,blcR e fGEl([a,b]) tal que para

todo x€[a,b] tenhamos

entag £=0 q.s. 0]

DEFINICAO - Dado um aberto UcR™ e uma fungao mensuravel

f:Uu —ue-iﬁ,
dizemos que £ & ALocalmente integravel {em U). escrevemos
fG£%°c(U),

se para todo x€EU existe um intervalo aberto IX contendo x €
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tal que fEil(IX). Entao € imediato que dado qualquer compac

to KcU temos fGSl(K) £tol.

Indicamos por K(U) o conjunto das funcoes continuas

¢$:U —— TR que sao nulas fora de um compacto KcU.

COROLARIO 5.2.3 - Seja UcR" aberto e fGE%OC(U) tal que pa-

ra todo ¢€ K(U) temos f f6=0; entdo £=0 qg.s.
u

DEMONSTRAGCAO - Basta mostrar que para todo intervalo fecha-
do e limitado J<U temos J £f=0 o que segue do fato de exis-
J

tir uma sequéncia ¢kGK(U) tal que ¢k+XJ [ca.

TEQOREMA 5.3 -~ Dado EcR"™ com m*E <ew, as propriedades (i),

(ii), (iii), (i1)” e (iii)" do Teorema 5.2 sio equivaientes
4 propriedade

(iv) Dado e >0 existe U reuniso de um nUmero finito de

intervalos limitados {(que podem ser tomados aber-

tos ou fechados ou semi-abertos, etc.), dois adois

disjuntos, tal que

n*(EAU) s e (onde EAU = (E~U)u(U~E))}.

DEMONSTRACAO - (ii) ==> (iv): Seja 0sE com m”*(0~E) <§“ 0 a-
berto O pode ser escrito comdo uma reuniao de um conjunto de
medida nula e de uma sequeéncia de intervalos (abertos ou fecha
dos ou semi-abertos, etc.) limitados e dois a dois disjun-

tos, Jl,Jz,.g.,Jk,... e
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lim m[ U J.] =m0 [01;
Koo l1<i<k *
portanfo existe U =J1L'J. ..GJk com m{0~U) s%. Entao temos
EAU = (E~U)u (U~E)<(0~U) u(O~E)

e portanto m* (EAU) s%+% = e,
(iv) == (ii): De m*(EAU) <e segue-se que m (U~E) < e e

m*(E~U) < e. Pela Proposicao 5.1,a) existe um aberto 01:E~U

com m0, = 2¢, Tomando entdo O =0,uU temos OsE e
n* (O~E) = m*[(01~E)u(U~E)] sm*01-+m*(U"£) <2e+te = 3¢

OBSERVACAO 5.1 - Pela demonstragdo do Teorema 5.3 & imedia-

to que se E estd contido num aberto Ul entao podemos tomar

U contido neste mesmo aberto.

OBSERVACAO 5.2 - Sdo equivalentes as propriedades

(i)' E & mensurdvel e mE < «
(;r) Dado e > 0 existe um compacto KEcE tal que
m*(E~K_) <e.

De fato -(v) = (i)''do Teorema 5.2 secgue que E &
mensuravel e como tode compacto & limitado e tem por conse-
guinte medida finita se'gue-se de mE =mK_ +m(E~K€) que mE<w®,
(i)' == (v):se E & mensuravel, segue-se facilmente do coro

1drio 1.1.1 que dado € >0 existe um conjunto mensuravel li-
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mitado ElcE com m(E~El) <%—e pelo Teorema 5.2 existe um fe-
chado FcEl com m(E1~F) <%. F & compacto pois & um fechado 1i

mitado de R™; & imediato que m(E~F) <¢.

Dizemos que ¥:R™— R & uma §uncac em patamar (funcao
em escada quando n=1) se Y € uma combinagao linear finita de
funcoes caracteristicas de intervalos limitados

¢=Ec.x .
i=1 179

TEQREMA 5.4 - Seja U<:]:RI_1 aberto e f:U — R uma fungao men-
suravel finita q.s. e nula fora de um conjunto de medida fi
nita. Ent3o dado e >0 existe uma fungao em patamar ¢, nula
fora de U, que difere de f de menos de e exceto num conjun-

to de medida < e, isto €

m{xGU{ | £(x)-v(x)|>e} <'e.

DEMONSTRACAO - Como temos f =f, - f_basta demonstrar o teo-

rema quando £ =0 [0O].

Observemos inicialmente que pela Observagao 2.2 e-

xiste M tal que m{x€U|f(x)>M} <=. Seja entdo
E = {x€U|f(x)<M};

existe uma funcado simples ¢ tal que |f(x)-¢(x)| se para to-

do x€E: basta no Teorema 3.1 tomar ¢, com kzM tal que E]'ESE.
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Seja entdo
E
® = C'XE.;
j=1 1

pelo Teorema 5.3 e pela Observacao 5.1 para cada Ej existe
um Uj reuniiac de um nimero finito de intervalos limitados
tal que m(EjAUj) sé%. Entio & imediato que

T
b=l ey

i=1 j

& uma funcdo em patamar que satisfaz as condicoes do teore-

ma [O].

COROLARIO 5.4.1 - Seja UcR" aberto e f:U — R uma fungao

mensuridvel finita q.s. e nula fora de um conjunto de medida
finita. Entdo dado € >0 existe ¢€K(U) que difere de f de me

nos de ¢ exceto num conjunto de medida<e.

' 'DEMONSTRAGAO - Seja

v iE'lciXJ i

uma funcdo em patamar que difere de £ de menos de % exceto
num cbnjunto de medida:S%. Pelo Teorema 5.3 podemos tomar os
intervalos Ji fechados e dois a dois disjuntos; € imediato
que para cada i1 existe uma fungao ¢i€K(U) que € nula fora de

J. e que coincide com xj exceto num conjunto de medida:sf%
i
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Entdo a funcao

¢ - iglci¢i

satisfaz as condigoes do teorema.

COROLARIO 5.4.2 - Sejam UcR"™ e £€£, (V) ; dado >0 existe u

ma fungéo em patamar Y, nula fora de U, tal que
J |£-¢]| < e.
U

DEMONSTRACAO - Para todo k€N seja

1
Dy = {x€U|Hx“Sk e d{x,CU)2gl).
Definimos

£(x) se xED e | £(x) | <k
fk (x)
0 nos outros pontos

Do teorema de convergéncia dominada de Lebesgue sg

gue-se que

: [1£-g] — 0

[d0; veja o Capitulo II, Proposigoes 2.1 e 2.2]. Seja en-

tac keEN: tal que

J|f—fk| s%; temos || sk. Seja 5'5%% ¢ 8 s3£%k;
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pelo teorema 5.4 existe uma funcdo em patamar ¢, |yl <k, ¥

nula fora de Dk tal que ka,S < & onde

Dy 5 = {x€U||fk(x)-w(x)]>6};

entao temos

[heeel = [ agemvt = [ amevl=[ 0 lgevl
U Dy Dy s DDy s

mas em Dy s temos i -v] <2k e mby & < &, portanto

[
JD | £ -] < 2ks <.
k,8
Em D, ~D

temos |£,-y| =6 e portanto

k k.8

£
JD " | £,-w| < émDy <%
k 7k,§

donde se segue que

lf'wlsj | £-£ ]"'J | £ "IPI""{ f-w]55+§:+§_-=gﬂ_
L] U L k D £y 373773

~

k,s k k.8

COROLARIO 5.4,3 - Sejam UcR™ aberto e feil(UJ; dado >0 e

xiste ¢EK(U) tal que J|f—¢]s £.

A demonstragao segue do Corolario 5.4.2 do mesmomo
do que a demonstracgao do Corolario 5.4.1 segue do Teorema

5.4 [O7.
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TEQREMA 5.5 (Lusin) - Sejam EcR" mensurdvel de medida fini
ta e £:E — R; f & mensurdvel e finita q.s. se ¢ somente se
dado € >0 existe um conjunto compacto KecE tal que m(E~K) <¢

e tal que a #estricio de £ a K & continua.

DEMONSTRACAO - Seja f:E — R mensurdvel e finita q.s.;bas
ta fazer a demonstragao para f limitada pois existe M > 0 e
E,<E com m(E~E;) S%-tal que |£(x)| <M para x€E; (ver a Ob-

servagao 2.2) e € suficiente demonstrar o teorema para flEl.

Consideremos primeiro o caso em que f & uma fungdo

simples

'-h
1
Il e~

- Cux
k21 KBy
onde supomos 0s Ek dois a dois disjuntos. Tomando eventual-

mente um dos Cx nule podemos supor que

Dado e >0, pela Observagdo 5.2 para cada k existe um compag

to chEk

tal que m(Ek~Fk) <&, tomemos
U
K = F, .
k=1 K

E claro que a restricdo de f aK & continua (pois f & cons-

tante em cada Fk e estes sido dois a dois disjuntos) e
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m(E~K} <e.

No caso geral, como f=1f, -f_'basta demonstrar o
ﬁeorema para £ =20 [0O] (e £ 1imitada). Pelo Teorema 3.1 exis
te uma sequéncia de fungSes simples ¢j que converge unifoame
mente para £. Para cada j seja Kj um compacto, chE com

3

m(E~Kj) s tal que a restrigao de ¢j a Ki & continua. To
2

mando

entio K & compacto e m(E~K) <e. As fungoes 93 sao continuas
em-X & convergem uniformemente para a func¢do f; portanto a

restricdo de £ a X & continua.

Reciprocamente, seja f:E — R tal que para todo
g€ >0 existe um compécto KcE com m(E~K) <e e tal que fIK é

continua. Entao para todo JEN seja chE compacto com

K.

m(E~K.) <L et
] 2] [ j

continua. Seja fj:E —+ IR definida por

f(x) se XGKj
‘fj(x) =
' 0 se }cEK-j .

Entdo fj -2-2, £ (0] e como cada fj & mensurdvel segue-se
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que f & mensuravel; & claro que £ & finita q.s.

OBSERVACAO 5.3 - Existe uma funcao continua g:E — R que

coincide com f sobre K. Isto segue do feorema de extensac de
Tietze: seja F um subconjunto fechado de um espago métrico E
(ou, mais geralmente, de um espagolnormal)'e seja £:F — R
uma funcdo continua. Entdo existe uma fuﬁgéo continua
g:E — R H
que prolonga f£. Se f£(F)c[m,M] podemos tomar g tal que
' g(E)elm,M].

EXERCICIO 2 - Seja EcR™ mensurdvel e £:E — R; demonstrar-
que £ & mensuravel e finita q.s. se e somente se dado €>0 ¢
xiste um subconjunto fechado F de R tal que FcE, m(E~F) ¢

e le & contInua.



CAPITULO II

APLICACOES (I)

No presente capitulo e no capitulo V damos aplica-
cbes dos teoremas obtidos no capitulo I. As aplicagoes do
capitulo V sdo mais teoricas enquanto as do presente preség
te capitulo se situam mais no campo do "cidlculo'. A maioria
das aplicagOes usa © teorema da convergéncia dominada de Le

besgue ou o teorema da convergéncia mondtona.

No Apéndice A no fim do capitulo recordamos alguns
resultados sobre a integral de Riemann impropria. Estes re-
sultados vao servir nos exemplos concretos para decidir se
certas funcdes sao integrdveis e portanto podem servir como
dominadoras na aplicacgiio do teorema da convergéencia dominada

de Lebesgue.

§1 - REL&QGES ENTRE A INTEGRAL DE LEBESGUE E A INTEGRAL

DE RIEMANN (PROPRIA E IMPROPRIA)

NOTACAO - Se f:[a,b] — R & integravel segundo Riemann es
crevemos fER([a,b]).

~86-
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TEOREMA 1.1 - Se f€Rr([a,b]) entdo £ & mensuravel e existe a
integral de Lebesgue

be(t)dt
a

que coincide com a integral de Riemann
b
RI f(tl)dt.
A :

A demonstracio foi feita no capitulo I, Teorema 4.2
TEQOREMA 1.2 - Sejam -wx<a<bse e f:la,bl — R, tais que g
xiste a integral de Riemann impropria

<
lim R[ f(t)dt.
x+b a

Entao f€£1([a,b[) e

b X
f £(t)dt = lim RJ £(t)dt.
a x4+b a

DEMONSTRAGCAO - Tomemos uma sequéncia bn+b; para todo nzl tg
mos fn =X[a,bn]f€£1([a’b[) (0l e fn(t)+f(t) para todo t€la,bl.
Portanto f & mensurivel e do teorema da convergéncia monoto
na segue-se que

b b

J f(t)dt = lim J fn(t)dt.

a n+e Ja
Por outro lado pelo teorema 1.1 temos

fbfn(t)dt - f

a a

b b
nf(t)dt= 4 n £(t)dt.
a
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0 resultado segue pois da hipdtese de que existe e é finito

o limite

bn N
lim RJ £(t)dt [
n-><« a

TEOREMA 1.3 - Sejam -»<a<b=<w e f:la,bl tais que existem

as integrais de Riemann impréprias

X X
lim RJ f(t)dt e 1im Rf |f(t)|dt.
x+b a xtb ‘a

Entdo

b X
f€£1([a,bt) e J f(t)dt = lim RJ f{t)dt.
a x+b a

DEMONSTRACAO - Do Teorema 1.2 segue-se que IfIGEl([a,b[) e
basta pois aplicar o teorema da convergéncia dominada de Le

besgue a sequencia fn =X[a,bn]f onde bn+b £D]
EXERCICIO 1. - Demonstrar que

1
f 1 sen 1 at
0 t - t

existe como integral de Riemann impropria e nao existe como
integral de Lebesgue.

EXERCICIO 2 - Sejam a >0 e a>0, demonstrar que existe a in

tegral de Riemann impropria
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© t
[ seix dt
a t

e que esta integral existe no sentido de Lebesgue se e so-

mente se a>1.

EXERCICIO 3 - Demonstrar que

J sen t dt
0 t*

existe no sentido de Lebesgue se e somente se 1 <o < 2.

* EXERCICIO 4 - Demonstrar que

[++]

I sen t 4.
0 t%sen t

existe como integral de Riemann impropria se e somente se

o >%-e que existe como integral de Lebesgue se e someénte se

a>1. [Sugestao: temos

sen t _ sen t _ sen’t
t*+sen t £ t%(t%+sen t).

sen’t  _ sen?t . 1
t%(t%+1)  t%(t%+sen t) t*(t%*-1)

§2 - PRIMEIRAS APLICAGOES

PROPOSICAD 2.1 - Seja UcR® aberto e seja K, uma sequéncia
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crescente de compactos tal que § K =U. Dado feil(U) temos
meN ™

[If - Xy f|='I | £| — 0 quando m — «.
m CK
m
DEMONSTRAGAO - Temos [f-xy fl < |£]€8,(U) e (f-xy £)(x) — O
K 1 Kn
para todo x€U. O resultado segue pois do tecrema da conver-
géncia dominada de Lebesgue.
EXERCICIO 1 - Nas hipdteses da Proposigao 2.1 seja EcU men-
suravel. Dado fEEl(E) demonstrar que '

f — J f.

X
JE KmnE E

PROPOSICAOD 2.2 - Nas hipdteses da Proposigdo 2.1 seja

fGEl(U).

Dado mEN definimos

m se xGKm e f(x) zm
f(x) se x€K_ e |£(x) | =m
f[m](x) - "

-m se xeKm e f(x) <-m

0 se xGKm.

Entao Jlf-f[mjl —> 0 e Jf[m] — Jf.
A demonstracdc & andloga a da Proposigao 2.1.

EXERCICIO 2 - Seja My uma sequéncia crescente de conjuntos
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mensuraveis com |JM,_=M; seja f€f (M). Demonstrar que
KEN K 1

J f — J f e que J fk —_ J f
Mk M Mk M

onde

£(x) se |f(x)| =<k
fk(x)
0 se |[f{(x)]|>k

EXERCICIO 3 - Seja fEEl(E); para todo a>0 definimos
E, = {teE|1£(t) |=al}.
Demonstrar que

1im J f = J f e que lim J £f =0.
a+0 Ea E atee Ea

EXERCICIO 4 - Seja fesl(mz); para todo n€N definimos

A= {(x,y)ERxR|x?*<n|yl}.

Demonstrar que
lim f f = J f.
nse A n R?

TEOREMA 2.3 - Seja f€£, (E). Dado e >0 existe § >0 tal quepa

ra todo conjunto mensuravel AcE com mA <68 temos
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J |f] <e.
A

DEMONSTRAGCAO - Em caso contrério existiria €, >0 tal que pa

ra todo k=21 existe Ak com mAk sé% e

Lklflaso.

Seja By = g Ay © £y =xp f3 entio lfkl < |f| e como temos
‘nzk k 1
ByBrar © MBy < TX-T

segue-se que fk ~L:%, 0. Pelo teorema da convergéncia domi-

nada de Lebesgue temos entao

L ]fk| — 0

contra ¢ fate de que

fsz|=J zf[a[ HETR
0
E Bk Ak

-

EXERCICIO 5 - a) Dar uma demonstragao direta do teorema 2.3
quando f & limitada.
*b) Deduzir o teorema 2.3 de a) e do teorema da conver-

géncia mondtona.

§3- CONVERGENCIA DE INTEGRAIS

EXEMPLO 3.1 -



quando n ——— oo,
De fato: seja

£ (t) = , t>0;

temos

[£,(t) | <g(t) = 2—
" T

com gGEI(JO,WE) (ver o exemplo 7 do Apéndice A) e fn(t) - 0

paré todo t>0. O resultado segue pois do teorema da conver

géncia dominada de Lebesgue.

EXEMPLO 3.2 - Seja a>1;

&

1 nt sen t
J dt » 0 quando n —— .
0 1+ ()%
De fato: seja
fn(t) _ Dt sen ;.
1+ (nt)

Para todo t€l[0,1] temosfn(t) —+ 0 pois a>1. Temos

£,()] s 1

para todo n [pois fazendo nt =x basta demonstrar que

X

1+x

<1

o




- 94 -

para todo x =0, isto §,x%-x = -1 para todo x 20, o que & ime
. diato.] O resultado segue pois do teorema da convergéncia do

minada de Lebesgue.

EXERCTCIO 1 - Determinar

1im
T1-»00

1 nt sen t dt
0 1+nt .

EXEMPLO 3.3 =~
Jm ——~%E——Iyﬁ-+ 1 quando n — *.
0 (1+0)"¢

De fato: seja

_ 1
fn(t) B t.n,l/n’

(1+H) t
: 1
Quando n — « temos (l+%)n 3 et e t — 1; portanto
fn[t) S e—t. Por outro lado temos
(1+E)n =1+t +gin-1) Ei-* >tz pa;a n=z2et>0
n nz 7 v -—4— 2 ..

Se entao tomarmos

:L se t=1

t?.

g(t) =

se D <t=s1l

Al
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‘temos geil(]o,éi) (ver os exemples 2 e 1 do Apemndice A) e
le ()] sg(t).

0 resultado segue pois do teorema da converglncia dominada

de Lebesgue ja que

EXEMPLD 3.4 - Seja a>»(;

dt —+~ 0 quando n — «,

_a232
fw n?te Bt
a 1+t

De fato: fagamos x =nt; entdao temos

o 22 0 -x2 V -x*
nzre xe * ” xe X
e dt = " dx .= X[na w[(x) dx.

a 1+t na ; ,x* 0 1+ X

n? n?
Seja
2
-X
B xe
P

: "
entdo £ (x) —> 0 quando n — ® e }fn(x)l <g(x) =xe X com
g€£lﬁm+) (ver exemplo 3 do Apéndice A). O resultado segue

pois do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.

OBSERVACAC - O resultado acima nic vale quando a =0 pois en

tao temos



o]

% nzte‘n2t2
J dt » 5 quando n — .
0

1+t2

De fato: fazendo x =nt temos, pelo teorema da con-

vergencia monotona, que

2.2 2
w0 2 -n<t oo -X @ w2 _L21®
f nte —qr - X _—ax 1 f xe X dx = -2e ¥ | =3
0 1+t 0 1 +X 0
nZ

EXERCICIO 2 - Demonstrar que

1 32 .
lim j DTt 4 = 0.
n+e 10 1+ndt?
[Sugestao: mostrar que
3f2 l
nit < 1 ]

1+n%t? 2/t

EXERCICIO 3 - Demonstrar que

o« _ 2
1im f eREFT 4¢ = 0.

N>

[Sugestdo: -nt2+t <-|t]| para [t] z2.]

EXERCICIO 4 ~ Seja o >0; demonstrar que

n oo
lim J (1-—§)nt“'1dt = J e Tt 1ge,
now 10 0



- 97 -

[Sugestao: mostrar que (1 _%)n se_t para 0 <t<n,

t =ns.]

EXERCICIO 5 -Determinar

1
1im J - P
n+w /0 1+n?t?

EXERCICIO 6 - Demonstrar que

1 3z
lim J BT g¢ = 0.
n+e J0 1+n?t?
[Sugestao: mostrar que
3f2
n E— < _1__ }
1+n?*t?* /t

EXERCICIO 7 - Determinar

lim t.

n-oe

Jw 1 cos™t
—— e d
0 1+t?

EXERCICIO 8 - Determinar

1 + n
lim J [cos ——4] dt.
n+o 0 .

§h - CALCULO DE INTEGRAIS

PROPOSIQEO b.1 - Seja a>1; temos

fazendo
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onde T(a) = J e X o1 ax.
0

DEMONSTRAGAO - Para 0 <a <1l temos T%E =a+a?+ a’+... don-

de se segue que para x>0 temos

e - z e-kx_
k=1
Seja
_ n
Sn(x) = x £ e ;

0S8 Sn formam uma sequéncia crescente de fungoes integraveis

segundo Lebesgue em [0, [(O] e

S ( _ L ~kx a~1, _ T - -y _a-1 . .
L (Xdx = 7 o|e T x dx= Jk e’y “dy (onde fizemos kx=y)
0 . k=170 k=1 0
n _ w
=T() § kK%< § kK
k=1 k=1

Pelo teorema da convergéncia monotona temos entao

-X co
r — “lax = rtlj.m 8,(x)1dx = Llim | S (¥)dx = I'(a) ] k2.
D " e 0 1o oo n k=1
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OBSERVACAO - A fungdo I' estad definida para &>0 [0] e gene-

raliza a fungao fatorial, T'(n) = (n-1)!

De fato: fazendo integracao por partes venm

I'(atl) = f e x* dx=-e"* X% +q [ e X xa_l dx = al(a):
0 0

portanto
T'(n) = (n-1)(n~2}...3+2T(1) = (n-1)! pois

r(1) = f e”* dx = 1.
0.

PROPOSIGAO 4.2 - Sejam p,q >0, temos

1 1 1
+ - oo
p*q p*2q p+3q

Il tp_l d't = .l_
0 1+t% P

DEMONSTRACAO - Observemos inicialmente que a série do segun-
do membro acima & convergente pois seus termos formamumase

gquéncia mondtona alternada que tende para zero [0O].

Para 0 <t <l temos

p-1 _ ' w )
T L P lgop%ee2ae3 0y = T (-t eP 1+2nq
1+td n=0

Os somandos desta série sendo fungées continuas positivas,
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segue-se do teorema da convergéncia monétona que

1 _p-1 o 1
f t dt = z‘ J (1_tq}tp"1+2nq dt -

0 1+t n=0 ’0
T (L p-1+2n (1 p-1+(2n+1) !
= 1 { [P @t P q gl =
n=g' I 0 j
co . 1 1
- 1 . p-l+Zng+l - 1 p-1l+(2n+1)q+1 }
nZO{P*'an t ‘0 pr(2n+liq L 0

§ 1 1 .
n=o p+2nq p+(2n+l)q)’

EXEMPLO 1 - Tomemos p =q =1 entao temos

I-—-—_‘
e
—

fa¥
+
It

—
o
oS

[
1§

-

1
[T
+
Lt et
)
TN
+

EXEMPLO 2 - Tomemos p =1, q =2, entao temos

1
J 1 dt=arCtg1=%=1—%+%-%+.
0 1+t?

§5 ~ INTEGRAIS DEPENDENTES DE UM PARAMETRO

Dada uma fungao ¢:XxE —» IR para todo x€X e tEEes

Crevemos ¢x(t) =qbt(xj =¢(x,t); temos portanto fungoes
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$"E— R e ¢,:X -— R.
TEQREMA 5.1 - Seja X um espaco métrico e E um conjunto men-
suravel. Seja xOEX e $:XxE -~ IR tal que

1) Para todo x€X a funcdo ¢~ & mensuridvel.

2) Para quase todo t€E a funcdo b, € continua no ponhto

X
0
3} Existe gEEI(E) tal que |¢(x,t)| »g(t) para todo x€X

e quasec todo t€E.

Entao a fungao
XEX — o(x} = f ¢{x,t)dtEIR
E

€ continua no ponto Xge

DEMONSTRACAO - Tomemos X, —* X queremos demonstrar que

0;

@(xn] — ¢(x0).

Pela hipotese 2) temos ¢(xn,t) S ¢(x0,t) para quase todo
t€E. Das hipdoteses 1) e 3) segue que podemos aplicar o teo-~

rema da convergéncia dominada de Lehesgue para concluir que
-

q:(xn) = fExb(xn,t}dt S fEd?(xO,t)dt = CD(XO).D

‘OBSERVAQAO 5.1 - Basta evidentemente que a hipdtese 3) este
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ja satisfeita somente numa vizinhanca de x,.

OBSERVACAO 5.2 - Em vez de 3) basta supor que ¢XG£1(E) para

todo xEX & que

J |¢(x,t)-¢(x0,t)[dt — 0 quando X ~—+ Xg-
E

EXEMPLO 1 - Seja X ={z&€C|Rez>0}. A fungao

2EX — T (z) = J e_ttz-ldt.
0

esta bem definida e € continua.

De fato: temos E=30,~[ e seja ¢(z,t) =e'ttz‘1; o

- - - i 1 t

€ uma funcao continua [lembramos que t*¥ =tV log 1; dado
Z4 =x0+iy0€X tomemos 0 <a<xy <A<o e consideremos a seguin
te vizinhanga de Zy°

v_ = {z€X|a<Rez<A}.
20

Seja
1271 e petsl

g(t) = ;

A1t oo cteo

entio gesl(]o,w[) (ver os Exemplos 1 e 3 do Apendice A}, e

para todo ponto zEV_  temos
0
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4z, 0] = e = T < g ()

o resultado segue-se pois do Teorema 5.1 (e da Observagao 5.1).

EXEMPLO 2 - Seja X=10,«[; dado c€RR a funcao

XE€10,0[ — 0(x) = J tMe t gt
c
esti bem definida e € continua.

De fato: temos E=[c,»[ e seja ¢{(x.t) = tBe X, A

fungao ¢ €& continua e dado xOGJO,w[ seja.0<a<x,; na vizi-
nhanca la,=[ de x, temos

lo(x,t)] = ]t | cg(t) = tMe™?T

com gEEl([c,w[) (fO21; ver o exemplo 3 do Apéndice A) e o re
sultado segue-se pois do Teorema 5.1.

EXERCICIQ 1 - Seja fGSl(Rw); demonstrar que a fungao
X€L0 o[ —r &(x) = f £(t)e T Xat
0

estia bem definida e & continua.

EXERCICIO 2 - Determinar em que pontos z€C estd bem defini-
da e & continua a funcgao
w -tz

#(z) = f ° ~ dt.
0 1+t
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*EXERCICIQO 3 - Determinar os pontos z€C tais que para todo

fEil(IR+) seja bem definida e continua a fungao

(£F) (2) = Ljf{t)e-tzdt.

EXEMPLO 3 - Seja feil(ﬂfh; para todo Eeﬂfl definimos

e _ ~27it-§ _ n
£(g) = | , f(r)e dt onde t<f = ) t.&..
R j=1 1715

a funcio f:R— € estd bem definida e & continua {elasecha

ma transgonmada de Fourdien de f); para todo F,GIRH temos

12(5) | sLRnlf(tJldt-

-2mit-£,

De fato: definimos ¢(E,t) =f(tle : entio o4

™

continua em todo R" e temos |¢{&,t)}} =g(t) =|£(t)| onde £

L]

por hipdtese integravel. O resultado segue-se pois do Teo

rema 5.1.

EXEMPLO 4 - Seja X um espago métrico e E um conjunto mensu-
rivel de medida finita. Seja ¢:XxE — IR uma fungao limita
da e separadamente continua (isto &, para cada t€E a'fungéo
¢y & continua e para cada x€X a fungao $* & continua). Para

todo xEX seia

3(x) = JEMx,t)dt;



105 -

entdo a funcdo &:X — IR & continua e limitada.

De fato: cada ¢ & continua e portanto x — X im
plica que ¢(xn,t) —— ¢{x,t). A funcao X & continua e por-
tanto mensuravel e [¢{x,t)| sg(t) =|¢| que & integravel pois

mE <e. O resultado segue-se pois do Teorema 5.1; temos
Jof < m(E)]ol TOI.

EXERCICIO 4 - Para todo x€[0,1] definimos

S
o(x) = J XL dt.
0 x2+t?

Demonstrar que a funcdo ¢ & continua.

EXEMPLO 5 - A fungdo

1
x€00,1] — &(x) = J sen X g¢
0 Jix-t|

estia bem definida e & continua.
De fato: seja

6(x.t) = sen Xt.
V]x-t

entdo dado x,€L0,1] para t=x; 2 fungao ¢, & continua no pon
to x, (e portanto estd satisfeita a hipotese 2) do Teorema

5.1). Cada fungao X & mensurdvel (e portanto esta satisfei
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ta a hipotese 1j do Teorema 5.1) mas nao existe uma fungao

geil(EO,lj) que majore o [OJ.

Facamos entao x-t =s; vem

_ X sen x(x-s)
o(x) = f 1 _—szfﬁ;_—_ ds

e seja

= sen x{x-s)
p(x,s) = X[x-l,x}(s)_ N

definida para (x,s)€[0,11x[-1,1); se s¢{0,x

0’ x0—1} a fun

3o é continua no ponto x, € temos
¢ s 0 ‘

1
|1fz

Jvix,s)| <g(s) =
|s

com g€L([-1,11) (fD], ver o exemplo 1 do Apendice A). O re-

sultado segue-se pois do Teorema 5.1.

EXERCICIOQ 5 - Demonstrar que a fungao

XER —r ®{x) =f cos Xt 4¢
- 0 1+t?

“esta bem definidalc-éigoﬁtinﬁa.
EXERCICIO 6 - Demonstrar que a fungio

x€10,0[ = &(x) = [ e Xtsen t dt
0
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estd bem definida e & continua.

* EXERCICIO 7 - Demonstrar que a fungdo

o0 -
x€10,1[ — &(x) = f —-e—x dt
0 |sen t|

esta bem definida e & continua.

EXERCICIO 8 - Demonstrar que a fungdo

. oo w242
XER — & (x) =,J xe Xt gt
, 0

esta bem definida e & continua nos pontos x =0.

EXERCICIO 9 - Determinar os pontos x€IR em que & definida e

continua cada uma das seguintes fungoes

C (Teos xI¥ =J°°L§3Mtc_idt
a) ¢(x) L}cos T dt b) #(x) o i
N oy l2p2
c) &(x) = f txie X ¢ gt.
: 0

EXEMPLO 6 - Seja flexl(mn) e fzec*(m“), isto é,fz:]Rn —+R

€ fungdo continua limitada. Para todo x€R® definimos

(fz*fl)(x) = [fz(t):fl(t)](x) = [Rn_fz(x—t)fl(t)dt;
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Entdo £,+£ €CT(RM) e |£,+f,] < [€,11£,]; onde
Il = suplhGo] e lely = [ ,le(0)lar
“ xERM gyt

(f,+f, se denomina de produto de convolugdo de f, por £5).

De.fato:'seja ¢(x,t) =f2(x-t)£1(t); entac para to-
do t€R™ a fungdo ¢, & continua, para todo xER"¢ a fungdo
¢* & mensurdvel e temos |¢(x,t)|gg(t)=lif2”Ifl(t) ! onde gesl(nz“).
Do Teorema 5.1 segue-se entao que fz*fl‘é continua; o resto
& imediato [O]

EXERCICIO 7 - Demonstrar que nas condigfes acima f£,xf; & u-
niformemente continua se f, o for.
EXEMPLO 7 - Seja Y um espago métrico,

Tl * n .
flefl(IR ] e f2€C (IR7xY);

para todo (x,y)GIRan definimos

,,(fz*f1)(x:Y) = [fz(t-YJ:fl(t)](X) = LRn fz(x“t=Y)fl(t)dt'

T 41

Entao

£

et (RY) e N0yl 715yl 15y

De fato: seja ¢(x,y.t) =f2(x-t,y)£1(¢]; entio Oy &

continua para todo tem™, ¢~'Y & mensurdvel para todo
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(x,Y)ER™Y e |o(x,y,t)] =g(t) = [ £, [ ()]

com_gGil(IRn). 0 resultado segue-se pois do Teorema 5.1.

APLICACOES - a) Seja uy€f, (IR); para -todo (x,t)ERx10,=l defi

mnimos

S _(x-s)?
u(x,t) —— [ﬂouo(s)exp[_ 1ot }ds

Entdo a funcdo u & continua e para cada t1>0 ela & limitada

em IRx[71,=[.

De fato: definindo -

1 x?
fz(x,t) = exp| -
2av/mt 4a 2t

entiao a fungao fz & continua e limitada em cada conjunto da
forma Rx[t.»[;0 resultade segue-se pois do Exemplo 7 com
fl =Ugy-

b) Seja uoeil(IR); para todo (x,y)€ERx]o,»[ definimos

+co
u(x,y) =% j o (t) RN S P
T e (x-t) *+y?

Entdo a funcdo u & continua e para cada a2 >0 ela &€ limitada

em Rx[a,=[.
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De fato: definindo

fz(x,y) = % __X_u

entdo £, & continua em cada conjunto da forma Rx[a,=[.0re

sultado segue pois do Exemplo 7 com fl =Ug-

§6 - DERIVACAO SOB 0 SINAL DE INTEGRAGCAO

TEOREMA 6.1 - Sejam E mensurivel, I =lxg-a,xptal = R e

¢:IxE — R tal que
1} Para cada x€I temos ¢x€£1(E); seja o{x) =J $(x,t)dt.
E

2) Para quase todo t€E a fungdo ¢, ¢ diferencidvel no

ponto Xp: © seja
g.gl * = 'm ;l'.. X h - X
ax( O,t) 110 h[¢( 0+ )t) ¢( Ost)]

(definida para quase todo t).

3) Existe geil(E) tal que para todo h€l-a,al temos

|%[¢(x0+h,t)-¢(x0,t)]l <g(t) q.s.

Entao temos:

a) a funcdo @ definida em I & diferenciivel no ponto X3
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b) a funcao tEE — %% (xo,t) € integrivel;

o d . |
<) Ix LS¢(X’t)dt =L3 5% (x,t)dt no ponte x =x4.

DEMONSTRACAC - Tomemos hn -~ 0; temos
1 _ 1 |
E;[@(x0+hn,t) -@(xo,t)] = LS H;{¢(;0+hn,t) ‘¢(X0,t)]dt-

Pela hipotese 1) a integral do segundo membro existe e pela
hipdtese 2) ¢ integrando fende q.s. para %%(xo,t); pela hi-~
potese 3) segue do teorema da convergencia dominada de Le-

besgue que a integral do segundo membro tende para Li g% (xo,t)dt. 0

OBSERVACAO 6.1 - O teorema acima vale ainda quando ¢ € uma

fungao a valores complexos: basta considerar suas componen-
tes real e imagindria. A mesma observacao vale para todos

teoremas de derivacao que seguem.

A forma mais frequente sob a qual wvamos aplicar a

derivagao sob o sinal de integracdo € dada pelo

TEOREMA 6.1 bis - Seja E mensurdvel, Ja,b[c R e

$:Ja,blxE — R tal que

1) Para cada x€la,b[ temos ¢x€£1(E).
3) Para quase todo t€E a fungdo ¢, & diferencidvel emto

do ponto x€la,bl e para todo xOGJa,b[ existe uma vi-
. ' \ )
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zinhanga ]x0~6,x0+6[c]a,b[ de x; e uma fungao

g68£1(E) tal que para todo,xE]xO—S,xO+6[

temos

|§_‘2

ax(xat)l = gé(t) q.5.

Entaoc temos

a | - -3¢

em todo ponto x€lJa,bl.

DEMONSTRAGCAO - Basta mostrar qﬁe 3) implica a hipotese 3) do
teorema 6.} para I =Jx0-6,x0+6[. Isto & imediato pois pelo

teorema da média temos
o{x.+h,t) - ¢(x..t) = h 22 (%, 1)
0 0’ X ?

oride X estd entre Xg © Xp*h (e depende de t) e portanto pa-

ra |h| <& temos
1L0o(x +h, ) -0 (x. 03] = 128X, 0) | s g (1) a-s
AR (M 0 ax ot =gttt -8
EXEMPLO 1 - Para x>0 temos

d [Z.n -xt ® n+l
a’)‘z f te X dt = 'f tn ¢ Xt_ =d‘t:
c c C.
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De fato: vimos no Exemplo 2 do §5 que as integraisacima exis
tem. O integrando & diferenciavel para todo x>0 e portanto estdao satis
feitas as hipoteses 1) e 2) do Teorema 6.1. Também estd satisfeitaa con

digdo 3) do teorema 6.1 bis acima pois dado a> 0 para x=za temos

+ -~
n 1e

It Xt] sg(t) = th*lemat o on gei, (Le,=0);

o resultado segue pois do Teorema 6.1 bis.

EXEMPLO 2 - A fungdo T (ver o Exemplo 1 do §5) & holomorfa
em X = {z€(| Rez>0}.

De fato: lembremos que
r(z) = J'e_ttz_l dt.
0

Ja vimos no Exemplo 1 do §5 que a funcdo I & continua em X.

-ttz—l

A funcao ¢(z,t) =e & derivavel em relacao a z e temos

a3 -t oz-1
ax(z,t) e 't

log t.Dado zOGX sejam a,A tals que
0 <a<Rezy <A
¢ consideremos a seguinte vizinhanga de-zj: V={z€C|a<Rez<A}L

Para zE6V temos

a

t2 " 1og t se 0<tsl

3ol = 1o og el <gr) =y
' th1le” log t se l<t<w;

temos geil(lﬂ,w[) (ver os exemplos 6 e 7 do Apéndice A) e

1
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portanto 3) esta satisfeita. O resultado scgue pois do Teo-
rema 6.1 bis.

EXEMPLO 3 - Seja fGSI(HU tal que
f [tf(t) |dt <
entao para-todo EEIR existe f'(2) e temos

é% ! £(t)e 2MEL 4¢ - j 2rit) £(t)e STEEL ¢,

-c3

De fato: jd vimos no Exemplo 3 do §5 que a primeil-
ra integral existe. O integrando & diferenciavel (como fun

cdo de £). Vale 3) pois

"ZTTitEl

[2nitf(t)e = g(t) = |2ntf(t)}

e por hipotese temos geil(ﬁu. 0 resultado segue pois do Teg

rema 6.1 bis.

EXERCICIO 1 - Seja fe&l(ﬂgj; demonstrar que para todo x>0

temos

b3

é%_[ e T X (t)dt = -f e tXte(t)de.
C C

EXERCICIO 2 - Determinar os pontos z€C em que & bem defini-

da e holomorfa (i.€, derivavel) cada uma. das seguintes fun-
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coes

a) #(z) = f € at b) &(z) =-J e Tt et gy
0 )

c) ¢(z) = J e"te"t? gt.
0

EXERCICIO 3 - Determinar os pontos z€( tais que para todo

f€£1(1R+) seja bem definida e holomorfa a fungao
[ -
(£6) () = | £(t)e tZ 4t.
i 0

EXERCICIO 4 - Determinar os pontos x€ER em que g bem defini

da e derivavel cada uma das seguintes funcoes

a) #(x) = r xe U Xy b) #(x) = J <2e-(X-1) %40

had _ 3
c) ¥(x) = J xe [t ]x dt.

EXERCICIO 5 - Determinar os pontos x€R em que vale

a L T t?(x+2) cos t _ fwetz(x+2) cos t 4,
dx 1 £ 1 £2

b) éi [ otx sen t oo J JtX sen t 4.
*h t? 1 t?
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Dado um aberto RcR™ e um inteiro m indicamos por
C(m)(Q) o conjunto das fungoes f:9 — R que para qualquer

p= (pl,...,pn)GNP com |p|==pl+...+pn:§m ten derivada

glpif
o p -
Dr £ B, P
axl vae 9%
n
continua (fazemos a convengao de que Dof =f). Quando além

disto todas as DPf sio limitadas, escrevemos f€C£m)(Q). Es-

crevemos f£6¢(®) (@) fec(™)(a)1 se para todo inteiro m tiver

nos £e¢ ™ oy rreci™ (ay1.

@7EMPLO 4 - Dados £,65,(R) e £,6ct™) (R) temos
. (l) Y t oot
fz*fl&c* (R) e (fz*fl) —fz*fl.

De fato: temos

<o

(fz*fl)(x) = J fz(x-t)fl(t)dt.

Seja ¢(x,t) =f2(x-t)fl(t); para cada x€R temos evidentemen
te ¢X€£1(HU , isto &, estad satisfeita a condigido 1) do Teo-
rema 6.1; para cada t€ER a fungao by € diferenciavel no pon
to x, isto &, estd satisfeita a condigao 2) do Teorema 6.1.

Vale também a condigao 3) pois

|%%(x,t-)| = |[£5(x-t) £ () | sg(t) = |fu2"[f1(t)|
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com gGEl(HU. Do Teorema 6.1 bis segue .entdo que
£yef, 6 ().
0 resto & imediato [OJ.

EXERCICIO 2 - Seja m inteiro ou =, ;€8 (R),£,ec(™ (). De-
monstrar que fz*f]€C£m)(Hfﬁ e que (fz*fl)(kJ =f£k)*f1, k- =

EXERCICIO 3 - Seja m inteiro ou =, £ €5 (R™"), fzec,E‘“)(IRn) :
Demonstrar que fz*flecgm)(IRn) e que Dp(fz*fl) =(Dpf2)*f1p§
ra peNh com [pl sﬁh

EXEMPLO 5 - Sejam £,65,(R) e £,6ct!) (RxJc.dD) entdo temos

£, +£, 60 (Rade,dl)  (Veja o Exemplo 7 do §5) e

- e D gy
D(fszl) = (sz)tfl onde D ax U 5y

De fato: lembremos que

o0

(fppf) Goy) = | ety (e,

Seja ¢(x,§,t) =f2(x—t,y)fl(t); a demonstracao segue como no
Exemplo 4, usando o fato que f2 tem &erivg@a continua e 1li-

mitada em relacdo a suas duas variaveis [[0].

EXEMPLO 6 - Sejam m um inteiro ou =,

m) .
£,68 (R) e £,6¢™(Rx1c,d);
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entiao
. (m) P = (pPf. 7«
lefleC*1 (Rf]c,d[) e D (f2§f1) (D fz)lfl
para lpl =m [O1].

APLICACOES - a) Com as notagbes da aplicagao a) do Exemplo
7 do §5 temos uGC(mJURx]O,W{) e u satisfaz 3 equagdo dife-

rencial parcial

! 2

isto €, a equacdo do calor.

De fato: a primeira afirmacao segue do Exémplo 6,
considerando ng)(mx]r,w[)-para todo 7 >0 [(0J; a segunda se

gue do fato de que a funcao

2
fo(x,t) = exp[— ]
2 2a/7E 4a’t

satisfaz a equagdo do calor [QJ.

b) Com as notacoes da aplicacao b) do Exemplo 7 do §5 te
mos uGC(m)URXJO,w[ e u satisfaz a equagao a derivadas par-

ciais

isto &, u & uma funcaoc harmonica.
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De fato: a primeira afirmagdo segue do lixemplo 6 [1!]

e a segunda do fato de que a fungio

1 y

fz(an) = ?l: X +-y-

€ harmonica [0].

*EXERCICIO 4 - Demonstrar que as afirmagdes da aplicacdo a) pre
cedente quando u, & mensurdvel e limitada.

[Sugestdao: para x€l-n,nl e t >t >0 temos

1 _(x-s)? .
g () exp [ -] < ugl g (s)

2avTt
onde

(1 [ (s+n)2]
—~— eXp| - ~——=—| para s <-n
2av/wt da’t

g(s) = ] para Is|l <n
2avat

-

| exp) - ~———| para s=n
Zavmt da?t

¢ analogamente para derivadas quaisquer (de u em relagac a

x efou t).]

* EXERCICIO 5 - Demonstrar as afirmacg6es da aplicagao b) pre-
cedente quando u, & mensurdvel e limitada. [Sugestao: ver o

exercicio precedente.]



*§7 - OUTRAS APLICACOES

Lembremos (ver Capitulo 111, Apéndice, Teorema 3)
gque dados espagos normados E e F, uma aplicagao linear
AE — F

& continua se, e somente se, a sua norma

1Al = sup [lAx]

X[ =1

for finita. Em geral,nos exemplos concretos, é muito difi-
cil calcular |A] e conseguimos apenas majoragdes para este

valor.
Definimos CLI(RP) = C(Rn)nil(mn) e este espago €mu

nido da norma induzida por EI(RH), isto &, da norma

w€Cr (R — fally © | latofx.
R
TEOREMA 7.1 - Seja a€Cp,(R"); entdo o funcional

. fep @i i}
Fa.fGC (R} — Fa(f) = LRnu(x)f(x)dxem

& linear e continuo e temos HFaH =ﬂa”1.

DEMONSTRACAQ - [ imediato que Fa(f) estd bem definido [0O] e
de iPu(f)| sHaHIHfﬂ {f1] segue imediatamente que o funcional
linear F & continuo e que HF@H <lef, CO1. Para demonstrar.

que HFHH =Haﬂl & suficiente demonstrar que existe uma sequén
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: n ;
cia fkec*(m ), k€éN, com ka" <1 e tal que Fu(fk) _— ﬂa"l
quando k — « [[J. Mostremos isto: para todo inteiro k=1 de

finimos

k a(x) se |a(x)] g%
ER(X) =

— 1

{sg a(x) se |a(x)]| z L

onde sg z = iél (e sg0=0}.

£y estd bem definida [[1] e temos kaC*URn) pois £ & conti-

nuaz em cada um dos fechados

XERY Ja(x)| =1} e (x€R"| |a(x)] > ¢} (O

. R S-S .
cuja reuniac 8 R ec¢limitada pois ka" 1. Temos

Fa(fk) = a(x)fk(x)dx;

n

Ik
de

kKla()1? se latx)] =g
a(x)f (x) = .
la(x)| se |a{x)} 2%

segue que Iu(x)fk(x)l < Ja(x)}| e que para todo x€R" temos
a(x) £, (x}) — Ja(x)]

quando k — «. Do teorema da convergencia dominada de Lebes

gue segue-se entao que
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Fu(fk) —— [Rnla(x)ldx. 0

EXERCICIO 1 - Demonstrar que o Teorema 7.1 vale quando subs

tituimos IR™ por um aberto UcR™.

* EXERCICIO 2 - Demonstrar que para todo aberto nao vazio UcIR™ te
mos C(U)¢£1(U).

[Sugestdo: considerar uma sequéncia infinita de pontos xkeU
sem ponto de acumulacao em U e tomar bolas de centro nestes
pontos, contidas em U e duas 2 duas disjuntas. Definir

feC (U) adequadamente nestas bolas.]

Dado um aberto UcR" indicamos por P(U) o conjunto
das fungdes ¢:U — R que sdo infinitamente derivaveis e nu

las fora de um compacto contido em U.

* EXERCICIO 3 - Sejam UcR"™ um aberto ndo vazio,
xOGU e 0 <a<d(x0,CU).

Definimos

-1
exp |———————| se ||x-x,]| <a
[a?-—u x-xg | 1 °

0 se [|x-x4l éa.g x€EU.

Demonstrar que ¢X _aGD(U).
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Com a notagac do Exercicio 3 eSCrevemos ¢a quando

. 1 . 1
X =0. Seja p =c¢1 onde E=[¢l; dado § >0- seja ps(x) =:Sﬁ p(%),
- x€R™. Entio temos

pGGD(HfH, fpa =1 [O1 e pa(x) =0 se [x] =z6.
Dado um conjunto E<cR™ e § >0 definimos
B, = {x€R"| d(x,E)<6}.

EXERCICIO 4 - Demonstrar que Eg & fechado, que E, € compac-
to se E &€ limitado e que E = ] Eg-

_6>0

*PROPOSIGAD 7.2 - Seja UcIR" aberto e ¢EK(U) nula fora de

KcU;se §<d(K,CU) temos p6*¢€D(UJ € pg*d € nula fora de Kgs

pg*d tende uniformemente para ¢ quando 8§ -= 0.

DEMONSTRAGAO - Por abuso de notagao ainda indicamos por Pg €
¢ as prolongadas destas funcgoes a R" tomando o valor zero

fora de U. Evidentemente temos p(SGD(IRn) e ¢GK(]Rn).

a) pg*d € nula fora de K.. De fato: temos

6-.
(e (0 = [o,GenIomdy = [ ogGemromay

que & nula se d(x,K) = § pois entdo pa(x—y) =} para todo ye€K.

b) p6*¢€D(U) {se §<d(K,CU)). De fato: do Exemplo do §6

segue-se que p6*¢€C£°°)(Rn) e em a} demonstramos que p6*¢ 3
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nula fora do compacto KécU.

c) pé*¢ converge uniformemente para ¢ quando § — 0. De
fato: & imediato que Pg*d = 0*pg {01 e ¢ sendo cﬁntinua e nu
la fora de um compacto, & uniformemente continua. Portanto
dado £ >0 existe 6 >0 tal que para YER", |y| <& temos

lo(x~y)-0(x)] =e.

Entao
| o5+e) (0 -000) | = | [6Cey)ogOay-00 | =
= if[¢(x—yj-¢(x1305(Y)dY| SI [$(x-y)-9(x) {pg(¥)dy s €.
B

8

TEOREMA 7.3 - Seja feslumn); entdo a sua transformada de Fou

rier ¥ & uma fungdo continua que tende para zero no infini-

to, isto &

lim | £(8)] = 0.

£ll-

DEMONSTRACAO - Ja vimos no Exemplo 3 do §5 que f & uma fun-

g¢ao continua limitada com
Hfﬂm <sjfl, = J | £{x) |dx.
1 R"

Queremos provar que dado ¢ >0 existe LE tal que para “EHELE

temos |E(E)| =e. Pelo corolario I.5.4.2, dado & >0 existe uma
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funcdo em patamar y:R" — € tal que Hf-uﬂls% e portanto
1F(E)] s 1) -9 i + [0 = [£-vl, + |38 | s 5+ [9(E) ;5

basta pois demonstrar que existe L_ tal que para &l xL_ te

mos |P(E) | 5%u Como temos

[0]Y

suficiente provar que QI tende para zero no infinito onde

I & um intervalo limitado,

o que € fdcil de verificar pois

Xnla,.b, 10 = B Xrag vty
e portanto
Fx;1(8) = T (Fx y(g,) tOd.
I lstn [ajgbj] J
onde
b. -2mix.E. =-27ib.E. -2wia.Z.
=y = | 3 37 - 37 _ 373
(FX[aj,bj])(Ej) L e dxj -2—-——1T1€j|:e e }
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que de fato tende para zero quando lgjL — 0.

COROLARIO 7.3.1 (o lema de Riemann-Lebesgue) - Dada

fesl([o,lj)'

os seus coeficientes de Fourier
1
a [£f1 = f f(t)cos 2mntdt, b_[f] = ( f(t}sen Zwntdt
n 0 n Io

tendem para zero quando n — o~ [[O].

APENDICE A - CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE INTEGRAIS

DE RIEMANN IMPROPRIAS

No fim do capitulo I lembramos as definigoes da in
tegral de Riemann eda integral de Riemann impropria. Vimos
que se uma fungdo € integravel segundo Riemann ela & inte-
gravel segundo Lebesgue e que as duas integrais -coincidem

---— (Teorema I.4.2). O mesmo ainda vale para uma funcdo f para

a qual existe a integral de Riemann imprépria, desde quendo fe

ft, = [e. - =

Assim, apesar da teoria da integral de Lebesgue ser

nhamos

muito mais rica que a teoria da integral de Riemann (tanto
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por englobar uma categoria mais ampla de funcodes como por ter
teoremas mais poderosos), para efeitos de calculos e avalig
goes, nos exemplos analiticos concretos,caimos nos habituais
critérios demonstrados para a integral de Riemann e para a

integral de Riemann impropria.

No presente Apéndice vamos lembrar alguns resulta-
dos sobre a integral de Riemann impropria,principalmente os
que sao importantes para fungdes positivas, que sdao as domi-

nadoras no teorema de convergeéncia dominada de Lebesgue.

Lembremos a definig¢ao da integral imprdpria (de Rie
mann) : consideramos um intervalo [a,b[,onde -« <a<b=<=», e

uma funcdo f:l[a,b{ —» IR tal que

I1 - Para todeo xE[a,bl temos fEBR([a,x1)

x .
I, - Existe lim R[ f{t)dteR.

2 x+b a

Neste caso escrevemos fER([a,bf) e definimos

b b X
RJ f = Rf f(t)dt = lim RJ f(t)dt
a a xtb Ja

que chamamos de integral imprbpria (de Riemann) da fungao { no

intervalo [a,bf. Dizemos ainda que a integral

b
Rf f(t)de
da
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& convergente. Quando o limite em I, nio existe (ou & infinito)
dizemos que a -integral de f em [a,bl & dévergente.
Quando estio satisfeitos I, e I, comb<w e f e 1i

mitada temos na realidade f€R(La.bl) [O3. E imediata a

PROPOSICAO 1 - Sejam f:[a,bl — TR onde -»<a<bze e

c€la,bi. Temos fER([a,bl) <= fER([a,c]) e fER([c,bl) & no

caso afirmativo vale
\\

b c b
R[,f(t)dt = Rf f(t)dt-+KJ f{t)dt.
a a c

De modo analogo definimos R(Ja,bl), -wsa<b<w=e valem
propriedades analogas que para R([c,d[) com -w<c<dge,

Mais geralmente dados um intervalo Ja,bl com ~ega<bsge
e uma fungao f:la,bl — R tal que existem pontos

t0 = g <tl < e <tn<tn+1 = b

tais que fGR(]ti,pi]) e fGR([ci,ti+1[) para i=0,1,...,nt on-

de ciG]ti,ti+1[,escrevemos feR(Ja,bl) e definimos

b
Rf f(t)dt =
a i=0

[rzfi f(t)duR[ti*l £ryae].

t. -
1 i

Tt

Da proposigaoc 1 segue que esta definicao €& independente dos

particulares pontos cielti,ti+l[.

A partir de agora suprimimos a indicagao R frente



- 129 -

a2 integral de Riemann propria ou impropria.

escTevemos

be(t)dt
a

cabe ao leitor decidir se a integral existe
Riemann, como integral de Riemann imprdpria
de Lebesgue (evidentemente ela pode existir

destes sentidos).

Portanto quando

como integral de
ou como integral

em mais de um

Lembremos que dado um intervalo JcR, dizemos que u

ma funcado F:J —= IR & uma paimitiva da fungao f:J — IR se

para todo x€J existe F'(x) =f(x); F & portanto continua.

TEQREMA 2 - Sejam -o<a<b <o, fe€C(La,bl) e
ma primitiva de f; entao f€R([a,bl) se e som

ma extensao continua a [a,b]l, isto &, existe

E(b) = lim F(x)ER;
x+b

nestc casv temos

b
J £(t)dt = F(b) - F(a).
a

F:la,bl — R

=

ente se F tém u

DEMONSTRACAO - Pelo teorema fundamental do calculo, para to

do x€[a,b[ temos

fo(t)d F(x) - F(a)

a .



- 130 -

e portanto existe

X
1im J f(t)dt
x+b ‘a

se e somente se existe lim F(x), donde segue o resultado. 0

x+b
Assim
® -t
J e dt =1
0
pois a fungao F(t) =-e" % & una primitiva da fungao continua
t

£(t) =e " e F(®») =0 e F(0) =-1. Por outro lado nio existe

J cos t dt
0

pois a fungao F(t) =sen t que € uma primitiva da funcgao

f(t) =cos t & tal que ndo existe lim F(x).
XAoo

EXERCICIO 1 - Verificar se as seguintes integrais sao con-

vergentes
' o0 . 1 1 o0 t
a) J sen t dt b) J — dt c) [ e dt
0 0 vt 0
0 1 o
d) J el dt e) J log t dt £) J dt
- 0 -~ 1+t?

EXEMPLO ] - Sejam a<b e
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£(t) = —1_:£€R(Ja,b]) = a<1.

{t-a)

De fato: seja a=1; f tem uma funcdo primitiva

F(t) = 7= (t-a)'™®

F

a qual tem limite finito no ponto t=a se e somente se l-o>(,

i}

isto &, se e somente se a<l. Para a =1 a primitiva
F(t) = log{t-a)

nao tem limite finito no ponto t =a.

EXEMPLO 2 - Sejam a<b e

£(t) = —La:fek([b,m[) = g >1.

(t-a)

De fato: seja a=1; f tem como primitiva a fungao

F(t) = o= (t-a)l™®

que tem limite finito no ponto t =« se e somente se l-a <0,

isto &, se e somente se o >1. Quando o =1 a primitiva

log(t-a)

nio tem limite finito no infinito.

EXERCICIO 2 - Seja w€RR e f(t) =w¥La; demonstrar que f£ER(R).

[t}
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EXERCICIO 3 - Determinar os intervalos da reta (limitadosou

nio) em que sdo integrdveis as fungoes

) ___1_..._.. b) ﬂ2la — C) .——.—1——'—
At-t) 2] Ae-1) (£2+1) | |t]%|t-2]8

TEOREMA 3 (0 critério de Cauchy) - Sejam -»<a<b<e

e

f:la,bil — IR tal que para tode x€[a,bl temos [ER([a,.x]).

Entdo temos fER([a,bl) se e somente sc dado ¢ >0 existe
Lge[a,b[ tal que para qualquer [c,d]c[LE,b[ temos
d
|J f(t)dt| s £0]
c
TEOREMA & (0 teste de comparacio) - Sejam -w<a<bse e
f,g:la,b[ — IR tais que para todo x€la,b[ temos
f,g€R(La,x1)
com 0 = |[£(x)| =g(x). Entao se gE€R([a,b[) temos
‘ b b
fER(La,b[) e |J f(t)de] SJ g(t)dt.
‘ a a
DEMONSTRACKO - Segue imediatamente do critério de  Cauchy

pois

d d
IJ f(t)dt| sJ g(t)dt. O
c

C

Assim existe
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@ s s2
[ et t at
0
pois ja vimos que existe
© -t
[o~tar
0
—2-.-
e para t =2 temos et t <o t (ol.

EXERCICIO 4 - Décidir se existem as seguintes integrais
|

o 1 -t ° 2
a) J e t'sen % dt b) J € _ 4t c) J e Tt dt
0 0 t% 0
= sen t 1 1 ® t
d) J — dt e) J |[log t|7dt £) J te dt
0 1+t? . 0 0
o 3_ 2 _ . 2] _ y <0
2) J et 7t ar h) J et gt 1) J |SeD_Eige
0 —oo -0 tllZ

EXEMPLO 3 - Sejam £,6 >0 e P um polindmio qualquer. Entdo e

xiste
© 8
J p(t)e €t at..
0
DEMONSTRACAO - Basta provar que para todo m 20 existe
o §
f the 8% de
0

o que ségue“dé‘fato de que existe L, tal que para t >L  te-
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mos
: 8
e et L
t?
: . . - m+2 gta
(Veja o [Lxcwpto 2 ¢ a Proposigao 1), isto &, t <e

o que por sua vez segue do fato que dado keEN, tomando I = k

tal que (n+1)6 >k entdo para

1 “
Tarl ek
tz (n+1) (ar 120k temos tk < €n+1 t(n+1)6
n+1 ° S I0T
isto &
+1

k_ (n+1)8 2,26, € ns e (n+l)§ et
t UHD't <h€t+2 “‘+n5t +(nﬂj!t <e

EXERCICIO 5 - Decidir se as seguintes integrais convergem

0 _ e _ 2 g - .
a) [ tTe™ "t 4t b) J e~ (01275 c) J e Tlog t dt
0 0 o

o u o
d) J e-|1og-t] dt e) J t%{sen t|8e-tdt.
0 : 0

TEOREMA 5 (0 teste de comparagao no limite) -Sejam -e<a<bse

e f,g:la,bl — R, tais que existe

1im £05 - kero,w7.
{(x)

xtb &

a) Seja K<w : g€R({a.,bl) = fER(Ta,hl).
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b) Seja K»0 : g€r(la,bl) = f#¥r(la,bl).
¢) Seja 0<K<ew: gBR([a,bl) <= £f€R([a,bl).

DEMONSTRAGCAQO - a) Por hipotese dado 6>0 existe L.€la,bl tal

que para xe[Ls,b[ temos

f(x)

0 Sg(X)

<K+ 4

e portanto 0 < f(x) < (K+8)g(x) para xE[Ls,b[. 0 resultado se
gue-se pois do teste decomparaqﬁo, b): basta considerar %.

c): segue-se de a) e b).
EXEMPLO 4 - Seja P um polinomio de grau m=0 e seja o >0.5e

‘ - £(t) = 2Lt
1+]t]
temos: fER(]-w,w[") === a-m>1.

DEMONSTRACAO - Se a-m>1 seja

1

t IOJ."]TI:

g(t) =
1+]

pelo exemplo 2 temos g€R(3-=,»[) e como

H
—

1im 28 ¢« m

!t1—>-oo

-

o resultado segue do teorema 5 a}. Analogamente se demons-

tra que fER(J-»,=[) quando a-m<1.
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*EXEMPLO 5 -

Jn ,__1 dx(m(ﬂﬁe>n.
R

1+] x] P

DEMONSTRAGCAO - Seja ISnl a hiperdrea da esfera unitaria S|
do IRM. Entdo a hiperdarea da esfera de raio v e rndllsnl e

temos

o e~ b Lo w100

® 1 n~1 l | = I‘n_l
= T |s_|dr = [S f dr,
L 1+rB n g 1+rB

E)

que pelo Exemplo 4 & finito se e somente se g-(n-1) > 1, is-

to &, se e somente se B>n. [

OBSERVACAO - No que segue vamos usar o fato que para todo

e>0 e todo BER temos

: B
1im t%|1log t]B -0 e 1lim 20E Ll - .
t40 tteo tg

e

DEMONSTRACAO - Para determinar o 1° limite fazemos t =e % e

-€

caimos em 1lim [s]B ¢"€% =0 que foi provado na demonstragdo

S-r00

do Exemplo 3. Para achar o 2? limite fazemos t =%‘e caimos

no caso anterior.

' EXEMPLO 6 - Sejam o,BER
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(o4
a) Dado 0O<c<l, existe J tu110g t[Bdt <« g>-1,.0u a=-1 e
0

B<-1.

1
b) Dado 0<c<l, existe J t%| 10g t]Bdt =% g>-1.
: - .

‘ C
¢) Dade l<cew, existe J t%tog t]Bdt > p>-1.
1 .
t

d) Dado l<c<e, existe J 0L[log tIBdt <« g<-1,0u o=-1 é-

C

g<-1.

DEMONSTRACAO - a) Observemos inicialmente que a fungao
- +¢ g
f£(t) = t%|log tj

& continua em qualquer intervalo fechado contide em 10.cl,
quaisquer que sejam a,BER. Vamos agora examinar diversos ca
-
S05:
i) Seja a>-1 e escrevamos q =u0-+6 com —l<a0<u e por-

o e
tanto 6>0. Tomemos g(t) =t 0. entdo pelo ELxemplo 1 temos

gER(10,c1). Pela observagdo que precede este exemplo temos

o B
lim tollog t]” . g4 tsllog t]B = 0.

t40 40 £t40

Do teorema 5 a) segue entao que existe

¢ B
f t*l10g t["dt.
0

ii} Se a =-1 fazemos t =e % ¢ ven



2138 -

Cc
f t 1|10g t|8dt = |S|Bds
0

J-log c
que pelo Exemplo 2 & finita se e somente se g <-1l.

iii) Se a<-1 escrevemos a =a0—5 com a<ay<-1°e portanto
§>0. Tomemos g(t) =tu0, entao pelo Exemplo 1 temos

gER(]OQC])'

Da observacao que precede este exemplo segue que

o B B
lim E,ilEﬁ_El_ = 1im 11O 5t = w,
t40 %0 t40 t

Do teorema 5 b segue entao que £f@gR(10,cl).

b) Para B >0 temos fE€C([c,11). Se B <0 apliquemos o teg

rema 5 c} com g(t) =(t-1)B_temos

- f(t) . - ;. log t _
1im Ty 1 (pois 11T =1 1,

t+1
como segue pela regra de 1'Hopital). O resultado segue pois

do Exemplo 1

c¢) Segue de b) fazendo t =

ik -

d) Segue de a) fazendo t =

EXERCICIO 6 - Determinar os intervalos (limitados ou ndo) em
que sao integraveis as fungoes
1 lt]”

a) |t|%Logit] b) TriogTeT <) T5TTog T



+d} |log

De

EXEMPLO 7 ~

a) Dado

b} Dado

¢) Dado

d) Dado
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t|® e) S — £) togitl
log (1+]t|™) || /]t?-1]

modo analogo ao Exemplo 6 demonstra-se o

Sejam o,BEIR e y >0

¢ £© B t
D<c<l, existe f |1og t]Fe T dt

0

1 8 t
0<c<l, existe | t%|1og t|Fe Y dt

c

C
lec<w, existe [ t%|log tige'Ytdt
1

c>1 , existe [ t%10g t]Be Y at.
c

o>-1 ,ou,

e p<-1.

B>-1.

g>-1.

EXERCICIO 7 - Determinar os intervalos limitados ou ndo em

que sao integraveis as funcgoes

a) |t|%l1log

é
t|Be Yt b) [t]% sen t]B|cos tlY|1og t[a

) |tg|%|1og t]Be"

APENDICE B -

INTEGRAGAO E DIFERENCIAGAO

Neste Apéndice vamos dar um teorema qué mostra co-

mo através da integral de Lebesgue na reta estabelecemos u-

ma correspondencia perfeita entre as nocoes de integracao ¢
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diferenciacdo como operagfes inversas uma da outra.Esta cor
respondéncia nio existe no caso da integral de Riemann. Pa-
ra as demonstracgées ver as referencias [R], Cap.5. [K1, Cap

4, (21, Cap. 7.

Dizemos que uma fungdo F:fa,b]l — TR & de vardagao

Limitada se

V[a,b][P] = sup{iillF(ti)—F(fi_l)Iia=t0<t1<...<tn=b} < m:
EXERCICIO 1 - Demonstrar que toda fungao mondtona

F:(a,b] — IR
& de variagao limitada.
*EXERCHHO_% - Demonstrar que toda funcgdo de variagao limita
‘da F:[a,b] — R pode ser escrita como diferenga de 'duas
fungoes mondtonas crescentes.

[Sggestao: F =v-(F-v) onde v(t) =V[a,t][F]]'

; X
EXERCICIQO 3 - Seja fGEl([a,b]) e F(x) = J f(t)dt, x€La,bl]
) ' a

a) Demonstrar que F & de variacao limitada e que

: b
VLa,b][F] $L | £(t)|dt.

*b)} Demonstrar que

b

Vi pilF1= fa Lf(t) ldt.
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EXERCICIO 4 - Decidir se as seguintes funcoes definidas no

intervalo [0,1] sdo de variagao limitada

a) F{t}

il
n

sen t?2 b) E(t) = % c) F(t) t sen

ot

d) F(t) t?sen

o=

t
e ﬂFﬁ)=Lwném £) F(t)

Dizemos que uma fungdao F:[a,b] — IR & absofutamente

continua se dado £ >0 existe § >0 tal que para todo

a<s, <tl £s, <t2 € i ssn <tn.5b

com

n
E |F(tl)_F(Sl)| £g.

n
§ (t.-s.) £ 6§ temos
i=y * ot i=1

EXERCICIO 5 - Demonstrar que toda fungdo absolutamente con-

tinua €& de variacdo limitada.

EXERCICIO 6 - Seja

b's
fGEl([a,b]} e F(x) = J f(t)dt, x€la,bl;
a

demonstrar que F & absolutamente continua.

EXERCICIO 7 - Dar exemplo de uma funcdo continua mondtona

crescente que nao & absolutamente continua.

{Sugestdo: procurar uma fungao que SO cresce no conjunto tria-
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dico de Cantor. Para isto temar £ =1im fn onde fO(O) =0,
n-ree

f0(1)= 1 e fO & linear entré 0 e 1.
- 1y ¢ 2y 21 -
e fl & linear nos intervalos intermedidrios;

- 1y ¢ 2y =1 Ivoe 2y 21 ¢ Iy op 8y =3
fz(l) =1 e fz & linear nos intervalos intermediarios, etc.

Demonstrar que a sequéncia fn converge uniformemente.]
EXERCICIO 8 - Demonstrar que f do exercicio 7 satisfaz f'=0
q-s.

0 ponto chave na demonstragdo do Teorema de Lebes-

gue que segue € um teorema que diz que

Toda 4uncdo mondtona crescente ¢:Ca,b] —— IR hdo necessa
niamente contlnua) & derivaveld em quase todos os pontes de [a,b]l e a

sua derivada o' (que portanto esid definida q.s.) € integrawvel e temos

b
J b (£)dt < 6(b) - 6(a)

a .
(a igualdade porém s6 vale se ¢ for absolutamente continua).

Dai segue que toda fungdo de variagao limitada, e
em particular toda funcio absolutamente continua & deriva-

vel q.s. e a sua derivada & integravel.

0 teorema fundamental deste Apéndice € o
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TEOREMA DE LEBESGUE - a) Seja

bl
fes (fa.bl) e F(x) = f f(t)de,
a

x€la,bl. Entdo F €& absolutamente continua ¢ temos I' =1 ¢.s.
b) Reciprocamente: seja F:[a,b] — IR absolutamente con

tinua, entdo F' & integrdvel em [a,bl e

' X
F(x) = F(a}-FJ F'(t)dt, x€la,bl.
a

EXERCICIO 9 - Sejam F e G absolutamente continuas e feg as

suas derivadas (definidas g.s.)

a) Demonstrar que FG & absolutamente continua e que

(FG)' = F'G+FG' q.s.

b) Demonstrar que vale a formula de integracgao por

partes:

b b
f £(£)6(t)dt +f F(t)g(t)dt = F(b)G(b) - F(a)G(a).
a a

Lembramos que para fungles integrévgis segundo Rie
mann nao ha uma correspondénbia perfeita entre a integragéo
e a diferenciagﬁo: existem funcces fER([a,bl} tais que se

X
F(x) = J f(t)dt
a

entdo nao & verdade que em todo ponto x€la,b] existe
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F'(x) = £{x) ©D0ZI.

Isto nio & siquer verdade no complementar de um subconjunto
enumeravel de [a,bl L[O]. Aldm disfo. uma (un¢ide continua
F:[a,b] ~— IR pode ter derivada F'(t) em todo ponto t€la,bl,
com F' limitada, mas F' nio integravel segundo Riemann {ver
Gelbaum-Olmsted, "Counter examples in Analysis", Cap. VIII,

Exemplo 35.)}

Se porém nos restringirmos as fungoes f:Ta,bl] — R
que sdo negradas, isto €, que sao tals que para todo t&la,bl
existe £(t+) e para todo t€la,b] existe f(t-), entao existe
novamente um elegante teorema que estabelece uma correspon-

déncia perfeita entre a integragao e a diferenciagao.

Lembremos inicialmente que dada uma_fuhgﬁo
f:la,b] — IR
sio equivalentes as seguintes propriedades:
i) £ & regrada;
ii) Dado =£>0 existe uma funcado em escada ¢:[a,b] — R
tal que para todo t€la,b] temos FE(t) - o(t) ] =3
iii) Dado e>0 existe a =t0<t1<...<tn =b tal que para

uai er . . i=1,40a
quaisqu s,tG]t1+1,t1[, i=1, ,, temos

[£(t)-£(s)]| <e.

Dai segue facilmente que ‘toda fungdo regrada & in-
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tegrivel segundo Riemann [0}, e que ela tem apenas um con-

junto enumeravel de pontos de descontinuidade [[1J.
Vale o seguinte resultado:

Seja f:fa,b] — IR wuma fungao regrada e

, < ,
F(x) = J f(t)dt, x€la,bl.
a

Entdo para todo t€[a,bl existe F)(t) =f(t+) [T], onde

.1
F'{t)=1lim =[F(t+h)-£(t) ],
+ heo B

¢ para todo t€la,bl existe F!(t) =£(t-). Portanto F & contlnua ¢ ex

coto num conjunto enumerivel de pontos de [a,blexiste F'(t)=£(t) [0

Atem disto, se f:la,b]l —+ R & regrada e F:[a,b] — IR & uma fun

cio continua tal que no complementar de um confunto enumeravel exisie
F'(t) =£(t)

entao

rX
F(x) = F(a) +J £(t)dt, x€fa,bl [+:01.
a .

APENDICE C - 0 TEOREMA DE FUBINI E APLECAQEES

No presente Apéndice apresentamos o teorema de Fu-
bini. Este teorema permite reduzir o calculo da integral de

uma funcao fEEl(Hfﬁs) ao calculo de duas integrais sucessi
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vas, emimr‘ele, efetuadas em uma ordem qualquer (ver o teo
rema 1 abaixo). No caso particular em que T=5=1 o calculo
de uma integral dupla se reduz portanto ao cdlculo de duas
primitivas. O teofema de Fubini & muito importante e damos
diversas aplicagdes suas. A demonstragdo deste teorema € da
da na 22 parte deste texto (Capituio-IV, §3) num contexto
mais geral. No Capitulo V nds necessitamos do teorema de Fu
bini apenas sob a forma como & apresentada no presente Apén
dice.

Seja XcR' um conjunto mensurdvel com m X>0. Dada u

ma fungao g€£1(X) escrevemos a sua integral como

Lg(x)dx.

De modo andlogo dado um conjunto mensuravel Y<R® com m.Y > 0

e dada hGEl(Y), escrevemos sua integral como
L{h{y)dy-

Se fGEI(XXY) entdo no presente Apéndice escrevemos sua inte

gral como
L f{x,y)dxdy.
xY

OBSERVAGAO 1 - Pode-se demonstrar que sob as hipoteses aci-

. T S - -
ma o conjunto XxYeR " xIR® & mensuravel e temos

{XxY) =‘mr(X)mS(Y}.

m“l“'l'S
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OBSERVACAO 2 - Pode-se também demonstrar que se g:X —+R e

h:Y — R sao fungbes mensuraveis entdo a fungdo
fi(x,y)6XxY — g(x)h(y)ER

é mensuravel.
Dada uma funcgdo f:XxY -— R, para todo (X,Y)EXxY es
crevemos

£ y) = £,0x) = £(x,5).

Os resultados fundamentais deste Apéndice sdo os

teoremas 1 e 2 que seguen

-~

TEOREMA 1 (Fubini) - Sejam XcR?,_YcR? conjuntos mensuraveis

e fGEl(XXY); entao vale
1 - Para quase todo xEX temos fxeil(Y).
1' - Para quase tddo yEY temos nyEl(X}.
2 - A fungao XEX — L'f(x,y)dyeﬁ.é integravel.

2' - A fungdo y€Y — | £(x,y)dx€R & integravel.

3 - L[Lf(x,y)d)fj'dx = LXYf(x,y)dxdy = [Y[Lf(x,y)dx]dy

TEQOREMA 2 {Tonelli} - Sejam XcR' e YeR® conjuntos mensura-

veis. Dada uma funcao mensuravel Ff:XxY ——as [0,»] temos

1 - Para quase todo xEX a fungao £f2.Y — [0,»] & mensu
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ravel.

1' - Para quase todo yEY a fungao fy:X — [0,=] & mensu

ravel.
2 - A fungao XEX —r er(x,y)dyeto,m] & mensuravel.
mensuravel.

e
3 - L[L f(x,y)dy]dx--_ [)(xY fF(x.y)dxdy = L[Lf(x,y)dx]dy

{5%).

21 - A fungdo y€Y — | f(x,y)dx€l0,=]

COROLARIO 2.1 - Nas condigoes do teorema de Tonelli, se uma

das trés integrais

L([ L.f(xa)f)dy]dx, L’(xY £(x,y)dxdy, L[ L( f(x,y)d}.(]d},

for finita, as duas outras tamhém o sdo e as tres sao

iguais. [[3J.

COROLARIO 2.2 - Sejam xR’ e Y<R® conjuntos mensuraveis e seja

£:XxY — R uma funcgio mensurdvel. Se uma das trés integrais

: L[L If(x,y)|dy]dx, [)(XY | £(x,y) |dxdy, L[L lf(X,Y)‘dX]dY

for finita, as tres sao finitas e iguals ¢ sao também fini-

tas e iguais as tr@s integrais

L(]:Lf(x,ﬂdy:ldx, Lx\l’f(x,y)dxdy, L[Lf(x,y)dx]dy [gr.



- 149 -

O0BSERVACAO 3 - Uma funcdo mensuravel f:XxY — R pode ser

tal que existem e sdo finitas as integrais iteradas

L[Lf&;ﬂdﬂdx e L[Lf@hﬂdqdy

(ndo necessariamente iguais) e apesar disto pode ndo exis-
tir :
L f(x,y)dxdy.
xY

Quando isto acontece temos necessariamente

L | £(x,y) |dxdy = & f, (x,y)}dxdy = L f (x,y)dxdy =« [O]
®Y XY xY

A seguir damos um exemplo concreto desta assergao:
sejam
x2-y2 .
X=Y=10,1[ e £(x,y)=—""L—;
(x*+y*)*

f & continua e portanto mensuravel e para cada xE]0,il temos

1
[ty = 2= ois £y = 2 Ty
0 x? 3y x2+y?
portanto
1 (1 1 1 1 T
J [J f(x,y)dy]dx = J dx = arc tg x =5
oL 0 x2+1 0

Como temos f(y,x)=-f(x,y) segue-se que
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E[Ef&gﬂdqdy=_%

donde se conclue que f nac € integravel, o que se pode veri

ficar diretamente pois
(X 1 1 L
L £(x,y)dy = 333 portantouL |£0x,y) |dy = >,

donde se segue que

Jol[ Jolif[x’ﬂ FdY}dx -

OBSERVACAO 4 - Como ja dissemos, o teorema de Fubini permi-
te reduzir o calculo de uma integral dupla ao calcule de in
tegrais iteradas, o que & particularmente vantajoso em 2
pois entdo o cdlculo das integrais iteradas se reduz a pro-

cura de primitivas.

EXERCICIO 1 - Verificar se as seguintes fungoes definidas em
R? sdo integraveis:

) 1

sen -

a) f(x.y)=e TV b) £0(x,y) = X
(1+x2) (1+y?)

, sen(x-y) se |x-y|=sw
c) f(x,y) = e-lx-y | d) fix,y) =
0 se |x-y|z2mw
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&) £0xy) =X

1+y?

OBSERVACAQ 5 ~ Dada uma fun@ﬁo mensuravel g:R—— R se defi
nimos f(x,y) = g(x-y) entao f nunca & integravel em R* (a me
nos que tenhamos g=10 q.s.). De fato: se péo temos g=04q.5.

entao

J |g| = 3> 0 (eventualmente o}
R

e para todo y temos

fl'f(x,ylldx = Jlgl, portanto J[J|f(x,y)|dx]dy = ®

. EXERCICIO 2 - Verifique para que valores de o >0 sao inte-

graveis as seguintes fungbes definidas em R?:

sen(x-y) se ix-yl| PR - - x|

1+iy|® _ xe X
a) f(x,y)= b) f(x,y) = ———

.0 se [x—y|>-——£L— 1+[x-y|

1+ |y |®

|x1% se |x]| S'_"l_Ti ,

c) f(x,y) = 1+]y]| _ xye ™
. . 1 d) f(an) - o

0 se |x]| > —0 1+]y]|

1+ |yl

EXERCICIO 3 - Verifique para que valores de o> 0 & integra-
vel a seguinte funcao definida em 10,1[x10,1L[:

f(X,Y) = _1—0"
N (1-xy)
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EXERCICIO 4 - Verifique se a seguinte -fungao definida em

[-1,1]x[-1,1] & integravel

£(x,¥) - XY

(x2+Y2) 2
= .7 1 _ 1 X
[Sugestao: f(x,y)dy =50 - — ——1-
0 2{x2+1)

EXERCICIO 5 - Deduzir do teorema de Tonelli que

m_, (xY) = m (XImg (¥).

EXERCICIO 6 - Sejam gGEIEX) € hGEl(Y); para todo (x,y)eEXxY

definimos f£(x,y) = g(x)h(y). Demonstrar que fesl(XxY) e que

Lh(y)dy]

&XY f(x,y)dxdy = [L g{x)dx]

[Sugestdo: -aplicar a observacao 21.

EXERCICIO 7 - Dada f:E —— [0,®] definimos

Qg = {(x,t)EEx{0,»]|0<t<f(x)}

+*g) Demonstrar que a fungao f € mensuravel se e somente
se Qi & um subconjunto mensurdavel de Ex[0,e]. .
+b) Demonstrar que se f & mensuravel entao L:E=nmf.

[ Sugestdo: aplicar o teorema de Tonellil.

- O -



CAPITULO III
05 ESPAGOS L (E)

Neste capitulo definimos os espagos Ep(E) e LP(E)
das fungdes e wlasses de equivaléncias de fungbes,respectivamente,
p-integraveis f:E —= R, 1 <p <=, No §2 demonstramos as de-
sigualdades de HOlder e de Minkowsky das &Eiis segue que a

aplicacao

feL (E) — ufﬂp = [L3|f[t)]pdt]1/p

2
& uma norma. O resultado fundamental deste capitulo & o teo
rema de Fischer~Ries$z do §3 que diz que o3 espagos Lp(E)séo
espacos de Banach, isto &, sdo completos. No Apendice damos

a linguagem de-espagos normados subjacente a este capitulo.

Em todo este capiiulo, a mencs de mengac explicita em eontra

rio, todos 05 conjuntos e funcdes sdo mensuwravels.

§1 - 0S ESPACOS £p(E) e L (E), Ispse
.4 .

Sejam E um conjunto mensuravel e 1 <p <«;indicamos

por Ep(E) o conjunto das fungdes mensuraveis f:E — R .tais
~153-
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que "fﬂp <« onde ,
1/p
ety = [ [ 160 Pac] " se 1sp<e
Pl
e
|£]_ = supess|£(t)| = inflc|m{t€E||£(t) |>c}=0} = inf{c| |f]<c q.5.}

teE

Como temos |£(t)+g(t)] <2 supl|£(t)],|g(t) |3 segue-
se que

{£(t)+g(t) |P < 2P supl |£(t) [P, 1g(t)|P1 s 2P0 £(e) [P+]g(t) |P]

para 1 <p<#® e & imediato, portanto, que Ep(E) ¢ um espago

vetorial.

Consideramos duas fungoes fl,fZEEP(E) como equivalen
tes se elas s6 diferem num conjunto de medida nula. Pela Ob~
servacdo 10 do §3, capitulo I, isto equivale a dizer que
16,6,

Lp(E) o espago destas classes de equivaléncia, isto €, o es

=0 o que implica que Hflﬂp =Hf2Hp. Indicamos por

pago vetorial quociente de EP(E) pelo espago vetorial

Np = {fGEp(E)|Hpr=O}.

Consideracdes andlogas as acima valem para funcoes
mensurdveis f£:E — €. Indicamos indiferentemente por EP(E)

e Lp(E) os espacgos vetoriais reais ou complexos.
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Se f:E —+ R-& uma funcaoc mensuravel tal que "f“p < o
entdo temos m{tEE||f(t)|=+} =0 (pela observagdo 3.6 do capi

tulo I) e definindo

~[f(t) se TE(t) | <=
f(t) =
0 se |[Ff(t)]| ==

temos fGEP(E) e Hf-f"p =0. Para definir Lp(E) nada perdemos
portanto ao considerar apenas fungoes finitas (se admitissi

mos fungoes nao finitas em EP(E) perderiamos a estrutura de

espaco vetorial neste espaco).

Por abuso de notacgao, dada a classe de equivalén-
cia fGLp(E),de fGEp(E) escrevemos "fup em vez de Hf”p, f em

vez de f, etc.
Queremos demonstrar que a aplicagao

feL, (B) ~— |£] ER,

€ .uma norma, isto &, que temos

SN, - Hlf"p = i "f”p para todo AEIR e fGLp(E)

SN, - ”f+g"p s"fﬂp +“gup para quaisquer f,gGLp(E)

SN - ﬂfﬂp =0 implica f =0 (mais precisamente, f =0, 1s-
to &, £=0 q.s5.).

As propriedades SN, e SNsséo imediatas e SN, & ime-

diata para p=l e p ==, para demonstrarSNz quando 1 <p < va
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mos precisar das desigualdades de Holder e de Minkowsky.

§2 - AS DESIGUALDADES DE HOLDER E DE MINKOWSKY

Dado 1 <p <« indicamos por p'o elemento de [1,=] tal

que %+-1317=1; temos p'"' =p, 1' =w, 2' =2, Dizemos que p € p'

sdo expeentes conjugados.

LEMA 2.1.1 - Seja 1 <p<w»; para quaisquer a,b€IR, temos
1N
b<d +2 .
;=D D
1

' ‘ e '
. - - -1
DEMONSTRAGCAO - Consideremos a curva b =aP 1(a=bp Looypp )
que € estritamente crescente (convexa se p 2 2 e concava se

p <2). Temos entdo ab sdrea OQaA +area OBb, isto €,

a _ b " p P
ab -_:f P 1dt+J tP ldt =§,-—+E_'_

0 0 PP
1 b =aP !
b — L
=78 a=p? 7!
J’
A
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TEOREMA 2.2 (A desigualdade de Holder) - Dados fGLp(E) e gGLP,(E)

temos
fgEL, (B) e [ fegly = £l lel,

DEMONSTRACAO - Para p=1 e p=« o resultado & imediato [Ole

supomos pois que 1< p<«., Do mesmo modo podemos supor que
Nfll.>0 e
£, A lell,

pois sendo o resultado & imediato (pois teriamos fg=10).

Para todo tEE sejam

a(e) = EOL oy - gl
1El, lglhy:

Pelo Lema 2.1.1 aplicado ao par (a(t),b(t)) temos

O I I 1N L
< — + = ——
°P PP’ P’
Il e, P ey (S
e infegrando esta desigualdade em E ven
T MO <lodoa
Ifll lel, JE PP

COROLARIO 2.2.71 - Sejam mE<w», 1 <p<q<«. Entao temos

Lq(E) <Ly (B).

DEMONSTRACAO - De p< q segue se que %>—l e portanto existe
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&y = 4 .
P q-p
Seja fGLq(E) e apliquemos a desigualdade de HElder relativa

4 _9.5.
mente ao par (p’ q-p)‘

Ael? = [ 1200 [Pac = | £(0) |71 at <

<[ [ 1o |P%dt]%U1 dt]%g - (Il Pn T
1_1

e portanto ||f||psm(]3)p q|[f]]q.

COROLARIO 2.2.2 - A aplicacgao

(£,)6L, (B)x1y (8) — | £(0)g(RIdrer

& um produto interno e vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz

'L fe)groat] < £l ,hel,-

EXERCICIO 1 - Sejam p,q€[l,=], p=q; demonstrar que
L_(R™) ¢L_(R™M.
q( }¢ P( )

**EXBRCICIO 2 - Sejam EcR™ com mE=» e p,q6[1,»] com p#q; de

monstrar que Lq(E) ¢Lp (B).

**EXERCICIO 3 - Seja f€C{[c,dIx[a,bl): demonstrar que temos
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L

[LdlLbf(é’s)ds |pdt:| He < Jb[ [d[f(t,s) |Pdtjll/pds (Minkowsicy)
a-lc

[Sugestdo: para l<p<w aplicar a desigualdade de H&lder rela

tiva ao par (p',p) a
b -1 b
J |J f(t,s)ds|P X|J f(t,s)ds}dt].
C a a

TEOREMA 2.3 - {a desiguaidade de Minkowsky} - Dado f,gGLp(E) temos

e
lergl, < I6)+ lal,

DEMONSTRACAO - A desigualdade & imediata para p=1 ou p=®

de modo que supomos 1< p<«. Temos

(] £+gl )P = [E HORIOIE JE £(6) g ()P £(e) vg(t) |dus

< L |f(t)+g(t)1p‘1if{t)|dt+[E £t +g(0) [P g(e) |de.

Apliquemos a desigualdade de H&lder relativa ao par

(p',p) ao primeiro somando do Z° membro acima:

~ 1y 71/P! 1/p
L £+ e) [P £ |dts[j £y | PP e U [0 Pac| =
E E

1/p' '
- [ 1o Pac] " v, = el )PP el

onde usamos que (p-l)p'=p [O]. De modo andlogo temos
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[ 1eersg(e) P gt lee < (eegl )PP el
E .
donde se segue que

(evgl IP < lEvgl )P/ dlEl el )

isto &, |£+gl < I€l,+ el pois p-Fr=1 (0.

COROLAR!OQ 2.3.1 - LP(E) & um espaco normado.

* EXERCICIO 4 - Sejam pl,...,pketi,w] com §;+ .+ —==1. Da-

1 Py
dos ijLp (), j=1,...,k, demonstrar que
j
fy...£,6L, (E) e que Hfl...fkﬂls "flnpl"'"fk“pk

* EXERCICIO 5 - Sejam p,q,rE[1,»] tais que -+

=l; dados
T

=1
L

fELp(E) e gGLq(E)
demonstrar que
fgeL (B) e que |fgl, <€l el

* EXERCICIO 6 - Seja 1=<p <, para x€f" definimos

I, = [ 3 1 02]""
xf,. = x: b se l<sp<w e jx| = sup |x;
PoLi=prt I, 1si§n| i

Demonstrar que a aplicacio X" — ”x”p & uma norma.

**EXERCICIO 7 - Seja 1<p<w; para x= (x ) c,ER 2 séja
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X = X P < <® 2 |X = u .
iy = [ I 1% P]7 se 120 I, = supix,|

Definimos

e ] )
0, (2) = (xeR | ] <)

a) Demonstrar que EP(Z) € um espaco vetorial.e que a a-
plicagao

x6r,(2) — || ,€R,

€ uma norma.
b) Demonstrar que QP(Z) munido da'norﬁa i "p é completo.
:cj Seja lsp<qsw; demonstrar que kp(Z)cﬁq(Z) (compare com
o Corolario 2.2.1}.

*COROLARIO 2.3.2 - Sejam UcR™ aberto e 1< p<«»: as fungoes

em patamar nulas fora de U sdao demsas enm Lp(U).

DEMONSTRACAO - Segue os passos da demonstragao do Corolario

5.4.2 do Capitulo I [0OJ.

*COROLARIO 2.3.3 - Sejam UcR™ aberto e 1 <p<=; K(U) & den-

S0 em LP(U).

DEMONSTRACKO - Segue do Corolario 2.3.2 como o Corolario I.

5.4.3 segue do Corolario I.5.4.2 [0O3J.

EXERCICIO 8 - Sejam UcR" aberto e 1<p<w; demonstrar que

p(U) & denso em LPEU). [Sugestao: Veja Cap.Il.7.2].
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* EXERCICIO 9 - Seja £:RY — R e heéR™ definimos a fungdo
Thf:Rn —+ R (a transfadada h de £) por (7€) (t) = £(t-h) ,teR™
Seja fELp(IRn) ,lsp<o
n -
a) Demonstrar que ThfeLp(R.) e que Hrhfup-—ﬂfﬂp

b) Demonstrar que lim HThf-f“p= 0.
IR ~0
[Sugestdo: aplicar o Corolario 2.3.3 e demonstrar o resulta
do para ¢EK(R™) 1.

* EXERCICIO 10 - Seja fGLl(E) uma funcac limitada; demonstrar

que feLp(E) para todo pz 1.

**EXERCICIO 11 - Seja fELp(E) uma funcgao limitada; demonstrar

que fGLq(E) para todo q=p.

**EXERCICIO 12 - Seja lsp<qse«, dado fGLp(E)nLq(E) demons-

trar que para todo refp,ql temos fGLr(E).

§3 - 0 TEOREMA DE FISCHER-RIESZ

Um dos grandes triunfos da teoria de integragao de
Lebesgue foi o teorcma de Fischer e Riesz que afirma que os
espagos Lp(E) sdo completos. Naturalmente nao foi estaa for
mulaéﬁo'original do teorema; Fischer e Riesz demonstraram in
dependentemente {em 1906) que uma condigao necessaria e su-
ficiente para que uma sequéncia (cp)yez de nimeros comple-

x0s seja a sequéncia dos coeficientes de Fourier de uma série
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convergindo em média quadratica (isto €, em L,([0,11)) & que

tenhamos

(e}

) lck|2 < m,

k=~

0 ponto chave de sua demonstragao era a prova de que o© espa

éo Lz([o,ijj € completo.

TEOREMA 3.1 (Fischer-Riesz) - 0 espago LP(Ej € completoe da
da uma sequéncia f, que converge para f (na norma li "p) e-
xiste uma subsequéncia fkr que converge para £ q.s.

OBSERVACAO - Veja porém a Observacdo 3.12 do Capitulo I mas

também o Exercicio 1 que segue.

DEMONSTRAGCAOQ - A: consideremos primeiro o caso em que lsp<=
Seja fk uma Lp(E)— sequéncia de Cauchy; dado j;> 0 existe
2

n(r) tal que para n,mzn(r) temos
1
I] fn_fm” < ?.

Entao por recorréncia podemos escolher uma subsequéncia cres
1

cente n_ tal que he, £, 1<
T+l T 2

Definimos

(esta fungdo podendo tomar. valores «); pela desigualdade de
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Minkowsky temos Hgkﬂp <1 e aplicando o Lema de Fatou (I,3.2)

i sequencia de funcoes gE vem

(Usl,)® = [ 1im gf < 1in [ <1

e portanto g & finita q.s. donde se segue que a série

& absolutamente convergente q.s.; indicando por f a sua so-

ma entdo f estd definida q.s. De

k-1

£ IR

+
1 i= i+l M4 My

segue que £=1im £ q.s. e £ & portanto mensuravel.
e

Temos uf—fnup — 0 pois dado €>0 existe n_
que para n,m=mn_ temos ﬂfn—fmup< g, entiao pelo Lema de

tou para cada nz n_ temos
-f |P i : £ (PP
(*) “ffﬂ slflhﬂmfn[se

e portanto f—fneLp(E}. Como temos £n€Lp(E) segue-se

fGLp(E) e de (*) vem "f-fnﬂps;s para nzn_.

B: consideremos agora o casoc em que P=«. Seja fk

- L_(E)-sequéncia de Cauchy. Entdo os conjuntoé

tal

Fa-

que

uma
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Ay = (EEBIIE ()£ () [>I £ -£ 0,3

B, = {t€E{[£ (t)[>|£ .}

tem medida nula e o mesmo se da com o conjunto

E,= UA, vl B,.
0 nzmn’mkENk

Portanto para tE€CE; a sequéncia fk(t) € uma sequencia de Cau
chy e seja £(t) o seu limite. £ & definida q.s.(isto &, em
CEOJ e dado £>0 existe n_ tal que para n,m2n_ temos
£ -E < s
portanto em CE, t§mos Ifn—fml < | fn-fm|Em< e para n,m2n_. Fa
zendo m-+ = vem [f—fn] e em CEy para nzn_. Portanto
||f-fn|]ws e para nzmn_

e como temos fHELm(E) segue-se que
L(XJ
feL_(E) (e fn — £} @

EXERCICIO 1 - Seja f, uma sequencia de Cauchy de LP(E) tal
que existe uma subsequEncia fnk que converge ¢.s. para f.De

monstrar que fGLp(E) e que liﬂ iEfk-fﬂp = 0.

k=

EXERCICIO 2 - Sejam p>1 e fneﬁp(E) com ||fn]|psM para todo

nEN, tais que fn — f q.s.
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a) Demonstrar que fESP(E).
[Sugestdao: aplicar o Lema de Fatoul

*h) Demonstrar que para todo AcE com mA <« Lemos

f — J £.
L\“ A
[Sugestao: aplicar o teorema de Egoroffl].

0BSERVACAO - O fato de que os espagolep(E) sdo espagos de
Banach & muito impdrtante na Andlise Funcional pois entdo se
aplicam a eles os teoremas fundamentais que valem para espa
¢os de Banach e nao para espagos normados: o principioda li
mitacdo uniforme, o teorema de Banach-Steinhaus, o teorema
da aplicacido aberta e o teorema do grafico fechado. Para es

tes teoremas Vver a referéncia [H-AFAJ ou [H-TA].

Um resultado muito importante dos. espacos Lp e o
teorema de representagio de Riesz que enunciamos a seguir.

Para a sua demonstragao ver a referéncia [RI], Capitulo 11.

TEOREMA 3.2 - Sejam'Ecﬂflmensurével e 1sp<=. A aplicagao

€L_, (E F E(L_(E))',
g€l (B) — F, ( p( 1)
onde para todo fGLp(E) definimos Fg(f)= L fg, & uma isome-
tria do espag¢o de Banach LP.(Ejéobna o dual topologico
L_(E))' de L_(E},
( P( 1) de p( J

"isto &, para todo gGLp.(E) temos HPgH = Hg”p, (onde a norma
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do funcional linear Pg € definida por

I7g] = sup{t] #gllger B2l <1}

* EXBRCICIO 3 - Com as notagdes do Teorema 3.2, demonstrar que
para 1<p <« temos "Fgﬂ = ”g"p,. [Sugestdao: aplicar a desi-

gualdade de Holder para mostrar que HFgHs Hg”p.; tomar
£(t) = fg(t) PP sg g(o)

para demonstrar a igualdade].

APENDICE - ESPACOS NORMADOS

Neste Apéndice fazemos uma rdpida apresentacio dos
resultados da teoria dos espacos normados que sdoc necessa-
rios neste capitulo e em alguns outros pontos deste texto.
Para um tratamento mais completo veja [H-TA], Apéﬁdices A e

B, [H-AFAJ, [H-St.L], [R], Capitulo 10.

1. ESPACOS NORMADOS

No que segue consideramos sempre espagos vetoriais
sobre o corpo € dos niimeros complexos. A passagem é espagos
vetoriais sobre o corpo R dos numeros reais se faz por adap
tagoes obvias, substituindo, quando for o0 caso, oS espacos

vetoriais de sequéncias e funcgoes a valores complexos por se

quéncias e funcdes a valores reais etc.
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Dado um espaco vetorial E sobre o corpo €, uma 4e-

minomma sobre E € uma aplicagao

p:x€E — p(X)ER,

que tém as seguintes propriedades:

SNl - p(Ax) = |A]|p(x) para todo xEE e AEC.
SN2 - p(x+y) < p(x) + p(y) para quaisquer x,yEE.
Dizemos que uma seminorma & uma nowma se ainda va-
le a propriedade
SN3 - p(x) =0 implica x=0.
Um espaco noamade € um espago vetorial munido de uma
norma. Em geral escrevemos |x|]| (lé-senomma de x) em vez de
p(x).

Num espaco normade E a funcao
(x,y)EEXE — d(x,y) = |x-y|€ER,

¢ uma distancia, isto &, estao satisfeitas as propriedades [0l

d, - d{x,y) =0 &= x=y

d, - ?ropriedade simétrica: d(y,x)=4d(x,y) para quais-
quer X,YEE

ds - Propriedade triangular: para quaisquer x,y,zEE te-
mos

d(x,y) <d(x,z) +d(z.,y).
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Lembramos que num espago métrico temos automatica-
mente a nocdo de sequéncia convergente: dizemos que uma se-
gquéncia (xn)nGN de pontos de E converge para x€E, escrevemos

E

X, —— X ou simplesmente X —» X, $€ temos d(xn,x) — 0.

Consideramos sempre um espaco noumado como munido da distan-
oia associada @ sua norma e da topofogia {convergéneia) deduzida desta
distancia.

VEXERCICIO 1 - a) Seja E um espago vetorial e || | uma norma
sobre E. Demonstrar que a distdancia deduzida da norma satis
faz as propriedades:

d4 - Para quaisquer X,y,zEE temos d(x+z,y+z) = d{x,y).

d. - Para quaisquer x,y€E e AEC temos d(ax,Aay)= |rlax.y).

5
b} Demonstrar que reciprocamente sé& uma distancia sobre
um espaco vetorial E satisfaz as propriedades d4 e ds} ela

provem de uma e uma $0 norma sobre E.

Lembramos que uma sequencia (xn}nGN de pontos de um
espaco métrico & uma sequéneia de Cauchy se dado e>0 existe
n €N tal que para n,mzmn. temos d(x_,x ) <e. Toda sequencia
convergente 5 uma séquéncia de Cauchy [0]. Dizemos queumes
paco métrico & completc se, reciprocamente, toda sequéncia de
Cauchy for convergente. Um espaco normado que & completo em

relagao a sua distancia natural se chama espage de Banach.
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EXEMPLOS DE ESPACO NORMADOS:

EXEMPLO N1 - ¢ - Sobre o corpo ¢ dos nimeros complexos a fun

gao
1EC — | |ER,

€ uma norma. Do fato de R ser completo segue que ¢ & com-

plete [«0O71.

EXEMPLO N2 - C(K) - Dado um espaco compacte K, indicamos por
C(K) o conjunto das fungoes definidas em X e a valores com~
plexos que sao continuas. A mencs de mengac expficita em contraric,
C(K) & sempre munido da nomma

x€C(K) — fx| = sup [x(t)|

tex

1

- Esta norma define sobre C(K) a topologia da convergencia u-
niforme, isto &, d(xn,x)——+ 0 se e somente se a sequéncia de

fungoes X, de C(K) converge uniformemente para a fungdo x [[1].

EXERCICIO 2 - Demonstrar que C(K) & completo.
[Sugestao: o limite uniforme de uma sequéncia de fungdes con

tinuas € uma fungio continual.

EXEMPLO ‘N3 - CLl([a,b]) - Indica o espago vetorial €{[a,bl)

munido da norma

b
xec(ta,bl) — x| = J Ix(t) |dteR,
d
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EXERCICIO 3 - Demonstrar que oeﬁpagJCLlﬁaij ndc & completo.

Nos itens 2 e 3 que seguem vamos ver duas catego-
rias importantes de espagos normados, os espacos prehilber-
tianos (item 2) e o espago das aplicagOes lineares continuas

de um espago normado E num espago normado F (item 3).

2. ESPACOS PREHILBERTIANOS

Seja E um espaco vetorial sobre (. Unfp&oduﬁainreano

sobre E € uma aplicacgio
£:(x,y)EEXE — f(x,y)EC

que satisfaz as seguintes propriedades:

Hy - f &sesquilinear, isto &, para quaisquer

X-»Xl:xZ;YsylsyzeE e A»Ueq:

temos
£(xy%%,,y) = £0x;,¥) + £(x,,7) ., £0x,y) = A£(x,¥)
£(x,y1+yp) = £0x,y)) + £(x,y,), £(x,uy) = pf(x,y)

H, - f € hemmitiana, isto &, para quaisquer x,vEE temos

f(y.x) = £(x,y).
Hy - f € positiva,istq €, para todo x€EE temos f(x,x) = 0.

Hy - £ € definida,isto &, f{x,x) =0 implica x=0.

Em geral escrevemos (x|y) em vez de f(x,y) e defi-
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nimos x| = (xlx)]“'r2 (ver o teorema 2 que segue). Um espago
prehilberntiano & um espago- vetorial munido de um produto in-

terno.

TEOREMA 1 - A desiqualdade de Cauchy-Schwarz - Num espago prehil-

bertiano E, para quaisquer x,yEE temos

Lxly) | < Dl Dy

DEMONSTRACAO - Existe 0 tal que (x|y) = e16|(xly)| e portan-

to (y]x) = (x1y) = e *¥|xiy)
H

. Para todo AET temos, por HS e

1° que

- —. _.e .'
A x)2ene 0 (x |y +xet (v 1)+l vl 2 =

0< (}\x+eiey] )\x+eley)

ARl 2#2 ] Cxly) 1R Gely) [+l
Tomando entfo AER temos

vixlt e 20 el |+ Ivd® = 0
e portanto, 4| (x|y)!|%- 41[}(“ 2{iy]l2 < 0 donde segue o resultado.

TEOREMA 2 - Num espaco prehilbertiano E a aplicacdo

€E — x| = (x|x)*/2ZeR,

€ uma norma.

DEMONSTRACAO - F imediata a verificagao das propriedades Sh

e SN;. Resta demonstrar 5N,, isto &, que ||x+yll < x|l +yl:
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Ix+y]? = (xrylxry) = [x]?+ (x|y) + (x[y) + y]® =
= Jxf? + 2Re(xly) + Iyl ® < b2+ 2] Cxy) |+ liyll® <
< fxf?+ 28xflyl® « iyl = dlxl +1yl1)?

onde aplicamos o teorema 1. [

Consideramos sempre um espago prehilbertiano como

&
munido da norma deduzida de seu produto interno bem como da
distancia e topélogia correspondentes. Um espago prehilber-

tiano que & completo chama-se espaco de Hifbert..
EXEMPLOS DE ESPACOS PREHILBERTTANOS:
EXEMPLO H1 - ¢" - O espago das n-uplas x = (xl,...,xn)e¢n de

niimeros complexos & um espago de Hilbert quando munido do

produto interno
n,_.n B
(x,y)EC *xC" — (x]|y) = -z xjyj€¢ [ol.
i=1

*EXEMPLO HZ - CLZ(fa,b]) - Indica o espago C([a,bl) munido do

seguinte produto interno

b _
(x,y)€EC([a,bl)xC([a,b]) — (x]|y) = J x(t)y(t)dteC.
a

A distancia correspondente a este produto interno
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d(x.y}‘= [Lf|x(t)-y(t)|zdt]1/z

se chama distancia media quadratica. Cp,,(Ca,bl) ndo & completo.
[0l

3 - APLICACOES LINEARES CONTINUAS

TEQOREMA 3 - Sejam E e F espacgos normados e f:E —— F uma a-

plicacao linear. S@ao equivalentes as seguintes propriedades

a) £ & continua no ponto x=0
b) sup fE(x)| <=
Ixl <1
c) Existe M2 0 tal que ”f(x)” < M||x| para todo xEE

d) f & continua.

DEMONSTRACAO - a) == b): sendo f continua na origem entao
dado e>0 existe 650 tal que |x| <& implica ||£(x)| =e. Por-
tanto |[x|| £1 implica "f(x)ﬂs-%.

b) = c): seja M= sup [f(x)]|. Entdoc para todo XxEE temos
l£(x)|| <M|x|: para xfﬁgiisto & evidente e para x=z 0 isto se
gue de Hf(ﬂx"]H-

c) = d): segue imediatamente de

[£x)-£(xg)} = [£(x-x

d) == a): € evidente.
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Indicamos por L(E,F} o espago vetorial das aplica-
goes lineares continuas de E em F. Consdidenamos sempre L (E,F)

munido da norma

fEL(E.F) — [£]| = sup [£(x)].
Ix)<t

EXERCICIO 4 - Demonstrar que a aplicagao f€L(E,F) — | f[€R,

€ uma norma.
EXERCICIO E - Seja feL(E.F)

a) Demonstrar que ||[f]| = inf{M|]|f(x)|=«M|x| para todo x€EE}

b) Demonstrar que |£(x)| = |f]ix| para todo xEE.
Definimos E' = L(E,C), o dual fopologice de E, e

L(E) = L(E,E),

o espacgo dos endomorfismos contInuos de E.

TEOREMA 4 - Sejam E e F espacos normados, F completo; entdo

L(E,F) & completo.
DEMONSTRAGAO - Ver [H-TAl, Apéndice 2, teorema 4.
;EXHKECK)Q - Demonstrar o Teorema 4.

EXERCICIO Z'- Sejam E,F e G'espagos normados, u€EL(E,F) e

vEL(F,G). Demonstrar que veu€L{E,G) e que |veuf < |v[ [ul

EXERCICTO 8 - Demonstrar que & continua a aplicagao
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x€C(fa,bl) — xGCLI([a,b]).‘

Demonstrar que nio € continua a aplicagéo
x€Cy,, (La,bl) — x€C(la,bl).

Demonstrér que & continua a aplicagao
xECLZ([a,b]) — xGCLI([a,b]).

Demonstrar que nao & continua a aplicacao

X€CL ([a,b1) — x€C,(La,bl).



CAPITULO IV

MEDIDA ABSTRATA E INTEGRAGAD

Este capitulo nao & prerequisito para o capitulo V,
para cuja leitura basta o conhecimento do Apéndice "Q teore

ma de Fubini" do capitulo II.

Neste capitulo retémamos o estudo da medida abstra
ta e da integral correspondente. NSS vamos ter necessidade
de demonstrar novamente os resultados dos capitulos anterio
res que valem neste contexto geral, pois, como ja dissemos
na ocasiao, as demonstracOes para a medida.ea.infegral.deLg
besgue foram feitas de modo a serem vilidas para uma medida

qualquer e para a integral deduzida dela.

§1 - MEDIDA E INTEGRACAD

Lembremos que dade um conjunto X, dizemos que uma
classe AcP(X), A=z @, € uma o-algebra (sobre X) se valemas se

guintes propriedades:

(R) - AA == CA€A

(A ) -A EBA (kéN) = |[] A €A
(0] k KEN k

-177-
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Um espage com medida € um conjunto X com uma o-alge-
bra M e uma funcao p:M — [0,»] que satisfaz
(M0) -ugp = 0
(MU)-u & o-aditiva, isto &, dados M, EM (kEN) dois a dois

disjuntos, temos
U[UMJ=ZUM
ken ¥ k=1 K

Dizemos entiao que os elementos de M sao conjuntos u-
menswraveis (ou mensurdvedls, simplesmente) e que ' & uma medida;
indicamos por (X.M,u) o espago com medida.

Por abuso de linguagem falamos simplesmente na me-

dida u estando subentendidos X e M que lhe sao associados.
Dizemos que uma medida u & finita se temos uX < .

Dizemos que uma medida p € o-finifa 'se existem MkEM,

kEN, com uMk‘<w e tais que X= | Mk'
kEN

Dizemos que uma medida p € compfeta se uM=0 e AcM

implica AEM.

EXEMPLO - A medida de Lebesgue m sobre X= R™ restrita 3 o-
dlgebra B dos conjuntos borelianos, isto &, (R",B,m) & uma

medida que nao & completa (ver o exercicio 23, cap.I,§li).

TEOREMA 1.1 - Dado um espaco (X,M,p) com medida nao comple-

ta, existe um espaco (X,ﬁ,ﬁ) com uma medida completa e tal
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que

i) Mcﬂ
ii) ﬁiM= u
iii) Meﬂ — ﬂ==MuA onde MEM ¢ A & subconjunto de um

conjunto de p-medida nula.

-~

DEMONSTRACAO - E imediato que M € uma g-algebra [O] e que de
finindo §iM= uM obtemos uma medida com as propriedades dese-

jadas [0Z.

Dizemos que a medida 1, mais precisamente (X,ﬁ,ﬁ),

& a completada da medida n, isto &, de (X,M,u).

EXERCICIO 1 - Demonstrar que a completada da medida de Le-
besgue restrita & o-dlgebra dos conjuntos borelianos de Rr?
¢ a medida de Lebesgue sobre a ¢-algebra dos subconjuntos de

n

R" que sdo mensuraveis segundo Lebesgue.

EXEMPLOS DE MEDIDAS:

EXEMPLO M.1 - A medida de Lebesgue sobre a o-algebra de to-
dos os subconjuntos mensuraveis de um conjunto mensuravel

X<RM.

EXEMPLO M.2 - A medida de Lebesgue restrita a c-algebra dos

. . : = n
subconjuntos borelianos de um conjunto mensuravel X<R' .

EXEMPLO M.3 - A medida de contagem sobre um conjunto X: dado um
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conjunto X tomamos M= P(X) e para McX definimos

- [IM] (nimero de®elementos de M) se M for finito
WM = '

» se M for infinito. -
EXEMPLO M.4 - Seja X=AxRonde A & um conjunto qualquer que
consideramos munido da topologia  discreta (Exemplo ARy,
isto €, R munido da topologia discreta -— Lembremos que
0cAxRR & aberto se e somente 0)l g€ aberto para todo XEN, on-

de dado AcAxR definimos At = {xER | (A,x)EA}).Tomamos
M = {MCAXI{[MAGM para todo XEA}

onde M indica a o-aligebra dos subconjuntos de R que sao men

suraveis segundo Lebesgue. Dado MEM definimos

onde m indica a medida de Lebesgue de R .

(AXI{,M,UO) € uma medida completa (0] que & o-fini

ta se e somente se A & enumeravel [O]1.

EXEMPLO M.5 - Tomamos X e M como no exemplo M.4 e dado MEM

definimos

ulM = inf{uOUlU:M, U & abertol.
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g & g-aditiva; de fato, seja
M= [ M, .-
KEN K
Se MA = ¢ para uma infinidade ndo enumeridvel de indices A€A

entdo existe kEN tal que Mﬁ: ¢ para uma infinidade nao enu-
meravel de indices AEA e portanto uleﬁtn= HiM. Se M= b ex
ceto para um conjunto enumeravel de indices AEA entdo temos
ulM= uOM e ule= BOMk e o0 resultadp §egue do fato de Bg Ser
v-aditiva.

(AxR, M, )'é um espago com uma medida completa.[[]
17 - ‘

EXERCICIO 2 - Com a notagao dos exemplos M.4 ¢ M.5, demons-

trar que Uy =} Se € somente se A & enumeravel.

EXERCICIO 3 - Com a notagde dos exemplos M.4 e M.5 seja A

nao enumeravel e M= Ax{0}. Demonstrar que u0M= 0 e que u1M=m

EXEMPLO M.6 - Seja X um conjunto nio enumeravel e M a o-al-
gebra gerada pelos subconjuntos enumerdveis de X. Dado MEM

definimos

0 se. M & enumeravel
Ul ) .
1 se CM e enumeravel
X,M,u.} @ um espago com uma medida compli¢ralllque
1

g finita.
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EXEMPLO M.7 - Tomamos X e M como no exemplo M.6 e para MEM
definimos
0 se M & enumeravel
b M = -
' = se CM & enumeravel
(X,M,u_) & um espago com uma medida completallC] que
nio € o-finita.
EXEMPLO M.8 - Seja X=R", M=M(R™ e £:R" — [0,=]uma fun

cdo mensuravel. Para todo MGM(IRH) definimos mf(M) =[ f.
M

Do Corolario 3.3.2 do Capitulo I segue-se que
(R™, M(R"), mg)
8 um espago com medida.

EXERCICIO 4 .- Com a notagdo do exemplo M.8:
**3) Dar uma condicdo necessdria e suficiente para que a
medida me seja completa.
b) Dar uma condigdo necessaria e suficiente para que a

medida e seja finita [o-finital].

EXEMPLO M.9 - No §2 vamos demonstrar que dada uma fungao mo
notona crescente v:R — R, existe uma medida m, definida
sobre a o-algebra B dos éonjuntos borelianos de R e tal que
para todo intervalo [a,b[<R temos mv([a,b[) =v(b-) - v(a-).

Esta medida se chama de medida de Lebesgue-Siieltjes definida pe
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la fungao v.

EXERCICIO 5 - Com as notacoes do exemple M.9 demonstrar que
mv({t})= v(t+) - v(t-}, mv(]c,d[)='v(d-)-v(c+), mv(]c,d]) =
= v(d+) - v(ct).

EXEMPLO M.10 - No §3 vamos demonstrar que dados dois espa-

cos com medidas completas (X,A,u) e (Y,B,v) definindo entio
(uxv) (AxB) = u(A)-v(B) para os conjuntos AxBEAxB (onde faze-
mos & conven§50 de que w+0=0+«==0), a fungao uxv pode ser
estendida de modo Unico a uma medida (que ainda indicamos
por uxv) definida sobre a g-dlgebra gerada por AxB. Pelo teo
rema 1r1 esta medida pode ser estendida de modo ﬁnico a uma
medida sobre a o-algebra completa gerada por AxB (isto g, a
menor co-algebra completa que contém AxB). Esta néva esten-
sao, ainda indicada por uxv, & chamadé de medida produto. Para
a medida produto vamos demonstrar o importaﬁte teorema de Fu
bini (ver §3).

* EXERCICIO 6 - Demonstrar que em RxR a c-algebra gerada pelos
conjuntos de forma AxB (onde A e B sdo mensuraveis) ndo &
completa. [Sugestdo: qualquer conjunto Xx{0} com XcR , tem

medida nulal.

EXERCICIO 7 - Com a notagdo do exemplo M.10 sejam g:X-— R

pu-mensurdvel e h:Y — R v-mensurdvel; definimos:
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£(x,y) = g(Ih(y), (x,y)eX=¥.
Demonstrar que £ & ﬁxv—mensurévél.

[Sugestdo: f= gz?hl onde gz(x,y)= g{x) e hl(x,y)= hiy)l.

OBSERVAQAO - Lembremos que nos capitules I, II e IIT da 18
parte as demonstragbes foram feitas de tal modo gue 0$ Tre-
sultados que nao usassem fatos particulares da estrutura de "
ainda fossem validos, e com a mesﬁé demenstracdo, para eépa—
gds com medidas quaisquer. Ndo ha-pois necessidade de repe-
tir as demonstragoes. Para alguns dos resultados precisamos

supor que a medida € completa.

Dado um espago com uma medida (X,M,u) falamosemcog
juntos u-mensuraveis, propriedades validas u-quase sempre,
fungdes u-mensurdveis, funcgdes u-simples, fungGes u-integri
veis,_etc. Indicémqs_por Sl(X,u] o conjunto das fungdes
f:X — R que sdo p-integraveis e indicamos a sua p-integral
por |

- '[;(fdu ou L(f(x)'du (x}.

Quando nao houver perigo de confusao muitas vezes suprimi-
mos a referéncia a medida p nas nogoes precedentes.

A seguir explicitamos os principais resultados e no
coes dos capituloes I, II e III que ainda valem para espacos

com medidas quaisquer; a notagéo (c) indica que supomos que
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a medida €& completa.

Cap.I, §1: a segdo 1.3 que foi feita para medidas quais

quer; os exercicies 16, 17, 19, 20 e 27.

Cap.T, §2: a nogdc de fungdo mensurdvel, as observagoes
2.1 e 2.2; os exercicios 1, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 115 o teore-
ma 2.2; 0s cofolérios 2.2.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3; os exercicios li
e 14; a observagéo 2.3 (c)}; as observacgoes 2.4, 2.5 e 2.6,0

toerema 2.3. .

' Cap.i, 533 as nogoes de fungio simples e de representa-
gﬁo_cganica, as dbservagags 3.1 a 3.3, o teorema 3.1, o e~
xercicip'l; a nogao de integral de uma funcio mensuravel po
sifiﬁa,:aé observaéaes 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8; o teorema
3.2; ©Os éxéréicids_z e 3; o teorema 3.3, a observacdo 3.9,0
exercicio 4; os coroldrios 3.3.1 e 3.3.2; os exercicios 6,
7 e 8, a nogao de fungdo integrdavel; a observagao 3.10, o
teorema 3.4; os coroldrios 3.4.1 e 3.4.23a observagao 3.11,
0 coroléfio'é.4.3, os exercicios 9, 10 e 11, a observagao
3.12; o teorema 3.5; o0s exercicios 14 e 15, a observacio

3.13, o exercicio 18.

Cap.Il, §4: as nogOes de integral superior e de integral
inferior; o teorema 4.1 (¢); o exercicio 4 (que supoe que E

€ o-finito).



- 186 -

Cap.II, §2: os exercicios 2 e 3; o teorema 2.3, 0 exer-
cicio 5.
Cap.II, §5: o teorema 5.1 e as observagdes 5.1 e 5.2.

Cap.II, §6: o teorema 6.1; a observacdo 6.1 & o teorema

6.1 bis.

Cap.IIl: todos os resultados se estendem exceto, eviden
temente, os corolaries 2.3.2 e 2.3.3; no teorema 3.2 supoe-
se que a medida seja o-finita quando p=1. E facil ver quais

os exercicios que se estendem.

EXERCICIO 8 - Verificar a validade da extensdo dos resulta-~

dos acima referidos para medidas e integrais quaisquer.

EXERCICIO 9 - Seia TiaTgsesesTyseee UMa enumeragao dos nume
ros racionais.

a) Demonstrar que existe uma e uma s0 medida n definida
sobre P(R) tal que u{rn}=-§ﬁ, p{x} =0 se x & irracioc
nal e uR=1. 0 mesmo vale sem a hipotese yR=17

b) Determinar as fungdes u-mensurdveis.

¢} Determinar as fungdes p-integraveis.

d) Seja fE&lﬂR,u) demonstrar que
J fdy = 3 Logr).
R . n=l 2

EXERCICIO 10 - Determinar as fungSes mensuraveis do exemplo
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M.3. Determinar LP(X,\J), lspzw,

EXERCICIO 11 - Determinar as fungdes mensuraveis do exemplo

M.6. Determinar as funcoes integraveis.

EXERCICIO 12 - Determinar as fungdes mensuraveis do exemplo
M.7. Demonstrar que se uma fungdaoc f20 & p_-mensuravel en-

tao

L(fdum = 0 ou .

§2 - MEDIDA EXTERIOR

Lembremos que uma medi{da exterior sobre um conjunto X

& uma aplicagdo u":P(X) — [0,=] tal que
* *
(Mo) -u =0

(M;) - y* & g-subaditiva, isto &, para A« || A, temos

nEN
'p*A < Z u*Ak.
k=1

Dada uma medida exterior u* sobre X, exatamente co
mo no capitulo I dizemos que um subconjunto MecX & mensuwravel,

ou melhor, p*-mensurdvel, se para todo AcX temos
w*A = ¥ (AaM) + u”¥ (AnCM).

Ainda vale o anilogo da Observacdo 1.4 do capitulo I e a.de
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monstragdo do teorema que segue & idéntica a do Teorema I,

1.4.

TEQREMA 2.1 - Seja k¥ uma medida exterior sobre X e Maclas

se dos subconjuntos u*-mensurdveis de X; temos

a) M € uma o-dlgebra;
b) a restricio u de u* a M & uma medida;

c) u & uma medida completa.

Nas condigoes do teorema 2.1 dizemos que u e a medi

da induzida por u*.

*EXH%ECHJLI~ Seja uT:P(X) — R, uma medida exterior; dado
AcX definimos a medida interion de A por u,A=u"X=-u*(CA) (ve-
ja o exercicio 22, do capitulo I, §1). Demonstrar que todo
conjunto AcX com uzA=p*A & p-mensuravel se para todo  EcX exis-

te um conjunto mensurdvel M-E tal que p*M= u”E.

Lembremos que para obter armedida de Lebesgueno §1
do capitulo I, nds construimos a funcdo m que estende a fun
¢dao & (volume de intervalo) para conjuntos mensuréveisquais—
quer. Lembremos ainda que nesta construcao definimos inicial

mente a medida exterior de Lebesgue, m"

No que segue vamos generalizar este processo par-
tindo de uma fungac & qualquer definida numa classe arbitra

ria I de subconjuntos de um conjunto X. Primeiro construi-
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mos a medida exterior-u; definida por & {teorema 2.2; ve-
ja o teorema 1.1:ao capitulo I) e a seguirldamos condi-
coes necessarias e suficientes para que a funcgdo “E seja um
prolongamentc de 2‘(teorema 2.3; veja o teorema I.1.2)e
para que os conjuntos de T sejam u;;mensuréveis (teorema 2.4;

veja 0 teorema I1.1.5).

No fim deste paragrafo este processo de construgio
de uma medida U, a partir de uma funcdo % & aplicado para de
finir a medida de Lebesgue-Stieltjes (o exemple 1}). e a medi

da produto (o exemplo 2).

TEOREMA 2.2 - Seja IcP(X) tal que existe uma sequéncia 1,61
com | Ik= X; seja £:1 —= [0,»] uma fun¢ao que toma valo-
KEN )
res arbitrariamente pequenos (eventualmente o valor 0).
Para todo AcX definimos
-« -
u(A)=mf{zp,(1)11-e1 e UI:A}.
. k=1 = KK KEN X

Entdo a fungio uZ:P(X)-w+ [0,=] & uma medida exterior e pa-

ratodo IEI temos u;(l)s 2(1).

A demonstracdo segue os passos da demonstragao do

do teorema I.1.1 [Q].

COROLARIO 2.2.1 - a) Dados AcX e e>0 existe MGIU? MoA, tal

que uy (M) <y (A)+e.
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b) Dado AcX existe MEI ., MoA, tal que uZ(M)= u;(A).

A demonstracdo segue os passos da demonstracao da

proposigao I.5.1.

TEOREMA 2.3 - Nas condigoes do teorema 2.1 temos u;(I)=2(I)

para todo IEI se e somente se 2 & o-subadi{tiva,isto &, see so

il

mente se estd satisfeita a condigao

(*) dados I,I,€T, k€N, com Ic [J T, temos
k KEN K

2(I) < (1)

no~18§

k=1

DEMONSTRACAQ - E imediata [0O1.

EXERCICIO 2 - Seja X=Q, a reta racional, tomamos

I = {|a,b|=Q|a,bEQ,asb}

e definimos %(|a,b|) = b-a. Demonstrar que £ ndo & g-subaditiva.
EXERCICIO 3 -~ Sejam I'I"<P(X) e 71— [G.,»], 21" — [0,=]
satisfazendo as condigoes do Teorema 2.2

a} Demonstrar que u;,s “E" se e somente se para todo

I'€EI' e para quaisquer IiGI” com
U T3=>I' temos 2'(I') < L A1) .
kEN k=1

b) Demonstrar que M1 =Hgn S5€ © somente se temos

HpvSUpn @ Upn S Up,.



- 191 -

Dizemos que uma classe I<P(X), I= ?.e uma A@%&ﬁ@e—

bra se satisfaz as propriedades

(Sl) - Il,IZEI = IlnI €T

2
(SZ) - IET == existem Il,...,ImGI dois a dois disjun-

tos tais que CI= Il“"‘UIm'

OBSERVACAO 2.1 - Se I & uma semialgebra entdo ¢€I [O3.

EXEMPLOS DE SEMIALGEBRAS

EXEMPLO S§.1 - Seja X=R e I o conjunto dos intervalos da

forma [a,b[, -w<a<bse, ou da forma J-=,c[, c€R I[0O].

EXEMPLO $.2 - Sejam A uma algebra sobre X (ver a definigao
no Capitulo I, §1.3) e B uma dlgebra sobre Y. Os conjuntos

da forma AxB com AEA e BEB formam uma semidlgebra sobre XxY.
be fato (Slj segue de
(Alel)n(A2xB2)= (AlaAz)X(BlnBz}
e (82) segue de
C{AxB) = (AxB)}0(AxB)(AxB) [O].
Quando A & B sdo as o-algebras dos conjuntos mensu

raveis de medidas, sobre X e Y, respectivamente, dizemos que

os conjuntos AxB, onde AEA e BEB sdo retingulos menswraveis.

EXEMPLO §.3 - Seja X= R%e I o conjunto dos intervalos da

forma J1X...XJﬁ onde Ji= [ai,bi[ com -m<ai<biswouAJi=]ﬂmci[
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com c;€R. Dos exemplos S.1 e S.2 segue-se que T & uma semi-

dlgebra sobre R".

EXEMPLO S.4 - Seja X= R™, o conjunto de todos os intervalos
n r a = -0 [ee] &
I<R" que sao da forma |a,b|= 1 Iai,bif com -w<a,<b <=, &

lzisn
uma semialgebra.

EXERCICIO 4 - Sobre a semidlgebra do exemplo S.3 definimos

gl (Jyx...xJ )= T &(J;) onde Z(Eai,bi[}=bi-aie£G-m,ci[)=m

1 l<i<n .
(e w+0=0). Sobre a semialgebra do exemplo S.4 consideramos
%2, o volume habitual dos intervalos. Demonstrar que nos dois

exemplos obtemos a mesma medida sobre Ifl(isto g, a medida

de Lebesgue do Rp). [Sugestao: aplicar o exercicio 3].

EXERCICIO 5 ~ Dada uma sequencia Ik de elementos de uma se-

mialgebra T, demonstrar que existe uma sequéncia J €I de con

juntos dois a dois disjuntos e existe uma sequéncia de in-
teiros 1=1r <r,<...<r <... tal que para todo KEN temos

Ut - U J.

1=<j<k J lsssrk s

EXERCICIO 6 - Seja I uma semidlgebra sobre X; demonstrar que

a classe dos subconjuntos de X que sao reunido de um numero

finito de elementos de I dois a dois disjuntos, € uma alge-

bra sobre X e que & a menor algebra sobre X que contém I.

[Sugestao: usar o exerciIcio 5].
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TEOREMA 2.4 - Seja I<P(X) uma semidlgebra e 2:1 — [0,] u
ma funcac subaditiva tal que 2(¢)='0. Entdo os conjuntos IEI
sS30 uz—mensuréveis se e somente se L & mﬂdﬁua, isto €, se e
somente se estd satisfeita a condicdo

dados I,I
(**)

..,ImGI com I .,Im dois a dois disjuntes

1 1*"°
e tais que I= Ilu...uIm temos L(I) = 2(I1)+...+R(Im).

DEMONSTRACAO - E imediato que I e & satisfazem as hipdteses

do teorema 2.2 [[J1. Vamos supor que £ & aditiva; queremos de
monstrar que se IE€I entdo I & uz—mensurével. Basta -demons-

trar que para todo AcX temos uE(A)z uE(AnI)4-uz(AnCI).

Seja >0 e IRGI, kEN, tal que

U I,2A e E (1

< uZ(A) +t e,
kEN k

X’

I sendo uma semialgebra temos CI= J;0...3J com J,€l. Por-

-tanto
I, = (Iknl)&(lknCI) = (I nI}0(Ipnd ) .. 0{TnI )
e pela hipdtese (**) temos entdo
R(Ik) = R(Ian) + E(qujl) + .. F L(IknJm).

Mas || (Ian):AnI e portanto
kEN
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. kzlz(lknl)z uE(AnI)

pela definigdo de uz. Por outro lado

U (I ncD) = | [ U IknJi}:AnCI
keEN kEN*l<i<m

e portanto pela definicao de uz temos

© M
*
o - kgl izli(lknJi) > ug(AﬂCI).

Dal segue-se que
o

m
(I, nl) + (I, nd.
K" kzl 121 k")

1

ut(A)+e > kzlk(Ik) =

k=1

> uE(AnI)*-uE(AnCI).

Reciprocamente, suponhamos que todos os conjuntos
.I€I sdo uj-mensuraveis, vamos demonstrar que 1 € aditiva.To
dos os conjuntos I€I sendo mensuraveis temos uE(I)= uﬁ(I) e

pelo Teorema 2.3 temos u2(1)= 2(1). Por outro lado de

I = 9 Ij com I,Il,...,ImEI

=
b
—
[}
ol
(=]
H
*
[
=}
+
(o]
)
~~
b
A
1
1 ~15

E(Ij). 1

J j=1
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COROLARIO 2.4.1 - Seja IcP(X) uma semidlgebrae 2:7 — [0,*]

uma fungdo o-subaditiva e aditiva. Entao
a) Dados AcX e eg>0 existe M(—JI0 tal que MoA e
URMS uEA+ €.
. b) Dado AcX existe MEI _, com M2A tal que u M= uzA.

DEMONSTRACAO - Segue do corolario 2.2.1.

COROLARIO 2.4.2 - Sob as hipdteses do teorema 2.4 seja

{X,A,v)
uma medida sobre X tal que IcAcMQ {cnde Mi € a o-algebra dos
conjuntos uz—mensuréveis) e tal que vI=%(I) para todo IET.

Entao v = “2|A'

EXEMPLO 1 - A Medida de Lebesgue-Stieltjes - Seja u:R—1R
uma funcao mondtona crescente. Para os conjuntos da semiidl-

gebra do Exemplo 5.1 definimos
Lu([a,b[) = u(b~) -u(a-), Qu(]—M,C[) = u{c-) ~u(-=+).

Vamos demonstrar que £, & og-subaditiva e aditiva e que por-
tanto a medida m, definida por &, (isto &, pela medida ex-
terna definida por Ru) prolonga 2, € os intervalos acima sao

mu-mensuréveis.

De fato: & imediato que &, & aditiva [O1. Para de-

monstrar que £ € o-subaditiva vamos considerar diversos ca
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50S.

I - la,ble [J Lay
k=1

k[

queremos demonstrar que
lu([a,b[)s kzliu(iak,bk[)-

Dado €>0 tomemos b<b tal que u(g—)>u(b~)- £ € para todo k€N
tomemos 5k<ak tal que u(ék)>u(ak-)--§t; portanto para todo

aiejik,ak[ temos u[ak-)>u(ak—)-§% ¢ entao
1 £
Lu([ak,bki)s Ru([ak,bk[)+ 2k

0s abertos ]ak bk[ kEN, formam um recobrimento aberto de

[a,b] que contém entdo um subrecobrimento finito, seja

]al‘ 1b [1"'5]al 1b [

Kk k' K
e podemos supor que ka_1> akj. (De fato: se ]amj,bmjﬁ.
j=1,...,r & um subrecobrimento finito de [a, b1, entre os in

tervalos deste subrecobrimento que contém a tomemos um de
maier extremidade d1re1ta Jak ,bk [ e repetimos 0 processo
em relagao a bk , etc.). Entao 0s [ak ’bk [, j=1,...,m for-

j
mam um recobrlmento de [a, b] e temos
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il o~15

m
2 (fa! b, D)=u(b, -Y-ula -)+ Lu(b -y -ufa!l =}1 =
i hull P K & jZZ (by, ) -ulag )

1 il i-1 3

> u(bkm) - u(af{l} > u(B-) ~ufa=) >»u(b~)-ufa=)-¢ !Lu([a,b[) ~E.

Por outro lado lu([aﬁ,bk[)s Ru([ak,bk[)i-fi e portanto

1~ 8

Ru(Eak,bk[)+-e=-£u([a,b[)~

M

k=1

donde se segue o resultado pois e>0 & arbitrario.

IIa: quando [a,b[cU]—m,c.[uU[ak,bk[ & nao existe c.»a a
: J ok ]

- . J
demonstragao e como no caso I.

IIb: [a,bfcl-=,c.[ullay,by[ e sup c, =b; entdodado e>0
; Ik j J

existe b<b tal que u(E-)>u(b-)—s e existe cjz b e portanto

u(cj—)>u(b—)—s donde segue que

ku(]-w,cj[) = u(cj—)-u(-m+)>-u(b—)*-u(a-}- £ = Ru([a,bi— £

o que implica o resultado pois >0 & arbitrario.

IIc: quando [a,b[:U]—w,cj[uU[ak,bk[ e a<sup cj<b, entao
J k i '
necessariamente existe c; = sup Cj ou existe a; = inf ay iCle
j k

a demonstragdo & entao imediata pois no primeiro caso temos

[a,bf = [a,ci[u[ci,b[ com [a,c,[cl-=,ci[ e Eci,b[cg[ak,bk[ (case I)
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e no segundo caso temos

[a,b[c[a,ai[u[ai,b[ com [a,f:iic]—m,ci[e [ai,b[c%}[ak,bk[ {caso I).

III - Se em vez de intervalos [a,b[ consideramos interva

los 1-»,c[ a demonstracdo & imediata: se J-=,clc | I, e se
N i KEN &
algum dos I & da forma 3-=.cl[, entao caimos no caso

[c,cle | Ikn[E,m[
kEN

que ji consideramos acima. Se temos 3-=,cle U fa;,byl entdo
' xen KK
para todo a€J]-=,cl temos

u(e-)-u(a-) = & (fa,cl) = 2, (Cay.be )

=
L~ 8
o

pelo que ja demonstramos. Portante por passagem ao limite te

mos
R,u(]—oo,c[) = u(c-)-u(-=+) skzlﬂ.u([ak,bk[) 0

A medida m deduzida da fungdo crescente u se cha-
ma de medida de Lebesgue-Stielfjes associada a fungdo u; a inte

gral correspondente se chama de d{ntegral de Lebesgue-Stielisfes.

EXERCICIO 6 - a)} Demonstrar que os conjuntos borelianos da
reta sdo mensuraveis em relagdo a qualquer medida de Lebes-

gue-Stieltjes.
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b} Demonstrar que todo boreliano limitado da reta témme
dida finita em relacao a qualquer medida de Lebesgue-Stiel-
tjes.

*;) Dar exemplo de uma medida de Lebesgue-Stieltjes m, e
e de um conjunto mensuradvel segundo a medida de Lebesgue mas
n50'mu—mensur§ve1. '

d) Demonstrar que as funcgoes continuas f: R—— R sd0 men- .

suraveis em relacao a qualquer medida de Lebesgue-Stieltjes.

EXERCICIO 7 - Seja p uma medida definida sobre a o-dlgebra
dos conjuntos borelianos de Re que & finita sobre todo-bﬁh
reliano limitado. Para todo tER definimos u{t) = u{L0,tf) se
tz20 e u(t)=-u{lt,0[) se t=<0,

a) Demonstrar que u & uma fungao mondtona crescente,con
tinua i esquerda. .

+b)} Seja m, a medida-associada a.u. Demonstrar que para
todo subconjunto boreliano B de R temos muB= uB.[Sugestio:
"basta mostrar a igualdade para intervalos de forma [a,bl e

J-e,cl 1.

EXERCICIO 8 - Sejam u;,u:R— R funcdes mondtonas crescen
tes tais que para_todo tER temos ul(t4)= uz(t—) {e portanto
ug (£4) = uy ()

a) Demonstrar que Myq = My

b) Demonstrar que dada uma fungao u mondtona crescente
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existe uma funcao u mondtona crescente e continua a esquer-

da tal que m, =m,.

EXERCICIO 9§ - Seja u:R— R uma funcao mondtona crescente

a) Demonstrar que a medida m, e o-finita

b) Demonstrar que a medida m, e finita se e somente se
u & limitada

¢) Seja u limitada, demonstrar que muGR)= u(e=)-u{-=+)
EXERCICIO 10 - Seja .u uma fungao mondtona crescente e
[a,blcR tal que u(t) =u(a) para t<a ¢ u(t) = u(b) para tzh

3

a) Seja fe£1(Rq mu). Demonstrar que

J f(t)du(t) = J F{t)du(t)
® (a,bl]

b) Demonstrar que todas as fungoes continuas
f:[a,b] — R

sdo u-integraveis.
EXERCICIO 11 - Seja u:R— R uma funcdo mondtona crescente
limitada ‘

a) Demonstrar que C*(R)cil(ﬂl,mu)

b) Demonstrar que C*(R)c£p(qumg para todo l<spcz<e,
**EXERCICIO 12 - Seja u:la,b]l — R uma fungao crescente

a) Por analogia com o que foi feito no §4.1 do capitulo

I, definir a "integral de Darboux-Stieltjes inferiox":
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b
J F(t)du(t)
a

e a "integral de Darboux-Stieltjes superior"

b
J F{t)du(t)

a

e a "integral de Darhoux-Stieltjes"

b
J f(t)du(t)

a

(quando as duas anteriores coincidem).

b) Demonstrar o analogo do Teorema I.4.1 para a medida

c) Demonstrar o anidlogo do Teorema 1.4.2 paraa integral
de Darboux-Stieltjes e a integral de Lebesgue-Stieltjes.

d) Por analogia com o Teorema I.4.3 demonstrar que dada
uma funcao limitada f:fa,b] — R, existe a integral de Dar

boux-Stieltjes

b
J f(t)du(t)
a

se e somente se o conjunto dos pontos de descontinuidade de

£ tem mu—medida nula.

EXERCICIO 13 - Seja u:[0,1] — [0,1] a fungao definida no
exercicio 3 do Apéndice B do capitulo II e seja K o conjun-

to triadico de Cantor. Demonstrarquerml(K)=le que mu(CK)=O.
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EXERCICIO 14 - Seja gGEl[RJ, g2 0. Definimos
T
u(t) = J g(s)ds, tER

a) Demonstrar que u:R—— R & uma fungao absolutamente
continua, crescente e limitada
b) Dados a<b demonstrar que

b
mu(|a,b|) = L'g(t)dL

xc) Demonstrar que McR & mu—mensurével se e somente se e
xiste F(—]FU e.GEG5 com FeMeG tal que L:g=.Lg

d} Demonstrar que todo conjunto mensuriavel McR é m -~men
suravel.

+¢) Seja McR,; demonstrar que M & mu—mensurével se € So-
mente se Xyg g menéurével

+f) Seja f:R-—— R; demonstrar que f & mu—mensurével se
e somente se fg & mensuravel. [Sugestao: considerar £>0 e
aplicar o Teorema 3.1 do capitulo IJ.

*g) Seja f:R— R; demonstrar que f & mu—integrével se

e somente se fg & integravel e que entdo temos
J F(t)du(t) = f £(t)g(t)dt
R R

[Sugestdo: considerar £2 0 e aplicar o Teorema 3.1 do capi-

“tulo I11.
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EXEMPLO 2 - A MEDIDA PRODUTO - Sejam (X,A,v) e (Y,B,u) espa

cos com medidas e consideremos a semialgebra R formada pe-
los conjuntos da forma AxB com AEA e BEB (retdngulos mensu-
raveis; ver o Exemplo S.2). Para todo AxBER definimos
ACAXB) = u(A)-v(B)-

Para demonstrar que A pode ser estendida a uma medida com-
pleta sobre XxY (definida sobre a o-algebra completa gerada
por R) precisamos demonstrar que XA & o-subaditiva e aditiva
(Teoremas 2.3 e 2.4). A medida completa entao obtida pelos
Teoremas 2.4 ¢ 2.1 8 denominada medida produto (das medidas p

e v) e & indicada por uxv.

Demonstracdo de que : € o-subaditiva: seja

AxBe || A_xB,,
kEN K K

podemos supor que AxB=# ¢ e queremos provar que

I

A (AxB) = §

: A(Akak).
<

1

Dado x€X, seja Nx {kGN!xGAk}. Para todo xEA temos

Bc |} B

ken, ¥
X

e portanto

vBs J uBk, isto &, X, (x)VB <

kEN k
X

18

X: (x}vB
1 A% k
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donde se segue

L{XA(x)deu(x)s & [kzlek(x)uBk]du(x).

Pelo teorema da convergéncia mondtona (aplicado a medida u

& a 22 integral acima) temos

B(AVB) = T u(A) V(B
k=1
Demonstragdo da aditividade de A: seja

AxB = | Ay xB.;
I1zksm k Tk

a demonstracao de que
1
A (AxB) = M(A, xB )
| kel KK

& aniloga & demonstragdo acima, substituindo U por [J eus de
sigualdades por igualdades (poder-se-ia mesmo considerar

AxB = [ A xB,).
ken © K

OBSERVACAO 1 - Dados r,sEN a medida de Lebesgue m +g de ;e

€ o produto da medida m_ socbre Hf‘pela medida mg sobre R®.

De fato dos teoremas 1.2 e 1.5 do capitulo 1 segue

se que dados intervalos la,blcmr e 1c,d|cR§ temos



- 205 -

n . (la,blx|c,a] = n_(Ja,b])xm(lc,dl).

T+S
0 resultado segue pois do fato de que M, € a o-
algebra completa gerada pela semidlgebra I_ _ dos interva-

los de R*'S, que coincide com a o-algebra completa gerada
por MM, (pois T, cM M M., ).

EXERCICIO 15 - Demonstrar que se U ¢ uma medida definida so
bre a c-dlgebra dos conjuntos mensuraveis de R" e tal que
p(la,bl) =m(la,b] para todo [a,blcR™ entdo p=m (mas veja

o Exercicio 5 do §3).

OBSERVACAO Z - No R" a funcdo volume de intervalo definida
sobre a semidlgebra do Exemplo S.4 (ou do Exemplo $.3) € o-
subaditiva e aditiva. A o-subaditividade segue do teorema I.
1.2 através do teorema 2.3; a aditividade segue dos teore-

mas 1.1.5 e 1.1.2 através do teorema 2.4.

§3 - 0 TEOREMA DE FUBINI

a

Neste § vamos examinar propriedades da medida pro-

duto definida no § precedente.

No exemplo 2 precedente vimos que se (X,A,u) e (Y,B,v}
sdo espagos com medidas, entdo sobre a o-algebra R de XxY
gerada pelos retdngulos mensurdveis de XxY existe uma medi-

da A tal que para todo AxBEAXB temos ,
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A(AxB) = u(A)v(B); A = (va)iﬁ-

Notacao - Lembremos que dado um conjunto EcXxY, para todo

xeX e y€Y definimos
E* = {y€Y|(x,y)€E} e By = {XEX| (x,y)€E}.

E imediato que temos

 E.
ier *

X2 _glﬁg‘,e [ ﬂE.]X = [JEY [0
1

Xex(y) = Xy, (@B = G,
e o analogo em relagdo a YyEY.

Dada uma fungdo f: XxY — R, para todo xEX e Yy€Y
esSCTevemos

£0y) = £,00 = £(x,y)-

0 teorema fundamental deste § € ©

TEOREMA 3.1 {Tecrema de Fubini) - Séjam (X.A,u) e (Y,B,v)es

pagos com .medidas completas e seja fe&l[XXY),uxv).'Entéo
1 - Para u-quase todo xEX temos fxeil(Y,v)

1' - Para v-quase todo yEY temos nySl(X,u)

M

p-integravel

v-integravel

o

2' - A fungao yEY ——

2 - A fungdo xEX —— L'f(X,Y)dU(Y]
Lf(x,y)du(x)
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3 - L[Lfcx,y)du(yﬂdu(x) - L , £ Gy) =

] L[{Xf(x,y)du(x)}dv(y).

Para demonstrar o Teorema de Fubini vamos precisar

dos seguintes lemas:

LEMA 3.1.1 - a) Seja EGE, para todo x€X, o conjunto EX & v-
mensuravel {e, analogamente, para todo y€Y o conjunto EY é
p-mensuravel) .

b) Seja g:XxY — R uma fungéo R-mensuravel; para cada
x€X e funcao gx € v;mensurével‘(e, analogamente, para cada

y€Y a fungio gy ¢ p-mensuravel),

DEMONSTRACAO - a) Dado x€X seja R_= {EeXxY |E¥€B}; basta pro

var que Rx & uma o-algebra que contém R para seguir que ela

contém R e temos portanto nosso resultado

i) Ry contém R pois se E= AxB e R=AxB entao temos
EX=8 se x€A e E¥=¢ se xgA.
ii) se EER_ entdo CEER, pois (CE)™ = CE*€B

iii) se E,ER_ (kEN) entdo | E,ER_ pois [ U E ]x= y eX
kx KeN X X ken ¥ ken ¥

b) Dizer que g & R-mensurivel equivale a dizer que dado
o€R temos E= {(x,y)EXxY|g(x,y)>a}€R. Por a) segue que EX &

v-mensuravel e como
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EX = {y€Y|(x,y)€E} = {y€Y|g(x,1)}>al} = {yey!|g®(y)>a}

X - -
_ segue que g~ & v-mensuravel.

LEMA 3.1.2 - Seja EER_, com (uxv) (E) <=, para todo x€X defl

nimos g(x) = vEX. Entdo a fungdo g & pu-integravel e
Lgdu - (uxv) (B).

DEMONSTRAGAQ - Vamos demonstrar o lema sucessivamente para

EER, EE€R e BER 4«
a) Se E= AxBER = AxB entao o resultado & trivial pois

g(x)=vB se xEA e g(x) =0 se xgA, portanto
L(gdu = Ldeu = u(A)-v(B) = (uxv)(AxB).

b) Seja E= || E; com E,€R. Como R & uma semialgebra po-

kEN
demos supor que os By sao dois a dois disjuntos (veja o E-
xercicio 3 do §2). Para x€EX definimos gk(x)= in. Entao te-

mos

e portanto g € p-mensuravel pois os g © sao por a).Peloco
roldrio 3.3.1 do capitulo I temos

| gon - I | s - kzl(uw) ) = e[ L 5] = 0@
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4 [N . .
c) Seja E ngEk com EkGRU. Como El,...,EkeRd implica
Eln...nEkGRU (0] podemos supor que EkDEk+1 e que ngldg =
= (pxv) (El) <= (pois pelo Corolario 2.4.1 a existe El.GRU’E]_DE’
com (uxv)(El} < (uxv} (E)+e e portanto g &€ finita u-q.s. pe-
la observagdo 3.5 do Capitulo I. Seja x€EX tal que gl(x) < oo
entdo como temes E§3E§+l e EX = N Ei segue-se do teoremal.3
kEN

“

b do capitulo I que

g(x) = vEX = lim in = lim g (x),
=00

koo
isto &, g — & u-q.s. Portanto g & u-mensurivel e pelo teo

rema da convergéncia dominada de Lebesgue temos

dp = 1i du = 1lim(ux = (px = (W) (B). 1
ngu JmL(gku kﬂ(n VI(E) = (n v)lngEk] (wxv) (E)

oo

LEMA 3.1.3 - Seja EcXxY um conjunto uxv-mensuravel tal que

(uxv) (E) =0; entdo para u-quase todo x€X temos vEX =0,

DEMONSTRAGAO - Pelo Coroldrio 2.4.1 existe MER . ,M>E tal que

(uxv) M) =0. Pelo Lema 3.1.2 temos

Jxv(Mx)du(X) = () (D) = 0

e portanto v(MX) =0 para p-quase todo x (pela Observacao 3.4
do capitulo I). Como temos E*eMX e como a medida u € comple
ta entao para p-quase todo xEX o conjunto E* & v-mensuravel

e vEx = 0.
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LEMA 3.1.4 - Seja BcXxY um conjunto pxv-mensuravel tal que
(uxv) (E) <. Entdo para u-quase todo x€X o conjunto EX & u-

mensuravel e a funcao
Xx€EX — g(x) = vEX

(que esta definida para u-quase todo x€X) & u-mensuravel e

temos

f gdu = (uxv) (E) .
X

DEMONSTRACAO - Pelo Coroldrio 2.4.1 existe MER_., MoE, tal

que

(uxv) (M) = (uxv) (E);
entzo M, =M~E também & pxv-mensuravel, M:=E1'JM0 e
(uxv) (My) = 0.

Portanto pelo Lema 3.13 para u-quase todo x temos que M3 &

X
0

_quase todo x. Portanto g & u-mensuravel pois pelo Lema 3.1.2

v-mensuravel e uMﬁ =0, Entao g(x) = vEX = yM*-uM =vajparau-

a funcio x€X — wM* & u~-mensurdvel e pelo mesmo lema temos
[ g = e on = o). 0
X

LEMA 3.1.5 - Seja ¢:XxY — R _ uma fungao uxv-simples que g
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nula fora de um conjunte de uxv-medida finita. Entao para u-

quase todo x€X a fungao $* & v-integravel e a fungdo

XEX —r L{cp(x,y)dv(y)
) u—integrﬁvel e temos

L[chcx,wdv(y)}du(x) . LYMx,y)d(uxv) (x,y) .

DEMONSTRACAQ - Segue do Lema 3.1.4 por combinagao linear.

DEMONSTRACAQ DO TEOREMA DE FUBINI - Por razdes de simetria

basta demonstrar 1), 2} e a primeira igualdade de 3). Como
temos f=£f -f_ com f_ e f_integraveis, basta fazer as de-
monstragoes para fz2 0.

a) Pelo Lema 3.1.5 o teorema & verdadeiro se f & uma fun
gdo uxv-simples, nula fora de um conjunto de uxv-medida fi-
nita. |

b) Pelo Teorema 3.1 do capitulo I existe uma sequéncia

Oy de funcoes uxv-simples positivas tal que ¢k+f. Temos

L( $ed (uxv) < [)( Fa(uxv) < =
XY xY

e da observacgdo 3.6 do capitulo I segue-se que ¢y & nula fo
ra de um conjunto de pxv-medida finita. De ¢k(x,y)ff(x,y)sg'

gue-se que para cada x€EX temos ¢§+fx e entao peloLema 3.1.5



X & y-mensuravel para u-quase todo xEX. Pelo teorema da con

vergéncia monotona para u-quase todo xEX temos

fod\) = 1lim L¢§dv
Ty
isto &,
[ fxnavon - 1 [ ocComave) s
00

e como pelo Lema 3.1.5 as fungoes

XEX — L.¢k(x,y)dv(y)

s3o u-mensuraveis segue-se que a func¢io

XEX — L_f(x,y)dv(y)

& p-mensuravel.

Do teorema da convergéncia mondtona segue-se que

L[L{f(x,y)dv(}’)]du(ﬂ = llm L Lq)k(x Y)dV(Y):]du[x)

As fungoes g sendo pxv-simples entdo pela parte a) temos

L[L B GNBa0 = | edtow)
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e, novamente pelo teorema da convergéncia mondtona, temos

lim L- ¢kd(uxv) = L: Fd(uxv).
ks Y xY

Como por hipGtese temos

ny £d(wev) < o,

segue que a funcao

XEX — Lf(x,y)dv(y),

que ja mostramos ser u-mensuravel, & de fato p-integriavel e
& portanto finita u-q.s. Logo a fungao £, que mostramos ser

p-mensuravel para u-quase todo x€X, & de fato v-integravel

para u-quase todo X€X, o que completa a demonstragao do teo
rema.

EXERCICIO 1 - Deduzir os lemas 3.1.1 a 3.1.5 do Teorema de

Fubini.

TEOREMA 3.2 {0 Teorema de Tonelli} - Sejam (X,A,pu) e (Y,B,v)

espagos com medidas completas e o-finitas e seja

f:XxY — [0,«]
uma fungao pxv-mensuravel. Entdo temos

1 - Para u-quase todo x€X a funcdo f° & v-mensuravel
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1' - Para v-quase todo y€Y a fungao fy & p-mensuravel

u-mensuravel

LURY

2 - A funcdo xEX — L_f(x,y)dv(yJ

v-mensuravel

M L{f(x,)’)du (v

L

2' - A funcao yEY — L:f(x,y}du(x)

5 - JX[Lf(x,y)dvty)]du(x) - Jm £ ()

DEMONSTRACAQ - Das hipdteses segue que a medida uxv & o-fi-

nita [0] e portanto a sequéncia de fungbes pxv-simples ¢k+f
que existe pelo teorema 3.1 do capitulo I pode ser tomada
tal que cada=¢k & nula fora de um conjunto de pxv-medida fi
nita [0O]. Vale entdo a mesma demonstracdo do Teorema de Fu-
bini.

COROLARIO 3.2.1 - Sob as hipdteses do teorema de Tonelll se

uma das trés integrais de 3) & finita, as duas outras tam-

bém o sdo e as trés sao iguais.

COROLARIO 3.2.2 - Sob as hipdteses do teorema de Tonelli se

ja f£:XxY — R uma fungao pxv-mensuravel. Se uma das trés in

tegrais

LHY £lav]aw, L*Y |f|c.1.(uxv) . LU,( £lau] e |

for finita as trés sio finitas e iguais e também sao fini-

tas e iguais as integrais



- 215 -

[X[Lfdu}dp, ny £d (uxv) e L[Lfdu}du ol.

OBSERVACAO 1 - Uma fungdo £:XxY — R pode ser pxv-mensura-
vel {onde u e v sdo medidas completas e o-finitas) e tal que existem e

- sao finitas as integrais iteradas

eados o [[f salo

(nao necessariamente iguais) e apesar disto pode nio exis-

tir L fd(pxv}. Quando isto acontece temos
xY :

[, 1elate = | a0 - [EXIELIEES
xY xY xY

EXEMPLO - Seja X=Y=10,1[ e

2

£(x,y) = _Ei:_l__

(X2+y2) 2

)

f & continua e portanto mensuravel e para cada x€10,1[

mos
1 . 5
[Ttexanay = 2= ois £y - 2 X
0 x2+1 3y xZ+y?
e portanto
1 1 : 1 ' 1
J [J f(x,y)dy]dx = J dx arc tg x = %.
oLl 0 x2%+1 0

Como temos f{y,x) =-f(x,y)} segue-se que

te-
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e se conclue portanto que f nao & absolutamente integravel

o que se pode verificar diretamente por
x 1
J f(x,y)dy = X
0

portanto

1 1
Jo |£(x,y)ldy = 7%

donde se segue que

,E[wa&’ﬂldﬂdx= -,

OBSERVACAQ 2 - O teorema de Fubini permite reduzir o calcu-
lo de uma integral dupla ao cdlculo de integrais iteradas,oque &
particularmente vantajoso em R”* pois entao o cdlculo das in

tegrais iteradas se reduz a procura de primitivas.

EXERCICIO 2 - Verificar se as seguintes fun¢oes definidas em
R? sdo integraveis

1
a) £(x,y) = e T’ b) £(x,¥) =

(1+x?) (1+y*)

it
1

sen(x-y) d) £(x,y) 1 e'|X'Y|

c) £(x,y)
1+ (x-y)" 1+y*®
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&) £(x.y) = sh(tglsen(x-y) 1)
1+ (x-y)?
EXERCICIO 3 - Seja f:R— R uma funcgdo continua, impar (is
to & f(—x) = -f(x)) e limitada, f# 0. Verifique para que va-

lores de o sdo integraveis as seguintes fungdes definidas em

]R?.
a) glx,y) = £ (x=) ~ b} h(x,y) = f(x+z)a
1+ (x-y) *+y?*] 1+ |x+yl

EXERCICIO 4 ~ Seja X=Y=10[0,1]; e seja v a medida de conta-
gem sobre X=1[0,11 (ver o Exemplo M.3) e m a medida de Le-
besgue restrita a o-algebra dos conjuntos borelianos de [0,1].

Seja A= {(x,y)€l0,11=x[0,1]|x=y} e £=1X,
a} Demonstrar que A€R06 e & portanto vxm-mensuravel

b) Demonstrar que L(':L f(x,yjdy] dv(x) =0 e que

‘ L{Hx fd\):ldy

xc) Demonstrar que L £d (vxm)
xY

d) Porque o-resultado de b} e c¢) ndo esta em contradi-

[

1

]
8

cao com o Teorema de Tonelli?

EXERCICIO 5 - Sobre R,

dos Exemplos M.4 e M.5 do §1

xR consideremos as medidas Mg € Hp



- 218 -

a) Demonstrar que Hg»> My € vxm (a2 medida produto da me-
dida de contagem v sobre Rd (Exemplo M.3) pela medida de Le
besgue m sobre IR) coincidem sobre os conjuntos VXm-mensura-
veis da forma AxB com vA e mB finitos.

b) Demonstrar que Hgs Wy € vxm sao medidas distintas so
bre R xRR. [Sugestao: achar comjuntos M, e M tais que
uO(Mo) =(vxm)(MO) e pl(Ml)z (vxm)[Mlj,considerar o Exerc.41
EXERCICIO 6 - Sejam (X,A,uj e (Y,B,v) espacgos com medidas com
pletas e seja £:XxY — [0,%] uma fungao pxv-mensuravel tal
que o conjunto {(x,y)EXxY|f(x,y)>0} & o-finito. Demonstrar

que valem 1), 1'), 2), 2') e 3) do Teorema de Tonelli.
EXERCICIO 7 - Sejam (X,A,u) e (Y,B,v} espacos com medidas
completas, gesl(x,u), h€£1(Y,v) e f(x,y)=g{x)h(y}. Demons-
trar que fGSl(XXY,hxv} e que L}Y_f(uxv)= L:gdu-L hdwv.
[Sugestdo: aplicar o Exercicio 7 do §1 e o Exercicio 61.

A relag@o classica que existe entre as nogdes de in

tegral definida e de area & generalizada pelo seguinte

TEOREMA 3.3 - Seja (X,A,u) uma medida completa e o-finita;
seja £:X — [0,21 & Qg = {(x,y)€EXx[0,=]|0cy<f(x)}

a) £ & u-mensurivel se e somente se Rf € um subconjunto
pxm-mensuravel de Xx[0,w]

b) Se f & u-mensurdvel entdo temos L(fdu = (wxm) (2g) .
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DEMONSTRACAO - Seja f uma funcgao p-mensuravel. Entdo

£:(x,y)€Xx[0,] — £(x)€EL0,w=]
& uxm—mens_uré'vel (003 e como prz: (x,y)EXLO,wl — yE[O0,«»] tam

bem & uxm-mensuravel, segue-se que o conjunto

g = {(x,y)€Xx[0,=1lpr, (x,y) s £(x,y)}
& yxm-mensurdvel [0] e pelo teorema de Tonelli.temos entdo

) @ = | g dem = |

x[0,0] Tf

X[ J[o,m] an(x@ dy} du(x) =

- L(f(x)du(x).

Reciprocamente, se g & war-mensuravel entdo pelo

Teorema de Tonelli segue-se (*) e que f € u-mensuravel.

OBSERVAGCAO 3 - Do Lema 3.1.4 segue imediatamente que se
(X,A,n) & uma medida completa e f:X —— [0,%] & tal que o
conjunto Qg € uxm-mensurdvel com (uxm)(Qg) <« entdo f e u-

mensuravel e

L(fdu = (um) (2)

TEQREMA 3.4 (Minkowsky) - Sejam (X,A,u) e (Y,B,v) espacos com
medidas completas o-finitas e seja f£:XxY —+ R uma funcao

uxv-mensuravel; dado 1 zp <« temos

[L[LJHLY) |du(x):, pd\)(y):l Upg L{[ JY|f(X,Y) |Pdu(y):| 1/Pdu ).
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DEMONSTRACAQ - Para p=1 o resultado & imediato pelo teore~

ma de Tonelli. Seja pois p>1 e indiquemos por A e B o 1% e
29 membro, respectivamente ,da desigualdade acima. Para todo
YEY tomemos

.
.F(y){Llf(x,leducx)] ,

téemos:

Ap:L{ L( |£0x,y) |dun (x)]pdv(y)=L[ L{ HE(x,y) [du (x)] Pdl]: L | £(x,y) |du (x):ld\) (y)

| o -
=LF(y) [L 1£6c,y) 1du(x)]dv(y) - LUYP(y) |£0e,y) [av() |an ()

(1
<

}1/P'

] 1/p
X[ LP(y)P a0y (Y 1260 Pavn)| anx)

[
- F(y)P du(y)] JU |£0x.7) Pavr) | du)

i (p-1)p’ Jl/p'

- lef(x,yaldu(x)] Cav| e

’ ' 1/p! : .
-[[[ ] 1eeen ldu(x)}pducy)] Py = )YP'p = 4P 1p"
YL /X

onde aplicamos sucessivamente o Teorema de Tonelli (passa-

(1),

H
gem , a desigualdade de Holder (passagem (5)) e as rela

¢oes (p-1)p'=p e g¥==p-1.

COROLARIO 3.4.1 - Se a integral do 1% membro do Teorema aci
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ma for finita (e a fortiori, sé a do 29 membro for finita)

temos -

. 1/p
[L | Lf(x,y)ducx)JPdv(y)} s [x[ L [£6c,y) Pavty) [aua) .

*APENDICE A

TEOREMAS DE DECOMPOSICAQ

Neste Apéndice estendemos a nogdo de medida para a
de medida com sinal ou carga e damos, sem demonstragao, di-
versos teoremas de decomposicdao de cargas e medidas. Para as
demonstragoes ver as referéncias [R]1, Cap.11, [K1, Cap. 5 e

£zJ, Cap. 6.

Um espaco com carga (também chamado medida com sinal)
& um conjunto X com uma o-algebra M e uma fungao

H:M — [-w,=]
que satisfaz
(Cl) - p assume no maximo um dos valores -« ou
(C2) -~ up=20
{C3) Dados MkEM (k€N) dois a dois disjuntos temos

u(ngMk] ) z e
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(esta série sendo absolutamente convergente ou divergente pa-

ra ® ou -, independente da ordem dos termos).

- Dizemos que oS conjuntos MEM s@o p-mensurdvedis ou,
simplesmente, mensurdveis. Indicamos por (X,M,p) o espago com
a carga ¢ em geral falamos simplesmente na carga p estando

subentendidos X e M que 1he s3aoc associados.

EXEMPLOS - 1) Toda medida & uma carga

2) Dados dois espacos com medidas (X,Ml,ul) e (A.M,,u,)
sendo pelo menos uma delas finita, entao (X,Mlan,uz-ul) &
um espago com carga [O]. _

3) Dado um espago com medida (X,M,u} e £:X —+ TR que &
p-integravel, para todo MEM definimos uf(M)= L}fdy. Entao

(XM, uE) éumrespago,com carga [O].

Dado um espago comcarga (X,M,y) dizemos que um con
junto AEM & y-positivo (ou simplesmente, positivc) se para todo
MEM temos u(MnA) 2 0. Dizemos que um conjunto AEM 2 u-negativo
{ou, simplesmente, negativg) se ﬁara todo MEM temos u{MpA) <0
Dizemos que um conjunto AEM & p-nule (ou, simplesmente, nuﬂol

se Bg;aftﬁdbeGM temos u(Mnd) = 0.

EXERCICIO 1 ~ Demonstrar que todo conjunto que & ao mesmo

tempo positivo e negative & nulo.

TEQOREMA 1 (Teorema de Decomposig¢ao de Hahn) - Dado um espa-
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¢o com uma carga (X,M,u) existe um subconjunto u—positivb X,

e um subconjunto u-negative X_ tal que X, nX_=¢ X=X, 0X_.

A decomposicao X=X _0X_ se chama decomposigao de Hahn

e ela & essencialmente QGnica (ver o Exercicio que segue).

EXERCICIO 2 - Seja (X,M,u) um espago com carga . e sejam
X= X+GX_ e X= X;GX: duas decomposigoes de Hahn de X. Demons
trar que para qualquer MEM temos

u(MnX2) = u{MnX_ ) e u(MnX') = p{MnX_J.

Dédos dois espagos com medidas (X,M,ul) e (X,M,uz)
dizemos que as medidas My € U, sao muwluamente singulares, escre
Vemos j,*u, Se existem X1)%€M disjuntos tais que X = XIQXé e
ul{X2)= uz(X1)= 0. Apesar da simetria da definicao, muitas
vezes dizemos que g & sdingulan em relagde a Wy ou que By € Hy-

singuban.

EXERCICIO 3 - Sobre X=1[0,1] consideremos a o-algebra dos con
juntos borelianos, a medida de Lebesgue m restrita a B e a
medida m, definida no Exercicio 10 do §2. Demonstrar que m

e m, s40 mutuamente singulares.

Dado um espage com carga (X,M,p) seja X = X+GX_
sua decomposigac de Hahn. Para todo MEM definimos

w, (M) = u(MaX, ), p_ (M) = -u(MoX_) e [u[(M) = u (M)+u_(M).

H,» H_ € |u| sao medidas [J] denominadas, respectivamente,
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variaedo positiva, vaniacdo negativa e variagdo Zofel da carga u. As
medidas u, e u_ sao mutuamente singulares ol é temos
L=y, -u_; esta decomposigdo da carga p na diferenca de duas
medidas mutuamente singulares & chamada decomposi¢ao de Jordan
de u.

TEOREMA 2 (Teorema de Decomposigac de Jordan) - Dado um es-
paco com carga (X,M,u} a decomposicao de Jordan u=u, ~p_ de
¢ na diferenca de duas medidas mutuamente singulares & uni-
ca. Se u= Bomly onde Uy e, sdoc medidas entao

uz(M)z u, (M) e ul(M)z'u_[M) para todo MEM.

Dadas duas medidas (X,M,u) e (X,M,v) dizemos gue v
& absolutamente continua relativamente a ¢ ou simplesmente p-absolu-
tamente continua, escrevemos v<<u, se MEM com uM = 0 “implica

vM = 0.

EXERCICIO 4 - Seja u:[a,b] — R uma fungdo crescente e m,
a medida definida por ela (ver o Exemplo 1 do §2) restrita
i o-algebra B dos conjuntos borelianos de [a,b]. Demonstrar
que m & absolutamente continua relativamente & medida de
Lebesgue (restrita a B) se e somente se a funcdo u for abso

lutamente continua.

EXERCICIQO 5 - Demonstrar que uma medida v & u-absolutamente
continua se e somente se dado e>0 existe §>0 tal que para to

do MEM com uM < & temos vM< e. [Sugestao: veja a demonstragao
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do Teorema 2.3 do capituleo II].

EXEMPLO - Seja f:X — [0,»} p-mensuravel; para todo MEM de

finimos

wvM = u M = J fdu. -
f
M

Entdo v € uma medida [0J;veja o Exemplo M.8 do §1]1 que & u-

absolutamente continua.

Reciprocamente, o Teorema de Radon-Nikodym diz que
toda medida p-absclutamente continua € deste tipo:
TEOREMA 3 (Radon-Nikodym) - Seja (X,M,u) um espago com uma medida o-
finita e Seja (X,M,v) um espago com uma medida v que & u-absolutamente

continua. Entdo existe uma funcdo £:X —» [0,*] que & p-mensuravel tal
que para todo MEM temos

vM = ufM = f fdu.
M

A fungdo f & Unica no sentido que se f£ & outra fun

‘¢do com a mesma propriedade entdo f=f£ p-q.5.

A funcgdo f definida no teorema precedente se deno-
mina de derivada de Radon-Nikodym de v relativamente a y escre-

vemos f = dv
du|’

EXERCICIOQ 6 - Com a notagdo do Exercicio 14 do §2 demons-

My du . . -
trar que g= TEE](==Hf q.5., veja o Exercicio 4).
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TEOREMA 4 (Teorema de Decomposigao de Lebesgue) - Sejam
(X,M,u) e (X,M,v)
espagos com medidas o-finitas. Existe uma medida Vg que & u-

singular e uma medida v que & p-absolutamente continua tais

ac

ue v=v_+v__. As medidas e v sac unicas.
4 v s ac Vs ac 40 t

*APENDICE B

TIPOS DE CONVERGENCIA

Neste Apéndice damos resultados que relacionam di
ferentes tipos de convergéncia que se pode definir sobre o
espago das fungoes mensuraveis. Para as demonstragoes ver a

referencia [M], Cap. 7.

Seja (X,M,u) um espaco com medida. Indicamos por
M(X,R) o espaco vetorial das fun¢des £:X —— R que sao men

suraveis (i.&, u-mensuraveis).

Em M(X,R) além da convergéncia simples e da conver
géncia uniforme vimos ne fim do §2 do capitulo I as nogoes
de convergéncia quase sempre {que abreviamos por q.s.) e de
convergéncia quase uniforme (que abreviamos por q.u.).No ca
pitulo III definimos a convergéncia Lp’ l<spsew, & vamos a-
gora definir a convergéncia em medida que . abreviamos por

med.
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Dizemos que uma sequéncia fk'EM(X,]R) converge em meddi-
da para uma fungao fEM(X,R) (escrevemos fk JE§E+-£) se pa-

ra todo £> 0 temos
lim u{x€X| |fk(x)-f(x) |=e} = 0.
k=
***EXERCICIO 1-Definir "sequéncia de Cauchy em medida" e mos-

trar que toda sequéncia de Cauchy em medida de M(X,R) & con

vergente em medida.

No diagrama abaixo damos as implicacgoes que exis-

q.5 < q.u
T 27
i =g 2
il - =
S, 5T i
i Ssef i
il P i
s e
1] LT T H
Nz R i
o= S 1
. a,
Lp med

tem entre as convergéncias q.s., ¢.u., Lp e med. em M(X,R).
Uma flexa I =1 indica que fk —-;-r f implica fk LI-» f, uma fle
xa I === 1II indica que fk s £ implica que existe uma sub-

sequéncia fy . tal que fy, R

EXERCICIO 2 - Demonstrar que I_p == med.

EXERCICIO 3 Demonstrar que q.u. == med.

* EXERCICIO 4 - Demonstrar que med. == q.u.

]_.p ==3 q.s. segue do Teorema de Fischer-Riesz {ca-

pitulo III, Teorema 3.1) e as outras implicagbes sao imedia
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tas {usando eventualmente os Exercicios 2, 3 e 4) [OJ.

EXERCICIO 5 - Dar contra-exemplos mostrando que, em geral,
nio existem outras implicagles além das indicadas no diagra

ma precedente.

Quando (X,M,y) & uma medida finita, isto &, quando

u(X) <®, temos as implicagdes do diagrama abaixo. A implica

¢ao q.s. ==> q.u. & o Teorema de Egoroff (capitulo I, Teo-
rema 2.3). As outras implicagOes seguem dela e das implica-

gOes do diagrama-precedente. [0]

* EXERCICIO 6 - Seja u(X) <w; para f,g€M(X,R) definimos

a) Demonstrar que d(f,g) =0 se e somente se £=g p-q.s.,
que d(g,f) =d(f,g) e que d(f,h) <d(f,g)+d(g,h)

b) Demonstrar que d(fk,f) —_— 0 = fk med., ¢,

No diagrama que segue consideramos apenas sequén-

cias kaLp(X,u), lsp=<e®», tais que existe

. ‘gELl(X,u) com |fklpsg U-gq.s.
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fa]

=1

|:E}(|pS gGLl(X,u):‘

=

L~

* EXERCICIO 7 - Demonstrar a implicagio g.s. = q.u- do.dig
grama precedente. [Sugestso: analisar a demonstragao do Teo

rema de Egoroff].

**EXERCICIO 8 - Demonstrar a implicagdo med. — Lp do dia-

grama precedente.

As outras implicagdes do diagrama precedente sao
consequéncias imediatas das implicag¢bes do 1° diagrama e dos

Exercicios 7 e 8. [[O1

EXERCICIO 8 - Dar contra-exemplos mostrando que, em geral,
ndo existem outras implicagdes além das indicadas no diagra

ma precedente.



CAPITULO V

APLICACOES (II)

Em Zodo este capiiulo consideramos R munido da medidade Le

besgue. Este capliulo e independente do capltulo V..

§1 - 0 PRODUTO DA CONVOLUCAO

No capitulo II ja definimos o produto de convolu-

cio £,+£, de duas fungdes £,€5,(R") e £,60° (R™)

(£,+6,) (%) = LR“ £,0ey)E (Ndy, xR

e demonstramos que fz*fl =C*(1Rn)(ver Cap.II,§5,Exemplo 6}.

No Exemplo 4 do §6 do Cap.II e nos exercicics que
o seguem vimos como hipdteses de diferenciabilidade de fzim
plicam as propriedades correspondentes de diferenciabilida-

de em f,+f,.

A seguir fizemos aplicagOes destas propriedades pa
ra obter formulas integrais para as solugdes da equagao do
calor e da equagdo de Laplace (ver Cap.II, §5, Exemplo 7 e

aplicacdes a) e b) que o seguem e¢ §6, Exemplo 6 eaplicaéBes
~230-
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a) e b) que o seguem).

No presente § vamos estender o produto de convolu-
¢cdo para fungoes de Sp(Hﬂﬁ € ver novas propriedades deste pro-
duto. Vamos por seu intermédic estudar a §-convergéncia (se
quéncias de Dirac) e fazer novas aplicagdes ds equacoes di-

ferenciails parciais acima mencionadas.

1.1 - CONVOLUGAC DE FUNCOES INTEGRAVEIS

Notagao - Dado AcR™ escrevemos g (A} ={(x,y)€ﬂflxmp|x—yEA}.
LEMA 1.1 - Dado AcRR™mensurivel entdo o(A) & mensuravel.

DEMONSTRACAQ - Como a aplicagio (x,y)ER"xR® —u x-yeR" &

continua entd3o-se A & aberto, ¢(A) também & aberto e peloco
roldrio 1.1.5.1 o Lema & verdade neste caso. O Lema também

g verdade quaﬂdo A& um Gatpois entdo o(A) também o € ja que

A

I

N Ok implica que o(A) = ] c(Ok).
kEN kEN

0 Lema ainda € verdade se A tem medida nula ﬁois entao pelo
teorema I.5.2 existe GGG6 com GoA e mG=0 e basta demonstrar

que mL[og(G)1 =0 o que segue do teorema de Tonelli:

wo(@ = [ ot Oenay = [ ] eoaay -

_ J 1 m(G+y)dy = 0.’
TR
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Finalmente se A € um conjunto mensuravel qualquer novamente
pelo teorema I1.5.2 existe 6665 com GoA e m(C~A) =0. Entao te
mos o (A) =q(G)~c(G~A) e como ja demonstramos que o (G) e g (G~A)

si0 mensuraveis segue-se que o(A) & mensuravel. 0

Dada uma fungao £:R® — TR definimos a fungao

of: RAxR® —» TR por (of)(x,y) = f(x-vy) .

LEMA 1.2 - Seja F:R® —— TRuma funcgio mensuravel. Entdo a

- n n - -
fungao of:IR xR — R € mensuravel.

DEMONSTRACAO - O resultado € imediato pois dado o€IR temos

(o) L (e, 1) = o (£ (1a,=1) [OI.

Dadas funcbes f£,g: R — R e xER™ escrevemos.

(f2g) (0) = (F) e (I0 = | o £0eyIg0Idy
y R .

quando a integral esta definida. Lembremos novamente que a

fungdo f*g se chama produto da convolucao de £ por g.

EXERCICIO 1 - Demonstrar que f*g=g+f, isto g, que as duas
funcdes estio definidas nos mesmos pontos de R" e sao iguais.

[Sugestao: fazer a mudanga de variaveis y =z-x].
~TEOREMA 1.3 - Dados f,gGLl(]Rn) para quase todo x€R" a fun

gao

(F+g) (x) = Lmn £(x-y) g (y) dy
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estd definida e temos f*geLl(IRn)com Hf*gnl sﬂf”lugnl.

DEMONSTRACAQ - Para todo x,yeR  seja F(x,y) = £{x-y)g(y). Do

Lema 1.2 segue que F & mensuravel em RxR™ e pelo teorema

de Tonelli temos

[[ieGeyigtn axey j[[!f(xiy)|lg(y11dx}dy=

£y |1g0r) lay = L€l Dl

Do teorema de Fubini segue-se entao que para quase todo x€R"
existe (f+g)(x) =Jf(x~y)g(y)dy e que f*gGLl(IRn).D

No teorema gue segue temos outra demonstracao do

teoremg 1.3.

EXERCICIO 2 - Sejam f,gGLl(IRnk demonstrar que F(fxg) = (F£) (Fg)
onde Fh indica a transformada de Fourier da fungao h.(ﬁercg
pitule II, §5, Exemplo 3).

EXERCICIO 3 - Dados f,g,hELl(Bfﬁ demonstrar que (f#g) +h =
= f+{g=h). ﬁSugestéo: aplicar o teorema de Fubinil.

* EXERCICIO 4 - Dar exemplo de duas fungoes f,geLl(HU que se-
Jam continuas e nao identicamente nulas, tais que fxg =0.
(Sugestao: aplicar o Exercicio 2 e lembrar que se fEL (R™)
& tal que FfELl(Hl) entio FFf =f q.s. (ver o teorema 2.0

que segue)l.
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TEQREMA 1.4 - Seja fGLl(IRn) e geLp(lR“) . 1<ps<we; entio te-

mos grfEL (R") e |g+£], <lel Ifl,.

DEMONSTRACAO - Para p =« o resultado & imediato. Seja pois

1<p<=; pelo corolario III.2.4.1 temos

A

Is+el,, =] [1 o0 0 1Pax]* <[ [1[etxy ey e Pax]

p 1/p
< [ [1eceyreon 1Pax] ey -l el
LEMA 1.5 ~ Seja f6L_(R™), 1 <p <»; temos lim |ty £-£f_ = 0.
i P haO P

DEMONSTRACAO - Lembremos que para todo h6IR® definimos

(t,£)(x) = £(x-h) onde x€R™,

Dado € > 0,pelo Corolario II1.2.3.3 existe ¢€K(IRn) tal que
£ = = - = £- £
P£-¢ll, <3. Entdo Il'chf-rh¢llp =Ny (-0l =1£ ¢, <3 e portan

to
My E-Ely s lrpfepel ) + vy e-oll ) + lo-sl. g il £

Por hipotese ¢ &€ nula fora de um compacto K. Seja I‘um in-
tervalo aberto limitado que contém K,‘seja |I] o seu volume
e § >0 a distancia de K a CI. Sendo ¢ uniformemente conti-
nua, dado

' £
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existe §' >0 tal que para [h| &' temos |¢(x-h)-¢(x)|se’'.To

mando entao |h|=inf(8,8') temos
1/p 1/p
=il = [ [1o0cm-o00 Pax] " <] [ (e17Pex] i -4

TEOREMA 1.6 - Sejam fGLp(Rn) e gGLp.(]Rn) com 1$p5me%+—]-"..=]:-

P
Entdo existe f+g que & uniformemente continua e limitada com

<€l g
I£=gfl_ <1 ||pl|g||p.

DEMONSTRACAO - f*g existe ¢ € limitada pois se

F(x,y) = f(x-y)g(y)

entdo de fGLp(]Rn) e gGLp,(IRn) segue pela desigualdade de H8l
der que FY€L; (R") e que |FY[; =|(f+g) (x)] <l gl para

todo xE]Rn.

Provemos que f+g € uniformemente continua. Como te
mos f*g =g*f (ver o exercicio 1) podemos supor que p <=. Da

do he€R™ temos

(£+g) (x+h) - (£+g) (x) = J[f(x+h-y)—f(x—y)]g(y)dy..

Portanto pela desigualdade de Holder temos

| (£+g) (eth) - (£rg) (x) | sflf(x+h—yJ~f(x-y);|g(y);dy .

. q1/p o
< | [1zeonay) £y Pay] hal e =l 25on 251l
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onde fs(z) =f(-z). O resultado segue pois do Lema 1.5.

*TEOREMA 1.7 = Sejam fGLp(IRn) e gGLp,(IRn) com 1 <p<oe

%-+§L.=1.'Ent§o f«g & uma fungdo continua que tende para z€

ro no infinito.

DEMONSTRACAO - No teorema 1.6 j& demonstramos que fxg &€ uma

funcao uniformemente continua limitada. Pelo Corolario ITI

2.3.2, dado ¢ >0 existe uma fungao em patamar.
T
p= ] c.Xy o,

onde cada Ij & um intervalo limitado, tal que

2l

E|g'1f)|1p| =

e pelo teorema 1.6 temos ﬂf*g-f*wﬂm)s%u E pois suficiente de
monstrar que f*y tende para zero no infinito [DJ1. Bvidente-
mente basta demonstrar isto guando ¥ =X; onde I & um inter-

valo limitado. Temos

* = - = s - =
(fxp ) = [ £y [ #ooe LXI

£2 (y)dy

e portanto

, /p
e Gl s 1P 1 ;P @
T
. |
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De fSELp(IRn) segue-se que

1l/p
Tim [( |fs(y}|pdy] = 0 (0]
Nyl =k -

ke

e portanto
¢ 1
[J 1fs(y)|pdy}
.1

se torna arbitrariamente pequeno para |[x| suficientemente

grande [01, o que completa a demonstragao.

EXERCICIO 5 - Lembremos que dado lzpsea e f: B —= R, es-
loc
crevemos fGLp R™) se para todo intervalo limitado Icﬂflte

mes f€L (I). Escrevemos fGLp (H{) se fEL (IR Jesef & nula

B}

q.5. fora de um conjunto compacto. Demonstrar que se L%OCGR )

e gEL_, (Hl) entdo fxg estda definida em todo IR"e & conti-
p'.c

nud.

10C(Ef5 tal que para todo gELp. C(HJH

temos f*g =0; demonstrar que entao £=0 q.s. [Sugestao: pa-

EXERCICIO 6 - Seja fEL

. ol . . -
ra todo intervale IcIR® considerar g=X;; aplicar o corola-

rio I.5.2.17.

* EXERCICIO 7 - Seja fGLloc(IRn tal que para todo ¢€D(ﬂfﬁ te~
B 1

mos fx¢ =0; demonstrar que £ =0 q.s.

1.2 - SEQUENCIAS DE DIRAC ‘

Dada uma fungao feLl(IRn) e € >0 definimos:



- 238 -

_ 1
fg(){) = f
£

¢ imediato que
LRH fg(x)dx=LR Fx)dx e que |£ 1 = £l

TEOREMA 1.8 - Seja feLl(]Rn) com

J f{x)dx = 1;
r®

dado gGLp(Hfﬁ , 1sp <, temos

lim jg*£_ ~gH
g+0

DEMONSTRACAO - Temos

lg+z e, = [ [1(ax£,) 00-500 Pax] . [[1 st rey-g00 lpdx}l/p

{1 seer-eodr.orana L isen-aw Ple,o fpdx]ljp_dy

= 1t gl IE ) ldy = | T g-g]| |f_(y)|dy + -g| £ _(nd
J ye el Juyllsv?” & Elpl 01 J||ynz<s"TYg Blp T

s sw v g-el £l + 2lel J £,0)idy
iz 7 . tytzs €

= It —m| I £] +2Igil I£(y) |dy
Ily 125 ¥ 1 J 1yllzs/e |
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(M) . -
onde na passagem < aplicamos o Corolario III.Z2.4.1. Do Le-

ma 1.5 segue-se que dado £'>0 existe § >0 tal que para

<5t - e
Il <6 temos It g-gl Fel, <5

Além disto de fGLl(IRn) segue-se que para £ >0 suficiente-

mente pequeno temos

2lgl, | |£0y) |dy <&
P liylss/e 2

donde se segue o resultado pois &' & arbitrario.

TEQREMA 1.9 - Sejam fELl(]Rn) com

» J fx¥x=1
R

e gGLm(IRn);temos gL —24 g quando e+0 <= g & uniforme-

mente contInua.

DEMONSTRACAO => No Teorema 1.6 vimos que g*f, ¢ uniforme-

mente continua e limitada. Portanto se g € o limite unifor-
me das fungoes g+f quando e+0 entdo g & uniformemente con-
tinua.

<= Seja g uniformemente continua (e limitada). Dado xER™

e 8§>0 temos

[(e*€ ) ()-g(x}| = ng(X~Y)fE(y)dy-g(X)l - lj[g(x-y)-g(X)]fe(y)dyis
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1A

lgCey) g [ £, ) |dy + J lg(e-y)-g () [ £ () |dy
yll=8

JHYHSG

1A

s |gxy)-g6al gl +2lel, |

[ E£(y) [dy-
lyl=s , Iylz8/e

Sendo g uniformemente continua, dado £'>0 existe §>0 tal que para
t

|yll<8 o 1° somando da Gltima somatdria & SE?-para todo xER'™-

~Como fGLl(Rn) entdo para e>0 suficientemente pequeno també&ém

r
o 29 somando se torna sET-donde se segue o resultado.

- " R n . -
DEFINIGAO - Uma sequencla kaLl(Hl) que satisfaz as Proprig
dades (Dl), (DZ) e (Ds) que seguem se chama sequéncia de Dirae

ou sequéncia §-convergente.

@

(Dl) - f fk(x)dx —— 1 gquando k —— @
R® -
(D,) - sup J£,]; <=
27 xen K
(DS) - Para todo >0 temos J lfk(x)ldx —— 0 quando

Ixlize
k — .

EXEMPLO - Tomando uma sequéncia sk+0, a sequéncia fEk_dosteg
remas 1.8 e 1.9 & uma sequéncia de Dirac [01 (veja também a

Proposigao II.7.2).

Os dois teoremas que seguem tem demonstragac analo

ga & dos teorcmas 1.8 e 1.9 respectivamente.

TEOREMA 1.8 bis - Seja f; uma sequéncia de Dirac de R e se
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ja 1 =p <=. Para todo gGLp(IRn} temos
lim |g+*f,-g|l_ =0 [0O7.
ks k ='p

TEQREMA 1.9 bis - Seja fk uma sequéncia de Dirac de R e

g€£w(Hfﬁ . Entao g*fy —%, g se e somente se g éuniformemen-

te continua. [O3]

* EXERCICIO 8 - Seja 1 <p <w e gGLp(]Rn). Demonstrar que €xis-
te uma sequéncia de fungdes infinitamente derivaveis ngHjﬂRn)
tais que Hgk-g"p — 0 quando k —— =. [Sugestdo: tomar g, =

= f, *g onde f, é uma sequéncia de Dirac formada por fungoes

k
infinitamente derivaveis].

* EXFRCICIO 9 - Seja lsp <= e gGLp(Bﬁ}.Demonstrar que exis-
te uma sequencia ¢kGD(IRn)tal que ﬂ¢k'g“p — Oquando kX — =
[Sugestdo: mostrar que HgXBm'g"p ——+ 0 quando m —— « onde
B = {x€R"| | x| sm} (ver a Proposigdo II.Z2.1): tomar uma se-
quéncia de Dirac conveniente kaD(IRn},mostrar que

£+ (gxp,) €0 (R™)
(ver a Proposigao II.7.2) e que ﬂfk*(gXBm)-ngmﬁp —— 0 quan
do k — =, etc.].
APLICAGOES - I: Seja uj:IR— R uma funcio wniformemente continua e

Limitada; para fodo t>0 definimos

1 © {x-s)2
1 (x,t) = u,(s)e -=——<|ds.
) e Zavnt J-w 0 ® [ 4azt J )
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Entiic u & wna fungdo continua em RxR, que & infinitamente denivavel pa

2
aa t30, que satisgaz a equagao do calor %% = 32%§% e que ¢ fal que
u(x,0) =u0(x), mais precisamente, femos U, —* Uy uniformemente quando

t40 (onde, Eembremos, ut(x)==u(x,t)).

DEMONSTRAGCAO - E imediato que u(x,t) estd bem definido para

todo x€EIR e t >0.

a) Demonstraremos inicialmente que u, — u, uniforme-

- 2 -
mente. Seja f(x) =e TS"  entdo

fGLl{Hﬂ e j f(s)ds =1 ; para todo e>0 seja fe(s) =% f[g].

u

Pelo teorema 1.9 temos uo*f8 —— u, quando e+0 e tomando

]
g = Z2avrt temos

0 - e ool - 2 el
& 2avnt ‘ Zav/mt Zavrt - 4

portanto

i 2
u(x,t) = (ug*f, ~£)(x} = Zaiﬁf Iﬂnuo(x-s)exp[-zgiE]ds =

N SR A (x-5)?
= Za/ﬁ J_m uo(s)exp[-wf—] ds.

b) Do Exercicio 4 do §6 do Capitulo II segue-se que u €
infinitamente derivavel, o que completa a demonstragao das

afirmacdes acima.
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Mais geralmente, se uOGLP(IR) , 1 sp <=, a funedo u dada

por (1) esia bem definida [[(1] e do Teorema 1.8 Aegue-se gue
L (R
p( )

u, ——u

t 0

quando t30. Pode-se ainda demenstrar que para >0 a fungdo u & infinita
mente derivavel e satisfaz a equagas do calon (para p=1 a demons-
tragao esta feita na aplicagdo a do Exemplo 6 do §6 do capi
tulo II; para p>1 ver o exercicio que segue).

* EXERCICIO 10 - Se uOGLp(IR),l <p <w, demonstrar que u € infi
nitamente derivavel se t > 0.(Sugestdo: para |x|<n e t>T>0

" temos

Y
Zamluo(S)exp[-%%] | s g(s)

onde

-

: _ )
i__|u0(s)|exp[-£%§%%—] se s €£-n

2avrT
g(s) = 4 |lu,(s)| se |s|<n
2a¢mt ©
{ L [u0(5)|exp|j——(§4:%li] se szn
2aymT st

Demonstrar que gGLl(EU; achar uma majoragao analoga para as

derivadas de u].

IT: Seja ugi R—R wna fungdo unifommemente contlnua e Limitada
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Pana y > 0 deginimos:

(2) u(x,y) = ;1; f u, () —L s

entiio u ¢ uma func@o continua em RxR, que e {nfinitanente denivaved pa-

3? X, 32 3y .
3x2 oy

=u0(x) , mais precisamerte, uy — Uy undiformemente quandce y+0.

ra y>0,que e hawunonica, isto 2, satisfaz =0 ¢ tal que u(x,0)=

DEMONSTRACAO - E imediato que u estd bem definida para y>0.

a) Demonstremos inicialmente que u, 2 u, quando y+40.

1

. 1
Seja f(s) = S—ZII;

temos
£6L,(R) e J £(s)ds = 1.

£(2) :%._L_

Para todo Y>0 seja f (s} = y SZ+y2; pelo teorema 1.9

1
Y
temos uo*fy -2, u, quando y+0 e por outro lado temos

W) ) = 2 [ u (o) —X—ds =3 | uy(s) —L—ds = ulx.y).
v} ¥ T 0 2., T 2 ’
- s™+y - (x-s)*+y*
b) Do Exercicio S do §6 do Capitulo IT segue-se que 2
funcio u & infinitamente derivavel, o que completa a demons

tragao das afirmagoes acima. [

Mais geralmente,4e uOGL (R),1<p <, a fugdo u dada

por (2) estd bem definide [O1 ¢ do Teorema 1. .§ Aegue-se que
L (R)

u ——-—--’-U.O
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quando y+0. Pode-se demonstrar que para y >0 a fungdo u e infinitamente
derivavel (e hamonica);para p =1 a demonstracao esta feita na
aplicagao b do Exemplo 6 do §6, Capitulo II; para p>1 ver
o exercicio que segue. ’ _
* EXERCICIO 11 - Com a notagao acima, quando uOGLp(IR),l <p <o,
demonstrar que u & infinitamente derivavel. [Sugestao:ver o
Exercicio 107.

iTEOREMA 1,10 - Sejam 1 sp<» e f,gEEp([a,b]); sdo equiva-

lentes as propriedades:
't

1) f(t) =c +J g(s)ds para quase todo t€[a,b]
a )
2) %[Tgf—f] — g em Ep([a,bl) quando e+ 0, isto €,
b 4 p 1/p
lim [f lg[f(t—s)~f(t)]-g(t)| d{] =0
g~+0 a .

3) Para todo ¢€0(la,bl) temos

a ‘a

b +b
J £(£)¢" (t)dt = [ g(t)e(t)dt.

OBSERVAQKO - Lembremos que Ep([a,b])cil([a,b]} e portantope
lo Teorema de Lebesgue do Apéndice B do Capitulo II a pro-
priedade 1) equivale a dizer qué'exisﬁe fm[a,b] —+ R ab$0-
lutamente continua tal que £=£, q.s. é‘f6:;g g.sf Lembre-
mos ainda que dado um espaco de Banach E de fungﬁeéwdEfiniPVWH
das na reta tal que para fE€E temos ThfeE para todo hEIR (on

de (Thf)(t) = f(t-h), o transladado h de f), entdo dizemos
. .
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que g€E'é a derivada de f no sentido de espacgos de Banach se
lim |ir1 £-£1-g] = 0.

c>p E €

No- caso do espaco de Banach E =Lp([a,b]) tomamos as fungoes

f6E e suas transladadas nulas fora de [a,bl. Lembremos fi-

loc
1

a derivada de f no sentido.da teoria das distribuigoes de

nalmente que dadas fungoes f,g€f (la,bl) dizemos que g &

Laurent Schwartz se vale 3) acima.

0 teorema 1.10 exprime portanto a igualdade'detrés
nocgoes de derivada no espago Ep([a,b]): a nog¢ao de derivada
no sentido do Teorema de Lebesgue, a nogao de derivada no
sentido de espacgos de Banach com translagdes e a nogao de de

rivada no sentido da teoria das distribuigoes.

DEMONSTRACAQ DO TEOREMA 1.10 - 1) == 2): de

t
f(t) =c¢ +J g(s)ds
a

para quase todo t€[a,b] segue-se que T

1 R e §|
E[f(t+e)~f(t)] = Eﬁ[{_-g(s)ds = [E'X[—E,oj*g](t) g.s. [0O]

L
*g —B o 5 [0O].

R 1
re_r_ple}:t_a.,_?e_orema 1.8 temos z x[-e,o]

2) = 3): seja $EP({la,bl);s sendo de Ep,{[a,b]) segue-se

de 2) que
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b
[ {éff(t+e)-f(t)]—g(t)}¢(t)dt —— 0 quando e + 0.
a

Temos
rbl lb+€ 1b
J L E(t+e)-£(0) 1o (t)dt = w-J f(s)¢(s—€)ds-——-J f(s)p(s}ds =
a © € Jave €1y

=- be (s){:lg[Ms)-d)(s-E) ]}d.s

a

onde tomamos |e| tdo pequeno de modo que ¢ € nula fora de

[a+|e],b~|e|]; entao a Gltima integral tende para

. b
.- f f(s)¢'(s)ds pois fL[¢(s)—¢(s-e)]
lg &

tende péra ' (s) unifommemente em [a,b] [O]. Portanto temos 3).

3) = 1): Seja

. t
6(t) =j g(s)ds,
a

usando integragao por partes temos

b b
J g(t)o(t)de = —J G(t)e’ (t)dt
a ! a

e portanto

b
f [E£(t)-G(t)19'(t)dt =0
a

para todo ¢€D([a,bl). Seja F(t) =£f(t)-G(t) e seja c€EC tal
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que
b
J [F(t)-cldt = 0.
a

Evidentemente temos

b
J ¢'(t)dt = 0 para todo €D (La,bl)
a

e portanto

b ‘ ,
J [P(t)—c]¢‘(t)dt = 0 para todo ¢€D(La,bl).
a

Vamos demonstrar que F(t) =c q.s., donde se segue 1).

qualquer funcao

b
gEP(Ja,bl) com J o(t)dt = 1
a

entdo para todo ¢€0(Ja,bl) temos
b
-0 J $(s)ds = ' onde PEVP(Ja,bi)
a

e portanto

b b b - b
L[F(t)-c]¢(t)dt = LEF(t)—c:lw'(t)dt+L¢(t)dt L[F(t)—cje(t)dt

b b '
= Ld)(t)dt L[F(t)-c]@(t)dt.

Bta igualdade vale para qualquer

Dada
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b
9€P(Ja,bl) com f o(t)dt = 1
a

enquanto que o 1° membro da igualdade nao depende de 6. To-
mando entic uma sequéncia limitada de fungoes

b
_ . 1
gngp(]a,b[) com Len(t)dt =1 e tal que en — 3 X]a,bE

segue-se pelo Teorema da convergencia dominada de Lebesgue

que

b 1 (b
J [F(t)-clo, (t)dt — g5 J [F(t)-cldt
a a

e esta ultima integral & nula pela escolha de c. Portanto te

mos

b
J [F(t)-cle(t)dt = 0 para todo ¢EP(3a,bl).
a

Da Proposicdo II.7.2 segue-se que o mesmo vale para todo
¢€K(}a,b[);

do Coroldrio I1.5.2.3 segue-se entao que F=c q.s. [

§2 - A TRANSFORMAQAO DE FOURIER DE FUNQﬁES INTEGRAVEIS

Em todo este § considenamos funcoes complexas £:R°— C.Llem
bremes que uma funedc complexa £ € integravel se suas paites real ¢ ima

ginania forem integhaveis, ou, equivalentemente, se suas partes real e
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imaginaria forem mensuraveis e |f] integravel. [0

Lembremos que no Capitule II, §5, Exemplo 3 defini

mos a thansfomada de Fourler de uma fungio fGSl(IRn) por

- ' o n
e = PO - [mn s)e Pt e, geR, onde toE = ) €8s,
RE!

Muitas vezes escrevemos Ft[f(t)] em vez de Ff ou f. De modo

analogo definimos a transformada de Fourien comfugada por
F£) () = f LE() et ar, ger™
R

OBSERVAQEO 1 - Para a transformada de Fourier conjugada va-
lem resultados analogos que para a transformada de Fourier
com demonstragac semelhante e nao os enunciamos no que se-

gue.
TEOREMA 2.1 - Seja feiltm?); entao temos

1) A funcdo EE€R™— F(E)EC & continua e tende para ze-~
ro quando |§] — »; f & portanto uniformemente continua e

limitada
2) Para todo £€R™ temos |§(E)| sﬂfﬂl = J n|f(t)[dt.
. R

DEMONSTRACAO - Ver Capitulo II, §5, Exemplo 3 e Teorema II.

7.3,

COROLARIO 2.1.1 - Sejam f,fkeLl(]Rn), kEN, tais que
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Ly (R™) - R
fk————————+ f; entao fk 2

— f.

EXERCICIO 1 - Seja fEEl(PJ; demonstrar que

lim J f{t)cos mtgdt = 0

5 e lle J f(t)sen wtidt = 0.
E <o -0

E|+w

EXERCICIO 2 - Seja fGSl([O,l]), demonstrar que seus coefi-
cientes de Fourier

1 .
c [£1 = f £ty tTikta e ez,
0

tendem para zero quando |k — = (0 Lema de Riemann-Lebesguel .

EXEMPLOS - 1. Seja [a,bJcRum intervalo limitado, temos

S o1 -2viaf__-2mibE
Yras1(®) ~ g [0 eTETIRE].

De fato:
b . . t=b
. _ ~2mitg,, _ -1 _-2mitg =
% (£) = f e at = =1 ¢ -
fa,b] a 2mig t=a
Como caso particular vem
' o _ senZmwak
(1) X p ap(8) = S5TEE
Z.

Dada uma fungao f:R—— C definimos a sua simetnioa £
por fs(t) =f(-t). Seja f€£1(]R); ¢ imediato que

“3 s = s ;
(2) £5 = £5, Ff = Ff |
(3)

Se f & par, isto &, £5 = £, entao Ff = Ff
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3. Lembremos que Y indica a fungao caracteristica do

tervalo [0,=[; temos

(4) FoIY(t)e IO =g, 6ER

De fato:

-t P -t -2witE,, . 1
Ft[Y(t)e 1(g) = Joe e dt = 27t

4. Consideremos a funcdo £(t) = e 1t ¢ seja
- :
g(t) = Y(t)e ~.

Entao temos f= g+—g5 e de (2) e (4) segue-se que

-t - 3 =S - 1 1 - 2
Ft[e ](g) - g(E) + g (g) - 1+2‘1Ti€+ I-2wiE - ]_+4'n'2g2

isto &, demonstramos que

(5) Fore I thig) = 2 zew
1+4qn2¢g?
" 5. Dados fl,...,fn€£1(RJ seja

f(tl,...,tn) = fl(tl)...fn(tn);

entiaoc temos feil(lfh e

(g, en8) = B (8 F (8, E= (E,.--,E )ER™. (O]

6. Seja fesl(]R“) e hER", temos

(6) E(g+n) = Fore ™™ 1(8) (0
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(7) FLE(em) 18) = 2™ PEE(g)

7. Seja fG£l(Rn] e A>0; temos

(8) B8 = 5 FERIE) )
(9) FLEOI(E) = = E(3) o

A

EXERCICIO 3 - Calcular a transformada de Fourier das seguin
tes fungoes: _

£0t) =e 31t (as0), £(t) = e7@1TPl (as0y, £0t) = v(t-b)et
[Sugestao: aplicar (1) e (98)3.

TEOREMA 2.2 - Seja fEEl(RJ tal que existe q.s. f' com
f'GEI(R)
e tal que

-

fly) - f(x) = Ljf'(t)dt, isto e, f€£1(RJ

€ uma fungf@o absolutamente continua (conforme o Teorema de

Lebesgue no Apéndice B do Capitulo IT). Entao temos

N -
(10) £'(8) = 2wigf(g), EER.

DEMONSTRACAO - De f'GEl(RJ segue-se que
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P L . X .
£1(8) = J £1(t)e 2™t = 1im J £1(e)e 2Tt =
—oa X+ =%
. t=X x )
(1) 1im[f(t]e_2F1t€‘ + 2miE J f(t)e_‘z“ltgdt:[
X+ t=-x -X

onde na passagem (I) usamos a formula de-integragao para par
tes (conforme o Exercicio 5 do Apéndice B do Capitulo II).O
29 somando do 2° membro acima tende para 2rizf(£) quando
x — =, Resta pois demonstrar que o 19 somando tendepara zg
ro. Isto & imediato pois de f‘Gil(]R) segue-se ciue existemos 11
mites

X
£(=) = £(0) + 1im Jof(t)dt e £(-=) [O]

X+
e de fe£l(1R) segue-se que estes limites sac nules. [0O]

COROLARIO 2.2.1 - Sob as hipoteses do Teorema 2.2 temos

1) ££(8) — 0 quando |g| ~—— =
2) |2ngf(g)| S[]f'lll para todo EER

COROLARIO 2.2.2 - Seja f:R—— C tal que

f,f',...,f(m)eil(]R) :

temos
N

1) £M gy = 2™ @), er

2) £Mf(g) — 0 quando [E| — =
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3) Jzre)"E(e) ] < "f(m)ﬂl para todo £ER

EXERCTCIO 4 - Calcular a transformada de Fourier de fungao

-t

f(t) = te sgt onde sgt=1 se t>0, sgt=-1 se t<Q, sgh=0.

EXERCICIO 5 -~ Seja
gec () (R™) s (D) com 2Eec(RM s (R™).
j

Demonstrar que F f (g) = Znig.f(gj, E=(E.,...,E )emﬁ.

Btj ] 1 n
EXERCICIO 6 - Estender o exercicio precedente para deriva-
das de ordem superior.

Dizemos que uma funcdo g:R— C &,rapidamente decres
cente no inginito se para todo m=1 temos tmg(t) — 0 quando

|t| —_— 0,

COROLARIO 2.2.3 - Seja 'fec(“’)(]R) tal que para todo m= 0 te-

mos f(m)egl(mj ; entao fa rapldamente decrescente no infi-
nito [0O].

TEOREMA 2.3 - Seja f€£1EEU tal que a fungao tER — tf(t)EC
& integravel; entdo temos

1) Fec(M(R) e Fr(g) =F, [-2nit£(1)1(E), EER

2] |f'(£)| sf |2mt£(t) {dt para-todo EER.

- 00

DEMONSTRACAO - ver Capitulo II, §6, Exemplo 4.

COROLARIO 2.3.1 ~ Sejam feil(mj e mEN tal que a funcgao
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teER — tME(t)€EC seja integravel, entao temos
1y tecM () e FM () =Ft[(—2'nit)kf(t)](£], K=1,2, ... ,m

2) |£‘(k)(g)| st lZﬁtlkIf(t)]dt, k=1,2,...,m.

COROLARIO 2.3.2 - Seja fesl(mJ tal que para todo mEN a fun

cdo tER-— t®f(t)E€C & integrdvel, entao fGC£m)(R).

COROLARIO 2.3.3 - Seja ¢€K(R); entdo sec=)(m).

EXERCICIQ 7 - Achar a transformada de Fourier das seguintes

-t

funcdes: £(t) =t2e [Tl £(t)= te @1t Pl (350,

EXERCICIO 8 - Seja f(—:sl(]R“) tal que a fungdo
— : n
t = (tl,...,tnjeﬂi — tjf(t)ec
seja integravel. Demonstrar que existe

‘a‘% B - th-zﬂitjf(t)l(z), tERP.

EXERCICIO 9 - Estender o exercicio precedente para deriva-

das de ordem superior.

EXERCICIO 10 - Seja ¢€K(R™). Demonstrar que sec(™) (r™.

- 2 - 2
EXEMPLO 6 - F . [e i) = e "8, eR.

- 2 . - = .
De fato: seja f{t) =-¢e wt , dos Coroldrios 2.3.2 e
2.2.3 segue-se que F & infinitamente derivdvel e rapidamen-
te decrescente no infinito. E evidente que f também tem es-

tas mesmas propriedades. Temos
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- 2 - 2 -
(e mt )' = -~27te Tt , isto &, f£'(t) =-2wtf(t) e portanto
P
£ (E) = Fo[-2mtf(t)I(E) = = F [-2mitf(t)1(E).
t ) 1t

- Pelo Teorema 2.3 temos % Ft{—ZWitf(t)](E)= % fr(g)e pelo Teo
Lt ~
rema 2.2 temos f'(£) = 2ri&f(g) donde se segue que
avigf(e) = 7 B (8,
isto &, f satisfaz a equagdo diferencial %‘(g)ﬁ—ngf(£)= 0.

_WE2

Portanto %(£)= ce com

- =2
c=f(0)=JeTrtdt=1.|]

EXERCICIO 11 - Achar a transformada de Fourier das seguintes

fungoes:
t2

f = (@0), W =te b, ) = 2" (87 £0) = (t2e1)e 2.

- 2
EXERCICIO 12 - Seja £(x) = & "IX

onde x = (xl,...,xn)GRp.Dg
- - 4 .
monstrar que f(§) =¢e ] £l onde E€R™. [Sugestdo: aplicar o

Exemplo 51.

No §1 ja demonstramos que o produto de convolugao
de duas funcoes de £1(Efﬁ g uma funcao de El(Rp). No que se
gue vamos demonstrar que a transformacdo de Fourier leva o
produto de convolugdao num produto ordinario.

TEOREMA 2.4 - Sejam f,geﬁl(Rn); entao temos

FLE+g1(8) = E(8)g(E). EER™.
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‘DEMONSTRACAO - Temos

FLfegl(E) = LRH (£rg) () “M gt = [E{.[J;Rnf(t—s)g(s)e_Zﬂitgds}dt

® Jmf‘[ LR“ £ g(s)e 2T (xs) gds}dx -

- Umn g(s)e"“is’f?ds][ Lan f(x)e_ZTrixde-J = $®)EE). |

onde na passagem (V) fizemos a mudanga de variaveis t~s=x
jsto &, t.-s.=%X., j=1,2,...,n).
(isto &, T3 =55 %5: )

t

EXERCICIO 13 - Para a> 0 definimos £, (t) =Y(t)e 2%, tE€R.Cal

cular fa*fa e fa*fb; achar a sua transformada de Fourier.

PROPOSICAD 2.5 - Sejam f,gEEl(Ifﬁ; entdo temos

FrE-gl(t) = (£+Fg) (t), t€R".

DEMONSTRACAQ - Temos %'gEEl(Ifh pois pelo Teorema 2.1 a fun

. -

gdo f & continua e limitada. Pelo Teorema de Fubini temos en

tao .

Frgl(t) = La“ 2o g()e it - LRnU‘Rn £(s)e 2misE ds}g(f-;) (ITikty,

[mn f(s)[LRn g(&)e"™ (g as - Jmn(?g) (t-5)£(s)ds = [FR+EI(E)

(£Fgy(t). D
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Para a aplicacao da teoria da transformacgdo de Fou
rier na solucao de equagdes diferenciais parciais e em ou-
tros problemas vamos demonstrar as {oamulas de 1nee,épfcoc/£dade {ou
de inversdo) FFf=f e FFf=f. Quando temos apenas fesl(mp),
estas formulas ndo estado bem definidas pois geralmente nio

temos fGSl(Rp): basta ver os exemples 1 e 3 acima.[O]

TEOREMA 2.6 - Seja feslcmﬂj tal que Eesl(nfh. Entdo, mudan-
do eventualmente f num conjunto de medida nula, temos para

todo te€R" que
(FFE)(t) = £(t) e (FFE)(t) = £(t).

OBSERVACAQ 2 - Do Teorema 2.1 segue-se que FFf e FFf sdo con
tinuas e portanto, mudando eventualmente a funcao £ num con

junto de medida nula, f & continua.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.6 - Vamos provar a primeira igual

dade; a demonstracao da segunda & andloga.

Pela Proposigao 2.5 temos
(*) Frf.gl(t) = (£+Fg(t), teR® e ge£1(]R“).

Seja hGEl(mp); dado e> 0 tomemos g(s) = h(es), s€R™. Por (9)

(aplicado a F) temos

Fore) = L b

€
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= _ 2
que indicamos por (Fh)g(g). Tomemos h(s) =e | s|

Pelo Teo
rema da convergéncia dominada de Lebesgue o primeiro membro

de (*) converge para (FFE)(t) quando =40 pois

?SE%(s)h(es)j(t) = J n %(s)eZWiSth(es)ds
IR ‘

com 1§(s)e2“15th(es)1 < |£(s)| onde ]?Mﬁl(Rp)e h(es) — h(0) =1
quando g+0. Por outro lado, do Exemplo 5 segue-se que

s 2

(Fh) (s)

{ver o BExercicio 12) e portanto
J a (Fh) (s)ds = 1.
R : .

Entdo pelo Teorema 1.8 temos para o segundo membro de (*) que
f*(Fh) jL+ f quando ¢40. Portanto pelo Teorema I11.3.1 e-
xiste uma sequéncia ek+0 tal que para quase todo teR" temos
[f*(Fh)gk](t) — f(t) donde se segue que para quase todo

¢eR™ temos (FFE)(t) = £(t). O

No fim do §4 daremos outra demonstracao do Teorema
2.6 usando a teoria L, da transformacdo de Fourier e nao ©

produto de convolugao e a §-convergéncia.

EXERCICIO 14 - Achar a transformada de Fourier da fungao

1

£(t) =
1+t

.
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[Sugestdo: ver (3) e (8)1.

COROLARIO 2.6.1 - Seja feil(IRn) tal que £=0, entdo £=0 q.s.

COROLARIO 2.6.2 - Sejam f,gG&l(ﬁfh com £ ou QGEI(BfH, entao

temos
FLE-81 = fag.

SN
DEMONSTRACAO - Das hipdteses segue que f+#g= £- gES (R™ epor

g
tanto fxg = FlE+gl=F[

= sy

‘83

COROLARIO 2.6.3 - Seja £fek™ (R™) = K(R™nc™ (R")  onde

m:>%; entao %Gil(Rn) (e portanto Frf=f=FFf).

DEMONSTRACAQO - Para j=1,2Z,...,n temos

m
3 f n
£ —EL.(R)
Bx? 2

e portanto pelo Coroclario 4.3.1 que segue temos’

IF[EE, - 1
3 J

que, pelo Exercicio 5, implica que a funcgao
geR” — |£|"|£(E) [E€R

e de LZ(]gH: como temos %ELZ(Rn) segue-se que a fungao

EeR” — |1+ z |&. I"‘If(aj]
j=1
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¢ de LZ(PP). Do Exemplo 5 do Apéndice A do Capitulo IT se-

gue facilmente que a fungdo

n
EER™ — [1+ Y olg.

-l
J!} eR
j=1

e de LZ(RFJ pois 2m>n donde se segue, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, que a fungdo

- m Ll
EGRP-——+ f(g) = ——————x {1+ ¥ [gj|m]f(g)ec
&9

g de Ll(]Rn) [ol.

#EXERCTCIO 15 - Demonstrar que sob as hipdteses do Teorema

2.2 temos-feil(mj (e portanto FFf=f= FFf). [Sugestdo: se-

guir os passos da demonstracdo do Corolario 2.6.31.

§3 - APLICACOES AS EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

No que segue vamos aplicar a teoria da transforma
cdao de Fourier para obter formulas integrais para as solu-

¢oes de dois problemas de equacgoes diferenciais parciais.

De modo geral ha duas maneiras de proceder para a-
char estas formulas integrais:
1) Aplicam-se as regras de calculo demonstradas no que

precede mesmo sem saber se as condigoes de sua vali-
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dade estao satisfeitas. Uma vez obtida a formula in-
tegral demonstra-se que efetivamente, sob certas hi-
pbteses, ela da a solugéo do problema.

2) Constrdoe-se uma teoria em que se sabe a priori que a
solugao do problema & tal que as regras de cialculo

que vao ser usadas para a sua deducio sdo validas.

Nos vamos adotar o primeiro procedimento. A teoria
das distribuicoes de Laurent-Schwartz e diversas de suas ge

neralizagces sao teorias do segundo tipo.

PROBLEMA I - Pruocwrar a fungao

w(x,t)ERx[0,o[ — u(x,t)ER

que sefa contlnua, que Aatisfaca a equagao do calor

2
(Cy) _ %%=aza—3pamt>0
3x?

e a condigao inioial
(Cz) u(x,0) = uo(x) para todo XER,

ondetb g taf mm.uo,ﬁOELl(IU (e up € portanto uniformemente

continua tendendo para zeroc no infinito).

Para achar a formula integral da solugdo u de (Cl)
e (CZ) vamos supor, como ja dissemos, que sdo vidlidas as

transformacoes que fazemos a seguir.
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Facamos a transformacdo de Fourier na variavel x,

isto ¢, definimos

[ea]

Gte) = [ uone P e 58 - [(uptoe 2™ e,

Aplicando esta transformacio na equagao (Cl) (isto

- . - U _i
&, admitindo que Fx(ﬁf)"at F (u)) e em (€,). e usando 1) do
Corolario 2.2.2 (com m=2) obtemos o sistema (onde & & consi

derado como parametro)

_d_; (£,t) = a?(2wig)2d(E,t)

u(g,0) = ﬁO(E)
isto &,

%‘%H 4a?x?g?a = 0
i(g,0) = 4y(&)

CAR2n?F2
da”moETt Aplicando a

que tém como solugao ﬁ(E,t)==ﬁO(£)e

transformacdo de Fourier conjugada a 4 e lembrando que
F(£-8) - frg

(ver Coroldrio 2.6.3) vem

BR800 = Lug0) 3 RO 0000 -
¥

ulx,t)

fad _ Ada2n2r2
J uo(x-y)Fg[e da’mog t](y)dy.
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Pelo Exemplo 6 de transformada de Fourier temos que

. - 2 - -
Fore ™0y = Fe ™ ) = e

€ g

—Fm2 . -
pois a funcido e LI par((3) do §2). Aplicando entao (9) do

§2 com A = temos

ZavTt

492 -
Fgfe d4a ‘n‘ZEZ‘t](y) _ Fg[e ﬂ(ZafTng)zj(Y) _

_Tr[__g,_]z y?
S 1 tea/mtt _ 1 " Fa?t
2avTt 2a/nwt
e portanto
(x,t) 1 r (x-y)exp| L]d
u(x,t) = u,(x-y)exp| - y
2a/7T -0 O L 4a?t

que por uma mudanga de varidveis x-y=s fica

(a) u(x,t) = 1 Jm ﬁo(s)exp[- (x-—s)z-:lds
2a/rt J-e 4a’t

Lembremos que esta fowmuba integhal da a solugao do pro-
bfema (Cl),(cz) em condicoes muito mais genais do que foi deduzido. As
sim, no Capitulo II, §6, Exemplo 6, aplicacao a) demonstra-
mos que quando uy€i, (R) entdo u dada por (a) €&, para t > 0,
infinitamente derivavel e satisfaz a equagao do calor [Cl).
No Exercicio 4 (no mesmo local) o mesmo resultado € enuncia

do para uoeiw(lR] e no Capitulo V, §1, Exercicio 10 o mesmo
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resultado & enunciado para uDGLp(R) , 1l<p<w. Além disto,
no Capitulo V, §1. na aplicacao I demonstramos que se U, €
uniformemente continua e limitada entao ut-Ji+1JOquando t40
(onde, lembremos, ut(x)= u(x,t)) odue implica que (Cz) estd
satisfeita [O]. No mesmo local também demonstramos que quan
do uOGLp(R),]_sp«:w, temos

L (R)
u, —2 s u

t 0

5

quando t+0, o que pode ser interpretado como uma generalilza

cdo funcional analitica da condigao (G,).
PROBLEMA II - Procwrar uma fungac
u: (x,y)ERx[0,»{ — u(x,y)EC

que seja continua, que sefa hanmdnica para y> 0, iste e, que satisfaca

a equagao de Laplace

3%u . 3%u

(Ly) Au = + = 0 paa y>0
1 3x? oyl

e a condicao de gronteira

(Lz) alx,0) = uo(x) para todo XER

onde u.0 e tal que uo,ﬁOGLl[]R) .

Novamente para achar a formula integral que di uma

solugao u de (Ll) e (LZ) vamos aplicar os resultados demonsg
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trados precedentemente sem nos preocuparmos se as condigoes

de sua validés estdo satisfeitas.

Efetuemos a transformacao de Fourier naprimeira va

riavel, isto &, tomemos

o

u(g,y) =J ulx,y)e i ¥Egx e 0,(8) =J g (x)em2MixEg

- 00

Fazendo entdo esta transformagao na equagao (Ly) (isto €,ad
BZU) - 9%u

ayz’  ay?

lacdao 1) do Corolario 2.2.2 {com m=2) obtemos o sistema (on

mitindo que Fx[ Fx(u)) e em (Lz)'e aplicando a re-

de consideramos £ como um parametro)

.
(2rig)2a(e,y) + S,y = 0

dy
u(g,0) = 4,(8)
isto e,
Qig-—4ﬂ2£2ﬁ =0
dy?

(g.0) = §y(8)
que tem como solugdo G(£,y) = cq(£)e™Y + ¢, (£)e *™ con
ey (B) + ¢, (8) = §,(E).
Entre as escolhas possiveis para cq € Sy tomemos ¢, tal que

cl(E)= 0 para £>0 e ¢, tal que c,(§) =0 para <0, isto &,
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tomamos

I}

Qe.y) = gpere 2mIELY,

Esta escolha faz com que U se torne integravel como fungao
de £. Aplicando a transformagao de Fourier conjugada a i e

lembrando que FL[f-gl= f*g {(Conforme o Corolario 2.6.3) vem

Feiale.yl 100 = tug(o) ¢ Foe T 0360 -

u(x,y) x

o

J uo(x—t)fg[e"“'lglyj(t)dt.

Pelo Exemplo 4 da transformada de Fourier temos que

2

3 - -] -
F.le 1(t) = F . Le 1(t) =
E ( E () 1+4W2t2

pois a fungao e_|€| & par ((3) do §2). Aplicando entao (9)

do §2 com h =2Zry vem

FE[e'Z’W'EH(t) = .1 z - .11?_y_

e portanto

o

J_m UO[X.-t) -)-;-2—%' dt

u(x,t) =

‘que por uma mudanga de variaveis x- t=s5 fica
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(8) u(x,y) = = r ug(s) —L——mds
- Yo+ (x-s)

Lembremos que esta formubla {nfegral da uma sofugac do pro
bfema L)) e (LZ) em condicoes muito mais gerals do que aquefas em que
ﬁoi.dmﬂaida. Assim, no Capitulo II, §6, Exemplo 6, aplicacao
b), demonstramos que quando uO€£1(IU entao u dada por (B8)
&, para y> 0, infinitamente derivdvel e satisfaz a equagdo
de Laplace (Ll). No Exercicio 5 (no mesmo local} o mesmo re¢
sultado & enunciado para uoesm(m) e no Capitulo V, §1, Exer
cicip 13 o mesmo € enunciado para uOGLp(R) , lsp<ew ._Além
disto, no Capitulo V, §1, aplicacao II demonstramos que quan
do u, & uniformemente continua e limitada entao uy BN ug
quando y+0, o que implica que a condigao de fronteira (L2)
esta satisfeita. No mesmo local também demonstramos que se

LB uOGLp(]R), l<p<o,
temos uy——————f+u0 quando y+0 o que pode ser interpretado co

mo uma generalizagao funcional-analitica da condigao de fron

teira (LZ).

Observemos que a solugdo do sistema (Ll),(Lz) nao
€ {inica pois se u & uma tal solugdo entao v(x,y) =u(x,y) +iy
também & solucgdo do mesmo sistema. Se porém exigirmos que a
.solugéo seja limitada entdo segue do principio de espelha-

mento para funcgdes harmonicas que a solugao € Unica (e que
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é entao dada por (B}).

*sh - A TRANSFORMACAO DE FOURIER DE FUNCOES DE Lz(mﬁ)

A definigdo de transformada de Fourier que demos no
§2 nio se aplica as funcgoes de LZ(RP) pois LZ(RPJ ¢ Llﬂﬁn).
No que segue vamos mostrar Como as nocoes de transformada de
Fourier e de transformada de Fourier conjugada se estendem
as funcgoes de LZ(RF) e vamos demonstrar que as transforma-
éﬁes estendidas, que ainda indicamos por F e F, sao isomor-
fismos reciprocos de LZ(RH) sobre si mesmo, isto &, temos

FFf=f=FFf para todo TEL,(R™) e [F£],=1£],=FEl,.

Lembremos que LZ(RP) & um espaco de Hilbert em re-

lacdo ao produte interno

(£.8) 6L, (R™)xL, (RN — (£]g) = J L £(OFTTYAtEC
R

0 presente § & independente dos §§ precedentes exceto quanio

as definicies e uns pouces resultados elementares.

No que segue vamos precisar da seguinte relagao

(*) J 1-cos2mké dlE=|1§|
. 4’"’2‘52 .

DEMONSTRACAQ - Temos
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[==] o0 [==]
l-cos s _ 1-cos s sen s _
“Y> > dgs = - + — ds = «
- 52 ) -0 .

e basta pois fazer a mudanga de variaveis s =2vwkf. )

. ' n . -
Indiquemos por X{IR") o espaco vetorial das fungoes
.. n . -, - .
em patamar definidas em IR, isto &, das fungoes que siao con

binagoes lineares de fungGes caracteristicas de hiperparale

lepipedos (limitados) de R". Temos evidentemente
X(RY) aLl(mfI) nLZ(]Rn)

e portanto a transformacao de Fourier e a sua conjugada es-
tao definidas para as funcoes de xﬂm“).

Indiquemos por XLP(RHJ 0 espago X(R"™) considerado
como subespago de LP(RH), l<psw., Temos:
TEOREMA 4.1 - A transformagdo de Fourier & uma isometria de
XLZ(Rn) em LZ(Rn),isto &, para todo ¢€X(Rn) temos

[rell, = lel,-

DEMONSTRAGAO - Queremos demonstrar que para ¢,¢€X(Rpj temos
(@9

terno e suficiente demonstrar esta relacao quando ¢ e ¢ sdo

(¢]v). Por causa da sesquilinearidade do produto in

fungdes caracteristicas de hiperparalelepipedos

T ([a.,b.3]
(lsjsn b )

e pelo Exemplo 5 de transformada de Fourier 2 suficiente de
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monstrar a relacao quando n=1.

Sejam pois ¢ = w[a,b] e = ¢[c’d]pnde (a,bl.fc,d1°R

Por um lado temos

oo

(X[a,ble[c,d]) = wata,b](tjxtc,d]ttjdt=M[a’b]”[c’d])

(o comprimento de [a,blnfc,d1). Por outro lado temos

g _ 1 -2riag_ -2mibg
Xia,01(E) = 771et® e !

e portanto

1 (e—ZHiag_e—ZﬁibE)(eZﬂicg_BZHidE)
42l

Rra b1 %c,a1(8) =
- 1 [e~2wi(a-c)£-e-2wi(a-d)5_3-2ni(b-c)£+e—2wi(b-d)EJ
An2g?

donde segue que

X p3l%cc,a? =

[f ; 1 2[cosZ'n(a—c)E-cosZw(a—-d)E—cosZw(b-c)E+c0521r(b~d)E]ds =
o 4TTE ' .

- [T cos2r(a-c)E-1 d - [f cosZn{a-d)E-1 dg-Jm cos2n(b-c)&-1 4
oo Am2g? o0 4n2E? oo Am2E?

+ J cos2 (b-d)E-l 4 _ %Tﬂ—ia-c|+ la-d| + [b-c} - [b-a}3

. 4T|.2£2



- 273 -

por (*). Esta 0ltima expressdo e igual a &(la,blnlc,d]) [0O]

o que termina a demonstracgio.

PROPOSICAO 4.2 - Sejam o,yEX(R™), temos (Folw) = (¢|Ty).

DEMONSTRACAQ - Exatamente como na prova do Teorema preceden

te, € suficiente demonstrar a Proposicdo quando n=1 e

¢ = Xrap10 ¥ T XpcLar
Temos

dr b .
Fx _ J J -2Zwixgy }d _
FXra, b1 X, a7 CL © x|de

b d L
- 2wixg - F
‘ JUCE dg}dx K, b1 P %rc,a? O

Sendo X(an densoc em LZ(RPJ (veja o Corolario III,
2.3.2) segue-se do Teorema4.l que F e F se prolongam em iso
metrias de LZ(RPJ em LZ(RPJ. Indiquemos provisoriamente por

F,eF

7 estas extensoes. Temos a seguinte situacdo:

2
sobre X{R™) estd definida F que & continua deXLlﬂRn)em
C*(IRn); cComo X(]Rn) & denso em Ll(an) (Corolario I1I11.2.3.2)

F admite uma extensao continua F, de thmﬁj em c*(mﬁ) a

1
qual coincide com F definida no inicio deste § pois es-
ta também € continua (por 2) do Teorema 2.1). Por outro

lado temos a extensao continua FZ de F a LZ(Igﬁ. Vamos
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demonstrar que sobre Ly (R.)nL (R™) .emos F,=F,isto e,

que se f€L, (R.)nL (m.) entao temos para guase todo&&R
que
(F,£)(8) = (FE)(E)

De fato: dado meEN seja f[m]= fX[m,m]n;.pela Propo-

sicdo II.2.1 temos

L, (R } L, (R™)

f SR DR £ . £,

tm] [m]
pelo Coroldrio III.2.3.2 existe ¢m€X(RPJ que & nula fora de

1

[-m,m]" e tal que [£-_+-¢ | € ———-
fm]l "m (zm)n

Entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

oy blly = LRn X[-m,m]n(t)lf[m](t)"¢m(t)ldt <

1/2
< - s /2 - ) 1
< [JI€1|X[—m,m]“(t)lzdt] uf[m] ¢'111"2"(211011 (em)™ (ZmDn/z

e portanto

L, (R") L, (R™
4, —— £ e b ———

donde se segue, respectivamente, pelo Corolario 2.1.1 e pe-

1o Teorema 4.1 que
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u Lz(mn)
Fo —— FE£ e Fy —— F,f.

Pelo Teorema 1II.3.1 qualquer Subsequéncia da sequéncia Flpm
contém uma subsequéncia que converge para F,f ¢.s. o quecom

Fo —= Ff implica que F,f=Ff q.s. 0

Um resultado analogo vale para 7'72. Passamos pois a

escrever F e F em lugar de F, e F,.
Seja E um espago vetorial complexo [reall e

B: (x,y)EEXE — B{x,y)ECIR]

uma forma sesquilinear (i.&. B(Ax,py) = ApB(x.,y) e B & aditi
va na primeira e na segunda variavel) [bilinear simétrica,i

& B(y,x) = B(x,y)1. Entdoc vale a formufa de polarizagdo
B(x.y) = %EB(X*%XW)~B(x-Y,x-Y)+iB(x+iy,x+iy}-iB(x-iy,x—iY)11 [
[B(x.y) = 3[Bcty,xty) Bx=y,x-y)] (0]

TEQREMA 4.3 - Para todo f€L,(R") temos FFf=f e FFf= £,

DEMONSTRACAQ - Para todo fGLZ(]Rn) temos pela Proposigﬁo. 2.8

. —_ = 2
e por prolongamento continuo (FF£|£) = (F£|F£) = [[Ff], ;lembran
do que F & uma iscometria de LZ(]Rn) em si mesmo segue que

|F£l, =1 £], e portanto temos

(FFE|£) = (£]16).

Da férmula de polarizacdo segue entdo que (FF£lg) = (f{g) pa



- 276 -

ra todo gGLZ(Rn) 0] o que implica que FFf=f [G]1. De modo

analogo demonstramos que FFf =f para todo fGLz(RP). 0

COROLARIO 4.3.1 - F e F sdo isomorfismos reciprocos, um do

outro, de LZ(RPJ sobre si mesmo. [{]

n, P _ s
OBSERVACAO - Dado feLZ(R.) seja f[m]"fX[-m,m]n’ vimos que
L, (R™)

f[m] Lt > f quandom — 0

e portanto

o~ L (R

f — » f,

[m]

isto &
f n |£(8) - J nf(x)e"Z“iXdelsz — 0 quando m —r =,
R [~m,m _

fato este que também & escrito como

£(£)}=1.i.m- =2miXE gy

f(x)e
m>+w J[—m,m]n

onde "1.i.m." significa "limit in mean', isto &, "limite em
média (quadratica)".

1
1+2wit’

[Sugestéo: ver (4) do §21.

'EXERCICIO 1 - Seja £(t} = teR, achar Ff.

EXERCICIO 2 - Dado fGLZ(IU demonstrar que em quase todos os

pontos EER temos
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- -27ixE
_d e -1

£(8) = 3¢ LR g f(X)dx.

[Sugestao: y
Em .
. m o . d -2mwixg _
2E) = 1.i.m. L £(x)e Zmixg _ lﬁi;z.-ag L £n1f(X)e dxdg=...]
m-s0 m

Os resultados deste § isto &, a teoria L, da trans
formagdo de Fourier, pode ser utilizada para demonstrar a
formula da reciprocidade da teoria Ll’ isto &, o Teorema 2.6

E o que vamos fazer a seguir:
Demonstremos inicialmente a

PROPOSICAD 4.4 - Se f,geLl(]R“) entio

Lm“ £(t)g(t)dt = Lm“ E(e)g(e)ds.

DEMONSTRACKO - O resultado segue imediatamente do Teorema de

Fubini:

f f(t)g(t)dt = f f(t)[[ g(s)e*z“igtdg}dt =

- J g(g)[J f(t)e_Z“igtdt]dE - J £(5)g(g)dz.

:

Vamos agora dar uma nova demonstracdo do Corolario

2.6.1 a partir dos resultados deste item

TEQOREMA 4.5 - Se fGEl(Ifﬂ & tal que £=0 entdo £=0 q.s.
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DEMONSTRACAQ - Pelo Corolario 1.5.4.2 & suficiente demons-

trar que para todo hiperparalelepipedo
¥ J = I [a—-:bj]a

1<j<n

onde [aj,bj]cmq temos
J £(t)dt = 0.
J

Dado >0 seja Xra. . b.1 €(t)= 1 se tG[aj,bj], nulo se
, i
t<a.-€¢ ou t=zh.+e
J J

e linear em [aj-a,aj] e [bj,bj+a]. Temos

X (5;) = 2migX

! (£:)
[aj,bj},e j j

.,b.1,
[aJ J] £

€ como XEa b.1.e 3 uma funcdo em escada segue-se do Exem-
b ] 2 4

plo 1 de transformada de Fourier (§2.1) que a fungao

-

— ) = . -2
E;ER ijiaj,ij,e(Ej) 2“1Ej"[aj,bj1,e(5j)ec

-~

& limitada e portanto temos X[ EGLl(HU {31. Definindo

b,
SRS

X = I

X »
J,e 1<js<n [aj,bj],e

do Exemplo 5 de transformada de Fourier (item 2.1) segue-se

que QJ’EGLI(RPJ, além de termos XJ’EGLI(RP). Entdc temos
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QJ,EGLZ(Rp) além de termos XJ,EGLZ(RF). Pelo Teorema 4.1 te

mos entao FF)(‘J ¢ = XJ,E.Da Proposicao 4.4 segue-se portantn que

3

LR“ f(t)XJ,S(t)dt = J n

FFFX dt = f £FX dt = 0
r J R®

,E J,e

peis £=0. Fazendo entdo e+0 temos

X dt —~— f fdt
LR“ e b
e portanto

f f(t)dt = 0
J

TEOREMA 4.6 - Seja £e1, (R") tal que feil(mn). Entdo temos
FFf = f q.s. e FFf = f q.s.

Demonstremos a primeira igualdade: de fGEI(RF) se-
gue-se pelo Teorema 2.1 que f & continua eAlimitéda, 0 que
com %GEI(Rn)implica que fGEZ(Rn)[D]. Seja ﬁj=f§,entéqu
lo Teorema 4.2 temos foesz(mﬁj e pelo Teorema 2.1 fo & con-

tinua e limitada pois %esl(mn). Pele Teorema 4.4 temos
[ o foamar - [ e
R R

para todo gGEl(Ifﬁ e da Proposigdo 4.2 ségue-se por prolon-

gamento contInuo que temos
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IEROHOLE [, B0 pere todo ges, (R™) I

e a Gltima integral & igual a
LR“ F(E)g(E)dE

pois f0=f?f€£2(mp) e portanto pelo Teorema 4.3 temos Ff0= £

Dai se segue que
LRn F(t)g(t)dt = me fO(t)g(t)dt para todo geil(Rp)niz(Bfﬁ

e em particular para g = X1 e {ver a demonstracdo do Teorema
4.5). Fazendo entdo e+) segue-se, como na demonstragao do

Teorema 4.5, que
j (f—fo)(t)dt =0
J
para todo hiperparalelepipedo J<R™ ¢ portanto f= fo q.S.,1i3
to 8, £=FFf q.s. 1 ‘
SAPENDICE

TEORIA DAS PROBABILIDADES

Ainda que a formulagdo de muitos problemas na teo-
ria das probabilidades se faca através da linguagem da teo-

ria da medida e integragdo, 0 Seu enfoque, a sua linguagem
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e oS seus teoremas tipicos sdo completamente distintos. No
que segue damos alguns resultados tipicos da teoria das pro
babilidades. Para um estudo desta teoria ver as referéncias

[(B1, [C] e [L1.

Uma medida yu, ou mais precisamente (X,M,u), com uX=l
se chama probabilidade;o conjunto X se chama espaco de probabifi
dades, os conjuntos MEM sdo chamados eventos e os pontos xEX
sao chamado§ eventos elementanes. Dado MEM o nﬁmefo uM se deno
mina de probabilidade de M (ou do evento M). Muitas vezes di-
zemos quase ceiatamente ou uU-guase certamente em vez de y-quase
sempre. Em vez de coﬁvergéncia em medida de fungdes (veroa
péndice B do Capitulo IV) falamos em convergéncia em probabili-
dade.

Dada uma probabilidade (X,M,u) e AEM, chama-se pro-
babitidade condicional de MEM em relacac a A ao nimero uA(M) = u(M;A)

definido por

w(AnM) /u{A) se nA>0
Ha (M) = |
0 se pA=10

uA(M) mede a probabilidade do evento M quando temos o even-
to A.

Dizemos que dois eventos MlMZGM sao Aindependentes (ou

estocasticamente independenies) se u(Mlan) = [uMl) (uMz) ou, equi
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valentemente {01, uMl(M2)= u(Mz] (e uMZ(M1)= u(Ml)).

Dizemos que eventos My (kEN) sao .ndependentes {ou e

tocasiicamente independentes) se para quaisquer kl’ ...,kn€N temos
u[ M ] = T wiM, ).
ISQSH ki l=izn kg

TEOREMA 1 (Critério zero-um de Borel) - Sejam M, (kEN) even

tos independentes, entdo

o

u(lim Mk) = 0 ou 1 conforme temos | uM, < @ ou= e.

k=1

Dada uma probabilidade (X,M,u),uma fungao mensura-
vel £:X —» R & chamada varidvel aleatonia (abreviamos. v.a.).
Dizemos que varidveis aleatdrias £1 (kEN) sdo Lndependentes (ou
estocasticamente independentes) se dados quaisquer conjuntos bo-

relianos Bl""’Bn da reta e quaisquer kl,...,kneN temos

u[1<g {xEX[fki(x)GBi}] = 1sgsny{xex|fki(x)é31}

(isto &, para quaisquer conjuntos borelianos Bk (kEN} da re

ta, os eventos fil(Bk) sao independentes).

PROPOSICAD 2 - Sejam f e g v.a. indepéndentes, finitas u-gq.s.,

nio nulas up-q.s. Uma condigdo necessaria e suficiente para
que £ e g sejam p-integraveis & que fg seja p-integravel.Se

esta condigao esta satisfeita temos



- 283 -

f fgdp = J fdu-J gdu.
Dada uma v.a. f:X — R, o niimero
B0 - | feome,
quando existe, & chamado esperanca matematica de £. O nimero

a2 (f) = L[f-E(f)]zdu

se chama varianca de £; temos [[I]

2

o2 (f) = L( f2au- ”}{ fdu]

PROPOSICAO 3 - Se a v.a. f & tal que o2(f) =0 entdo temos

f=E(f) quase certamente.

PROPOSICAOD & - Se f e g sdo v.a. independentes com varianga

finita entdo o?(f+g) = g2 (f)+o? (g). £OJ

0 nimero o(f) = (o2 (f))l/2 se denomina desvio padndo

de f.

PROPOSICAD 5 - Se f e g sao v.a. independentes entao -

o(f+g) = o(f)+o(g) [0O]

PROPOSICAO 6 (A desigualdade de Markov) - Seja f£:X — [0,%]

uma v.a. com E(f) finito, entao
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u{xex| £(x) 2 AE(£)} s% para todo A> 0 [0]

PROPOSICAD 7 (A desigualdade de Chebychev) - Seja f:X — R

uma v.a. com varianca finita, entao

p{x€X| 1£(x)-E(£) ] > Aa (£)} s% para todo A>0 [0
A
A covanianga entre v.a. £ e g € © numero

o(f,g) = E[(F-E(E)) (g-E(g))1 = E(fg)-E(£)E(g)

Chama-se coeficiente de cornelagas entre as v.a fego

numero p(f,g) = o?éfc’; 3; . temos -1< p.(f,g) <1.

PROPOSICAO 8 - Se £ e g sdo v.a. independentes entdo o seu

suficiente de correlagdo & nulo

A toda v.a. f estd associada uma fungao monotona

crescente vf:]R——»— [0,1] definida por vf(t) = uf—l

j—oo at[)
que se chama fungac de distribuicdo associada & v.a. £. Quando
vf(t) =J $(s)ds com ¢:R— [0,>] mensuravel, dizemos que
¢ & a densddade de probabilidade de f£. Temos

E(f) = J tdv(t) [O1 e a? () =‘[ (t—E(f))zdvf(t) Lol

-CO

-

TEOREMA 9 (Lei dos Grandes Nimeros) - Se fk (kEN) & uma se-
quéncia de v.a. independentes com varianca finita tal que ¢

xiste



1im E(f ) =a e [ — c;(f)<‘n
n-+o n=l n

entao

N
11m[— Y £ ] = a quase certamente.
v D k=1 K

Na teoria das probabilidades o seguinte conceito de
convergeéncia & importante: dadas v.a. f,fn (nEN) sejam Vs v,
as respectivas fungGes de distribuigao. Dizemos que a sequén
cia fn convenge em distribuicde para f se un(t) — v(t) em to-

do ponto tER em que v & continua.

TEOREMA 10 (Teorema do Limite Central) - Seja fn, nEﬁuﬁa se
quencia de v.a. independentes identicameﬁte distribuidas (is
to &, que tém a mesma fungdo de distribuigdo) tais que exis
tem a esperanca matemdtica E(fn)= E e a varianga cz(fn)= ol

Consideremos a sequéncia de v.a.

- £, -E * 1
f = onde £ = =
o s//A noony

£s

Il ~113

1
e seja En a.funcio de distribuicio de %n. Entdo para todo

tER temos

t __z
lim ﬁn[t) =1 J e ® /st
n+w® Y2m

-0

e a convergencia e uniforme em R.



- 286 -

OBSERVACAO -~ Na teoria das probabilidades usa-se, em geral,
uma notagao diferente da precedente que utilizames na teo-
ria da medida e integracdo. Assim, o espago com medida e ge
rélmente indicado por (Q,A,P), os elementos de Q sdo indica
dos pela 1e£ra w, os de A pelas letras A,B,etc. acompanha-
das, eventualmente, de Indices. A_probabilidade condicio-
nal & indicada por PA(Bj ou P(B|A). As varidveis aleatdrias
sdo indicadas pelas letras X,Y,Z,etc. eventualmente acompa-
nhadas de indices. X=E(X) e o?(X) indicam portanto respec-
tivamente é'esperanga matemidtica e a variénga da v.a.X. Es-
creve-se PLX2Y] para indicar P{w€@|X(w)zY(w)}. A fungdo de
distribuicdo da v.a. X & indicada por Fy ou F e a medida s©
bre R definida por.ela (isto &, a lei de probabilidade) &

indicada por vy OU Py
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