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PREFACIO

0 objetive destas notas é fornecer subsidios para
um primeiro eursc de Estatistieca. Nac hd requisito prévio,
exceto um curso de dlgebra elementar, Somente em raras oca-

sides fazemos uso de nopdes de limite e integral.

Sdo obvias as dificuldades encontradas qo se escre
ver um livro em nivel elementar. Em primeiro lugar,hd de se
decidir "qudo elementar” deve ser o livro, Depois, hd o pro
blema do que deve ser inelutdo. Quanto qo primeiro aspec-
to, deve frisar que estas notas ndo constituem um coﬁjunto
de métodos matemdticos da Estatistica, mas sim uma aberda-
gem inieial, na mator parte das vezes heuristica, dos prin-
eipios da Estatistica. Dada a exigiiidade de tempo, nao in-
eluimos tépicos que pretendiamos abordar: alguns testes de
hipéteses usuais para distribuigdes normais e wuma introdu-

gdo ao enfoque bayesiano.

Bnfase foi dada a distribuigao binomial, para in-
troduzir as idéias bdsicas de estimagdo e testes de hipdte-
ses. Alguns topicos mais diffceis ou espectializados estdo

no apéndice.

Finalmente, gostaria de agradecer a Comigsao Orga-



nizadora do 109 Coléquio Brasileiro de Matemdtica, por ter

—_

nos convidade para ministrar este cursc, a Clovis de A. Pe-
res, por ter lido os originais e apresentado vdarias suges-
toes e ao Sr. Jodo Baptieta Esteves de 0liveira, pelo exce-

lente trabalho de datilografia.

Sao Paulo, maio de 1975

Pedro A. Morettin



CAPITULD 1

WWwoww W N N N

= & a a

) N
1

WK R

N~

R ]
]

PRELIMINARES SO0BRE PROBABILIDADES. .

- 1ii -

ITNDICE

. . . . . . . . . . L (3 . . . . L] (3 +

Modelo Probabilistico. . . . . . .
Algumas Propriedades . ., . . . .
Probabilidade Condicional e Indepan
cla. . . . ., . . ., . e v o
Problemas para o Cap{tulu 1. A e s

.
én

-ﬂ.--

VARIAVEIS ALEATORIAS + v v v v & & & . .

0 Concelto de Varidvel Aleatdria , . .
Valor Esperado de uma Variavel Aleatd-
ria. o v v v e s e e e e e e e
Mais de uma Varidvsl Alesestéria . .

Representagdes Grificas para Variaveis
Problemas para o Capftule 2. . . . . .

- ALBUNS MODELOS PROBABILISTICOS . . . . .,

.
N 4= 1

WN-

INTRODUGAD A INFERENCIA ESTATIS

ESTIHACAD: PRIMEIRAS IDEIAS. .

A Distribuigdo Binomial. . .
A Distribuigdo Hipergeométric
A Distribuigido Narmal. . . .
Varlaveis Aleatdrias Cont{nua
Problemas para o Capftuloc 3.

- e & s @
» s s e .
" v e e oa
« 4 a2 = .

ICA
Probabilidade e Estat{stica.
Modelos Estatisticos . . .

Problemas para o Cap{tulo 4.

P R T I
. s e 0

.

= s s s

Um Estimador por Ponto ds p.
A Lei dos Grandes Numeros. .
Estimagdo de p por Intarvalo
Problemas para ¢ Capftule 5.

« = % & =

= - s .

s s o= e
.

+ = = oa s

* L] .

- TESTES DE HIPOTESES: PRIMEIRAS IDEIAS. .

.1 -

Hipotese Estatistica . . . . . . . . .

2 ~ Teste de uma Hipdtese parap . . . .

3 -

Hipdtese Alternativa. Um outro Tipo da
- -

N H =



CAPITULD

CAPITULD

6.4

6.5

7 -
7.1
7.2

Problemas para o Capftuleo 7. . .

8 -

8
8

LS

8.3
8.4

REFERENCIAS

APENDICE
AFPENDICE

1.
2.

- iy -

- Relagao sntre Intervalo de Confianga e
Teste de Hipntesa. N v s e s e

- Uma Aplicagdo: Teste de Sinal. « s oa e
Problemas para o Capitule 6., . . . .

DISTRIBUICAD AMOSTRAIS . . .
- Estatfisticas . . . . -
- Distribuigoes Amcstrais. .

- s s =
« = s »
“« e+ o e
« 2 s =
« v o= e
A e e

IDEIAS GERAIS SOBRE INFERENCIA
CA + v v v 4 & & & & 2 & 5 &« 3 2 u & » »
- Propriedades dos Estimadores . . « .+ «
- Estimadores de Minimos Quadrados e Es-
timadores de Maxima Verossimilhanga. .
0 Problema Geral do Teste de Hipdtese.
~ 0 Teste da Razao de Verossimilhanga. .

Problemas para o Capitulo B. . . . . .

. . . [ . . L) . . a . ] . . . . . . .

ESTATISTI

a5
100
lo02

105
105
109
116

11¢
118

124
128
136
143

146
147
157



1- PRELIMINARES SOBRE PROBABILIDADES

Neste capitule vamos introduzir alguns conceitos
basicos de probabilidades de maneira simples e utilizando va
rios exemplos. Vamos nos resfringir ao caso de espagos amos
trais discretos, poils pretendemos introduzir as 3déilas prin
cipais de estimagdo e testes de hipdteses pasra parametros

de uma distribuigd8o discreta de probabillidades.

1.1 - MODELO PROBABILISTiICO

Todo experimenteo ou fendmeno qus envolva um elemen
to casual ficara especificado no momento gue estabelecemos:
(i) um espago amostral, 2, que consiste, no caso discreto,

da enumeragde (finita ou infinita) de todos os resulta
dos possfyeis do experimento em questdo: ﬂ={w1,m2,...L

Os elamentos & sdo os portos amostrais)

(i1) uma probabilidade.P(w), para cada ponto amostral,de tal
sorte gue seja possivel encontrar a probabilidade P(A]
de qualguer subcenjunto A de R, isto &€, a probabilida-
de do gue chamaremos um evento.

Exemplo 1.1 - Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés

bolas vermslhas (V). Retirando-se uma bola ao acaso da urna,
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a probabilidade de se obter uma bola branca serd PI(B) = % e
a probabilidade de s& obter uma bela vermelha sara P(V]*-%.
Aqui, @ = {B, v},

Exemplo 1.2 - Suponha que langamos uma moeda duas vezes., Se
C indica cara e R indica coroa, entac um espago amostral se
rda @ = {w1'“2'w3'm4}’ ende w, = (C,C), w, = (C,R), wy = (R,CJ,
W, = (R,R). E razodvel supor gue cada ponto w tem probabili-~
dade %, se a moeda & perfeitamente simétrica e homagénea.

Se A é o evento que consiste na obtengdo de faces

iguais nos dols langamentos, entio

- =1 ,1_1
PLA) P{wl,w4} R 5
De um modo geral, se A & um evento, entdo
P(A) = EP[mJJ. (1.1)

onde a soma 6 estendida a todos os mJeA.

Vale, aqui, uma observagdo sobre espagos amostralis.
Para um mesmo experimente pcdemos ter varios espagos amos-
trais, dependendo do objetivo do problema gque se quer estu-
dar. Por exemplo, supenha qgue lancemos uma moeda § vezes,Se
estamos interessados apsnas na seglincia de caras e coroas
obtida, um espagoc amostral & 91 = {Exl....,xsl: x;=0 ou X"
=], i=1,...,5}. Mas ss estamos interessados no ndmero de ca

ras obtidas, entdo um espago amostral mails convenliente &

92 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

1.2 - ALGUMAS PROPRIEDADES

Suponha que lancemos uma mosda; costumamos dizer
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que a probabillidade de cara ou coreca & Podemos dar a se-

N =

guinte explicagdo em termos de freqliencia relativa. Conside
re 10 langamentos da moeda;ses nbtemos 6 garas,sntéa %%- 4,6
€ a freqliéncia relativa de ocorréncis de caras nestes 10 lan
gamentos. Supanba que aumentemos progressivamente o ndmsro
de langamentos, e para cada um deles calculemos a freglencia
relativa. Esta variard de prova para prova mas a medida gue
aumentamos o nimero de langamentos ela tenderd a ss estabi-
lizar ao redor de um ndmeroc, que sera a probabilidade de "ca

- . 1
ra”s este numeroc sera & se a moeda for "honesta',

2

Esta interpretagdo freqlencial poderad ser Gdtil ao
leitor, se guizer verificar hsuristicamente as propriedades
gue passamos a conslderar, em espscial a regra de adicgdo.Em
particular, como toda freqliéncia relativa € um ndmero antre
0 e 1, vemos que OsP(A}<]1l, para gqualguer aeavente A, Para e-
feito de completividads, serd Util considerarmos osspago to
do §t e 0o conjunto vazio, @, como eventos. O primeirc & deno
minado evento ecerto e P{1}=1, enguanto gue ¢ & o evento im-
possivel e P(@)=0,
Exemplo 1.3 - Suponha gue o seguinfe quadro represente uma
possivel divisdc dos aluncs matriculades sm dado instituto
de matematica, num dado ano. (Vide quadro na pdg. segulntel

Vamos indicar por P o svento que ocorre guando, es
colhendo-se ao acaso um aluno do instituto, ele for um estu

dante de matematica pura. A, E, €, H e M tém significados a
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HOMENS MULHERES TOTAIS
MATEMATICA PURA . . 70 40 110
MATEMATICA APLICADA 15 15 30
ESTATISTICA:.-+ 4 10 20 30
COMPUTACAD. . + + 20 10 30
TOTAIS, . + « « & 115 85 200
Tabela 1.1
nalogos. Desta maneira vemos gue P(E) = %%% , 80 passo gue
115
P{H) 550"
Dado os eventos A e H podemos considerar dels no-

vos eventos:

AuH, chamado a reunigo de A e H, gue vcorre quando pelo me-
nos um dos eventos ocorre;

AGH, chamado a intersec¢ao de A s H, que ocorre quandoc AeH

ocorrem simultaneamente.

15

E facil ver que P{AnH) = 360 °

pols o aluno esco-
lhido terd que ser ao mesmo tempo, matriculado no curso de

matematica aplicada e ssr homem.

30 115
Vaemos que P{A) 00 © P(H) = 500 jsuponha que nos

so calculo para P(AuH) fosss

30, 115 145

3] = *
P(AVH) P(A) + P(H) 500 500 500"

Se assim.o fizéssemos, estarfamos contando duas vg
zes os alunos que sao homens e estdo matriculados no curso
de matemdtica aplicada, como estd destacado na tabela 1.1.

Portanto, a rssposta correta &



P{AuH) = P{A} + P(H) - P(AnH)

_ 30 , 115 _ 15 _ 130
200 ' 200 ~ 200 = 200"

Ne entanto, considerando-se os eventos A e C, ve-

30 30 60
>80 * F(C) 560 e P(AUC) = ET]_G"P{M +pP(C),

Neste caso, os eventos A e £ sao disjuntos ou mutuamente ex

mos que P(A) =

elusivos, pols se A ocorre entao C ndo ocorre e vice-versa.
Agqui, AnC=@ e P(ANC)=0,
Portantao, se M e N sd@o dols eventos quaisquer te-
mos a chamada regra da adigdo de probabilidades
P{MuN) = P(M] + P(N) - P(MnN], (1.2}
gue se reduz a
P{(MuN) = PIM) + PINJ, (1.3}
se M @ N sd0 sventos mutuamentes exclusivos.

Suponha, égora, que estamcs somente interessadps
em saber se um sstudante escolhido ao acaso esta matricula-
do como aluno de matematica pura, aplicada, estatistica ou
computacdo, ndoc interessando saber se & homem ou mulher, Um
espago amostral & 2 ={P,A,E,C}. Os eventos A e B = {P,E,C}
s3o chamados eomplementares e sdo tais qus AuB~§ s AnB » @.

3 110 30 ag _ 170

D . -
Vamos que P(A)=3gg. enquanto P(B)=3hy + 755 * 350 ~ 260"

565 isto g

P(A} + P(B} = 1, (1.4)

Em geral, vamos lndicar por A% o complementar de

um evento A 8 terasmos, entédo,

P(A®) = 1-P(A), (1.5)



1.3 - PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA

Voltemos ao gquadre do esxemplo 1.3. Dado cgue um es-
tudante, escolhido ao acaso, esteja matriculado no curso de
Estat{stica, a probabilidade dele ser mulher @ %% = %. Isto
porque do total de 30 alunos que estudam estatistica, 10 sde
mulheres. Escrevemos

P{mulher | estat{stical = %.
Para dois asventos quaisguer A e B, sendo PI(B) >0,

definimos a probabilidade condieional de A, dado B, P{A|B},

como sando

. P(AnB)

{1.8)

Para o exemplo mencicnado, se B e A indicam, res-
pectivamente, os eventos "aluno matriculadc em Estatistice”
g aluno & mulher®, entdo P(AnB) =10/200, P{B} = 30/280 a,por

tantc,

10/200 _ 1

PLAIB) = 357200 = F °

como haviamos obtido.
Da relagdo (1.6) obtemos a chamada regra de produ-

to de probabilidades,
P{AnB)} = P(B)+*P(A}B}. {1.7]

Exemplo 1.4 - Retomemos a urna do exemplo 1.1 mas suponha a
gora que extraimos duas bolas ao acaso, sem repoaigde. Isto

significa que escolhemos a primelra bola, verificamos a sua



cor e nge a devolvemos & urna, misturamos as bolas restan-
tes e retiramos a segunda bola. 0 diagrama em arvore abaixo
ilustra as possibilidades. Em cada "galho" da érvﬁrs estao
indicadas as probabilidades de ocorréncia, sendo que, para
as segundas bolas temos probabilidades condicionais. A pro-

babilidade do resultado conjunto &, entdo, dada por {1,7]).

1/ -B RESULTADOS | PROBABILIDADES
B
2/5 2 1. 2
BV -§- = .q-.. = E.ﬁ
3. 2 5
UB - X L o e
2/4 B 5 4 20
3/5 A 3.2 _ 6
"\ b 5 4" 70
2/4 ™y SOMA 1

Exemplo 1.5 - Imagine, agora, que as duas extragdes sio fei
tas da urna, mas a primeira bola & reposta na urna antes da
extragdo da segunda bola. Nestas condigdes,as extragdes sao
independentes, no ssntidoc gue o resultado de cada extragao
nao tem influencia no resultado da outra. Obtemos a situa-

cao a seguir.

2/5_~B RESULTADOS | PROBABILIDADES
2/5 8 2,2 . 48
agE~—y BB X% " 35
BvY gxi i
T "% 7%
3 _ 2 g
275 B ve T*5 7/
3/5 23 8
v Vv 5 %5 3%

3/5 >~V SOMA ‘ 1



Observe gue, aqul,

P{brancaz na 22 | branca na 12) = % = P{branca na 22),

Ou seja, se dois eventos A e B sdo independentes,
PLA|B) = P(A) e P(BJA) = P{B). Se assim &, a relagac [(1.7)

fica para A & B independentes:
P{AnB) = P(A)-P{B]. (1.8)

A férmula (1.8) pods ser tomada como definigdo de
independéncia: A ¢ B sdc independentes se g somente sa (1.8)
g vialida.

Exemplo 1.6 - Considere, ainda, a mesma urna dos exemplas
antericres, mas vamos fazer trds extragdes sem reposigdo.0p

temos o esgquema abaixo.

i .y RESULTADOS | PROBABILIDADES
B—
1/4 1 2 5
8BV 2xrxi=2 =2
1/3 5 % 0 60
275 B v 8 BVEB g.xgxé.:-s_
3/4 5 4 3 60
2/3 ~V 2,3 ,2 .12
BVV T X7 >3 " §0
1/3 3.2 ,1 . 8
o B VBB e *7*3° 50
2/ 3,2 ,2_12
973~V vev £ X7 X3 " 60
35 v we |2x2x2.12
2/3 g 57" 3 " Bo
3.2 .1 8
2/4 >y vy 5§73 "%
137V SOMA 60/60 *« 1
Observe que P(B|B) = % , 80 passo que P(V|B & B) = 1; dai
. =251 = 1,
P(Be BeV) =P(B)+P(B|B)*P(V|B & B) = g Xx X1 =77

De modo geral, dados 3 sventeos M, N e R, temos gue



P(MANAR) = P(M)+P(N|M}*P[R|MAN) (1.9)

PROBLEMAS PARA 0 CAPITULO 1

1.1

Duas moedas sac langadas. D& dois possivels espagos a
mostrais para ests expsrimsnto. Represente um destes
como o produte cartesiano de doils outros espagos amos
trais.

Uma moeda £ um dado sdo langados. D& um espagp amos-
tral do experimento e depois represente-o como produ-
to carteslano dos dois espagos amostrais corresponden

te aos experimentos consilderados individualmente.

No exercfcio 1.1, liste os eventos:
a) pelo menos uma cara:;
b) duas caras;

c) o complementar de b},

Considere o langamento de dois dados. Considere aos e-
ventos A: soma dos ntmeros obtidos igual a 9 e B: ni-
mero no primeiro dado maior ou igual a 4, Enumere os
elementos de A e B, UObtenha AuB, AnB e AS.

Dhtenha as probabilidades dos eventocs que aparecem nos

problemas 1.3 8 1.4.

Cansidere uma urna contsando 3 belas pretas e 5 bolas
varmelhas, Retirs dvas bolas da urna, sem reposigdo.
Obtenha os resultados possiveis e as respectivas pro-
babilidades. Mesmo problema, para extragdes com repo-

sigdo,

No problema anterlor, calcule as probabllidades dos g

vantos:
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1.10-

1.11-

1.12"

a) bola preta na primeira e segunda extragdes;
b) bola preta na segunda extragao;

c) bola branca na primeira extragéo,

Se A e B sdp independentes, mostre gue também sdo in-
dependentes: A e 8%, A & B, A® e B,
As probabilidades que dois eventos independentes ocor
ram sdo p & q, respectivamante., Qual a probabiliidade:
al gque nenhum destes eventos ocorra?

b} pelo menos um destes eventos ocorra?

Na tabsla abaixo, os ndmeros que aparscem s&c probabl
lidades relacionadas com a ocorréncia de A, B, A e B,
ete. Assim, P(A) = D,1, enquanto que P{AnB)=0,04. Ve

rifique se A & B sdo independentes.

Supaonha uma populagdo de N eismentos B1s Bps cens By
Qualquer arranjo ordenade aj ., 8ips =rrs A1 de n sim
bolos & chamada uma amostra ordenada de tamanho n ex-
trafda da populagdo. Considere o simbolo (N), como sig
nificando Ni{N-1)...{N-n+1), Suponha n<N. Mostre qua g
xistem N" amostras com repostgae (um mesmo elamento o
de sar retirado mals de uma vez) e (N}, amostras sem
reposigde (um slemanto guando escolhido & removido da

populagdo, haoc havendo pois repstigdo na amostral.

Uma amostra de tamanho n extraida de uma populagadao cem
N elementos diz-se casual (ou aleatdria) se todas as
possivels amostras t&m a mesma probabilidade de seresm

sscolhidas; esta probabilidade sera 1/N, se a amostra
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que a probabilidade de cara ou coroa € i. Podemos dar a se-

N

guinte explicagdo em termes de fregiencia relativa, Conside
re 10 langamentos da moeda;sse obtemos 6 caras,sntio f%a 0,6
é 2 fregliéncia relativa de ccorréncia de caras nestes 10 lan
gamentos. Suponha que aumentemos progressivamente o ndmsero
de langamentos, ® para cada um deles calculemos a fregliencia
relativa. Esta variara de prova para prova mas a medida que
aumentamos o nimero de langamentos ela tenderd a se estabil-
lizar ao redor de um nimero, gue sera a probabilidade de "ca
ra"s este ndmero serd % =11 ;.mneda for "honesta”.

Esta interpretagde fregqilencial poderd ser dtil ao
leitor, se guizer verificar heuristicamente as propriedades
que passamos a considerar, sm especial a regra de adigde.Em
particular, como toda fregliéncia relativa & um nimeroc entre
0 e 1, vemos gue 0sSP(A)sSl, para gqualguer svanto A. Para e-
feito de completividads, serad util considaerarmos o espago to
do # e o caenjunto vazic, @, como eventos. O primeira & deng
minade evente certo e P(fll=1, enquanto que @ & o evente im-
possivel e P(@)=0.

Exemplo 1.3 - Suponha que o seguinte guadro reprsesente uma
possivel divisdo dos alunos matriculados em dade instituto
de matematica, num dado ano. (Vide guadro na pdag. ssguintel

Vamos Iindicar por P o evento gue ccorre quando, ag
colhendo~se ao acaso um aluno do instituto, ele for um sstuy

dante de matematica pura. A, E, C, H e M tém significados a
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HOMENS MULHERES TOTAIS
MATEMATICA PURA . . 70 40 110
MATEMATICA APLICADA 15 15 30
ESTATISTICAc:.«: o+ 10 20 30
COMPUTAGAD. . .+ « 20 10 a0
TOTAIS. + & + o » o 115 a5 200
Tabela 1.1
ndlogos,., Desta manelra vemos gue P{E) = %%% , 80 passo gus
115
Dado os sventos A g H podemos considerar dois no-

vos eventos:

AuH, chamado a reunide de A & H, gue wvcorre quando pelo me-
nos um dos eventos ocorre;

AnH, chamado a fntersecgao de A e H, que ocorre quando AeH
ocorrem simultaneaments.

E fdcil ver que P[AnH) = pols o aluno esco-

15
200 °
lhido tera gque ser ac mesmo tempo, matriculado no curso de

matematica aplicada e ser homem.

30 _ 115
Vemos que P(A} 60 © P(H) = 55D ;jsuponha que nos

so cdalculo para P(AuH]) fosse

_ 30, 115 _ 145
200 = 200 200

P(AUH) = P(A] + P(H)

Sg assim,o fizésaemos, estarfamos contando duas ve
zes os alunos que sdo homens e estdo matriculados na curso
de matematica aplicada, como estd destacado na tabsla 1l.1.

Portanto, a resposta correta @



P(AuH) = P{A) + P(H) - P(AnH)

30 115 15 _ 130

" Zoo * Zoo T Zoo T Zoo®

No entanto, considerando-se os eventos A e C, ve-

30 30 B0
500 °* ’:.'z-a-ﬁ-ﬂ P(AUC) = ——=P{A) +P(C]).

P(C) 556

mos quea P(A) =
Neste caso, os sventos A e C sdo disjuntos ou mutuamente ex
elusivos, poils se A aocorre entédo C ndo ocorre e vice-versa.
Aqui, AnC=0 o P({AnC)=0,

Portanto, se M & N sdo dois eventos quaisquer te-

mos a chamada regra da adigdo de probabilidades
P{(MuN) = P(M) + P(N) - P{MaN], (1.2)
que se reduz a
P(MuN] = P(M] + P(N], (1.3)
s8 M @ N s30 eventos mutuamente exclusivos.

Suponha, agora, que estamos somente intersssados
em saber se um estudante escolhido ao acaso esta matricula-
do como aluno de matematica pura, aplicada, estatistica ou
computagao, ndo interessando saber se & homem ou mulher, Um
espago amostral é @ ={P,A,E,C}., Os eventos A & B = {P,E,C}
s8o chamados ecomplementares e séo tails que AuB=Q & AnB = @.

30 _11l0 30 ap _170 -
Vemos dque P[A]'fﬁﬁ' enguanto P(B) 500 * 300 ' 200 200,isto 8

P(A) + PEB) = 1. (1.4)

Em geral, vamos indicar por AS o complementar de

um evento A & teremos, entdo,

P(A%) = 1-P(A}, (1.5)



1.3 ~ PROBABILIDADE CONDIC!ONAL E INDEPENDENCIA

Voltemos ao quadro do exemplo 1.3. Dado cue um es-
tudants, escolhido ao acaso, esteja matricwlado no curso de
Estatf{stica, a probabilidade dele ser mulher & %% = %.

porque do total de 30 alunos gue estudam estatfstica, 10 sdo

Isto

mulheres. Escrevemos
P{mulher | estatistical = %.
Para dois eventos gqualsguer A e B, sendo P(B) >0,

definimos a probabilidade condietonal de A, dade B, P(AIB},

come ssndo

. PlAnB)
P[AlB) "FTB"}—- [1-8)

Para o exemplo mencipnado, se B e A indicam, res-
pectivamente, os eventos "aluno matriculade em Estatfatica”
e alunoc é mulher”, entdo P(AnB) =10/200, P{B]} = 30/280 e,por

tanto,

10/200 _ 1

PLAIB} ~ 357200 = 7 °

como haviamos obtido.
Da relagao (1.8) obtemos a chamada regra do produ-

to de probabilidadeé,
P{AnB} = P(B)*P(A[B), (1.7)

Exemplo 1.4 - Retomemos a urna do exemplo 1,1 mas suponha &
gora gue extrafmos duas bolas ao acaso, gem reposigac. Isto

significa que escolhemos a primeira bola, verificamos & sua



cor e n@o a devolvemos a urha, misturamos as bolas restan-
tes 8 retiramos a segunda bola. 0 diagrama em arvore abaixo
ilustra as possibilidades, Em cada "galho" da 4drvore estio
indicadas as probabilldades de ocorréncia, sendo que, para
as segundas bolas temos probabilidades condicionais. A pro-

babilidade do resultade conjunto &, entdo, dada por (1.7).

1/4—B RESULTADOS | PROBABILIDADES
B
2/5 2 L. 2
378>y B8 R ST
Bv _2. b 4 E. o _§_
5 % " 70
3,2 _ 6
3.2 _ 8
V\ vV 5 X% " 70
2/4 ™~y SOMA 1

Exemplo 1.5 - Imegine, agora, gue as duas extragbes séo fai
tas da urna, mas a primeira bola & reposta na urna antes da
extragdo da segunda bola. Nestas condigdes,as extragdes séo
independentes, no sentido gue o resultado de cada extragéo

ndg tem influéncia no resultado da outra. Obtemos a situs-

¢80 & seguir.

2/5 -8B RESULTABOS | PROBABILIDADES

BY 55 37§
2/5 8 va %-x%- %
/s ~V SOMA 1




Obsarve gue, aquil,

P(branca na 22 | branca na 18) = = P{branca na 221,

5,110

Ou seja, se dois eventos A e B s3o independentes,
P(A|B) = P(A) e P(BlIA) = P(B)}. Se assim &, a relagao (1.7)

fica para A e B independentes:
P{AnB) = P(A)-P[B]. (1.8)

A férmula (1.8) pode ser tomada como definigéc de
independéncia: A e B sdo independentes se e somente se (1.8)
e valida.

Exemplo 1.6 - Considere, ainda, a mesma urna dos exemplos
anteriores, mas vamos fazer trds extragdes sem reposigao.0b

temos o esquema abailxo.

. i .y RESULTADOS | PROBABILIDADES
S S
14 8BY 24lxy-2 .86
1/3 572 20 ©0
275 P v 8 BVB 2 3 L.k
3/4 5 4 3 60
2/3 -V 2 3,2 .12
BV 5 %7 %3 " 50
1/3 32 ,,1. 58
B<B Ve T X7 %37 60
2/ 3,2 ,2 .12
2/3 ' vBv 5 * 3 *3 60
378 v vvVB 3 g X 2 = 12
2/3 g 57" 3 ®0
3.2 .1 &
2/4 >y VvV §*7*3 " 80
1737V SOMA 60/60 = 1
Dbserve que P(B[B) = % ., ao passo que P(VIB e B) = 1; dai
= » .. = g- }. = i'
P(Be BeV) =P(B)'P(B|B)+P(V|B e B) = g x X1 =53

Ds modo geral, dados 3 sventas M, N & R, temos que



P(MANAR} = P(M) *P(N|M) *P(R|MnN) (1.9)

PROBLEMAS PARA 0 CAPITULO 1

1.1

Duas moedas sdo langadas. Dé dois possiveis espagos a
mostrais para sste experimaento. Represente um destes
como o produto cartesiano de dois outros espagos amos

trais.

Uma moeda e um dado sdo langados. D& um espago amos-
tral do experimento e depols represente~-o como produ-
to carteslano dos dols espagous amostrals correspondsn

te aos experimentos considerados 1ndividualmente.

No exercfeio 1.1, 1liste os eventos:
a) peloc menos uma cara;
b) duas caras;

c) o complementar de b).

Consgldere o langamento de dois dados. Considere os e-
ventos A: soma dos niUmeros obtidos igual a2 9 e B: ni-
mero no primeiro dado maior ou igual a 4., Enumere os
elementos da A & B. Obtenha AuB, AnB e AS,

Obtenha as probabilidades dos eventos que aparecem nos
praoblemas 1.3 & 1.4.

- Considere uma urna contendo 3 bolas pretas 8 5§ bolas

vermelhas, Retire duas bolas da urna, sem reposigéo.
Obtenha os resultados possiveis s as respectivas pre-
babilidades. Mesmo problsesma, para extragdes com repo-

sigdo,

No problema anterior, calcule as probabilidades dos g
vantos:
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1.9 -

1.10-

1.11~

1.12"

a) bola prete na primeira e segunda extragdes;
b) bola preta na segunda extragdo;

) bola branca na primeilra extragdo.

Se A e B sao independentes, mostrs gue também sdo in-
dependentes: A e Bc, At e 8, A® e 8%,
As probabilidades que dois eventos independentes ocor
ram sdo p @ q, respectivamente. Qual a probabilidada:
a) que nenhum destes eventos ocorra?

b) pelo menos um destes eventos ocorra?

Na tabela abaixe, os numerns gue aparecem sao probabi
lidades relacicnadas com a ocorréncia de A, B, A e B,
etc. Assim, P(A] = 0,1, enquanto que P(AnB) = 0,04, Ve

rifique se A e B sdo independentes.

0,12 0,86 1,00

Suponha uma populagdo de N elementos 8ys Ags cer, By
Qualquer arranjo ordenado ail' 81y -ves 84 de n sim
bolos & chamada uma amostra ordenada de tamanho n ex-
trafda da populacdc. Considere o simbole (N), como sig
pificando N{N-1)...[N-n+1). Suponha n<N. Mostre que g
xistem N" amostras com repasig&o (um mesmo elemento po
de ser retirado mais de uma vez) e (N), amostras sem
reposigdo {(um elemento guando escolhido é removido da

populagdo, ndo havendo pols repstigds na amostral.

Uma amostra de tamanho n extraida de uma populagdoc com
N elemsntos diz-se casual (ou aleatéria) se todas as
possivels amostras tém a mesma probahilidade de sersm

escolhidas) esta probabilidade sera lan s& a amostra



1.13~

1.14-

1.15-
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for com reposigdc e 1/(N}n se for sem reposigio.

Uma amostra casual de tamanho n com repesigdo & extraf
da de uma populagdo com N elementos. Encontre a proba

bilidade de n&o haver repeticdo na amostra.

Considere os aniversarios de n pesswas como constitu-~
indo uma amostra de tamanho n da populagae dos 365
dias do ano. Apligue o resultado do problema anterior
para encontrar a probabilidade que todos os n aniver-
sdrios caiam em dias diferentes.

N1 o_ IN)p | N
n n! ni{N-nJt® =~
¢&o do problsma 1.11, mas na qual ndo levames em con-

Considere a situa-

Denote por {

ta a ordem do conjuntao 313+ @ipree.s8y . Mostre que g

N -
xistem n amostras sem rsposicao.

Suponha que {81,82,...,Bm} 6 um conjuntode eventos mu
tuamente exclusivos e exaustivos, ou seja, qualsqusr
dois eventos Bi e El‘j nadc podem ocorrer ao mesmo tempo
e um deles deve ogorrer. Simbolicamente,BinBj =@, 1=]

e BluB u...uBm = . Seja A um evento gualquer. Se A o

2
corre, entdo A deve ocorrer juntamente com um dos Bf
{Ver figural. Prove que

m
PLA) = iglP[A!BiJ-P(Bi].

Faga um diagrama em arvore.
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1.16-'Utilize o resultado anterior para resolver este pro-

1.17-

1.18~

blema. Uma companhia produz rddios em 3 fébricas A, B
e C. A fabrica A produz 40% dos radios, enquanto BeC
produzem 30% cada uma. As probabilidades gue um radio
produzido por estas fébricas ndo funcione sao 0,01,
0,04 e 0,03, respectivamente. Escolhido um radio da
produgdo conjunta das trés fabricas, fual a probabili

dade do mesmo nao funcionar?

Consldere a situag3o do problema anterior, mas sSupo-~
nha agora que um rddio & escolhido aoc acaso 8 ele & da
feituoso. Determinar qual a probabilidade de ter sido
fabricado por A. No caso geral referido em 1.15, que-
remos obter P(Bj[A}} para j=l,...,m. Veriflicar que se
chega a

" P(AlB,IP(B,) PLAIB,IP(B,)
PiE[A) - .. J

m
P LA Y Prals p(s,)
i=1

Este resultado & denominade formula de Bayes e & util

em muitas aplicagdes.

0 colégiv A tem 40% de rapazes, 0 colégioc B tem 30% e
o colégio C tem 10%, De um colégio selscionado ao aca
so s30 escolhidos 8 alunos, com reposigdo. Se obtemos
(R para rapaz e M para moga) RRRMMMMM, gqual s probabil

lidade de ter sido selecionado o colégio C?



2. VARIAVEIS ALEATORIAS

Em todas as situagdes de interesse pratico que con
sideramos queremas estudar o comportamento de uma ou mais va
riaveis. Assim, podemos estar interessados em estudar a dis
tribuigdo das alturas e pesos de ﬁessnas de uma dada popula
¢do. Escolhida uma pessoa ap acaso desta populagdo, chtemos
D seu peso e a sua altura e estamos, pols,considerando duas
varidveis. Em muitas situagdes, como a descrita, a assocla-
gdo de nimeros a resultados de experimentos é natural.Em ou
tras, a associagdoc pode ser arbiltrdria. Por exemplo, consi-
dere o caso de um questionario, em gue uma pesspa € indaga-
da a respeito de uma certa proposigdo e as respostas possi-
veis s&o "SIM® ou "NAD",., Podemos definir uma varidvel gue to
me dois valores, 1 ou 0, por exemple, correspondentes ésrei
postas "SIM" ou "NAD, respectivamente. Teremos ocasido de es

tudar com pormenores este tipo de varidvel,

2.1 - 0 CONCEITO DE VARIAVEL ALEATORIA

Exemplo 2.1 - Consideremos a situagao do exemplo 1.4,em que
consideramos duas extragdes, sem reposigdo, de uma urna con

tendo 2 bolas brancas e 3 bolas vermelhas. Definamos avaria
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vel X igual ndmereo de bolas vermelhas obtidas nas duas ex-

tragdes. Obtemos o seguinte esguema.

1/% & REsULTADDS | PROBABILIDADES | X
2/8 ~" BS 1710 0
ara Y BY 3/10 1
\\\\\\\\\\ 2/4 -8 VB 3/10 1
3/5 v Vv 3/10 2
274 Y

Vemos, pois, que a cada resultado do gxperimento
estd associado um valor da varidvel aleatdria (v.a.) X; s=s-
tes valores sao 0, 1 e 2.

Dizemos que X=0, com probabilidade 1/10, pois X =0
se & somente se ocorre o resultado BB; X=1 com probabilida-
de f% + f% = 15 pois X=1 se & saomente se ocorrem os resul-
tados BV ou VB, que sdo mutuamente exclusives; Ffinalmente,
X=2 com probabilidads f%. pois X=2 se e somente se ocorrem

duas bolas vermelhas nas duas extragdes. A notacdo que usa-

remos serd P(X=0), P(X=1), etc. Temos, pois que

= = ::_1....
PI{X=0] P(BB} 15"

= = ‘=-—6
PiX=1) P(BY ou VB] 15’

e . .3
P(X=2) = P(vV) 15"

No guadro & seguir, esquematizamos a distribuigdo
de probabilidades da v.a. X, que consiste nos possfveis va-
lores de X, com as respectivas probabilidades,

Usaremos a notagdo P(X=x,) = py» isto &, designarg



- 15 =~

i
as respectivas probabilidades, i=1, 2, 3, ... .

mos por letras mindsculas x, 2s valores da v.a. X e por pi

i L L

Py I 1710 l 6710 i 3’1o

Exemplo 2.2 ~ Retomemos o examplo 1.2, em que consideramos

o langamento de uma moeda duas vezes. Definamos & v.a. Y =

= numero de "caras” obtidas nos dois langamentos.
1/2 C RESULTADOS PROBABILIDADES| ¥
1/2 c cc 174 2
172 R CR 1/4 1
1/2 -~C RC 1/4 1
l1/2
R RR 1/4 o
1/2 R

Temos, entao:

P(Y=0) = P(RR) = % ,

- 1,11
P(yY=1} = P(CR ou RC) = n + 2 5
PlY=2) = P(CC) = %.

A distribuigdo de probabilidades de Y estd indica-

da abaixo.

Py ‘ 174 l 1/2 | 1/4

2.2 - VALOR ESPERADQ DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Se x.,x sao os possiveis valores da v.a. X &g

17 %0
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Pys Pos ves s30 as respectivas probabillidades, entdo o va-

lor esperado (ou esperanga ou média) de X € definido como

E(X) = ] x (2.1}

Exemplo 2.3 - Para a distribuigaon da v.a, ¥ do exemplo 2.1,
temos que

3 12 _
+2xl_ﬂ—- = 1,2.

1 [
—_—r ] X — 1

E(X) = 0 % 15 5
Para a distribuigao da v.a. Y do exemplo 2.2,

E[Y]=UX%+1X%~*2X = 1.

P

Exemplo 2.4 - Consideremos o langamento de um dado e seja X
a v.a. gue representa o numeroc obtido na face voltada para
cima. Ent3o0, X toma os valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 com probabi
lidades todas iguais a 1/6. Calculemos E(X) e E(X?).

E(X) = 1x—-+2x%+ ...+Ex%= [1+2+...+8]x% - %l = 3,5,

M|+

0s valores da v.a. X% s3o 1, 4, 9, 1B, 25, 36 e as
probabilidades respectivas sao iguais a 1/6, De fato,

P{X=3)1 = 1 ete.

2.
P(X“=9] B

]

Entao,

91

S8

E(X2]

(1+4+9+16+25+36) x

(o] ]

Exemplo 2.5 - Considere a v.a. V com a distribuigdo dada pe

la tabela abaixo:



v -2 -1 | 0 | 1 2

p | 1/5 | 1/5 l 1/5 l 1/5 | 1/5
Calcuiemos E(V], E(V3) e E(2V). .
1 1 1 1 1

E(V) = (“Z]XE*‘ {“1]X-5—+UX‘§-+1X~5—+ 2><-5-= 0

Obtamos, depois, as distribuigdes de 2V e V2.
2v |—4 |-2 | 0 | 2 | 4 v? | 0 I 1 | 4

' 1
3 P

L] =
|-
e
(L] N]

M

Por exemplo,

Pl2v=4) = P(V=2)

n
e
o

P(V2=1) = P(V=-1 ou V=)

3
)=
+
L
1
N

Entao,

E(2v]) = (-4) x

enquanto que

/

—

0

5 = 2

2y . 1 2 Z .
E(VS) = 0 x T * 1 x = * 4 x =

Observe as distribuigdes de V e 2V; dizemos que e-
las séc simétricas ao rador de 0; a média serd, obviamente,
o ponto de simetria. (Veja Fig. 2.1).

Observe, também, gue E(V?) = 2 = [E(v)]% = o, No

entanto, @ facil ver gue

EleX) = gE(X), (2.2)



p
l {1/5 |
t \ ] 1 >
-2 -1 0 1 2 v
Figura 2.1

se ¢ € uma constante, o gue decorre imediatamente da defi
nigéda [2.1).

Observando o grafico da figura 2.1, vemos gue E(V]
6 uma medida de posicdo central da distribuicidc de V.

A v.a. 2Y pode ser representada pelo grafico da i

gura 2.2,

pt

Figura 2.2
As variavels alsatdrias V e 2V tém a mesma média,
zaro, mas notamos gue 2V & "mails espalhada” ac redor de 0 do
que V. Uma medida da dispersdo de uma v.a., ao redor de sua
média & dada pela varianetia da v.a.

Sg X 8 uma v.a. com madia E(X), entdo a varidncia
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de X & definida por

(2.3)

Var{x) = } tx, -E(X))%+p,
1=1

e & ficil ver qus

Var(X) = E{X2?) - [E(X)3%. (2.4)

Exemplo 2.6 - Para a v.a. V do exemplo anterior, E(V) = 0 e
E(v?) = 2, logo Var(Vv) = 2,
Vimos que E(2V) = 0. Vejamos E[(2v)2]: a distribui

g¢do de {2V)? & aquela abaixo:

(2v)? ' a | 4 llﬁ
1122
P 5|5 ]S
Logo, -
27 . 1 2 2 .40
EL(2v)*] 0 x T * 4 x Tt 18 x = 5 8,

do gue segue que Var(2Vv) = 8, usando (2.4).

Notamos que

Var(2v) = 8 = 22:var(Vv) = 4 x 2,
De modo geral, utilizande (2.3), vemos que
Var(cX) = c?evar(x) . {2.5)
se ¢ &8 uma constanta,

Exemplo 2.7 - Considers a v.a. V do exemplo 2.5 & seja WxV+B.
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Entdo,a distribuigdo de W & dada por:

Segue-se qus

E(W) = (4+45+647+48) x = = %?

E 6 = E(V) + 8

E(W?) = [1B+25+3B+43+64) x

=

180
—5“"‘ 38.

do gue decorre que
Var(W) = 38-62% = 38-36 = 2 = Varl(V).
Ganericements, s8 c & uma constante,

E{X+c) = E(X)+c (2.8)

Var(X+c) = Varl(X). (2.7}

A relagao (2.5) expressza o fato intuitivo qua, ao
transladarmos todos os valores de X por uma constante c, a
média serd transladada pela mesma constante, ao passeo que
{2.7) exprassa o fato que a variabillidade nao muda, pels a
posigdo relativa dos novos valores am relagdc a nova média
e a masma que antes,

As fdrmulas (2,2), (2.5), {(2.8) e (2.7} podem ser

combinadas para se obter:
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E{aX+b) = aE(X) + b, (2.8)

Var(laX+ bl = a?«Var(X), (2.3)

sendo a 8 b constantes.

-

0 desvio padrdo de X é dafinida como a raiz gquadra

da positiva da Var(X) e sara indicado por o{X) ou O0,; a va-

X

ridncia de X também & denotada por o2(X) ou U;. A relagéo
{(2.2) fica, para o¢(X):
oglaX+b} = |a|ec(X). (2.10)

2.3 - MAIS DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Exemplo 2.8 - Suponha que temos uma urna contendo 3 bolas nu
meradas 1, 2 e 3. Retiramos duas delas, sem reposigdn; seja

X o ﬁﬁmero da primeira bola e Y o nimero da segunda bole rg

tirada.

‘c::éff::iz RESULTADOS |PROBABILIDADES| X | ¥
/3 T3 1 2 16 1| 2
172, 13 1/6 1] 3
173 2<:I::::::: 2 1 1/8 2 |1
172 ™3 2 3 1/6 2|3
1/3 1/2 . a1 1/6 3
‘:::::;::: 3 2 1/8 3|2

1727~

Temos, entdo, duss varidvels aleatdrias, £ e Y, cu
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jas distribuigdes de probabilidades szdo:

x | 1 | 2 | 3 y | 1 | 2 | 3

p | 173 | 173 | 1/3 p | 173 | 18 | 1/3

0 quadro seguinte representa a chamada dZstribui-
¢do eonjunta de X e Y, onde P(X=x, Y=y) denota a probabili-

dade do evento {X=x e Y=y} = (X=xIn(Y=y).

(X,Y} P{X=x,Y=y}
(1,2] i/8
(1,3) 1/8
(2,1) 1/8
(2,33 1/8
(3,1) 1/8
(3,2) 1/8

Lembremos como P(X=x,Y=y) 8 calculada; ds acordo

com a férmula (1.7),
P(X=x,Y=y) = P(X=x)sP[Y=y|X=x). (2,11)
Por exemplo,

P{X=2,Y=3) = P(X=2)P(Y=3|X=2) TX5 "

Uma maneira mais comoda e usual de se represshtar
a8 distribuigdo conjunta de X @ Y & através de uma tabsla ds

dupla entrada, como a seguir:



X
v 1 2 3 PlY=y)
1 o 1/6 | 1/8 1/3
2 1786 0 1/6 1/3
3 1/6 | 1/86 0 1/3
P(X=x) | 1/3 | 1/3 | 1/3 1

A vantagem desta tabela § que, tendo-se a distri-
buigde conjunta da X 8 Y podemos obtsr as distribuigdes de
X & Y {2 reciproca néo € verdadeira, em geral;por gue?) gque
sdo chamadas distribuigdes marginais. Assim, a primeira e a
dltima coluna da tabela ddc a distribuigio de Y, ao passo
que a primeira e a (ltima linha dao a distribuigido de X,

Dada a2 distribuigdo de X & Y acima, podemos consi-
derar, por exsmplo, a v.a, X+Y, ou a v.a, XY, A soma X+Y &
definida de modo natural: a cada resultado do expsrimanto 8
la associa a soma dos valores de X e Y,

Podemos, poils, obter a tabela seguinte:

(X,¥) | X+¥ | XY | PROBABILIDADES
(1,2) 3 2 1/6
(1,3) 4 | 3 1/86
(2,1) 3 2 1/6
(2,3) 5 & 1/6
(3,1) 4 | 3 1/86
(3,2] 5 & 1/6
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As distribuigdes de X+Y 2 XY serao:

x+y | 3 | 4 { 5 Xy | 2 l 3 l 6

P |1/3I1/s|1/3 p|1/3]1/3|1/3

Calculemos E(X), E(Y}, E(X+Y) e E{XY]. Temos:

1 2 a - -
E(X} = I*IT 3 2 ELY?
_ 3 4 5 _ -
E(X+Y) = 5 + g + g = 4 E(X) + E(Y)
: 2 .3,6 _11 . .
E(XY) ) + '§+ ) = #» (X]1+E(Y) 4,

De modo geral, & verdade que
E(X+Y) = E(X) + E(Y), (2.12}

para quaisquer v.a. X & Y, mas ndo & verdade gue E(XY) =
= E(X)J*E(Y); isto sd acontece num caso particular que vers-

mos a seguir.

Exemplo 2.9 - Considere a situagdc do exsmplo 2.8, mas onde
as extragdes sao feitas com reposigéo, isto &, a primeira
bola é reposta antes de se retirar a segunda bola. Nestas
condigtes, a P[Y-y|x-x} = P(Y=y), isto &, o valor eassumido
par X nao tem influéncia nenhuma no valor que Y vai assumir.

A situagdo & descrita a seguir.



1
r
1/3
1/3 3
1
1/3 %
1/3 3
1/3 y 1
1/3
3 173 2
1/3 3
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RESULTADOS
.1 1
1 2z
1 3
2 1
2 2
2 3
3 1
3 2
3 3

PROBABILIDADES| X Y
1/8 1 1
i/9 1 2
1/9 1 3
1/9 2 1
1/9 2 2
1/8 2 3
1/8 3 1
1/9 3 2
1/9 3 3

A distribuigdo conjunta de X @ Y é dada abaixo,jun-

tamente com as marginais de X e de Y.

X
Y 1 2 3 PlY=y)
1l 1/8 1/9 1/9 1/3
2 1/9 1/9 1/2 1/3
3 1/9 1/9 1/9 1/3
P(X=x) 1/3 1/3 1/3 l

Observea gue,

e Y sejam as mesmas gue no exemplo anterior, a

embora as distribuigoes marginais des X

distribuigao

conjunta é diferente. A relagdo (2.11) ficard,neste caso,

P{X=x,Y=y] = P(X=x)+P(Y=y]},

£2.13)

para todos os poss{vels pares (x,y}, x=1,2,3; y=1,2,3.
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Dizemos que X & Y sdo independentes.
Ainda tesmos, agui, E(X} = E(Y) = 2 e (2.12) conti-

nua valida. A distribuigdo de XY serd:

1 4 6 4 12 9 36 -
de modo gue E(XY) = s*gststetetg " " 4, gue 8 igual

a E{X)+E{Y}. Entdo, obtemos o fato importante:
"S5e X 8 Y saov v.a. independentes,

E(XY] = E(X)-E(Y])", (2.14)

Uma observagdo importante 6 a seguinte: para que X & Y se-
jam independentes & necassdrio gus (2.13) esteja vsrificads
para todos os pares (x,y). Basta que ela ndo se verifique pa
ra um par para que X e Y ndo ssjam independentes. Neste ca-
so diremos gue X & Y sao dependentes. A pergunta qus pode
surgir €: pode {2.14) valer para v.a. dapendentas?kVer exsr

cfcios para a resposta.

Exemplo 2.10 - Vamos salecular Var(X), var(Y) e Var(X+Y] pa-

ra o exempla 2.9,

Vimos que E[X) = E[Y] = 2, também
E(X?) = E(Y?) = 1 x 3
Partanto,

Var(X} = Var({Y) = %} - 2% -

wiN



A distribuigao de X+Y &:

X+y ] 2 | 3 | 4 ' 5 [ &
p f 1/9 l 2/9 | 3/8 l 2/9'| 1/¢
logo E{(X+Y) = 4 &
EL(X+Y)2] = 4x%+9x-§-+18x%+25x§+38 x%—- -]-'-g—s-
de modo que
Var(x+v) = 238 - 1g = 22 - % = varx) « var(v),

Este resultado também & geral para v.a. independsn
tes:

"Se X e Y sao independentes, entdo
Var{X+Y) = Var(X) + Var(y).” (2,15)

Esta relagdo pode ndo ser verdadeira se X e Y sao

dependentes. Para um exemplo, ver exercicios.

2.4 - REPRESENTACOES GRAFICAS PARA VARIAVEIS

No axemp1072.5 vimos um tipo de representagan gra-
fica para uma v.a., V, naqusle casa., Outro tipo de grafico

cue pode ser usado € o histograma.

Exempio 2.11 -~ Consideremos o langamento de 3 moedas e sg-

jam as v.a. X e Y definidas como sague{ X é& o ndmero de *ca

ras” que aparscem e Y o numero de "seqldncies", onde uma sze



glidncia é um conjunto (uma ou mais) de letras iguals.

A distribuigio conjunta de X e Y & obtida

mo as marginais.

RESULTADD X Y
C C 3 1
c R 2 2
c c 2 3
C ] 1 2
R c 2 2
R R 1 3
R C 1 2
R R 0 1

faci}mante,bsm co

v X 0 1 2 3 Plyay)
1 1/8 0 0 1/8 278
2 o 2/8 | 2/8 0 4/8
3 0 1/8 | 1/8 0 2/8
P(x=x) | 1/8 | 3s8 | 3/8 | 1/8 1

Na figura 2.3 tsmos representagdes graficas para

as distribuigfes de X e Y na forma de grafico em barrae his

togramas.
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plx) v
3/84
1/8..
I | [ ] !
[ ] § o I 1 | 1 Bl
0 1 2 3 x 0 1 2 3 X
plyl) %
%781
2/84%
- ] | | o
{ i I 1
1 2 3 ¥ 1 2 3 y
Figura 2.3

Podemos obter,também,um grafico para a distribuigdo conjun-

tade X e Y, como na figura 2.4.

P{xex,v=y) | 2/8 1/8 y
2/ )
1/8 ',./Jc.,: ..,_:,. .....
2 - ’.:__, ’—'_I:__-....-
LT G VA
L W Rl X
! 1 1 4
1] 1 2 3 X

?igurn 2.4



Um ocutro tipo de gréfico bastante Util na anadlise
de dependéncia entre v.a. § o graficeo de dispersdo, gque con
siste em colocar, num gréfico cartesiano, os possiveis paon-
tos (x,y). Fara o casoc em questdo obtemos a figura 2.5, on-

de o5 ci{rculos duplos indicam os pontos com probabilidade

2/8,
v
34 ° °
24 ° ¢
ie °
| i I N
1 1 1 o
o 1 2 3 X
Figurs 2.5

Este tipo de grdfico pode nos mostrar, por exemplo:
que & madida gus x cresca, y também cresce; ou a medida que

X cresce, y decrasce, etd.

PROBLEMAS PARA 0 CAPITULO 2

2.1 - Conslidere uma urna contends 3 bolas vermelhas e 5 bo-
las pretas. Retire trés bolas, sem reposigio e defina
a v.a, X igual ao nimero de bolas pretas. Obtenha a
distribuigdo de X, 3X e XZ%.

2.2 - Replta o problema anterior, mas agora considerandn ex

tragdes com reposigao,



Considere o langamento de trés moedas. Se ocorre o e-
vanto CCC dizemos que temos uma seqiiencia, ao passo
que se ocorre CRC temos “res seqilénetas . Defina as v.
a.: X 1gual ao ndmero de caras obtidas & Y igual ao ni
mero de seqiiéncias, isto para cada resultado possfvel
Assim, X(CRR} = 1 e Y(CRR) = 2, Obtenha as distribui-
¢oes de X, Y, X+Y, |[X-Y|. Faga o grdfico de dispersao
das v.a. X B X+Y,

Obtenha: E(X]) e Var(3X), para o problema 2.1; E(X) .,
ELY), E(X+Y}, Var(X+Y) para o prohlema 2.3.

Suponha que a v.a. V tem a distribuig8o seguinte:
vl o 1

p| q 1-q
Obtanha E(V) e Var(Vv).

Lance uma moeda e defina a v.a, V=0 so ocorre cara @
V=1 se ocorre coroa e seja q = P(caral). Lance a moeda
agora, n vezas @ para cada langemento definaav.a. Vi
como acima, i=l,...,n, Seja W = V1+...+Vn.

a) gual o significsado ds W?

b) obtenha a distribuigdo de W = V_ +V

1 2!
c) obtenha E(W) e Var(w)}.

Utilizando a férmula (1.3) prove que a variancia de X
pode ser obtida pela féormula {2.4),

Verifigue se as v.a. X e Y definidas no problema 2,2

sao independentes.
No problesma 2,2, caleule EI{XY), EI{X/Y) 8 E{X+Y].

Verifique, para o problema 2.2, se E(XY) = E{(X)}*E(Y),.

Utilizando a resposta do problema 2.8, o que vocé po-

de concluir? Verifigus se E(X/Y)} = %%%%.
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Calcule Var(X+Y), Var(X]) e Var(Y) para as v.a. do prog
blema 2.2. E verdade gque Var({X+Y) = Var(X) + Var(v)?

Se X € uma v.a. & X & um numero real gualguer denomi-
namos fungae de distribuigede acumulada de X 3 fungdo
Fix) = P(Xsx).
Obtenha F(x) para a v.a, X com distribuigao dada por
x ] -2 { -1 | 0 | 1 | 2

1/5

p l 1/5 | 1/5 | 1/5 | 1/5

Faga o grafico de F(x) e verifique que é uma "fungdo
em escada”, n#o decrascente e tal gue
F(x) = 0, x<0 e F(x) = 1, xz2.

Para a fungdéo F{x) do problema anterior,obtenha F{-5},
F{-2), F(D,5) e F{556). Qual o valor de F(1l)-F(D)? e
de F(-1)-F{-2)7?

0 diagrama de dispersdo entre as varidveis U 8 V & da
do abaeixo, Obter a distribuigao conjuntes e as distri-
buigdes marginais de U e V; somente pelo exame do grd
fico, obter E(U]).

v
54 °
B4 .
3 . . .
2 . o .
14 ° o N »
c 1 2 3w o

2.15- Seja X com distribuigao dada abaixo.

x | 0 | 1 | 2

p | 172 | 1/4 ] 1/4
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Calcule E(X). Considere a v.a.(X-a)% acalcule E(X-a)2
para a = 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1.0btenha o grafico de
E{X-a)? = gfal. Para gual valor de a, gla) 8 minimo?

2.16- Obtenha formalmente o resultade de 2.15, utilizando o
fato que X-a = X-E[(X)+E(X)-a,

2.17- se E(X) = u,, E(Y) = Hyi-a covaridneia entre X e Y 6
definida como .
CovI(X,Y) = E[{X—ux)EY-uY]].
Mostre que:
al Cov(X,Y) = Cov(Y,X);
b) CoviX,X) Var(X);
c) Var(X+Y} Var(X) + var(Y) + 2 Cov(X,Y);
d) CovI(X,Y) E(XY) -~ E(X)-ELY)

e) Se X e Y sdo independentes, cov(X,Y) = O,



3- ALGUNS MODELOS PROBABILISTICOS

Vamos apresentar, neste capf{tuleo,alguns modelos que
se adesquam a uma série de problemas praticos. Estes modelos
anvolvem certos parametros. cujo conhecimento é indispenséa-
vel guando quersmos calcular certas probabilidades. Na msip
ria dos problemas reals, estes parametros sao desconhecidos
@ hé necessidade de fazer algum tipo de inferéncila sobre e-

ies: este assunto sera abordado em capftulos seguintes.

3.1 - A DISTRIBUICAC BINOMIAL

Mulitos experimentos sdo tails que os resultados pos

sfveis apresentam ou ndo uma determinada caracteristica.

{1} Uma moada & langada; o rasultado ou é "cara" ou ndo &
(coroal;

{2) Um dado & langado:; ou ocerra face 5 ou ndo (ocorrendo
entdo, uma das faces 1, 2, 3, 4 ou B);

{3) Uma pega & aescolhlda so acasoc de um laots contendo 580
pegas: esta pega 6 defeltucsa ou nao defeitucsa;

{4) Uma pessoa escolhids ac acaso dentre 1.000 pessoas & ou

ndc do sexo masculino;

(5) Um livro & sscolhido ao acaso de uma biblioteca;este 131



vro € ou nao um livro de Matemdatica,

Em todos sstes casos, estamos interessados na ocor
réncia de um sweesseo (ocorréncla de cara, face 5, pega de-
feituosa, etc.) ou fraecgsso (ocorréncia de coroca, face dife
rente de 5, pega beoa, etc.). Esta terminologia sera usada
freqlientemente.

s

Podemos, para cada sexperimento acima, definir uma
v.a., X, gue tem apenas dois valeres:; o valor 1, digamos, se
ocorre sucessoc e o valor 0 se ocorre fracasso. Se indicamos

por p = P{sucesso), entd3o a distribuigdo de probabilidedss

de X & dada por

X } 1 | 0

P(X=x) I P | l-p

O0s experimentos (1)-(5) sdo chamados ensaios de Ber
noulli e a v.a. X tem uma distribuipao de Bermoulli.

Imagine, agora, que repetimos um ensaio de Barnoul
11 n vezes, ou, tomo se diz também, obtemos uma amosgtra de
tamanho n de uma distribuicgdo de Bernoulli, Supenha, ainda,
que as repetigdes sejam independentes, isto &, o resultado
de um ensalo ndo tem influéncia nenhuma no resultado ds ou-
tro gualgquer ensaio. Uma amostra particular serd constituf
da de uma seqiéncia de 8 & 1, tal como (0, 1, 1, O, 1J; &

qui, n=5., A probabilidade de uma tal amostra sera

(1-plpep-(1-pip = p’(1-p)2.



- 3 -

0 nimero de sucessos nesta amostra & igual a 3,sendo 2 o nu

merno de fracassos.

Podemos, considerar, pois as situagdses:

{1') Uma moeda é langada trés vezes; qual aprobabilidade de
se obter exatamente duas caras?

(2') Um dado & langado cinco vezes; qual a probabilidads de
se obter face 5 no maximec 3 vezes?

(3') 10 pegas sao extrafdas ao acasa, com reposigdo, de um
lote contendo 500 pegas idénticas; qual a probabilida-
de que todas sejam defeituosas, sabendo-s& que 10% das
pegas sdo defsituosas?

(4') Qual a probabilidade que, dentre 5 pessoas escolhidas
ac acasno dentre 1,000 pessoas, duas sejam do sexo mas-
culino?

(5*) Escolhemos ao acaso 3 livros de uma biblioteca contsn-
do 10.000 volumes; gqual a prnbabiiidade de gue 2 ssjam
de MatemAtica, sabendo-se gque a biblioteca possui 1.000
livros de Matematica?

Observe que nos exemplos (4') e (5'), o fato de eg
tarmos extraindo os chbjetes de um conjunto muite grande, 1im
plica que podemos supor que as extragoes sejam praticamentas
independsntes.

Vamos resolver o problema (1'), supondo-sa ﬁue a
mpeda 6 "honesta", isto é, P(sucessc] = P(cara) = L, indi-

2

quemos sucesso (cara) por S e fracasso (corcal por F, Entao,
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estamos interessados na probabilidade do evento
A = {sSF, sFs, FSs},

pu, em termos da notagdo anterior, na probabilidade de ob-
ter as amostras (1, 1, 0), (1, 0, 1) ou (O, 1, 1). E tlaro
que P(A) = P(SSF) + P(SSF) + P(SFS)} + P(FSS) e, devido & in

dependéncia,

= P{SFS5) = P(FSS),

= B

T T
P(SSF) = FXFXg*

Portanto, P{A) = 3/8.
Se a moeda ndo tiver P(S) = % e esta for igual a p,
0<p<1, entdc, sendo q = l-p = P{FJ,
P(SSF) = pepeg = p*-q,
P(SFS) = peq*p = p2+q,
P(FSS) = g*p*p = p>*g, de modo que

P(A) = 3p2eq,

Uma caracter{stica importante dos experimentos que
astamos considerando & gue estamos interessados apsnas no
numero total de sucessos, e ndo na ordem em gque eles ocor-
rem. Podemos construir a tabela gue ssegue, para n=3 langa-
mantos da moeda. (Vide tabela na pégina seguinte).

Vamos designar por b{k;n,p} a probabilidade de =e
obter k sucessos sm n provas de Bernoulli. sendo p a proba-
nilidade de sucesso am cada uma delas. No exemplo dado,

1 3
b[213.'2-) = "8"1
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NUMERO DE

SUCESSOS PROBABILIDADE | p=1/2
0 q? 1/8
1 3pq® 3/8
2 | 3p%q 3/8
3 p? 1/8

gnquanto que

b(2;3,p) = 3p2q.

Note que q3+3pq2+3p2q*p3 = {g+p)? = 1, pois p+q = 1.

Em termos de v.a., se S_ indica o nimero total de
sucessos am n provas de Bernoulli, entao P[Sn=hl =b{ksn,pl.
E clafo gua os possiveis valores da S, g0 0,1,2,+4.,N & 08
pares (k;b{k;n,p)) constituem a chamada distribuigaoc bino-

mial. Para o exemplo (1'), com p*%. obtemos o grafico da fi

3/84
1/8 | l
1

Figura 3.1 °

gura 3.1%.

Ay
L)
¥



Em uma segiidneia de n provas, uma seqiiéncia gual-
quer cam k sucessos ® n-k fracassos, ou, © ques & 0 mesmo, U

ma segquancia de k uns s n-k zeros, tera probabllidade

o o*qg . (3.1)

Esta fungdo, para esta segliéncla de resultados,. en
carada como fungdo de p, & chamada funggo de verossimilhan-
ea.

Ainda ne exemplo (1'],
2 3 2
P[33=1) = b(133,p) = 3pg® = [l)pq .
Para n=3, podemos escrsever, pois,

(3.2)

P{S,=k) = blks3,p) = [i]pkqa-k.

para k=0, 1, 2, 3.
Para ss obter uma fdrmula geral, basta saber quan-
tas seqiiéncias com k sucesscs e n-k fracassos podemos for-

mar, cada uma tendo probabilidade dada por (3.1). £ facil

¥
ver gque sxistem ETT%iFTT = [:] tais seqiencises, de modo qua

blk:n,pl = [E)pkqn'k, (3.3)

k=0, 1, 2, ¢vas Do
Vamos considerar, agaora, o problems (3'). Aqui,te-
mos n=10 provas de Bernoulli, cads uma com P{sucesso} 1-

gual a Plpaga defeitvosa) = p = 0,1. Quersemos
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1
F’(Sla=1l]] - b[lﬁ;lﬂ,ﬁ] .

Utilizando (3.3),
10 D 10
Ay = (19, (2 -2 . |
b(10:10.7g) [10] [10] [10] [m]

A varidvel aleatdria Sn pode ser pensada como a so

ma de n variavels aleatorias, definidas do seguinte modo:

1, se na primeira prova ocorre sucesso
X =
1 0, s8 na primeira prova ocorrs fracasso
1, se na segunda prova oCOrTe SUCOSSO
X2 =
0, se na segunda prova ocorre fracasso
-
{1, se na i-ésima prova ocorrs sucesso
b4 =
1 0, sa na i-édsima prova ocorre fracasso
H 1, se na n-ésima prova OoCOrre Sucesso
X =
n 0, se .na n-8sima prova ocorre fracasso

Portanto, Sn = X1+X2+...+Xn. Obssrve gue todas as

variavels Xy X avnys Xn tdm 6s mesmos valores (Doul),com

2
as mesmas probabilidades, isto &, P(Xitl] =p, FEX1=D]-q=1-n
Devido & independ&ncia das provas, as v.a. xl.....xn séo in
pendentes. Dizemos que elas sdo independentes e identicamen
te distribuidas (i.i.d.).

£ imediato que

E[xi] = 1l xp+0xqg®=p, (3.4)
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ao passo qus

E[Xi) =12 x p + 02 x q = p,
do gque decorre

Var{Xi] =p - p? = p(l-p} = pq. {3.5]

Daf, pela generalizagdo da propriedade (2.12},
E[Sn] = np, (3.B)

enquanto que, pela independéncia e usando uma gensralizagédo

imediata de (2.15),
Var[Sn) = npqg. . {3,7)

Para o exemplo (3'),

dox e 2
16 * 10

- . =
E(S,4) = 10 x 75 = 1, Var(§;,) = 10 x 5

.

ot

Enquanto foi relativamante facil obter b[2;3,l] pa

ra o exemplo (1'], ndo seria imsdiato obter, por examplo,
b(20517;0,8) = [fg}tn.9117-to,133.

Felizmente, existem tabelas que dao as probabilida
des {3.3) para um grande nimero de valorsas de n e p, Utili-
zando a tabela 1 do Apéndice 1, vemos que a probabilidade a
cima &8 dada por 0,19.

Para n grande (maiores gue 10, se p nao estd muite

proximo de 0 ou 1) veremos uma maneira de aproximar b(ksn,pl.
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Sa n grande e p estd prdiximo de 0, podemos usar a aproxima-

“np k
b(k;n,p) & E——Féﬂﬂl—, (3.8)

e uma tabsla da fungdo do segundo membro de {3.8) encontra-
s8 no Apendice 1 (tabela 4).

Por exemplo,

-0,1 2
b(2;1.000;0,0001) = & éf”'ll = 0,0045.

3.2 - A DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

Este modelo € adeguado guando consideramos extra-
goss casuals feitas de uma populaglo, considerada dividida em
dols atributos, e estas extragdes sag feitas sem reposigdo.
Para ilustrar, considere uma populagdoc de N objetos, r dos
quais sao defeitucsos e N-r sdo ndc defesituosos.Um grupo de
n alementos @ escolhido ac acaso. Vamps calecular a probabi-
lidade de que este grupo contenha k defeituosos.lbserve gue
p0sksmin(r,n). E facil ver que esta probabilidade € dada por

riN-r

- LEjln-K

pk N -
n

(3.2)

Os pares (k,p, ) constituem a distribuigdao hipergeo
métriea.

5@ dafinimos a v.a. X igual ao nimero de defeituo-



sos na amostra, entao P{X=k) & dada por (3.9).

Exemplo 3.1 - Em problemas de controle de gualidade, lotes
com N elementos s3o examinados. 0 nimero de elementos com
defeito, r, & desconhecido. Colhemos uma amostra de n  ele-
mentos e determinamos k. Somente para ilustrar, suponha que
num lote de N=100 pegas, r=10 saa defeituosos.Escolhendo-sa

n=5 pegas ao acaso, a probabilidade de ndo se obter pegas

1 ()
7]

enquanto que a probabilidade de se obter pelo menos uma de-

defeituosas &

Po

100
5
feituosa @

p1+p2+...+p5 = l—pD = 1-—

Pode ser demonstradeo que a v.a. X definida acima

tam média 8 variancie dadas por

E(X) = np, £{3.10)

N-n

T (3.11)

Var(X} = npll-p)-

onde p=% 8 a probabilidade de se obter uma pega defeltuosa

em uma unica extragaoc., S8 N 2 grande guando comparado com n,

entdo extragdes com ou sem reposigdo seraoc praticamente e~



quivalsntes, de modo gque as probabilidades dadas por (3.9)
serao quase iguais as dadas pela farmula (3.3), isto 8,
Py * b(k;n,p). Do mesmo modo, os resultados (3.10} e (3.11]
gserao praticamente iguais aos valores correspondentes da

- *
distribuigao binomial[ ].

3.3 - A DISTRIBUIGRO NORMAL

Vamos censiderar a distribuigac binomial para p =%

e n variavel, digamos n=5, 10 e 20, Obtemns os histogramas

da figura 3.2.

1 n=5 T n=10
0,37 2,3
0,2 0,2¢% 1
0,1t 6,1 | B
] 1 ] L | } . [ fﬂ-ﬁ‘ | L] 3 | ! 1 L >
1 ] T i 1 4 i T L LI I 3 L T T T T
01 23 45 k 0123 456 7¢8 910 k
.{\
n=20
0,3
a, 21
0,1
3 [ ] ] ] | | | [ [ 1 | i { { 1 1 Y
L A | | e AR S BENNS NN B BENN H NN BN RASNE RN R NN N -
0 56 7 8 910 15 20 k
Figura 3.2

(*) Formalmente, considere limites para N+», com %-p fixo,.



Dado que p=1/2, as distribuigdss serdp simétricas

ao redor das respectivas médias, %, 5 e 10.
Vejamos, agora, os histogramas para o casoc p = % e
os mesmos valores de n acima, iste €, 5, 10 e 20 (Fig. 3.3).

.1. A
0,3t 0,3
0,2t 0,2
0,14 0,1
i I [ | N | | i 1 1 1 1 ] 4 N
T 1 T 1 Ll 1 4 1 1 L} T 1 i ] L] L | T 1] I
012345 k 0123 45678 910 k
ﬁ-
0,37
0,2
0,1
| i [ 1 ] 1 i i | [l i 1 1 [ | 1 [ 1 .
L] T 1 T L] 1 L] L | + L T L] T 1 T 1 s
0 5 10 15 20 k
Figura 3.3

As médias agora séo 1,25; 2,5 e 5 & as distribui-
cbes ndo sdo simétricas ao redor destas médias.
Observando as figuras podsmos obsservar os seguin-
tes fatos:
a) para p=%, por sxemplo, & medida gue n cresce, a dis-

tribuigao maove-se para a direita, torna-se mais acha



tada e mais espalhada:
b) parsa p=%, quando n cresce, a distribuigao vai "perden
do a sua assimetria” (observe o histograma para n=20
Vimos gque, gquanda n & g}ande, e dificil calcular as
probahilidades b{k;n,p). A idéia é obtermos aproximagdes pa
ra estas probabilidades. Observando os histogramas acima,ve
mos gque uma sugsestado € aproximar 2 Area do histograma pela
area sob uma curva continua. Tal curva & chamada curva nor-
mal. E aproximaremos probabilidades relativas a uma binomial
por probabilidades relativas a uma distribuigao mnormal. (Ve

ja figura 3.4, pera n=10, p=%}.

0,3
0,2
0,1
] vt Lyt Ja ke i .
012345678310
Figura 3.4

A distribuigao normal difere das distribuigbes a-
presentadas até agora no sentido que & uma distribuigao va-
ridvel continua, ou seja, através desta distribuigdo asso-
ciamos probabilidades a intervalos de nimeros reais. Por e-
xemplo, se escolhemos ao acaso um individuo ds uma popula-

Gao e medimos sua altura, podemos supor gue ao resultade do



experimento associamos uma v.a. X que assume valaores sm um
certo intervalo de ndmeros reais, [0,3], por exemplo, toman
do o metro como unidade. E claro que esta € uma aproximacgao
conveniente da realidade, pols a medida da altura do indivi
duo deqenderé da precisae do instrumento de medida.Assim,se
dizemos gue a altura encontirada & 1,75 m, na realidade esta
sera um valor gualquer entre 1,745 m & 1,755 m,

Ne segao seguinte daremos algumas idélas sobre dis
tribuigbes de variaveis continuas; para uma tal v.a. X apro
babilidade de X estar num eerto intervalo, [a.,bl digamos, @
calculada como sendo a area. entre a e b. sob uma curva,gue
€ chamada fungao de densidade de X. Tal funglop ssra sempre
ndo negativa e a area total sob a curva serd igual a unida-
de. Compare com um histograma, cuja area total também & uni

taria. (Ver figura 3.5).
£ (x)

Pla<Xsb)
¥

/ | .

a h

x +

Figura 3.5

A distribuigac normal 8 caracterizada por uma fun-

gao densidade, 8 o grafico desta fungédo tem a forma vista



na figura 3.4.

Na realidade, néo temos uma distribuigao normal,
mas uma familia de distribuigdes normais, gues sac caracteri
zadas por dois parametros, que chamaremos e g, -®» < |y <
e ¢>0. Variando 4 e ¢ teremos os diversos membros da fami-
lia,

Nos grafices da figura 3.6 temos tras axemplos:

a) curva normal com p=0 & G=1;
b) curva normal com p=0 e O=2;

c) curva normal com pu=2 e g=1.

(c)

O -
(R
o]

O ==
E_
[

Figura 3.6



Algumas observagies sobre as curvas:
a) Para um mesmo p (p=0), a curva € mals achatadae mais
espalhada para um ¢ maior;
b} as curvas sao simétricas em relagio ao ponto Uu;
c) praticaments toda a area estad concentrada entre os

pontos p-3¢ e H+30,.

0 que pode ser demonstrado & que os parametros u e
0 correspondem a média e ao desvio padrdc da distribuigao:
ﬁortanto o2 8 a variéncia da v.a. em guestdo,

Para calcularmos probabilidades sob uma curva nor-
mal & necessario, antes, sabsrmas calcular probabilidades
sob uma particular normal, chamada normal reduzida ocu nor-
mal padrdo, que & caracterizadas pelos valores u=0 e 0=1.Di
zemos, também, que tsmos uma "normal 0,1" e escrevemos:
N(D,1). Ver figura 3.6 (a). A tabela 2 do Apéndice 1 da as

probabilidades sob uma curva normal padraa, que nada mais

/

=

c

Figura 3.7



sac do gque as corraespondentes adrsas sob a curva. Atmbela em
questao fornece a probabilidade de que a variavel Z, normal
padrac, assteja entre 0 e um valor, 2t P(OSZSZC). (Fig.3.7).
Assim, se zc=l,?3, P{0<Z<1,73) = 0,4%582.
Observe que (figura 3.8):
1) P(-1,73<2<0) = P(0sZs1,73) = 0,4582, devido 3 sime-
tria da curva.
2) P(Z21,73) = 0,5 - P(0sZs1,73)}) = 0,5 - 0,4582=0,0418,
pois P(Z=20) = 0,5 = P{Z=0).

3) P(Z<-1,73) = P(221,73) = 0,0418.

n

4) P(0,47<751,73) P{0<Z<1,73) - P{0£Z<0,47) =

0,45682 - G,1808 = 0,2774.

= ) » = e

f }
o 1,73 z -1,73 0 1,73 z
1
/
04 1,73 z
0,47

Figura 3.8



Suponha, agora, que X seja uma v.a. com distribui-
¢80 normal ds média 4 e varidncia o02,que indicaremos N(u,o?).
Entdo, a v.a. Z, tal gue

X-p
o

(3.12}

terd distribulicado normal com média O e varlancia 1, como &

f3cil ver(D fato que Z © normal ndo sersd provado aqui).

De fato,
= glXzuy o1 u) = L _1 < H_oB
E(Z) E[ = } SE-W = 2E0-2E) = BoB .,
- 2
Var{z) = Var[xdu) = X var(x-ul = % var(x) = 9= = 1
.02 D.2 0-2

Por exemplo, calculamos P[2=X<5) s X & N(3,1B).,is

to &, p=3, o?=16. Utilizando (3.12)},

. pl2-w X-u _5-u| _ ,{2-3_.,.5-3 1.1
P(2gX<5) = P[ = S"E—S 5 ] P[ 7 £7% 7 ] =P[ 45252).

Figura 3.9

Portanto, a probabilidade que X esteja entre Z e §

& igual & probabilidade que 7 esteja entre -0,25 & 0,5, e

lc



tilizando a tabela 2, vemos que
P{-0,25 £ Z < 0,5) = 0,09887 + 0,1915 = 0,2902
ou seja.,
Pl(2 = X 5 5) = 0,2802.

Vejamos, agora, como podemos aproximar probabilida
des binomiais através da normal.
Suponha que a v.a. Y tem distribuig@c binomial com

n=10 e p=l e queremos calcular P(Y27). Vemos que (fig.3.10)
2 .

= all

} -
012345678 910

Figura 3.10

P(Y=7) = &rea do retangule de basg unitaria e altu

ra igual a P(Y=7), ®& assim por diante, logo P(Y27) & a soma
das Areas dos retangulos hachurados na figura 3.10, A ideia

& aproximar tel &rea pela &rea, sob a curva normal, a direi

ta de 6,5. Qual curva normal? Aquela de média

¥ o= onp = 10 x % = 5 g variancia o? = apll-pl} = 10x-%>(%=2.&
1.

Ver figura 3.1



Suponha, agora, que X seja uma v.a. com distribui-
ci0 normal de média p e varidncia 62,que indicaremos N(u,0%).

Entan, a v.a. 2, tal que

(3.12)

terd distribuicdo wormal com média 0 e varidncia 1, como &

facil ver(D fato que 7 & normal nac serd provado aqui)

De fato,
- gfXoul oL - -1 S T
£(Z) = E[—E—] = 2EX-w) =z EO0 -z EM0 = koK.,
- 2
Var(z) = Var[EEEJ « 2 var(x-p) = X var(x) = & = 1
.0.2 0.2 0.2

1Oy

Por exemplo, calculemos P{2sX<5) se X N(3,1B),is

to &, u=3, 0%=16. Utilizando (3.12),

_ 2-U_X~u_5-u| 2-3 5-3 1.1
P{2<X<5) = P[—E—S-E—S—E—] = P[ ry <Z< 3 ]a P[ 45252].

- \
23 5 < 0,25 g 0,5 z

Figura 3.9

Portanto, a probabilidade gue X esteja entre 2 8 5§

8 1gual a probabilidade gue Z esteja entre -0,25 & 0,5, 8 u



tilizando a tabela 2, vemos que
P(-0,25 < Z < 0,5) = 0,0887 + 0,1916 = 0,2802
ou seja,
Pl(2 = X £ 5) = 0,2802.

Vejamos, agors, como podemos aproximar probabilids
des binomiais através da normal.
Suponha gue a v.a. Y tem distribuigéo binomial com

n=10 e p=% 8 gueremos calcular P(Y27). Vemos que (fig.3.10])

Ty

t -
1234

1 5
1 3>

1 i ¥
7 8 810

(= o
o o
O ==

Figura 3.10

P(Y=7) = &rea do retangule de base unitédria e altu
ra igual a P(Y¥=7), e assim por diante, logo P(Y27) & a soma
das areas dos retadngulos hachurades na figura 5.10. A idéia
é aproximar tal &rea pela drea, sob a curva normal, & divei

ta de 6,5. Qual curva normal? Aquela de média

2,5,

B
]

= 5 @ variancia 0% = np(l-p) = 10x-lx

¥ =np = 10 x 5

e ]

Ver figura 3.1
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7 8 910
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Figura 3.11

Chamande X tal v.a. normal,

P(Y27) = P(X28,5) = P[iéﬂaﬁiglkJ - pE2a8e50) .
VIS V25

= 1,5 = =
= P[Z 2 1,53] P(Z 2 0,94) 0,1736.

A verdadeira probabilidade 6 0,172,

Vamos calcular P([3<Y<8) = P(Y=4) + P(Y¥=5) + P[Y=6).

e
01 2 3 u

Figura 3.12
Vemos, através da figura 3.12, que a aproximagdo a

sar feita deve ser

. _ .[3,5-5_.__86,5-5
P(3<Y<6) P(3,95<X<§,5) = P[ 1,58 <75 1.58




= P(-0,94=<7<0,94) = 0,6528,

as passo que a probabilidade verdadelra é 0,556,

A justificativa formal de tal aproximagao e dada
pelo chamadao Teorema de De Moivre-lLaplace, que € caso parti

cular do chamado Teorema do Limite Central. Ver Apendice 2.

3.4 - VARIAVEIS ALEATORIAS CONTTNUAS

Vimos até agora, com axcegdo da normal, wvariaveis
aleatdrias que tem distribuigdes discretas, ou seja, os va-
lores da v.a. pertencem a um conjunto snumerdvel (finito ou

infinito) de nimeros.

Quando isto nac acontece, necessitamos de varia-
vels gue podem tomar valeores em um contfinuo de pontos. de
tal sorte que a "massa" em um particular ponto seja 0. Sa

tera sentido, para uma variavel aleatoria contfnua X, falar
na probabilidade de X pertencer a um certo intservalo [a,b].
Fera uma v.a, discreta Y falamos na probabilidads de Y assu
mir um valor yj. isto e, P(Y=yjl.

A maneira de caracterizar uma v.a. continua X € a-
través de uma fungdo f(+), gque seja nao negativa e de tal
modo que a area total sob a curva representativa de f(*) se
ja unitadria. Deste modo, definimos (figura 3.13)

PlasX<b) = &area sob f(*) (3.13)

desds a ate b



- 853 =-

Figura 3.11

Chamando X tal v.a. normal,

P(Yz7)

L1}

P{X26,5) = p[%ﬁz%] - p|X-5,8.5-5
V2,5 72,5

1,5
1,58

P[Z z } = P(Z z 0,94} = 0,1736.

A verdadeira probabilidade & 0,172,

Vamos calcular P(3<Y=6) = P(Y=4) + P(¥=5) + P(Y=6}.

Figura 3.12

Vemos, através da figura 3,12, que a aproximagdo a

ser felita deve sar

P(3<Y<6) & P(3,55Xs6,5) = 9[3'5'55255'5'5]

1,58 1,58



= P(-0,94<7<0,94) = 0,B6528,

ac passo que a probabilidade verdadeira & 0,856.

A justificativa formal de tal aproximagao & dada
pele chamado Teorema de De Moivre-Laplace. que & caso parti

cular do chamado Teorema do Limite Central. Ver Apéndice 2,

3.4 - VARIAVEIS ALEATORIAS CONTTNUAS

Vimos até agora, com excegAdo da normal, varidveis
aleatorias gue tém distribuigdes discretas, ou seja, os va-
lores da v.a. pertencem a um conjunto enumeravel [finite ou

infinito) de numeros.

Quando isto n3o acontece, necessitamos de varia-
veis que podem tomar valores em um continuo de pontos, de
tal sorte que a "massa” em um particular ponto seja 0. Sd

terd sentido, para uma varidvel aleatdria contfnua X, falar
na probabilidade de X pertsncer a um certo intervalo [a,b].
Para uma v.a. discreta Y falamos na probabillidade de Y assu
mir um valor Yy isto &, P(Y=yj].

A manelra de caracterizar uma v.a. continua X & a-
través de uma fungdo f(+), que seja nio negativa e de tal
modo que a &rea total sob a curva representativa de ¥(+} se
Ja unitaria. Deste mode, definimos (figura 3.13)

PlasXsb) = &area saob f(+) (3.13)

desde a até b



+Fix)

e

.

Figura 3.13
A fungdo f(-) & chamada fungac densidade de X.

Exemplo 3.2 - Se flx) = 2Zx, para 0sxs1 e zero fora deste in
tervaln, vemos que f{x)20, ¥x e a area sob f(-) & unitaria.

(Figura 3.14).

L 4

[T R ——

0 1/2
Figura 3.14
Se gueremos calcular P[usxs%). vemos gue esta pro-

babilidade é igual a area do triangulo de base L e altura 1

2
hachurade na figura 3.14, logo a probabilidade em questao @
1/2x1 _
5 = 1/4.

Exemplo 3.3 - A chamada distrfbutgac uniforme sobre o inter

valo [0,1) & aguela cuja fungdo densidade é dada por:



_Ss_

1, x € [0,1]
(3.14)

fix)
o, x & [0,13.

flx}

g

|

AN

o
Saf
e 15

Figura 3,15

A

Observe gue P[% X < E) = %. que € a arsa do T8

1/4 = 2/4 = 1/2 da figura 3.15;

tangulo de lados 1 e 3/4

Formalmente,

Pla = X

A

b
b) = J Flxldx. {3.15]

Se queramos calcular a médie de uma v.a. X com fun
c3o densidade f(x). podemos pensar da seguinie maneira., Pri
meiramente, obssrve que f(x) ndo é ume probabilidade,mas se
h 8 pequeno, (figura 3.18).

Pl{x £ X & x+th)l = h-f(x). (3.16)

+f(x)

o

0 X

:\\\\\/\

Figura 3.16



$Flx)

/

7

Figura 3.13
A fungdo f(+) & chamada fungao densidade de X.

Exemplo 3.2 - Se f(x) = 2x, para 0<x<1 e zero fera deste in
tervalo, vemos que f(x)20, ¥x e a area sob f(+) & unitaria.

(Figura 3.14),

[ I L

0 1/2

Figura 3.14
Se gueremos calcular P[DSXS%], vemos gue esta pro-
babilidade & igual a area do tridngulo de base % e altura 1

hachurade na figura 3.14, logo a probabilidade em questéo 8

1/2x1 _
—5 1/4.

Exemplo 3.3 - A chamada distribuigaoc uniforme scbre o intar

valo [0,1] & agusla cuja fungédo densidade & dada por:
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1, x € [0,1]

fix) = ‘ {3.14}
o, x € [o0,1].
Troo
_
iA; : —
Figﬁra 3.15
1 3] . 1 - -
Observe que P ry < X = 3| = 3- que e & area do rg

tangulo de lados 1 e 3/4 1/4 = 2/4 = 1/2 da figura 3.15.

Formalmente,

A

b
bl = J fix)dx. (3.15)

a

Pla 5 X

Se gueremos calcﬁlar a média de uma v.a. X com fun
gao densidade f(x), podemos pensar da seguinte maneira. Pri
meiramente, observe que f(x) ndo @ uma probabilidade.mas se
h & pequeno, (figura 3.16).

Plx € X < x+h) = h.flx). (3.18)

1'-[-‘[x.'l

e

0 ' X

+

:\\\\\/\

Figura 3.18
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Portanto, dividamos o intervalo [a,b] onde f(x) >0

-a

em n partes de amplitudes iguais a h =B

A,

(figura 3.17).

a )(l Xz Xa X4 X

Figura 3.17

n-1

b

Dafina a v.a. Y que assums 0s valores XX

Por {3.18), temos. por exemplo,

prer e

P[Y=x33 s P[x3 £ Y < x3+h] - f[xal-h.
Desta maneira,
n
E(Y) = } x, flx )h. (3.17)
L1 i
i=1
Defina, entao,
E{X) = 1im E(Y), (3.18)
I and
Para o exemple 3.2, cada intervalo tera amplitude
1/n e Xy ® i/n, 1i=0,...,n-1, portanto,
n-1 n-1
i 2i 1 2 2 2 1 1 4
E(Y) = ] === = 2§ 42 = £(1-2)(2-2) » £,
i=0 n n nd 1=0 B n n 5
quando n+e,
€ claro que, da definigdo de integral, de (3.17)



vem

" tbh
E(X) = J x Fl{x)dx. (3.19)

a

Exemplo 3.4 - A fungdo de densidade normal € dada por

2
__1.[5-_u

1 20 ] , -o<x<eo, (3.20)
ovZn

fix) =

caom -e<yu<x g §g>0.

Para uma v.a. com densidade (3.20) temas:

a) E(X) = pn e VarlX} = a?;

b) u*g sao dois pontos de inflexaw da curva;

1 -

cl € o ponto maximo de f(x);
ovZu P
d} 1im flx) = 0.
X+t
1
1/ (av¥Zn)

/

Temos, na realidade, uma familia f{x;u,o) de densi

Figura 3.18

dades normais, variando g e O.

Exempo 3.5 - Dizemos que X tem distribuigqo exponencial se
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Portante, dividamos o intervale [a,bl] onde fi(x)} >0

em n partes de amplitudes iguais a h =E%E (figura 3.17).

Ffigura 3.17
Define a v.a. Y queiaséume s valoras XqyrXosasns

Por (3.16), temos, por exemplo,

P{Y=x3] = P(x3 s‘Y < x.+h) = f[xal-h.

3

Desta maneira,

n
E(Y) = ] x; flx;)h, (3.17)
- i
i=1
Defina, entao,
E(X) = 1lim E(Y). (3.18)

N .
Para o sxemplo 3.2, tada intervalo tera amplituds

1/n 8 x, =1/n, i=0,...,n-1, portanto,

i

n-1 n-1 4

= — 0 —— 0 — = 2 = E —-]; ——1— —
E(Y) = F =+==.o = iEUi s(1-2)(2-2) + &,

quandoc n-e,

E claro que, da definigédo de integral, de (3.17)



vem

b
E(X} = J x flx)dx. {3.19)

a

Exemplo 3.4 - A fungdo de densidade normal & dada por
2

l[x-u
1 21 O
8

] , T X<, {(3.20]

flx) =

Eom ~o<u<o g o>0,
Para uma v.a. com densidade (3.20) temos:
a) E(X) = p e Var(X) = o?;

b) u*o sdo dois pontos de inflexao da curva;

1 - .
cl € o ponto maximo de f{x);
avZw P
d) lim Ff{x) = D,
X+t
1.
1/ (ovZxw

/

Temos, na realidade, uma familia f{x;u,¢) de densi

Figura 3.18

dades normais, variando p e o.

Exempo 3.5 - Dizemos que % tem distribuigao ezponencial se



a densidade de X & dada por

—QX

o e ,» x20
flx) = (3.21)
0 » X<0
o
0 X
Figura 3.19
E facil ver qus E{X) = E - Var(X) = . (Ver e-
o o
xercicios).
PROBLEMAS PARA 0 CAPITULO 3
3.1 - Obtenha bl(k;:;n,p)] para:
al n=108, p=0,4, k=3;
b) n=10, p=0,4, k=9;
c) n=15, p=0,5, k=10
3.2 - Se X & uma v.a. binomial com paramstro n=5 e p=%. oh-
tenha:
al] P(X=0 ou X=1)
bl P(X=22}
c) P(X=<4)
d) P(2<Xs3).
3.3 - Num tgste tipd certo-errado, com 50 guestdes,qual & a

probabilidade gue um aluno acerte B0% das queatﬁas,sg

pondo que ele as responde ao acaso?
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3.11-

Mesmo problema, com 5 alternativas para cada questdo.

Numa partida de 20 radios foram escolhidas, ao acaso,
5 unidades para serem inspecionadas. Sabe-se que ha
20% de radios defeituosos. Calcular as probabilidades
abaixc, nos dois caos:
a) extragac com repasicgdo;
b) extragdo sem reposigdo:
1) probabilidade gque a amostra seja formada s0 por
radios com defeito;
2) probabilidade gue haja apenas um com defsito;
3) probabilidade que todos sejam bons.

Em um experimento binomial com 3 provas, a probabili-
dade de exatamente 2 sucessos & 12 vezes & probabili-

dade de 3 sucessos. Encontre p.

Em uma pegquisé'de opiniao pdblica, 3 dentre 4 pes-
soas entrevistadas sao favordveis a uma certa proposi
¢8o. Em uma amostra de 10 pessocas entrevistadas, gual

a probshilidade que pele menos 3 sejam favoraveis?
Prove que

(n-k)p

blkelin.p) = TEIT(I-5)

blksn,pl.
Y @ uma v.a. binomial gcom n=10 e p=0,4. Determine a a
proximagao normal para:

al P(3<Y<8)

b) P(Y27)

c) P(Y<5}).

Se uma moeda € langada 500 vezes, e P({cara} = 0,6, ob

ter a probabilidade de ocorrerem 285 caras.

Vimos que, para n grande e p pequsno, as probabilida-

des binomiais b(k:n.,p) podem ser aproximadas pelas pro
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3.13-

3.14-

3.15-

3.16-

babilidades de Poisson

. g "P.(np) "
P ke '
Suponha gue um processo de fabricagéo produza itens
dos quais 2 em 1.000 sao defeituocsos. Em um lots de

500 itens, gqual a probabilidade que nenhum dos itens

seja defeituoso?

Seja X com distribuigdo normal com média u=10 e vari-
dncia o0%*=4. Calcular:

a) P(B<X<10}

b} P(9<Xs12)

c) P{X>10)

d) P(X<B ou X=11).

As vendas de um determinado produto tém distribuigao
aproximadamente normal com média 500 e desvio padréao
50, Se a empresa decide fabricar 600 unidades no més
em estudo, gual &€ a probabilidade que nao possa aten-
der a todos os pedidos deste mas, por estar com a pro

dugdo esgotada?

Encentre a média s a variadncia das v.a. cujas densida

des sao:
a) fl{x) = 6x(1l-x), O<x<l.
b) flx) = e %, x>0,
c) £lx) = 2x 3, x>1.

Obtenha E(X) B Var(x) para X com distribuigédo normal
dada por (3.2} do texto.

Idem, para X com distribuiglo exponencial dada por
(3.21) do texto.



4 = INTRODUGAO A INFERENCIA ESTATISTICA

"0 cidadado comum pensa em "estatisticas” como sen-
do colunas de nlmeros em paginas de esportss ou em SeGoes e
conomlicas de jornais, ilustradas com graficos em zig-zag,pi
lhas de moedas e linhas de pessoas. Mas o estatistico de ho
jendo complla tabelas de dados e os ilustra graficamente. E
le trabalha em tarefas cientificas e profissicnais que sao
interessantes e complicadas. Seu trabalhec € o de ajudar a
planejar experimentos, interpretar dados obiidos de observa
gies e apresentar os resultados de maneira a facilitar a to

mada de decisoes razoaveis."”

4,1 - PROBABILIDADE E ESTATISTICA

0 trecho acima, extraido do folheto "Carreiras em
Estatfistica”, publicado peloc Comité de Presidentes das So-
ciedades Estatisticas Americanas, pode tentar descrever o
campo de agao da Estatistica.

0 objetivo da Teoria das Probabilidades &€ consti-
tulr um modslo matematico para uma situagao fisica e, a par

tir deste modelo, deduzir propriedades da situacgao.



A matéria prima da Estatistice & um conjunto de da
dos. A grossoc modo, podemos dizer que a Estatistica se preg
cupa em coletar, analisar e fazer inferéncias a partir de
dados.

Portanto, a Inferéncia Estatistica, qgue se baseia
na Teoria das Probabilidades, & uma parte apenas do campo
de agdo da Estatistica. 0 objetivo da Infer8ncia Estatisti-
ca € o de inferir praopriedades de um agregado maior (a po-~
pulagde) a partir de um conjunta menor (a amostral.

A tomada de decisdes "razoaveis”, mencionada acilma,
sera feita, pois, a partir de dados, gque fornecem informa-
¢é&o a respeito de uma dada caracteristica da populagdo, na
gual estamos interessados. Esta caracteristica pode ser re-
presentada por uma varidvsl aleatéria, e os dados sdo, en-
t3o, valores desta varidvel. Se tivéssemos informagdc com-
pleta a respeito da distribuigdo de X, isto &, se conheces-
semas 0s pares de valores (xi. P(X=xi]. bem como os parame-
tros da distribuigac (n e p, no caso da binomial, por exem-
plol, entdao ndc haveria necessidade de colher uma  amostra
de X. Normalmesnte, nossa informagao a rsspeito de X 8 par-
cial, ou mesmo nada conhecemos. Podemes, por exemplo, sabsr
qus a distribuigac de X & binomial, mas desconhecemcs os pa
rametros gque a caracterizam, ou podemos ter uma idéia da mé
dia e da varidncia de uma distribuighdo e ndo sabemos qual a

sua forma.



4,2 - MODELOS ESTATISTiICOS

Vamos apresentar alguns exemplos simples, gue nos
dardo uma idéls do tipo de problemas com os guals um esta-

tistico pode lidar.

Exempio 4.1 - No exemple (1') do capitule 3, tinhamos um ex
perimento envolvendo uma distribuigéo binemial, na qual su-
pomos que p=%. Conhecendo-se n, podemos calcular b(k;n,p).,
para quelguer k=0,1,...,n. Suponha, agora, que langamos uma
moeda n = 50 vezes e obtemos 40 "caras" (sucessos). Com esta
informagao (nimero de sucessos) gusremos estimar o valor de
p =P (sucesseo). Temos, acqui, um problema estatistico. Qual
seria um bom estimador de p? Por outro lado,observando-se o
nimero de caras obtidas, 40, podemos suspeitar da "honesti-
dade” da moeda usada, isto &, podemos gquerer teéstar a ARipo-
tese que p =%. Com os dados obtidos, podemos ser levados a
aceltar ou rejeitar a hipotese formulada. Temos, entdo,dois
problemas bdsicos da Estatistica: o primeiro diz-se um pro-
blema de estimagao, enquanto que o segundo & um problema de
teste de hipdteses. Os dois capitulos seguintes tratardo com

pormenores estes problemas para o caso especifico do parame

tro p de uma binomial.

Exemplo 4.2 - Consideremos, novamente, o prubleﬁa da inspe-

¢a8n de qualidade do capf{tulo anterior. Lotes de N objetos

sdo sujeitos ao controle de qualidade. mas suponha que o ng



mero de pegas dsefeituosas, r, seja desconhecido. Uma amos-
tra de tamanho n € escolhida aoc acaso & o nimero de pegas
defeituosas, k, & determinado. O modelo para a situagdo se-

ra !

Ptx=kJ;= , (4.1)

onde X = nimero de defeithosos na amostra. A diferenga entre
esta situagao e a descrita no capitulo 3, & que agara r &
desconhecido.

Supanha gue um comprador tem que tomar uma decisao
sobre um lote com N pegas. Ele pode, como no exemplo 4.1,B8
tar interessado em estimar r, baseado no valor observado de
“X» Ou entda, pode tomar a decis3o de comprar o lote, se k &

menor ou ipgual a um determinado valor e devolver o lote se

k € maior que este valer.

Exempio 4.3 - Suponha que temos uma esfera de ago e medimas
o seu difdmetro, vbtendo-se o valor d. Se D representa o ver

dadeiro valor dq‘diémetro, entdo podemos estabslecer o mode

iR ]

d =0Dre, (4.2)
onde 8 representa o erro de mensuragac. Se efetuarmos va-
rias medidas, dl' d2' cvus dm de diametro, podemaos escrevern

do mesmo modo,

’



d, = D+e, , i=1,2,,..,m. (4.3)
i i

& uma v.a., porque 8, serd uma v.a. 0 prg

Aqui,_d i

i
blema gyue se apresenta & o de estimar D, ou testar hipote-
ses a respeito de D, baseando-nos nas m observagdes dl’ dz,
. dm. Normalmente, varias suposigoes sac feitas a respel

to da distribuigi@o das variadveis aleatdrias ey~ ver capitu-

lo 8 para a solugdo deste problema.

Exemplo 4.4 - Um dado € langado 300 vezes, com 08 seguintes

resultados:

OCORRENCIA | 1 2 3 u 5 6

FREQUENCIA l 43 49 56 45 66 41

Com sstes dados, gueremas saber se o dado & "hanes
to", isto &, a probabilidade de ocorréncia de qualquer face
seja 1/6. Isto &, queremos testar a hipotese gue pl=p2=...=
=ps=1/6, onde pi=Ptface i), i=1,...,6. Este & um tipode tes
te bastante comum na pratica, chamado teste de aderégneia ou

ajustamento.

Exemplo 4.5 - Podemos estar interessados em mais de uma ca-
tegoria em um teste de aderéncia. |

Considere a tabela abaixo, em gque 1.000 individuos
foram classificados de acordo com o sexo 8 de scordo com @

fato de serem cu nao daltdnicos:



HOMENS MULHERES

NORMAIS 442 514

DALTONICOS 38 3

Temos,pols, duas categorias (ou atributos). De a-
cordo com um modeloc genetico, estes ndmeros deveriam ser

consistentes com

p/2 [ p%/2+ pg

q/2 I q%rs2

ande g= l-p & a proporgdoc de gens gue causam daltonismo na
populagaa.

0 objetivo, pois, € testar se os dados obtidos sao
consistentes com o modelo genétice proposto, Ver problema
4.5,

ODutras vezes, podemos gquerer testar a indspandén'
cia entre dois atributos, dada uma tabela do ftipo acima.

Tais tabelas sao chamadas tabelas de eontingeneia.

Nos exemplos 4.4 e 4.5, temos casos em gque o expe-
rimento tem mais de dois resultados possiveis. A distribui=-
cao apropriada para descrever tais experimentos & chamada
distribuigao multinomial (ver sxercicios], que tem papel rg
levante na obtengao dos testes mencionados nos dois exem-

plos anteriores (os chamados testes do qui-quadrado).



PROBLEMAS PARA 0 CAPITULO 4

Suponha gque temos n provas d
' P(sucesso)

g seja X igual ao nimeroc de

e Bernoulli com
=P

sucessos obtidos. Qual &

um estimador razoavel de p?

Dbtenha E(f) e Vartp), onde p é o estimador que voce

gencontrou em 4.1.

Suponha gue capturamos, marcamos e depois saoltamos r

animais de uma populagdo com N animais, sendo N descg

nhecido. Depcis de algum tempo, capturamos n animais,
dos quais constatamos gue k s3o marcados. Descreva um
modelo para a situagac em dois casos:

a) supondo que n & suficientemente pequenc, comparado
com N, de modo gque a amostragem pode ser considera
da com reposigac;

b) amostragem sem reposigao.

No caso b, qual um limite inferior para o valor de N?

Suponha gue quando regalizamos um gexperimento, um 2 sp
ments um dos eventos Al,...,AK ocorre. Ou ssja. Al"'
PP Ak
Seja Py =P(Ai] g suponha que Py permanecga

constituem uma partigac do espago amostral 2.
constante

durante as repetigdes do experimento. Defina as v.a.

X oseausX

1 como segue:

k

X =

1 nimero de vezes que Ai ocorre dentre

as n repetigdes i=1,

vees Ko

do experimento,

Prove gque

PIX.=n,,eee,X,. =0, ) =
11 k "k nyen,



K
onde } n, = n. Esta € chamada distribuigaoc muiltino-
i=1
migl de probabilidades.

Justifigue as probabilidades tedricas dadas no exem-
plo 4.5 tendo em vista o sgguinte. 0 daltonismo g uma
caracteristica genética ligada ao sexo. Cada pessoa a
presenta um par de cromossomas sexuais, sendo que no
homem este par € denominado XY e, na mulher, XX.O0 dal
tonismo @ caracterizadeo por um par de gens, gque chama
remos D & d, sendo gque, no homem, D ou d so podem es-
tar localizados no cromossoma X, a0 passo que na mu-

lher podem estar localizados nos dois cromossomas X.

Xy

X X
o 4o
D} | — Normal — Normal
D *.1 d
d —» Daltonico { ¢+ d — Daltonica
HOMEM MULHER

A situagdo é a esquematizada acima e, no exemplo 4.5,
q=P(d), O<gq<i, isto &, d € o gen gue ocasiona o dal-
tonismo. Vemos gque se, na mulher, aparece 0 par BD ou
0d, a pessca € normal, ao passo gue se aparece dd, a
fessoa 6 dalténica. Suponha que a probabilidade de ho

mem ou mulher na populagdo seja 1/2. Em genética, g €

chamado fregiiencia génica do gen para daltonismo.



5 " ESTIMAGAO: PRIMEIRAS IDEIAS

Neste capitulo vamos considerar t3c somente o pro-
blema de estimar o para3mstro desconhecida, p, de uma distri
buigao binomial. Este caso particular servira para introdu-

zir alguns conceitos importantes.

5.1 = UM ESTIMADOR POR PONTO DE p

Vamos considerar o seguinte

Exemplo 5.1 - Uma amostra de n =500 pessoas ds uma cidade &
escolhida @ a cada pessoa de amostra € feita uma pergunta a
respeito de um dado problema municipal, para o gqual foi a-
presentada uma solugdo pela Prefeitura., A resposta a PETEUN
ta podera ser "SIM" (favoravel a3 solugdo) ou "NAO" (contra-
ric & solugdo). Deseja-se estimar a proporg3o de pessoas na
cidade favordvel & sclugdoc apresantada.

Como no capitule 3, definimos as v.a. X, Xz.i..;.

«rs A_ oOnde
n

1, se a i-ésima pessoa na amostra responde "“SIM",
A, w
* {0, se a i-ésima pessoa na amostra responde "NAG",



e seja p=P(sucesso), onde aqui "sucesso" significa que a

pessoca responde SIM a questdo formulada.

n
Logo, se S_ = Z X., S_ tem distribuigao binomial

nogy=qp 1 n
com parametros n e p e o problema consiste em estimar p. a
probabilidade de uma pessoa escolhida aoc acaso da populagao,
responder "SIM". E claro gue Sn representa o nimerc de pes
soas da amostra que responderam "SIM", loge um possivel es-

timador de p e

n
Sn i)=:1xi
p = = . (5.1
n n
Entac, se Sn= k, isto &, cbservamos o valor k da

v.a. Sn' obtemos p=k/n como uma estimative de p.Embora néo
vamos enfatizar esta diferenga, observe que p dade por (5.1)
€ uma v.a., a0 passo que k/n & um ndmero, istc &, um valor

da v.a. Por exempleo, se 300 pessoas responderam "SIM" a per

300

Tpg = 0-6 e dizemos que 0,6 & uma estimativa

gunta, entdo p =
da proporgaoc de pessoas na populagdo favordvel a iniciativa
da Prefeitura.

vejames algumas propriedades de p. Como E[Sn) = np

e Var[Sn} = npg, Q= 1-p, sague-se gque

E(p) = p, {5.2}

Var(p) = l‘fzﬂ - B4, (5.3)
n
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Para n fixo, a fungdo JEl==EL%%El atinge seu maxi-

mo para p=1/2, logo

1

var(p] = T

(5.4)

1/4n]—~——2*

[}
1
1
|
L
1
]
i

r

o 1/2 1 P
Figura 5.1

No exemplc dade, var(p) £ ET%EE= 0,.0005; € clarag
gue Var(p) tende a decrescer quando n aumenta. Em particu-
lar, devido a (5.3), Var(p) + 0 guando n =+ . Esta proprie-
dade, juntamente com (5.2) nos diz que p & um estimador con
sistente de p.

0 estimador p & também chamado ndo viectade,pelo fa
to de (5.2) ser valida; ela nos diz que, em média, p “"acer-
ta p", ou seja, se sscolhermos varias amostras, e para cada
uma calculamas p, a média destes valores estard proxima de
p. Esta qualidade de um estimader & desejavel, mas nde € su
ficiente, como veremos depois. Pode acontecer gque para uma
particular amostra p esteja bem distante de p.

0 estimador dado por (5.1) é chamada estimador por

ponto, pois obtemos um dnico nUimero gue escolhemos como re-



presentante do verdadeiro valor de p, que 8 desconhecido.

Exemplo 5.2 - Somente a titulo de ilustragdo, vejamos a
distribuigaoc de f num casc particular, no qual supomos p
conhecido e igual a 1/2. Considere n= 3. Portanto, 53 as-
sume os valores 0, 1, € 3 com probabilidades 1/8, 3/8, 3/5

e 1/8, respectivamente [ver capfitulo 3).

S b3
0s valoraes possiveis de p =—£L== ; sao 0, 1/3,

2/3 e 1, com probabilidades 1/8, 3/8, 3/8 e 1/8, respec-

tivamente. Da fato,

P(p=2/3) = P(S,/3=2/3) = P(S,=2) = 3/8, stc.

3/81 . 3/8+4

i/8

i/8 I
!

.4'

o
—
N
w
=
o
o
W]~
=
o)

E(s )=3/2 Ef
n

Figura 5.2
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ver figura 5.2,



5.2 - A LE! DOS GRANDES NOMEROS

No capfitulo 1 menpcionamos que uma maneirs de olhar
para a probabilidade de um svento A de maneira intuitiva &
repetir o experimento que da origem a A um certo nimero n
de vezes & contar quantas vezes, Kk, o evento A ocorre nes-
tas n repetigdes. Para n grande, % = P(A}.

Podemos formalizar esta idéia intuitiva para o ca-
so em que temos n provas de Bernoulli com probabilidade p
de sucesso. 0 fato de, para n grande, % estar sufilicientemen
ts proximo de p € posto nos seguintes termos: para qualguer
nimero €>0,

Al plee) <

ou, de modo equivalente,

k
{5

0 resultade (5.5) (ou (5.6)}) € chamado leZ dos gran

<a}.>. 1- P[l—'zp]— (5.5)
ne

des numeros para provas de Bernoulli., A prova deste resulta
do, embora simples, serd omitida. (Ver Apéndice 2).
A relagac {5.6) implica que, para todo ndmero €>0,

a P{l%-—p[<s} —+ 1, guando n -+ «,

Podemos formular a seguints gquestdo: guantas repe-
tigoes do experimento, n, devemos realizar a fim de gue k/n

difira de p de menrocs de €, com probzabilidade maior ou igual



a y? Isto &, gual deve ser o valor de n para qus tenhamos

{Js-»

<g} 2yt {5.7)

Portanto,

pli-p) . _, , . pli=p)

1_
ne? §eg?

onde & =1-y. Como ndc conhecemos p, usamos o fato gue

p(l-p) < 1/4, logo, basta tomar o nimero de prevas n tal que

n s ———, (5.8}

Exemplo 5.3 - Quantos ensalos com probabilidade p de suces-
so daevemos realizar se queremocs € =0,01 e vy =0,95? Portan-

to, gueremos n tal que

P{I% - p|<U,Gl} = 0,85.

§=1-y =0,05 portanto basta tomar n = 1 =

4+(p,05)(0,01)2

= 50,000,
Para alguns valores de € os respectivos valores de

n estde dados na tabela abelxo, para ¥y =0,85.

€ | go,01 0,05 0,1 0,2

n | 50.000 2.000 S00 125

Estes valores de n sdo desnecessariamente grandes. utilizan

do a aproximag@o normal, sabsemos qus

p{-2/npqsk-nps2v¥npql = 0,95, (5.9)



lembrando que o nimerc esperado de sucessous € np e o desvio
padrao é ¥Ynpq.

Portanto,
P{|k/n-p[s2v¥Tpql/n} = 0,95

e chamando €= 2¥(pg)/n, vemos que n = 42? . Novamente., como
€

pg £1/4, basta tomar n = 1/€?, no méximo. Obtemos a nova ta-

bela abaixo.

€ | 0,01 0,05 0,1 0,2

n | 10.000 400 100 25

Exemplo 5.4 - A proporgdo de fumantes de uma dada populagdo
€ p, desconhecida. Queremos determinar p com um erro de, no
maximo, 0,05. Qual deveria ser o tamanho da amostra n, a ser

escolhida com reposigao, se vy = 0,85% Devemos ter
P{I%-—p|$0,05} = P{ISn-anSU,OSn} v,

ocnde Sn= namero de fumantes na amostra. Portanto, devemos

ter n =400.

5.3 - ESTIMACAO DE p POR INTERVALO

Vamos considerar, agora, o caso em que gueremos
construir um Zntervalo de confianga para p, isto &, um in-

tervalo [3.53 que contenha p com uma dada probabilidads,cha



mada c¢coeficiente de confianga., Fixado este coeficiente, Y,

devemos ter que a P{pspspl} = y.
S -np

n
¥npg

te normal padrao. Chamando Y este quocients, temos que

Sabemos que tem distribuigdo aproximadamen-

§,/n-p P -p
Y = = - N(D,1) (5.10])
Yipgl/n Y(pgl/n

Assim, se ¥ =0,95, temos, consultando a tabela 2
P{-1,865Y<1,96} = 0,95,

ou seja,

P{- 1,96 «s——P_< 1,98} = 0,95.
YTpgl7n

Portanto, com probablilidade 0,85 temos gue

-1,96¥{pyl/n <p-p< 1,96¥(pqgl/n,

- do gque segue

p-1,96¢Y(pg)l/nsp=<p+1,f6Y{pg)/n. (5.11)
Novamente, como nao conhecemos p, usamos o© fato

gue pg £1/4, logo ¥{pgl/n s1l/vY4n, obtendo-se

5_ 1198/'4“ < P s 6“' 1,98/'4 . [5-12]

Dizemos que [p~1,96/Y4n,p+1,96/Y4n] & um intervalo

de cenfianga para p com coeficiente de confianga de 95%.



Exemplo 5.5 ~ Numa pesquisa de mercado, n = 400 psssoas fo-
ram entrevistadas sobre um determinado produto & 50% destas
pessoas preferiram a marca A. Aqui, p =0,6, e um intervalo

de confianga para p, com ¥ = 0,95 sera

0,6+ (1,96) ——~ = 0,6+ 0,049,

¥1.600

ou seja, [p,pl = [0,551; 0,649].

Para um coeficiente de confianga gualquer ¥y, temos

que (5.12) fica
p - y0/¢4n S p S p+ yp/vén, {5.13)

onde y, @ obtido da tabela 2 tal que P{-yD <Y Syn} = y, Es-
te intervalo & chamado pelos estatisticos de conservativo,
pois se p pao for igual a 1/2 e estiver proximo de 0 ou de
1, entao (5.13) fornece um intervalo de amplitude desneces-
sariamente grande, pois substituimos pg pelo valer maximeo
1/4, A memos que Pp=1/2, podemos usar o intervalo do exem-

plo a seguir.

Exemplo 5.6 - ("Enfoque otimista”). Supcnha que em n = 400
provas obtemos k = 80 sucessos. Vamos obter um intervalo de
conflanga para p com Y =0,90, Para tanto, usamos p{ como es

timador de pg e entao (5.11) fica (com yy no lugar de 1,86)

P -yDJ(pq]/n Sps<p +y0¢ipqi/n. (5.14)
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No nosso caso, p = k/n = 80/400 = 0,2 a § = 1- k/n = 0,8.

Portanto, o intervalo sera

0,2%(1,645}¥((0,2)(0,8))/400 = 0,2% 0,033,

isto &,
[p.pl = [0,187; 0,2331.
Usando‘t5.13) obtemos
0,2%(1,645)/40 = D,2+0,041.
ou seja, (p,pl = [0,158; 0,241].

Dbserve que o primeiro intervale tem amplitude me-

nor gue o segundo.

Qutra observagdoc importante & a saguinte. Usando
{(5.13), para um Yy fixo, os intervalos gque podemos cbter em
sucessivas amostras terao todos a mesma amplituds, dada por
ZyB/JZF. Por outro lado, usando-se (5.14}, a amplitude do
intervalo sera ZyUJTE§T7F. gue é varidvel de amostra para 3
mostra, pois p (e consequUentemante g) variara de amostra pa

ra amostra.

Em gualquer caso, a intarpretagdo do que seja um
intervalo de confianga para p cam coeficisnts de confilanga
Y € & seguinte: construindo 100 intervalos, correspondentes

a 100 amostras de tamanho n, 100Y% deles conterdo o valor p
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Graficamente, terfamos a situagao da figura 5.3, supondo in

tervalos dados por (5.13), isto &, de amplitudes constantes

N>V~ LrOI >
= N W ae o om

+

Figura 5.3

PROBLEMAS PARA 0 CAPITULGD &

Obtenha a distribuigao de § = Sn/n, quando p= 0,2 e
n=5, Obtenha E(f} e var(pl.

Deseja-se usar p como estimador de p, com probabilida
de 0,975, ou mais, que p difira 0,05 de p. Quio gran-
de deve ser n?

Encontre o maximo para Var(p) quando n =10, 25, 100 e
400,

Encontre os intervalos de confianga para p se k/n=0,3

com coeficiente de confianga 95%. Utilize os deis enfo
quas, conservativo e cotimista.

Utilizando a relagac (5.13) do texto, encontre um in-
tervalo de confianga para p, sabendo-se que n = 100,

B = 0,6 @ que a amplitude do intervalo deve ser igual
ad= 0,0896.



5.6 - Deé uma interpretacgdo grafica analoga & da figura 5.3,

para intervalos dados por (5.14).

Uma amostra casual de 625 donas de casa revela gque 70
por cento delas preferem a marca X de detergente.lons
truir um intervalo de confianga para p, a propercao
da populagado de donas de casa que preferem a marca X,
com coeficiente de conflanga de 95%.

Suponha que X seja uma v.a. com madia | e variancia

62, finitas. Se ¢ & um nimero positive, sntao

P(|X-u|>co) = 1/c2. (*)

Utilizando esta desigualdade, prove a Lel dos Grandes
Nimeros (5.5). A desigualdade (*} & chamada Desigual-
dade de Chebyshev.

Suponha que X tenha distribuigao

x | 0 | 1 l 2 | 3

p | 18 | 174 | 172 | 178

Obtanha PLIX-ul>30] e compare com o limite suparior'
dada pela desigualdade (¥*) de (5.8].



B « TESTES DE HIPOTESES: PRIMEIRAS IDEIAS

Como ne capitulo anterior, vamos considerar agui
sumente o caso de testes de hipdteses a respeitoc do parame-
tro p de uma distribuigadec binomial. Em particular, veremos
a conexdo entre intervalos de confiangs & testes de hipdte-

SEBS.

6.1 - HIPOTESE ESTATISTICA

Consideremos uma populagaec cujos elementos podem
ser classificados segunde dois atributos somente, que chamg
remos "sucesso” e "fracasso”. Por sxemplo, podemos ter N ob
jetos, dos quals alguns sdo defeituosos e os restantes nao
defeituosos. Se designarmos por p a proporcgao de suUcessos
na populagao, entdoc o objetivo & fazer algum tipo de infe-
réncia sobre p. Vimos, no capfitule 5, como estimar p. Neste
capitulo, estamos interessados em testar alguma hipdtese s0
bre p. Entenderemos por hipdtese estatistica a qualquer a-
firmagéo que se faga sobre o parametro desconhecido p. Ba-
seados em uma gmostra da populagdo vamos estabelecer uma re

gra de deeisde, segundo a gual rejeitaremos ou aceitaremos



a hipdtese proposta. Uma tal regra de decisdoc & chamada tes
te.

Acima usamos vagamente os termos populagd3oc e amos-
tra, se bem que no capitulo 1 (ver exercicics}) introduzimos
Ja algumas nogdes sabre amostras.

Entenderemos por populagado a gqualquer conjunto da
observagodoes, enquanto gue uma amostra & gqualquer subcanjun-
to prdprioc da populagao., Por exemplo:

1) todos os possiveis langamentos de uma moeda consti-
tuem uma populagdo, enquanto gque cinco langamentos
desta moeda constituem uma amostra;

2) as alturas de todos os estudantes de uma escola cons
tituem uma populagdo; as alturas dos estudantes de u
ma particular classe da escola constituem uma amos-
tra;

3) os artigos produzidos por uma certa maguina em um da
do dia constituem uma populegdo; se escolhermos dez
desses artigos para inspeg¢do, teremos uma amostra de
tamanho dez,

Somente consideraremos amostras aleatdrias, tal co
mo fol definida no capftule 1 {(problema 1.13). Note que no
exemplo 2 acima nio temos uma amostira alsatdria.

Escolhida uma amostra de tamanho n, definimes a v.

a. X = numaro de sucessos na amostra e consideramas



p = , (6.1)

gue sera a proporgad de sucessos na amostra.
Basicamente, nossa regra de decisao utilizarda p pa
ra decidir sobre a rejeicdoc ou nde rejeigap da hipdtese es-

tipulada para p.

6.2 ~ TESTE DE UMA HIPOTESE PARA p

Exemplo 6.1 - Um professor aplica um teste envolvendo 10ques
tdes do tipo certo-errado. Ele quer testar a hipotese "o es

tudante esta adivinhando."”

Vamos designar por p a probabilidade do estudante
responder corretamente a uma questéo. Entao, a hipotese a
ser testada pode ser expressa na forma p=-%. E comum desig-

nar-se a hipotese formulada por H. Entdo gueremos por a pro

va

H: p = % (6.2)

0 teste de H sera baseado no *"nimero de SUCBSSOS
nas n repetigdes independentes do experimento”. Agqui, temos
n =10 repetigoes do experimento e independéncia significa
gue acertar uma questdoc ndo tem influéncia na resposta dada
a uma outra questée qualquer. O nimero de Sucessos Sera o

numero de acertos. E clarc gue, se H for verdadeira, o nims



ro de sucessos devera estar préoximo de np= IDx-% = g,

Suponha que ﬁ professor adeotes a seguinte regra de
decisdo:

:

"Se pito ou mals resposta estdo corrstas, o estudante nao
estd adivinhando, enquanto gue se menos do gue nito ques-
ties estdo corretas, o estudante est3 adivinhando.,”

Vamos indicar por X o nimeroc de respostas certas e
por S o espago amostral dos va;ores de X. Neste caso,

s = {0, 1, 2, 3, .... 8. 10},

A hipctese H sera rejeitada se observamos os valo-
res X=8, X=9 ou X=10, Estes valores cnnstitusm a chamada
regide eritica ou regido de rejeigdo do teste, gque sera in-

dicada por S SD = {8, 9, 10}. A regido de aceitagde (ou de

0t
nao rejeigdo) do teste sera 8;: 8-8, ={0, 1, 2, ..., B, 7}
Um grafico ilustrative € 0o que sepgue, onde indicamos por

pontos cheios os valores de X gue pertancem 3 regido criti-

ca.

P S S S, SO, TR, SR, B B
o 1 2 3 4% 5 & 7 8 9 10 X

D professor sabe, no sntanto, gue é possivel que
um estudante esteja adivinhando e ainda assim ele acerta B
ou mais guestdes. Isto &, H & verdadeirs, mas serd rejeita-
da. 0 professor guer, certamente, que a probabilidade deste

evento seja pequana. E facil calculd-la:



P(X=8 ou X=3 ou X=10 | p=3) =

>
10 10 10
10} (1 10Y (1), f{1o)(1) .
5 (2 g ||z 10] |2
. s§ 7
® T.0z24 " "1zs ° 0-054.

0 significade desta preobabilidade é o seguinte: se
o teste pudesse ser aplicado 128 vezes, o professor espera-
ria rejeitar H ("o aluno esta advinhando®”), 7 vezes. A pro-

babilidade

l;B & chamada nivel de significancia do teste e
sera indicada por @, Temos, acima, um teste do tipo unilate
ral (& direita, no casao) porque so0 valores "de um lado do
espago amostral” foram usados como pentos criticos.

Podemos ter testes bi-laterais, como ilustramos a

seguir.

Exemplo 6.2 - Dois quadros ds futebol estdo aguardando o
juiz langar uma moeda para ver quem dara a saida. Um dos ca
pitdes da ao juiz uma moeda. Come o arbitro tem conhecimen-
tos de testes de hipdteses e quer saber se a moeda € hones-
ta, ele val langa-la 5 vezes; ele decide que a moeda & con-
siderada viciada se sair 5 caras ou 5 coroas. Nes outros ca
sos a moeda serd considerada "honesta”.

Se p =P(cara), gueremos tastar

H: p = 172,
Aqui, s ={0,1,2,3,4,5}, Sy © {0,5} & 5, " {1,2.3,al,

senda, novamente, X =n{merc ds caras nos 5 langamentos.



0 nivel de significancia do teste &

5 .
cern s o [ )

Exemplo 6.3 - Um praticante de tiro ac alve vai comprar um
lote muito grande de munigdo e o vendasdor garante gue a por
centagem de projéteis em bom estado € 90%. No entanto,o com
prador decide fazer uma experiéncia para testar a veracida-
de da afirmagao do vendedor. Ele escolheu 10 projéteis evai
verificar guantos sdo bons. Ele decide na@e comprar o lote
se X = nimero de sucessos na amostra (numero de bons) & mui-

to pequeno. A hipdtese a ser tastada &
H: p = 0,9,

onde p = proporgao de bons projéteis no lote. Suponha gue e-
le decide manter o abaixo de 2,5%, isto &, a <0,025. Entédo,
para cbter os valores criticos (que levaraoc 3 rejeigado de H)
ele calcula algumas probabilidades:
Dado que p=10,9, temos {ver tabelas):

P(X=0) = P(X=1] = P(X=2) = P(X=3) = P(X=4) = 0

P(X=5) = 0,001

P(X=6) = 0,011

P(X=7) = 0,057.

Portanto,



P(X=0 ou X=1 ou ... ou X=5 | p=0,8) = 0,001,

P{%X=0 ou X=1 ou ... au X=6 | p=0,9) 0,012,
P{X=0 ou X=1 ou ... ou X=7 | p=0,9) = 0,069.
Portanto, a regido critica escelhida @&

Sg = {0,1,2,3,4,5,6}

pols incluinde-se o ponto 7 obtemos a > 0,025,

Se, por exemplo, o comprador encontrou 8 projeteis

bons, ele nao rejeitarad H.

6.3 - HIPOTESE ALTERNATIVA - UM OUTRO TIPO DE ERRO

Exemplo 6.4 - Retomemes o exemplo 6.1, no qual estamos tes-

tando a hipotese H: p=-%. Um valor de p maior do que % indi

card que o estudante na@o esta simplesmente adivinhando. Va-
mos fixar o aproximadamente igual a 0,05. A hipdtese H aci-
ma & comumente chamada hipdtese nula. Vimos na segao ante-

rior que P(X=8 ou X=9 ou X=10 ] p=%} = 0,054, enquanto que

-1
1.024

regido eritica S, ={8,9,10}. A probabilidade, w, de rejei-

P(X=9 pu X=10 | p=%] = z 0,01, lopgo decidimes usar a
tar uma hipdtese verdadeira, & também chamada probabilidade
do erro de tipo I.

Suponha, agora, que o aluno acertou apenas 6 ques-

tdes. Entdo, ndo had razado para rejeitar H & diriamos gqus o



alune estd adivinhando. Mas, é possfvel gue ¢ aluno ndo es-
teja adivinhande (isto e, p>%] e no entanto acertou apenas
8§ questdes. Portanto, ha um outro erro que. estd envolvido
neste processo deciscorio: aceitar uma hipdtese H, sendo ela
falsa. Suponha que na realidade, p=0,8. Podemos pensaro pro

blema em termos de testar

K: p = 0,8 ’ (6.3)

Vamos calcular a probabilidade, ., de aceitar H,

quande K 8 verdadeira, para o =T%E = 0,054, ou seja, a re-

gido critica acima, Sy ={8,9,10}.

Temos [(ver tabela 1, n =10, p =0,8)

B = P(X=0 ou X=1 ou ... ou X=7 | p=0,8} =

= 0+0+0+0,001+0,006+0,026 +0,088 +0,201 0,322,

Este erro, aceiter uma hipdtese falsa, € denomlna-
do erro do tipo Il e B8 é a probabilidade do erro de tipo IL
Podemos descrever os erres gue cometemos e as deci

sdes que podemos tomar através do quadro seguinte:



DECISAD p = 0,5 p=20,8

_ erro de tipo I, pro-
ACEITAR H Decisao correta
babilidade «

erro de tipo II,pro- 5
ACEITAR K Decisao correta
babilidade B

Vamos ver o que acentece guando tentamos diminuilr
um dos erros, digamos a. Suponha que tomamos por reglao cri

tica o conjunto Sj =-{9,10}. Entéo, vimos que o' =0,01<0,054.

51 5o
’ . —r—y

0—'0—0'“—0—"0—0——'0—0'-—01—.-'—."—"——-!'
o 1 2 3 4% 5 8 7 8 8 10 X

0 valor correspondsnte da probabilidade do errc de

tipo Il sera

B' =P(X=0 ou X=1 ou...ou X=8| p=0,8) = 0,322+0,302 = 0,824.

Portanto, diminuindo @, B aumenta. Se a regido cri
tica @ sy ={7,8,9,10}, a" = 0,17 e B = 0,121 {calcule!).Po-

demos, pois, obter o guadro seguinte:

REGIAD CRITICA a B

{7.8,8,10} 0,17 0,121
{8,9,10} 0,054 0,322
{g,10} 0,01 0,624

A situagdo que ocorrs & qus, para n fixado a prio-



ri, n3o é possivel tomar a e B a nossa vontades gostariamos
gue 0 e B Tossem pequenos, mas devide ano fato acima & costu-
me fixar um valor para a; valores comumaﬁte usados para o
sdo 0,01 e 0,05,

Para efeito de ilustragan, considersmos o caso em

que o =0,054 ¢ B =0,322 (figuras 6.1 e B.2).

regido hachurada = g
n =10
p = 1/2

np = 5 = média

Fig. 6.1
regiao hachurada = 8
n =10
p = 0,8 .
np = média = 8§ F___
FZ
Z
¥
-t R S S e Fi 6.2
012345678 910 “LEe B



‘Utilizando "aproximagdes continuas” para os grafi-
cos das figuras 6.1 e 6.2 obtemos a figura 5.3, onde estao

destacades a & B.

I
;|

Figura 6.3

A justificativa de fixar o g dada pelo fato gue es
colhemos a hipotese nula gue fornece o erro de primeira es-
pécie mais grave. FPara exemplificar, suponhamos que uma va-
cina contra uma doenga val ser testada em um grupo de pes-
soas, enquanto que um grupo de controle recebe apenas soro.
Apos algum tempo verificamos guals pessoas adgquiriram a
doenga (afestados) e guals nao adquiriram {ndo afetados). 0Ob

temos uma tabela como aquels que segue.

. AFETADOS NAQD AFETADOS

recebsram n n

vacina 11 12

regceberam n n
soro 21 22




Assim, pessoas foram vacinadas e nao ficaram

M2
deentes, enquanto gue N,y Pessaas receberam apenas saro e
flcaram doentes, etc.

Suponha que queremos escolher uma das seguintes hi

poteses como hipdtese nula.

Hl: a vacina tem efeito positivo
H,: a vacina & indqua.
Se H= Hl' o erro de tipo I consiste em rejeitar Hl
sendo ela verdadeira, isto &, a vacina & eficiente, mas a

consideramos indqua.
Seg H= H2. o erro de tipo I consiste em cansiderar
a vacina eficiente, guando ela & inogua. Tomamos H, como hi

potese nula, pols o erro de I decorrents nos parsce o mais

grave.

Exemplo 6.5 - Um fabricante de dois produtos similares, A @
B, tem motivos para acreditar que pelo menos 70% dos consu-
midores prefefem A. Uma pesqulisa de mercado revelou que, em
uma amostra de 625 pesscas, 65% dos elementos preferiam A,
e 0o restante, B.

Se indicarmos por p & proporgdo (desconhecidal dos
consumidores da populagao que preferem A, podemos pensar no

problema comoc um teste da forma
H: p 2 0,7 . (6.4)

contra a alternativa



K: p < 0,7 (6.5)

Sé X designa o nimerc de consumidores na amastra

gque preferem A, entdc rejeitaremos H para "valeres pegque-
nos” de X.

Em termos de p = -é—, podemos dizer que rejeitare-

mos H se o valor obssrvado de p for menor que um certo ﬁc.

tal que
P(p <5ci H verdadeira) = a, (6.8)

o sendo o nivel de significancia do teste.

A probabilidade P(f < | H) envolve o conhecimento
da distribuiggo de p. No exemplo 5.2, do capitulo anterior,
vimos a distribuigaoc de p para o caso particular de n=3 e
p=1/2. Aqui, ndo seria pratico obter a distribuigae de P,
guando H verdadeira, pois n & grande & p pode assumir qual-
quser valor maior ou igual a 0,7.

Felizmente, &8 possivel obter um teste aproximado,
utilizando-se ums aproximag3o para a distribuigaoc de H,quan
do n @ grands.

Nao tergmns ccasiao de tratar deste problema nes-
tas notas, mas o exemplo serve para ilustrar a importancia
de obtermos o gque chamamos a distribuigdo amostral de um es
timador, no caso f. Desta maneira podemos obter o valor cri
tico, 5c' e consegientemente, a regido critica do teste. Ve

remos algumas nogoes sobre este assunto no proximoc capitula:



Os exemplos vistos até agora sugerem os seguintes

tipos de testes que podemos encontrar:

H: p=1/2
Exemplo 6.1:

K: p>»1/2

H: p=1/2
Exemplo B6.2:

K: p®l1/2

H: p=0.,8
Exemplo 6.3:

K: p<6,9

H: p20,7
Exemplo 6.5:

K: p<0,7

De um modo bastante geral temos as 3 situagdes se-

guintes:

H: p 5 Pg

1] {6.7)
K: p > Pg
H: p 2 Po

2) (6.8)
K: p < pD
H' p = po

3} (6.9)
K: p = Py

6.4 - RELAQRO ENTRE INTERVALO DE CONFIANCA E TESTE DE HIP(~
TESES

Podemos testar hipoteses referentes ao parametro p




de uma binomial utilizando determinados gréficog ja prontos,
para diversos valores de p, diversos valores de n e diver-
sos niveis de significadncia. Vejamos como tais gréficos sao
construfdos.

Para fixar ideias, seja n =10 & suponha que guere-
mos testar H: p =Pg contra K: p= Pge de modo que temos um
teste bilateral. Vamos fixar os niveis das regides criticas
e @., menores ou iguais a 0,025 (2,5%). Vamos

1 2
tomar, para valores de p,. 0,1; 0,2; 0,3; ...; 0,9; 1.

laterais, o

0 grafico da figura 6.4 ilustra, para cada po. as
valores criticos como pontos cheios e os restantss como cir

culos abertos.

p.
1,0 ¢9—¢—8—0—0—0—0—0—0—¢

0,9 ® & o ® & & O O O
0,8 e ¢ & & O O 0O 0 O
0,7 e & & O O O O O ©
0,6 ¢ ¢ 0 O O ©0 O O ©
0,5 ® 0 0 0 O O © O @
0,4 O ¢ 0 0 0 o0 0 e &
0,3 O 0 0 0 0 0 & e @
0,2 0O 0 0O 0 0O e 8 & @
0,1 C 0 0O e @ & ¥ e @
——— A — A ——0—0—8 X

0 1 2 3 & 5 6 7 8 9 10

Figura 6.4



Por exemplo, para Py =0,4,
P(X=0) = 0,008, menor do que 0,025,
enquanteo que
P(X=0 ou X=1) = 0,006+ 0,0403 = 0,0409,

gue € maior que 0,025. Portanto, a regido ocritica 2 esguer-
da & {0}.

Analogamente,

P{X=8 ou X=89 ou X=10J)=0,0108+0,0016+0,0001 = 0,0123,
menor do que 0,025, mas
P(X=7 ou X=8 ou X=9 ocu X=10) = 0,0425+0,0123 = 0,0548.

gue & maior do que 0,025, logo a regldoc critica a direita é
{8, 8, 10},

De modo analogo obtéemos as demails regides criticas.

Se obtemos X=2 sucessos, basta olhar a coluna cor-
respondante a X=2 8 a linha correspondente a p=0;4; encon-
tramos um ¢irculo aberto, portantoc aceitamos H.

Mas se gueremos testar H: p=0,25 versus K:p=20,25
n3o podsmos usar este guadro.

Teriamos que acrescentar neovos valorss de p; mas
podemos ter dma idéia do gque val acontecer; para um dado va
lor de X, olhando a coluna correspondente, de baixo para ci
ma, notaremos a seqiuencia: pontos cheios — ziculos — pontos

cheios, de modo que podemos saber, aproximadaments, para



quais valores de p rejeitaremos H e para guais valores de p

aceitaremos H, para aguele dado X.

Para n =10 elementos amostrais obtemos o grafico
da figura 6.5, com nivel de significancia menor que 5%,suh5

tituindo X por X/n =p.
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Figura 6.5

Por exemplo, se8 X/n=10,6, a reta vertical passando

por 0,6 intercepta as duas curvas nos pontos A & B; os pon-



tos do segmento AB indicam aceitagdo da hipdtese p=p en-

0*
guants que pontos abaixo de A e acima de B indicam rejeigéao
de p *Pgy- Us pontos limites sdo 0,26 ¢ 0,88, de modo que re
Jeitamos H: p =Py contra K: p ipo para p<0,26 e p> 0,88 e
acaitamos H para 0,26 <ps 0,88,

Por outro lado, se queremos testar H: p=0,8 con-~
tra K: p= 0,5, considere a reta horizontal passando por 0,5;
esta intercepta as duas curvas nos pontos E/E D; estes cor-
respendem os valores 6 e 0,1, & esquerda, & 0,9 ¢ 1, & di-
reita, de modo que rejeitamos H para X/n = p pertsncente a
{0; 0,1; 0,9; 1}.

A regido entre as curvas & chamada regido de con-
fianga e as curvas sdoc as curvas limites da regian,

No Apéndice 1 apresentamos regices de confianga pa
ra alguns valores de p e para o < 5% g ¢ < 10%.

Voltemos ao casc n =10 acima e o < 0,05.3uponha que
uvbtemos p=0,8, Entdo, o intervalo encontrado acima, [0,26;
0,88] sera um intervalo de confianga para P, com coceficien-
te confianga de pelo mencs 0,95. Este intervale correspon-
de 3 regido de aceitagdo da hipdtese, ao nivel de 0,05. Is-
to 6, se obtemos §i = 0,6, nés ndo rejeitaremos a hipGtese
H: p =pu. para 0,26<sp =<0,88.

Oe modo geral, a regiac de aceitacdo de um teste

do tipo acima, de nivel a, cdrrasponda a'um intervaelo de

conflanga para p, com cosficisnte de confianga y=1- a,
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6.5 - UMA APLICACAO: TESTE DO SINAL

Exemplo 6.6 - Dois fertilizantes A e B sho comparados esco-
lhendo-se 10 pares de canteiros de testes semaslhantes e a-
plicando-se A a um canteiro de cada par s B ao outro cantei
ro. As produgies obtidas estdo abaixo. A questdo de interes
sg &: podemos conclulr que a produgac decorrente do uso de
A & maior do que a produgdo decorrente do uso de B? fsstas

produgdes serdo indicadas tambem por A e 8).

A 20 19 23 17 18 20 24 19 21 19

B 18 16 21 20 17 18 20 18 23 20
SINAL

DE + + + - + + + + - -
A-B

i Vemos gque a diferenga A-B & positiva para 7 dentre

10 pares de canteires; ou seja, em 7 pares des canteiros, a

produgdo decorrente da aplicagao de A @ molor do gue a pro-
dugdo decorrente do uso de B,

Se ndo ha diferenga entre as produgdes de A & B pg

demos pensar no problema como um experimento binomial cam

n=10 e p =1/2, onde p =P(A-B >0) (justifique a independén-

cia necessaria ao modelo binomial).

Se X indica o ndmero de sinais "+", temos qua
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Podemos, pols, testar

H: p = 0,5
contra
K: p > 0,5.
Estamos utilizando ume regido critica 3 direita por
que temos alguma razao para esperar mais sinais "+" do que
sinais "-".

Suponha a = 0,025 para podermos utilizar o grafico
do Apendice 1. A reta horizontal por p=0.,5 intercepta a re
ta vertical por p= 0,7 dentro da regido de confianga, por-

tanto nac rejeitamos H.

o

p=0,7

Portanto, podemos concluir gue rejeitamos a ideila
de uma diferenga substancial na produgao a favor do fertili
zante A. Se nao tivéssemos, baseados nos dados, razao para

esperar maior ndmers de "+" do que "-" poderfames utilizar
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um teste bi-lateral, isto &, considerar

H: p = 0.5
contra
K: p # 0,5,
Ainda assim ndoc rejeitariamos H ao nivel de 5%.(Vs
rifique).

Observe que, para o caso de regido critica & direi

ta (@<2,5%) os valores criticos sdo X=9 ou X=10, ao passo

que para regido critica bi-lateral (o <5%) os valores criti

cos sao X=0 ou X=1 ou X=9 ou X=10.

PROBLEMAS PARA O CAPTTULD 6

6.1 - Temos gue tomar uma decisdo sobre se uma moeda &8 vi-

ciada ou ndo baseados em 6 langamentos da moeda.A mog
da serd considerada viciada se o resultado for:

a) 0 ou B caras;

b) 0 caras;

c) 6 caras.
Construa os testes correspondentes, especificando: as
hipotesas H & K, a regiao critica, a regido de aceita

gao, o grafico da regiao critica s o valor de co.

Para o=0,02, encontre o valor de B no problema ante

rior.

Utilizando a figura 6.4 resolva:
a) encentrar os valores para os quals H: p= 0,8 & re-
jeitada, usando um teste bi-lateral;

bl mesma guastao de (a}, usando um teste uni-lataral;
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c} a amestra de 10 elementos contém 4 sucessos; guais
hipoteses nao sdo rejeitadas,num teste bi-lateral?
d) em uma amostra da tamanho 10, X=6; quais hipdteses
5§80 rejeitadas? Use: teste uni-lateral 3 ssquerda;

teste uni-lateral a direita; teste bi-lateral.

Em uma populagdo temos p =0,45., Uma amostra com X s 1
ou X 2 9 supostamente contradiz p =0,45. Qual a praoba
bilidade de rejeitar p = 0,457

Queremos testar H: p= 1, Se n=10 e X=9, a hipotese

& rejeitada? Se H: p=0, n=10 e X=0, a hipdtese & Te

jeitada?

Utilizando a figura 6.5, n =10, resolva:

a) qusl a regido critice de um teste bi-~lateral para
H: p=0,42? e para H: p=10,767?

b)] para um teste uni-lateral a direita, quais valores

de p sao rejeitados se p=0,3? e se p=20,87

Um estudo & feito para determinar a proporgdo de fami
lias em uma comunidade que tam telsfone. Uma amostra
de 10 famfiias & escolhida ao acaso e 8 t8m telefone.
Se a £ 0,05, gual a conclusao pode ser tirada sobre a

populagao?

Um médico examina aumentos na pressao sangufinea usan-

uma certa droga. Ele mede a pressao de 20 homens an-

HOMENS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ANTES 1211130127 )1251140(1211132{135(124 13§

DEPOIS 1231127|132|1327135|1221138|176(127(138

HOMENS 11 (12 |13 |14 | 45 | 16 |17 {18 [ 19 | 20

ANTES 1271116811312 1120112812311281133 (141|124

DEPOIS }13511201129;123)1271128(122|134{1421126
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tes e depois de administrar a droga. A tabela na pégi
na anterior fornece os resultados. Existe razao sufi-
ciente para concluir que a pressao sanguinea em ho-

mens aumenta com o uso da droga? %= 5%,

Encontre o numero de sucessos, am uma amostra de 10,
para o qual p=0,2 e p=0,7 sao ambos rejeitados usan

do um teste bi-lateral. Tome a<£5% s o= 10%.

Suponha que estamos testando H: p =0,5 contra a alter
nativa-K: p=0,5. Suponha que para uma amostra de ta-
manha n = 10, decidimos pela regide critica
Sg = {0,1,2,8,9,10}.

Determine o nivel de significancia, a. Denomina-se pg
der do teste a probabilidade de rejeitar a hipotese H
quando ela & falsa. Assim, para p=0,8, o poder &
P{X=0 ou X=1 ou X=2 ou X=8 ou X=8 ou X=10]| p=0,8}.
Calcule o poder para p=0,2, p=0,4, P =0,B8, p=20,8.
Faga um grafico da fungaoc obtida (chamada fungac po-
der do teste). Qual o poder do teste para p= 0,57

Para testar se um dado & honesto, ele & langado 1.000
vezes e & considerado viciado se nlimeros pares ocorrg
rem mals do que 510 ou menos do que 480 vezes. Qual o
nivel de significadncia do teste? Se a probabilidade

de ocorrer numero par & 0,51, gual o poder do teste?
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7- DISTRIBUIGOES AMOSTRAIS

Frisamos, no capitulo anterior, a importancia de
se obter aquilo que denominamos digtribuiqéo amostral de um
estimador, pois dela necessitamos para efetuar testes de hi
hipoteses. Neste capitulo iremes introduzir algumas nogdes
sobre este assunto. Em particular, estudaremos com algum

permenor a distribuigaoc amostral da média amostral.

7.1 - ESTATISTICAS

Ja temos ideia do gque seja uma aﬁostra aleatdria.
Suponha gque X represente uma caracteristica de interessse de
uma dada. pocpulagao. Por exemplo, podemos estar intersssados
na distribuigdo das medidas das alturas dos individuos de u
ma dada cidade. Dizemos que a distribuigdo de X & a distri-
buigdc da populagdo. Normalmente ndoc temos conhaecimsnto des
ta distribuigdo, Para tarmos uma idéia da forma desta dis-
tribuigdo, bem como estimarmos alguns pardmetros da mesma,
extraimos uma amostra aleatoria de X.

Suponha que os valoras da varidvel X nos elementos
X Escolhendo-se uma amos-

da populagao sejam X AR §

1 "2 N*

tra de tamanho n, podemos obter valores repetidos; suponha




- 106 -

gue obtemos ny valores iguais a Xl. n, valores iguais a XZ.
crea Ny valores lguais a XN‘ onde n1+n2+...+nN = N.
Obtemos a chamada distribuigdo de freqiiéncias dos

valores observados:

FREQUENCIA | ny 1 n, I - | ny l e l ny

VALOR DE X | X1 | X, | .. | Xy | . ] Xy

Definimos,entdo, a média amostral

N .
§lnix1 . N
N -5 Z n,x, « {(7.11

i=1
n
gl 1

X = -1

i
Observe a correspondéncia sntre a distribuigac de
freqiidncias acima e a distribuigdc de probabilidades da V.

\
a. X,

X X, | X, I ws l Xy | - | Xy

PROB. | By | Py | e | By | e | By

E(X) = [ x.py (7.2)

Podemos, também, definir. a variancia amoatral

% X)?

(X,=-X)%+*n

’ 121 i i

5% = . (7.3)

n-1
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que corresponde a variadncia de X,

N
Var(x) = } (x,-E(X3)2+p
i=1

i. {7!4]
Dizemos gue X & S? s3o estatisticas, isto &, fun-
gGes dos valores amostrais. Os valores correspondentes da
populagdo sdo chamados pardmetros, como E(X) e Var(X).
Vamos indicer uma amestra de tamanho n por {X

1
..,Xn): como Xl,X

grer e Xy sd0 observagGes da mesma varidvel
X, dizemos que Xl""'xn tém a mesma distribuicdo gue X; e
sdo, além disso, indepandantes, devido ac fato de termos u-
ma amostra aleatdria (com reposigdo). Uma estatistica, T, se
rd uma fungido de XpsoensX 0 T = f(Xl.....xn]. Considere X,
por exemplo. Para diversas amostras escolhidas obteremos di
versos valores de X; esta sera fambém uma varidvel aleatd-

ria. D mesmo acontece com S$2. Outras sstatisticas que podem

ser consideradas sdao:

W = Xn-Xl:

Y1 = maxtxl,...,xn]: o matlor valor da amostra

amplitude total da amostra

Yn = min(xl....,XnJ: 0 mgnor valor da amostra.

Y, e Y  sdo duas estatisticas de ordem; suponha
que ordenemos a amostra obtida:
Yl = min[xi,....xn}

Y, = sagunda maior em ordem crescents

LR ]

Yn = maxtxl,...,xn].
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Entao, Y1 SY2 < .. sYn sAp as estatisticas de or-

dem da amostra txl,...,Xn]. Uma particular e importante es-
tatistica de ordem é a mediana, denctada por Yi/2¢ Ordena-

dds os valores amostrais, Y1/2 8 o valor central se n & im-

par e & a média aritmética dos dois valores centrais se n 8

par.

Exemplo 7.1 - Os valores obtidos em uma amostra (Xl,....XS)
foram:

X.=7, X =12, %x.=5 (lembre-se gue os valores de

1 =5, x,.=8,

2 3 X4

uma v.a. 530 denotados por letras mindsculas).

5

Entao:

X = H7 + 5+ 8+ 12+ 5) = 7,4,

s = %to.42+z,4=+o,sz'+4.sz+2.421 = 8,3,

As egstatisticas de ordem sdo:

1 2 3 1/2 4 5
Se Y1f5, Y2=8, Y3=12, Y4=13; Y5=15 e YB=lS, a mediana seria
12+13 _
Y1/2 — = 12,5,

Como toda estatf{stica & uma v.a, tem sentido emcon
siderar a distribuigdo desta estatistica, bem como conside-
rar a média ou a variancia dela.

Consideremos, em especial, X. Supenha que a "popu-

lagéo”, istoc &, & v.a., X, tem média E(X) =1u e variincia
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Var(X) = o?. Quando consideramos E(X) e Var{X), sera que ha
alguma relagdo entre estes valores e 1, 02?7 Isto 8 o que ve

remos na proxima secgao.

7.2 - DISTRIBUIGOES AMOSTRAIS

Denominaremos distribuigdo amostral 3 distribuigdo
de uma estatistica determinada a partir de uma amostra. Pa-
ra efeito de ilustragdo, consideremos uma populagdo de tama
nhe N=3 @& a v.a., X tendo os valores 1, 2 e 3 sobre os ale-
mentos desta populagdo.

A media da populagdo @&

o= E(X) = _11%12_ = 2
8 a varidncia da populagédo &
Tix, -u)?
2 . )2 s -1 .2,
gc = E(X-u) 3 - 3 0,667.
X X-n (X-ul?
1 -1 1 u =2
2 D 0 o = 2/3 = 0,667
3 1 1 o = (,8186.
B a 2

Retiramos todas as possiveis amostras (com reposi-

¢ao) da tamanho n =2, O nimerc de amostras serd N" =32 =29 g
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crada amostra tem a mesma probabilidade, %. de ser salecio-
nada. Obtemos o quadro seguinte.
| VALORES g 2
AMODSTRA AMOSTRAIS PROBABILIDADE X S s
1 (1,13 1/9 1,0 0 L]
2 (1,2) 1/8 1,5 0,5 8,71
3 (1,3) 1/9 2,0 2,0 1,41
4 (2,1} 1/9 1,5 0,5 0,71
5 (2,2} 1/9 2,0 0 t]
g (2,3} 1/9 2,5 0,5 0,71
7 (3,1) 1/8 2,0 2,0 1,41
& (3,2) /9 2,5 0.5 0,71
9 {(3.3) 1/9 3,0 (& it
18,0 6,0 5,66

Por exemplo, para a amostra (1,3}, x = 5 =2, en-
2 a2
quante s? = £172) ;[3 2)” . 1;1 = 2 (n-1=1).
A distribuigdo amostral de X serd, entéo:
X | 1,0 1 1,5 | 2,0 I 2,5 | 3,0
p | 1se | 270 | asa | 279 | 179
Portanto,
2 1 2 3 2 1_18 _ .
E(X) 1X-9-+(1,5]X§+2X§+[2,5]X§+3X§ g = 2 u,

enquanto gue

E(X2) = 1x%+[2,25}x%+4x%+[8,25]x%+9x% = 4,333,
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do que segus

var(X) = 4,333 - 2% - p,333,
E facil ver que Var(X) = Vaﬁ:XJ 0'267.
Entao:
E(X) = 2 = p
(7.53
- oc?
Var{X} = 0,333 = —
n
Da mesma forma obtemos a distribuigdo amostral da
52
s? | 0 I 0,5 1 2,0
n | 3/9 | as8 | 279

e a distribuigdo amostral de

s I 0

5 (o desvio padrdc amostrall,

[0,71 |1,41

p l 3/9

E féAcil ver que

6.0 _
9

E(52) =

mas

5,66
9

E(S) =

Vamos comparar as distribuigdes de X e de X; obser

ve gue ambas possuem a mesma

0,628 = ¢g =

| 278 | 279

0,818,

media, 2, mas as varidncias so
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_ 2
diferentes: Var(X) = ¢*> = 0,667, enquanto que Var(X]) = 9; =

= 0,333 (figura 7.1).

1/3 1/3+4

1/91 1/94

-+ »

¢ 1 2 3 X 0 1 2 3 x
Figura 7.1

Quanto maior for o tamanho da amostra, n, menor sg

Var[X]' Is
n

ra3 a varidncia de X, devido ao fato gue Var(X) =
to indica gue a distribuigéo de X ser3 mails concentrada ao
raedor de sua média, E(X)}. A figura 7.2 ilustra este fato.pa

ra o caso em que X tem distribuigdo normal N[p,ozl.

4 A

i ]

v

b d

- x E(X)=p x
Populagao n=2
E(RY=p #3 E{R)=U "%
n=5 n=30

Figura 7.2
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Outra observagdo dque podemos Fézer do gue foi ex-
posto & que E(X) =p & E(S?) = 0%, Estas relagfes sac validas
em geral e ndc s4 para o exempleo visto. Mas E(S)#¢. Dize-
mos que X e Sz.séo estimadores ndo vietados de p e o2, res-
pectivamerte, ao passo que S & um estimador vieciado de o,

Voltaremos a este assunto no capltule seguinte.

- _ 2
Para demonstrar que E(X) =u e Var(X) =%T 3 relatdi-

vamente fdcil, bastande utilizar as propriedades da média e
da variancia:; a demonstracdo de que E(S%) =¢? & um pouco
mails trabalhosa. Ver exercicilos.

Para as figuras 7.2, no casoc em que X & normal,per
cebe-se claraments que a distribuigdo de X também & normal;
este € um resultado importante e decorre da segulnte pro¥

priedade reprodutiva da normal: sa X, 6 uma v.a. NCu,, o)

e X, & uma v,a. N(uz,q;J, com X, e X, independentes, entdo

A 2,2
X1 +x2 Sera uma v.a. N(u1+u2.01102). Esta propriedade esten

de-se a um ndmero finito de v.a. normais independentes, bem

como para uma combinagdo linear de v.a. normais indepsnden-

-1 1,
tes. Em particular, como X-H X1+...+n Xn, se Xl, prres Xn

sdo normais, segue-se gue X sera normal. Um fato importante

X

€ o seguinte. Mesmo que a populagdoc ndo seja normal, & madi
da que n cresce, a distribuigdo de X vai-se aproximando de
uma normal.

Ne exemplo dado, a populagdo €& uniforme sobre os in

teiros 1, 2 e 3 & mesmo para n=2 ja vemos que a distribui-
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80 de X tem uma forma que lembra a normal (figura 7.3],

I

[ L
N d=cens
[
b
N e = ==

0 = -

Figura 7.3

As figuras 7.4 ddo uma idéia do que acontece quan-
do n cresce, partindo de uma populagdo que tem distribuigdo

do tipo acima, isto &, "uniforme” num certo intervalo.

{s 4L
| ——
| |
i 1 > -+ .
X n=2 X
+ 4
n=5 x n=30 X
Figura 7.4

A Justificestiva tedrica do gue ocorre & baseada no

gue & chamado o Teorema do Limite Central. Quando aproxima-
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mos uma distribuigdoc binomial per uma normal, estamos utili
zando um casc especial deste teorema. Este teorema afirma o
seguinte: se Xl. Xos seas Xn sdo v.a. Independentes, com u-

ma distribuigdo comum, de média M e varidncia o2, entdo av.

a .

Sn = x1+ X2 ..t xn (7.7)

€ tal que, para cada valor fixo z e para n-wo,

Sn-nu
o’n

P 22| —+ P(Z22), (7.8)

onde Z & a v.a. N(0,1). Ver Apéndice 2.

Coma X = s./n vem

Sn-nu . {Sn/n]-u X-u

ovn a/vn | oI/

portante, na prética, para n grande, *—E  tem distribui-
a/vn
¢d0 aproximada normal padrdo.
Devido a sua importéncia, vamos repetir o que foil
dito a respeitc da distribuigdc amostral de X.
Fato: Sseja X uma v.a. ("populagdo”) com média E(X) = H e va-
ridncia Var(X) =o%*, Seja X a média amostral de uma a-
mostra aleatdria de tamanho n. Entdg:

{i) E(X) = qu.

(11) var(X) = g?/n.
X -y
o/vn

{1ii) Para n grande, tem, aproximadamente, distri
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buigao NI(0,1).

PROBLEMAS PARA O CAPITULO 7

Para o exemplo discutido na segdo 7.2, obtenha a dis-
tribuigdo do minimo Y, = min[Xl,le e do maximo Y, =
= max(Xl.le. Calcule E[Yl} e E[Yz}.

Prove que VYar(X) = 0%/n se a varidncia de X € g?.

Prove qus E(s?) = ¢?. Para isso esecreva

n -
(n-138? = ] (x,-X)?
1=1

e entao, Xi—i = tXi-u]-(i—u].

Considere uma populagao de tamanho N=4 e a v.a.X ten

do os valores 2, 3, 5, 6 sobre os elementos desta po-

pulagéo.

a) Calculs E{X) e Var(X).

b) Censiders amostras de tamanho n =2, com reposigdo,
da populagdc. Obtenha a distribuigdoc amostral de %,
s? e S.

Corregdo para populagdes finitas.Vimos que Var (X)=o’/n,
ae extraimos amostras com reposigdoc da populagdo. Na
pratica, utilizamos amostragem sem reposicdo. Se a po
pulagac & infinita, a féfmula acima ainda & valida,.
mas se a populagdo é finita, entdoc pode-se demonstrar

que

_ 2
Var(X) = .
n

=

“~n

2, (*)

=

sendo N o tamanho da populagdo. Se n<<N.u%§%— s 1.

Considere uma populagdc ds tamanho N =4 e os valoras

xl-u. X2-3, XawZ. X4-3. Retirse amostras de tamanho
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n=2, sem reposigdo. Obtenha a distribuigdc amostral
de X e calcule E(X) e Var{X).Verifique que E(X)=E(X}=p
e Var(X) & dada por (%),

Dada uma populagdo normal com média u=600 e desvio pa
drdo o=16, se uma amositra de tamanho n=64 & escolhi-
da, com reposigdo, desta populagdoe, calcular:

al P(X > 602} : b) PIX > 610)

c) P(602 s X < 610) d} P(IX] > 610).

Vimos que, se a populagdo & normal com média 4 e va-
riancia o2, entdo Z = {X-u)/(c/v/n) tem distribuigdo:
N(D,1). Suponha que ¢ seja desconhecido e usamos:
%12
Z(x,-K),

S = n-1

no sesu lugar. Sabemos que S & um astimador viciado de
G @ para valores pequenos de n, o quociente

X -

s/vn
nao tem distribulcao nhormal; para n grande a distrpi-
buigdo deste gquociente & aproximadaments normal. De
qualquer modo, para qualquer valor de n, a distribui-
gdo de (X-u)/(S/¥n) & conhecida como distribuigde ¢
de Student e sa parece bastante com a N(0,1), sendo

gue para n pequeno, ela aprasenta uma malor dispsrséo

gque a N(G,1).

+g[v=4)
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A distribuigaoc de t = (X-u)/(S/¥/n) depende do valor de
n e para n >30 a distribuigdo de t & praticamente nor
mal padrdo. A tabela 3 do Apéndice 1 fornece probabi-
lidades P(t> tD], para valores de V =n-1, ques € chama
do nimero de graus de liberdade.

Por exemplo, sg& n=25, v=n-1=24 @ P[t5 1,711} = 0,05

Calgular:

al n=24, P{t >1,319)
b) n=25, P(t< -2,060)
¢) n=30, P(lt]| >1,98)

d] v de tal sorte que P(t >2,473)= 0,01,

Supanha qus de uma populagadc normal com média u=100 e
variadncis desconhecida, uma amestra de tamanho n = 1B
forneceu S% = 2,25, Obter:

al P(X >105)

b) P(X <@B)

e) P(IX| > 103)
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8- IDETAS GERAIS SOBRE INFERENCIA ESTATISTICA

Para introduzir os conceitos de estimagdo e testes
de hipdteses utilizamos apenas a distribuigdo binomial: ob-
tivemos estimadores para p e testamos hipdteses relativas a
p. Vamos, agora, ver algumas nogdaes gerais, aplicéveis a um
grande nimero de situagdes. Trataremos, em particular, do

chamado principio de mdxima verossimilhancga.

8.1 - PROPRIEDADES D0OS ESTIMADORES

Vimos gue a Inferencia Estatf{stica tem per objeti-
vo fazer generalizagles sobre uma populagdo com base em da-
dos de uma amostra.

Consideremos uma amostrs (Xl, X2. caes Xn] de uma
v.a. X, gue descreve uma caracter{stica de interesse da po-
pulagéo.

Sabemos que um estimador € qualquer fungio das ob-
servagoes Xl. ey Xn. Uma estimativa é um valor particular
do estimador, para uma amostra perticular.

0 problema da estimagde &, entdo, com base em uma
amostra, determinar uma fungdoc T =f(X1, rees Xn] que seja

"proxima”"do parametro populacional de interesse.
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Podemos ter varios estimadores de um mesmo parame-
tro ©. Necessitamos, entdo, ter eritérios gque nos permitam
escolher o "melhor” estimador de . Por exemplo, a média a-
mostral X e a mediana amostral Y1/2 sdo0 dois estimadores da
média populacional u =E(X).

Seja
g =T-89 {8.13
o erro amostral. Ao valor
Ele?) = E(T-08)2 (8.2)

denominamos erre quadrdtieo médio ou risco do estimador T,
e serd indicado por R(T,8). Poderfamos, entdo, tentar deter
minar T que minimizasse o risce (8.2), para todo 8.Isto ndo
& possivel, em geral,

Se temos dois estimadores Tl e T2 do pa-
rametro 0, se R[TI.B] <R(T2.B]. para todo 6, entéo T1 seria

preferfvel a Ty Ver figura 8.1,

t riT.0)

)

+

Figura 8.1
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Mas a situagdo pode ndo ser essa, como indica a fi

gura 8.2.

IR

N

Figura 8.2
Pararalguns valores de @, R(Trel <R[T2ﬁ], aconte-
cendo o oposte para outros valores de 8.
0 gue se faz, entdo, & tentar restringir a classe
de estimadores a usar,
Uma possibilidade & considerar a classe dos estima
dores ndo viciados de 9, isto é, se T & um membro desta

classe,
E(T) = 0, (8.3)
para todo 8. Se esta condigd3o estd verificada, entédo
R(T,8) = ELT-E{T)I?, (8.4)

gque & a variancia de T. Escolher, pois, um estimador na clag
se dos estimadores nao viclades do pardmetro 8, que minimi-
za o risco, significa sscolher um estimador que minimiza a
variancia (8,4)., Se existe tal estimador, dizemos que ela &

um estimador nao vieiado de varianeia minima de 0. Para al-
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gumas situagdes & possivel encontrar o estimador nao vicia-
do de varidncia minima de um parametro 8. Mas para isso éne
cessdric recorrer a conceitos que estdec fora do alcance dag

tas notas, /

Exemplo 8.1 - X & um estimador ndo viciado da média p = E(X)

de uma v.a. X. De fato,

E{X) = E|=

=Rl
Il t~-13

! E
X = = E{X,].
b n 121 i

i=1

Como cada Xi tem a mesma distribuigdo que X, E(Xi] =u, logo

n
E(X) = % You=28-y,
i=1 H

Do mesmo modo, num experimento binomial, se X = nd-
mero de sucessas, P{sucesso) =p, p=X/n & um estimador nac
viciado de p, como jd vimos.

Vejemos, agora, um outro critério. Considere, por
exemplo, X calculado para diversos tamanhocs de amostras: ob
temos, na realidade, uma seqléncia de estimadores {En, n=1,
2,3,...}. Suponha que a v.a. X é normel N(u,o%). A distri-

_ 2
buigéo de Xn 8 N(u,%;). A medida que n cresce, a distribui-

]

cao de Xn torna-se mais concentrada ao redor de B. Ver figu

Dizemos que {in} é uma seqliéncia consistente de es
timadores de u. Formalmente, uma seqglidncia {Tn} de estimadn

res de um parametro @ & consistente se, para todo € > 0,
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LU =R S
x4

LI~ ik
1 4»

n=5 n=10
4;
E]
]
1
[
[}
L~ .
1 -+
H X
n=50
Figura 8.3
PEIT -8]>e} — 0, n»w, (8.5)

E fdcil ver gue esta condigdo estd satisfeita para
{in}. utilizando-se a desigualdade de Chebyshev, gue afirma:

se X 8 uma v.a. com E(X) =y e Var(X) =02, entdo

0.2
P{|X -u|>e} < 7 (8.5)

para todo nimero € > 0. Ver Apéndice 2.

Usando (8.6), vemas que
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Var[xn] 2

P{|X_~uj>e} = . — 0, noe, (8.7)
n £2

o que mostra que {in} é consistante.

§.2 - ESTIMADORES DE MINIMOS QUADRADOS E ESTIMADORES

DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Retomemos o exemplo 4.3, em que tfnhamos o modelo

di = Dee i I N (8.8)

il
Queremos estimar D com base nas n obsarvagdes dl..
vers d_ . GO método dos minimos quadrados consiste em  ©3C07

lher o estimador ﬁ, de D, gue minimiza a soma dos quadrados

dos erros By Coma

Bi = di‘D; i’lj.'.’nj [819]
vemos que
n n
e} = ! (d,-0)%, (8.10)
i=1 1=1

que € uma fungao de D, g(D) digames. Se queremos determinar

o minimo desta fungdo, temos

n
g'(m) = } (d,-0)(-2) = 0, (8.11)
1=1 1

do gue decorre



(w3}
"
-

(8.12)

isto &, o chamado estimador de minimos quadrados de D & a
média amostral dos d, -

Se gueremos obter um intervale de confianga para D
ou testar hipdoteses a respeito de D é necessdrio fazer algu
mas hipoteses a respeito da distribuigdo dos erros e, . Nor-
malmente, as suposigdes gue se fazem s3o:

(i) ey € uma v.a. com média O, ou & simétrica ao re-
dor de O;
(ii) 8y € uma v.,a. normal;
(i1i) a variancila de 8y & constante.
A situagdo geral &€ aquela em gus gquersesmos esstimar

um pardmetroc vetorial 6 =(91,....6r] e as observagdes satis

fazem ao modelo
Xy = g, [(8)+ ey o (8.13)

i=1,...,n.. Escolhamos o sstimar é gue minimiza

n n
2= 7 (X,-g, (8032, {8.14)
a g, (0

S B TS R

Outrc método de estimagdoc que é bastante utilizado
é o chamado método de mazima verogsimilhanpa.

0 principic de mdxima verossimilhanga afirma o se-
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guinte: devemos escolher aquele valor de 6 que maximiza a
probabilidade de obter a amostra observada, na ordem parti-

cular na qual os itens da amostra apareceram.

Exemplo 8.2 - Suponha que temos n provas de Bernoulli com
P(sucesso) = p e X = ndmero de sucessos. Devemos tomar como
gstimador aquele valor de p gue torna a amostra observada a
mais provavel de ocorrer.

Supenha que n=3 ¢ obtemos 2 sucessos & 1 fracasso

A fungao de verocssimilhanga &
L{p) = P(2 sucesspos e 1 frecasspo) = p2f{i-p) (B.15)

Maximizando esta fungao, abtemas :
L*(p) = 2pll-p} -p? = 0 = p(2-3p) = 0, do gue seguem p= 0
e p=2/3. E facil ver que o ponto de maximo € f =2/3 que @
o estimador de maxima verossimilhanga de p.

ODe modo geral, o estimador de mdxima veressimilhan

ga do pardmetreo p de uma binomial, com X sucessos em n pro-

-

va e
- X
p - (a.16)
Observe gue este € o estimador que temos usado cons
tantemente. Para se chegar ao resultadeo (8.16) observamos

que a fungdo de verossimilhanga neste caso &

Lip) = pXr1-p3"7%, (8.17)
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e gue o maximo desta fungdo ocorre no mesmo panto que
log L(p).

Portanto, sendo
2(p3 = log Lip) = x log p+ {n-x) log(i-pl,
temos

2iip) = 2 - X L g oo § e X
p P 1-p 0 e

Exemplo 8.3 - Em muitos problemas bioldgicos, tem impertan-

cia o problema da estimagan do tamanho de populagdes ani-
mais ou vegetais. Implicagdes praticas referem-ss ao contro
le de insetos e manutengao de suprimentos de alimentos.
Suponha que capturamos, marcamos e depois soltamos
r animais de uma populagdo total de N animais, sendo N des-
conhecido, Quande os animais marcades tiverem se dispersa-
do entre os ndo marcados, nds capturamos n animals (istoc €,
colhemos uma amostra de tamanho n da populacgcac de N animais)
dos quais k sdo marcadocs, Vamos supor, primeiramsente, que n
6 suficientemente pequeno, comparado com N, para que possa-
mos ignorar complicagdes com a amostragem sem reposicgdo.

A fungdo de verossimilhanga sera

LIN) = |7 ikl-f—n-k (8.18)
kj (N N : .

e tomando logaritmo,

L£(N) = constante + (n-k)logi{N-r) ~n log N.
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Se bem que N seja discreto, sera conveniente tra-

t4-1o como se fosse continuo, de modo que

(8.19)

Donde, o estimador de maxima verossimilhanga de N

sera
- rn
N e {(8.20)
Se capturamos, por exemple, 100 animais 8 os marca
mos e apaos algum tempoc efetuamos nova captura de 100 ani-

mals e vemos que 10 dentre eles sdc marcados, entdo uma es-

100x100

timativa ds N sara N = 1D

1.000 animais.

Utilizando a distribuigdo hipergeomédtrica, no caso
em gque a suposigio acima felta, sobre a relagdo entre n e N
ndo est3 satisfeita, temos que a fungdo de verossimilhancga

sara

(8.21)

Como N-r 2 n-k, vemos que podemos ter, de infcio, qus
Nz2zr +n-k.
No exemplo numérico acima, N 2180, Por exemplo, podemos tes

tar a hipdtese
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H: N £ 190
contra (8.22)
K: N » 190.
E facil ver que rejeitamos H, bastando calcular a probabili
dade de se obter 10 marcados dentre os 100 escolhidos, para
N=190, Esta probabilidade sera bem pequena. Para obter o 85
timador de mdxima verossimilhanga, neste caso, o trabalho €

mais complicado. Pods-se demonstrar gue o estimador é dade

por
§ = |ZN
N [k}' (8.23)
onde [y] indica o maior inteiroc contido sm y. No exemplo a-
cima, N = Euu¥giﬂq 1.000, gue & o mesmo sstimador obtido

antes. (Ver problamas]).,

8.3 - 0 PROBLEMA GERAL DO TESTE DE HIPOTESES

No capftulo B introduzimos as primeiras idéias so-
bre teste de hipdteses e tratamos extansivamente do caso em
gue queremos por a prova afirmagdes sobre o parametro p da
uma distribuigao binomial,

Vamos considerar os seguintes exemplos.

Exemplo 8.4 - H& uma certa variabilidade no tempo necessa-
rio para gque uma maquina complete dada tarefa.Deseja-se tes

tar a validade da afirmagao:
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*A maguina leva, em meédia, 20 minutos para efetuar a tarse-
fa".

Exemplo 8.5 - Um gerente de vendes deseja testar doils esqug
mas de prumegdo de vendas, I e II digamos. Especificamente,
ele quer testar a hipdtese:

"Ambos os ssquemas sao semelhantes, no sentido que as guan-
tidades do produto verddidas, decorrentes do uso de I e II,
sdn as mesmas.”

_Cada afirmaglo acima & uma hipdtese estatistica.Pa
ra testar cada uma delas, teremos gque usar algum precessa
ou regra de decisdn que envolva:

a) escolher uma amostra aleatoria;

b) encontrar uma estatistica conveniente;

c) usar a distribuigao amostral da estatistica para
tomar uma decisédo.

Estes trés passocs constituem um teste da hipdtese
em questao, De maneira um pouco mais formal diremes que uma
hipdtese estatf{stica & uma afirmagdo sobre o valor de um pa
rametro desconhecido da distribuigdo de uma varidvel aleatd
ria, que representa uma carac{gr?stica de interesse de uma
populagédo.

Denotando por H cada afirmagac dos exemplos cita-
dos, poderemos escraver, em uma notagdo concisa,

H:r uw =20 =8 H: Uy (8.24)

* Hype
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para os exemplos 8.4 e 8.5, respesctivamente. No primeiro ca
so, o tempo nacessario para completar a tarefa & uma v.a.cu
Je distribuigao & desconhecida, totalmente ou parcialmente,
8 | representa a média desta distribuigdo. Intarpretagao se
melhante para o segundo caso.

Chamaremos H de hipdtese nula; para cada hipotess
nula f&rmulada teremos uma hipdtese alternativa e que pode
tomar formas diferentes, dependendo do problema. Denotando-
se por K uma hipdtese alternativa, podemos ter para os exam
plos dados:

H: u = 20

Exemplo B8.4: (8.25)
K: u = 20

He My = wpqg

Exempleo 8.5: { (8,.28)

Kiup > gy
Vamos analisar detidamente o exsmplo 8.4, Aqui, o
parametro que estd sendo testado & uma média desconhecida.
0 conjunto de todos os valores possfveis de pé cha
mado o espago do pardmetiro e é indicado pela letra ©. Pode-

mos supor aqui que
@ = {u: nzo}, (8.27)

3@ que a varidvel em questado & tempo-.
Sab a hipdtess nula, W =20 e sab a hipotese alter-
nativa, 4 *20. Estas duas hipoteses, H e X, definem doissug

conjunteos de @:
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0, = {u: p =20} = {20} {(B.28)

el = 8-9, = {u: w=20}. (8.29)

Em termos dos conjuntos acima, a formulagdo (8.25)
e equivalente a

H:11600
(8.30)
K:}xGGl
Esta formulagdo de um problema de teste de hipdte-~
ses 6 a mails geral possivel e semnre pode ser feita.
Dizemos que uma hipdtetz 1 (ou K] & simples se 00
{ou 01] reduz-se a um pohto, isto &, se especifacamos com-
pletamente o valor de paradmetro. No exemplo 8.4, H: MU =20 &

* - N
]. Uma hipdtese H fou K) diz-se com-

uma hipotese simples{
posta se GD (ou 911 possui mais que um ponto. A hipdtese
K: ¢ #20 do mesmo exempla & composta.

A situacdo mais fdcil de ser estudada é quando te-

mos uma hipdtess simplss contra uma alternativa simples:

+ 8 = 6
H: 0
5 o (8.31)
K- = 1
Mo exemplo 8.4, poderfamos estar interessados em

testar a hipdtese que a média & 20, contra a alternativa gwe

(*) Estamos supondo aqui que } & o Unico parametro desconhe
cido. B
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a média e 23,
Lembremos gue ao testar uma hipdtese podemos tomar
uma decisdo errada em duas situagdes:
(1) rejeitando~se H, quando ela & verdadeira: erro
de tipo I;
(ii) aceitando-se H, quando ela é falsa: erro de ti-
po II.
Designamos por a e B, respectivamente, as probabi-
lidades de cada tipo de erra.
Para a situagao (8,31}, o quadro abaixo resume as

possibilidades que pedem ocorrer.

"ESTADO DA NATUREZA"
DECISAD

® %

decisao incorreta:

ACEITAR H decisao correta
ERRO DE TIPO I

decisac incorreta:

ACEITAR K ERRO DE TIPO II decisao correta

Por "estado da natureza” entendemos o verdadeiro
valor do parametro 0,

Vimos gque o primeiro passo para testar H contra K
€ dispor de observagfses [Xl,....xn] da populagdo. Construf-
mos, sntdo, uma fungdo de deeisao, que € uma fungdo defini-

da no espago de todas as amostras dea tamanho n {o espage a-



- 134 -

mostral} e com valores no gue chamaremos espage das agdes.
Designando-se estes espagos por S e A, respectivamente, e
por d uma tal fungao de decisdo, entdo d: S + A & uma Fun-
gdo tal que a tode ponto (xl....,xn) €S corresponda uma a-
gao a€A: a =d[X1,...,Xn].

Mo caso de um teste de hipdteses, o espago A con-
siste apenas de duas agées, a

e a digamos, com:

] 1’

ag! agao de rejeitar Hle aceitar K);
a,: agédo de rejeitar K(e aceitar H).
Portanto, A ={au.al}. 0 conjunto S ficara, automa-

ticamente, particiconade em doils subconjuntos, S. e S dis-~

0 1’

Juntos 8 complementares, tails que:

S, = conjunto de todes os pontos (xl,....xnl tais que

0
somos levados a tomar a agdo ay: rejeitar H;
S1 = conjunto de todos os pontos (Xl.....Xn] tais que
somos levados a tomar a agao a: rejeitar K;

0 conjunto S, é a regido eritica do teste,ou o con
junto (ou regido} de rejeigao da hipotese nula H.

Usualmente, o conjunto SU € determinado em termos
da estatistica usada no teste. Por esxeamplo, suponha gque va-
mos basear nossa decisdo em acsitar ou rejeitar H: u = 20,na
estatf{stica X, isto &, na média amostral. Entd3o, a regido
critica poderd ser da forma S5 % {Exl.....xnlz gzc}, ande

t @ uma constante a ser determinada convenientemente. Neste
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caso, as agdss a, ® a; seriam:

ap: rejeltar H quando X zc¢;
a,: aceitar H {rejeitar K} guando % <c.

Lambremos que, sendo impossfvel miniﬁizar ¢ e B 51
multaneamente, fixamos um valor para o e tentamos encontrar,
dentre todos os testes com nivel de significdncia a, aqueles
que minimiza B.

Qualguer procedimento que utilizemos nos levars a
encontrar uma estatistica T, que é uma fungio das observa-
goes, Tle,...,Xn), que serd utilizada no teste. Normalmen-
te, teremos que determinar um valor eritico, T,» da estat{s

tica, que nos permite escolher entre H e K. Este valor cri-

tico delimitard a regidc cri{tica, que ser3 da forma

{(xl....,xn]: T{xl....,anz Tc} {8.32)
ou

{(xl,...,xn): T[xl.....xn] <Tc} (8.33)

Exemplo 8.6 - Suponha que gqueremos testar
M: p4 = 50
contra a alternafiva
K: # < 50,
onde W é @ média de uma normai N{u,900). Suponha gque a re-
gra de decisdo seja a seguints:

"Extraida uma amostra de tamanho n = 35, rejeite H se X <ic,
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onde ic 6 o valor critico de X, determinado de tal sorte o=
= 3,025",

A regido critica serd da farma

Sg * {(xl,...,xasl: %< xc}. (8.34)

Se a populagdo & N(u,900), entdo X tem distribui

gado (distribuigdo amostral de X) normal, com média u e va-

900 _ 300

riancila = ¥

= 25, Logo,

>

g

_ X-u  R-u
o = PLX <X, | # verdadeira) = P =< H|,
X X

o =5 @ o desvio padrdo de X. Portanto,

Ec~su
a = |Y< . {(8.35}

5

onde Y tem distribuigdo normal N(0,1). Como o =0,025, a re-

lagdo (8.35) implica (ver tabela 2 e figura B8.4)

= 1,86,

ou seja, X_=40,2, Logo, as regras de decisdo ag e a, serao

aoz rejeitar H se X < 40,2;

a.: rejeitar K se X = 40,2,

1:

8.4 - 0 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANGA

Vamos considerar, nesta segd&o, apenas o0 casoem que



>
wn
[ }
x4

Figura 8.4

queremos testar uma hipdtese simples contra uma alternativa

simples, ou seia,

(8.386)

Como vimos, nds controlamos o nivel de significan-
cia, a, e tentamos minimizar a probabilidade do erre ds ti-
po II, B. Se existe uma regido critica que tenha nivel o¢ e
gue minimiza B dentre todas as regioes criticas da nivel no
maximo o, ssta serd a melhor regigo eritica de nivel w. Ob-
temos, entdoc, um melhor teste.

Suponha que temos uma amostra [xl,....xn) de uma
vi.a., X que tenha distribuigd8o dependende de um parametro 0
que pode assumir somente os valores 90 e 91. Fixemos o,
O0<a<l, Designemos por L[B;xl.....xn] a fungdo de verossimi-
lhanga correspondente & amostra xl,...,xn, isto &, a proba-

bilidads P(X1=x1,...,xn=xn). sendp gue destacamos a depen-
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1 o 1 3
¢ =P(rejeitar H|8=3) = P iglxiacte=§ = iz

HEREE
ctld 3 3
5
Se ®=0,0453, entdo C=4 e sD={(xi....éx51=i§1xi >4}
6 ss a= D,2093, entdo C=3 e S ={(x,.,...,x.): } X 23}, nmas,
Q0 1 5 1=1 i
se a=0,05, nao existe constante C e reglido critica S5 satis
fazendo as condigfes estipuladas. Na pratica, mudamos o va-
lor de o para o qual o testa'pnde ser encontrado, ou entao
usamos um procedimente chamade aleatorizagao, que permite

obter um tests de nivel exatamente igual ao valor o fixado.

Mas este assunto ndo serd discutido aqui.

Exemplo 8.8 - Suponha que gqueiramos testar

(8.43)

onde 91>60, 8 0 8 a média dasconhecida de uma normalN(&cEL

2

0 8 conhecido.

onde @
Aqui, para uma amostra de tamanho n, onds g’ sera

denotado por exp{y}.

(e ) e T — { 1(%17° }
L XassenaX = M ~—— X - =
! 1 n 1-1 Uuizﬂ exp Z Gu

n/2

1 E 2
exp{-—= (x,-91} (8.44)
2 2 1
2ma, 205 1=1

1

Portanto,
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-
o

Py 3
200

n
1 exp{"—l— } (x.-8 )2}
206 jw=] 1 1

l

—

Segue-se que AsS k & equivalente a

1
exp{-%g[Z(Gl—BD)in-t-n(e(z)-ei)]}s K,

ou
0. -6 n(e2-02)
ex]:n{——-ﬂ-—----{:l 5 1 }:xi+—---------—1 0 } < k.,
99 202
0
ou ainda,
8, -8 n(82 - 02)
[t} 1 1 0
o in+ oy £ log k.
0 0

Como 60-91<0, obtemos

2 .
(log k)oo n [31+001

Zx = + 2
i 90 31 2
isto €,
n
X Xy z C, —@EL<+00,
i=]

Portanto, a regido critica €

n
Sg " {[xl,...,xn}: leizc}

i

n
BXD{-E%T .E (xi—eO)z}
g 1=l =exp{- 1 [Z(xi—ao)z‘Z(xi"el)z]}

(8.45]

(8.46)
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S nda vicisdo e de variancia minima?

Suponha gque obtemos uma amaostra [Xl....,xn] da distri

buigdo de uma v.a. X que tem densidade

Fix) = ae ¥, x=2o0.

Obtenha o estimedor de maxima verossimilhanga de o.

A v.a., Y & ubéervada para cada um dos n niveis Xl""
"'Xn de uma variavel fixa X, estabelecendo-se 0 Se-

guinte modelo:

Yi = a +BX1 *Ey i=1,.44,0

onde ¢ @ B sdo constantses a serem determinadas e €y
sdo erros (varidvsis aleatérias). Obtenha os estimadn
res de minimos guadrados para o e £, isto 8, aqueles
valores & e B que minimizam
‘E‘ 2

(Y -a-Bx] .
121 i 1
Supcnha que os valares observados de Y, para os valo-
res X1=D. X2=1. X3=2, X4=3 8 X5-4 sao, respsectivamen-
te, Y,=-3,5, Y,=0,5, Y =1.2, Y =2,8 8 Y.=5,1. Calcule

1 2 3 4
os estimadores G e & do problema B8,5.

5

No exemplo 8.3, considere o caso Bm que temos a fun-
gao de verossimilhanga dada por (8.21)}, isto &, o mo-
delo & a distribuigdo hipergeométrica. Para se obter
o estimador de maxima verossimilhanga de N, ﬂ, congi-
dere a razao

L(N) _ {N-nl{N-r)

L(N~1} (N-n-r+kIN"

LN}
=
Veja o qua acontece guando CIN-13 < 1.

Queremos. testar H: B-GD contra a alternativa K: 9=61.

se X 8 uma v.a. discreta assumindo os valorss 0,1,2,
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3,4 e 5, Suponha que fazemos uma sd ohservagdo, Xl.Na

tabela abaixo damos as distribuigdes de X sob H e K.
X a 1 2 3 4 g

P[x=xieul 0,01{ 0,03| 0,04 0,04| 0,38| 0,50

P(szfel) 0,04 0,05|0,010(0,010| 0,40| 0,31

Fixe o nfvel de significdncia o =0,04.0etermine as pos
sfveis reglides crfiticas e o erro de tipe II, 8, assg
ciado a cada uma delas. Encontre o melhor teste de ni

vel o,
Para o exempleo 8.8, encontre o erro de tipo II, B.

Para o mesmo exemplo 8.8, determine o valor de n que
nos dé valores fixados de o e B, precisamente, o=0,05
e B=0,10.

No exemplo 8.8, vimos que o teste (8.48) € wuniforme-
mente melhor para testar H: B=BD contra K: B>BU. Supo
nha, agora, dque dperemos testar H: B=60 contra K:G*Br
Usando consideragbes de simetria, explique porque ndo
esperamos obter um melhor teste, uniformemsnte, quan-
do o valor alternative de 6 pode ser maior ou menoyr

que BU.
Determinar o tasts da razdo de verossimilhanga para
testar
H: A = AU
. - <
K: A Al AO
onde A 8 a média desconhecida de uma distribuicdoc de

Paisson,

o 2erk
ki

Aplique o resultado para AU=S, A1-4.B.

PlX=k]) = ke0,1,2,0044
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TABELA 2 - AREAS 50B A CURVA NORMAL PADRAO

Exemplo: P(Z>1,2) =

0,5-0,38483 = 0,11507
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TABELA 3 - AREAS SOB A DENSIDADE %
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TABELA 4 - PROBABILIDADES DE POISSON
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REGIGES DE CONFIANGA PARA p(x < 0,05)
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APENDICE 2

A.2.1 - DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

Seja X uma v.a. com E(X)=py e Var(X) = g2 finita.En
tdo, para todo k> ¢, temos

Var(X)
AL LER

PC[X-n|2k) s -

tA.2.1)

DEMONSTRACAQ :

PU|X-u|2zK) = I plx,),

X,-u|lzk 3
I j ul

onde p(xj) =P(X-xJJ g a soma & estendida a tuodos os X tais
que ]xj-u|zk. Como [xﬂ-ulzk se e somente se [xJ-uJz 2k?, ts

mos gue

-2 2
(x,) = (x,) sk (x,- )
]szulzkp 3 [xj-ugzzk’p 3 [xj—u)}:zzkz R

< kK72 Tix,-m%p(x,) = k2, var(x),
£ 1

o que prova [A.2.1).

Em particular, (A.2.1) & equivalente a

PC|X-u|2c0) s g} fe,2,2)

onde ¢ > 0, Basta tomar k=co. Ou ainda,
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P(|X-uj<eo) 2 1-2. {A.2.3)
c
Para ¢ =2, [(A.2.3) nos dilz que

P([Xx-u|<20) 2 % .

ou seja,

P (U-20<X<u+20) 2 %. (A.2.4)

Isto &, para qualguer v.a. X, com variancia finita, pelo mg

nos 3/4 da massa esta compreendida no intervalo Lu-20,u+201.

Se X & normal, com média W e varidncia o2, sabemos
que P(u-2g<X<y+2c¢) sz 0,85, portanto o l1imite inferior dado
por (A.2.4) & bastante impreciso. Todavia, como nada se pras
supbe a respeito da distribuigac de X, & ndo ser que tenha

-

variancia finita, a desigualdade (A.2.1) & bastante util.

A.2.2 - LEI DOS GRANDES NUMEROS

Consideremos n provas de Bernoulli com p= P{suces-
50} & seja k o nimero de SUCESSOS Nas N provas. Entéo,a Lei
dos Grandes Nimeros afirma que, para tode €>0,

PUlk-plze) si%gﬁ. (A.2.5)

DEMONSTRACAO: Utilizando (A.2.1) para a v.a. k/n,

Var{k/n)

P[lk-p|28) <
n £



- 159 -

Mas, sabemos que Varfk/n) = EL%:EL, do gque decorra
(A.2.5).

Vamos que (A.2.5) & equivalente a

F’(,%-—p]<8) z1-RU-p) (A.2.5)

ne® °

E clarc que [A.2.5) também implica

1m PO o pl2e) = 0, veso. (A.2,7)
n
nwe
A Lei dos Grandes Ndmeros afirma gue, para n gran-
de, a proporgdo de sucessos k/n astd préxima de p =P(suces~
sa),
No caso geral, se xl'XZ"" € uma seqliéncia de v.
a. independentes com uma distribuicdo comum, e se E[Xil = n

existe, entdo, para tedo €>0,

Xqteo X
lim P( |2 n

oo

- ulze) = o, (A.2.8}

A.2,3 - TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

No Capftulo 3 discutimos a aproximagao de uma bing
mial pof uma normal. A justificativa tsedrica & dada pela cha
mado Teorema de De Moivre-Laplace, que afirma o seguinte.

Sejam X,, Xou suu, X, variaveis binomiails, isto &,

Xn € o nimero de sucessos am n provas de Bernoulli, P(sucsg

sol) =p. Seja:
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Entdo, quando n+®,
P[Ynzz] + P{Z=2z},

onde 7 6 a v.a. N(0O,1) & z 6 constantas.

Ou ssja, para n grands, a distribuigdc de Yn pade

ser aproximada por uma distribuigdo normal padrao.

FEste teorema, para Xn binaomial, & um caso especial
de um resultado mais geral, chamadoa Peorema do Limite Cen-

tral, que apresentamos na forma seguints.

Seja {Xn} uma seglencla de v.a. independentaes e com

a mesma distribuigédc, E[Xn] =) 8 Var[Xn] ug?, Seja

Yn - xl + xz + LN | + xnl

Entac, para z fixo, guando n+*,

Yn-nu
Pl———=z) + P(Z22),
n

o'n
onde Z 6 a v.a. N(D,1),
0 teorema pode ser generalizado, por exemplo, para

o caso em que {Xn} sdo independentes, mas ndo tém a  mesma

distribuigao.
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A.2.4 - HIPGTESES COMPOSTAS

No Capf{tulo 8 vimos como testar uma hipdtese sim-
ples contra uma alternativa simples. Vimos, também, para um
taso sspecial, como testar uma hipdtese composta contra uma
alternativa composta. Para cutros casos mais gerais temos
gqus usar o teste da razao de verossimilhanga gemneralizado,
gue passamos a discutir.

Suponhamos o teste

H: BGGU
K: 6661,
como apresentado no Capftulo 8, 90u61=3333ja L[G;xl,....xnl

a fungdo da verossimilhanga para uma amostra txl,...,xn]. A

razao de verossimilhanga genesralizada é definida per

sup L{Bix..00a,x)
660, 1 n
A= (A.2.9])
sup L{8;:x,,.00,x_)
866 1 n

0 principio do teste da razdo de varossimilhanga
generalizado afirma que rejeitamos H se ASXO, onde AO 8 uma
constante a ser determinada de mode que o teste tenha nivel
o, Dslosl.

Se, am (A.2.9) substitudmos as observagdes (xl,...

..,xn] pelas v.a. correspondentes, escrevemos A para A,pois

a razao serda uma v.a.
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EXEMPLO - Vamos testar

H: u=u,

K: U*Uq,
se {xl,...,xn) € uma amostra aleatdria de uma distribuigdo
normal N(u,0?), onde ¥ @ o sio desconhacidos,
0 espaga do pardmetro &

0 = {(u,0?):-w<uce , o230}

= 2 - 2 0
8 8y {(uo,o ): 0<g2<e},

8, = {(e,0®): umny a?>p}.

0 Hy M

A fungdo de verossimilhanga @&

2 1 |n/2 1 g 2
Liy,o :xl.....xn] 2 =] exp{-——T Z [xi~p] }.

2T 20 i=1
Vamos determinar sup L para (u,c2} €0, Tomando o

2

log L e derivando em relagdo a 4 8 a 0° obtemos

;%; Z[xi-u] =0

-n L _ 2 -
+ 2o" Z[xi ul o,

do gue decorrem



€A.2.10)

Logo, as estatisticas que maximizam L s3o os esti-
madores de maxima verossimilhanga ds |y e o2, Portanto, cha-

mando L¥* o E » temos que
(u,04)e66

1 n/2 1 .
L*[xl....,an = [E;EIJ °xp[’§3E““6 ] -

1 n/2 n
) Lnﬁ’] sxp[‘TJ (A.2.11)

Agora, vamos determinar sup L para {u.uzleeo.:isto

&, | U, 8 o2 >0, Portanto, temos gque maximizar

2
Llu,.0%;x area,X ) = [ 1 ]n/ exp[*—l—r Itx, -u 12].
0 1 n 2mo2 2¢ i70

Derivando log L em relagdo a ¢? obtemos

3’-—1--3[-12 (A.2.12)
n xi uo » '
1=1
partanto, sande L, = sug » vVem que
)eo,
1 n/2 n '
L* = [‘270!?] exp["T]n (Ag2.13]

A razdoc de verossimilhanga (A.2.9) fica



1 n/?
L [ =2] “2 \n/2
A ek . 210 [ : ] . (A.2.14)
L% [ 1 ]ﬂ Uz
213

Como X, Mg = xi-2+i~u0. vemaos facilmente que

- 2 o a2 =_ 2
(xi uﬁl no“+nix uﬂl .

isto &,
G2 = g%+ (R-uyp)?. (A.2.15)

substituindo (A.2.15) em (A.2.14), obtemos:

1 n/2
A= i-uo 5 . (A.2.18)
v
53
Portanto,
g - Uy
A Sh, == >k (A.2.17)
0 [+

0 gue pode ser demonstrado & que a v.a.

X-uD
p (A.2.18)
a/vYn-1

tem uma distribuigdo t com n-1 graus de liberdade.

Como [(A.2.17) é sgliivalente a



> g, (A.2.19}

o/vVh-1

a constante ¢ é determinada pela condigdo qus P(Itl>c] =0 =

= nivel do teste, usando a tabela 3.

Por exemplo, se queremas tsstar

H: u=10

Kr u=10,
ao nivel 0=10,05, e obtemos X =9,8 , 62=2,25 a partir de u
ma amostra de tamanho n=17, entdo o valor de

x~HUy 5 9.8 -10
6/va-T  (1,5)/4

-0,33.

Como, para a=20,05, ¢=2,120, vemos que a regidc de rejei-

g8o & |t]>2,120. No caso, aceitamos H.

Nem sempre € possivel obter de maneira facil a dis
tribuigdo da estat{istica a ser usada no tests. Sob determi-
nadas condigdes, pode-se demonstrar que - 2 leg A tem uma
distribuigdo limite, que & chamada distribuigde do qui-qua-
drado, Esta distribuigdo, como a distribuigdoc t, & caracte-

rizada por um parametro, chamado também nimero de graus de
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1iberdade. No caso em gquestdo, a distribuigdo limite tem

v = \)1'\’2

independentes em O © v, = niimero de pardmetros independentes

graus de liberdade, onde V, = nimersc de parametros

am 90. No exemplo da normal acima, v, = 28 v, =1, e a dis-
tribuigdo limite & uma distribuigds do qui-guadrado com 1
grau de liberdadse, que denotamos xi. De modo geral, uma dis
tribuigio qui~-quadrado com V graus de liberdade téh fungao
densidade

Flxav) = TT?%?T{_%JQ/Z'x[vIZJ-IRBXD['%]» >0

= 0 » %<0

(A.2.20)

Aqui, T(+) e a fungdo gama, definida por

® p-1
T{p) = J xP e *dx,
D

para p *> 0 real. O gréafico de (A.2.20) tem a forma da figura

abalxo, para v> 2.

Tf(x:v]

-

0 X

Esta distribuigdo é tabelada para diferentes vala-

res da V, mas nao apresentamos uma tal tabela no apéndics.
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Quando falamos em distribuigdo limite, sstamos con
siderando n grande. Fortanto, a aproximagdo - 2 log A = x:
s6 & razodvel para amostras grandes. Ndo discutiremos, aqui,

pormenores sobre esta aproximagdo, bem como a utilizagéo da

mesma em alguns testes (os chamados testes do qui-quadrado).






