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PREFACIO

As presentes notas foram escritas com o objeti

vo de servirem como uma introdugEo ao estudo de problemas
Id . ne - . . .

geometricos que sao também problemas variacionais de uma

forma natural.

Os gquatro primeiros capitulos constituem uma
introducao ao Calculo das Variagoes. B tratado com deta-
lhe o problema variacional mais simples, sendo destacados
apenas agqueles aspectos que posteriormente serao utiliza
dos no estudo dos problemas geométricos. Assim, por exem
plo, nenhuma mengao é feita a questses relacionadas com
mi{nimos fortes, o problema de minimizar um funcional 8
sempre O problema local, no estudo da segunda variagao do
funcional mais simples, sao consideradas apenas as condi
coes necessarias de Legendre e Jacobi para existéncia de
um minimo, bastante énfase & dado ao estudo de pontos coﬁ
jugados. No final do capitulo quatro s30 estabelecidas
condigSes suficientes, para existéncia de um minimo fra-

co do problema variacional mais simples.
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No capitulo 5, como uma aplica¢ao das técnicas
desenvolvidas nos primeiros capitulos, é apresentado o
teste de Jacobi para determinagao de pontos conjugados e
demonstrada uma forma fraca de um teorema devido a

Lindeldf sobre bordos conjugados no Catenoide.

No sexto cap{tulo indicamos como os resultados
. : . f
obtidos nos primeiros guatro capitulos podem ser genera-

3 r 0] . L] g
lizados ainda para o problema variacional em uma variavel.

0 cap{tulo sétimo é essencialmente uma intro-
dugio a Geometria Riemanniana. Partimos do problema de
determinar a curva de menor comprimento ligando dois pon

3. Obtemos a partir dai a equa-

tos numa superf{cie do R
., I .~ i
¢ao classica das geodésicas, a definicao dos ij a fun
i . Iy »
cao exponencial, ¢ conceito de curvatura e terminamos
a , ] k]
por estabelecer condlgges necessarias e suficientes para

, » s 3 .
que uma geodesica seja minimal.

0 cap{tulo oitavo trata essencialmente do pro-~

blema variacional do tipo

minimizar J]. F(z_, z_J)dx dy
p x* ¥

z‘ f
D 2D
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que inclui em particular o problema de Dirichlet e o Pro
blema de Plateau na forma nao paramétrica. Varios resul-
tados classicos sao demonstrados, incluindo a regularida
de das solugoOes dos problemas mencionados. No caso do
Problema de Plateau prova-se que as superf{cies

z = £(x,y7), (x,y) € D, sdo minimas se e s6 se sao solu-
gOes do problema variacional acima, quando

2 2)1/2‘

F o= (l-i-zx-l-zy

N

Infelizmente o tempo nao me permitiu incluir um
capif&io nono, no gual seriam tratadas as questoes de
existencia de solugSes dos problemas de Plateau e
Dirichlet, usando métodos diretos do Calculo das Varig

¢oes.

Estas notas nao teriam sido escritas sem o in-
centivo do Professor Manfredo Perdigao do Carmo a quem
devo meus maiores agradecimentos. Uma palavra de agrade-
cimento também deve ser dada aos colegas do Departamento
de Matematica da U.F.C, gue ouviram pacientemente e expo
si¢gao do material contido nestas notas e sugeriram algu
mas modificagdes. Agradego também a Luquésio Petrola que
ajudou com a revisao e aos prestimoso servigos dos dati-
1égrafos Clélia Lustosa da Costa e Vanderlei Leite Pinhei

ro do Departamento de Matematica da U.F.C. que transfor-
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maram um manuscrito quase ilegivel nestas notas em tempo
record, e Adalberto do Outeiro do IMPA que datilografou

a versao fimal,
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1. INTRODUGZO

0 Calculo das Variagoes nasceu das tentativas
desenvolvidas ao lengo dos anos por Matematicos interessa
dos em generalizar a teoria de Maximos e Minimos do Cdlecu
lo Diferencial para fungaes cujo dominio fosse constitui-
do por certos conjuntos de curvas ou fungoes. O nome "Cél
culo das VariagSes" nzo se derivou do tipo de problema
tratado nesta teoria, mas sim de uma téecnica espec{fica s
a técnica da variaggo, a qual sera apresentada ao longo
destas notas, gue é, empregada na obtengﬁo de certas con-
digges necessarias para existéncia de valores extremos
(maximos e minimos) das fungoes a que nos referimos. Para
que o leitor tenha alguma indicagao dos problemas que po-
dem ser tratados por esta técnica, nos apresentamos no
gue se segue trés exemplos de hatureza geométrica gue se-
rao discutidos com bastantes detalhes ao longo destas no-

tas.

(1.1) A menor distancia entre dois pontos.

L4 - . -
Sem a menor duvida, ¢ problema mais simples do

Calculo das VariagOes é aguele de determinar a curva de
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menor comprimento ligando dois pontos do plano, digamos
(xo ,yo) e (xl ,yl). Suponhamos X # %, , e vamos nos
restringir as curvas cuja equagEo & da forma y = y{x), on
de y 6 uma fungao continuamente diferenciavel, definida
no intervalo [a,b]. Neste caso, do Calculo Diferencial,

sabemos gque o comprimento desta curva sera dado por

*1

I(y) = X (1+y')1/2 dx

%0
Se ja Cl(xo , Xx;) o espago das fungoes reais continuamen-
te diferencidveis, definidas no intervalo [x0 ,x1]. Entao
I ¢ uma fungao de Cl(xO ,xl) na reta e o problema que
propomos é o de determinar uma fung¢ao ¥(x) tal que
?(xo) =V s ?(xl) =y, e I(y) = I(y) para todo
y € Cl(xo , x;) e satisfazendo as condigoes de contorno

y(xo) =¥, € y(xl) = ¥y

O presente problema nos sugere uma questao mais
geral, a de determinar a curva de menor comprimento ligan

»

do dois pontos em uma superficie do B>, Isto 6, se M &
uma superficie do R3, e P e @ sao pontos de M, de-
terminar, entre todas as curvas contidas em M e ligando
P a Q, aquela que tem menor comprimento. As curvas que

tem esta propriedade de minimizarx distancia sao chamadas

s, r [ 2 s . .
geodesicas e e possivel mostrar que esta definic¢ao coinci
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3 ~ - L} L3
de com a definigao classica apresentada nos livros de Geo

metria Diferencial.

(1.2) A Superficie Minima de Revolugao.

Um segundo problema gue bpode facilmente ser tra
duzido em termos analiticos é o de determinar a superfi-
cie de area minima gue tem como bordo dois circulos para-
lelos. Se ndés mergulharmos numa solucgao de dgua e sabao um
eirculo de arame, quando o retirarmos, formou-se uma peli
cula na forma de um disco cujo bordo é o circulo. Se nds
tocarmos neste disco com um outro circulo de arame de
raio menor e o afastamos, os dois discos estaraoc ligados
por uma superf{cie a qual, pelas propriedades elasticas
da pelicula, tera a menor area poss{vel. Tal superf{cie s
quando os dois circulos estao em planos paralelos e tem
seus centros sobre um eixo perpendicular a ambos os planos,
é uma superifcie de revolugao. O problema que se propoe ¢
o de determinar a curva geratriz desta superficie de revo
lugao. Em termos analiticos, se o eixo dos dois circulos
é o eixo dos x, e (x,,¥y) e (%9, ¥y) sao pontos
onde os circulos interceptam o plano xy, o que se propSe
¢ determinar a fungdo y = y(x), X, S x S % , que minimi

za a integral
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X1
I(y) = 21?‘[ y(l+y?

*o

2)1/2 dx

Este é um caso particular de um problema mais geral conhe

cido como Problema de Plateau, o qual, posto em termos

bastante simples, se propoe a determinar, entre todas as
superficies tendo um determinado bordo, aquela gque tem a

’
menor area.

Como no casc do exemplo {l.1), I: Cl(xo',xl) -R

é uma fungao bem definida e o problema proposto é o de de
. S | — ~ — ~

terminar y € C (x,, x;) tal que y(xo) =Yy y(xl)-—y1

e I(y) =2 1(y) para todo y € Cl(x0 » ;) e satisfazendo

as condigoes de contorno y(xo) =Yg s Y(xl) = ¥y

(1.3) O Problema Isoperimetrico.

A formulagao original deste problema é a seguin
te: determinar a curva fechada pland de um dado comprimen
to que limita a maior area possivel. A solugdo € o circu-
lo, mas a demonstragao deste fato naoc ¢ fdcil de ser fei-
ta. Analiticamente nds podemos formular ¢ problema do se-
guinte modo:

Seja
a(t) = (x(t), y(t)) t <tst
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~ I .
a representagao paramétrica de uma curva plana a qual nés
suporemos ser fechada e sem auto-intersecgdes. O comprimen

L4 ~
to desta curva sera entaoc dado por

t

1
1(a) - It (xZ + g /2 gt
o

” . . ”,
enguanto que o valor da area limitada pela mesma sera

t

J(a) = Itl

%(xy'-—x'y)dt

o
O problema é entac o de determinar a curva & nas condi-
¢Oes acima que minimiza o valor da integral J entre to-
das as que tem o comprimento I(a) igual a uma certa cons

tante 4,

s L4
De maneira geral, os problemas do Calculo das
Variagoes em que se propde maximizar uma determinada inte
, K3 -~ ] .
gral enquanto uma ou varias outras sao mantidas fixas,

"~ - ] - ]
sao chamados problemas isoperimetricos.

(1.4) O Problema tipico do Calculo das Variacoes.

Em cada um deos problemas apresentados anterior-
mente & considerada uma certa classe de curvas ou funcoes,
que devem satisfazer a certas restrigges de diferenciabi-

3 ., - -, .
lidade e a certas condigoes de contorno, Alem disso, em
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cada caso, foi dada uma certa integral que explicitamente
estabelecia uma regra de como associar a cada elemento

-~ L4
desta classe de curvas ou fungoes um certo numero real. De

-~ . - ~
um modo geral nos fixamos a seguinte notagaco:

o~ . ” . - .
DEFINICAC -~ Por um funcional nos iremos indicar uma fun-
o~ . f__ . -
gao cujo dominio e por sua vez um espago de

fungoes.

[ » . ™~ ”
O problema tipico do Calculoc das Variacoes e en
~ . , . [
tao o de determinar os pontos de maximo, minimo ou em ge-

3 - = =
ral, os pontos estacionarios de um dado funcional,

O leitor pode facilmente observar gue, nos exem
plos apresentados anteriormente, lidamos com funcionais
gue podem ser incluidos como casos particulares de funcig
nais da forma

1
I(y) = j F(x,y,y')dx

X
o]

onde F & uma fungao continua de classe de diferenciabi-
lidade adequada ao problema, e ¥ varia num certo conjun
to de fungoes do intervalo [xo » %] na reta, admissiveis
dentro das restrigSes do problema. E 0 que se propunha era

exatamente minimizar tal funcional.

No estudo de fungles de um nimero finito de va-
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riaveis independentes & suficiente considerar estas fun-
¢oes definidas num aberto ou num dominio do R". No caso
de funcionais, nao existe tal espago "universal®. Na ver-
dade a natureza do problema qgue estamos considerando, detex
mina a escolha do espag¢oe de fungaes apropriado. Por exem-
plo, se nos estivermos considerando o funcional apresenta
do acima, & natural tomarmos como dominio de definigaoc o
conjunto de todas as fungaes que possuem pPrimeira deriva-
da continua, enquanto que no caso de um funcional da for-
ma

*1
Iy) = 5 F(x,y,y',y"}dax

X
Q

é mais natural considerérmos como dominio de definigao o
conjunto das funcoes gue bossuem as duas primeiras deriva
das'cont{nuas. No gue se segue, nos iremos sempre conside
rar nossos funcionais definides em certos subconjuntos de

algum espago vetorial normado.

{(1.5) Um espaco vetorial normado & um espa¢go vetorial mu

. Id ~
nido de uma norma. E uma norma e uma fungao que as
”
socia, a cada elemento X do espago vetorial, um numero
fad s
real nac negativo Hx1|, chamado a norma de X, € a qual

satisfaz as seguintes propriedades:

1, ||x]] =0 se e s6 se x =0 ;
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2. ”ax H = la| [|lx || qualquer que seja o nimero real a

3. lx+yll = llxil +lly .

O exemplo mais simples de um espago vetorial nor
mado é o espa¢o euclidiano iRn, no qual ¢ definida a nor-
ma de um vetor x = (X7, +.. » ;) pela expressao

_ .2 2,1/2
le = (x1+ooa+xn)
Os seguintes sao exemplos que serao considerados

frequentemente no nosso estudo.

(1.6) Seja C(a,b) o espago vetorial constitufdo por to-

das as fungaes continuas com valdres reais definidas
no intervalo [a,bl. A fungdo definida em C(a,b) pela
expressao

l| £ ”o = max |f(x)]|
asx<b

[d - 3 bl i 3 r
€ uma norma. A verificacao desta fato e imediata.

(1.7) Seja lea,b) o subspago de C{a,b) constituido

pelas fungdes com a primeira derivada continua. Exis
tem duas alternativas interessantes de transformar Cl(a,b)
num espag¢o vetorial normado. Primeiramente, como

Cl(a,b) € C(a,b) entzo ele é naturalmente um subspago ve
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torial normado com a norma || llo'

Por outro lado, noés podemos definir em Cl(a,b)

a norma.
£ ”1 = max |£(x)| + max [£'(x)]|
a=x<b a=x<b
A prova de gque H ”1 é uma norma segue-se imediatamente

da observacao de que

e lly = Nl + e iy

(1.8) Seja Cl(a,b) o subspaco vetorial de C(a,b) cons
titufdo pelas fungdes que sao ct por partes, is-
to &, aquelas fungdes continuas para as quais é possivel
dividir o intervalo [a,b] em um numero finito de sub-in
tervalos e em cada um deles a fungdo é continuamente dife

Y L4
reciavel.

Agui temos as mesmas duas alternativas do exem-

plo anterior e og detalhes sao deixados a cargo do leitor.

Em um espago vetorial normado nds podemos intro
duzir uma nogao de distancia entre dois pontos x e ¥y
definindo tal distancia pela guantidade |lx-y |[|. Com is-
to, faz sentido em espagos vetoriais normados falar de to

dos os conceitos da Topologia dos Espagos Métricos, tais
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como, bolas abertas e fechadas, vizinhangas, fung¢oes con-

tinuas, etc.

. i 0 3
Com isto, nos podemos formular de maneira satis

Lo PR L f .
fatoria as definigoes de pontos de maximo OU minimo local

de um funcional,
(1.9) DEFINIQKO - Seja ¥ um espag¢o vetorial normado e

I: S« - R

i A s - L .
um funcional. Nos diremos que Yy € 8 e um ponto de mini-

mo (maximo) local para I, se existe e > 0, tal que
(y) 2 1(y) , I(y) s 1(¥)
para todo y € 8 satisfazendo a |y ~¥ | < e.

Por exemplo, considere o problema (1.1) de de-
terminar o arco de menor comprimento ligando dois pontos
(=, ,yo), (x, ,yl) do plano. Vamos supor que
F = Cl(xo ,x,) com a norma Il ”1 definida acima, e que
8 é o subconjunto constituido pelas fungdes de F que sg

tisfazem as condigoes de contorno
y(x,) =y, , y(x3) =¥y -

O funcional I: S<3% = R ¢ dado por
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X
1
iy = | aryH? ax

X
o

. | .
Determinay um minimo local para I seria entio

determinar y € S para o qual existe ¢ = 0 tal que
I(y) 2 I(y)

para todo y € 5 satisfazendo a ly-vll; < e

(1.10) A existencia de um extremo de fungoes definidas em
dominios do espago euclideano a n-dimensoes é ge-

ralmente garantida pelo seguinte teorema de Topologia:

upum compacto uma funggo cont{nua possui um maximo e um

! imo!
minimo® .

No Calculo das Variagdes, é muito comum gque um
problema Dpossa deixar de ter solugSes por nao ser pOSS{—
vel ou conveniente restringir o funcional a um dominio de
fungSes, que seja compacto. Por exemplo, considere a queg
t50 de determinar a menor curva ligando A e B satisfa
zendo a condigEo de ser perpendicular ao segmento AB
nos pontos A e B. O problema nao tem solugao pois qual
guer curva satisfazendo as condigoes do problema devera
ter comprimentoc maior do que © comprimento do segmento

AB podendo ser tgo préximo deste valor gquanto se gueira.
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~ - L4 -
Mas AB mnao pertence a classe das curvas admissiveis.

Na verdade esta & a principal dificuldade do
Calculo das Variagges e uma prova de existéncia da solugao
do problema ou classe de problemas deve ser especificamen
te dada em cada caso. Nos voltaremos a esta ponto mais
adiante nestas notas. No que se segue, iremos tentar estg
belecer condigOes necessarias que devem ser satisfeitas
em pontos maximo ou minimo de um funcional, sem nos preo-
cuparmos com a questao de se este maximo ou minimo realmen

te existe..
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9., MAxIMOS E MfNIMOS DE FUNCIONAIS

Seja I: Uc3d -» R um funcional definido num
aberto U de um espago vetorial normadoe &. Seja § €U
um ponto de minimo local de I. EntZo, por definigao exis

te um ¢ > 0 tal que
I(y) = I(y)
para todo y € U satisfazendo a |lly-y Il < e.

— . .
Se h = y~y, nos podemos reescrever a afirma-

¢ao acima do seguinte modo

(2.1) I(y+h) - I(y) =2 0 sempre que h |l < e.

Considere a funcao I(t) = I(y+th), [t] < 1.
Esta fungao passa por um valor minimo quanto t = 0. Se
I(t) & duas vezes continuamente diferenciavel para todo

h, entao

(2.2) I'(0) =0 e I"(0) = O

~ . Lod L . Y
sao condigoOes necessarias para que §y seja um ponto de

F S
minimo de T.
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(2.3) DEFINIGAO - Nds chamaremos, respectivamente de pri-~
meira e segunda variacao do funcional
I no ponto y, as fungoes
dZ

d 2
+ t 8 I h = — X + th

sempre que as nesmas sejam definidas para todo h € &.

B poss{vel desenvolver uma teoria de maximos e
minimos para funcionais a partir apenas das definigaes
dadas acima. NOos iremos no entanto simplificar nossos ar-
gumentos supondo que © funcional I seja duas vezes dife
renciavel. Neste caso, aIy ¢ exatamente a diferencial de

2

’ , s :
I e & Iy é a forma quadratieca associada a sua segunda

derivada. Para h suficientemente pequeno temos que:

1

(2.4) I(y+h) - I(y) = 81 (h) + 3

52 I,(h) + r(h) n |12

onde 1lim r{(h) = 0. E o que foi dito no inicio pode ser
h-0
colocado na seguinte forma.
(2.5) TEOREMA -~ Seja I: Ucd - R um funcional duas ve-
zes diferenciavel, Sao condigdes necessa-

N . £ .
rias para que o funcional I tenha um minimo em ¥ ETU

que

=0
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5T (h) =0 e 82 I (h)=z0
¥ ¥
para todo h € 3.

As condig¢oes 6Iy(h) -0 e 62 Iy(h) =z 0 sao
necessarias, mas & claro, de modo nenhum suficientes para
que o funcional I tenha um minimo no ponto y € U. No
caso em que I é um 'Bn, sabemos que as condigSes
6Iy =0 é 82 Iy positiva.definida,.sgo suficientes pa-
ra garantirem gue o ponto ¥y é um minimo. No nosso caso,

'y ~ # ) - ~ . e
isto nao e sempre verdade, e bara obter uma condigao sufi

[ 3 ] 3 ry
ciente, nos introdugimos o seguinte conceito:

(2.6) DEFINIGKO - Um funcional guadratico § definido
em um espago vetorial & & fortemente

positivo se existe uma constante k > 0 tal que
() = k ||n |2
para todc h € §.

(2.7) TEOREMA - Seja I: Ucd — R um funcional duas ve
ses diferenciavel. S3o condigoes suficien
tes para que o funcional I tenha um minimo em Y que

61y =0 e 52 Iy seja fortemente positivo.

Prova: Como 6IY = 0, por (2.4) temos que
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I(y+h) - I(y) = 62 1(n) + r(h) |[h ”2

onde r(h) -0 gquando h — 0. Além disso, 52 1(n) = x ||n ||2

4 -
onde k e uma constante maiocr que zero.
Portanto

I(y+h) - I(y) 2 (k+r(h)) ||n ”2 .

Tome ¢ > 0 suficientemente pequenc tal que

|lr(h) | < se h || < e.

o

Entao segue-se que, para |lhl|l < ¢,

I(y+h) - I(y) > % k ||h !|2

e portanto ¥y & um ponto de minimo de 1I.

(2.8) Na maioria dos casos interessantes, embora o fun-
cional I seja definido num aberto U de um espa

¢o vetorial normado ¥, a questdo proposta 6 a de determi

nar um minime (maximo) local para 1 restrito a um certo

subconjunto S & J.

Por exemplo, considere a questao de determinar
a menor distancia entre dois pontos (x,15,) e (x7,7¥9)

do plano., O funcional em questao
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X

1 2
1(y) =I (1+y )2 ax

%o

esta bem definido em todo o espago F = Cl(x0 ,xl) no en
tanto se deseja o minimo de I restrito ao subconjunto
s, constituido pela fungses de F que satisfazem as con-

digoes de contorno

Y(xo) = yo ’ Y(Xl) =Yy

> ”
o qual certamente nao e um aberto de &. Neste caso, se
[ .
vy € 8, podemos escrever um ponto generico de 8 na forma

y+h onde h € ¥

H=(hed,; h(xo) = h(xl) = 0}.

Observe que H ¢ um subspa¢o vetorial de J. Defina um

novo funcional J: &§ =R por

J(h) = I(y +h) - 1(y).

Entao J(0) = I(¥) e é claro que estudar se y & um pon

28

. - £l 3 Iy

to de minimo (ou maximo) para I restrito a S equiva
. £ .

lente a estudar se o funcional J tem um ponto de minimo

’ ]
(ou maximo) no ponto zero.

Admitidas hipoteses de diferenciabilidade conve

nientes, temos que
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83 = 8T_ e 62J =52
1t

I—'
yid

Portanto, y sera um ponto de minimo para I se
51 (h) = O e 52 1. (n) = 0
¥y y
para todo h € H.

e 3 -
E claro que as observagoes feitas acima valem
em geral para problemas variacionais em que o conjunto 8,

. . ~ . 'd . ’
chamado conjunto das variacoes admissivels, e um subspago

linear de &, isto é, S pode ser escrito na forma

S =y+H onde ¥H é um subspago vetorial de J.

Nem sempre o espago S das variagSes admiss{—
veis a um dado problema e um subspago linear de um espago
vetorial normado. Por exemplo, considere o problema de de
terminar a curva de menor comprimento ligando dois pontos
em uma dada superf{cie, isto é, a questao de determinar a

geodésica minimal ligando dois pontos.

Seja M uma superf{cie do IR3 e P, Q dois

pontos de M e vamos supor que exista um plano contendo
P e Q cuja intersecgdo com M € uma curva fechada (vi
de figura). Os pontos P e Q dividem esta curva em dois

arcos Q. € o, que, consideraremos como curvas parame-
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- M "--_X

trizadas definidas no mesmo dominio digamos

Qg s Gyt [a,b) g3

Se h = Gl-uo ’ entao é claro que ao-bth' sera uma cur-
va da superf{cie M somente se t=0 ou t=1. Portanto
o espago S das variagdes admiss{iveis ac problema nio &
um subspag¢o linear do espago vetorial & constituido pe-

las curvas parametrizadas o: [a,b] - Bs.

Mas nos podemos ainda utilizar as idéias desen-
volvidas anteriormente, substituindo uo-%th por uma fa-
milia a um parﬁmetro at de arcos satisfazendo as condi-

goes do problema e tal que:
a) a, @ a curva a ser testada.

b) A fungdo t ~0G, é continuamente diferenciavel em

t até a segunda ordem.
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’ €a . :
Nos chamaremos a esta familia G, de uma varia

gao da curva .

Suponha que %y é um ponto de minimo para o fun

cional I, Entao, se o, é uma variacao admissivel de

G teremos que

I(ut) 2 I(a,)

para Itl < g, ¢ suficientemente pequeno,

Se a fungio t —I(x,) € duas vezes diferencia

vel no ponto t = 0, entao

d
= I(a.,) = 0
at 10y |t=0
e
2
Jlg I(at)l > 0
at £=0

[ r - ] ~ .
Nos generalizamos as definig¢oes dadas anterior-

mente chamando as derivadas acima respectivamente de pri-

meira e segunda variagao do funcional I no ponto a .
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4 r N
Nos capitulos gque se seguem nos 1iremos desenvol

] ] L4 .
ver com mais detalhes estas ideias para problemas espec{—

ficos.
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3. O PROBLEMA VARIACIONAL MAIS SIMPLES

Considere o funcional
b
(3.1) 1(y) = | Flx,y,yt) dx
a

onde F e uma fungao de classe C2 que por simplicidade
noés suporemos definida em todo o© 33. 0 que se propSe é
determinary um minimo local Yo de I entre as fungaes

de classe ¢! em [a,b] satisfazendo as condigoes de con

torno

(3.2) ya) =A , y(b) =B

As hipéteses a respeito de F garantem que I
possui primeira e segunda variagao em qualquer ponto ¥y
de cY(a,b). Nds iremos calcular térmulas explicitas para
52

61 e I no gue se segue.

Seja vy € Cl(a,b) satisfazendo as condigaes de
contorno (3.2) e seja h € Cl(a,b). Para que y+th seja

. ~ . f ’
uma variacao admissivel de 7y, nos deveremos ter:

(3.3) h(a) = h(b) =0
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Entao,

b
I(y+th) = j F(x,y + th,y' + th') dx
a

] . 3 e - ~ I
Permutando os sinais de derivacao e integragao e aplican-
do a regra da cadeia, obtemos:

b

(3.4) 17(0) = j {Fy(x,y,y')h + F&Kx,y,y')h'} dx

a

onde FY e F indicam as derivadas parciais de F

y!
~ . .I
com relacao as segunda e terceira variavel de F respec-
n - - . ~e [
tivamente. Portanto, a primeira varia¢ao de I e dada
por

b
(3.5) 81,(h) = j

h+F h'
. (Fy v ) dx

. »
De maneira analoga obtemos

b

2 2 2
.6) §2 1_(n) = j F__ h2 + 2F__, hh' + h'
(3.8) y( ) . ( vy vy Forge ) dx
Se y ¢ um ponto de minimo local do funcional I, teremos
GIy(h) =0 e 62 Iy(h) 2 0 para todo h € Cl(a,b) sa-

tisfazendo a h{(a) = h(b})=0. 0 gque faremos- no que se se-
gue § tentar obter informaQGes a respeito de vy a partir

~ . L
destas duas relac¢oes. O seguinte Lema sera util na nossa
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- 2
analise.

(3.7) LEMA ~ Se g: [(a,b] = B & uma fungdo continua tal
que

b
S g(x) h(x) dx = 0
a

para toda fungao h € Cl(a,b) satisfazendo a hfa) =

= h(b) = 0 entao g(x) = 0.

Prova: Se g fosse diferente de zero, digamos positiva,
num ponto de [a,b] entgo, por continuidade, se-
ria positiva num certo intervalo [x1 ,xz} contido em

[a,b]. Mas entao, se

(x-x1)2 (xz-x)z, x € [xl ,xz]

hi{x) =
0 yx ¢ [xy,%,)
teremos que
b X9
[ e nGo ax = j g(x) h(x) > 0
a xl

o que contradiz a hipétese, logo g deve ser identicamen

te zero.

Considere agora a equacao BIy(h) = 0., Observe

que uma integragao por partes nos permite escrever
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b
= .4
(3.8) 8T,(n) J (F Fo O dx

a vy dx
Usando o lema acima podemos concluir gue uma condigao ne-
cessaria para que ¥ € Cl(a,b), seja um minimo do proble-
ma wvariacional proposto e gue y satisfaga a equaggo di-

ferencial

(3.9) F - -=-F = 0

As solugdes da equagao de Euler sao chamadas extremos do
problema variacional, conceito que corresponde ao de pon-
to critico no estudo de fungdes de um numero finito de va
riaveis. A equagﬁo de EBuler é uma equagso diferencial de
segunda ordem e sua solugEo dependeré em geral de duas consg
tantes arbitrérias a serem determinadas a partir das con-

digoes de contorno y(a) = A, y(b) = B.

Deve-se observar que, no estudo de equagSes di-
ferenciais ordinarias considera-se usualmente a questgo
da determinagio de uma solugao que satisfaz a certas con-
digOes em um ponto, chamadas condigoes iniciais. No entan
to, quando se pretende resolver a equagao de Euler no nos
so contexto, o que se tem em vista & a determinagﬁo de
solugBes que sao, de partida, definidas num dado interva-
lo, e que satisfazem certas condigOes nas extremidades des

te intervalo, chamadas condigoes de contorno. Portanto a

~
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questgo de resolver © problema variacional proposto nac se
reduz aos teoremas usuais de existéncia de equagaes dife-
renciais. Em geral, nao ¢ verdade gue seja sempre pOSS{—

vel resclver o problema de contornoc a que reduzimos o pPro
blema variacional proposto. Exemplos de situacoes como es

o~ . N {
ta - serao exibidas em capltulos subseguentes.

Vamps propor agora O mesmo problema variacional
do inicio, mas supondo I definido em Cl(a,b) ao inves
de Cl(a,b). Neste caso, nao € claro que a formula (3.8)
seja valida, desde que aparentemente Fy.(x,y(x),y'(x))

& descontinua em um numero finito de pontos. Nos procede-
mos integrando por partes o termo em h para obter

b X
(3.10) §1(n) = j (Fyo - S F, dx)b' dx .
a a

-’ ~ N
0 seguimte lema sera entao essencial para nosso argumento.

(3.11) LEMA - Se g: [a,b] =~ R & uma funcao continua por

partes limitada, tal que

b
J g(x) h'(x) ax = 0
a

para toda h € Gl(a,b) tal que h(a) = h(b) =0, entao

g e constante.
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Prova: Seja
X
h(x) =J (g(t) ~c) dt
a

onde ¢ ¢ escolhido de formas que h{b) = 0. Entic néds

obtemos que

b b o
j (g(x)-¢c) h' dx =J (g(x) -c)? ax
a a

b
Por outro lado, desde que S ch' dx = 0 para todo h
a
de Cl(a,b) satisfazendo h{a) = h(b) = 0, segue-se, pe-

la hipdtese do Lema, que a primeira integral da igualdade

n

. ”
acima e zero. Logo g(x) C.

Deste Lema segue-se que, se ¥y é um ponto ex-
tremo de I, entao y deve satisfazer a equagio integral
X
F,—I F_ dx = 0.
y a ¥

Esta equaggo tem como conseqﬁéncia que, se ¥y é um extre
mo, entio

Fy.(x,y(x),y'(x))

- 4 . : N
e continua e diferenciavel por partes. Em cada intervalo

onde y 6 diferenciavel, y é solugao da equacao de Euler



d =
(3.12) ax Fy, Fy 0
qué ja encontramos anteriormente. O fato de que F é

yf
r Id ., I
continuo, quando y e um extremo e importante, e e usual

mente representado na forma

(3.13)  Fo,(x,y(x),y"(x,)) = Fo, (x,9(x),y" (x_))

onde y'(x, ) e y'(x_) representam os valores dos limi-
tes a direita e a esquerda destas fungdes. Esta relagdo &

conhecida como condi¢ao de Weierstrass—Erdmann. Ocorre em

Iy bl & . s -~ x
muitos casos que esta condigaoc implica na nao existéncia

de quinas na solugac do problema variacional.

Isto ¢ verdade, por exemplo, para o caso do pro
blema de menor distancia entre dois pontos, € em geral pa
ra todos os problemas do tipo que estamos tratando, em que

”
o integrando e da forma

(3.14) F(x,y,7') = u(x,y)(1+yr2)1/2

onde | # 0. Isto pode ser demonstrado do seguinte modo:
_ (x !
Fyv(X:Y:Y') = ‘3)1 )

e, como | # 0, o fato de que x -va,(x,y(x),Y'(x)) é

continua acarreta que a fungao x -iu-y'(x)(l-l-y'(x)z)_l/2
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rd -, . . -
tambem 6 continua. A biunivocidade da fungao

2 -
yv ...yr(1+yr ) 1/2

garante agora que nos pontos de poss{vel descontinuidade
de y'(x), os limites 3 direita e a esquerda, y'(x.) e
y'(x_), devem coincidir. portanto a solugio y{(x) do pro
blema variacional em Cl(a,b) sera de classe C1 no in-
tervalo [a,b]. A titulo de aplicagao da teoria da primei
ra variagao, vamos considerar O problema da determinagao
da superf{cie de revoluggo de area minima propostc no iqi
cio destas notas. Como vimos em (1.2), o operador a ser

considerado 6
b

(3.15) I(y) 35 f(y,y") dx
a

onde Tf(y,y") = y(l-%y'z)lfz. As curvas a serem estudadas,
neste caso, devem ser C1 por partes e estarem contidas
no.semi—plano superior y > 0. O problema é o de determi-
nar entre todas as fungSes admiss{veis ligando os pontos

(a,A), (b,B) aquela que minimiza o funcional (3.15).

Desde que f(y,¥y") e do tipo (3.14), a condi-
ggo de Weierstrass-Erdmann, como vimos acima, implica em
que uma solugao deste problema variacional (se existir)

rd N . N rs rd
sera continuamente diferenciavel. Portanto, sera necessa-
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riamente uma solugdo da equagao de Euler (3.9) que neste

caso, pode ser escrita como

{(3.16) £ - f , y'- £

i =
v " ty'y gryr Y70

Multiplicando esta equagao por y' ela se reduz a
4 e -
ax (f-y fy,) 0

fnd .
Portanto, neste caso, a equagao de Euler tem a primeira

integral

(3.17) f - y‘fy, =c

r 3 -
onde ¢ e uma constante. substituindo agora os valores

de f e I e simplificando, obtemos

Yl
2
y = o/l+y’
ou, resolvendo para ¥,
2 2
yt = .L_.:é..-c—- .
[+

Esta equaggo tem como solugao geral

x-kﬁ)

(3.18) Y = @& cosh ( 3

~ N 4 .
onde & e B8 sao duas constantes arbitrarias a serenm de
terminadas a partir das condigoes de contorno y(a) = A,

y(b) = B.
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4. PONTOS CONJUGADOS

[ r .
Neste capitulo nos iremes estudar com detalhe a
I . ~ . . - L4
formula da segunda variagao e devrivar condig¢oes necessa~
rias e suficientes para que uma solugao da equaggo de

2 . : . . [
Euler do problema variacional mais simples seja um minimo.

Antes dz iniciarmos este estudo, vamos conside-
~ . 4 N .
rar a questao proposta no inicio, de determinar a curva
gue realiza a menor distancia entre dois pontos no plano

] 3 ] +
Fuclideano. O funcional a ser considerado neste caso e

b .
(4.1) Iy) = | £(y') ax
a
!
= :241/2
onde f(y') = (1+y'") . As curvas a serem estudadas

sao continuas e constituidas por arcos de classe Cl. o
problema ¢ o de determinar entre todas as fungoes admissi
veis ligando os pontos (a,A) e (b,B), aguela que mini-
miza o funcional (4.1). Neste caso a equagdo de Euler

{(3.12) se reduz simplesmente a
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fy,(y') = constante
e por conseguinte
B(y') = ¢y ¥v' + ¢y

onde c; e ¢ sao duas constantes. Resolvendo esta equa

2

¢cao algébrica em y' obtemos

y' = constante
e entao
(4.2) y(x) =ex + d

onde ¢ e d devem ser determinadas a partir das condi
¢Oes de contorno. A segunda variagao 6, neste caso

9 b
(4.3) : I(h)=J £

A A

onde = (li-y'z)_3/2. Observe gque 52 1 & uma for-

fyry
ma quadrética definida positiva. Apesar disto nao podemos
concluir imediatamente que ¥ é minime. (Porque ?). Para
obter este resultado procedemos como se sSegue. Fazendo

uso do Teorema de Taylor com resto (de Lagrange) para I,

obtemos

b
I(y +h) - I(y) HJ’ {f(y*+h") - £(y")]} dx =
a
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b 1 b 9
= t 1] —_— 1 4
[ gy mtax s g [a £yuye(y? #8007 ax

onde 0=6=1. Se y & a solugao da equagao de Euler
ligando os pontos {a,A), (b,B) e h(a) = h(b) = 0, en-
tao o primeiro termo do segundo membro da igualdade é ze-

ro e portanto

b
- = l ¥ 1} '2
(4.4) I{y+h) - I(y) 2J'a fyrye(y’ +8RIR'Y ax

Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
fy!yt(y'-l_eh') > fyryq(y') - g = ¢ > 0

se Hh ”1 < §, e portanto,

b
(4.5) I€y +h) - I(y) = %Ia h'? ax

Segue-se que, se ||h Hl < &, entao
I(y%-h) - I(h) > O

para toda fungao ¢l por partes h # 0 satisfazendo a
h(a) = h(b) = 0. Vamos agora considerar a situagao mais

geral em que

b
(4.6) I(y) = j F(x,y,Y') dx
a
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onde F & uma fungaoc de classe C3 que por simplicidade
nos suporemos definida em todo RS. Como anteriormente,
nds estaremos interessados em determinar um minimo para o
funcional I restrito aquelas fungoes de Cl(a,b) que

satisfazem as condigoes de contorne
yla) = A , y(b) = B,

Ld ~ ~
No gque se segue Yy sera sempre uma solugao da equagao de

Euler

e h sera um elemento genérico de Cl(a,b) satisfazendo
a h(a) = h(b) = 0, A formula da segunda variagio ja dedu
zida anteriormente é, neste caso:

b 2

(4.7) 62 1(n) = J (F,, B% + 2P BH' 4 F,

2
h'
I 4 y'y! ) ax

L - Iy .
Nos vamos iniciar © nosso estudo, transformando

esta expressao em outra mais conveniente. Observe que,
I 2P Bhtdx = [ (- F-F )h? ax
. yy' : yy'

e portanto (4.7) pode ser reescrita como:
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b
(4.8) 62 I(n) = j (Ph'2 + gn)ax
a
onde
= = ) = = - _d'—
P P(x) Fy'y' e Q Q(x) Fyy e Fyy’

(4.9) LEMA - Uma condigao necessaria para que o funcional
quadrético
b
j (Ph'2 + qn?) ax,
a

definido para todas as fungdoes h ¢ cl(a,b) tais que

h(a) = h{(b) = O, seja nao negativo, é que

P(x) = O em la,bl.

Prova: Suponha que P(x) nao satisfaz a desigualdade de
P(k) > 0, Entao existe um ponto X, € |la,b| tal

que P(xo) = -28 (B > 0). Desde que P ¢ continua, exis-

te um intervalo le-a s x1-+a] contido em Ia,b| onde

P(x) < -B.

Defina

sen® |———] , se [x - x;l s a

h(x} =
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para este h temos que:

b . . X179, em(x-x;)
J (Ph'® + @Qh“*)dx = j p = sen® [———]dx +
2 [
a x. =~ o1
1
S g (TOxmxg)
+ Q sen” | o dx
xl-u
b 2
Portanto j (Ph'2 + Qh)dx < - g%;ﬂ + oMo onde
a

M = max |Q(x)| em [a,b]. Entdo & claro que para & su-
ficientemente pegueno o valor do funcional quadrético P4

negativo.

Deste lema segue-se imediatamente que a desigual

dade

(4.10) Fy'y' = 0

satisfeita ao longo de y(x) é uma condigao necessaria
para que ¥y seja um minimo do problema variacional que
estamos estudando. Esta condigAo é conhecida como condigao
de Legendre. Legendre tentou (sém slicess0) provar gue uma
condigao suficiente para que I tivesse um minimo local

em ¥y era que

(4.11) F

vy~ 0
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fosse satisfeita ao longo de y. Sua idéia foi a seguinte.

Primeiramente escrevamos a segunda variagﬁo na forma
2 b 2 2
(4.12) &% I(h) =j (Ph'2 + 2whh' + (Q+uw')h)dx
a

onde ® & uma fungao definida em todo o intervalo [a,b],
suficientemente diferenciavel. A igualdade (4.12) & verda

deira pois:

J

a

b b
(w'h2 + 2whh')dx = j é% (whz)dx =0
a

Em seguida nos observamos que, supondo-se P > 0, seria
evidente que 52 I(h) = 0 se fosse poss{vel escolher W
de tal modo que o integrando de (4.12) fosse um quadrado
perfeito. Isto ocorreria se ¥ satisfizesse a equaggo di

ferencial

(4.13) P(Q+w') - w? =0

No entanto, embora seja sempre possivel resolver esta equa
cao diferencial localmente, nao ha nenhuma garantia de que

possamos resolve-la globalmente no intervalo [a,b]. Por

exemplo, se P = -1, Q =1, teremos a equacao

w' + w2 + 1 =20

cuja solugao e w(x) = tg(a-x). Se b-a>T"7 nao ha so-
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lugio ® definida em todo [a,b}. Na verdade, a condigao
Fy'y' ~ 0 em cada ponto da curva y(x) nao pode ser uma
condigao suficiente para que y sejam um minimo do funcio

nal I, pelo simples fato de que esta condiggo é poentual,

a'-
No entanto, a ideia de completar guadrados no
- s ~ .o,
integrando da férmula da 22 variacao e interessante e va-

le a pena examina-la mais detidamente.

Suponhamos P > 0 no que se segue. Vamos admi-
tir por instante que (4.13) tenha uma solugao « em
[a,b]. Entio a férmula da 22 variagao pode ser escrita co

mo

b
(4.14) 62 1(h) =J P(ht + & n)? ax
a

2

Neste caso 52 1(n) = © e, se 6 I(h) = 0 para alguma

~ ”~
funcao h, e claro gue

h'(x) + 5 h{x) = 0

e

Mas entdo, como h(a) = 0, pelo teorema da unicidade de
solugdes diferenciais da primeira ordem, temos gue
h(x) = 0. Portanto, o funcional 62 1 & positivo defini-

do.

A equagao (4.13) é conhecida como eguagao de

Riccati, e pode ser reduzida a uma equagao diferencial 1i
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near de segunda ordem pela mudanga de variavel
ul

(4.15) w=-—~n ’ u#o

A equagﬁo resultante é:

d . =
(4.}6) - 3 (Pu') + Qu 0

a qual 6 conhecida como Equacao de Jacobi. O leitor deve

observar gue, para obtermos uma solugdo da equagao de
Riccati (4.13) globlamente definida, a partir de uma solu
gio u da equagdo de Jacobi, € essencial que u seja di
ferente de zero em todos os pontos de [a,b]. Agora, do
estudo de equagoes diferenciais lineares, nés sabemos que,
em geral, sempre existem solugaes da equagEo de Jacobi sa

tisfazendo as condi¢Oes iniciais
u(a) = A u'(a) = m

] > ]
onde A e m sao dois nimeros reais dados. Estas solu-

. .
goes podem ser extendidas para o dominio comum das fungoes
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P,Q e P' e podem ser zero eventualmente,

B poss{vel obter bastantes informagaes sobre a
natureza das solugdes da equagao de Jacobi sem resolve-la.
As seguintes proposigSes sa0 exeﬁplos disto. No que se se
gue nos suporemos P e § definidos num intervalo aberto

contendo [a,b].

(4.17) PROPOSICEO - Se u e U sao solugdes nao triviais
da equacao de Jacobi e u(x)) = G(xo)=
para algum x € [a,b], entao u e u sao linearmente de

pendentes e portanto possuem o mesmo conjunto de zeros.

Prova: Seja A um nimerc tal que Au'(x)) = E'(xo). Tal
escolha é possivel desde que u'(xo) # 0 (do con-

trario u = 0). Entdo a fungAo 4 = Au - U ¢é solugao da

equagao de Jacobi e ﬁ(xo) = ﬁ'(xo) =0, Logo u=0 e

portanto u = Au.

(4.18) COROLARIO - O espaco das solugdes da equagao de
Jacobi, que se anulam em um ponte fi-

xo x_ , tem dimensao 1.

(4.19) PROPOSICAO - Se uma solugao u da equagao de Jaco
bi tem dois =zeros consecutivos x e
x* entdo qualquer outra solugdo u linearmente indepen-

.
dente com u tera um zero em um ponto x; € (x,x*),
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Prova: Suponha que exista U, uma solugdo da equagao de
Jacobi, que ndo se anula em nenhum ponto de (x,x*).
Suporemos, sem perda de generalidade, que u 2= 0. £ facil

ver que existe um certo A tal que U = Aru-uz=0 e 1u

L4 a
¢ zero para alguns pontos do intervale {x,x*)., Como a

L . sy £ ] b a r K3
& diferenciavel, em tais pontos u' = 0. Mas isto implica

que U =0 e portanto u e T sao linearmente dependen

tes, o que contraria a hipotese.

(4.20) DEFINICAO - Seja c - um ponto do intervalo (a,b]
tal que existe uma solugao da equagao
de Jacobi que é Zzero em a € C. Entao, nés diremos que

¢ e um ponto conjugado ao ponto a, ou simplesmente que

a € ¢ sao pontos conjugados. Se a e ¢ 580 Zeros

' bl N - L4
consecutivos da equagao de Jacobi, entac ¢ e chamado de

12 ponto conjugado ao pontoc a e nés o denotaremos por

a*,

(4.21) PROPOSIGAO - A fungdo que associa a cada ponto X,
o seu 12 ponto conjugado é uma fungao

diferenciavel e monotona crescente na vizinhanga de qual-
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quer ponto onde =x¥ for definida.

Prova: Sejam u; e u, duas solugdes linearmente indepen
dentes da equagao de Jacobi. Uma solugao geral e en

tao representada por

+ A

u = A uy 5 Us

1

Para encontrar uma solugao gue se anula em x = Xq , temos

de resolver a equacgao
Ay uy(xq) + 12_u2(x1) = 0

para ll e Az. Desde que U e u, sao linearmente in

dependentes elas hao possuem zeros comuns. Podemos, por-

tanto, supor sem perda de generalidade que ul(xl) #F0 e

escrever
il _ u,(x,)
lz ulixls
Entao Ay =Auy(x;) e Ay = - Au (x,), para algum A # 0.

Segue-se que

ul(x) uz(x)

(4.22) u(x) = A = AD{x, x

)
ul(xl) uz{xl) 1

representa todas as solugOes da equacac de Jacobi que se

anulam em X .

Para encontrar outros zeros de u(x), se eles
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existem, teremos de resolver a equagao

D(x ,xl) = ()

para X. Suponha que exista xf o primeiro ponto conjuga

do de xy. Entao nos temos

D(x¥ , xl) =0

e
{4.23) 2 D{x, x,) 0
dx 1 ek
X=X
1
A desigualdade acima segue-se de que, sendo u(xf = 0,

se fosse u'(xf) = 0 ter{amos que u = 0. Desde que u,

e u, sao pelo menos de classe Cl, entzo D{(x ) %p) é de
classe ¢! como fungio de duas variaveis. Entao, pelo teg
rema da funggo implfcita x* = §(x) numa vizinhang¢a de

x, onde é uma fungao diferenciavel. O fato de

ser monotona crescente segue-se agora imediatamente de

(4.19).

(4.24) COROLARIO - Se (a,b] nio contem um ponto conjuga
do ao ponto a, entao existe um ¢ > 0
tal gue (a-¢ , b] nao contém pontos conjugados ao ponto

a—¢&.

~ » I} ] - 3 [
Uma conseqliencia imediata deste Corolario e que,
se nao existem pontos conjugados ac ponto a no interva-
lo (a,b], entio existe uma solugdo da equaggo de Jacobi

que nao se anula em [a,b]. Para isto basta tomarmos uma
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solugdo u da equagdo de Jacobi satisfazendo as condigdes
iniciais wu(a-¢) = 0, u'(a-e) =1 para e suficientemen
te pequeno. Mas, como vimos anteriormente, a existéncia

de tal solucao acarreta na existéncia de uma solugao w,
globalmente definida, da egquagao de Riccati (4.13). Mas
isto por sua vez implica em que o funcional quadrético
(4.8) pode ser escrito na forma (4.14), e portanto é posi
tivo definido. Assim, temos demonstrado o seguinte teore-

ma.

(4.25) TEOREMA - Se P(x) >0 em [a,b] e o ponto a
nao possui pontos conjugados em (a,bl],
entio o funcional quadratico

b
j (Ph'2 + gn2)ax
a

é positivo definide para todo h satisfazendo as condi-

coes de contorno h{(a) = h(b) = 0.

Na verdade, a analise que desenvolvemos para ob
ter a equaggo de Jacobi poderia ter sido levada a cabo de
outra forma. Observe que por uma'integraqao por partes po

demos escrever

b b
(4.26) ja (Ph'2 + qn2)ax =fa (- £ (Pn*) + qn)h dx
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Este  funcional quadratico ndo ¢ positivo definido ,

se existe uma solugao nao trivial da equacao

4a -
- ax (Pr') + Qh 0

h(b) = 0. Mas esta é

satisfazendo as condigoes h(a)
exatamente a equaggo de Jacobi. E dizer que existe tal sp

~ » . ~ N
lugao e dizer que a e b sao conjugados.

Nés demonstramos em (4.25) que a nao existencia
de pontos conjugados ao ponto a no intervalo [a,b] e
uma condigao suficiente para que © funcional quadrético
que estamos estudando seja definido positivo. Vamos demons

. o F .,
trar agora que esta condigao tambem e necessaria.

(4.27) TEOREMA - Se o funciomnal quadratico

b
J (en'? + qn?) dx,
a

onde P(x) > 0, & positivo definido para todo h € Cl(a,b)
tal que h(a) = h(b) = 0, entdo o intervalo (a,b] nao

contém pontos conjugados ao ponto a.

Prova: Suponha que a*, o primeiro ponto conjugado ao pon
to a, pertenga a (a,b], e seja h uma solugao

nao trivial da equagEo de Jacobi que se anula em a e a¥*,
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Se a%* = b, entao (4.26) implica gue ela perten
ca ao nicleo do funcional quadratico o qual nao sera en-

tao, positivo definido.

Se a* € (a,b), vamos mostrar que existe uma fun
¢ao h1 » que se anula em a e b, e para a qual o funcio
nal quadratico ¢ negativo. Como h'(a*) # 0 (do contrario
h = 0) entaoc h intercepta o eixo dos x transversal-

mente e portanto existe & > 0 tal que h(x) # 0 em

N
[ \

a a a®+e
h
(a¥%, a*te)., Seja i: [a,b] ~R uma funcao de classe C2
tal que
l se a< x5 a*
A(x) = {0 se a*e S x< b
decrescente para a* < x < a¥*+e
Defina
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Entao

A -g—x (Ph') + Edi (PhA') + PhtA!

|
~
e
.
St

I

e portanto

b ) b
9. _ a , _
Ja (eny” + qnd)ax = j’a - & (eny) + oy lng ax =

b d o a*+e a
= (Ph') + Qh)}\. h dx + Ah(—=—— PhA' + Ph'?\'}dx
a a* dx

dx
rd ~. - a s
Como h e solugao da equagao de Jacobi, a primeira destas
. ] -
integrais e zero. Por outro lado,
a*+ a¥*te

re .
J Ah(-di Phi * + Ph'A *)dx =J L 2 arr) -pn? Ar2)ax -
a* X a* ax

*te
=~r ph? A2 gx < 0
a

*
onde a Ultima igualdade foi obtida usando-se que
At(a*) = At(a*+e) = 0, Portanto

b 2 2
J’ (Pry” + qn¥)ax < 0 c.q.d.
a

0 seguinte é o teorema principal deste capitulo:

(4.28) TEOREMA - Seja y € Cl(a,b) uma solugao da equa-
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gEo de Euler do problema variacional mais simples propos-—
to em (4.6). Se, ao longo da curva y(x), nos temos simul

taneamente que:
a) Fyiyr(X;Y(x)’Y'(X)) >0 ;

b) o intervalo [a,b] nao contém pontos conjugados ao
ponto a, entao ¥y é um ponto de minimo local para

o funcional (4.6).

. . .
Prova: Usando o Teorema de Taylor com resto aplicado a
fungao F, podemos escrever
b

I(y +h) - I(y) =j (Fy h + Fy, h')dx +
a

b

1 2 2
+ 1 F h' + h' +.
| ZJa (P, B2+ 2F o, b’ +Fp 0, '5)dx
b 2 2
+ J (e1 he + e, hh' + eg h'9)dx
a

onde ey , €, e €3 =0 quando ||h||1 -0, Se y ¢é uma
solugac da equaggo de Euler, entzo a primeira integral do
segundo membro e zero. Usando integragao por partes e a no

tacdo gue ja estabelecemos temos que

. b b
I(y+h) - I(y) =%‘[ (pn'2 + q@h?)ax +J’ (en'2 + nh2) ax
a . a
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onde ainda temos E£,n —0 guando Hh ”1 - (0. Por outro

ladc usando a desigualdade de Schwarz nés temos que:
2 x 2 X .2 b9
he(x) = (I h'(x)dx)“ < (x-—a)f h'? dx < (x-—a)j h'¢ dx
a a a

e portanto

b 2 b
J h2 dxsi‘—’-—'—g)——f ht? ax
a a

Iy * ~ a
aplicande esta desigualdade a expressao do resto acima,

obtemos

b 2 b
IJ (en? + qut2yax| < e(1 + LB '2a) ) j n'? ax
a a

se ”§ “o = g, “ﬂ “0 < ¢. Portanto, nés podemos escrever

que

b 2

b
I(y +h) - I(y) 2 I (Ph'2 + gn?)ax - aZJ nr? ax
a

a
onde G depende somente de ¢ € @ -+0 quando e -0,
Seja J(h) o funcional quadratico

b

J(h) =j (Ph'2 + Qh
a

2 L2 h'z)dx =

=J (- & ([P-a?In") + Qnlh dx
a



-
Provaremos que J & positivo definido.

Como P> 0 em J|a,b] entdo P-a2 >0 em [a,b] para
o suficientemente pequeno. Uma solugao h{(x,&) da equa-—
¢ao de Jacobi

-4

I [(P-e2)n'] + gh = 0

satisfazendo a h{a) = 0 e h'(a) =1 depende continua-
mente de a. Se, para & = 0, ela nao se anula em nenhum
ponto de Ea,b] entdao para o suficientemente Pequeno
ela continua a nac se anular em [a,bﬂ, 0 gue prova que
existe & tal que J ¢ definido positivoe. Mas isto si-
gnifica precisamente que I(y+h) - I(y) 2 0 numa vigi-

nhanga de ¥y.
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5. O TESTE DE JACOBI

Neste cap{tulo nos iremos estabelecer o teste
de Jacobi para determinacac de pontos conjugados e aplica-

| S | ~
10 ao caso da superficie minima de revolugao.

Seja y(x,0) uma familia a um parametro de fun

~ N T M .
¢coes admissivels ao funcional

b
(5.1) I(y) =‘I F(x,y,y')dx
a

, s . .
a qual nos suporemos duas vezes continuamente diferencia-
» -
vel em (x,x). Suponha que y(x,6) e uma solugao da equa

gao de Euler

(5.2) F -—=—F , =20

para cada 0 fixo. Derivando ambos os membros desta equa

gao com relagao a G obtemos:

- 0y _ 4 2¥'y =
{(5.3) (Fyy e Fy,y,) {F_, )y=20
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ou, em termos da notagac do capitulo anterior,

dy . d (p V) -
(5.4) Q3z " ax P ) =0
Portanto, h = %g ¢ uma solugdo da equagao de Jacobi. Na

L4 -
verdade, nos podemos demonstrar o seguinte resultado:

(5.5) PROPOSIGKO - Dois pontos a e a* sao conjugados

se e s6 se existe uma familia a um pa-

rametro de solugdes da equagao de Euler, y(x,a), de clas-
2

se €%, tal que h = %g ¢ zero em a e a¥,

Prova: Pelos comentarios jé feitos, segue-se gque a condi-
¢ao e suficiente para gue a e a* sejam conjuga
dos. Suponha agora que a e a%* sao conjugados. Entao
existe h uma solugao da equagao de Jacobi que se anula
em a e a¥*. Considere a familia a um parametro v(x,0)

de solucgdes da equagao de Euler satisfazendo a
y(a) =0 e vy'(a) =a

supondo que F é suficientemente diferenciavel, y{(x,a)

& de classe C° e temos entdo que %% é uma solugao da

oy
ba

h saoc linearmente dependentes e portanto possuem 0s mes-

equacdo de Jacobi que se anula em a. Por (4,17), e

rd
mos zeros. Logo %g e zero em a¥*.
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Sejam h; e h, solugdes linearmente indepen-

dentes da equacio de Jacobi. Entdo, por (4.22)

h, (x) hz(x)
h(x) = A

hl(xl) hz(xl)
representa todas as solugses da equaggo de Jaecbi que se

anulam em Xq»

Considere a funcgao

hl(x)

(5.6) X -'Ez—(;j'

L - Y
Esta funggo gsera bem definida em [a,b] excetuando os pon
I *» . I .
tos onde h2 & gero., Alem disso ela e monotona e sua ima
gem & a reta toda. Os pontos que correspondem a mesma Or-

d . ~
denada desta fungEo sao conjugados. Do mesmo modo O sao ,
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é clarc, os pontos onde ela nao é definida.

Seja v(x,a,B) uma solugao geral da equaggo de
Euler (5.2), que é de classe ¢2 em todos seus argumen-
tos. Entao, se %§ e %% sao linearmente independentes,
o gquociente %%,/%g tem os mesmos valores em a e a¥*
se e sO se a e a¥* sao pontos conjugados. Este é conhe

cido como Teste de Jacobi para pontos conjugados, e sua

validade segue—-se imediatamente de (5.5) e das observagaes

feitas acima.

Vamos aplicar este teste ao problema da superfi
cie de revolugao de area minima proposto no primeiro capi
tulo. Como ja vimos no final do capitulo (3), a solugao ge

ral da equag&o de Buler para o problema foi
(5.7) y=c::.coshl‘-c—f—E , a>0

Neste caso

hl=%§=coshxf:--e—-%ﬂsenhl{-;—E

(5.8)
h, = %g = senh Ei%ﬁ

Estas fungdes sao, pela teoria acima, solugdes da equagdo

de Jacobi associada ao problema. E, desde que,
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Q! = 3 _b_z = 0
2% | g .

segue-se que elas sao linearmente independentes. Conside-

re 0 quociente

h

(5.9) h—l = cotgh %—E- S S
a
2
Esta fungdo & descontinua no ponto x = -B e € decrescen

te em todo seu dominio. Cada um de seus dois ramos repre-
sentam fungOes cuja imagem é a reta toda. Logo pelo teste
de Jacobi, cada x # -B possui exatamente um ponto conju
gado x*, Embora uma expressio analitica para x* em ter
mos de x seja extremamente complicada, uma caracteriza-

cao geométrica de x¥ & facil de ser obtida.

. . 4 i N o,
Na figura seguinte A e o vertice da catenaria,

o J ER R -
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P ¢é um ponto genérico da catenaria diferente de A e R
¢ o ponto da intersecao com o eixo dos x, da reta tangen
te a catenaria no ponte P, Os pontos B e Q sao as

projecbes de A e P no eixo dos x. Entao:

B=(-8,0) s P=(x,acoshX;‘B)

7P_Q'r=cncoshx;-a _R'=c:.cotgh%-§-

tg PQR = senh 5%?i

Segue-se que

= QB - QR = RB

(5.10) -o v (x+B) - a cotgh X;B
2

Embora a figura tenha sido feita com P a direita do pon
to A, e facil ver que o resultado sera o mesmo se P es
tiver a esquerda de A. Na verdade, se tomarmos o ponto
B como origem, a abcissa do ponto R terd exatamente o
valor —uhl/hz. Jato ocorre P estando em qualgquer dos
dois lados do ponto A. Portanto vale daf{ o seguinte re-

sultado devido a Lindel8f.

(5.11) PROPOSIGAO - Dois pontos da catenaria (5.7) sao
conjugados se e sO se as retas tangen

F 2 . 2
tes a catenaria nestes pontos se interceptam no eixo dos x.
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6. O PROBLEMA VARIACIONAL MAIS SIMPLES NO i

Seja F(x,yl,-.-,yn,pl,..-,pn) uma fun-
gao de classe c3 que por simplicidade noés suporemos de
finida em todo © m2n+1, Considere o problema de encontrar
condigses necessérias para existencia de um extremo do

funcional

b
(6.1) I(yy, «vs yn) =1Ia F(X,) Y15 o002 ¥y Y1 e yﬁ)dx

o qual depende de n fungoes continuamente diferenciaveis
por partes yl(x) s vae ,yn(x) satisfazendo as condigodes

de contorno

(6.2) yy(a) = &4 v;(0) = By i=1,2,.00,n

Em outras palavras nos estamos procurando um extremo do
funcional (6.1) definido no éonjunto de curvas parametri
zadas do R" ligando dois pontos dados: A = (A7, <+« ,4)
e B = (B1 s ens 'Bn)' Seja vy = (yl, e s yn) uma tal cur

va, entao nos podemos reescrever (6.1) na forma



-60-
b

(6.3) I(y) =j F(x,y,y')dx
a

~ . 4 1 .
Como a notagao acima sugere, e Dossivel generalizar de ma
neira quase imediata, todos os resultados obtidos no caso
do problema variacional mais simples, para 0 problema pro

poste acima.

Seja h: [a,b] - R" uma funcdo de classe o

por partes dada por h{x)} = (hl(x), e, hn(x)), tal que

h{a) =0 e h(b) =0

T ¢ uma curva C1 por partes,lligando

Se vy [a,b] -» R
os pontos A e B, entao t —=y+th & uma variagdo admis

i 4 N . . b L N
sivel de y. A primeira variagao de 1 sera entao

b n

(6.4) 61_(h) =J' % (F. h, + F_, h!)dx
y a i1 Yy T ¥iH

Se adotarmos a notacgao
Fy=(Fy ,loo,Fyn) =] Fy' E(FY',-.. ’FY".‘- ’Fyﬁ)
entao podemos escrevery

b
(6.5) §I(h) = g (¢P_,h) + (F_,,h'))dx

a y y

Usando-se que h(a) = h(b) = 0 procedemos uma integracao
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por partes obtendo

b
(6.6) 6I(h) = j

X
_(Fyr = |y y(,yiy)au, b ax

Se y e um extremo de I, devemos ter &6I(h) 0 para to

do h satisfazendo as condic¢oes h(a) = h(b) 0. Entao

é possivel usar o Lema (3.11) para obter:

x
(6.7) Fy, = Ia Fy(u, y(u), y'(u))du + ¢

Desta equagaoc segue-se gue a fungao

F (z, y(x), y'(x))

y!

I * - I
e continua em x © que generaliza a Condicao de

Weierstrass—Erdmann. Também de (6.7) segue~se que, em ca-

. - 3 I} 4 -,
da intervalo onde ¥y e continuamente diferenciavel, ¥y

deve satisfazer a equacao de Euler

(6.8) = F -F_ =0

+ . . ~
Um calculd da segunda variagao em termos de coordenadas

L
nos da

b
(6.9) &2 I(h) = f

T B! h!) dx
at,ij=1  Yi¥3 173

[}
3t Fyyy MR T Py
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Considere as matrizes:

= P = = {(F
Fyy (Fyiyj) yy' (Fyiyé) Fyrgr = ¢ yivs

entao (6.9) pode ser escrita na forma

b
(6.10) 62 I(n) =J £

. h,h>+<Fyy. h,h'>+ (Fy.y, B!, k') dx

F
¥y

- . . 4 . i . e
Se F e uma matriz simetrica, entao uma integrac¢ac

yy'!
por partes do termoc central do integrando nos permite es-

crever
9 b
(6.11) 52 I(n) =j ((Ph' , h') + (Qh, h) }dx
a
onde P = F e Q =F — AL F .
y'y! yy dx “yy!'

» - a
Comoc no caso n =1, o termo em P e o mais importante e

nos temos a seguinte versao da condicao de Legendre.

(6.12) TEOREMA ~ Uma condigao necessaria para que a for-

ma quadrética 52 I seja positiva defi
nida quando restrita as fungoes h satisfazendo as condi
¢Oes de contorno h(a) = h(b) = 0, é que a matriz Fy'y'
seja positiva definida ao longo de ¥.

Uma segunda integra¢ao por partes do funcional

§2 I, nos da
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b

(6.13) 52 1(n) =f (- E%E (Ph') + Qh, h) dx
a

A equacdo

(6.14) - -é‘-i; (Pu') + Qu = O

& chamada equacao de Jacobi. Uma solugio da equagao de

Jacobi & chamado campo de Jacobi.

Seja y(x) um extremo do problema variacional
que estamos estudando. Um campo de Jacobi & usualmente vis
to ecomo um campo de vetores ao longo da curva ¥. Dois pon
tos A e B da curva ¥y sao chamados pontos conjugados

se existe um campo de Jacobi que se anula em A e B.

Suponha que P > 0 (definido positivo) entdao a
equagao (6.14) é uma equaggo diferencial linear, que tem
n solugdes linearmente independentes Wy ;Mg s s+« s My

satisfazendo a condigao inicial,
pi(a) =0

s = = ~ . ] ] Y
Elas sao determinadas a partir das condigoes inicials nas

derivadas

“i(a) =V , i=1l,...,n

~ 3 ry
onde v, » Vg s e »V, Sae n vetores linearmente indepen
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dentes do R". Uma solucdo geral sers entio da forma

M= Z Ay My

Se A =y(a) e B = y(b) sao pontos conjugados, entao
existe uma solugaoc u de (6.14) tal que u(a) = u(b) = 0,
Portanto em A e B o0s vetores Hys oo s Mg deixam de
ser linearmente independentes. Seja

By = (kyq pMig s aee ’“in) i=1,...,n. Entao o ponto B

ke . .
sera conjugado ao ponto A se o determinante

Hll(x) “12(7{) tew p.ln(x)

= (X) M (x) e M (x)
(6.15) DUy, eoe ) = 21 22 2n

unl(x) gn2(x) ces

for zero em x = b.

Os seguintes dois teoremas podem entao ser demonstrados
usando o mesmo esguema de demonstraggo feito no caso do

problema variacional mais simples.

(6.16) TEOREMA ~ Se P ¢ uma matriz positiva definida em
[a,b] e se y(x), a< x= b, nao contém,
pontos conjugados ao ponto a = y(a), entao a segunda va-

riacao 62 Iy é positiva definida quando restrita aos cam
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pos de vetores h gque se anulam em a e b.

(6.17) TEOREMA - Seja y(x), a < x £ b, uma solugao da equa
gao de Euler. Suponha que, ao longo de

. L4 P s . g .
¥y a matrig e positiva definida e que nao existam

Fyry
pontos conjugados ao ponto y{a). Entao g ¢ um minimo 1o

cal do funcional I dado em (6.3).
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7. GEODESICAS

2

Seja M © 123 uma superficie e y: uc R® =M

um sistema de coordenadas locais. Representaremos um pon-

to de U por (yl ,yz) e por 3%; s 3%; os vetores tan

gentes as curvas coordenadas. Em cada ponto p de M es
tes dois vetores sao linearmente independentes e geram
TpD{, o espacgo tangente a M no ponto Dp. A restrigao do
produto ¢, ) do B3 a estes subspagos induz uma metri-
ca em M que em cada vizinhanga coordenada tem por ele-

mento de arco

(7.1) ds® = L €5 dy dyj
onde
- B - N

Uma curva @: [a,b] —M é suave se, em todo sistema de
coordenadas locais, sua representagao (yl(t) ,yz(t)) é
dada por fungoOes de classe c®. Uma curva a: [a,b] =M
é suave por partes se G é continua e existe uma particao

do intervalo [a,b], a = to < tl < 40 < tk = b, tal que
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s s -
0 restrita a cada sub-intervalo [ti, ti+1] € uma curva
L4
suave. Observe-se que se uma curva O & suave por partes,
L , . .
entao seu vetor tangente &' & bem definido em cada sub-

intervalo (ti , t ) e, em cada ponto t, da particao,

i+l
existem ambos os limites laterais de a'(t). O comprimen-

» - s
to de uma curva suave por partes e definido por

&)
(7.3) L{a) =§ (g

a

1/2
ij ) dt

PR—
yi yj
Um ponto regular de uma curva suave Dor partes

, . ~ ”
& e um ponto onde &' existe e nao e zero, Uma curva

suave por partes & dita regular se em todos os pontos do

intervalo [a,b] onde &' existe, &' ¢ diferente de ze

ro. Sempre que uma curva e regular, a fungao
(7.4) @ = '(w) yiunl’? qu
. s J.a gij Y3 Yj

oo
é cont{nua, C por partes e crescente, Portanto, existe
~ a ) * (4
a fungao inversa t = t(s) a qual e por sua vez continua,
L0 ~
C por partes e crescente. Podemos entao escrever

a{s) = a(t(s)) e temos
a: [0,L(&)] —-NM

satisfazendo a condigao adicional
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let(s)] =1
em todos os pontos onde &'(s) € definida.

No que se .segue nos estaremos interessados em
minimizar o funcional (7.3) entre todas as curvas suaves
por parte, ligando dois pontos prefixados p e gq de M.
Devemos observar gue 0 valor do funcional L definido em
(7.3) em uma certa curva o é independente da parametri-
zaggo usada para definir 0. Mais precisamente, ele assu-
me o mesmo valor em todas as curvas, barametrizadas, sua-
ves por parte, gque difiram apenas por uma mudanca de paré
metro t = t(u) com %E > 0, Assim, nao podemos esperar
obter uma solugdao bem definida para o problema posto des-
ta maneira, desde que, se uma determinada curva a(t)
realiza o minimo de L, entao todas as curvas &(u) =
= a(t(u)), obtidas através de uma mudanca de parametro,
também serao pontos de minimo para L, Para evitar este
problema € conveniente introduzir um novo funcional, gque
chamaremos de energia dado por

b dy. dy.
(7.5) @ = @ ey g ) at

» i s
A energia e o comprimento de arco estao relacionados da se

guinte forma:
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(7.6) DROPOSICAO - Se a: [a,b] =M ¢& uma curva suave

por partes, entao
L(a)Z < (b-a) E(&)

L3 - s 4 - a
e a igualdade se verifica se e s0 se O esta parametriza

por um miltiplo do comprimento de arco.

Demonstracao: O resultado se segue da desigualdade de

Schwarz

(j: t.g)°% < (fz £2) (J: g?)

a aplicagao as fungdes f = I 854 v} y& e g=1.

Seja O: [a,b] —M uma curva suave por parties,
regulayr. Suponhamos que 0 realiza a distancia minima en
tre os pontos P =0(a) e Q = o(b). Isto significa que,

para qualguer outra curva Q: Ea,b] - M, nos devemos ter
(7.7) L(o) s L(a)

Podemos supor sem perda de generalidade que a curva O
seja parametrizada por umrmﬁltiplo do comprimente de arco.

Entao, segue-se da proposigao acima que

(b-2a) B(6) = L(©)2 5 L(a)2 < (b-a) E@)
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e, consequentemente,
(7.8) E(o) < E(a)

Portanto © ¢é simultaneamente um minimo para & energia e
para o comprimento de arco. 0O leitor deve observar gue a
desigualdade (7.8) sera estrita mesmo quando o for uma
reparametrizagao de o. Portanto, se nés resolvermos o

problema de minimizar a enhergla, isto dara como resultado
uma solugao do problema variacional de determinar a curva
que realiza a menor distancia entre dois pontos, jé para-
metrizada por um multiplo do comprimento de arco. Vamos

iniciar nossc estudo considerando a questﬁo de minimizar
a energia quando os pontos P e q estao contidos numa
mesma vizinhanca coordenada e as curvas a serenm testadas
tém suas imagens contidas nesta vizinhanga. Neste caso ©
problema se reduz a minimizar o funcional (7.5) entre to-

2 1igando dois

das as curvas contidas num aberto U =R
pontos gue n6s continuaremos a designar por D e d. AsS
curvas serao fung5es suaves por parte, definidas no inter
valo [a,b] fixado. O nosso problema é entao exatamente

o problema tratado no cap{tulo anterior, quando o integran

do do operador (6.1) € a fungao

(7.9) F(yl ) Yz ) Yi ' Yé) = Z gij(y'l ’ Yz)y:{ y:'i
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: . . bl + ~
A primeira variacao sera entao dada por

b
(7.10) S§E(h) =f ((Fy, h) + (F , , h'))dx
a
onde
= F F., = (F
Ty (Fyl ’ Y2) ’ A yi’ Fyé)
(7.11) '
F = I -oéi 1oyt F,=2% '
Ve 1,3 OV 173 Vi 7 Pk Vi

A condigao de Weierstrass-Erdmann estabelecida a partir

de (6.7) nos diz que, se y = (yl(t) ,yz(t)) é um extre-

mo do problema variacional,entso Fy,(y(t), y'(t)) & uma

fungao continua de +t. Se nds designarmos por G a matriz

(gij), entao

(7.12) Fy' = 2Gy!

s, r
e, desde que G e invertivel, podemos escrever

(7.13) ! =%G F

Como G e Fy, sao fungoes contfnuas de t, segue-se

que y' ¢ continua e, portanto, y ¢ de classe Ci. Apli
cagao sucessiva das formilas (6.7) e (7.13) permite esta-
belecer que ¥y é de classe C~. Este resultado & bastan-

te forte e leva as seguintes consequéncias. Primeiramente,
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em se tratando de determinar a curva de menor energia li-
. ” - . - -~
gando dois pontos, nos podemos nos restringir as solugoes

da equagac de Euler

(7.14) = F ., -F_ =20

Segundo, se P e Q sao dois pontos arbitrarios de M,

e Q: [a,b] —-M ¢é uma curva minimal, suave por partes, 1li
gando P a Q, entdo a sera de classe c”, e cada sub-
arco de o (conexo) contido numa vizinhang¢a coordenada se
ra necessariamente uma solugao de (7.14). Uma formulagao
classica da equacao (7.14) pode ser obtida como se segue.

De (7.11) obtemos

dt oy

[<F-
& F ry =2 & Bt 13 yi vyt 2 Z g5 vy
Yk i, V3 J i

portanto (7.12) pode ser reescrita como

2 L - yr + I 2fik yvI oy +
i Lo 40y 0¥y TR
(7.15)
bgk. bgi.
+ 3 2l ygryt- g ==lyryt=0
3,5 25 T3 45 0¥ TR

ij

Vamos representar os elementos da matriz G_l por g v,

1S i,j < 2. Multiplicando a equagao (7.15) por ng e



-74-

somando em k obtemos

L
(7.16) vy + 'Z‘ Pij vi y3 = 0
1,]
onde
OEy Dg. dg. .
£ _1 i1k ki jk ij
ij 2 ¥ byj byi byk

As solugOes do sistema de equagoes diferenciais (7.16)
sao chamadas geodésicas e as fungSes ng sao chamadas

s{mbolos de Chistofel, O sistema (7.16) é do tipo

yn = f(y . yv)

onde f é de classe ¢® definida em Ud(inz. Para tais

sistemas sabemos que existe uma dnica solugao satisfazen-
do as condigaes iniciais
y(0) =y

(7.18) o

y'(0) = v,

~ L4
Uma tal solugdo sera representada por y(t, Vo vo) e a
- ~ o L .
mesma ¢ uma funcao de classe C nas variaveis t, Vo€ Voo

Usando um argumento de unicidade é facil mostrar que
(7-19) Y(t ) YO ’ vo) = Y(l ) Yo ] t\)o)

Agora definamos a fungao exp, TM - M por
o
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(7.20) eXpyo(v) = y.(l 1 YO y V)

Tal fun950 ¢ de classe c” e, além disso, de (7.19) se-

gue-se que sua diferencial na origem é a identidade. Pelo
teorema da fungao inversa entao existe uma vizinhanga V
da origem em TpM tal que, restrita a V, a fungzo expo-
nencial & difeomorfismo. Isto significa que podemos para-

metrizar uma vizinhanca do ponto ¥y em M por uma vizi

o
nhanca da origem no ZRZ de tal modo que a imagem das re-

tas que passam pela origem sao geodesicas de M passando

pelo ponto Yo

A vizinhanga coordenada expy (V) & chamada uma
(o]

vizinhanca normal do ponto Yoo A fungao exponencial e as

. i E] -~ I} ’ .
vizinhangas normais sao instrumentos extremamente uteis no

estudo de Geometria diferencial.

=4

exp, l
yO
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Vamos agora calcular a primeira variaggo para a
. P ’ £ -
energia utilizando o fato de que M e uma superficie no
®3. De acordo com (7.3) o comprimento de uma curva

a: [a,b] =M, suave por partes, &:
b

(7.21) 1) = [ (wre) Lo () at
a

Seja p =6a(a) e g = &(b). Nés definimos uma variagao

de & como uma fungao

o: (~e,e)x [a,b] =M

tal que:
1) 6(0,t) = a{t) , t¢€ [a,b]
2) o(u,0) =p e c(u,1) =a , u € (-c,e)

3) Existe uma partigdo a = t St;<...<t, =b de
[a,b] tal que o & ¢® em cada faixa

(-c,e)X [tiul’ ti]'

Deve-se observar que, bara cada u fixado,

t > (t) = aly,t) & uma curva suave por partes, ligando

P ¢ 4aq. Na verdade a definigao acima é a de uma variagao

mantendo os pontos extremos fixos. Mas desde que este se-
y o, N . - . . » . M

r4 o unico tipo de variacao que utilizaremos, nos simpli-

ficamos a notagao chamando-a apenas variagao.
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Designaremos por vetor variagao o campo de veto

res

<o

(7.22) h =32
u u=0

o qual, pela definig¢do de 0 € ¢! por partes, no inter

valo [a,b]. Nos veremos a seguir que a primeira variacao
dependera apenas da curva & e do vetor h, e nao da va-
riagao © como um todo. Assim ¢ interessante ter uma for
ma de construir variacOes com um dado vetor variagdo. Is—

to pode ser obtide usando a fungao exponencial, definindo
{(7.23) o(u,t) = eXPy () (uh(t))

£ imediato verificar que O é uma fungao suave por partes

em t e que satisfaz a equagao (7.22).

Dados dois pontos p e g em M, & uma curva
ligando p a2 q e O uma variagao de © com vetor va-

riagao h, temos que:

d d o B
= 1(0) =I = { g, 0) dt‘ =
du lu=0 T 5t © 0 3t u=0
(7.24)
=2 i (2 20,2 0) at
S du dt ~ * Dt l _
a u=

Como © & suave nas faixas (-e,e)X (ti-l’ t;) entdo,

quase por toda parte,



2 0 45 -0 O
udt? "3t du’®
Alémdisso,
> 20 o, _ (> 0 2o, , Do B dg
3t (3’3’ -~ Bt ou’de t Su’vE 5T/

Procedendo a uma integragao por partes obtemos

(7.25)

k-1 b
1l d d da
= = I(o ==- I <hit, A, gty - h, —= 5% dt
5aw 1@ == B o), 80 ja<,dtdt>

onde Ai a! = &'_(ti+) - G'(ti ). Se & & um ponto criti-
co para a energia, jaf vimos a;teriormente que serd ne
cessariamente regular. Assim podemos nos restringir ao ca
50 O regular, € a formula da primeira variag:go serd a
fungao linear em h dada por

(7.26) §1,(n) = -2 j h, S 9 at

Desde que h ¢ um campo de vetores tangentes, nés pode-

mos reescrever (7.26) na forma

ﬁl

b
(7.27) 81,(h) = -2 I (h, &S at
a

D ’ P
onde at e um simbolo para representar a componente tan-
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gencial da derivada é% de campos de vetores ao longo de

&. Se GIa(h) = 0 para todos os campos de vetores h ags
sociados por (7.22) a uma variacao de @, 6 facil concluir
gue

(7.28)

019
o2
]
o

D
dt
Esta e portanto uma condigEo necessaria para que uma cur-

va & seja um extremo do problema variacional de minimi-

zar a energia entre todas as curvas ligando dois pontos em
M. Na verdade (7.28) em coordenadas locais, é exatamente

a equagdo de Euler (7.16). De fato, se y;, ¥, 880 coor-

denadas locais temos:

(7.29) L 7
D do ®y; ; p »
(7.30) dtat - = e 3;; +E o ai 5y,
Usando a regra da cadeia obtemos:
D ® Yy p

(7.31)

- z
dt byi k dt byj byi

”
Se nos escrevemos

D D
byJ byi
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entdo a equacao (7.28) se torna:

a2

¥ dy. dy.
(7.32) 21‘+2A1: = gl=0 ,k=1,2
dt i,5 19

De (7.32) e (7.16) segue-se que

- mk
Aij = rij

e portanto nos temos o resultado desejado.
(7.33) COROLARIO - Geodésicas sao curvas em M © 3

a hingl - #
ja aceleragao tangencial e zero.

~ . . ’ 14
Uma outra conseqliencia importante e a formula:

D d k o]
(7.34) ——— =L I, 7
byi byJ- k 1] byk

cu-

Mas geralmente, se V = L vy 3%“ é qualguer campo de ve-

tores ao longo de &, entao:

dv dy
Vi d j nk o
(7.35) ll = 3 et e 4 pM v. T ——
dt i dt byl i3,k i at “1ij byk

Usando a definigao de é% é faeil concluir que, se
W sao campos de vetores tangentes a M ao longo de

a(t) e £: M =R & uma fungao diferencidvel, entao:

(7.36) Ly ~(Zv,woe v, FW

e
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= 4f by
(f‘v)—dtv+fd,C

D

(7.37) 3%

Vamos agora calcular a segunda variagao da ener
gia. Sera mais economico para algumas demonstracOes, no
que se segue, ter a segunda variagao como uma forma bili-
near, ao invés de uma forma quadrética. Para obte-la nesta
forma vamos considerar uma variaggo dependendo de dois pa
rametros, digamos u e v, cuja definigao ¢ analoga a de

L) - -~ "~ . ' d .
finicao de variacao (a um parametrco) que ja consideramos.

. ~ . - L4
Uma variacao dependendo de dois parametros sera

uma fungao:
0: (-¢,e)x (~e,e) x [a,b] =M

tal que:

» [ -~
1) o(u,v,t) e continua e suave nos retangulos

(—S,E)X (—E,e)x (tl » ti+1) 3

2) ¢(0,0,t) a(t) ;

3) au,v,a) = a{a) e 0o(u,v,b) = a(b)
Nos teremos, no caso, dois vetores variacao:

da o] o
(7.38) —_ = h —_ = h
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Procedendo como no estudo de maximos e minimos de fungoes
de duas variaveis, calcularemos o Hessiano de 1(¢) = I(u,v

no ponto (0,0).

A partir de (7.25) temos gque

b
12 g de 4 2y _ (P29 D2
3 3u 1(0) E(surtiow) Ja (3u - at st 9t
e portanto,
1 02 gy o (D2 4 20y 520 Do, 30y
2 3 oV (3v du’ i ot Tu’dv -1 dt
b b
D 3 D 20 - g D D 00
:__J’a%v TREI T J'a(u'bv 5t bt 9t

Desde que ©¢(0,0,t) = a(t) é uma geodésica (e portanto

suave), temos que,

da _ D da
Ay~ 0% e 3gae -0
Portanto
1. 8% 1) —-x{n,,a, =¥ ) -
r
(7.39) b
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-~

O interessante seria obter a expressgo para o Hessiano em
(] r s ~ L
que estivesse obvia sua dependencia somente em a, h1 e
”,
h2. Desde que J e suave nas faixas (~e,e)X (-e,e} X

X (ti , t ) temos:

i+l

D d _ D %0
(7.40) 50 5t _ 0%t du

o que permite escrever:

(7.41) (hy , by 2

lO’

- 2
) = (hy , 8y FE

iov i d

o+

’°<00)

Para ajustar o integrando de (7.39) deveriamos mudar a or
dem no calculo das derivadas g% g%. Ocorre ¢que esta mu-
danga ndo 6 trivial como no caso de derivadas de fungoes
de classe C2 no W"“. Em geral, se V = I vy E%T é& um
campo de vetores tangentes a M definido num ab;rto con-

tendo 0O, teremos:

(7.42)
D D y_D Dy D D ® _ D D 08y ._
v dt v bt bv E Vi (bv ot by ot dv Oy

_ ] -
2 vy {2 (gp 3y ~ v ot ig,n T o Tis Tme’ By
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onde

. = — I'".
ij,n byn ij

Devemos observar gue a expressgo acima depende somente dos
[o]*] dT .
valores, em cada ponto, dos vetores v, 3T ¢ Ju Assim

’,
nos podemos escrever!

(7.43) SESv ¥ " 3v dE v RS 57 V)

onde R, em cada ponto p € M é uma fungao trilinear, al
ternada nas duas primeiras variéveis, com valores em TpM.
O fato de que o lado esquerdo da igualdade (7.43) nao de-
pende do sistema de coordenadas, e 0 lado direito sé de-
pende dos valores dos vetores no ponto p, e depende 1li-

nearmente, garante que R & uma aplicagao trilinear glo-

balmente definida em M. Nés chamamos R de curvatura de M.

A notagao que usamos acima nao é "standard".

0 usual é denotar

[e]e) dg oC
(7.44) R(bu R bt)v (E-G TR V)

N . ,
a fim de destacar os vetores nos quais R e alternado. O

[ » . ]
tensor R tem, alem disso, as seguintes propriedades
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R(x ,y)z + R(y , z)x + R(z,x)y = 0
(7.45) (R{x,y)z,w) + (R(x,y)w,z) =0
(R{x , y)z,w) = (R(z ,w)x ,y) = 0O

ry ~ ” s [}
cuja demonstragao e deixada a cargo do leitor. Vale a pe-
- K] .
na observar que, desde que R e uma aplicagao linear em ca
K4 » . . L4 L4
da variavel, e suficiente demonstra-las para os vetores ba

R o]
s1¢c0s oyit

- - ~ .
Retornando a segunda variagao da energia que es

tavamos tratando, podemos reescrever {(7.39) na forma
(7.46)

52

N

(hy ,hy) = = X (hy , Ay g% hy) -
1

IG .
1

b pe
= (h, ,~—5 h, + R(a', h,la") dt
ja 1 ,dtz 2 rU2

2 4 ~ o7 T
I e entao bilinear e simetrica.

Deve-se observar que & o

A equagao de Jacobi sera entdo:
D2
(7.47) =5 h + R{(a', h)ar =0
at
Se e; e ey sao dois campos ortogonais ao longo de @,

tal que e; = a'(s), é facil verificar que



De1
(7.48) — =0 —=£ =0

dt dt
Qualquer campo de vetores ao longo de & é da forma
h =% hi ey Se um tal campo & solugdo da equagao de Jacobi,

suas componentes satisfazem a

2

d“h.
1 -
(7.49) 5 + L aij(t) hj(t) =0
dt
onde a;y = (R(e1 ,ej)e1 ,ei> e suas solugOes sao campos

de classe c” completamente determinados pelos valores
iniciais
Dh
h(to) e qt (to)
Na verdade, usando (7.45), podemos reduzir o sistema
(7.49) simplesmente a
hf = 0

(7.50)
h!! + a

Seja &: [a,b} - M um- geodésica. O ponto
p ~a(a) e g = a(b) sao conjugados ao longo de o se

existe um campo de Jacobi h{(y) que se anula em a e b,

Para efeito do estudo de pontos conjugados e su
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ficiente considerar somente campos de Jacobi normais a G,
desde que a solugao mais geral para a componente tangencial
hy ¢ da forma hy(t) = et + d, que se anula somente em um

ponto.

(7.51) TEOREMA - Seja o: [a,b] =M uma geodésica. Um
campo de vetores h ao longo de «
pertence a nulidade da forma quadratica 62 I, se e so-

hd 3
mente se h e um campo de Jacobi.

Demonstraggo: Se h é um campo de Jacobi, entdo h & sua

ve e satisfaz a equagao (7.47). Portanto

52 1,(h,h) = 0.

Suponha agora gue h pertence a nulidade de
2 _ < - .
b I+ Seja a t, < ty rae < tk b uma partigao do

intervalo [a,b] tal que h & suave em cada subinterva-

lo (t;,t ). Seja f£: [a,b] R uma fungao ¢”  tal

i+l
que f(ti) =0 e f(t) >0 se t # tyo
Defina:

2
L = £ D+ rG@r, man)
dt

=2
|

Podemos entao construir uma variagao &(u, v, t} wusando
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a funcao exponencial, que tenha h1 e h2 por vetores

variagao. Aplicando a formula (7.46) obtemos

b 2 2
L4621 (n,,0) =-[ £&) |28+ r(a', n)ar| at
2 [+ A | 2 2
a dt
Como h2 = h, e h pertence a nulidade de 52 I, entao

a integral deve ser zero. Como f(t) > 0 a menos de um
nUmero finito de pontos segue-se que h satisfaz a equa-
¢ho de Jacobi em todos os intervalos onde h ¢ suave., Pa
ra mostrar gque h & suave por toda parte esceolha agora

ﬁl , um campo de vetores ao longo de & tal que:

= Dh
Bi(ey) =8 &
e defina:
ﬁz(t) = h
Segue-se entao que
k-1
= 52 = bh
0=26%1,(h ,8,) = 3 |a; Gl

i=1 |
!

Portanto, %% é contfhua em t e h & pelo menos de clas
se C'. Mas h & solugao da equacao diferencial (4.47)

em [a,b]. Logo h é de classe C  em La,b].
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Seja @ [a,b] =M uma geodésica. Nés diremos

’ s, P -+ [ S
que & e uma geodesica minimal se @ e um minimo da fun

gao comprimento relativamente a qualquer variagﬁo manten-

do &fa) e a(b) fixos,

(7.52) TEOREMA - Seja &: [a,b] =M uma geodésica. Uma
condi¢io necessaria e suficiente para que
& seja minimal & que nao existam pontos conjugados a

a(a) ao longo de 4.

Prova: Se & & minimal, entdo 52 I, {(h,h) > 0 para todo
vetor variagEo h que se anula em a e b. Por-
tanto, pelo teorema anterior, nenhum .campco de Jacobi dife
rente de zero gue se anula em G{a) volta a se anular em
outro ponto de a. Consequentemente a(a) nao possui pon

tos conjugados ao longo de &.

Inversamente, se &(a) nao possui pontos conju
gados ao longo de o, entao nenhum campo de Jacobi que se
anula em ofa) volta a se anula ao longo de @. Segue-se
que nenhum elemento nao trivial da nulidade de 62 Ia gque
se anula em @&{(a) volta a se anular em outro ponto de &.
Portanto, se h ¢ qualquer vetor variagao nao nulo que se

anula em a e b, h ndo pertence a nulidade de 52 I,

i

e portanto 52 Iu(h,h) > 0. Entao, se 0(u,t) é qualquer
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variagac de & mantendo os pontos extremos fixos, com ve
tor variacho nio identicamente nulo, entao

2
i
5 I{c) > 0O

du

[ .
e portanto a e minimal,

O seguinte lema descreve uma maneira de obter

Campos de Jacobi,

(7.53) LEMA - Seja o{(u,t) uma famfilia a l-parametro de

geodésicas tal que o©(0,t) = a(t). Entao o

campo de vetores h = %% (0,t) & um campo de Jacobi ao

longo de &.

Prova: Desde que, para cada u fixo, t =0(u,t) é uma

£ I
geodésica, entao

_D D3 _D DB, 0 2020 _
0 =35 3% 5% ~ 3¢ 3u ot T PPt vu'nt
02

&0 G  DUNOCO
= =5 %u * RGg su'ot

Quando u = 0, temos entao

D2
~5 h + R{a' , h)at' =0
bt

o que completa a demonstragao.
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8. O PROBLEMA VARTACIONAL ENVOLVENDC INTEGRAIS MOLTIPLAS

I d . A = s
Nés iremos apenas tratar problems variacionais
. ¥ . . , *
envolvendo duas variaveis independentes e uma variavel de

pendente.

Seja F(x,v,z,p,q) uma fungdo de classe c2
que por simplicidade, suporemos definida em todo o Bs.

Considere o funcional

(8.1) I(z) = jj; F(x,v,2,2, ,zy)dx dy

onde D & uma regiao fechada e limitada do R>

cujo boxr
do ©®D 6 uma curva suave por partes. As fungdes =z a se
rem consideradas serao inicialmente supostas serem de clas
se C2 em um aberto U contendo D. Nos iremos estudar
o problema de minimizar o funcional (8.1) entre todas as
fungbes =z gQue tomam dados valores em ¥D. Posteriormen-
te noés iremos propor o mesmo problema admitindo que as fun

gSes z sSejam apenas suaves DpoOr partes em D, No caso em

que as fungdes =z sao de classe c2, o problema pode ser
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& ,
tratado de forma analoga ao caso de uma variavel.

Seja h uma funcao de classe ¢ em U tal

que h = 0 em dD. Entao
z + th

& uma variacao admissivel de =z para todo t € R. A pri-

meira variaggo, calculada da forma usual, 8

8. 6I(h) = f F h+F_h + F h J)dx d
@2 oxm = J] o nw n vr npax oy
Uma variacao simples mostra que:

2 d -2 2
(thx+Fq hy)+h(oxF +0y Fq)—bx (hF_) +

P >y (th).

b

E pelo Teorema de Stokes temos

0 0 = - =
HD [35 (hF,) + 55 (BF )]dx dy I;D F,hdy - F hadx =0

onde na Gltima igualdade foi usado que h = 0 em 3D. Por

tanto, a primeira variagao pode ser reescrita como:
(8.3) 61(h>=ff (F, - & F_ - 7F) hix,y) dx dy
p 2 ©0x P 3y 4 !

(8.4) LEMA - Seja M(x,y) uma funcao que é continua em

D.
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Se a integral

”D M(x,y) h(x,y) dx dy

se anula para todas as fungdes h de classe 02 em al-
gum aberto U contendo D, tais que h = 0 no bordo de

D, entao M =0 em D,

Prova: Se M ¢é diferente de zero num ponto de D, entao,

por continuidade, sera diferente de zero num disco
. _ 2 - 2 .
A : (x=x )" + (y-y )" =< ¢

contido em D. Mas, entao nos sempre podemos escolher uma
funggo h gque seja zero fora deste disco, positiva den-
tro do disco e que seja de classe 02. Para uma tal fungao

teremos

H thxdy=ff hM dax dy > ©
D Ae

rd
Segue-se deste lema que, se =z(x,y) é um extre
. . . L
mo do problema variacional proposto, entaoc =z devera ser
solucao da equagao a derivadas parciais

d ) -
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Esta € a equaggo de Euler do problema. Desenvolvendo as de

rivadas parciais obtemos!

(8.8)

+ + + + F +
(Fop Zxx * PFpg Zxy © Faq zgy) * (Fpp Zx Zy)

+ +F _+F +F = F
(FPX Yy qx qy) z

~ Ld . , L,
Esta equagac e singular sempre que a forma quadratica asso

ciada a matriz

(8.7) G =
qp qu

& degenerada. Se esta forma quadrética é pogitiva defini-
da a equagao (8.6) & do tipo eliptico. Um caso particular
importante ocorre gquandoe F depende somente de p e q.

Entao a equagao de Euler se reduz a

(8.8) + 92

F F + F
pp “xx pa Zxy © “aq “yy
Este é o caso da integral de Dirichlet e do Problema de

Plateau que trataremos no que se sSegue. No momento vamos

calcular a segunda variagao do funcional (8.1). Obtemos:
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(8.9)

2
5% 1 = j]‘ F___ h_h_+ 2F o+
(h) 5 {( pp Px Bx + 2Fpy By By Fuq By hy) +

+
(sz h b + qu h hy) + F,, hz}dx dy
Uma peguena modificaggo do argumento usado no caso de uma

variavel permite mostrar que uma condiggo necessaria para

que = seja um minimo do problema variacional proposto ,

é gque a forma quadrética associada a matriz (8.7) seja

positiva definida. Esta é a condicao de Legendre para es-

te problema.

Se F depende somente de p e ¢, entao 62 1

se reduz simplesmente a:

2 2 2
. 6% 1(h =.ff hZ + h, +
(8.10) 1(h) 5 (Fyp hy + 2F,, by hy + F ., hoddx dy

»
e nos temos seguinte teorema:

{8.11) TEOREMA -~ Suponha que F depende somente de P
e q e gque a matriz (8,7) é positiva

definida. Se =z é uma funcgao de classe ¢? que é solu-

cao da equacido de Euler (8.8) e para a qual o funcional

I(z) definido por (8.,1) é finito, entao = & um minimo
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local de I entre todas as fungdes de classe ¢? defini

dags em D e com os mesmos valores no bordo.

"~ L4 ] )
Demonstracio: Se =z € uma solugao da equagao de Euler, en

tao GIZ = 0 e conseguenhtemente

I(g+h) - I(z) = 52 1 {h) +
(8.12) z

2 2
+ ffD (rll hi + 2r, h hy + roq hy)dx dy
onde as fungodes Ty sao contfnuas em (x,y) e satisfa-

. g
zem a condigao!

(8.13) rij -0 guando “hHI -0

Desde que a matriz (8.7) & positiva definida, entao, em
cada ponto (x,y) existe um nimero positive m{x,y) tal

que:

(F._ h2+2F h_h_+F__ h2)= m(x,y)(hi + h?)

pp X Pa X ¥ Qqa ¥

-~ L . .
A funcao m(x,y) e determinada a partir de operagdes ele
PR . Id
mentares com os coeficientes da forma quadrétlca e e con-

t{ ja F 20, 3
inua ja que pp ’ qu e qu o sao, Desde que D e

. [ -
compacto, m(x,y) possui um minimo m > 0 e nos temos

2 2 2 2
8.14 ¥ he + h + = +
( Y ( pp Mx 2qu % hy qu hy) m(hx hy)
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Por ocutro lado, pela desigualdade de Schwarz, para quais-

quer fungdes Ay s *y definidas em D, temos:

(8.15)
1/2 L2 .,2.1/2 2 .2
T r..A.r.= (% r2) (= 2225172 a2 4.2
i,3 ij i 3 i,3 ij i,3 i3 1 2
onde r = sup ( I r?j)l/z.
(X,y) 1,3

Portanto nds podemos escrever

(8.18) I(z+h) -~ I(z) 2 (m-17v) ff (hi + h2)ax dy
D ¥

E claro que existe e > 0 tal que, se ||lh ”1 < ¢ entao
r < m., Consequentemente =z & um minimo local do funcional
I no espago CZ(D), das fungdes de classe 02 em algum

aberto contendo D, com a norma [ ][1.

A hipotese 1I(z) finito ndo & supérflua. Consi

dere por exemplo o funeional

{8.17) I(z) = .“ (zi + zi)dx dy
D

isto e, a integral de Dirichlet da fungao =z(x,y). A equa

~ B , ’
gao de Euler associada sera entao a equacdao classica de

Laplace:
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(8,18) bz = Zy t Zgy T 0

0 integrando & do tipo gque estamos considerando e a matriz
(8.7) é neste caso simplesmente
2 0

(8.19)
o 2

< LY = 0 = . L] . s
que € obviamente definida positiva. Seja D o disco uni-
” . . .
tario centrado na origem ¢ g: D - R uma dada fungao con
t{nua., Vamos agora mostrar gue existe uma solugao do pro-

blema

(8.20)

~ *, o~ : .
que nao e uma solugao do problema variacional:

minimizar I(=z)

(8.21)

Isto serd feito exibindo uma solugdo =z de (8.20) para a
qual I(z) = =, Considere para isto a série de Fourier de

~ L .-
g (a qual nao e necessariamente convergente).

a o
o
{8.22) g~ 5 + ni a, cos(nf) + b sen(neé)

1
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Para r < 1, a solugao de (8,20) é dada pela série conver

gente,

(8.23) =z(r,8) = =24+ 3z rn(an cos{nf ) + b, sen(nd)
=]

a qual é equivalente a integral de Poisson

m 2
(8.24) anf g(t) L > dt
=TT 1-2r cos(B~t) + r

Seja D, o disco de raio r em torno da origem. Entao,

. ’ r -
por um calculo facil, nos temos gue

(=]

I(z) = 1lim IJ (zi + zz)dx dy = lim m I n(aii—bﬁ)rzn =
-l Dr ¥ r+l n=1
[+]
=7 I n(aﬁ + bﬁ).
n=1l

Portanto a integral de Dirichlet existe se e s6 se a sé-

rie

(8.25) Tz n(ai + b2)

. g 4
converge. No entanto, existem fungoes continuas g para

. £
as quais esta serie diverge ! Por exemplo, tome

(8.26) g(8) - ¢ sen(nh)e

n=1 n2
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~ s . a (4

A fungao g e bem definida e continua, desde que a conver
A . L I . L+, -,
gencia da serie e uniforme. Como g Jja e dada por uma sg
- . ’- LR 1 ~

rie de Fourier, temos gue os unicos coeficientes nao nu-

los sao

L
1
n n2

Portanto, para esta g, o problema (8,20) tem uma solugao
dada pela fungio harmonica =z definida por (8.23), e, no

entanto,

I(z) =™

™8

n!
n=1 n4

diverge obviamente,

Considere agora o problema de determinar a su-
perficie de area minima =z = f(x,y) no RS com um certo
bordo prefixado. No nosso contexto ele se reduz a calcular

f .
0 minimo do funcional.

(8.27) I(z) = j]; (1+22 + zi)lfz dx dy

Neste caso F(p,q) = (14-p2-kq2)1/2 e a matriz
(8.7) e:
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2

(8.28) G = 1 tra ~
(1+-p24'q2)3/2 ~Pg 1+p2
A equagao de Euler &
2 2 —
(8.29) (L+q )zxx - 2pqzxy + (1+p )zyy =0

s + . f
Considerando o grafico de =z(x,y) como uma superficie e

- L4
usando a notagao classica, temos:

E=1+p° F=m G = 1+q2
(8.30)
=1 =1 =L
e T W %xx I =y “xy E W %yy
onde W = (14-p2-¥q2)1/2. Desde que a curvatura média de

uma superficie é dada por.

-1 Eg - 2Ff + Ge
2 gg - F2

(8.31) H

L4 ~ Lo L4
entado z sera uma solugao da equagao de Euler se e sO se

I
[

(8.32) H

As superf{cies que possuem esta propriedade sao chamadas

superficies minimas. O teorema (8.11) justifica de certo

modo a adogao deste nome para as superficies que satisfa-
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Zenm (8-32)3

No cap{tulo 3 foi poss{vel manipular o problema
variacional no caso em que as fungSes admiss{veis eram
apenas ¢! por partes, com a utilizagdo do Lema (3.11).
0 seguinte Teorema devido a Haar, fara O papel do Lema

{3.11) no nosso contexto.

(8.33) TEOREMA de HAAR - Uma superficie z = z(x,¥), ct

por partes é um extremo do fun-
cional (8.1) se =z & solugao da equagao
ff F_ dx dy=f (F_ dy -F_ dx)

onde B & qualquer subdominio de D 1limitado por curvas

suaves por parte, orientadas no sentido positivo.

F s 3
Prova: Para provar este lema e suficiente demonstrar que
a igualdade entre as integrais acima vale para re-

tﬁngulos

B={(x,y)|lasx=<bd i ¢S y=<d},

contidos em D. Ela é entao imediatamente valida para re-
giSes que sao unides finitas de retangulos, isto &, poli-

gonos. O caso geral & demonstrado por passagem ao limite
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de uma seqﬁéncia de poligonos cujos bordos converpgem uni-
formemente para oB., Se =z(x,y) & um extremo do funcional

(8.1) entao
f F_h+F_h,_ +F h )dx dy = 0
ID(Z p ix * Fq Byldx dy
para todas as fungSes h: D -~R que sao C1 por partes
e se anulam em JdD. Em particular para aquelas gue se
anulam fora de B e que sao diferentes de zero apenas den
tro de B. Nds podemos restringir ainda mais a classe de

fungses h escolhendo apenas aquelas da forma

h(x,y) = ¢(x) ¥(y), onde
g: [a,b] »R y: [e,d] =R

re 1 .
sao fungoes de classe C que se anulam nas extremidades

dos intervalos onde estio definidas. Portanto obtemos:
d b
F + F 'Yy + F t)dx dy = O
fcja(zw p @'Y * F g¥Mdx dy
Definamos

y b4
Alx,y) =J’ F_dy , B(x,y) =I F. dx
C p a q

Y
c(x,y) ——-I J' F,_ dx dy
a C
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. ~ , ™
Procedendo a integragao por partes, e usando as condigoes

de contorno obtemos:
d ,b
J (~-C_¢'0 + A_o'y - Bp'y')dx dy = O
c Ja y y
ou seja:

? { d ( )dy}
dx ¢ -C_§y +A_ ¢ - By )dy} =0
Ja Jc ¥ y

Usando entao o Lema {3.11) segue~se que

d
- + A — By')dy =
fc(cyw g - BYDEY = ¢
onde C, & independente de x. Nova integragio por par-
tes transforma esta equagao em
d

f (C-A-B)y' dy = C

1
c

Seja T(x,y) = (C(x,y) - A(x,y) - B(x,y)}). Desdé que a in

tegral acima nao depende de x, podemos escrever:
d
I (T(x,y) - T(a,y)¢' day = 0
c

Aplicando novamente o Lema (3.11), obtemos
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T(x,y) - T(a,y) = C,

onde 02 é independente do valor de y. Portanto
T(x,y) - T(a,y) = T(x,c) - T{a,c)
Desde que T(a,c) & obviamente zero, entao
T(x,y) = T(a,y) + T(x,c)

Tomando x = b, y = d esta equacgao é exatamente

d .b
(8.34) J J F dx dy = f F_dy - F_ dx
cYa z 0B p q

i~
o que completa nossa demanstragao.

Analogamente, ac caso de'uma variavel este re-
sultado sera suficiente, em algumas situagCes, para garan
tir que a solugao de um dado problema variacional & suave.
Por exemplo, se F nao depende de =z explicitamente o
lema de Haar nos diz que

- F =0
J;B Fp dy a dx

para toda curva de Jordan suave por partes, ou seja,

Fp dy - Fq dx
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¢ uma diferencial exata. Entdo existe uma fungac G(x,y)

definida em D tal gque

G =F -
d p dy Fq dx

Neste caso, portante, a equaggo de Euler pode ser substi-
tufda pelo sistema de equagdes diferenciais de primeira

ordem

(8.35) G,_ = -F G_=F

Por exemplo considere o problema de Dirichlet. Neste caso
o sistema acima & simplesmente

(8.36) Gy = -2y Gy =z,

Portanto G+ iz que & uma fungdo ¢! por par-
tes, satisfaz as equagSes de Cauchy-Riemann em todo ponto
onde é diferenciavel. Logo G+iz é analitica e z ¢ ana

1itica real.

3 : 4
Considere agora o problema de determinar um mil-

. rd
nime =z = =z(x,y) Ppara a area

(8.37) H (1+p2+q2)1/2 dx dy
D

entre todas as fungoes C1 por partes, em D, que tem ©
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mesmo valor em &D.

Suponha que D & uma regido de Jordan., Seja
z{x,y) um extremo deste problema variacional, A equaggo
de Haar se reduz neste caso a

9 -

+q2)1/2

=2 - 2 =
(8.38) G, oo Gy ¢ onde W (L+p

~
em outras palavras, a expressao

(8,39) % (pdy - qdx)

é uma diferencial exata. Infelizmente nem (8.38) nem
(8.39) nos dao um critério imediato para verificar a dife
renciabilidade de z. No entanto, nés podemos com algum
trabalho extra e mais o lema de Haar, provar o seguinte

teorema.

(8.40) TEOREMA - Seja z(x,y) uma solugao de classe cl
por partes em D do problema de mini-

mizar a area entre todas as fungdes C1 por parte que tem

o mesmo valor em dD. Entdo 2z 6 analitica real e seu gra

: ’ & - £ .
fico e uma superficie minima.

, . - . - ) , * ,
Prova: Nos iremos usar o metodo de variacao das variavels

independentes. Vamos considerar o problema geral
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(8,41) minimizar J]. F(p,q) dx dy
D
Seja =z(x,y) um extremo para este problema assumindo os
valores prescritos em 8D. Seja r(x,y) uma funcao de
classe C1 em D, se anula em dD e com derivadas par-

ciais limitadas em D, Defina uma mudanga de parﬁmetro

por
x = u + tr(u,v) ’ y=v

Para valores de t suficientemente pequenos, esta trans-

formagao 6 um difeomorfismo. A funcgao
zt(u,v) = z{u+ tr{u,v), v)

descreve entao uma variaggo admissivel ao problema. O va-

lor de I(t) pode ser escrito entao como

tpr
= —P_ -
I(t) IJ; F(14-tru , 1-btru)(1*_tru) du dv

A condigao I'(0) = 0 & entdo
JJ; {(F-pr)ru - PF, rv}du dv = 0

e pelo Lema de Haar segue-~se que
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8- + -
(8.42) qu du (F pr)dv

L4 . N . ~
e uma diferencial exata. Usando variagoes semelhantes na

coordenada y, obtemos da mesma forma que

(8.43) (F-—qu)du + qu dv

¢ uma diferencial exata. Por Ultimo de (8.35) segue-se que

8. F -F
(8.44) q du b dv

- I . . . -~
e tambem uma diferencial exata., Portanto, existem tres

fungoes f,g e h, ¢l por partes, definidas em D, tais

que
= f = -
fx qu v F pr
(8.45) g, = F-qu gy = qu
hx = Fq hy = —Fp
no caso em que F = (1-+p2-+q2)1/2 entao (8.45) se trang
forma em
2
f =_m f =_!'.—-|-—g.-
x W y W
2
= 1tp” - M
(8.46) 84 W By T
=1 = - P
hx W hy W
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Defina novos parﬁmetros por:

(8.47) a = x g = f(x,y)
1+q2 ~
Desde que By = - W < 0, segue~se que a transformagao

N ”
acima e realmente uma mudanga de coordenadas e leva D

| ne ~
em um certo dominio D no plano «f. Por uma computacao

ohtemos:
dx = do
(8.48) ay = - —24— a0 - ¥ ap
1+q l+g
dz = —E— do - —2¥- a3
1+aq l+gq
df = dB
_ W jols|
dg = do - dap
(8.49) 1+q 1+q2
dh = __q}i,a de + ——L§ as
1+g 1+qg
Destas fdérmula segue-se gue:
Xy = :l:’B xB = -fu
(8.50) Vg = gB YB = -g4
z, =h = -h



-111-

. . - ~ hig £
portanto, x + if, y + ig, = + ih sao fungoes analiticas
by . ~ £ .

e as 6 funcgdes envolvidas sac analiticas reais de (&,8).

Desde que

segue-se do teorema da funggo inversa que @ e B 830
funcdes analiticas de x e y. Mas entao
z(a(x,y) , B{x,y)) & também uma func¢ao analitica de x,y.

O que conclui a demonstragao do Teorema.

4 . , i3
Na prova do teorema feita acima, nos construi-
mos um sistema de coordenadas locais (&,B), para

M: z = £{(x,y), para o qual valem as seguintes relagoes:

2 2 2 _ 2 2 9 _1l+p2+g
Xg t Vo T2 T Xt ¥g t 2

(8.51)
Xg xB + ya yB + Zo zB = 0

Isto significa que os vetores (xu » Yo, 'Za) e
(xﬁ » Vg ’ZB)’ tangentes as curvas coordenadas, sao Perpen
diculares e ‘tém o mesmo comprimento em cada ponto. Ou se-

ja, relativamente zo tal sistema de coordenadas
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Portante a expressﬁo da métrica se reduz simplesmente a
(8:52) as2 = 12(ae? + a8?)

’ . ~ : -~
Nos diremos gque & e P sao coordenadas ou parametros

a -+ s - Y ']
jsotérmicos sempre gue a metrica de M, relativamente a

este sistema de coordenadas é dada na forma (8.52).

Da demonstracaoc do Teorema anterior, segue-se
que se =z = f(x,y) & uma soluggo do problema variacional
de minimizar a area relativamente a um certo bordo, entao
o gréfico de =z admite uma representagﬁo na forma paramé

. ~ : ~ ]
trica dada por parametros isotermicos.

N6s podemos resumir os resultados obtidos ate
agora a respeito de superf{cies minimas no seguinte teore
ma:

(8.53) TEOREMA - Seja =z = f(x,y) , (x,y) € D, uma super

ficie minima. Entac =z ¢é um minimo lo-
cal para area no sentido de que é uma solug¢ao do problema
variacional

minimizar J. (14-p2+-q2)1/2 dx dy

B
entre todas as fungoes C1 por parte gque tem o mesmo va-

lor de ®B. O dominio B & qualquer subdominioc de Jordan
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- ’ N o
de D, A fungao =z e necessariamente analitica e seu gré
fico admite uma representagao paramétrica dada por coorde

. i ) v - »
ndas isotermicas numa vizinhanca de cada um de seus pontos.
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ERRATA

GEOMETRIA DIFERENCIAL E CALCULO DAS VARIACOES

-
Joao Lucas Barbosa

Substitua a Prova do Teorema 4.27 pela que se segue.

*
Drova: Suponha que a , © primeiro ponto econjugado ao pon

to a, pertenga a (a,bl, e seja h uma solugao

Lol Iy 4 fand Y
nao trivial da equagao de Jacobi que se anula em a e a¥,

Se a* = b, entao (4.26) implica que ela perten
ce a0 nucleo do funcional quadratico o qual nao sera en-

tao, positivo definido.

Se a* € (a,b), vamos mostrar que existe uma
fungEo h1 , que se anula em a e ‘b, e para a qual o]
funcidnal quadritico é negativo. Para isto nés estudare-
mos o problema de minimizar este funcional quadrético que
sera de agora em diante designado por J(h). A observagao
importante é que a equaggo de Euler de J(h) e exatamen
te a equagao de Jacobi (4.16). Assim, um extremo do pro-
blema variacional associado a J(h) ¢ também um campo de

Jacobi do problema variacional associado a I(y) que se

anula em a e b. Considere entio a fungao:



2.
h(x) , se a < x< a¥*

0 , se a*= x5 b

E claro que h é uma solugao da equagac de
Euler (3.12) associada a J(h). No enténto, para que h
seja um extremo de J, é necessario que h satisfaéa a
condigao de Weierstrass-Erdmann no pontoe x = a¥*. Neste

caso, tal condigao e que a fungaoc x =+ 2Ph' seja uma fun

-~ £ 3
¢cao continua de a no ponto a¥%,

Desde que P > 0, isto ocorre se e s6 se h'
é uma funcao continua né ponto a¥*, o que 6 é verdade se
h'(a*) = 0. Mas isto acarreta que h = O, contrario a hi
pStese de que h 6 ndo trivial. Portanto, h npao  pode
ser um ponto de minimo do funcional J(h). Segue-se que
‘uma vizinhanga de h em Cl(a,b), com a norma || ”1 ’
existem fungdes h tais que J(h) < J(h) = 0. Além dis-

S0 taiS»funQSes-podem ser escolhidas de modo que h(a) =

~h) =0 e h€ cla,b).



