Resumo ‘

Neste trabalho classificamos os solitons de Ricci n-dimensionais

(n > 3) gradiente steady localmente conformemente flat com-
pleto e ndo compactos. Em particular, provamos que um soliton
de Ricci gradiente completo, ndo compacto, ndo flat, steady e
localmente conformemente flat é o soliton de Bryant.

Soliton de Ricci Gradiente ‘

Dizemos que uma variedade Riemanniana completa (M", g) é
um soliton de Ricci se existem um campo diferencidvel V sobre
M e um numero real A, tal que

, 1
Ricg = E.ﬁvg +Ag, (0.1)

onde Ly ¢ é a derivada de Lie do tensor métrico ¢ na direcdo de
V e Ricg € 0 tensor de Ricci.

Quando A >0, A < 0ou A =0, temos que o soliton é shrinking,
expanding ou steady, respectivamente.

Os Solitons de Ricci sdo generalizacdes naturais da métrica de
Einstein, basta considerar V sendo o campo nulo.

Um caso especial é quando o campo V é o gradiente de alguma
funcdo F sobre M, neste caso dizemos que o soliton é gradiente,
a funcdo F é a funcdo potencial e a imagem inversa de qualquer
valor regular ¢ da funcdo potencial F, X; = {p € M;F(p) = c}, é
a hipersuperficie potencial . Assim a equacdo (0.1) passa a ser
dada por:

Ricg = V°F + Ag, (0.2)
onde VF é a hessiana de F na métrica g.

Os solitons de Ricci gradiente sdo solugdes estacionarias (auto-
similares) do Fluxo de Ricci, ver [4], isto significa que existe
uma familia a um parametro de difeomorfismos ¢ : M — M
e de fungles 7(t) : M — R, tal que a familia de métricas g(t) =
©(t)@;(80), satistaz o fluxo de Ricci:

dg(t) .
7 = —ZRZCg(t). (03)

Exemplo 1. (Cigarro de Hamilton) Em dimensio dois, Hamilton
descobriu o primeiro exemplo de um soliton steady nido compacto sobre
R?2, chamado cigarro de Hamilton, onde a metrica é dada por

> dx? + dy?

ds- = ,
1+ x2 + 12

com fungdo potencial
F:ln(1+x2+y2).

A curvatura escalar do cigarro de Hamilton é dada por

R = ! ,
1+ x2 + 12

que é positiva e atinge seu mdximo na origem. Além disso o cigarro é
assintotico ao cilindro.

Exemplo 2. (Soliton de Bryant) Exemplos de solitons gradiente
steady ndo compactos foram descobertos por Robert Bryant sobre
R™ (n > 3). Eles sdo rotacionais simétricos e tem curvatura seccional

positiva. Além disso temos que eles sdo tinicos a menos de homotetia,
ver [4].

Segue agora algumas equacdes diferenciais que os solitons de
Ricci gradiente satisfazem:

Lema 1. Seja (M", g, F, A) um soliton de Ricci gradiente, entdo:

1. ViR = ViR = RijV'F,

2. ViR = =2R;;iVIF,

3.R + ||[VE||? + 2AF = C,,

4. R = AF + nA,

5.VG, = =VR = 2Ric(VF,.),

onde G := ||VE||* + 2AF.
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Soliton de Ricci Gradiente Localmente
Conformemente Flat

Dizemos que uma variedade Riemanniana (M", g) é localmente
conformemente flat se para cada ponto p € M, existe uma
vizinhanca U de p e uma funcdo ¢ definida sobre U, tal que

(U, e*Pg) é flat, (i.e. o operador curvatura de e??¢ é nulo sobre
U).

Para qualquer variedade Riemanniana (M", g)

1
Wikt = Rijur = ——= (&R ji = iR je = &jkRir + & jiRik)
+ R ( GO — OO - )
(n . 1)(7/1 . 2) glkg]l gllg]k

é o tensor de Weyl, e denotamos por

1 .
2(n — 1)(gz]

Cijk = ViRij — ViR = ViR = gikViR)

o tensor de Cotton. E bem conhecido que, para n = 3, Wijkl

é identicamente nulo e Cz’jk = (0 se, e somente se, (M3, Q) é
localmente conformemente flat; para (n > 4), Wjj; = 0 se, e
somente se, (M", ¢) é localmente conformemente flat. Além
disso, para n > 4, 0 anulamento do tensor de Weyl W j;; implica
no anulamento do tensor de Cotton Cj.

Agora derivaremos uma formula para o quadrado do tensor de
Cotton para os soliton de Ricci gradiente com tensor de Weyl
nulo.

Lema 2. Para qualquer soliton de Ricci gradiente n-dimensional, n > 3,
com tensor de Weyl nulo, Wiy = 0, temos

1

2 1
IRV E = RijViFE -

IRVE — =VG,|°)

2
Cijd (n—1) 2

(n

onde C; ik € 0 tensor de Cotton.

Usando esse lema, mostramos que o tensor de Ricci de
(M", g, F, A) tem, a ndo ser no ponto critico de F, no maximo
dois auto-valores distintos.

Lema 3. Para qualquer pontop € X o tensor de Riccide (M", g, F, A)

tem um tinico auto-valor p, ou tem dois auto-valores distintos p e u de

multiplicidade 1 e n-1, respectivamente. Em ambos o0s casos, e; = —”gf?”

é um auto-vetor associado ao auto-valor p. Em outras palavras, para
qualguer base ortonormal ey, ..., e, tangente a superficie de nivel X em
p, o tensor de Ricci tem a segquinte propriedade:

® Re(eq, 1) = Ria

o Rc(el, eb) = Rlb = O,b = 2, e, 1,

® Rc(eg, ep) = Raabyp,a,b =2, ..., 1;

Onde Rll — s — Rnn — p ou Rll — p e R22 — ...Rnn — ‘U

Agora daremos algumas informacdes sobre a geometria da hi-

persuperficie potencial, X = {p € M; F(p) = c}, de valores regu-
lares c de F.

Lema 4. Sejam (M", g, F, A) um soliton de Ricci gradiente localmente
conformemente flat, c um valor reqular de F e X = {p € M; F(p) = c}.
Entdio:

(a) A fungio G := ||VF 1% é constante sobre L, i. e., G é fungdo apenas
de F;

(b) A curvatura escalar R de (M", g, F, A) é constante sobre L;
(c) A segqunda forma fundamental h, de X é da forma hy, = n_ljl Qb
(d) A curvatura média H é constante sobre X;

(e) X, com a métrica induzida g,p, tem curvatura seccional constante.

Existe uma outra formula que é valido para todo soliton de Ricci
gradiente n-dimensional com tensor de Weyl nulo. Essa nova
formula relaciona |C; jk|2 mas explicitamente com a geometria da
hipersupertficie de nivel de F.

Lema 5. Para qualquer soliton de Ricci gradiente n-dimencional
(M", g, F, A), (n > 3), com tensor de Weyl nulo Wijkl = 0, temos:

2G? o H 2, 1
(n —2)2 by 1g“b 2(n —1)(n —2)

Cijil” = IVaGIPZ,
onde h,, e H sdo a segunda forma fundamental e a curvatura media

de hipersuperficie de nivel X = {p € M; F(p) = c} de qualquer valor
reqular de F e G = IVE|%.

Soliton de Ricci Gradiente Steady Localmente Conformemente Flat
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Soliton de Ricci Gradiente Steady
Localmente Conformemente Flat

Os seguintes teoremas classificam os solitons de Ricci gradi-
ente steady localmente conformemente flat ndo compacta de
dimensdo n > 3.

Teorema 1. Seja (M" , ¢, F), n > 3, uma soliton de Ricci gradiente
steady n-dimensional localmente conformemente flat ndo compacto,
com curvatura seccional positiva. Entdo, (M" , g, F) é isométrico ao
soliton de Bryant.

Demonstracdo. Lembre que como temos a hip6tese que a curva-
tura seccional é positiva, pelo teorema de Gromoll- Meyer [6]
M" ¢é difeomorfa a R"”. Além disso a funcdo F é estritamente
convexa, tendo assim no maximo um tunico ponto critico. Em
qualquer vizinhanga, onde G # 0, considerando a hipersuperti-
cie equipotencial

Ye={xeM; F(x) =cj

podemos expressar a métrica ds® = gi]-(x)dxidxj como

ds? = G™YE, 0)dE? + ¢ (F, 6)d6°d6?,

onde 6 = (92, ..., ™) denota a coordenada intrinseca de X.. Pelo
Lema 4 temos que G = G(F), g, = $ap(F) € (X¢, g4p) € um espaco
forma, com curvatura positiva. Também, F tem exatamente um
ponto critico, caso contrario F teria uma regido flat o que é im-
possivel. Como, em M \ {xg} temos

ds? = G H(F)dF? + ¢*(F)gen1

onde ggu-1 € a métrica padrdo da esfera unitaria S”_l, e p é
alguma funcao diferencidvel sobre M dependendo somente de F
e zerando em x(. Assim, (M, g, F) é um soliton de Ricci gradiente
steady rotacional simétrico sobre R"”. Desta maneira, ele é o
soliton de Bryant, ver [4]. O

Teorema 2. Seja (M" , g, F), n > 3, um soliton de Ricci gradiente
steady n-dimensional localmente conformemente flat ndo compacto.
Entdo (M" , g, F) é flat ou isométrico ao soliton de Bryant.

Demonstragio. Se o operador curvatura ndo € positivo, pelo prin-
cipio do méaximo forte de Hamilton o grupo de holonomia é
reduzido. Assim a variedade terd que ser um produto Rieman-
niano, ou um espaco localmente simétrico ou entdo ndo local-
mente simétrico mas irredutivel. Estudando estes trés casos e
usando o Teorema 1 podemos concluir que a variedade € flat ou
é o soliton de Bryant. O]
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