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Introdução

No corpo dos números reais, todo polinômio homogêneo diago-
nal de grau par com coeficientes positivos possui somente a solução
trivial (solução nula). Entretanto, sob determinadas hipóteses, pode-se
garantir a existência de solução não trivial para formas aditivas em n
variáveis e grau k no corpo dos números p-ádicos, denotado por Qp.
Um problema clássico, relacionado a sistemas de formas aditivas sobre
o corpo dos números p-ádicos, é garantir a solubilidade não trivial p-
ádica de tais sistemas. Um bom resultado é dado pelo Teorema de
Dörner [2]:

Teorema 1. Sejam r, k, n inteiros positivos com k > 1 e n > 2rk.
Existe um p0 = p0(r, k) tal que todo sistema de equações

Fi(x) = ai1x
k
1 + · · · + ainxk

n = 0, i = 1, ..., r (1)

com coeficientes aij ∈ Z, tem uma solução p-ádica não trivial para
todo p > p0(r, k).

A respeito do teorema acima sabe-se que a estimativa para o
número de variáveis n > 2rk é a melhor posśıvel. Assim a questão
que permanece é a obtenção de uma estimativa para p0(r, k).

Baseados na conjectura de Wooley [4], Atkinson, Brüden e Cook
mostraram em [1] que podemos tomar p0(r, k) = k2r+2. Este resultado
é garantido via Lema de Hensel demonstrando-se o seguinte teorema:

Teorema 2. Sejam m = 2r + 1, bij, di ∈ Z tais que B = (bij)
é altamente não singular no corpo K = Fp. Então o sistema de
congruências

bi1x
k
1 + · · · + bimxk

m ≡ di(modp), i = 1, ..., r (2)

tem solução não singular módulo p para todo primo p > k2r+2.

Para o nosso objetivo, utilizaremos o teorema (2) apenas no caso em que
K = Fp, entretanto o resultado também é verdadeiro para o caso mais

geral em que K = Fq, q = pf . Esta generalização pode ser encontrada
em [1].

Algumas Definições

Definição 1. Seja B = (bij) uma matriz r × m num corpo K.
Para cada 0 ≤ d ≤ r, denotamos por µ(d, B) o número máximo
de colunas de B que estão em um mesmo subespaço d-dimensional
de Kr. Em particular, se m = 2r + 1 e µ(d, B) ≤ 2d para todo
d ≤ r − 1 dizemos que B é altamente não singular.

Definição 2.Para bij, di ∈ Z, uma solução x de (2)é dita de posto
ρ se a matriz (bijxj) tem posto ρ em Fp, e é dita não singular

se a matriz tem posto máximo.

Definição 3. Para 1 ≤ ν ≤ r definimos qν(B) como sendo o
número mı́nimo de componentes com entradas não nulas em pelo
menos uma das ν combinações lineares linearmente independentes
das linhas de uma matriz B.

Demonstração do Teorema (2)

Lema 1. Seja A uma matriz r×m sobre um corpo K e t um inteiro
positivo. Então A possui t submatrizes r × r não singulares sobre
K disjuntas, se e somente se,

m − µ(d, A) ≥ t(r − d) (3)

vale para todo d ≤ r − 1.

Segue imediatamente que se B é uma matriz r×(2r+1) altamente
não singular, então B contém duas matrizes r × r não singulares.

Reenumerando as variáveis e usando operações sobre as linhas, a
matriz B dos coeficientes da congruência (2) pode ser reescrita na forma
[I, B0] onde I é a matriz identidade r×r e B0 é uma matriz r×(r+1).
Com esta matriz dos coeficientes e u = (u1, ..., ur) nós associamos as
formas lineares

Λj = u1b1j + · · · + urbrj j = 1, ..., m (4)

onde m = 2r + 1. Então

Λj = uj, para j = 1, ...r. (5)

Então, para cada matriz B r × m temos

µ(d, B) + qr−d(B) = m. (6)

Note que uma matriz B r × (2r + 1) é altamente não singular se, e
somente se, qi(B) > 2i para i = 0, ..., r − 1.
Nós classificamos os pontos u 6≡ 0 nos subconjuntos Sτ , onde uτ+1 é a
primeira variável não nula entre u1, ..., ur.

Em outras palavras, podemos escrever Sτ da seguinte maneira:

Sτ =
{

u ∈ Fr
p : u1 = · · · = uτ = 0, uτ+1 6= 0

}

0 ≤ τ ≤ r − 1. (7)

Para um τ fixo, com 0 ≤ τ ≤ r−1, sejam Λ∗
j as restrições de Λj ao

espaço vetorial S ′
τ = Sτ ∪ {0} . Neste subespaço as formas Λ∗

1, ..., Λ
∗
m

têm uma matriz (r − τ ) × m

B′ = [0τ , Ir−τ , B1],

onde B1 consiste nas r−τ últimas linhas de B0. Se tomarmos quaisquer
ν combinações lineares, linearmente idependentes, das linhas de B′

estaremos simplesmente tomando as mesmas combinações lineares das
linhas de B, e portanto qν(B′) ≥ qν(B) para ν = 1, ..., r − τ.

Então, qν(B′) > 2ν para ν = 1, ..., r−τ−1. A primeira coluna não
nula corresponde a uτ+1 e as 2r− τ colunas restantes dão uma matriz
B′′ (r−τ )×(2r−τ ) satisfazendo qν(B′′) ≥ 2ν. Portanto, pelo Lema (1)
estas 2r−τ colunas contêm duas matrizes (r−τ )×(r−τ ) não singulares
e disjuntas. Podemos então reenumerar as colunas τ +2, ..., 2r+1 para
obter dois conjuntos disjuntos de r − τ elementos

V1 = {τ + 2, ..., r + 1} , V2 = {r + 2, ..., 2r − τ + 1} , (8)

tais que para i = 1, 2 as restrições Λ∗
ν das formas lineares Λν a Sτ , são

conjuntos de formas linearmente independentes.
Para demonstrar o teorema (2) vamos usar somas exponenciais e

estimar um limite superior para o número de soluções singulares.
Seja ξ uma ráız primitiva p-ésima da unidade. Definimos

T (u) =
∑

xmodp

ξuxk
(9)

Para u 6≡ 0(modp), temos que

|T (u)| ≤ (k − 1)
√

p. (10)

Defina
S =

∑

umodp

|T (u)|2, (11)

então o número de soluções da congruência xk ≡ yk(modp) é igual a
p−1S. Para cada x 6≡ 0(mod p) temos no máximo k soluções para y, e
portanto

S ≤ p(1 + k(p − 1)) < kp2. (12)

Assim o número N de soluções do sistema de congruências (2) é
dado por

prN =
∑

umodp

T (Λ1(u)) . . . T (Λm(u))ξ−u.d (13)

Classificando os pontos u 6≡ 0 nos subconjuntos Sτ e denotando
por Στ o lado direito de (13) aplicado nos pontos u ∈ Sτ obtemos

|prN − pm| ≤ Σ0 + Σ1 + · · · + Σr−1 (14)

e usando a estimativa trivial para |T (u)|,

Στ ≤ pτ

∑

u∈Sτ

|T (Λτ+1(u)) . . . T (Λm(u))| . (15)

Para i = 1, 2 as funções (uτ+1, ..., ur) 7→ (Λ∗
ν : ν ∈ Vi) são não

singulares e então

Στ ≤ (k − 1)
√

pp2τ (θ1θ2)
1/2 < (k − 1)kr−τp2r+(1/2), (16)

onde

θi =
∑

Sτ

∏

ν∈Vi

|T (Λ∗
ν)|2 =

∑

Sτ

r
∏

j=τ+1

∣

∣T (uj)
∣

∣

2
= Sr−τ . (17)

Usando (14) e lembrando que estamos tomando m = 2r+1 temos:

∣

∣

∣
N − pr+1

∣

∣

∣
< kr+1pr+(1/2) − kpr+(1/2) (18)

Note que, para p > k2r+2, o lado direito de (18) é menor ou igual

a pr+1, donde obtemos kpr+(1/2) < N. Desse modo, para provarmos
a afirmação do teorema (2) é suficiente mostrarmos que o número de
soluções singulares Σ∗ satisfaz

Σ∗ < kpr+(1/2). (19)

Sendo assim, para provar (19), suponha que exista uma solução
de posto ν > 0 com t variáveis não nulas. Como B é altamente não
singular temos que ν ≤ t ≤ 2ν. Usando operações sobre as linhas
e reenumerando as t colunas obtemos [Iν, C], onde C é uma matriz
ν × (t − ν). As variáveis não nulas correspondentes às colunas de C
podem ser escolhidas livremente, de (p − 1)t−ν maneiras. Para cada
escolha temos uma equação de grau k sobre as variáveis correspondentes
a Iν, o que nos dá kν escolhas para estas variáveis.

Segue imediatamente que

Σ∗ ≤ 1 +

r−1
∑

ν=1

2ν
∑

t=ν

(

2r + 1
t

)

kν(p − 1)t−ν.

Através de cálculos simples podemos notar que

(

2r + 1
t

)

< 22r

1 + (p − 1) + · · · + (p − 1)ν ≤ pν

Σ∗ < 22r
r−1
∑

ν=1

(kp)ν.

Para k ≥ 2 temos que kp/(p − 1) ≤ 2, donde

kp + (kp)2 + · · · + (kp)r−1 < 2(kp)r−1.

Desse modo , para p > k2r+2 obtemos

Σ∗ < pr+(1/2) (20)

mostrando que (19) vale e garantindo a existência de solução não sin-
gular para o sistema de congruências (2).

Temos mostrado portanto que o resultado acima é válido para
todo di, i = 1, ..., r. Tomando di = 0,∀i = 1, ..., r podemos então
garantir a existência de solução p-ádica não trivial para o sistema de
equações (1) através da seguinte versão do Lema de Hensel:

Lema 2. Se p não divide k e as congruências

αl1x
k
1 + · · · + αmxk

m ≡ 0(modp), l = 1, ..., r (21)

têm solução de posto r, mod p, então as equações

αl1x
k
1 + · · · + αmxk

m = 0 (22)

têm solução p-ádica não trivial.
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