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Resumo

Este trabalho consiste em mostrar alguns resultados relacionados com
aspectos globais da geometria diferencial, mais especificamente vamos
falar em teoremas de rigidez da esfera n-dimensional, i.e., dadas al-
gumas hipdteses sobre a variedade M (hipéteses sobre caracteristicas
globais de M) como por exemplo do raio e a curvatura de M, entre
outras.
Nesta linha ja sao conhecidos alguns resultados pela sua propria im-
portancia e usos na area. Em 1977, Grove e Shiohama desenvolvendo a
teoria de pontos criticos da funcao distancia sobre variedades rieman-
nianas completas provaram que M ¢é homeomorfa a n-esfera se M tem
curvatura maior ou igual do que 1 e diam(M) > w/2 (Ver [1]), mais
outros sao os teoremas de comparacao de Toponogov e Rauch. Resul-
tados que também serao usados neste trabalho, o qual sera baseado em
dois artigos do C. Xia (Ver |2],]3]).
Se darao algumas notacoes usadas com as quais se poderao enunciar os
teoremas:
seja * € M, o raio de M em x é definido como rad(zx) :=
mazrycprd(z,y) e o raio de M serda dado por rad(M) =
mingcprad(x); SpM sera a esfera de raio 1 sobre T M; conj(x)
sera o raio conjugado de M em x i.e.,
. int

conj(z) == yeS, M Co,
onde ¢, € definido como o primeiro niumero r > 0 tal que existe um
campo de Jacobi nao nulo J ao longo de y que satistaz J(0) = J(r) = 0;
e assim se denotard por conj(M) = inf,.cprconj(x) ao raio conjugado
de M; sec(M) seré a curvatura seccional de M.

Preliminares

Se enuncia o seguinte teorema que sera usado mais adiante,

Teorema de comparacao de Toponogov: Seja M uma variedade ri-
emanniana completa com sec(M) > H. Sejam 1 e 9 segmentos de
geodésicas normalizadas em M com ~1(0) = 49(0) e M?(H) é a varie-
dade com curvatura seccional constante H. Admitamos que a geodésica
~v1 é minimizante e que [(79) < 7/v/H. Consideremos em M?(H) duas
geodésicas (normalizadas) 1 e 42 tais que v1(0) = 71(0), I(v;) = (Vi)
= 1,2. ¢ Z(7](0),74(0)) = Z(1}(0),7(0)) entao

~

s = d(m(l), 12(l2) < d(m(ly), 12(l)) = &.

Daqui para frente assumimos que M é uma variedade riemanaiana
de dimensao m, completa e conexa, satisfazendo sec(M) > 1 e
rad(M) > w/2. Wang (|6]) mostrou que sob essas hipdteses qual-
quer subvariedade fechada totalmente geodésica de M tem raio maior
ou igual a 2 - rad(M), e em particular, o comprimento de qualquer
geodésica fechada de M é maior ou igual a 2 - rad(M). Veremos o que
acontece quando temos uma de comprimento exatamente 2 - rad(M ).
Antes de enunciar os resultados principais, veremos alguns fatos que
sao necesarios e decorrem das hipoteses impostas até agora, que poste-
riormente nos serveram para as demonstracoes.

Usando o teorema de comparacao de Toponogov segue-se que para
qualquer x € M, existe um unico ponto A(x) que estd na distancia
maximal de x. Pode ser visto usando a definicao de continuidade por
limites que a aplicacao A : M — M é continua. Vemos que como
sec(M) > 1> 0erad(M) > /2 entao pelo teorema da esfera de
Grove e Shiohama M ¢é homeomorfa a S". Logo usando o teorema do
ponto fixo de Brouwer temos que A é sobrejetiva.

Daremos umas notacoes que serao usadas nos teoremas a ser estabele-
cidos.

Para x € M, denotamos por inj(x) e cut(x) o raio de injetividade e
o cut locus de M em z, respectivamente; onde como ¢ sabido cut(x)
¢ a uniao dos pontos minimos de x e inj(x) = d(x, cut(x)). Passamos
agora a enunciar os teoremas e a dar as idéias principais das demons-
tracoes.
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Com as hipoteses ja dadas sobre M comecamos apresentando um lema
que nos servira para a demonstracao do teorema 1.

Lema 1. Sejam m um ponto de M e n : [0,b] — M um lago
geodésico simples saindo de m, entao b > 2 - rad(m).

Teorema 1. Suponha que para qualquer x € M, o lugar dos pri-
meros pontos conjugados de x € um unico ponto. Se M contem um
lagco geodésico de comprimento 2 - rad(M), entao M € isométrica
a uma n-esfera.

Teorema 2. Suponha que para qualquer r € M a funcao cg :
Sy M — R (que mede o comprimento da geodésica vy com ~y(0) =
v e (0) =v € SeM desde o ponto x até seu primeiro ponto
conjugado ao longo de ) € uma fung¢do constante. Entao M €
isométrica a n-esfera.

Teorema 3. Se conj(M) > rad(M) > w/2, entao M € isométrica
a uma esfera de curvatura constante.

Observacao: Existe um resultado sobre um tipo especial de varieda-
des chamadas wiedersehen o qual diz que uma variedade wiedersehen é
isométrica a uma n-esfera de curvatura constante (Ver [4], [5]). Assim
0 objetivo sera mostrar que sob as hipotese dos teoremas respectivos,
a variedade M ¢é wiedersehen, i.e., ¢ uma variedade riemanniana sim-
plesmente conexa, compacta sem fronteira tal que para cada z € M o
cut locus de z é um tunico ponto. Logo como M ¢é homeomorfa a S";
entao a idéia nas demonstracoes serd mostrar que se x € M, cut(x)
tem s6 um ponto.

Idéias da prova do lema Provaremos primeiro que b > m. Supo-
nha que b < . Seja m = n(b/2) e tome m; € M tal que A(mq) = m;
entdao m; # m, pois dim,m) < b/2 < w/2 e d(my,m) > w/2 ja
que rad(M) > w/2. Se s = d(my1,m) e t = d(my,m) entao s > t,
pois A(m1) = m. Tome p geodésica minimizante de m a mq, assim
temos Z(p/(0),1'(b/2)) < w/2 ou ZL(1/(0), —1'(b/2)) < 7/2. Podemos
entao aplicar o T. de Toponogov ao vértice (u, 77’[0,b/2]) ou (f, 77![5/2,b]>
e obter, usando a lel dos cosenos em espacos de curvatura constante,

0 > cos s > cos(b/2)cost > cos(b/2)cos s,

que ¢ um absurdo pois cos(b/2) < 1. Logo deve ser b > .
Similarmente tomando A geodésica minimizante de m a A(m) e usando
T. de Toponogov no vértice, digamos, (A, 77][07[) /2]) teremos b > 2 -
rad(x).

Idéias da prova do teorema 1 Sejal = rad(M) e seja |0, 2] —
M o laco partindo de x, entao v é simples. Se nao fosse existem
l1,1o € (0,21) e tais que y(l1) = v(l9) e ’V‘[ll,lg] é simples. Assim pelo
lema ly—1y = compr.(v|y, 1) > 2-rad(z) > 2-rad(M) = 21, absurdo
pois 21 > [y — [y.

Logo mostra-se que y(I) = A(x) e que cut(x) = {x}, i.e., o ponto de
maxima distancia ¢ também o ponto de minima distancia a x = v(0).
Assim qualquer geodésica |0, ] — M saindo do x é minimizante e tal
que o(l) = A(x).

Entao tome 71 : [0,]] — M que sai do & com ~{(0) = —+/(0) e
assim, com outra parametrizacao, o := y3 U 7\[07 i ¢ um laco geodésico
que sai de A(x) = ¢ e tem comprimento 2[. E usando o lema temos
21 > 2 - rad(q), mas também rad(q) > d(x,q) = [. Assim rad(q) = [,
y portanto [(a) = 2 - rad(q) logo, similar ao caso com x, teremos
cut(q) = {A(g) = a(l) = p}.

Logo se d : 0,2l] — M ¢é uma geodésica que sai de x, entao (1) = q
e 0(2l) = x. Depois por contradicao mostra-se que ¢ ¢ suave em x, e
assim 0 é uma geodésica fechada, e como [(d) = 2] = 2 - rad(M) entao
teremos como antes que para todo ponto z € d cut(z) = {A(2)}. E
finalmente tomando um ponto u ¢ 9, seja ¢ a geodésica minimizante
do z ao u, podemos extender esta geodésica até ela se tornar um laco
geodésico (quando alcange o comprimento 21) que na verdade sera uma
geodésica fechada com ¢(0) = z = ¢(21) e assim pelo feito antes teremos
que em particular para esse ponto u € « temos cut(u) = {A(u)}, e
como u & ~y foi arbitrario entao vemos que M ¢é wiedersehen.
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Idéias da prova do teorema 2 Fixe um ponto p € M, se provara

que cut(p) tem sé um ponto. Tome um ponto g € cut(p) tal que

s =1inj(p) = d(p, q). Entao temos (Ver [7] Pag. 302) que

(i) existe uma geodésica minimizante o de p a q e ¢ é conjugado de p
ao longo de a, ou

(ii) existem exatamente duas geodésicas oy e ag de p a ¢ que satisfazem
o (s) = —ad(s).

Seja | = d(p, A(p)); entao [ > s. Se (i) cumpre, entao para qualquer
v € SpM, cp(v) = s. Seja vy 1 |0,1] = M uma geodésica minimizante
de p a A(p). Logo de ¢,(7/(0)) = s, vemos que y(s) é o primeiro ponto
conjugado de p ao longo de . Observe que v ¢ minimal assim pelo
teorema de Jacobi fy\[O’Z] nao tem pontos conjugados, portanto s > [,
e, s=1I.

Se temos (4¢), entao aq U g € um lago geodésico saindo de p, e assim
pelo lemma temos 2s = compr.(ap U ag) > 2. Logo nos dois casos
s =1, que éd(p,q) =d(p, A(p)). Concluimos que ¢ = A(p) pois A(p)
é o unico ponto na distancia maximal de p. Agora como para qualquer
z € cut(p), d(p,z) > d(p,q) = d(p, A(p)) entao z = A(p). Logo temos
cut(p) = {A(p)}. Assim M é uma variedade wiedersehen.

Conclusoes

Em ambos teoremas conseguimos mostrar que a variedade M ¢ uma
variedade do tipo wiedersehen, e assim pelo resultado ja citado temos
que M ¢ isométrica a n—esfera. Usando de novo o teorema de com-
paracao de Toponogov e a funcao A definida antes consegui se mostrar
0 teorema 3.

Além disso as condigoes impostas sobre o raio da variedade sao essen-
clals pois no espaco projetivo de dimensao n e curvatura seccional 1,
RP" temos rad(M) = w/2 e é possivel ver que para qualquer z € M,
conj(x) = {x}. Também RP"™ tem muitas geodésicas fechadas de
comprimento 7.
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