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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducédo a teoria dos grafos,
elucidamos alguns conceitos basicos e abordamos os conteudos de Grafos
Eulerianos. Apresentamos também, uma sequéncia didatica voltada para

professores e alunos do Ensino Médio e algumas aplicagfes do tema.

Palavras-chave: Grafos, Grafos Eulerianos, Grafos no ensino médio,

aplicagcdes de Grafos Eulerianos.



Abstract

In this paper, we present a brief introduction to graph theory, we elucidated
some basic concepts and approach the Eulerian Graph content. We also present a
focused instructional sequence for teachers and high school students and some

theme applications.

Keywords: Graph, Eulerian Graph, Grafos in high school, Eulerian Graph
applications.
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Introducéo

Através das experiéncias adquiridas ao longo dos ultimos anos no magistério
e também enquanto discente do curso de licenciatura em matematica, o autor deste
trabalho pode perceber que o assunto teoria dos grafos dificimente € abordado.
Vale destacar ainda que, até mesmo o Mestrado Profmat, ndo aborda tal contetdo.

Neste contexto, este trabalho pretende apresentar uma proposta de insercao
da teoria dos grafos no Ensino Médio mais especificamente Grafos Eulerianos. Tal
proposta consiste em uma sequéncia didatica no formato audiovisual objetivando
auxiliar a preparacdo das aulas do professor do Ensino Médio, tendo em vista o
potencial das extensas aplicagdes da Teoria dos Grafos, que vao desde o tradicional
problema das sete pontes de Konigsberg, considerado o primeiro trabalho sobre
teoria dos grafos, até mesmo solu¢des de problemas da tecnologia da informacao.

Este trabalho esta dividido como segue: o capitulo 1 consta de uma breve
introducdo aos conceitos basicos de Teoria dos Grafos, trazendo algumas das
principais definicdes permitindo a compreensdo do leitor sobre assuntos que
seguem nos préximos capitulos. O capitulo 2 apresenta o contetdo sobre Grafos
Eulerianos. No capitulo 3, apresentamos a sequéncia didatica. O capitulo 4 trata de

algumas aplicagbes de Grafos Eulerianos.



Justificativa

De acordo com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM,

2006), no decorrer do século XX, as novas necessidades tecnoldgicas provenientes

da introducao do uso de computadores que possuem uma matematica discreta em

seu funcionamento, provocam grande desenvolvimento nos modelos matematicos

discretos.

Desse processo decorre um desenvolvimento significativo da area de
combinatéria, que é a Matematica dos conjuntos finitos. No Ensino Médio, o
termo “combinatéria” estéd usualmente restrito ao estudo de problemas de
contagem, mas esse € apenas um de seus aspectos. Outros tipos de
problemas poderiam ser trabalhados na escola — sdo aqueles relativos a
conjuntos finitos e com enunciados de simples entendimento relativo, mas
nao necessariamente faceis de resolver. Um exemplo classico é o problema
das pontes de Konisberg, tratado por Euler: dado um conjunto de sete ilhas
interligadas por pontes, a pergunta que se coloca é: “Partindo-se de uma
das ilhas, € possivel passar pelas demais ilhas e voltar ao ponto de partida,
nisso cruzando-se cada uma das pontes uma unica vez?” Problemas dessa
natureza podem ser utilizados para desenvolver uma série de habilidades
importantes: modelar o problema, via estrutura de grafo — no exemplo, um
diagrama em que cada ilha é representada por um ponto e cada ponte é um
segmento conectando dois pontos; explorar o problema, identificando
situagcbes em que ha ou ndo solucdo; convergir para a descoberta da
condicdo geral de existéncia de uma tal solucdo (ainda no exemplo, o caso
em que cada ilha tem um ndmero par de pontes). Muitos outros exemplos
de problemas combinatérios podem ser tratados de modo semelhante, tais
como determinar a rota mais curta em uma rede de transportes ou
determinar um eficiente trajeto para coleta de lixo em uma cidade.
(BRASIL/MEC, 2006, p.94)

Diante dessas reflexdes, consideramos que esta pesquisa e 0 produto

resultante desse processo se justificam pela sua contribuicdo para a melhoria do

processo de ensino-aprendizagem da matematica.
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1 Introducéo ateoriados grafos
1.1 Um pouco da historia da Teoria dos Grafos
O problema das sete pontes de Konigsberg (Figural) é considerado o primeiro

problema de teoria dos grafos. Euler resolveu este problema no ano de 1736 e

publicou um artigo, no qual ele demonstrava que ndo havia solucéo de tal problema.

A
B D
b ¢
Figura 1: Mapa da cidade de Konigsberg. Figura 2: Modelo matematico do problema

das sete pontes.

Euler usou um raciocinio muito simples, transformou os caminhos em linhas e
suas interseccdes em pontos, criando possivelmente o primeiro grafo da historia.

Durante o século XIX, outros matematicos, tais como Kirchhoff, Cayley e
Hamilton produziram, em diversos campos, trabalhos envolvendo a teoria dos

grafos.

Figura 3: Kirchhoff, Cayley e Hamilton, respectivamente.
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O fisico alemao Gustav Kirchhoff (1824-1887) foi o primeiro a utilizar modelos

de grafos no estudo de circuitos elétricos.

l | fz-.j t|-' - \J‘f\-‘.'l‘ 3 '\
@ "
N —"

0

W

Figura 4: Circuito elétrico e modelo de grafo, respectivamente.

O matemaético inglés Arthur Cayley (1821-1895) fez uso da teoria das arvores
para enumerar todos os isbmeros para certos hidrocarbonetos.

O matematico irlandés William Hamilton (1805-1865) contribuiu para o
desenvolvimento da Optica, dinadmica, algebra e teoria dos grafos. Em particular, em
1859, Hamilton apresentou um problema em um dodecaedro regular que consistia
em determinar um percurso fechado passando por todos os vértices uma soO vez.

Uma estratégia abordada foi projetar o dodecaedro no plano (Figura 5).

Figura 5: Dodecaedro e dodecaedro projetado.
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Considerando a projecao do dodecaedro como um grafo, podemos apresentar

a solucao disposta na Figura 6.

Figura 6: Representacédo do Jogo de Hamilton.

Ainda no século XIX, o matematico inglés James Joseph Sylvester (1814-
1897), premiado com a medalha De Morgan trés anos apos Cayley, apresenta pela

primeira vez o termo graph no sentido de grafo.

Figura 7: James Joseph Sylvester.

No século XX, a teoria dos grafos tem grande crescimento. A maioria das
publicacbes em teoria dos grafos aconteceu a partir do ano de 1970, sendo o
primeiro livro datado de 1936. Atualmente a teoria dos grafos € amplamente utilizada

em tecnologias da informagéao.
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1.2 Grafos

E um modelo ou estrutura matematica que representa relagées entre objetos.
Grafos podem ser utilizados na definicdo ou resolucdo de problemas em diversas
areas.
Exemplo 1.2.1

O relacionamento social entre pessoas. Nele, as pessoas se interligam entre

si através da amizade. Se A é amigo de B e B é amigo de C, indiretamente A esta

“conectado” a C.

Figura 8: Grafo do relacionamento social.

Os objetos que se relacionam entre si sdo chamados de vértices (V) ou nos

do grafo (G). Cada relacionamento entre os nos € chamado de aresta (A) ou arco.
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Exemplo 1.2.2

Sabe-se que Sobreposicao de Nichos Ecoldgicos séo recursos iguais utilizados e
disputados por diferentes espécies. Consideremos a sobreposicdo de nichos
apresentada na Figura 9, onde os recursos séo os alimentos A, B, C, D, E, F e G. Neste
exemplo, 0 guaxinim e a coruja disputam o alimento A, enquanto que 0 corvo e a aguia

disputam o alimento E.

Alimento D

Alimento A

Alimento B @

Alimento C % (@2\\ | @
ﬁjﬁ Alimento G N

Figura 9: Sobreposicéo de Nichos Ecoldgicos.

A Figura 10 representa o grafo da sobreposicdo de nichos ecoldgicos abordada
no exemplo 1.2.2. Cada vértice representa uma espécie e cada aresta {x, y} significa

gue as espécies x e y competem pelo mesmo alimento.

Guaxinim Coruja

Esquilo Corvo

Figura 10: Grafo da sobreposi¢ao de nichos ecolégicos.

15



1.3 Definigdes

Definicdo 1.3.1: Grafo.

Um grafo G= (V, A) é definido pelo par de conjuntos V e A, onde:
V é um conjunto ndo vazio, cujos elementos sdo 0s vértices ou noés.
A é um conjunto (podendo ser vazio), cujos elementos sdo pares nao

ordenados de elementos de V denominados arestas ou arcos.

Exemplo 1.3.1.1

Considere o grafo G=(V, A) da figura 9.
V={1, 2, 3, 4, 5}
A={a1, az, as, as}={{1,2}, {2, 3}, {1, 3}, {3, 4}}

Observacéo: os elementos de A sao subconjunto de V de tamanho 2.

5
@

a3

a4 b

Figura 11: Representacéo do grafo G.

Definicdo 1.3.2 Incidéncia.

Sejam u e v dois vértices e a={u, v} uma aresta que os conecta. Dizemos que

a aresta {u, v} incide em u e em v, ou ainda, que u e v sdo pontas dessa aresta.
16



Definigcdo 1.3.3 Ordem de um grafo G.

Consiste na quantidade de vértices do grafo ou na cardinalidade de V.

Notacédo 1.3.3.1: #V:= Cardinalidade de V.

Definicdo 1.3.4 Dimenséo de um grafo.

Consiste na quantidade de arestas do grafo ou na cardinalidade de A.

Notacédo 1.3.4.1: #A:= Cardinalidade de A.

Definicdo 1.3.5 Valéncia ou grau de um vertice [k(V)].

E dado pela quantidade de arestas que lhe s&o incidentes.

Definigdo 1.3.6 Vértices adjacentes.

Dois vértices u e v sdo adjacentes ou vizinhos quando estes forem extremos

de uma mesma aresta a={u, v}.

Definigdo 1.3.7 Arestas adjacentes.

Duas arestas sdo adjacentes ou vizinhas quando possuirem 0 mesmo

extremo. Exemplo, a;={u, v} e a,={v, w} sdo arestas adjacentes.

Definicdo 1.3.8 Laco, loop ou self-loop.

E uma aresta que conecta um vértice a ele proprio.

Definigdo 1.3.9 Arestas em paralelo.

17



S&o arestas distintas que ligam o0 mesmo Vértice.

Figura 12: Representagcdo de um grafo com loop e arestas em paralelo.

Na figura 10, c e d sdo arestas em paralelo e f € um lacgo.

Definigdo 1.3.10 Grafo Simples.

E um grafo que n&o apresenta arestas em paralelo nem lago.

Definigdo 1.3.11 Passeio, cadeia, percurso (walk)

Seja H(V, A) um grafo simples. Um passeio de v; a v,, € uma sequéncia finita
Vi, V2, V3, . . ., Vy de vértices de um grafo H(V, A) quando {v;, vis1} € A para 1<isn-1.
Dizemos que este é um passeio vi-Vy, € que Vi € V, Sao, respectivamente, 0os pontos
inicial e final do passeio. Passeio euleriano € um passeio que visita todas as
arestas uma unica vez. Um passeio euleriano € dito fechado, quando comeca e

termina no mesmo vértice.

Figura 13: Grafo H.

Figura 14: (EABCDEBDACE) Passeio
euleriano fechado.
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Definicdo 1.3.12 Grafo Conexo

Um grafo G=(V, A) é conexo se existir um caminho entre qualquer par de
vértices. Caso Contrario é desconexo, ou seja, ha pelo menos um par de vértices

gue ndo esta ligado a nenhuma passeio.

@ @>—® @ - ©

] RS, 4 nnind

B By 5 () 7)

\,5; & MEJ ..!f _— T @ jf(.
conexo desconexo

Figura 15: Grafo conexo e desconexo.

1.4 Teorema

Teorema 1.4.1 A soma dos graus dos veértices de um grafo € sempre o dobro do

nimero de arestas.

Demonstracdo: Ao contar os graus dos vertices, estamos contando as extremidades
das arestas, sabendo que cada aresta tem duas extremidades, cada aresta foi

contada duas vezes.

Corolario 1.4.2 Todo grafo G possui um namero par de vértices de grau impar.

Demonstracédo: Sabemos que a soma dos graus dos vértices € par. Se omitirmos 0s
vértices de grau par dessa soma, ainda obteremos um numero par. Portanto, a soma
dos vértices de grau impar é par. E isso implica que o nimero de vértices de grau

impar é par.
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2 Grafos Eulerianos

2.1 Leonhard Euler

O matematico suico Leonhard Euler, que viveu entre 1707 e 1783, é
considerado um dos maiores matematicos da histéria, sendo um dos mais
produtivos escritores de matematica. Seus trabalhos novos continuaram a ser
publicados pela Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo até 50 anos apés sua

morte.

Figura 16: Leonhard Euler.

Euler trabalhou em diversas areas da matematica, como: geometria, calculo
infinitesimal, trigonometria, algebra, teoria dos numeros e teoria dos grafos. Em
1736, os estudos de grafos Eulerianos se iniciam com o problema das sete pontes
de Konigsberg, A solucdo deste problema é considerada o primeiro resultado em

teoria dos grafos.
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2.2 O problemas das sete pontes de Kdnigsberg

Segundo LOVASZ (2010), tudo comecou com um desafio aos cidadZos de
Konigsberg. Esta cidade era dividida por bracos do rio Pregel formando quatro
distritos. Esses distritos eram conectados por sete pontes. Era agradavel caminhar
por ali, atravessando essas pontes, e dai surgiu a questdo: € possivel fazer um
passeio de modo que se atravesse toda ponte somente uma vez, retornando ao

ponto de partida?

Figura 17: Diagrama da cidade de Konigsberg.

Figura 18: Grafo que modela o problema das sete pontes de Konigsberg.

Leonhard Euler resolveu o problema e o publicou em seu artigo em 1736, no
gual ele determinava ser impossivel fazer tal passeio, estabelecendo assim uma
condicdo necessaria. Segundo Jurkiewicz, acredita-se que a suficiéncia nédo lhe
fosse desconhecida, no entanto essa segunda parte so6 foi publicada em 1873 por
Hierholzer. Euler resolveu o problema usando o argumento a seguir. Suponha que
exista tal passeio. Considere qualquer uma das quatro partes da cidade como, por

exemplo a ilha, e suponha que nosso passeio ndo comeca aqui. Entdo, em algum
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ponto no tempo, entramos na ilha atravessando uma ponte; mais tarde deixamos a
ilha por meio de outra ponte. Entdo entramos na ilha novamente através de uma
terceira ponte, e ai a deixamos por uma quarta, e entdo entramos através de uma
guinta ponte e ndo podemos mais sair, pois usamos todas as pontes da ilha.
Concluséo: temos que terminar o passeio na ilha. Logo, se ndo comecarmos na ilha,
terminaremos nela; de maneira analoga, se comecarmos na ilha, ndo terminaremos
nela. Agora podemos chegar a mesma conclusdo sobre todos os outros distritos,
pois todos possuem um nimero impar de pontes. Logo, se ndo comecarmos em um
distrito temos que terminar nele, ou seja, ficaremos presos nele caso ele ndo seja o
ultimo. Mas agora, estamos com um problema: nosso passeio come¢ca em um dos
distritos e termina em um outro, para quaisquer dos dois distritos remanescentes, 0
argumento acima nos leva a uma contradigao.

Euler entdo generalizou o problema, para uma cidade qualquer com qualquer
quantidade de pontes. Segundo LOVASZ (2010), “O resultado de Euler é

considerado como o primeiro teorema da teoria dos grafos”.

2.3 Teorema

i) Se um grafo conexo tem mais que dois nés com grau impar, entao ele nao
tem passeio euleriano.

ii) Se um grafo conexo tem exatamente dois n6és com graus impar, entdo ele
tem um passeio euleriano. Todo passeio euleriano tem que comegar em um desses
e terminar no outro.

i) Se um grafo conexo ndo tém nds com grau impar, entdo ele tem um
passeio euleriano. Todo passeio é fechado.

Em seu livro “Matematica Discreta”, Lovasz apresenta a demonstragao de
e “ii", conforme segue abaixo, em seguida apresentaremos o complemento da
demonstracao (ii).

O argumento de Euler apresenta o seguinte: se um né v tem grau impar,
entdo todo passeio euleriano tem que comecar ou terminar em V. Igualmente,

podemos ver que se um nod v tem grau par, entdo todo passeio euleriano ou comeca
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e termina em v, ou comeca e termina em algum outro lugar. Essa observacédo
imediatamente implica (i), assim como as segundas asserc¢des em (ii) e (iii).

Para concluir a prova, temos que mostrar que se um grafo conexo tem 0 ou 2
ndés com grau impar, entdo ele tem um passeio euleriano. Descrevemos a prova no
caso em que nao existe n6 de grau impar (parte iii).

Seja v um noé qualquer. Considere um passeio fechado comecando e
terminando em v que usa toda aresta no maximo uma vez. Tal passeio existe, e.qg.
podemos tomar o passeio consistindo apenas do n6é v. Mas ndo queremos esse
passeio tao curto; ao invés disso, consideremos um passeio fechado o mais longo W
comecando em v, usando toda aresta no maximo uma vez.

Queremos mostrar que esse passeio W é euleriano. Suponha que ndo, entdo
existe pelo menos uma aresta e que nao é usada por W. Afirmamos que podemos
escolher essa aresta de modo que W passa por pelo menos uma de suas
extremidades. De fato, se p e g sdo as extremidades de e e W ndo passa por elas,
entdo tomamos um caminho de p a v (tal caminho existe pois o grafo é conexo), e
olhamos para o primeiro n6 r sobre esse caminho que esta também sobre o passeio
W (Figura 17 (a)). Seja e‘= sr a aresta do caminho imediatamente anterior a r. Entdo
W néo passa por e (porque ele ndo passa por s), portanto podemos substituir e por

e’, que tem uma extremidade sobre W.

Figura 19: (a) Encontrando uma aresta que nédo estd em W, mas que encontra W; (b)
Combinando W e W'.
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Portanto seja e uma aresta que ndo é usada por W, mas que tem uma
extremidade p que é usada por W. Entdo comegcamos um novo passeio W’ em p.
Comecamos por e, e continuamos a passear como desejamos, somente tendo o
cuidado para que ndo usemos as arestas de W, e ndo usemos qualquer aresta duas
vezes.

Mais cedo ou mais tarde vamos acabar ficando sem saida, mas onde? Seja u
o n6 onde ficamos sem saida, e suponha que u#p. O n6 u tem grau par; W usa um
namero par de arestas incidentes a u; toda visita anterior do novo passeio a esse no
usou duas arestas (entrando e saindo); nossa Ultima entrada usou uma aresta;
portanto temos um numero impar de arestas que nao sao arestas nem de W nem de
W’. Mas isso quer dizer que podemos continuar nosso passeio!

Portanto o Unico n6é onde podemos ficar sem saida € o n6 p. Isso quer dizer
que W’ é um passeio fechado. Agora tomamos um passeio da seguinte maneira.
Comecando em v seguimos W até p; entdo seguimos W’ direto, de modo que
voltamos a p; entdo seguimos W até seu final em v (figura 17 (B)). Esse novo
passeio comeca e termina em v, usa toda aresta no maximo uma vez, e é mais
longo que W, o que é uma contradicao.

Para concluir a demonstragcdo, devemos mostrar agora que se um grafo
conexo tem dois ndés com grau impar, entdo ele tem um passeio euleriano.

Seja G esse grafo, onde x e y sdo os dois vértices de G que possuem grau
impar.

Construa G’ a partir de G acrescentando uma aresta de extremidades x e y.
Observe que G’ possui todos seus nGs com grau par, logo por (iii) possui um passeio
euleriano fechado P. Tomemos agora um novo passeio P’, formado pelo passeio P
exceto a aresta entre x e y. Podemos observar que P’ possui todas as arestas de G,
e suas extremidades séo x e y. Logo P’ é passeio euleriano de G que comeca em
um dos seus Vértices de grau impar e termina no outo.E|

Ainda segundo LOVASZ (2010), o resultado de Euler acima é frequentemente
formulado da seguinte maneira: Um grafo conexo tem um passeio euleriano fechado

se e somente se todo né tem grau par.
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3 Sequéncia Didatica

Ja vimos que as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio deixam claro
gue, na area de combinatoria, ndo deve se abordar apenas problemas de contagem.
Exemplificam ainda que poderiam ser trabalhados problemas relativos a conjuntos
finitos e com enunciados de simples entendimento, mas que nao s&o
necessariamente faceis de resolver. As Orientacdes Curriculares citam também,
como exemplo, o problema das pontes de Konisberg, apresentando a possibilidade
de se resolverem problemas via estrutura de grafos. Partindo dessa reflexao,
desenvolvemos uma sequéncia didatica que abordasse a Teoria dos Grafos.

Para abordar tal assunto, o autor criou uma sequéncia didatica sobre Grafos
Eulerianos. Ele acredita que este contetdo pode complementar e fortalecer o
conhecimento de alunos e professores da educac¢éo basica sobre o estudo da teoria
dos grafos, mais especificamente em Grafos Eulerianos.

Esta abordagem didatica segue em anexo em forma de slides, podendo

também ser apreciada no formato audiovisual disponibilizada nos links:

Video 1 : https://youtu.be/Smi_mxEITuo

No video 1, apresentamos trés desafios baseados no problema de desenhar
sem tirar o lapis do papel. O primeiro desafio consiste em desenhar uma figura que
possui todos 0s seus vertices de grau par; o segundo prop6e desenhar uma figura
gue possui um par de vértices de grau impar e os demais de grau par. O ultimo
desafio consiste em desenhar uma figura que possui quatro vértices de grau impar.

Este ultimo desafio o espectador ndo conseguira realizar.

Video 2: https://youtu.be/dAraAfoUbTc
No video 2, apresentamos o problema das sete pontes de konigsberg ja

citado na secéo 2.2 e a solugao de Euler para tal problema.

Video 3: https://youtu.be/wA2rKfByLAY
No video 3, sintetizamos as ideias apresentadas nos videos 1 e 2, em

seguida apresentamos o teorema da sec¢ao 2.3.
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Video 4: https://youtu.be/j_irg6zREXc

Iniciamos o video 4 com a seguinte pergunta: “esses problemas s&o
relevantes?”. Para respondermos tal pergunta, apresentamos a perspectiva do
professor doutor Samuel Jurkiewicz que nos propdem a seguinte reflexdo sobre o
tema:

Pense em uma pequena cidade com apenas dez ruas e com um Unico
caminhao para recolher o lixo. O prefeito deseja economizar, o que significa que
prefere que o caminhdo passe uma Unica vez por todas as ruas e retorne ao ponto
de partida. Para solucionarmos tal problema nédo precisariamos utilizar a teoria dos
grafos, basta utilizarmos um bom computador e um algoritmo adequado que ele
analisaria as dez fatorial permutacfes de ruas de maneira rapida. Chamamos isso
de solucéo por forgca bruta. Porém, se pensarmos ainda em uma pequena cidade
com 20 ruas e tentarmos empregar o mesmo método anterior, se esse computador
verificasse um milhdo de sequéncias por segundos ele demoraria aproximadamente
77 milénios para concluir a tarefa.

Tal reflexdo evidencia a importancia e aplicabilidade da Teoria dos Grafos.
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4 Aplicacdes de Grafos Eulerianos

4.1 O desafio de desenhar sem tirar o lapis do papel.

Quando adolescente, eu me sentia atraido pelo problema de desenhar a
figura sem tirar o lapis do papel. Nessa época, meu entusiasmo pelo exercicio era
apenas por gostar de resolver problemas. No entanto, tal entusiasmo poderia ter
sido aproveitado para uma apresentacao formal da teoria dos grafos, em especial
aos Grafos Eulerianos.

Esse tipo de desafio sera utilizado na sequéncia didatica apresentado como
um elemento motivador para o estudo de Grafos Eulerianos. O problema consiste
em quais figuras vocé consegue desenhar sem tirar o lapis do papel e sem repetir o
mesmo tragco. Vejamos a seguinte situacao:

Ana e Beatriz estdo brincando para passar o tempo. Ana apresenta a Beatriz
o desenho da Figura 18 e pergunta se ela consegue desenha-lo sem tirar o lapis do

papel e ndo repetindo nenhum caminho ja feito.

Figura 20: Figura apresentada por Ana.

Beatriz tenta por diversas vezes e nao consegue. Ana diz entdo que o
problema n&o possui solucéo.

Beatriz intrigada com a situacdo mostra outras 3 figuras (Figura 19) a Ana e
pergunta se é possivel desenhar. Ana, sem nem mesmo tentar, responde que

somente a primeira e a segunda sao possiveis, e de fato acerta a resposta.
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Figura 21: Figura apresentada por Beatriz.

Beatriz entdo pergunta como ela consegue saber a resposta sem nem mesmo
tentar desenhar. Ana explica que, na aula de matematica, ela estudou grafos e que
para responder a pergunta basta observar o nimero de arestas (segmentos de reta)
gue cada vértice (ponto) possui. Ana entdo recomenda que Beatriz assista aos
videos que seu professor passou durante a aula.

Observando a representacdo do desenho como um grafo, podemos aplicar o

teorema visto e determinar se existe um passeio euleriano.

4.2 O problemado domind

Vérias sdo as versdes de onde veio 0 jogo de domind, mas ndo sabemos até
hoje qual seria a verdadeira. Acredita-se, porém, que o jogo tenha sido criado pelo
soldado chinés Hung Ming, que teria vivido de 243 a 181 a.C. Alguns estudos
sugerem que, por ser extremamente simples, o0 jogo pode ter aparecido
simultaneamente em vérias partes do mundo.

O domind chega a Europa no século XVIII, quando era jogado nas cortes de
Veneza e Napoles. As pecas em geral eram feitas de ébano, com pontos de marfim,
representando os numeros. A versao mais comum do dominé encontrada no Brasil €

a que possui 28 pecas, cada peca possui dois numeros que variamde 0 a 6 .

" ole®

Figura 22: Exemplo de pec¢a de domind.
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As partidas sdo compostas por 2, 3 ou 4 jogadores, onde cada um recebe 7
pecas. No caso de partidas com 2 ou 3 jogadores, as pecas restantes sao usadas
para comprar. O jogo se inicia, no sentido horario, pelo jogador que possuir a peca
6-6 e cada jogador deve tentar encaixar uma de suas pedras nas extremidades do
jogo na mesa. Quando o jogador consegue encaixar uma pedra ele passa a vez,
caso ele ndo consiga ele deve comprar do monte; se ndo houver pedras no monte
ele passara a vez. Ganha o jogo aquele que conseguir usar todas as suas pecas. No

entanto nosso interesse aqui serA em responder as seguintes perguntas:

1- E possivel fazer um anel usando todas as pegas?

2- E possivel fazer uma linha reta usando todas as pecas?

Para responder essas perguntas, vamos construir um grafo que represente tal

situacdo. Neste grafo, as pecas serdo as arestas e 0s nimeros serdo os vértices.

o

3 4

Figura 23: Grafo que representa o dominé.

Pelo teorema apresentado no capitulo 2, temos que € possivel fazer um anel

com todas as pecas, e ainda é possivel construir uma linha com essas pegas.

Pense agora na seguinte situacao:
Ana e beatriz possuem um dominé faltando a pega 2-3. E possivel construir
um anel usando todas as pecas que ela possui? E uma linha?

Vamos construir um grafo que represente a situagéao.
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Figura 24: Grafo que representa o dominé exceto a peca 2-3.

Novamente, pelo teorema estudado, podemos afirmar que n&o sera possivel
construir um anel com todas as pecas, no entanto, € possivel construir uma linha
usando todas as pecas.

Diversos sdo os problemas que podemos pensar usando o domind e 0s
Grafos Eulerianos. Poderiamos ainda pensar em problemas nos quais fosse

necessario retirar alguma (s) peca (s) para que a construcéo do anel fosse possivel.

4.3 Problema do carteiro chinés

Um carteiro tem que entregar as correspondéncias recebidas em um posto do
correio e distribui-las em sua regido de trabalho, antes de retornar ao posto. O
problema consiste em encontrar a menor distancia percorrida pelo o carteiro. Neste
problema temos um fato novo, ndo necessariamente todas as ruas possuem a
mesma distancia, entdo teremos que usar um grafo valorado onde as esquinas
serdo os Vértices, as ruas serao arestas e cada aresta receberd um peso referente a

seu comprimento.

Se o trajeto a ser feito pelo carteiro formar um grafo euleriano, ndo teremos
problemas em encontrar o caminho, no entanto, se o grafo nao for euleriano,

teremos que “eulerizar” o grafo, ou seja, acrescentar novas arestas de modo que
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todos os nos tenham grau par. Nao nos aprofundaremos neste assunto, porém ele é
de profundo interesse devido a suas diversas aplicabilidades, como por exemplo,
entregas do comércio varejista, entrega dos correios, coleta de lixo, atendimento

domiciliar de controle de endemias e etc.
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Consideragdes Finais

Objetivando a complementacédo dos métodos de contagem, esta tese abordou
um assunto ainda pouco conhecido entre professores e alunos do Ensino Médio.
Estamos falando sobre Grafos Eulerianos. Como comentamos na introducéo, este
assunto é dificilmente visto no curso de Licenciatura em Matemética, sendo assim,
os docentes de matematica em geral ndo possuem conhecimento suficiente para
trabalhar a teoria dos grafos em sala de aula, como propéem as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio. Para tentar resolver tal problema, o autor criou
uma sequéncia didatica abordando o contetudo de Grafos Eulerianos.

Inicialmente, o autor desenvolveu um problema motivacional para despertar
interesse e curiosidade tanto nos docentes quanto nos discentes. Em seguida,
apresentamos um contexto histérico (o problema das sete pontes de Konigsberg),
formalizamos os conceitos estudados através de um teorema e finalizamos o
trabalho apresentando algumas aplicacdes de Grafos Eulerianos, como o problema
de desenhar sem tirar o lapis do papel e o problema do dominé .

A sequéncia didatica foi criada e disponibilizada em formato audiovisual,
possibilitando a insercao dos conceitos e definicbes de forma gradativa com diregao
a solucao dos problemas.

Tendo em vista as extensas aplicacdes da Teoria dos Grafos, que vao desde
o tradicional problema das sete pontes de Konigsberg, até mesmo problemas da
tecnologia da informacdo, o autor desta obra acredita que este trabalho pode
contribuir significativamente para o ensino-aprendizagem de Grafos Eulerianos, no

Ensino Médio.
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Apéndice A — Softwares utilizados na producéo audiovisual

Explanaremos de forma sucinta, neste apéndice, as ferramentas tecnologicas

utilizadas para a producéo da sequéncia didatica no formato audiovisual.

A.1 TexStudio

O TexStudio foi o programa responsavel pela confec¢éo dos slides.

O problema é idéntico ao problema de desenhar as figuras
sem tirar o lapis do papel, e se a cidade tivesse a configuracao
da figura 2 ndo teria solugéo (pois o caminhao nao retornaria
ao ponto inicial. Se o mapa da cidade fosse como na figura a
seguir, o prefeito ficaria contente (experimente !)

>
m

Figura 25: icone do

programa TexStudio. Figura 26: Exemplo de slide produzido no TexStudio.

O TexStudio é um editor de LaTeX que facilita a entrada das formulas e tem

um excelente sistema de auto completar e highlight que agilizar a criagdo dos textos.
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A.2 Paint

Este programa foi responsavel pelo armazenamento das imagens dos slides
geradas pelo controle permitindo assim, a utilizacdo do software my paint

concomitantemente com 0 manuseio da mesa digitalizadora trust.

[ I o
0. Pl NS = B Camsa aacs™
L= F a
& 7 '?'\:7 -y
A N
a *\_7';;;\39;
\\ /\'\ / \\7
— \‘3‘/—:‘;7—56"/'/'\
. L + -] 1 756% 36 iH Tamanher 253K8 00 (2 [ ]
Figura 27: Icone do programa E - m o s HOEBEB®

Paint. Figura 28: Exemplo de imagem gerada pelo controle Print.

O Paint € um aplicativo que faz parte do grupo Acessoérios do Windows.
Permite o desenvolvimento, edi¢cdo e impressdo de imagens digitais que séo salvas

automaticamente como Bitmaps, podendo também ser salvas como gifs ou jpegs.
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A.3 Camtasia Studio

O Camtasia Studio € uma ferramenta de captura e gravacdo de tela. O
programa, além do screen recorder (gravador de tela), possui diversas opc¢des para
edicdo e montagem de videos e foi utilizado para a gravacdo e a edicao da

sequéncia didatica, proposta nesta tese, no formato audiovisual.

@ Camtasia Studio
L e

Figura 29: icone do programa Camtasia. Figura 30: Interface do programa Camtasia.
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Apéndice B- Sequéncia didética

Grafos Eulerianos

Jubo Assis

PRSI RN

Tenho cerfaza que wisH cons

Anoba em sua folha & seqléncia de lelras que usou & responda
&5 paguintas pargunias,

1- Por ande wood comegou ¥

2- Em que ponto terminou 7

& Vool consegue tazer de oulra jeilo?

d- Consegue lazer comecanda am qualquer leta s, B.C.0.E)7

s seguirtes pergunias.

1- Por ande wocd comegou 7

2- Em que poris lerminou 7

3 Vipch consague fazer de oulm Blio?

4- Coneague fazar comagando am gualguar latralA,BUC DERY
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Um exemplo de solugio

Tente mas um pouCs.. | Vamos ver s& um pouce de hisiéria da matemdlica ajuda l

"L o NN

O problemas das sete pontes de Kénigsberg, ¢ considerado o )
& 474N 3] »;:"LcA-atl_ﬁ‘"i”z? o N

primeira trabalho sobre grafos. A adade de Konigsbarg era
didida por tracos do rio Pregel lormando quatro distrifos,
assag dalrilos eram conaclados por sete pontas, Era
agradavel caminhar por all, alravassando @ssas pomes, e dal
sungu & questio: ¢ possivel fazer um passel de Moda que 5@
atravesse toda ponte somente uma vez?
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Euler rasolveu o probilema & o publicou e&m Seu artiga em 1736,
ra qual ale dalerrninava sar impossivel fazer tal passeio, Eular
resoled O problema usando o Saguints angumento.

A 50 da Eular

Supanha que exiata tal passan. Gonsiders quakjuer uma das
quaino partes da cidade, por exempla & dha, @ supanha que

MOSE0 PAsSE0 ndd comera aqui. Emio, am algum penie ne:

tempe antrames na ilha atrvessanda uma ponle; mais larde
deixamas & iha por meio de oulra pore. Ertiio entramos na
ilha nowamenle alraves dé uma banceira ponle, & ai & deixamos
par uma quars, @ enlfa entramos atrawds da uma quinka pania
& N&D poahamos mats saln, pols usamos iedas &6 pontes da ilha.

Caonclusic 1I8mas que terminar ¢ passeo na lha. Logo temes
QU COMBEIr ou ferminar o passaia a ilha. Agora podemas
chegar a mesma conclusio sobee iodas os autras disirilos,
s 1000% pOSSUS UM AUMEend impér di portes, Logo s ndo
comecamas am um dalriis iemas que ferminar mala, ou @
licaramos praso nale, Caso ale NaD Saja o ulimo, Exsa
argumanta nos lava a uma contradicda, NOssT passen comaca
em um das distrilcs @ lenmina em um oulrg, para Quaisouer Gos
doie disirigas remansscenies, o arpumanta acima nos leva 3
urmia canradicho.

Ganeralzendo 08 problemas.
Vames abgandar as figunas | a 1L
Ma figura dois, vocd gb consegquiu desenhar sam trer o lAps do
papal quands comegow de qual katralvartice)?

O qua psses wirlices iem de diferenie dos demais ?

Explique ponque Sampne ComMecamos & Mrminamas no maesma
par g vériices,

Generalizando os problamas.

Agara vames obsenvar a figura 1
A figura trés vool nlio consaguiu desenhar, wool consegues
explicar o por qué?

Cam basa em seus comenlanes, podemas agor comprasnder

Wamas malizar nossns Bvangos ale agul,
as canclusdes de Eular. |

1) S&um grafo Conema bam mals que dos Nds com grau impar,
entda ek ndo tam passaln sulariano.

ii} Se um grale conexo tem exalamerre dois Rds com graus
iFnEar, antho ale lam um pasaaeo eularamd, Todo passss
auleriar fam que comecar am um desses & arminar no ouln.

i} Sa um grala conexo NAa tem Nds com grau (mpar, antas ala
tam um passak euleriana. Tode passaio & lechado. J

Esses prablemas sho relevanles?

Sim. Jurkiewicz propie pensar no seguinte problema:
Perisa ruma pequena cidade, am um oo caminhda para
racolar o lixg, o predeile deaeja economizar o que signilica
que pralara que o caminhBn Das=a WMA UNca vag por 10das 65
ruas @ retarng ac ponio de pariica,
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O prablema ¢ idénlice ap prablema de desenhar as figuras
sem frar o Bpis do papal, & =2 a ddade livesse a conliguragio
da figura 2 nda lera salucla (peis o caminhdo nlo raicmaria
&0 pomo inicial. Se o mapa da cidade loase coma ra ligura &
gaguir, ¢ predaito licaria conferne {expanments |

Iras salupdes que nio usem & leonia

A resposta € sim, comoe exempla, vamoes pensar em ulilizar um
compuladar para lesbar as passiveis rolas. Tomamos lodas as
arestas, sdo elas AB, BC. CO, DE, EF, FA, AE, AD, BE, BO,
podiemes pensar em hodes as sequancia pessivels usands
assas 10 arestas, azendo um calculo bem simples, sabemos
que tamas 10 = JE20800 sequancias de 10 arestas. Com o
auxilio da um excel ente computadar & um algoeitma praprio
para igsn, podedamas verilicar quais sequéncas nos levam a
LmMa S0luGaD, O B8, UM Caminhd gue COmace @ beamine no
T35 Ml Wi hics:

Enlt&n, masse Casd, podeiamas raeolver esse problama sem o
auiliy das baoramas erposhos ameriormanta. La sl
padariamas & feriames a solugio bem rapide. Ha entanto sa
hvissamas uma adade gue fosse LM powoa maior, por
enempla, sam 20 ruas, leriamos 200 = 24329020081 TEES0000
saudncias para sanem analsadas, o que am um comguiadar
que analsa um milas e SeQUEnciES DOF Sagundo kvana
aproximadamana 77 miknios

Erifo, nesss caso. poderiamos resalvar agae problema sam o
AL |0 305 1earamas eXpasios antanarmeants, e lato
poderiamas & farlamos a solugho bam rapida. No artanio 58
livitssemos uma cidade que fosse um pauco mair, por
exermple, cam 20 ruas, beriamas 20! = 3432902008 1 TEE40000
seuencias para aerem analisacdas, o que em um computados
e analisa um milhi&o de sequancias por segundo levara
aproximadamanta 77 mil&nios.
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